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Resumo—O objetivo do trabalho consiste na analise de pro-
pagacdo de ondas planas em um material poroelastico contendo
dois componentes. Essa analise é realizada por meio de ondas
harmoénicas, onde supde-se que estas possuem pequena ampli-
tude. Através da variacio da porosidade do meio, fornecemos
um estudo qualitativo das velocidades de propagacio e atenuacio
das ondas longitudinais P1, P2 e transversais S. Além disso,
indicamos a importéancia pratica de tais resultados.

Palavras-chave—teoria de misturas, teoria de meios porosos,
propagaciao de ondas, relacio de dispersao, poroelasticidade.

I. INTRODUCAO

O estudo de propagacdo de onda em meio poroso saturado
teve inicio com os trabalhos de Terzaghi [1], [2] em mecanica
dos solos. Essa abordagem obteve continuidade com a teoria
de Biot nos anos 50. Entretanto, como mencionado em [3],
existiam alguns problemas de cardter conceitual no modelo.
Esses problemas foram expostos com o préprio avango no
campo da termodindmica do continuo.

Sdo previstas experimentalmente dois tipos de ondas actis-
ticas que se propagam no meio poroso. A onda primdria, ou
onda P, ¢ uma onda de compressdo e o deslocamento das
particulas ocorre na direcdo da propagagdo. A outra, € uma
onda de cisalhamento, chamada de onda S, e o deslocamento
das particulas ocorre na direcdo transversal & propagacdo.
Ambas as ondas P e S, se propagam essencialmente no meio
s6lido. Entretanto, na teoria formulada por Biot [4], [5], uma
terceira onda foi prevista. Essa onda se propaga na mistura
solido e fluido, cuja deslocamento das particulas é paralelo a
direcdo de propagagdo, como ocorre com a onda P. Por essa
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razdo, foi batizada de onda P2 e sua amplitude sofre uma forte
atenuacdo. Em fungdo da atenuacdo dessa onda, a deteccdo
experimental e mensuramento s veio a ocorrer anos depois de
sua previsdo tedrica, mais precisamente nos anos 80 [6], onde
foram realizadas uma série de experimentos em um material
poroso saturado artificial (dgua e vidro sinterizado).

II. PROBLEMAS EM POROELASTICIDADE

A teoria de poroelasticidade é baseada nas equacgdes de
balanco de massa parcial e de momento parcial para os
constituintes fluido e sélidos [7],

Variaveis independentes: {ds,d, x ¢, Xs}-

6(??) + vy - grad(¢dy) + ddpdivyy = 0,
% v, - grad((1 — ¢)d)

+(1 = ¢)dsdivvs =0,

¢df(% +Vf'gradvf) + ¢ grad P — divly o

+or = ¢dyg,
vy
(1 —¢)ds (ﬁ + v gradvs) +(1—¢)grad P

—divT, + (1 - ¢)r = (1 — ¢)d,g.

Variaveis constitutivas:



Tf:Tf(df7Fg7V)7 qufs(df7E€7V)7
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I‘:I‘(df,Fg,V), P:P(df,Fs),

onde ¢ € a porosidade do meio, d; e dy sdo as densidades de
massa reais do constituinte sélido e fluido respectivamente, v
e vy sdo as velocidades do constituintes sélido e fluido, PP é
a poro pressao do fluido, Tf é a tensdo extra do fluido, T é a
tensdo efetiva do sélido, r forcas de resistividade 4 passagem
do fluido no meio e g forga da gravidade.

O sistema (1);_4 possui mais varidveis constitutivas do
que equagdes, uma vez que a teoria constitutiva considera a
porosidade como varidvel. Dessa forma, o sistema ndo possui
uma solugdo deterministica, sendo subdeterminado com o
conjunto {xs, Xy, ds,ds,} de varidveis a determinar. Com o
objetivo de resolver esse problema realizamos a hipdtese que
consiste em considerar a incompressibilidade do constituinte
do sdlido.

III. ANALISE DA PROPAGACAO DE ONDA EM MEIO
POROSO VIA ONDAS HARMONICAS

Vamos fornecer uma andlise qualitativa e quantitativa da
propagacdo de onda em um meio poroso. Uma explicagdo
razodvel para que essa andlise tenha sido realizada por meio de
ondas harmoOnicas, se baseia no fato da existéncia de uma inter-
pretacdo andloga a modelagem do fendmeno de propagacdo de
onda através do deslocamento de uma superficie singular [8].
A andlise dos modelos de propagacdo de ondas harmonicas
foi realizadas com base no trabalho [3].

A. Sistemas de Equacoes de Governo via Ondas Harmoénicas
com Constituinte Solido Incompressivel

Com a hipétese de incompressibilidade do constituinte
s6lido, podemos fornecer um sistema unicamente determinado.
Variaveis independentes: {¢,ds, x s, xs}-

d
% + vy - grad(¢dys) + ¢dpdivvy = 0,
—(%f + v, - grad gb) + (1 = ¢)divvs =0,
dfvy+ grad P+ r = dsg, 3)

(1-¢) (dsvs - dfvf) — divT,
-1 = (1-¢)(ds — dy)g.

Variaveis constitutivas:

Ts:Ts(¢adf7F€)7 r:r(¢7df7E€7V)7
4)
P = P(¢,d;, Fy).

Considerando o sistema (3), onde foram desprezados os su-
primentos de forca externa e os termos de segunda ordem em
V’

_ 0
Ty = 6ds(y YT + oy 2k ©V = 0(2), )

podemos escrever em COHIpOIlCIl'[eS cartesianas,
B

a2
ot
+odpvf, =0,

ad
+ ook + vl (00ds + i)

f(g—f + vféb,z') + (1= 9)v;; =0,

av{
ds (ﬁ + “yf”z‘f,j) + (Pod,i+ Paydy,i

+Pp S ) + (R(v] —vf) + Ry, dy

’ (6)
+Ry¢,i + RejnFjy. ) =0,
o s o]
(=) +uvis) = 4s(5,
—H};vzf,j)) — (Heij¢,5 + Hayijdy,g
+Hp, i1 Fer) = (R(v] = 07) + Ra,dy
+Re0i + Rp il ) =0,
onde P
r=RV — —graddy +dy gradwjoc =
df
RV + Rdf grad dy @)
+Rygrad ¢ + Rp, - grad F
e definimos, B
orP T
afA*PA, aA*HAa ®)

para denotar as derivadas parciais com relagdo a quantidade
A que pode ser tensorial, vetorial ou escalar.
Vamos admitir que o sistema esteja em equilibrio e que as
varidveis independentes {®,dy, xr, xs} sejam dadas por,
¢=¢+ e, d =ds+dsef,
)
Xf:;Cf+Xf6€7 Xs = Xs +Xs€<7
com ¢ = i(wt — kn - x), onde x = x(Xs,t). Além disso,
Xs = Xs(Xsao)a

df = df(x, 0).

Xf = xf(Xy,0),
QT) = ¢(X7 O)a

Portanto, no estado de referéncia homogeneamente defor-
mado, consideramos as quantidades ¢, cf > Xf € Xs constantes.

As fungdes em (9), podem ser entendidas como fungdes que
se dividem nas contribui¢des de onda progressiva,

(10)

ei(wt—Re(k)n-x)



e de atenuacdo

ezIm(k)n'x7

de modo que ei(wtfRe(k)n-x)eilm(k)n-x — ei(wtfkn-x)7 onde

k= Regjz) + iIm(k) é o nimero de onda e, dessa forma,

é a velocidade de fase e Im(k) é o fator de

~ Re(k)
atenuagdo da onda.

Com essas hipdteses e definicdes, obtemos algumas identi-
dades necessdrias para o restante do texto,

Oxg

T = io.)f(sec entdo Vg = Vsec, (11)
onde Vs = twXs-
Derivando em relagdo a coordenada material X?,
Xia = Xi.a(X%,0) = ikngziaxje, (12)
segue que
s s k ~S ai ¢
Fiy = Foio — P naFg'es. (13)
Logo,
s k EN T. ¢
Fo=F) — —vs® F; ne°. (14)
w

Supomos que as amplitudes das ondas sejam pequenas,
portanto podemos assumir que os produtos dessas amplitudes
sejam despreziveis. O termo Fjj é o tensor que caracteriza o
estado homogeneamente deformado de referéncia na matriz
oxJ (X5, 0
X 0) gy

. . ~ a o s
disso, para o segundo gradiente de deformacdo do constituinte
s6lido temos,

sélida, ou seja, para t = 0, temos Fj =

k
F,=F; - ;OSFSTneC

i (15)
ok = (Foia — —05naFl e®)
' w
Portanto
k2
gradFs:i—OS®an®ne<. (16)
w

Definindo a velocidade do constituinte fluido do meio como
vy = Vyeb, obtemos as mesmas relagdes acima. Dessa
forma, podemos rescrever as equagdes (6)(;_4) em termos das
identidades acima explicitadas,

%édf + %QT)CZf — q@dfﬁf -n=0,

w2 o —
E¢+(1—¢)Vs~n—0,

~ W A
¢(P¢ + R¢)I‘l + Edf(Pdf + Rdf)n

=&

w? - w o .
_ﬁdfvf - “{—2R(Vf —v,) —1Iv, =0,

~ W A
O(Hy + IRy)n + +dy(Ha, + IRy, )n

a7)

=€

w? -

+o5 (- ¢)(dsVs — dyvy)

w . . AL
f@R(vf —Vs) —Qvs =0.

Onde definimos os tensores 11 e Q da seguinte forma,

I, = (Rp, + Pr,)kaFI"n i,
A (18)
Qir = (0ijRp.ka + (HF,)ijra) Fln;,

B. Onda Harmonica Plana Longitudinal com Constituinte
Solido Incompressivel

Restringimos o estudo ao caso em que as velocidades dos
constituintes fluido e s6lido sdo paralelas ao vetor normal a
frente de onda, vy = 9yn e v, = 9,1, respectivamente. Com

essas hipéteses e fazendo U = % no sistema (17), podemos
escrever

Ug%tif + U(Z_Sdf — gz_SJff[;f =0,
U+ (1—¢)d, =0,

o . R -
UGP, + Udy Py, — U (@ +dy )iy

R 1 R (19)
of £t 1 s
+U <iw U2n Hn)vS 0,
. . ) Ry
UbH, + UdgHa, — U ((1 = )y + — )os
__R 1 .
2 — e — . 3 =
+U2((1= §)d ~ 5m- Qn)i, =0,
onde
P¢:P¢+R¢" Pdf:Pdf+Rdf)
(20)

I:I¢:R¢+n~H¢n, ﬁdf:Rdf+l’l'del’l.

Para a existéncia de solucdes ndo triviais do sistema (19),
devemos exigir que o determinante da matriz de coeficiente
seja nulo,

dy ¢ —¢dy 0_
10 0 (1-4)
det p¢ pdf *U2<% + (Zf) M34 = 0, (21)
f[¢ fldf My Myy



onde

Mgy = U*(£ — on - Tin),

~s R
Mg = U (1= 9)ds + ). @2
- R 1 .
— 772 _ . _ __n-
My =U ((1 O)ds+ — — =5m Qn).
Consideramos as simplificagdes relatadas em [7],
Py=0, I1=0, Hy=0, Hy =0,
. (23)
Qir = (Hp.)ijra Fl%nj = Lijuan,n,
onde,
oTH
Lijrr = ana s (24)

é o tensor de elasticidade do constituinte sélido. E usualmente
assumido que o tensor de elasticidade seja fortemente eliptico
e a compressibilidade seja positiva, ou seja,

P
L)

Fa, = ady

Lijruivjugv; >0, V. ou,v#0. (25)
Podemos escrever a equacdo biquadrada, resultado de (21) e
das consideragdes (23) como,

w2 - w3 - LoDy

+—(yU* = nU?) =
w
onde
(1 —¢)ds + ¢dy aq &
= + A 27)
T o, 0 " A e gy,

[ n-Qn "

Com ¢, = m’ cy = ,/pdf7 onde c¢; e ¢y re-

presentam as velocidades de propagacdo das ondas longitudi-
nais no sélido eldstico e no fluido eldstico respectivamente.
As solugdes de (26) sdo denominadas ondas P1 e P2. Note
que quando w — oo, para a equacdo (26), obtemos

e

e recuperamos os resultados para ondas de aceleracdo em [7].
E quando w — 0, temos:

(28)

¢(1 — p)dsci + cidy

U? =
o(1 — p)ds + p2dy

U=0.

(29)

C. Ondas Transversais com Constituinte Solido Incompressi-
vel

Do sistema de equagdes para meio poroso saturado com
densidade do constituinte sélido (ds) constante (17), supondo
mlnem-m=1tlque vy =79meV, = 0,m e,
realizando os mesmos passos anteriores, segue que

det UQ(%*%‘“ fim) Wz(fﬁdf) =0, (30)
Moy Mo
onde
My = U?((1= §)dy + £ — rm - Qm),
 aR 31)
Moy — —U2<(1 —8)ds + E) (ﬁ n df).

Resolvendo (32) e utilizando as hipdteses (23) e (25),
obtemos o seguinte polindmio,

U? 4 E((l — ¢)(ds — dy) +df)U2 _ 2
iw (1 —¢)dsdy s
R (32)
———==0 ou U=0,
iwdy
m-Qm i
em que c; = m Analisando o comportamento para
baixas frequéncias, ou seja, quando w — 0,
(1 —¢)d
U?=_——* T (33)
(1= @)ds + ¢dy)
E para frequéncias muito altas,
m - Qm
U= —~—. (34)
(1 - ¢)ds

A relagdo de dispersao (32), nos fornece a velocidade de fase
e atenuacdo sofrida pela onda de cisalhamento.

IV. RESULTADOS NUMERICOS

O problema det(M) = 0, como em (23) e (32), nos
fornece um polindmio caracteristico f(w, k) = 0, cuja solugdo
resulta em uma relagdo de dispersd@o que descreve os efeitos
da propagacdo da onda. Essa equacdo conecta a frequéncia
w e o nimero de onda k que, dependendo da escolha da
varidvel independente nos fornece as velocidades de fase
Vfgse = Re(k) das ondas no plano w X vyqse Ou da atenuacdo
no plano w x Im(k).

Na legenda das figuras abaixo, em S,, e P(1,2),, o indice
n representa a porcentagem de poros presentes no meio. Por
conveniéncia, vamos adotar as seguintes notacdes para oS
limites das velocidades de fase no modelo com densidade do
constituinte s6lido constante, que chamaremos de forma mais
compacta por Modelo-1.



. w
Plo, P29, 8= Iny oo 5y

w
Pla, P25, Sy = lim —— .
S = M @)

E pra os resultados obtidos em [3],
P1y, P2y, Sy = lim
P1Y, P2Y Sy := lim
Para a atenuacg@do neste trabalho,
Klo, K20, KSO = hIIlO Im{k‘(w)},
w—r
Kloo, K250, KSoo := lim Im{k(w)},
w—r00
e, para denotar os resultados em [3],
K15, K25, KSy = lirrblm{k(w)},
w—r
K19, K28 | KSy = lim Im{k(w)}.
w—r00

Os resultados abaixo, Fig.1 - Fig.6, mostram a velocidade
da fase e a atenuagdo das ondas P1, P2 e S para a porosidade
assumindo os seguintes valores ¢ = {20%, 40%, 60%, 80%}.
A velocidade da fase e / ou a atenuagdo de algumas ondas
apresentam mudangas nas posi¢des quando as consideramos
com outro valor para a porosidade, Fig. 2, Fig.3 e Fig.6. Esse
comportamento também foi encontrado em [9], na qual a re-
lacdo de dispersdo foi gerada com a velocidade de fase versus
frequéncia. Entretanto, ao invez da varia¢do de porosidade, o
trabalho em [9] considera a permeabilidade variando. Como a
permeabilidade (ou resistividade) do meio estd relacionada a
porosidade, esperamos o mesmo tipo de resultados qualitativos
para os gréficos de velocidade da fase e / ou atenuag@o.

Para gerar os graficos de velocidade de fase e atenuag@o,
variando os valores de porosidade do meio. E preciso adaptar a
velocidade das ondas de propagacdo (tanto para as velocidades
c1 quanto para a velocidade cg para o sélido eldstico puro)
utilizadas em [3], com porosidade ¢ = 0.4. Essas velocidades
adaptadas sdo utilizadas nas relacdes de dispersdo em (26) e
(32) para a determinacgdo das onda longitudinais e transversais,
respectivamente. Apds a realizagdo desses cdlculos, obtemos
os seguintes resultados:

1,936

cp = ——m/s, cp=1,000m/s,
ey (35)
1,162

Cs = m/s.

V=9
Os gréficos foram gerados com auxilio do Maple 13 com o
conjunto de dados:

1,936
g = ——=m/s, co=1,000m/s,
vi—¢
1,162
Cy = — m/s, ds =4, 167kg/m?’7 (36)

VI—=¢
d, = 650kg/m®, R =10"%kg/m’,

onde os par@metros ds e d; sdo as densidades reais dos
constituintes sdlidos e fluidos, respectivamente.
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Figura 1. Velocidade de fase vs frequéncia da onda P1, variando a porosidade.
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Figura 2. Velocidade de fase vs frequéncia da onda P2, variando a porosidade.

Os resultados numéricos abaixo foram gerados com os
parametros de acoplamento @ = 0.7 GPa e tortuosidade
a = 1.75, o que fornece uma porosidade ¢ = 0.4, por meio

da relagdo ¢ = , extraido da teoria em [3]. O restante

dos dados sdo og C;nes}nos exibidos em (36).

O parimetro material () tem o significado de considerar o
acoplamento entre as tensdes parciais entre dos constituintes
do meio. Este pardmetro fornece apenas alteracdes no compor-
tamento quantitativo das ondas P1 e P2 como ressaltado em
[3]. A tortuosidade é um pardmetro macroscopico relacionado
a distribuicdo microestrutural da porosidade do meio. Esse
parAmetro representa a resisténcia oferecida pelos poros da
matriz sélida, devido ao carater randomico, a velocidade do
constituinte fluido.

Por conveniéncia, tomamos os resultados numéricos obtidos
em [3] como dados reais para efeito de comparagdo. Essa
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Figura 3. Atenuacdo vs frequéncia da onda P1, variando a porosidade. Figura 6. Atenuacdo vs frequéncia da onda S, variando a porosidade.
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Os valores das velocidades de onda Pl e S para baixas
frequéncias (w — 0) foram Plg = 2,499m/s e Sy =
1,430 m/s enquanto em comparagio os resultados que foram
1004 N
% encontrados em [3] tém os valores P1y = 2,505 m/s e S =
= 1,430 m/s. As diferengas relativas em baixas frequéncias para
Z;; ondas P1 e S para ambos os modelos foram, respectivamente,
504 0,25% e 0%. Enquanto para altas frequéncias as velocidades
das onda P1, P2 e S alcangadas, foram Pl,, = 2,552m/s,
] P1% = 2,517m/s, P2, = 979m/s, P2% = 687m/s,
N Soo = 1,500m/s e S¥ = 1,468 m/s. As diferengas relativas,
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® S entre os dois modelos, é de aproximadamente 1.35%, 42.5%
T P2y = ImP2yy —— ImP2gy —— ImPZy, e 2.12%, respectivamente.
Figura 4. Atenuacdo vs frequéncia da onda P2, variando a porosidade. Parte real (Velocidade de fase)
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Figura 5. Velocidade de fase vs frequéncia da onda .S variando a porosidade. V. CONCLUSOES

Os resultados obtidos através do modelo de ondas harmo-
comparacdo serd realizada por meio da diferenca relativa nicas planas com base na teoria de meios poroeldsticos em
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Figura 8. Atenuagdo da onda P1 neste trabalho e resultado obtido em
Wilmanski, ambos com porosidade, ¢ = 40%.
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Figura 9. Velocidade de fase da onda P2 neste trabalho e o resultado de
Wilmanski, ambos com porosidade, ¢ = 40%.

[7], possuem boa concordincia qualitativa e, em alguns ca-
sos, quantitativa com os resultados de propagacdo de ondas
acustica encontrados em [3]. Esses resultados mostram que
as velocidades de fase da onda P1 possui velocidade de
propagacio superior a velocidade da onda P2 e, a atenuacio
sofrida pela onda P2 é muito mais forte do que a encontrada
para a onda P1. Como apontado pela literatura, por exemplo
em [3] ouem [4] e [5], a velocidade da onda P2 é em torno de
30% a 40% menor do que o valor alcangado pela velocidade
da onda P1. Além disso, com essa analise ilustramos como
a variacdo na porosidade do meio afeta quantitativamente a
velocidade de fase e atenuag¢do, mas nao qualitativamente.
Consideramos uma teoria em que o meio pode se encontrar
homogeneamente deformado no estado de referéncia, que em
geral € anisotrépico. Embora tenhamos considerado o meio em
seu estado natural, indeformado (isotropico), em nosso estudo
numérico.
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Figura 10. Atenuag¢do da onda P2 neste trabalho e resultado obtido em
Wilmanski, ambos com porosidade, ¢ = 40%.
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Figura 11. Velocidade de fase da onda S neste trabalho e o resultado de
Wilmanski, ambos com porosidade, ¢ = 40%.
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Figura 12. Atenuacdo da onda S neste trabalho e resultado obtido em
Wilmanski, ambos com porosidade, ¢ = 40%.



Ressaltamos que um dos principais interesses nesses re-
sultados é o de fornecer a existéncia de hidrocarbonetos nas
armadilhas petroliferas, onde sdo realizados experimentos in
situ que consistem na leitura de dados obtidos através da
reflexdo de ondas actsticas em diferentes meios do qual o solo
€ composto. De acordo com a resposta dessas ondas, podemos
classificar as camadas de rochas presentes na regido as quais
fornecem indicios sobre a presenga de reservatorios.
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