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Abstract

The numerical analysis is a branch of mathematics responsible for studying and developing capable
methods of providing numerical solutions to problems on which analytical solutions are not possible or
desirable. Therefore, a kind of problems that fits in this described situation is named as moving boundary
problems and it consists of movement of a solid-liquid interface during a phase change phenomena, more
specifically melting/solidification. Due to non-linearity of these problems, analytical solutions are hardly
ever obtained and, hence, it becomes more favorable to apply numerical methods for generating results,
even if approximated. Thus, the aim of this paper is to implement the finite difference method for solving
a specific study case and compare its results to other ones presented by analytical approaches.
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Introducéo

Um fendmeno fisico bastante presente em uma grande variedade de segmentos industriais
é 0 da mudanca de fase, principalmente envolvendo a transicdo entre sélido-liquido, isto
é, solidificacdo e a fusdo. Exemplos de tal importancia podem ser encontrados na
producdo de ligas metalicas, conservacgdo de alimentos a partir de seu congelamento, bem
como na preservacdo de materiais médicos e biomédicos [1]. Devido a grande
importancia econdmica destes e muitos outros processos fundamentados no mesmo
principio fisico de mudanca de fase, foi conduzida uma quantidade razoavel de pesquisas
acerca de seus efeitos, bem como sobre modelos fisicos capazes de descrever tais sistemas

[2].

Outra denominagdo associada a situagfes dessa natureza, nas quais ocorre fusdo ou
solidificacdo a partir de uma condicdo de transferéncia de calor transiente, corresponde
aos problemas de fronteira movel. Tal designacéo é oriunda da modelagem fisica destes,
a qual considera o movimento de uma interface entre as fases solida e liquida, conforme
o calor latente é absorvido ou liberado nessa mesma regido delimitadora. A modelagem
matematica, por sua vez, parte da equacao do calor em regime transiente e sem geracao
de energia, com trés condicbes de contorno, das quais uma é nao linear, caracterizando o
problema como uma equacéo diferencial parcial ndo linear [3]. A grande consequéncia
proveniente da ndo linearidade de tais problemas é, além da dificuldade de obtencéo de
solucBes exatas, a impossibilidade de aplica¢do do principio da superposi¢do, implicando
na singularidade de cada caso [4]. Com isso, torna-se interessante o emprego, ou mesmo
o desenvolvimento, de métodos numéricos a partir dos quais seja possivel obter solucdes
mais abrangentes e de maneira menos complexa para essa classe de problemas. Neste
contexto, inimeros métodos matematicos classicos podem ser empregados na resolucéo
de tais problemas, sendo uma das técnicas mais comuns o método das diferencas finitas,
fato que motivou a escolha desta para realizacdo dos calculos numéricos.

Assim sendo, este trabalho objetiva a realizacdo de uma analise numérica dos problemas
de fronteira maével, sob condigdes de conducao de calor unidimensional em uma regido
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semi-infinita, a partir do emprego do método das diferencas finitas. Com os resultados
obtidos pela aplicagdo do método numérico, deseja-se compara-los com os alcangados
pelos métodos aproximados e exato, com a finalidade de atestar sua precisao, bem como
sua eficécia.

Experimental

Nesta secdo, serdo apresentados trés métodos resolucdo de problemas de fronteira movel,
dentre os quais dois caracterizam-se como analiticos e 0 outro restante como numeérico.
Assim sendo, os métodos analiticos a serem abordados consistem no classico método
integral introduzido por Goodman [5] e em uma adaptacdo deste proposta pelo autor,
denominado método fracionario. Por outro lado, a técnica numérica a ser discutida
fundamenta-se em uma modificacdo do método das diferencas com formulacdo implicita
e passo no tempo variavel (MVTS), a qual foi proposta por Gupta e Kumar [6]. Para este
caso, foram realizadas simula¢Ges computacionais com auxilio do software MATLAB,
homonimo de sua linguagem de programacao, através do qual foram criadas rotinas e
sub-rotinas capazes de discretizar as equacgdes governantes do problema, bem como
executar os calculos numericamente.

Equacdes Governantes

A modelagem matematica do problema, conforme ja abordado previamente, constitui-se
na equacao do calor unidimensional em regime transiente, podendo ser representada pelas
equacoes (1-4).
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Onde T € a temperatura, S é a posicdo da fronteira, « € a difusividade térmica da
substincia, p ¢ a massa especifica, k € a condutividade térmica e L é a entalpia de fusao.

E importante elucidar que a Eq. 1 consiste na equacdo do calor propriamente dita, ao
passo que as equagdes (2-4) representam as condigdes inicial e de contorno do sistema.

Método Integral

A implementacdo do método integral na resolucdo do presente problema segue uma
sequéncia de trés passos, 0s quais consistem em: primeiramente, integrar a Eq. 1 sobre a
camada térmica (distancia entre o ponto inicial e a posi¢éo da fronteira), a fim de eliminar
os termos de derivada espacial; definir um perfil de distribuicdo de temperaturas
(polinomial); e, por fim, a partir do perfil selecionado, calcular seus coeficientes, gerando-



se uma equacéo diferencial ordinaria, cuja solucdo corresponde a posicao da fronteira em
funcéo do tempo [4].

Deste modo, seguindo-se 0 primeiro passo e, com isso, integrando-se ambos os lados da
Eq. 1 com respeito a varidvel espacial, tem-se como resultado a Eq. 5. Em seguida, esta
é submetida a regra de Leibniz, visando eliminar o termo de derivada parcial com respeito
ao tempo, o que possibilita a aplicacdo das condi¢des de contorno representadas pelas
equacoes (3-4), gerando-se a Eq. 6.
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Posteriormente, no segundo passo, foi definido um perfil quadratico de distribuicdo de
temperaturas, conforme descrito na Eqg. 7.

T =a+b(x—S)+c(x—-S)? ©)

Para realizar a substituicdo do polinbmio T na integral da Eq. 6, necessita-se obter 0s
valores dos trés coeficientes a, b e c. Estes sdo calculados com auxilio das trés condi¢bes
de contorno, porém ndo diretamente, de modo a evitar a geracdo de uma equacgdo
diferencial ordinaria de ordem superior a 1 ao final da integracdo na Eq. 6. Assim, deve-
se realizar uma modificacdo na Eq. 4, calculando sua diferencial total com relacédo ao
tempo e, em seguida, eliminar o termo dS/dt através de uma série de substituices,

gerando-se a Eq. 8.
GLRN 62T
(a_j = ®

Onde A corresponde ao termo pL/k.

Finalmente, substituindo-se as condi¢cdes de contorno definidas pelas equacbes (2-3) e
(8), tem-se os valores dos coeficientes dispostos nas equacdes (9-11).
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Onde o termo p corresponde, segundo a Eq. 12.

_2T,-T,)

12
A (12)
Por fim, tendo-se os valores do perfil de temperatura definidos, a resolucao da Eg. 6 gera
a equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem representada pela Eq. 13, cuja solugdo
esta disposta na Eq. 14.
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Método Fracionario

A solucgdo analitica pelo método fracionario é determinada analogamente ao método
integral, porém dispensa a condicdo de fronteira expressa pela Eq. 4 e, além disso,
considera um perfil de temperatura de carater fracionario em vez de quadréatico, conforme
a Eq. 15.

T :a+b(x—S)ﬁ (15)

Onde p representa o expoente fracionario, cujo valor serd determinado através de um
processo de minimizacdo do erro quadratico com relacdo a solucdo exata.

De modo idéntico ao método integral, a partir das condi¢bes de contorno, calcula-se as
expressoes dos coeficientes a e b, dispostas nas equacdes (16-17).

a=T, (16)
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Assim, aplicando-se o perfil de temperatura, com seus devidos coeficientes substituidos,
na Eq. 6, tem-se como resultado uma equacéo diferencial ordinaria de primeira ordem,
expressa pela Eq. 18, a qual ao ser resolvida fornece a posigéo da fronteira em fungéo do
tempo e do pardmetro ajustavel g, conforme a E. 19.
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Método Numérico

O método implicito das diferengas finitas MVTS possui a importante caracteristica de
coincidir a posicdo da fronteira movel aos valores previamente determinados pelo passo
espacial, de modo que seu objeto de célculo consista em estimar 0s passos temporais.
Estes, por sua vez, consistem nos intervalos de tempo necessarios ao deslocamento da
fronteira em uma distancia equivalente ao passo espacial. A partir dessas informagdes
apresentadas, a discretizacdo do dominio, bem como o algoritmo utilizado na resolucéo
do problema, serdo apresentados a seguir.

Primeiramente, reescrevendo-se a Eg. 1 como uma equagdo de diferencas finitas,
conforme a Eq. 20.

Tii:—l _ 2Tin+l +T|_r:1—l B lTin+l _Tin
(AX)? a At (20)

Onde 4x e At representam 0s passos espacial e temporal, respectivamente. Além disso, o
sobrescrito n representa o nivel de tempo e o subscrito i expressa a posi¢do espacial no
dominio discreto.

Apdbs manipulacdes algebricas, a Eq. 20 assumiu a configuracdo da Eq. 21, sendo expressa
em termos do nimero adimensional de Fourier, Fo, o qual é descrito na Eq. 22.

T"=(@1+2Fo )T -Fo,T"' —Fo T."* (21)
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Uma anélise cuidadosa sobre a condicdo de contorno expressa pela Eq. 2 torna possivel
perceber que, para situagdes nas quais a fase restante ndo haja gradientes de temperatura,
a temperatura de fuséo é equivalente a temperatura avaliada em um nivel de tempo cujo
valor numérico seja igual ao da posicao, conforme ilustrado na Eq. 23.

T =T, (23)

Com isso, ao se discretizar a condicao de interface expressa pela Eq. 4, tem-se conforme
a Eq. 24.

anril _TnnJrl — A AX 24
AX At (24)

n

A partir de manipulacbes algébricas da expressdo acima, estabelece-se a formulacao
padréo para o calculo dos passos temporais, para n > 2, descrita na Eq. 25.
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Para o primeiro passo temporal, em n = 0, ndo ha necessidade de calculo iterativo,
podendo-se aplicar a Eq. 25 de modo adaptado, conforme ilustrado na Eq. 26.

AX?
(To -T, )

Para n =1, o valor do passo temporal foi determinado por meio da cuidadosa associacdo
dos valores aos indices i e j, gerando-se a Eq. 27.

At = A (26)
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Isolando-se o termo T12 e aplicando-o na Eq. 25, foi gerado um novo valor para Fo, o qual
foi novamente substituido na Eq. 27 até que o critério de convergéncia fosse atingido.
Neste caso, o valor inicial adotado para Fo foi aquele obtido em n = 0.

Para a determinacdo dos outros valores de passo temporal, isto é, para n > 2, utilizou-se
a Eq. 21, a partir da qual construiu-se um sistema tridiagonal de n equages, conforme
descrito pelas equacdes 28-30.
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Apbs a resolucédo do sistema, o valor do ultimo elemento do vetor T foi substituido na Eq.
25, gerando-se um novo passo no tempo. Este foi comparado com o valor do passo
anterior, a fim de verificar o atendimento ao critério de convergéncia, sendo que tal
processo repetiu-se até que o critério em questdo fosse satisfeito. E importante elucidar
que o critério de parada adotado foi a diferenca absoluta entre duas iteracdes consecutivas,
cujo valor fosse igual ou inferior a 0,0001.

Resultados e Discussao

De modo a testar a eficacia e comparar os trés métodos discutidos neste trabalho, foi
necessario selecionar uma substancia, sobre a qual seriam realizadas as simula¢fes do



processo de fusdo. A espécie quimica designada foi a agua, cujas propriedades fisicas
encontram-se dispostas na tabela 1.

Tabela 1 - Propriedades fisicas da agua e condi¢es utilizadas na simulacéo.

Propriedade Valor
Massa especifica 0,9999 g/cm3
Condutividade térmica 0,0056 W/cm.K
Calor especifico 4,217 J/g.K
Temperatura de fuséo 0°C
Temperatura inicial 80°C
Entalpia de fuséo (0 °C) 333,4 J/g

Fonte: Verma et al., 2004.

Para 0 MVTS, apds a discretizacdo do dominio, a malha resultante foi dividida em 51
pontos nodais na direcdo espacial, de comprimentos iguais a 0,005 cm. Ademais, como
esse método estimou 0s passos temporais, a comparacgdo deste com os métodos analiticos
ocorreu no sentido de verificar o instante de tempo no qual a fronteira, nestes métodos,
atingiu a distancia especificada pelo passo espacial do método numeérico.

Assim, apos a realizagdo da simulagdo do método numérico, os resultados obtidos para a
posicao da fronteira mével em funcdo do tempo foram organizados no grafico da Figura
1.
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Figura 1. Posicédo da fronteira movel em funcéo do tempo para os trés metodos e
solucédo exata. FONTE: AUTOR. 2017.

Conforme a Figura 1, dentre os métodos analiticos, 0 método integral apresentou o maior
desvio com relacdo a solucdo exata, ao passo que a solucdo fracionéria apresentou o
menor, resultando nos valores constantes de 6,5107% e 0,4384%, respectivamente. O
pequeno erro deste Ultimo deve-se ao parametro ajustavel B, cujo processo de
minimizacdo de erro mostrou a viabilidade da solucdo, obtendo-se um valor deste
equivalente a 1,125. Em contrapartida, a solugdo numérica apresentou um erro



decrescente ao longo do processo iterativo, variando de 5,6081% no primeiro instante de
tempo calculado até 0,6946% na ultima posicdo. Esse erro varidvel respalda-se na
natureza iterativa do método numeérico, a qual reduz o erro a medida em que aumenta-se
0 numero de termos de iteracBes anteriores para corrigi-lo, fato que mostra-se
praticamente ausente nas primeiras iteracoes.

Concluséao

No presente trabalho, foram estudados trés diferentes técnicas que concernem a resolucao
de problemas de fronteira movel, sendo dois deles analiticos e um deles numérico. Dentre
as técnicas analiticas, foi abordado o classico método integral e o método fracionério, o
qual é resultante, essencialmente, de modificacdes do perfil de distribuicdo de
temperaturas empregado no método integral. Por outro lado, a técnica numérica tratada
foi 0 método das diferencas finitas implicito e com passo no tempo variavel, conhecida
como MVTS. A fim de comparar a eficacia e a precisdo das trés técnicas apresentadas,
solucionou-se o problema em questdo para o caso da fusdo de gelo, sendo as simulacdes
e calculos realizados a partir da programacao de uma rotina computacional em linguagem
MATLAB. A partir dos resultados foi averiguado que o método fracionario e 0 numérico
tiveram uma melhor performance que o método integral, ja consagrado pela literatura.

Agradecimentos

Os autores agradecem ao apoio financeiro fornecido pelo CNPq e a disponibilidade dos
equipamentos e softwares necessarios a realizacéo deste trabalho por parte da UFPR.

Referéncias

[1] JOHANN, G., & SILVA, E. A. da. Andlise de problemas de fronteira movel usando
a técnica dos elementos de contorno. Acta Scientiarum Technology. 2005, v. 27, 111—
117.

[2] CLELAND, A. C.; EARLE, R. L. The third kind of boundary condition in numerical
freezing calculations. International Journal of Heat and Mass Transfer. 1977, v. 20, n. 10,
p. 1029-1034.

[3] AHMED, S. G.; MESHRIF, S. A. A new numerical algorithm for 2D moving
boundary problems using a boundary element method. Computers and Mathematics with
Applications. 2009, v. 58, n. 7, p. 1302-1308.

[4] OZISIK, M. N. Heat Conduction. 2 ed. Raleigh: John Wiley & Sons, Inc., 1993. p.
393-416.

[5] GOODMAN, T. R. Trans. Am. Soc. Mech. Eng. 1958, v. 80, 335-342.

[6] GUPTA, R. S.; KUMAR, D. International Journal of Heat and Mass Transfer. 1981,
V. 24, 251-259.

[7] VERMA, A. K.; CHANDRA, S.; DHINDAW, B. K. An alternative fixed grid method
for solution of the classical one-phase Stefan problem. Applied Mathematics and
Computation, v. 158, n. 2, p. 573-584, 2004.



