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Resumo – O objetivo deste trabalho foi propor um modelo fracionário capaz de descrever o 

comportamento dos reatores tubulares não ideais, em especial o comportamento dos reatores tubulares de 

fluxo laminar (LFR). Para isso, generalizou-se a equação de projeto dos reatores tubulares de fluxo 

empistonado (PFR), obtendo-se o modelo fracionário para reatores tubulares. Em seguida, demostrou-se 

que a equação do PFR é um caso especial do modelo fracionário (     e que o modelo proposto gera 

perfis de conversão condizentes com aqueles esperados para reatores não ideais. Por fim, aplicou-se o 

modelo fracionário na descrição dos dados simulados de reatores de fluxo laminar, obtendo-se uma ordem 

de derivada ótima                 e coeficiente de correlação        , evidenciando que o 

modelo fracionário é adequado para a descrição do comportamento de reatores tubulares não ideais. Além 

disso, os dados numéricos mostram que o modelo é estatisticamente consistente e que os reatores 

tubulares de fluxo laminar são descritos por um modelo de ordem fracionária. 
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Introdução 

 

Os reatores tubulares ideais (PFR) são amplamente conhecidos, estudados e 

possuem literatura própria[1], [2] . No entanto, são idealizações imaginadas para 

facilitar sua modelagem matemática sendo que, na prática, devido a flutuações no 

processo e/ou erro de projeto nem todos os reatores se comportam de acordo com o 

modelo ideal. 

Por outro lado, os reatores tubulares reais não possuem vasta literatura e, em 

geral, sua modelagem depende da obtenção da construção de perfis de tempo de 

residência experimentais[1].  

Desta forma, o objetivo desse trabalho é propor um modelo, com base no 

cálculo fracionário, capaz de descrever o comportamento de reatores tubulares não 

ideais e, de forma mais específica, busca-se descrever o comportamento dos reatores 

tubulares de fluxo laminar (LFR). 

 

O reator de fluxo empistonado (PFR) 

 

O reator tubular de fluxo empistonado (PFR) é uma idealização dos reatores 

reais. Sua modelagem é obtida a partir de um balanço mássico diferencial e possui como 

hipóteses principais: 1- escoamento totalmente turbulento; 2 - não há difusão no sentido 

axial do escoamento[3]. É amplamente utilizado, pois é o modelo de reator que 

apresenta a maior conversão para um dado volume[4]. É descrito matematicamente pela 

Eq. (1). 

  

   
 

   

     
 (1) 

Onde:   é o volume do reator;    é a conversão do reagente A;           é 

o fluxo molar dado pelo produto entre a vazão volumétrica e a concentração molar 

inicial da espécie A;       é a equação cinética. 



O reator de fluxo laminar (LFR) 

 

A principal limitação do reator PFR é a manutenção do fluxo empistonado, ou 

seja, a manutenção do regime turbulento ao longo de todo o reator[1]. Sendo assim, 

como dito anteriormente, devido a flutuações no processo e/ou por falha de design, pode 

se operar o reator em regime laminar e, neste caso, a conversão será menor do que 

aquela prevista através da Eq. (1). Neste caso, pode-se obter a conversão média de um 

reator de fluxo laminar através do modelo de fluxo segregado. Para uma cinética de 

primeira ordem, a conversão média é dada pela Eq. (2)[1]. 

      
    

  

 

   

     (2) 

 Onde:   é o tempo espacial, dado por      ;   é o tempo de reação;   é a 

constante cinética. 

Metodologia 

 

A definição de Caputo da derivada fracionária 

 

Após a realização do primeiro congresso, a respeito do cálculo fracionário, na 

Universidade de New Haven em 1974, surgiram muitas aplicações em pesquisas 

cientificas [5], e muitos autores demonstraram sua enorme capacidade como ferramenta 

para descrever e solucionar problemas práticos.[6]–[13]. 

Como consequência, foram desenvolvidas distintas abordagens para a solução 

dos mais variados problemas e estão disponíveis diferentes definições de derivada 

fracionária. A definição de derivada fracionária, proposta por M. Caputo [14] é dada 

pela Eq. (3). 

 

  
 

 
      

 

      
 

       

          

 

 

 
(3) 

        

Devido à complexidade da definição de derivada fracionária, frequentemente 

faz-se necessário a solução numérica das equações obtidas. Desta forma, a Eq. (4) 

apresenta a aproximação numérica da derivada fracionária de Caputo[15]. 

  
 

 
      

 

  
   

   
          

       

        
        

   

   

 

   

 (4) 

Onde:   
   

 são pesos calculados através da relação recursiva dada pela Eq.(5); 

  é o passo;   é o número de pontos tal que      . 

  
   

   

  
   

    
   

 
     

   
 

(5) 

Ajuste dos parâmetros e incertezas paramétricas 

 



O método de ajuste e determinação dos parâmetros dos modelos se baseia na 

técnica de mínimos quadrados. Para isso, formula-se o problema de otimização 

conforme demonstra-se a seguir. 

Primeiramente, os parâmetros do modelo foram ajustados através da 

minimização da Eq. (6) utilizando o método simplex [16] 

         
      

          
 

  

   

 (6) 

Onde,   
   

 é o valor de referência,   
          é o valor da função calculada 

através da equação do modelo e   é o vetor de parâmetros ajustáveis. 

As incertezas paramétricas foram determinadas para demonstrar a relevância 

estatística de cada parâmetro do modelo com 95% de confiança e, para isso, faz-se 

necessário alguns cálculos matriciais. De início, estima-se a matriz de variância 

experimental, admitindo-se que o experimento fora bem feito, através da Eq. (7). 

         
     

 (7) 

Onde:     
  é a variância experimental estimada,    é o número de pontos,    

é o número de parâmetros estimados e    
é a matriz identidade de ordem   . 

    
  

    
      

          
   

   

     
 (8) 

A matriz de covariância paramétrica (    é então calculada através da Eq. (9). 

     
          

    
     (9) 

A matriz    é dada pela Eq, (10) e a matriz hessiana (  ) é dada pela Eq. (11) 

e foram calculadas numericamente por diferenças finitas centrais. 
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 (11) 



 

Por fim, a incerteza paramétrica (  ) é dada pela Eq. (12). 

                  (12) 

Onde        é o valor da distribuição t-student com        e        . 

 

Resultados e discussões  

 

Postula-se que o modelo fracionário é capaz de descrever o comportamento dos 

reatores tubulares não ideais. Para tanto, generaliza-se a equação do PFR, Eq. (1), 

utilizando a derivada fracionária de Caputo. A Eq. (13) apresenta o modelo fracionário 

de reatores não ideais. 

  
 

 
       

   

     
 (13) 

Reescrevendo-se a Eq. (13) e rearranjando, na forma da Eq. (14), pode-se obter 

a solução analítica do modelo.  

    
 

 
             

(14) 
  

 

   
         

 

     
   

Note que, nesta forma, a solução - Eq. (15) - é dada por uma equação integro-

diferencial e depende da cinética de reação. Este é um fator que limita a obtenção de 

expressões analíticas e, por vezes, é preferível partir para obtenção da solução numérica 

do problema. 

      
   

    
 

      

         

  

 

 
(15) 

Onde:      é a função gama e   é uma variável auxiliar de integração. 

 

Analisando a solução obtida, é fácil perceber que a equação do PFR, Eq. (1), é 

um caso especial da Eq. (15). Para obtê-la, basta tomar o limite quando     e fazer a 

substituição de variável:            . 

   
   

      
   

    
 

      

         
 

  

 

    
   

     

  

 

          
(16) 

Supondo-se uma lei cinética de primeira ordem, dada pela Eq. (17). Pode-se 

obter os perfis de conversão dos reatores para diversas ordem de derivada fracionária. 

                       (17) 

No entanto, devido à complexidade do problema e a impossibilidade de se 

obter uma solução analítica da integral da Eq. (15), todos os resultados simulados foram 

obtidos através da solução numérica da Eq. (13) de acordo com a aproximação numérica 

da derivada de Caputo, dada pela Eq. (4). Sendo assim, substituindo-se a Eq. (4) na Eq. 

(13) e rearranjando, obtém-se o algoritmo de solução numérica, Eq. (18). 



     
  

    

       
 
    

   
       

 

 

   

 

(18) 

Os perfis de conversão simulados para diferentes ordens de derivada, 

admitindo-se:          e        ; são apresentados na Figura 01. 

 

 
Figura 1 - Perfis de conversão para diferentes ordens de derivada. 

 

Analisando-se os resultados apresentados na Figura 01, nota-se que os perfis de 

conversão crescem com o aumento da derivada e, assim como previsto na Eq. (16), 

tendem ao perfil de conversão do PFR quando a ordem da derivada tende a 1. Tendo em 

vista que o reator PFR é um caso idealizado e, portanto, o limite de conversão teórica de 

uma reação para um mesmo volume. É natural que a conversão para reatores não ideais 

seja menor do que aquela obtida no reator PFR[1]. Desta forma, os resultados 

apresentados dão suporte para a hipótese de que o modelo fracionário é adequado para a 

descrição do comportamento de reatores não ideais.  

Para testar essa hipótese, buscou-se descrever o comportamento de reatores 

tubulares de fluxo laminar (LFR) calculados a partir do modelo de segregação, Eq. (2). 

De forma semelhante ao feito anteriormente, admitiu-se uma cinética de primeira 

ordem, dada pela Eq. (17), e a integral presente na Eq. (2) foi resolvida através do 

método de quadratura de Gauss-Kronrod[17].  

Concomitantemente, fez-se a otimização (conforme metodologia de ajuste de 

parâmetros apresentada anteriormente) da ordem do modelo fracionário, Eq. (13), para 

que esse representasse bem os dados simulados do reator LFR. Os resultados obtidos 

são apresentados na Figura 2. 



 
Figura 2 - Dados de conversão para o reator LFR e ajuste do modelo fracionário 

 

Do processo de otimização resulta. 

                

          
 

Da analise da Figura 2 e dos resultados numéricos, percebe-se que há um bom 

ajuste do modelo fracionário aos dados obtidos para o reator LFR, prova disso é o 

coeficiente de correlação        . Além disso, obteve-se o valor da ordem da 

derivada que melhor ajusta o modelo e sua incerteza paramétrica, provando se tratar de 

um fenômeno fracionário (   ) e estatisticamente consistente.  

 

Conclusões 

 

Fora proposto a utilização do cálculo fracionário para a descrição do 

comportamento de reatores tubulares reais (não ideais). Para isso, primeiramente 

generalizou-se a equação de projeto do reator PFR utilizando a definição de Caputo da 

derivada fracionário. 

De posse do modelo, foi possível demostrar que a equação do PFR é um caso 

especial do modelo fracionário, caso esse quando    . Posteriormente, foram gerados 

perfis de conversão para diferentes ordens de derivada, evidenciando que o modelo 

fracionário prevê conversões inferiores aquelas obtidas no reator PFR. Este resultado é 

bastante condizendo com o comportamento esperado de reatores não ideais. 

Por fim, aplicou-se o modelo fracionário na descrição do comportamento de 

reatores de fluxo laminar (LFR). Os resultados apresentados mostram que o modelo é 

eficiente na descrição desses reatores, com                 e coeficiente de 

correlação        . Os resultados comprovam que o modelo é estatisticamente 

consistente e que o fenômeno é, de fato, fracionário. 
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