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Resumo — O objetivo deste trabalho foi propor um modelo fracionario capaz de descrever o
comportamento dos reatores tubulares ndo ideais, em especial 0 comportamento dos reatores tubulares de
fluxo laminar (LFR). Para isso, generalizou-se a equacdo de projeto dos reatores tubulares de fluxo
empistonado (PFR), obtendo-se 0 modelo fracionario para reatores tubulares. Em seguida, demostrou-se
que a equacdo do PFR é um caso especial do modelo fracionario (@ = 1) e que o modelo proposto gera
perfis de conversdo condizentes com aqueles esperados para reatores ndo ideais. Por fim, aplicou-se o
modelo fracionario na descricdo dos dados simulados de reatores de fluxo laminar, obtendo-se uma ordem
de derivada 6tima a = 0,8202 + 0,0079 e coeficiente de correlagio R? > 0,99, evidenciando que o
modelo fracionario é adequado para a descri¢cdo do comportamento de reatores tubulares ndo ideais. Além
disso, os dados numéricos mostram que o modelo é estatisticamente consistente e que 0s reatores
tubulares de fluxo laminar sdo descritos por um modelo de ordem fracionéria.
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Introducéo

Os reatores tubulares ideais (PFR) sdo amplamente conhecidos, estudados e
possuem literatura propria[l], [2] . No entanto, sdo idealizacBes imaginadas para
facilitar sua modelagem matematica sendo que, na pratica, devido a flutuagbes no
processo e/ou erro de projeto nem todos os reatores se comportam de acordo com o
modelo ideal.

Por outro lado, os reatores tubulares reais ndo possuem vasta literatura e, em
geral, sua modelagem depende da obtencdo da construcdo de perfis de tempo de
residéncia experimentais[1].

Desta forma, o objetivo desse trabalho é propor um modelo, com base no
calculo fracionario, capaz de descrever o comportamento de reatores tubulares nédo
ideais e, de forma mais especifica, busca-se descrever o comportamento dos reatores
tubulares de fluxo laminar (LFR).

O reator de fluxo empistonado (PFR)

O reator tubular de fluxo empistonado (PFR) é uma idealizacdo dos reatores
reais. Sua modelagem é obtida a partir de um balango massico diferencial e possui como
hip6teses principais: 1- escoamento totalmente turbulento; 2 - ndo h& difuséo no sentido
axial do escoamento[3]. E amplamente utilizado, pois é o modelo de reator que
apresenta a maior conversio para um dado volume[4]. E descrito matematicamente pela

Eq. (2).

av _ Fyo
dX, (=14)

1)

Onde: VV é o volume do reator; X, € a conversdo do reagente A; F,o = Q.Cyp €
o fluxo molar dado pelo produto entre a vazdo volumétrica e a concentracdo molar
inicial da espécie A; (—r,) € a equacéo cinética.
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O reator de fluxo laminar (LFR)

A principal limitagéo do reator PFR é a manutencdo do fluxo empistonado, ou
seja, a manutencao do regime turbulento ao longo de todo o reator[1]. Sendo assim,
como dito anteriormente, devido a flutuagdes no processo e/ou por falha de design, pode
se operar 0 reator em regime laminar e, neste caso, a conversao serd menor do que
aquela prevista através da Eq. (1). Neste caso, pode-se obter a conversdo média de um
reator de fluxo laminar através do modelo de fluxo segregado. Para uma cinética de
primeira ordem, a conversdo média € dada pela Eq. (2)[1].

(o] e—Kt

X, =1 —f -t ©
T/2

Onde: t € 0 tempo espacial, dado por T =V /Q; t € o tempo de reagdo; K é a
constante cinética.

Metodologia
A definicdo de Caputo da derivada fracionaria

Apds a realizacdo do primeiro congresso, a respeito do calculo fracionario, na
Universidade de New Haven em 1974, surgiram muitas aplicacbes em pesquisas
cientificas [5], e muitos autores demonstraram sua enorme capacidade como ferramenta
para descrever e solucionar problemas préticos.[6]-[13].

Como consequéncia, foram desenvolvidas distintas abordagens para a solucao
dos mais variados problemas e estdo disponiveis diferentes definicdes de derivada
fracionaria. A definicdo de derivada fracionaria, proposta por M. Caputo [14] é dada
pela Eq. (3).

" 3 t f(e)de
00O = gy ), ey @

n—1<a<n

Devido a complexidade da definicdo de derivada fracionaria, frequentemente
faz-se necessario a solucdo numeérica das equacdes obtidas. Desta forma, a Eq. (4)
apresenta a aproximagdo numérica da derivada fracionaria de Caputo[15].

N n-1
Cp(p) — L (@) £ (a) u
thf(t)—h—akZ;)Wk f(t—k-h)—;m(t—a)k (4)

Onde: W,E“) sdo pesos calculados atraves da relacéo recursiva dada pela Eq.(5);
h € 0 passo; N é o nimero de pontos tal que N = t/h.

W(ga) =1
®)
a+1
W@ = (1- ),

Ajuste dos parametros e incertezas paramétricas



O método de ajuste e determinacdo dos pardmetros dos modelos se baseia na
técnica de minimos quadrados. Para isso, formula-se o problema de otimizacao
conforme demonstra-se a seguir.

Primeiramente, os parametros do modelo foram ajustados através da
minimizacao da Eq. (6) utilizando o método simplex [16]

Ny

Fob = Z [yiexp

i=1

_ yimodelo (9)]2 (6)

exp

Onde, y*? ¢ o valor de referéncia, y™°%¢!°(6) ¢ o valor da fungo calculada
através da equacao do modelo e 6 é o vetor de parametros ajustaveis.

As incertezas paramétricas foram determinadas para demonstrar a relevancia
estatistica de cada parametro do modelo com 95% de confianca e, para isso, faz-se
necessario alguns calculos matriciais. De inicio, estima-se a matriz de variancia

experimental, admitindo-se que o experimento fora bem feito, atravées da Eq. (7).
Vexp = Gezzxp-INy (7)

Onde: oZ,, € a variancia experimental estimada, N, é o nimero de pontos, Ny
€ 0 nimero de parametros estimados e I, € a matriz identidade de ordem N,,.

N. 2
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(8)
A matriz de covariancia paramétrica (V) € entdo calculada através da Eq. (9).
Vo = He_leVexpG;(He_l)T 9)

A matriz G, ¢ dada pela Eq, (10) e a matriz hessiana (Hg) € dada pela Eq. (11)

e foram calculadas numericamente por diferencas finitas centrais.

d%Fob 0%Fob 0%Fob
00,0y57 96,0y 06,057
d%Fob 0%Fob 0%Fob
Gy =| 86,0y, 36,0y, 06,0yy." (10)
d%Fob 0%Fob 0%Fob
90y,0y°F  00y,0y°7 00y, 0vn." |
- 0%Fob 0%Fob 0%Fob T
902 06,06, 90,00y,
d%Fob 0%Fob d%Fob
Ho =| 06,00, 062 00,00y, (11)
d%Fob 0%Fob d%Fob
96,00y, 00,00y, 962,




Por fim, a incerteza paramétrica (A0) é dada pela Eq. (12).
AB; = Vy(i,i)t(p,v) (12)
Onde t(p, v) € o valor da distribuicdo t-student com p = 0.95ev = N, — Np.

Resultados e discussdes

Postula-se que o modelo fracionario é capaz de descrever o comportamento dos
reatores tubulares ndo ideais. Para tanto, generaliza-se a equacdo do PFR, Eg. (1),
utilizando a derivada fracionaria de Caputo. A Eq. (13) apresenta o modelo fracionario
de reatores ndo ideais.

8DtaV(XA) =

Fao
& (13)

T4)

Reescrevendo-se a Eq. (13) e rearranjando, na forma da Eq. (14), pode-se obter
a solucdo analitica do modelo.

a. 5DEV(X,) = f(Xa)
1 1 (14)

Note que, nesta forma, a solucdo - Eq. (15) - é dada por uma equacéo integro-
diferencial e depende da cinética de reacdo. Este € um fator que limita a obtencdo de
expressdes analiticas e, por vezes, é preferivel partir para obtencao da solugdo numérica
do problema.

Fao Xa f(e)de (15)

VD =ty ), Ta—ore

Onde: I'(a) é a funcdo gama e € é uma varidvel auxiliar de integrag&o.

Analisando a solucdo obtida, é facil perceber que a equagdo do PFR, Eq. (1), é
um caso especial da Eg. (15). Para obté-la, basta tomar o limite quando a — 1 e fazer a
substituicdo de variavel: € = X, ~ de = dX,.

Fao (%4 f(e)de _
rJ, Xa—ett

(16)

lim V(X,) = F X = Vorp (X
0[1_1}} Xy) = Ao_];) (——TA)_ prr(X4)

Supondo-se uma lei cinética de primeira ordem, dada pela Eq. (17). Pode-se
obter os perfis de conversdo dos reatores para diversas ordem de derivada fracionéria.

(=11) =K.Cp = K.Cpo(1 — X,) @17

No entanto, devido a complexidade do problema e a impossibilidade de se
obter uma solucdo analitica da integral da Eq. (15), todos os resultados simulados foram
obtidos atraves da solu¢do numeérica da Eq. (13) de acordo com a aproximagado numeérica
da derivada de Caputo, dada pela Eq. (4). Sendo assim, substituindo-se a Eq. (4) na Eq.
(13) e rearranjando, obtém-se o algoritmo de solu¢do numérica, Eq. (18).
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Os perfis de conversdo simulados para diferentes ordens de derivada,
admitindo-se: Q = 1 m3/s e K = 1 s~1; sdo apresentados na Figura 01.
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Figura 1 - Perfis de conversdo para diferentes ordens de derivada.

Analisando-se os resultados apresentados na Figura 01, nota-se que os perfis de
conversdo crescem com 0 aumento da derivada e, assim como previsto na Eq. (16),
tendem ao perfil de conversdo do PFR quando a ordem da derivada tende a 1. Tendo em
vista que o reator PFR é um caso idealizado e, portanto, o limite de conversao tedrica de
uma reagio para um mesmo volume. E natural que a conversio para reatores ndo ideais
seja menor do que aquela obtida no reator PFR[1]. Desta forma, os resultados
apresentados ddo suporte para a hip6tese de que o modelo fracionario é adequado para a
descricdo do comportamento de reatores ndo ideais.

Para testar essa hipdtese, buscou-se descrever o comportamento de reatores
tubulares de fluxo laminar (LFR) calculados a partir do modelo de segregacao, Eq. (2).
De forma semelhante ao feito anteriormente, admitiu-se uma cinética de primeira
ordem, dada pela Eq. (17), e a integral presente na Eq. (2) foi resolvida através do
método de quadratura de Gauss-Kronrod[17].

Concomitantemente, fez-se a otimizagdo (conforme metodologia de ajuste de
parametros apresentada anteriormente) da ordem do modelo fracionario, Eq. (13), para
que esse representasse bem os dados simulados do reator LFR. Os resultados obtidos
séo apresentados na Figura 2.
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Figura 2 - Dados de conversao para o reator LFR e ajuste do modelo fracionario
Do processo de otimizagdo resulta.
a =0,8202 £ 0,0079
R%? =0,9916

Da analise da Figura 2 e dos resultados numeéricos, percebe-se que hd um bom
ajuste do modelo fracionario aos dados obtidos para o reator LFR, prova disso é o
coeficiente de correlacio R? > 0,99. Além disso, obteve-se o valor da ordem da
derivada que melhor ajusta 0 modelo e sua incerteza paramétrica, provando se tratar de
um fendmeno fracionério (a # 1) e estatisticamente consistente.

Conclusodes

Fora proposto a utilizacdo do céalculo fracionario para a descricdo do
comportamento de reatores tubulares reais (ndo ideais). Para isso, primeiramente
generalizou-se a equacao de projeto do reator PFR utilizando a definicdo de Caputo da
derivada fracionario.

De posse do modelo, foi possivel demostrar que a equacdo do PFR é um caso
especial do modelo fracionario, caso esse quando « — 1. Posteriormente, foram gerados
perfis de converséo para diferentes ordens de derivada, evidenciando que o modelo
fracionario prevé conversdes inferiores aquelas obtidas no reator PFR. Este resultado é
bastante condizendo com o comportamento esperado de reatores nédo ideais.

Por fim, aplicou-se 0 modelo fracionario na descricdo do comportamento de
reatores de fluxo laminar (LFR). Os resultados apresentados mostram que o modelo é
eficiente na descricdo desses reatores, com a = 0,8202 + 0,0079 e coeficiente de
correlagdo R? > 0,99. Os resultados comprovam que o modelo é estatisticamente
consistente e que o fendbmeno é, de fato, fracionario.
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