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RESUMO

Neste estudo, detalhamos os procedimentos para calcular o propagador dos glions em um
campo de fundo genérico. Este propagador incorpora uma correcao quantica de um laco,
abrangendo todos os fenomenos fisicos que ocorrem linearmente em h. A forma especifica
do termo de corre¢ao de um lago advém do formalismo nao-local, o qual emprega termos
nao-polinomiais, na construcao da acao efetiva em teorias de campo. A introducao desse
propagador vestido com as corregoes traz novos graus de liberdade a teoria e nos possibilita
explorar problemas ainda nao entendidos dentro do contexto da teoria quantica de campos.
Neste estudo em particular, discutimos sobre o estado atual do regime nao perturbativo
da cromodinamica quantica, com énfase na anélise do vacuo da teoria e na abordagem
proposta através do uso de instantons como uma soluc¢ao viavel. Em tltima instancia,
nosso objetivo é calcular o propagador na presenca de instantons. Tal resultado pode
revelar graus de liberdade nao perturbativos e fornecer nogoes sobre o problema da massa

em cromodindamica quantica.

Palavras-chaves: Cromodinamica quantica. Instantons. Integral de caminho de Feynman.

Propagador vestido. A¢ao efetiva.



ABSTRACT

In this study, we detail the procedures to calculate the gluon propagator in a generic
background field. This propagator incorporates a one-loop quantum correction, covering all
physical phenomena that occur linearly in A. The specific form of the correction term for a
loop comes from non-local formalism, which uses non-polynomial terms in the formulation
of effective action in field theories. The introduction of this propagator dressed with
corrections brings new degrees of freedom to the theory and allows us to explore problems
not yet understood within the context of quantum field theory. In this particular study,
we discuss the current state of the non-perturbative regime of quantum chromodynamics,
with an emphasis on analyzing the vacuum of the theory and the proposed approach
through the use of instantons as a viable solution. Ultimately, our goal is to calculate the
propagator in the presence of instantons. Such a result can reveal non-perturbative degrees

of freedom and provide insights into the mass problem in quantum chromodynamics.

Keywords: Quantum chromodynamics. Instantons. Feynman path integral. Dressed

propagator. Effective action.



2.1
2.1.1
2.1.2
2.2
2.2.1
2.3
2.4

3.1
3.2

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

5.1
5.2
5.3

6.1
6.2
6.3

SUMARIO

INTRODUGCAO . . . . . ittt e e e e e e 8
QUANTIZACAO FUNCIONAL E A ACAO EFETIVA .. ...... 11
Integral de caminho em mecanica quantica. . . . . . . ... ... .. 11
Ordenamento temporal de operadores . . . . . . . . . .. ... ... ... 15
Funcional gerador . . . . . . . . .. oo 16
Integral de caminho em teoria quantica de campos . . . . . . . . .. 17
Teoria escalar livre . . . . . . . L 18
Acao efetiva . . . . . . . . ... 22
Acao efetiva nao-local . . . . . . . ... ... o0 26
REPRESENTACAO DE KALLEN-LEHMANN ... ......... 28
Propagadorexato. . . . . . . . . . .. ... ... ... 28
Correcoes de laco ao propagador . . . . . . . ... ... ... ..., 31
TEORIAS DE YANG-MILLS . ... ... ... ... ... ...... 33
Grupos de Lie . . . . . . . .. 33
Teorias de gauge . . . . . . . . ..o 36
Cromodinamica quantica . . . . . . .. . .. .. ... ... ... ... 39
Propagador livre dos glions: primeira parte . . . . . . . .. .. ... 41
A condicao de fixacao de gauge . . . . . . . . ... ... 42
Propagador livre dos glions: segunda parte . . . . . . . . ... ... 45
SOLUCAO DE INSTANTONS PARA O VACUO DA CDQ . . . .. 48
Instantons em mecanica quantica . . . . . . ... ... 48
Poco simétricoduplo . . . . . . . . ... oL Lo 53
Instantons em Yang-Mills . . . . . . . .. ... ... ... 56
PROPAGADOR VESTIDO . . . . .. . . .. ittt 60
Acao efetiva paraosglions . . . . . . ... ... L. 60
Propagador vestido: caso com campo de fundo nulo . . . . . . . .. 65
Propagador vestido: campo de fundo de instantons . . . . . . . . . . 69
CONCLUSOES . . . . . . e e e e 73

Referéncias . . . . . . . . i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 74



APENDICE A - INTEGRAL GAUSSIANA



1 Introducao

Com a emergéncia da teoria de gauge como a estrutura basica na descricao das
interacoes eletromagnética, fraca e forte, construiu-se o que hoje conhecemos como modelo
padrao de fisica de particulas. Uma verdadeira enciclopédia de fisica contemporéanea foi
estabelecida, contendo as propriedades intrinsecas exibidas pelas particulas elementares
que compoem a matéria ordinaria e que regem suas interacoes, bem como as linhas de

pesquisas fronteirigas com seus desenvolvimentos recentes e desafios persistentes [1].

A teoria quantica de campos (TQC), baseada na teoria de gauge, foi o estopim que
norteou o progresso do nosso entendimento acerca das interagoes fundamentais ao articular
as ideias e ferramentas advindas de trés pilares da fisica moderna: mecanica quantica,
teoria da relatividade restrita e o conceito de campos classicos. Sua capacidade de sintese
e tratamento matematico tornou possivel fundamentar a fisica de particulas elementares e
fornecer técnicas essenciais para a fisica nuclear [2], fisica da matéria condensada [3, 4] e,

até mesmo, astrofisica [5] e gravitacao [6].

Apesar do intenso progresso da TQC nas ultimas décadas, ela ainda falha em abran-
ger a pluralidade de fenomenos fisicos existentes. Por exemplo, o tratamento gravitacional
no contexto de TQC ainda é uma questao em aberto, e grande parte das abordagens
atuais permanecem especulativas. Sem pormenorizar, ¢ possivel afirmar que a construcao
de uma teoria de gauge mais acurada e abrangente, capaz de descrever uma ampla gama
de fendmenos das interagoes fundamentais, enfrenta um desafio significativo devido a
abundancia de simetrias nos modelos. No entanto, na natureza verificamos que diversas
simetrias sao quebradas. Como exemplo, o fato de ndo encontrarmos anti-particulas no
cotidiano indica um desequilibrio no niimero de particulas e anti-particulas existentes. Isto
se refere a quebra de alguma simetria e, neste caso, a denominamos como Violacao de CP

(carga-paridade) [7].

Neste estudo, abordamos um problema decorrente da quebra de simetria quiral [8],
um processo fundamental para a geragdo das massas das particulas nao-elementares, como
os nucleons. A necessidade de um mecanismo especifico para as particulas nao-elementares
torna-se evidente ao investigarmos as massas das particulas elementares, como quarks,
léptons e bésons, cujas massas sao explicadas pelo mecanismo de Higgs [9] e pelo potencial
de Yukawa [10]. Observa-se que as massas das particulas elementares nao se somam de
maneira trivial quando se combinam em estados ligados, resultando em uma diferenca
significativa na massa das particulas nao-elementares. Essa discrepancia é evidenciada
na Tabela 1, onde apresentamos as massas dos nucleons e das particulas elementares

associadas a sua composicao
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Particulas Massa (Mev)

Quark up 2

Quark down 4
Proéton 938
Neéutron 940

Tabela 1 — Massa das particulas elementares e nao-elementares. Retirado de [1].

Essas questoes refletem diretamente as limitagoes do nosso conhecimento sobre a
Cromodinamica Quantica (CDQ) [11]. A CDQ ¢é a teoria que descreve a forga forte por
meio de uma teoria de Yang-Mills [12], que é uma teoria de gauge baseada em um grupo
unitério especial SU(3). Embora a CDQ seja amplamente entendida e experimentalmente
testada no limite de altas energias [13-15], a sua estrutura de vicuo ainda é tépico de
muita discussao [16-23], visto que a maior parte do ferramental desenvolvido ndo pode
ser aplicado no regime de baixas energias, devido a sua complexa dependéncia com a

constante de acoplamento associada.

Uma teoria que obteve destaque, e moderado sucesso, na explicagao da estrutura
do vacuo da CDQ), isto é, seu estado de minima energia, estd diretamente relacionada a
um fendmeno quantico de grande relevancia: a capacidade de tunelamento entre estados.

Esta solu¢ao de movimento ficou conhecida na literatura como instantons [23].

Neste cenario de duvidas e investigacoes persistentes em TQC, abordagens além
do Modelo Padrao tém se tornado cada vez mais proeminentes. As propostas sdo diversas
e abrangem desde extensoes para mais dimensoes [24], modelos supersimétricos [25-27] e
teoria de cordas [28, 29]. Por outro lado, métodos alternativos a essas abordagens, muitas
vezes controversas, tém se destacado, como as acoes efetivas em TQC. Essas a¢oes sao
funcionais que encapsulam todas as informacgoes sobre um sistema quantico em ordens de
h, focando exclusivamente no processo de quantizacao funcional dos campos. Em esséncia,
a acao efetiva é uma modificacao da acao classica que incorpora corre¢oes quanticas,

garantindo a preservacao do principio da a¢do minima.

Embora as corregoes quanticas nao sejam um assunto recente em TQC [30-32],
hoje possuimos uma abordagem dada pelo formalismo de Barvinsky e Vilkovisky [33-39]
que explora uma combinacao de métodos funcionais na construgao da acao efetiva. Cientes
de que o calculo exato dos efeitos quanticos é impossivel, os autores obtiveram sucesso na

construcao da acao efetiva em diferentes regimes de aproximacao.

Com isto posto, neste trabalho nos propomos a estudar corre¢des ao propagador,
ou funcao de correlacdo, das particulas mediadoras da forca forte, os glions, utilizando o
formalismo da agao efetiva para obter o que é conhecido na literatura como um propa-
gador vestido. Nosso objetivo final é calcular este propagador na presenca de instantons,

estabelecendo uma conexao entre o propagador vestido genérico e a estrutura de vacuo da
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CDQ. Esperamos que a inclusao de novos termos a acao classica revele graus de liberdade

nao perturbativos e, dessa forma, esclareca aspectos do problema da massa na CDQ.

Para a discussao deste trabalho, organizamos o texto em uma sequéncia de capitulos
em que abordaremos os tépicos essenciais que serao pertinentes a determinacao do propa-
gador vestido para os glions, bem como a andlise do espectro da teoria. Ao longo de todo o
texto, adotaremos o sistema de unidades naturais, comumente utilizado em TQC, em que
h = ¢ =1, salvo casos em que a presenca de h se faca necessaria. Como consequéncia, temos
que [comprimento] = [tempo] = [energia] ! = [massa]~!. Nossa conven¢io para o tensor
métrico é dada por 7, = diag(+1,—1,—1,—1). Além disso, definimos que integrais sem
limite explicito devem ser entendidas como integrais ao longo de todo o espago-tempo. Por
fim, empregaremos também a convencao de Einstein, na qual indices repetidos implicam

na soma sobre os mesmos

n
a;bt = Zaibi = agh® + a;bt + - - - + a,b". (1.1)

i=0
No Capitulo 2, forneceremos uma introducao ao formalismo funcional. Iniciaremos
nossa discussao no contexto de mecanica quantica, definindo todos os funcionais de interesse
e o seu computo visando realizar uma transicao suave para o contexto de TQC. Ainda
neste capitulo apresentaremos a forma geral da acgao efetiva que empregaremos neste

estudo.

No Capitulo 3, apresentaremos um formalismo para a obtencao de propagadores
interagentes acoplados com corregdes quanticas e definiremos um objeto que nos fornecera

acesso ao espectro da teoria, a fungao de densidade espectral.

Na sequéncia, introduziremos no Capitulo 4 as bases para a construcao das Lagran-
gianas de teorias de campo com simetrias locais, isto €, a algebra de Lie e teorias de gauge.
Discutiremos um setor das teorias de gauge, a teoria de Yang-Mills, na qual focaremos no

grupo SU(3), responsavel pela descrigao da CDQ e utilizado para representar a forga forte.

Discutiremos no Capitulo 5 a maneira que se obtém a solucao de instantons, isto
é, uma das teoria que buscam descrever a estrutura de viacuo da CDQ. Permearemos,

mais uma vez, no contexto de mecanica quantica antes de retomarmos a discussao para o

ambito de TQC.

O cerne deste trabalho se encontra no Capitulo 6, em que apresentaremos o
desenvolvimento matematico necessario para determinar o propagador dos glions vestido
com as interacoes dos instantons. Nosso objetivo culmina na tentativa de obter a funcao

de densidade espectral associada as interagoes, em ultima instancia, com instantons.

Por fim, comentaremos acerca de nossas conclusoes no Capitulo 7.
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2 Quantizacao funcional e a acao efetiva

Tradicionalmente, a TQC é abordada por meio de dois formalismos: a quantizagao
canodnica e as integrais de caminho. Embora a quantizacao canonica oferega uma abordagem
familiar para aqueles ja versados na mecanica quantica, o método de integrais de caminho
apresenta vantagens significativas. Em primeiro lugar, este método permite a utilizacao de
Lagrangianas, em vez de Hamiltonianas. Embora a distin¢ao entre esses formalismos nao
seja particularmente relevante na mecanica quantica, na fisica de particulas o formalismo
Lagrangiano ¢é preferivel por ser explicitamente covariante. Em segundo lugar, a integral
de caminho possibilita a quantizagao de sistemas ao somar sobre todas as possiveis
configuragoes, ao invés de utilizar relagoes de comutacao entre operadores. Esta abordagem

¢é especialmente valiosa para o tratamento de Lagrangianas complexas.

Assim, neste trabalho, nosso foco serd predominantemente nos métodos de integra-
¢ao funcionais para a determinacao dos objetos matematicos de interesse. Neste capitulo,
em particular, nos dedicaremos ao desenvolvimento dos conceitos fundamentais para a
fisica de particulas, iniciando com a construcao do formalismo funcional ainda no contexto

da mecanica quantica e, posteriormente, expandindo para a TQC.

2.1 Integral de caminho em mecanica quantica

Se considerarmos um sistema quéantico nao-relativistico com somente um grau de
liberdade, os autoestados do operador posicao & podem ser introduzidos no espaco de
Hilbert, mediante a representagao de Heisenberg ou de Schrodinger [40]:

2(t) |z, t) = x|z, t) (Representacao de Heisenberg) 2.1)

T|x) = x|x) (Representacao de Schrédinger)’ '

em que t representa o parametro temporal. Na representagao de Heisenberg os autoestados
sao dependentes do tempo, contudo a interposicao entre ambos os formalismos se da

através da evolugao temporal de |z). Esta é construida através da seguinte relagao [41]:
) = a1, (2:2)
sendo H o operador Hamiltoniano que descreve o sistema.

Um dos casos que podemos estudar, descreve somente uma particula com energia
cinética sujeita a um potencial V(z) genérico independente do tempo. Neste caso, o

Hamiltoniano assume a seguinte expressao

H(t) = — + V(#), (2.3)
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na qual os operadores de posi¢do Z e momento linear /;:, respeitam a relagdo de comutagao
&, k] = i. (2.4)

Um tépico de interesse em ambos os formalismos sao as transi¢coes de um autoestado
inicial |z;) em um tempo ¢;, para um autoestado final |z ;) no tempo ¢;. Tal fenémeno é

descrito através da representacao dos elementos de matrizes, isto é, da projecao

iH(ty—t:)

(e, trlaist) = (agl e z). (2.5)

Uma forma alternativa de manejar estes elementos de matriz surge ao particionarmos
o intervalo temporal em n valores infinitesimais dt, de forma que o tempo total seja expresso
por

Além disso, podemos fazer uso de (n — 1) relagoes de completeza dos autoestados de
posicao

[ das 1) (sl =1, (2.7)
para reescrever a Eq. (2.5) da seguinte forma:

n—1 N A s
(wp,telvats)y = | T doj (gl e |pon) (waor| e 0 |2y o) oo (| e 70 |2) . (2.8)
j=1

Para explicitarmos a forma de H, devemos nos atentar ao fato de que 2 e k nao comutam.

Sendo assim, devemos utilizar a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [42, 43]:

SHATB) — OtA OB~ 3 (3 [ABI+O[()%] 4 . (2.9)

No entanto, = e k comutam com o seu comutador, e portanto, termos de ordem ciibica
sao nulos e geram uma expressao fechada. E ainda, como estamos interessados no limite
dt — 0, ou seja, n — oo, podemos negligenciar o fator de (§t)%. Cada elemento de matriz
pode, entao, ser resolvido ao empregarmos novamente a relacao de completeza, mas desta

vez referente aos autoestados de momento

dk
/ |k) (k| = 1. (2.10)
2m
Desta forma, separando os termos do Hamiltoniano de acordo com a Eq. (2.9), obtemos

dk;

—iH —iot k2 —iV (&
(] e W:/ T ] e ) (gl eV ), .11)

e atuando os operadores em suas respectivas bases, obtemos:

_if dk 3 i —q T
(a1 faz) = / 32 eIV (@40 ky) () (2.12)
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Nos deparamos com o produto interno (x|k), cuja solugdo é dada por uma onda
plana
(z|k) = e, (2.13)

Desta forma, a projecao, dada pela Eq. (2.12), se torna:

4 dk;
(2] e ) = / S ek, (2.14)

sendo que, no lado direito da igualdade, todos os objetos representam apenas fungoes e
nao mais operadores. Definimos também que

Tj+1 — Tj

o (2.15)

Finalmente, podemos retornar & Eq. (2.8), tomar o limite n — oo e escrever a
amplitude de transicdo como uma integral funcional, também chamada de integral de

caminho de Feynman [44]:

—ifi(

(zsle

xf ot ,
;) = / Dk(t)Dx(1) K ftif dt {k(t)x(t)fH(k(t),x(t))], (2.16)
T

em que definimos a medida funcional como:

Dk(t)Dz(t) ﬁ dk: H dx;. (2.17)

=1

Embora existam varias defini¢des rigorosas de integragao em espagos de dimensao
infinita, estas ndo podem ser usadas para tornar a integral de caminho de Feynman
uma entidade matematica rigorosamente definida com valores finitos. No entanto, ¢
importante destacar que a medida funcional Dk(t)Dx(t), ainda que nao seja bem definida
matematicamente, nos permite manipulacoes funcionais de interesse. Devemos também
salientar que o lado direito da Eq. (2.16) nos fornece uma teoria quantica que depende

somente da funcao Hamiltoniana e, portanto, de grandezas fisicas que comutam entre si.

Em vista disto, se utilizarmos a forma do Hamiltoniano fornecida pela Eq. (2.3) na
Eq. (2.16), obtemos uma integral Gaussiana unidimensional. Afinal, temos uma fungao

quadratica no momento, do tipo
I= /dk; e~Bak*+ k. (2.18)

que tem como resultado, conforme demonstragao no Apéndice A, a seguinte expressao:

2
[= 2 et (2.19)
a
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Para integrais com mais de uma dimensao, é necessario generalizar a funcao para os

diversos k; que podem, a principio, ser complexos. Sendo assim, definimos

ky

= (2.20)

e entao, generalizamos o termo quadratico como
kraijk; = k' Ak, (2.21)

com A representando uma matriz. Diagonalizando a matriz A, a integral se torna somente
um produto de integrais sobre os k;, os quais possuem o mesmo resultado da integral

unidimensional calculada na Eq. (2.19).

Entretanto, devemos ficar atentos a um detalhe importante. Como estamos tratando
de uma matriz diagonal, o fator a agora corresponde a um autovalor da matriz A. Contudo,
estamos realizando o produto sobre todos os autovalores de uma matriz diagonal e isto
corresponde ao determinante de A. Temos entao que

2" 1 A
/dk: e~ K AkLTTE fie&e%ﬁ“ & (2.22)

sendo n a dimensao de k.

Retornando a Eq. (2.16), verificamos que a integra¢ao no momento é

/ pr el (2.23)

Portanto, se observamos que a = i% e J = iidt, chegamos em:

m

; k2 Qmrm  mast)?
Dk ewt {km Qm} = y e (2i6t)
10t

. T 27Tm o ma?
= e | 0t
ot

em que na segunda linha utilizamos a representagao polar de v/—i .

(2.24)

Tendo em vista que os fatores constantes sdo independentes de x(t), estes podem

ser absorvidos pela medida funcional Dx(t). Desta forma, obtemos:

xf i [tf ma2
(xp trlw ti) = / Da(t) o dt{T*V(w)]
ZTq

x
! i [T dt ()
= Dx(t) e Tt (2.25)
T

xf
= / Da(t) e,
T
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sendo que na segunda linha, identificamos que o integrando no expoente ¢ a Lagrangiana
do sistema

L(z, ) = ;mx' V(). (2.26)

e na terceira linha, definimos S[z] como a agao classica correspondente, isto é:

S[a] = /ttf dt L(z, &). (2.27)

A Eq. (2.25) representa o que hoje denominamos de integral de Feynmann, ou
simplesmente de integral de caminho. Esta formulagao funcional é uma descricao na
mecanica quantica que generaliza o principio da agao estacionaria da mecanica classica,
substituindo a nocao classica de uma trajetéria tinica e bem definida para um sistema dado
por uma soma, ou integral funcional, sobre uma infinidade de trajetérias possiveis para
calcular uma amplitude de transicao. A ideia basica da formulacao por integral de caminho
remonta a integral de Wiener que propos resolver problemas de difusao e movimento
browniano [45]. Essa ideia foi estendida para com o uso da Lagrangiana na mecanica
quantica através da conjectura de Dirac, cujo artigo de 1933 deu origem a formulagdo por
integral de caminho [46]. O método completo foi desenvolvido posteriormente por Richard

Feynman [44].

2.1.1 Ordenamento temporal de operadores

Uma pergunta a ser feita é: como o valor esperado ¢ representado no formalismo
funcional? Para explorar essa questao, consideraremos a inser¢do de um fator z(¢) na

integral de caminhos, em que ¢; <t <ty,

rf
/ D (t) z(t) e, (2.28)

i
Associamos ao parametro intermediario ¢ um valor genérico e assim, podemos separar a

integracao e reescrevé-la como

/f Da(t) = [ da /:Dx(t) [ Datt) (2.29)

x

a acao também pode ser dividida entre os intervalos de integracao, resultando em:
rf iS[x] _ & ift‘ dtL\ _
Dzx(t) x(t) e = [ dx Dx(t)e i iy
Tf ot
X (/ Dx(t) e’ftfdtL> .

T

(2.30)

Contudo, os termos entre parenteses sao apenas os produtos internos (z, t|x;, t;) e

(g, ts|z,t), respectivamente. Portanto

/xf Da(t) z(t) e = /daz {2y, ty]T, t) & (T, t|2s, 1) . (2.31)

i
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Utilizando a relagao de completeza
/da‘; 7, 8) (3,¢] = 1, (2.32)
finalmente obtemos que
/x 7 Da(t) a(t) ¢ = (g, 1] £(0) i, 1) (2.33)

Assim, concluimos que os elementos de matriz dos operadores Z(t) sao obtidos através do
caleulo da integral de caminho para a funcdo x(t) com uma funcio peso eIl associada a

cada caminho.

Se considerarmos mais fatores de x(t), no formalismo das integrais de caminho

podemos escrever:

<ZL’f,tf| Ii‘(tg)f(tl) |:pi,ti> — /

1

T

CDr(t) a(ty)a(ts) €59, (2.34)

Aqui, verificamos a necessidade de especificar que t; < t,, visto que, no lado esquerdo da
Eq. (2.34) o ordenamento dos operadores ¢é relevante, enquanto no lado direito, z(t;) e

x(ty) sdo apenas parametros que comutam.

Por consequéncia, a férmula que generaliza a Eq. (2.34) para n pontos é:

(oo ty Tlatt) . ata)] s, ) = [

€T

Y Da(t)alty).. alt,) 5, (2.35)

em que 7 simboliza o operador de ordenamento temporal [47, 48].

2.1.2  Funcional gerador

Uma forma condensada de representar as amplitudes de transicao, que discutimos

na Eq. (2.35), é fornecida pelo funcional gerador:
~ i [ dtj(t)a
Z1j] = (ep by Te' . #7004 gy (2.36)

sendo j(t) uma funcao arbitraria do tempo, denominada de fonte externa, que nao interfere

no nosso objeto fisico de interesse, visto que ao fim dos célculos sempre tomaremos j(t) = 0.

A esséncia deste método se apresenta diante da possibilidade de realizar derivadas
funcionais de Z em relagao a j(t). Portanto, exploraremos a propriedade da derivada

funcional

—5(t—t). (2.37)
Assim, constatamos que

0Z|j] A [t 0(1) i ['F dtj()a(t)
i = (xs, te]iT dt = z(t) e 't xi, t;
5](t1) §(t)=0 < ¢ f| t; 6J(t1) ( ) | >

i()=0

(2.38)

. [tr . i [ dti)a
= et [ ot 0)a() O

=iy, ty| 2(t1) |2, ti) -
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Na segunda linha, utilizamos a definicao da derivada funcional e exploramos a propriedade

de filtragem da delta de Dirac. Por fim, fizemos uso de j(t) = 0.

Nota-se, entao, a possibilidade de generalizacao das amplitudes de transicao no

formalismo funcional para n pardmetros, a partir da seguinte férmula:

. 0" Z[]
et T (x(ty) ... x(ty)) |xs, t;) = —— , ) 2.39
(et T (alt) o)) ot = et (2.39)
Em que podemos reescrever a Eq. (2.36) no formalismo das integrais de caminho
xf : ety o
Z1j] = / Do ezS[m]—O—zfti dtj(®)z(t) (2.40)
T

2.2 Integral de caminho em teoria quantica de campos

Com o formalismo que abrange o gerador funcional na mecénica quantica em
maos, podemos suavemente estender esse conceito para TQC. Contudo, ha duas diferencas
cruciais. A primeira estd na definicao das funcoes, as quais agora sao definidas sobre
0 espago-tempo, em consonancia com os principios da relatividade restrita, que exigem

tratamento igualitario para ambos os pardmetros [48].

Esse formalismo possui a capacidade de descrever as interacoes entre as particulas
elementares que constituem a matéria ordinaria. Aqui, as particulas estao associadas as
excitagoes dos campos, os quais sao concebidos como sistemas dotados de um niimero
infinito de graus de liberdade. Dessa forma, todos os resultados obtidos até o momento
podem ser transpostos para formulacgoes analogas em TQC, seguindo a correspondéncia
estabelecida em?:

(t) = (at)
k(t) — T(z*) . (2.41)
5(t) = T(a)

=>

sendo ¢(z) o operador campo, II(z) o momento conjugado e .J(x) uma fonte externa.

A segunda diferenga, corresponde a escolha dos autoestados [48]. A amplitude em
mecanica quantica se da mediante os diferentes estados de posicao com base no parametro
temporal. Contudo, aqui estaremos lidando, principalmente, com elementos de matriz de

operadores de campo atuando em estados de vacuo

(0] &(x) [0} . (2.42)

Na proxima secao, discutiremos melhor esse processo ao tratarmos de campos especificos.

I Neste primeiro momento, visando explicitar a dependéncia com o espago-tempo, empregamos z* no

argumento das fungoes. No entanto, simplificaremos a notagao e seguiremos o padrao da literatura,
utilizando somente p(z), uma vez que sempre trabalharemos em um espago de quatro dimensoes.
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Apesar disso, essa concepc¢ao nao deveria soar estranha para o leitor, especialmente
ao lembrarmos de uma situagao similar no contexto da mecanica quantica. Se a Lagran-
giana de um sistema for independente do tempo, sabe-se que os autoestados de energia
correspondem a fungoes de onda v, (x) = (z|n). Sendo o estado fundamental de energia,
que agora denominaremos também como estado de vacuo, descrito por ¢y(z) = (z|0).

Podemos, também, utilizar o formalismo de Heisenberg e explicitar o parametro temporal

Wolz,t) = e Bt (2]0) = (x| e |0) = (z,t[0). (2.43)
Portanto, de modo similar, em TQC teremos o operador campo () atuando no autoestado
de vacuo ¢(x) |0), criando uma particula.

Logo, os valores esperados de vacuo (VEV) da teoria podem ser calculados perante

o uso do funcional gerador na presenga de uma fonte externa classica J(x)
Z1J(w)] = [ Dpla) Stehti [ dias@eto) (2.44)
tomando J = 0, temos o VEV sem a fonte externa:

Z[0] = / Dy(z) 519@), (2.45)

Dessa forma, de modo andlogo a mecénica quantica, em TQC o calculo dos produtos
ordenados temporalmente ¢ dado por:
(=) o"Z[J(z)]

Z[0] 6J(z1)...00(zn)|,_y’

OIT [p(a1) . p(a)] 0) =

(2.46)

no qual estamos normalizando os célculos por Z[0]. Essa representagao também nos permite
tracar um paralelo com a fungao de particdo em mecanica estatistica e, por intermédio

desta, afirmar que o funcional gerador nos traz todas as informagoes acerca de um sistema.

2.2.1 Teoria escalar livre

De forma semelhante ao que fizemos em mecanica quantica, estudaremos o caso
mais simples, agora no contexto de TQC. Isto posto, na teoria livre, a Lagrangiana? para

o campo escalar real ¢ dada por [47]:

L= —;qb([l +m?)o, (2.47)

em que [ = 9,0" é o operador d’Alembertiano covariante e m é a massa.

A equacao de movimento associada a Eq. (2.47), nos fornece a equacao de Klein-
Gordon livre, sendo
(O+m?)¢ = 0. (2.48)

Na verdade, estamos lidando agora com densidades Lagrangianas. Afinal, as fun¢des campo sao definidas
no espago-tempo, por isso, utilizaremos £ para diferencia-las.

2
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Solucgoes para essa equacgao sao dadas em fungao de ondas planas, tendo como a solucao

mais geral a superposicao delas:

d’k ik ik
r)= | —————=—=(are™ "™ + ae™” , 2.49
o) = [ Gl v (2.49)
onde F = Vk%2 + m? é a relacao de dispersao relativistica e surge como imposi¢iao para
manter a solugao real. Os parametros a; e aj, sao interpretados somente mediante a

quantizacao da teoria.

O principio basico da quantizacao canonica é elevar as variaveis a operadores. De
maneira andloga, aqui promoveremos os campos escalares ¢(z) e o momento conjugado

II(x), e imporemos a relagdo de comutagao para o tempo igual

0(2), TT(y)| = i8*(x —y), (2.50)

com ¢ e II calculados nesse tempo. Além disso, destacamos que os parametros em negrito
dependem somente da posicao e a presenca da delta de Dirac surge devido ao fato de x
ser um parametro continuo. Isto significa que promover o campo real ¢(x) a um operador
Hermitiano, também promove a; ao operador a; e aj se torna o operador conjugado

Hermitiano aL. Portanto

n d3k A —ikx At ikx
o(z) = m(ake + age™™). (2.51)

Em vista disso, outras relacado de comutacao podem ser constatadas, dentre elas:
[, af | = (27m)%0° (k —x), (2.52)

e também
law, a.) = |af, af] = 0. (2.53)

A conexao com a fisica de particulas emerge na construgao do espago de Fock [49], em
que associamos day, e d,t aos os operadores de aniquilacao e criagao, respectivamente. Nesse
contexto, o estado de vacuo |0) adquire uma interpretagdo mais profunda, representando o

estado que é aniquilado por todos os operadores a;. Portanto, para todo k, temos que

iy, |0) = 0. (2.54)

Com base na breve introduc¢do ao contexto de TQC no formalismo canonico,
retomaremos nossa empreitada inicial para explorar as implicagoes da quantizacao dos

campos escalares no formalismo de Feynman.

Usaremos a notagao Zy|J] para o gerador funcional da teoria livre,



Capitulo 2. Quantizacao funcional e a acao efetiva 20

Como agora estamos lidando com matrizes, devemos utilizar a Eq. (2.22)

/dk‘ o3RI AR+TTE _ (QW)neéﬁA—lj
detA ’

sendo A = (J + m?). Precisamos entdo, computar a matriz inversa A~'. Tendo em vista

que A é um operador diferencial, sua inversa é dada pela funcao de Green:
(O+m*)G(x —y) = —id(z —y). (2.56)

Realizando uma transformada de Fourier, temos que

Glr—y) = / (Z:;G(k) e k@) o 5l —y) = / (;i:; ek @=y), (2.57)

Assim, substituindo na Eq. (2.56), obtemos

d*k ik . d*k ik (e
(D—l—m2)/<2ﬂ_>4G<k)€ Ee-( y):Z/(zﬂ-)zle k-(z—y)

(2.58)
yi(H M) G = (271T>4,
em que atuamos o operador d’Alembertiano no termo de fase.
Desta forma, determinamos que
G(k) = H%ng (2.59)
ou ainda no espaco das posigoes
Gz —y) = / ﬁ_7@6_%'(‘”_9). (2.60)
(2m)* k2 — m?

Retornando a Eq. (2.55), observamos que o funcional gerador adquire a seguinte

expressao
Zo[J] = NeJ @wd'y[-3/@ 06— w)] (2.61)

Como estamos realizando um produto interno com variaveis continuas, surgem integrais
em z e y. Ademais, N representa somente uma normalizacao com forma irrelevante para

Nnossos propositos.

Isto posto, estamos aptos a determinar a amplitude de transicao de dois pontos ou,

como também denominaremos, fun¢ao de dois pontos:

1 822,[J]

Zo[0] 6 (2)6 T (y)|,_y (2.62)

0

017 [3()dw)] [0) = (~i)?
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Sendo assim, iremos realizar os calculos em partes. Iniciaremos com a avaliacao da derivada

funcional de primeira ordem

_ ) {Nef dha’dby {%J(z’)G(mLy’)J(y’)} }
6J(y)

0Z[J]
6J(y)

J=0

J=0

- ;ZO[O]/ d4x/d4y'(sji TGl = )I)

J=0 (2.63)

= S200] [ ddy Gl — ) L) — ) + TS’ — )]

J=0

- ;Zo [0] [/ G2 —y)J (@) + /d4y'G(y B yl)J(y/)} J=0

Na primeira linha, definimos variaveis distintas ' e 3’ no expoente, na segunda e terceira
linha, aplicamos a derivada e, na quarta linha, integramos as deltas de Dirac, explorando

sua propriedade de filtragem.
Com a segunda derivada, trabalhamos da mesma maneira

5QZO[J] . (” { [/ d4:U’G J (@) + /d4y’G(y N y’)J(y/)] }J:O

6J(2)0J(y)|,

- ;(Z(V)] [ / Gl — y)I () + / d'yGly—y)IW)|
+ 5 all 5 [ 66— + [ a6 —)Iw)]
= 5200 | / Gl ~ )i’ ~ )+ / d'yGly—y)oly —a)|
= S200][Glw — 1) + Gly— )] -y
- (0] Gz~ y)
(2.64)

Na primeira linha, apenas repetimos o resultado da primeira derivada, na segunda e terceira
linha, aplicamos a regra do produto. Como a nova derivada de Zy[J], na segunda linha,
gerard mais termos com dependéncia em J, e eventualmente tomaremos J = 0, podemos
desconsidera-los. Na quarta linha, realizamos as derivadas funcionais, enquanto na quinta
linha integramos as deltas de Dirac novamente. Por fim, na tltima linha, utilizamos a

propriedade de simetria das fungoes de Green e as agrupamos em somente um termo.

Finalmente, podemos retornar a Eq. (2.62) e verificar que a funcao G(z —y) é o
propagador da teoria escalar livre, também denominado na literatura como propagador de

Feynman [47]
(01T [d()d(w)] 10) = —G(x —y). (2.65)
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Sua importancia, esta no fato que o propagador representa uma funcao capaz de
especificar a amplitude de probabilidade de uma particula viajar de um ponto para outro

em um determinado periodo de tempo, ou viajar com uma certa energia e momento.

O caso de uma teoria escalar livre, ou seja, sem intera¢oes ou correcoes quanticas,
acaba sendo bastante didatico, como vimos. Nos proximos capitulos, iremos calcular outros

propagadores e analisar as complexidades inerentes a eles

2.3 Acao efetiva

Até o momento, discutimos sobre o funcional gerador considerando o processo de
quantizacao da teoria através da integral de caminhos da acao classica. Nessa abordagem,
podemos determinar funcgoes de correlacao associadas a todas as possiveis interagoes
entre as particulas, incluindo aquelas nao observadas a nivel classico. Estas interagoes
sao interpretadas como correcoes quanticas, e que sao proporcionais a poténcias de h.
Contudo, o funcional gerador fornece um nimero redundante de funcoes de correlacao,
contendo também as que nao contribuem para a determinacdo de observaveis, conhecidas

como fungoes desconexas.

Neste contexto, construiremos um funcional alternativo chamado de acao efetiva
quantica, ou simplesmente agao efetiva, denotado por I'[p]. Este funcional gera apenas
as fungoes de correlagdo que contribuem para o calculo de observaveis fisicos, conhecidas
como 1PI (uma particula irredutivel) [50]. Além disso, a acao efetiva pode ser entendida
como uma modificagao da agao classica, incorporando corre¢oes quanticas diretamente a
ela. Nessa interpretacao, ao restringirmos seu dominio a uma teoria perturbativa de baixa
ordem em h, ou seja, ao ignorarmos as corre¢oes quanticas, retornamos ao regime da acao
classica [51, 52].

Vamos comecar pela definicdo de um outro funcional gerador intermediario
Z[J) = "V, (2.66)

com W[J] sendo um funcional que representa a soma de todos os diagramas conectados,
ou ainda, todas as fungoes de correlagdo conectadas. O argumento necessario para melhor
compreender este fato, se da através da analise da teoria de pertubagao transcrita nos
diagramas de Feynman. Entretanto, neste trabalho, nao estamos interessados em lidar com
a representacao diagramatica. Desta forma, iremos fornecer um argumento matematico

alternativo [53].

Considere que C ¢ uma funcao de correlacao que fornece um diagrama conectado

do tipo I. Entao, podemos obter qualquer diagrama, conectado ou nao, a partir de

1

D=—
Sp 7

(™, (2.67)
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em que n; ¢ o numero de diagramas repetidos do tipo I e Sp é um fator de simetria que

contabiliza a permutagao de diagramas conectados idénticos, cuja forma é dada por

Sp =][]n: (2.68)
I

Como discutimos na sec¢ao anterior, Z[J] gera todas as possiveis combinagoes de

funcoes de correlagao. Portanto, é razoavel afirmar que

1
Z ~ ~ _ nr .
I~ X D~ Y I, (2.69)
{n1} {ni} 1
sendo {n;} um conjunto de nimeros correspondendo a cada D que estd sendo somado.
Assim, {n;} deve variar de 0 até co. Uma vez que o somatério é passivo por troca de ordem
com o produtério, ao analisarmos a Eq. (2.69), podemos usar a estrutura da seguinte série

conhecida
oo xn

e’ = (2.70)

—-
n—o 1

Desta forma, podemos reescrever o funcional gerador Z[J] como

ZJ) ~ [ et = eXon©1, (2.71)
1

Por fim, temos que Z[J] pode ser escrito como uma exponencial da soma de todos os

diagramas conectados. Logo, redefinindo que Y_; C = iW|[J] retornamos a Eq. (2.66).

Munidos da defini¢do do novo gerador W[.J], e principalmente de sua interpretagao
fisica, podemos obter a expressao para a acao efetiva a partir da transformada de Legendre
de W[J] em relagdo a uma nova variavel, o campo médio. Verificamos que

oW[J]  dlogZ

5I(@) o) (0 é(z) [0) = (). (2.72)

e entao, definimos o VEV de ¢(z), ou ainda, a fungao de correlagdo de um ponto, como o

campo médio. Assim, definimos a acao efetiva em relagdo ao campo médio [50]:

Plgd = WL = [ d'e J(@)6u(). (2.73)

Isto posto, uma relagdo importante a ser discutida, é a variacao da acao efetiva em

relagdo ao campo médio

o ST [y 0. 22+ )

6pe(z) B 6pe(z) (

Y50y delx) Y50(y) dulx)
= —J(z),

(2.74)
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em que usamos somente a regra da cadeia e a definicao da derivada funcional. Observe que

0T[¢c]
0¢c(x)

¢é analoga a equacao usual de Euler-Lagrange, com a acao efetiva ao invés da agao classica

+ J(z) =0, (2.75)

e um termo de fonte externa J(x).
Esta relagao se prova tutil ao tomarmos

0 O0l[oe] _ 0J(y)

6J(x) d¢e(y) — 6J(x) (2.76)
= —0(y — ),

e utilizarmos este resultado para observar que, aplicando a regra da cadeia novamente no
lado esquerdo da Eq. (2.76), obtemos

_ 4 5¢C(Z) 62F[¢C(x)]
oy —x) = / T2 57() 50u(2)00e(v)

S PRt LX)
57()0.(2) 36:(2)30.(y)

Portanto, o que explicitamos é a necessidade de que o primeiro termo seja a funcao inversa

(2.77)

do segundo

OTlg] 7 _ W]
(omed ) o9

5¢e(2)0. T J(@)(z)

No entanto, utilizando a Eq. (2.72), sabemos que o lado direito da igualdade

representa a funcao de correlacdo de dois pontos

PTbe(x)] \ 7
(6@(2)5@(@/)) Pl a

em que D(z — y) define o propagador completo, vestido das corre¢oes quanticas.

Em sintese, até este ponto retomamos todas as conclusoes e reconstruimos os
objetos que foram definidos nas se¢oes anteriores, determinando um propagador “vestido”
com as correcoes quanticas. Nos resta obter uma expressao fechada para a acao efetiva.

Faremos isto somente considerando a expansao em um laco.

Expandiremos o campo ¢(z) de forma que

¢(x) = p(x) +n(x), (2.80)

sendo ¢(x) o campo de fundo e n(x) pertubagoes ao redor do campo. Portanto, o funcional

gerador Z[.J] deve ser reescrito como

Z[J] = / Dy(z) Sttt dzitern} (2.81)
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Podemos expandir o expoente em termos de 7, de forma que

Sle+ul+ [ dz J(p+n) = Slel + [ d'zI(@)e(@)
+ /d% (gj([g + J) n(z)

e 3 et (gseon ) "

+...

(2.82)

Entretanto, o termo linear em 7 é nulo, conforme o principio de minima acao.

Assim, obtemos
Z[J] = o slel+ [ d'zie} /Dn(x) e st} (2.83)

no qual S[n| é dada por

stil=3 | d4xd4yn(x)( 9;2)5 “ >\ )n(y)- (2.84)

Este tipo de integral Gaussiana é solucionavel analiticamente, conforme ja demonstramos
anteriormente na Eq. (2.22). Logo, a integral de caminho nos fornece um determinante

com a seguinte expressao:

i 8°5[g] T
[det (_2 66(2)06(y) m -

em que empregamos a identidade

NI

Lo (i esl
_2Tlg( 25¢()¢()‘>], (2.85)

log(detA) = Tr(log A). (2.86)

Se retomarmos os mesmos passos que fizemos, isto é, redefinir W[J] e I'[¢.],

chegaremos na expressao fechada para a agao efetiva em um lago:

1 i 028 [gb]

I'[¢] = Slp] + = Tr log + ... (2.87)
2 200(x)d0(y) |,

E importante ressaltar que a acio efetiva foi redefinida e est4 sendo expressa através

de um campo de fundo p(z). Além disso, o termo no argumento do logaritmo nada mais é

do que o inverso do propagador, mas agora acoplado com os efeitos que o campo de fundo

acarreta.
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2.4 Acao efetiva nao-local

Embora a expressao obtida para a acao efetiva na secao anterior seja viavel, ainda
¢é necessario obter a forma explicita para o termo de correcao de um laco. Porém, um
dos grandes desafios na quantizacao dos campos de gauge é a dependéncia da propria
teoria com o desenvolvimento de métodos covariantes para o calculo da agao efetiva. Neste
trabalho, estamos interessados em uma abordagem especifica associada a uma expansao

da corre¢ao em termos dos tensores de intensidade.

Ainda que existam alguns métodos covariantes, de certa forma, todos possuem
a mesma base centrada no método de tempo préprio [54]. Neste método, Schwinger
demonstrou uma identidade capaz de reescrever as integracoes de modo a torna-las
Gaussianas e, portanto, integraveis. Houve também uma reformulacdo geométrica do
mesmo mecanismo que determinou a expansao em curvaturas generalizadas, realizada por

DeWitt [55], que impulsionou ainda mais a formula¢ao matematica.

O tratamento de Schwinger-DeWitt pode, até hoje, ser considerado como uma
estrutura genérica para o calculo da acao efetiva e tem como ideia principal, uma expansao
das fungoes de Green na vizinhanca do cone de luz. Entretanto, um entrave significativo
se apresenta mediante o fato de que a agao efetiva é uma expansao de funcoes locais dos
campos de fundo. Isso a torna invalida quando as quantidades dimensionais do campo
de fundo sdo maiores, em ordens de grandeza, do que o pardmetro de massa usado como
parametro de expansao. Estas questoes fazem com que a técnica original de Schwinger-
DeWitt seja aplicavel somente para as fungoes de correlagdo mais simples. Isso se da, pois
o calculo de termos nao-locais, isto é, nao-polinomiais, das func¢oées dos campos ou de
suas derivadas, requereriam uma soma das séries de tempo préprio, técnica até entao nao

desenvolvida.

Contudo, a acao efetiva é, em sua esséncia, nao-local e deve admitir um limite de
massa nula. Desta forma, anos mais tarde, a forma dos termos nao-locais foi proposta por
Barvinsky e Vilkovisky [33]. A expressao da corregdao de lago para os campos de gauge

adquire, neste formalismo, a seguinte forma:
'~ F,(a+ py(0))FH, (2.88)

em que F),, representa um tensor de intensidade para uma teoria de gauge qualquer, o e
[ sdo somente constantes e () é denominado de fator de forma, termo que confere as

informagoes advindas da correcao de laco.

Para os propésitos deste trabalho, o fator de forma possui a seguinte expressao:

O
~(0) ~ log ) (2.89)

sendo o fator ;2 uma constante de regularizacdo dimensional. Tomaremos a igualdade



Capitulo 2. Quantizacao funcional e a acao efetiva 27

na Eq. (2.88) somente ap6s introduzirmos os campos de gauge no Capitulo 4, e assim,

inseriremos as constantes apropriadas.

No capitulo 3, retomaremos a analise dos propagadores, desta vez utilizando
um formalismo alternativo que nos permitira explorar o espectro da teoria com maior
profundidade. Essa abordagem distinta servird como ferramenta analitica fundamental

apos introduzirmos o propagador vestido para os glions, utilizando o formalismo efetivo.
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3 Representacao de Kallén-Lehmann

Neste capitulo, exploraremos uma forma alternativa para representar o propagador
de uma teoria, conhecida como representacao de Kéllén-Lehmann [53, 56]. Esta técnica é
baseada em principios gerais da relatividade restrita e do formalismo canonico da TQC e,
ainda, nao depende da natureza das interagoes nem de expansoes perturbativas. Temos
como objetivo definir uma fungdo que carrega informagoes sobre o espectro da teoria, pois

ela nos auxiliara no estudo dos graus de liberdade da CD(Q no Capitulo 6.

3.1 Propagador exato

Definimos o propagador livre na Eq. (2.65), mas aqui, o reescreveremos de forma a

fatorar a unidade imaginario

G(a —y) =i (0| T(x)$(y) |0) (3.1)

em que tomaremos o campo @(z) como sendo um campo normalizado por
(01 ¢(x) 0) = 0. (3-2)

Além disso, sua projecao na base do momento é dada pela seguinte relagao
(k| o(x) |0) = e, (3.3)

Podemos ainda generalizar a normalizacao do estado de uma particula para d dimensoes

no espago-tempo, a partir de
(k|k"y = (27)"7 1 2wé (k — K), (3.4)

sendo w = (k? + m?)"/2. A notacdo em negrito representa a parte espacial ou o vetor
momento do quadrivetor. Podemos também associar uma relagao de completeza aos

autoestados de momento de forma que
/ dk |k (k| = 1, (3.5)

em que 1 é o operador identidade e o diferencial dk é dado por

S Ay

Temos entao que o propagador no espago de momento G(k) pode ser introduzido
via

Gz —y) = / (gﬂl‘;deik@—y)c:(k), (3.7)
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no qual a solu¢ao de G(k) foi demonstrada na Eq. (2.59). Porém, aqui hd uma pequena

diferenga, visto que, novamente, fatoramos a unidade imaginério, resultando em:

1
k2 —m?2 4+ i€’

G(k) =

sendo que o fator ie explicita o deslocamento do polo no plano complexo. E possivel

2 em que m é a massa fisica representada

verificar que hé dois polos isolados em k? = m
na relagao de energia-momento.

O > 9% e inserir uma relacio de completeza dos

Temos a intensao de tomar x
autoestados de energia entre os campos na Eq. (3.1). Entretanto, devemos primeiramente
explicitar quais tipos de autoestados sao acessiveis. O estado de vacuo |0) sera tratado
como um estado inico com energia e momento nulo. Autoestados de momento de particulas
unicas |k) s@o especificados pelo vetor momento k e delimitados pela relagao de energia
w = (k? 4+ m?)'/2. E ainda, o estado de multiparticulas no continuo |k,n) sera descrito da
mesma maneira, isto é, dependente do vetor momento; entretanto, o fator n contabilizara
quaisquer outras dependéncias relativas as outras particulas. A energia destes estados
agora estd contida em w = (k? 4+ M?)/2 em que M > 2m, isto é a energia necesséria para

haver ao menos duas particulas separadas.

Em vista disso, obtemos:

(0] @(x)$(y) 0) = (0] &(x) |0) (0] @(y) |0)

Contudo, via Eq. (3.2), o primeiro termo na Eq. (3.8) é nulo enquanto o segundo pode ser
simplificado através da Eq. (3.3). O somatoério em n no terceiro termo deve ser entendido
somente como uma esquematizagao, afinal, temos integrais sobre os parametros continuos,

aqui nao especificados. Assim, a Eq. (3.8) se torna:

(0 $(@)2(y) 0) = [ dke* = 37 [ dk (0] @) [k m) (k.| (3) ). (3.9)

O segundo termo na Eq. (3.9) pode ser tratado ao reescrevermos o campo utilizando

a evolugao temporal (1) = e~*%p(0)e™™** o que nos permite estabelecer que:
(k,n|@10) = €™ (k, n] (0) ]0) . (3.10)
Consequentemente, os autoestados multipartidos podem ser simplificados como

S [ i (0] @) k) Gk nl $(3) 0) = X [ dle™ 0] (ol @) 0) 2 (311)
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Desta forma, a Eq. (3.8) se torna
01 p@)2(y) 10y = [ dike™ )+ 3 [ dke | (knl p(2)[0) 2. (3.12)
Feito isto, é possivel definir uma nova fun¢ao denominada como densidade espectral [53]:
p(s) = Enj | (k.| ¢(2)[0) [*0(s — M?). (3.13)

Para um teoria tipica, a funcao de densidade espectral pode ser representada através da

Figura 1.

p(s) A

| |
1', ————— —— L — — -

'

m? (2m)? S

Figura 1 — Funcao de densidade espectral p(s) para uma teoria de campo tipica interagente.
Os estados de uma particula contribuem com uma fungao delta de Dirac em
m? (o quadrado da massa da particula). Os estados de multiplas particulas
tém um espectro continuo comegando em (2m)?. Pode haver também estados
ligados. Adaptado de [56].

Retomando que p(s) = 0 para s < 4m?, verificamos que

(0] ¢(x)(y) |0) = / dk k@) 4 [1 : ds p(s) / dk M=) (3.14)

Aqui precisamos relembrar da relacio explicita de dk, presente na Eq. (3.6), e que estamos

tratando deste problema em d = 4 dimensoes. Logo

d?’/{? i dgk’ '
—— etklemy) = ik(z—y)
/ (2m)%2w / (2m)3 2(k2 + m2)1/2 : (3.15)

Dessa forma, é possivel integrar sobre todas as configuragoes de energia e obter a seguinte

expressao:
d*k . 1 o0 1
Ol T () 3(a) 10) — / ik(z—y) { / ds p(s)————|. (3.16
G < |Tg0(x)go(y) | > (27?)4 e ]{32 _ m2 + de + A2 SP(S) k2 — s+ 1€ ( )
Assim, a forma do propagador exato no formalismo de Kallén-Lehmann no espaco dos

momentos é dada por:

1 o0 1
Gk)=5———-+ / d —_—. 3.17
(k) kQ—m2+ie+ 4m? SP(S)kQ—S—l—ie (8:17)
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3.2 Correcoes de laco ao propagador

As corregoes ao propagador exato podem ser representadas de forma genérica como

uma série geométrica do tipo:

1D(k> :1G(k) + 1G<k) [iT1(k?)] EG(’{)
1 1 1 (3.18)
+ = G(R) [ill(k)] G k) [{I(K)] =G k) + .. |

7 7

em que tomamos o termo [i[I(k?)] advindo da soma de todas as fungoes de correlagio
1PI, ou seja, da acao efetiva I'[¢] descrita na Eq. (2.87), mas aqui sendo representada no

espaco dos momentos. Ao realizarmos a soma explicitada na Eq. (3.18), temos a forma do

propagador acrescido das correcoes quanticas!

bW = —i—lie —TI(k2) (3.19)

de modo que retornaremos ao propagador livre caso I1(k?) = 0, visto que as correcoes de
um lago serao desprezadas. Desta forma, temos dois objetos, Eq. (3.17) e Eq. (3.19), que

precisam ser reconciliados.

Partindo da Eq. (3.17), podemos explorar o uso da seguinte identidade

' |
. (3.20)

x+ie a2+ er 24 e?’

sendo que o primeiro termo, do lado direito da igualdade, pode ser representado através

da integral de valor principal [57]:

/ dz P;f(x) —lim [ dz ). (3.21)

e—0 12 4+ €2
Além disso, o segundo termo pode ser representado através da delta de Dirac no Kernel

de Poisson [58], uma vez que

1 1 1 e
o) = Jim i { o d = (3:22)
Assim, é possivel redefinir a Eq. (3.20) como
1 1
P P; —imd(x) (3.23)

e explorar somente a parte imaginaria do propagador, de forma que:

I[G(k)] = —76(k2 —m?) — [ ds p(s)m6(k? — s). (3.24)

4m?

Ainda, ao realizarmos a integracao em relacao a s, chegamos em:

Im[G(k)] = —7wo(k* — m?) — mp(k?). (3.25)

L A forma exata de [iH(kQ)], apesar de dedutivel [53], ndo é necessdria para o emprego que temos em
mente para o formalismo de Kéllén-Lehmann e, portanto, serd omitida.
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Se analisarmos a regido em que s < 4m?, verificamos que p(s) = 0. Portanto, dentro

deste limite podemos determinar uma expressao para a fun¢ao de densidade espectral
7p(s) = —Im[G(—s)], (3.26)

visto que 0(k* —m?) = §(—s — m?) sempre sera nulo neste limite.

No entanto, se supormos que Im[I1(k?)] = 0 e olharmos para as Eqs. (3.19) e (3.23),
podemos representar a parte imaginaria do propagador utilizando uma delta de Dirac,

definida como

Im[G(k)] = —70(k* — m?). (3.27)

Desta forma, comparando a Eq. (3.27) com a Eq. (3.25), verificamos que p(k*) = 0.
Entretanto, estamos interessados no caso nao trivial, em que Im[II(k?)] # 0. Para tratar

deste exemplo, podemos separar a parte real e imaginaria da Eq. (3.19), como segue

1

D(k) = k2 —m?2 — Re[l1(k2)] — Im[I1(k2)]’

(3.28)

e, em alusao a Eq. (3.20), chamaremos = = k* + m? — Re[II(k?)], enquanto € = Im[IT(k?)].
Desta forma, a parte imaginaria do propagador serda dada por:
Im [T1(%?)]

D)) = = G = ReM(2) 2 + (T2 (3.29)

Em comparagao com a Eq. (3.25), podemos fazer o mesmo tipo de analise, ou
seja, explorar a propriedade de filtragem da delta de Dirac, usando k? — —s. E, por fim,
determinar uma expressao para a funcao de densidade espectral em um cenario nao trivial

[53]: [ ]
B Im[II(—s)
TO8) = T Rell(— )12 + (T (—s)])2 (3-30)

A Eq. (3.30), seré essencial para a determinagao do espectro do propagador dos
gliions vestidos com as corre¢oes quanticas que calcularemos no Capitulo 6, visto que
p(s) atua como uma fung¢ao peso para as contribui¢oes quanticas nos informando sobre as

regioes de energia de maior interesse.
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4 Teorias de Yang-Mills

A TQC representa uma estrutura matematica que engloba um conjunto de conceitos
e técnicas fundamentais para descrever as particulas elementares e suas interagoes. Este
arcabouco tedrico sintetiza principios da relatividade especial, teoria classica de campos e
mecanica quantica. Dentre os elementos essenciais, destaca-se o papel central das simetrias.
Neste contexto, exploraremos as simetrias através das representacoes de grupos de Lie,

analisando seus efeitos sobre campos e as algebras associadas.

Um dos pontos relevantes desta investigagao sera a teoria de Yang-Mills, a qual se
propoe a elucidar o comportamento das particulas elementares através da utilizacao de
grupos de Lie nao-Abelianos, ou seja, com um grupo de simetria nao-comutativo. Esta
teoria desempenha um papel fundamental na compreensao da CDQ, que constitui a base

tedrica para a descri¢ao da interacao forte entre quarks e glions

Neste capitulo, abordaremos a construcao do grupo de Lie associado a CDQ),
delineando os campos relacionados aos glions e aos quarks, assim como a a¢ao que governa
sua dinamica. Além disso, nos concentraremos na determinacao da funcao de correlagao,
mais precisamente no propagador, dos glions livres, cuja analise sera de significativa

relevancia nos capitulos subsequentes.

4.1 Grupos de Lie

Um grupo de Lie de grau N ¢ definido de modo que seus elementos g dependam
de pardmetros reais 0%, em que a = 1,..., N; sendo # um parametro continuo [49]. Um

elemento genérico pode ser descrito por g(6) em que

g(0', -, 0N) = g(0). (4.1)

E, para definir o elemento identidade e, podemos tomar as coordenadas 6% = 0, que

correspondem a ¢(0) = e, sem perda alguma de generalidade.

Uma representacao linear R de um grupo é uma operagao que atribui a um elemento

abstrato e genérico g do grupo um operador linear Dg(g):

9 — Dr(9). (4.2)
O operador identidade ¢ identificado por

Drg(e) =1, (4.3)
tal que o produto é preservado:

Dr(g1) - Dr(g2) = Dr(g192)- (4.4)
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Uma representacao tipica é a matricial, em que um elemento g do grupo é re-

presentado por uma matriz n x n de forma que (Dg(g))’;, em que 7,5 = 1,...,n. Ao
escrever um elemento genérico como (!, ..., ¢"), podemos associar um elemento g a uma
transformacao do espaco vetorial, sendo:

¢ = (Dr(9))5¢". (4.5)

Caso haja a necessidade de mudanca da representacao, em geral, a forma explicita
e a dimensao de Dg(g), mudard. Ainda assim, hd um aspecto importante do grupo de Lie

que ¢é independente de representacao, denominada de algebra de Lie.

A Algebra de Lie esta relacionada ao conceito de transformacoes infinitesimais.
Portanto, assumindo que as representacoes sao diferenciaveis, podemos expandir Dg(g)

em uma série de Taylor e analisar a regidao vizinha do elemento identidade # = 0, obtendo

entao
Dr(0=0)~1+1i0,TF, (4.6)
sendo que
0Dgr
T8 = —i : 4.7
R t aea o ( )

Denominamos T de geradores do grupo na representacao R e inserimos o fator 7 em ambas
as equacoes, de forma a preservar sua estrutura, mas ao mesmo tempo, buscando garantir
que na representacao R os geradores sejam Hermitianos e que, portanto, as matrizes Dg(g)

sejam unitarias.

Contudo, para um elemento genérico g(#) do grupo, que difere da identidade,

podemos generalizar a representacao através dos geradores
Dpg(g(0)) = "'k, (4.8)
pois sua expansao em série de Taylor, reproduz a Eq. (4.6).

Podemos ainda explorar o axioma definido anteriormente, Eq. (4.4), isto é, o
produto linear de matrizes. Ao considerarmos duas matrizes com os mesmos geradores 1
mas com parametros distintos, seu produto deve possuir a seguinte forma:

> a > a , a
ezaaTRezBaTR — ezéaTR‘ (49)

Entretanto, devemos tomar cuidado ao exprimir a forma de J,, afinal, T sao matrizes e

portanto e®e’ # et Para determinar sua forma faremos

10, T = log (em“Tﬁ e’ﬂ“Tﬁ)

[1 VoS + ;(maTg)ﬂ [1 B TS+ ;(waTgf] }
(4.10)

Q

22

1 1
5(@TR)* = S (BTR)* — auhTRTR|

2

1 1
log {1 +iB,Th + i(zﬂaTa) + i T8 — g By THTY + Q(iaaTﬁ)ﬂ
{1 + (g + Ba)Th —
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em que na primeira linha, somente tomamos o logaritmo em ambos os lados das equagoes.
Na segunda linha, expandimos em série de Taylor ambas as exponenciais até segunda
ordem no argumento do logaritmo. Na terceira linha, realizamos o produto mantendo
somente os termos de ordem quadratica em « e 3. E, na quarta linha, reorganizamos os

termos.

Podemos realizar, novamente, uma expansao em série de Taylor mas, agora, da
fungao logaritmica, log(1 + z) ~ x — 2% /2, ainda mantendo somente os termos até ordem

quadratica. Logo

i8.Th =0+ ATh — (TR @Th) — S(GTRGTH)

12 (4.11)
— @ TRTh + 5 (0 + Ba) (00 + B) TR TR
Realizando os produtos,
0, T =i T8 — L, T8T — 18,8, 78T — aupTeT!
6T =1(aq + B)Tg 2%% RLR 25a5b 7l — B TRTYR
. (4.12)
+ 5(%% + oy + B + Bafe) THT,
verificamos entao, que é possivel reagrupar diversos termos e expressa-los como
- a N a 1 a 1 a a
i0.Tf = (0 + o) f — 500 T8, 5] - o Baln 1%, Th) — auBTHTY,
(4.13)

1 1
+ gaaﬁngTﬁz + iaaﬁbTbTa,

em que [T}%, Tﬁ] representa o comutador dos geradores e ainda, no ultimo termo, apenas

efetuamos a troca dos indices. Podemos reescrever um dos termos da seguinte forma:
1
B TETY = §(aa5bT§T§ + B TRTH), (4.14)

de modo a agrupé-los com os outros termos de 1/2, obtendo mais um comutador dos

geradores

N a - a ]' a ]' a
16,15 =i(0a + Bo) T — S can| T, Th| — = BuBs| Th, Th]
2 2
(4.15)
1 a b 1 arb 1 arb
- §Oéa5b [TRa TR] - §aa5bTRTR + §C¥a5bTRTR-

Como os dois dltimos termos idénticos, podemos cancela-los. Na sequéncia, podemos

colocar os comutadores em evidéncia:

N a N a 1 a
10,Th = i(aq + Bp)Th — 5(0@041; + Bafp + afp) [TR, Tlg}. (4.16)

Um detalhe importante, é o fato dos termos o, e 5,0, serem nulos, uma vez que,

dada a operacao de comutacao, obtemos:

a0ty | Ty, Th] = a0 THTH — aaen TET = (ctac, — cp0a) TRTY, = 0, (4.17)
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em que somente usamos a troca de indices e a propriedade de comutacao dos parametros

Q.

Portanto, observamos que:
2i(0. — e — BT = 0| Ty, T (4.18)

Podemos definir que 7. = —2(0. — a¢ — f.). Entretanto, como 6 = §(«, [3), entdo v deve
ser linear tanto no pardmetro o quanto em J3. Assim, de forma geral, v = a3, %, em
que f® sdo as chamadas constantes de estrutura e sua caracteristica notavel ¢ o fato de

serem independentes de representacao.

Com todo este tratamento, finalmente chegamos a expressao para a algebra de Lie,

sendo esta definida pela relagdo de comutacao entre os geradores:
T, T =i T (4.19)

Visto que as constantes de estrutura definem a algebra de Lie, o problema de encontrar
todas as representagoes matriciais da algebra, equivale ao problema algébrico de obter

todas as solugoes matriciais possiveis 75 da Eq. (4.19).

A partir da Eq. (4.19), podemos classificar dois tipos de grupos: Abelianos e nao-
Abelianos. Um grupo é chamado de Abeliano quando suas constantes de estrutura sao
nulas, isto ocorre quando 0, = «, + 5, na Eq. (4.9). Em outras palavras, os elementos do
grupo comutam entre si. A parte nao trivial da algebra de Lie se encontra na segunda
classificacao, isto é, nos grupos nao-Abelianos, em que os elementos nao comutam entre si.

E, em particular, estes grupos serao o foco deste trabalho.

Até o momento, realizamos uma discussao acerca de elementos abstratos dos grupos
de Lie. Contudo, os objetos que queremos explorar sdo os campos invariantes por simetria
de Lorentz, ou seja, campos relativisticos. A questao mais imediata que precisamos resolver
é: como fazer a transicao? A ideia base é estabelecer operadores de campo que atuem de

acordo com a algebra de Lie.

4.2 Teorias de gauge

Conforme discutimos, nosso interesse recai nas teorias de Yang-Mills, o que implica
na adocao de um grupo de Lie compacto. Esses grupos representam uma generalizagao
natural dos grupos finitos com topologia discreta. Aqui, especificamente, consideraremos
o grupo G = SU(N), no qual SU refere-se aos grupos especiais unitarios compostos por

matrizes N X N com determinante igual a um.

Para cada elemento da dlgebra de Lie, introduziremos campos de gauge Af.(z),

emquea=1,...,N? —1, de modo que os indices internos correspondem ao nimero de
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geradores do grupo. Desta forma, podemos compactar a notagao e escrever os campos em
sua forma matricial

Au(x) = A% ()T (4.20)

Os campos AZ(x) podem ser mencionados de varias maneiras, tais como: campos de
gauge, vetores potenciais ou até mesmo bésons mediadores. Ressaltamos que os glions sao
bosouns, isto é, particulas com spin inteiro que desempenham o papel crucial na mediacao da

) )
forca forte. E importante destacar que nosso foco seré exclusivamente no grupo G' = SU(3),
que ¢é fundamental para descrever a cromodinamica quantica e, por consequéncia, nos

glions.

A partir do campo de gauge, podemos construir um tensor de segunda ordem
conhecido como tensor de intensidade Gy, Esse objeto desempenha um papel fundamental
na caracterizacao dos glions, as particulas mediadoras da interacao entre os quarks. Uma
maneira geométrica de conceber isso, ¢ visualizar os campos de gauge como uma conexao em
SU(3), enquanto o tensor de intensidade descreve a curvatura dessa conexao. A expressao

para o tensor de intensidade é dada por:
Gu = 0,A, —0,A, —iglA,, A, (4.21)
em que g é a constante de acoplamento de Yang-Mills. E, certamente,

G = G2, T (4.22)

A dindmica de Yang-Mills é descrita por sua Lagrangiana

1

L= 4GZVG‘”“’, (4.23)
ou ainda, por sua agao
1 a apuv
S = —Z/d% e, G, (4.24)

Uma importante constatacao, é o fato de que a Lagrangiana de Yang-Mills apresenta um

extenso grupo de simetrias atuando no potencial vetor, com a seguinte forma:
Ay = Q) A0 (2) — ~9,0(x)0 " (), (4.25)
g

sendo €(x) um elemento pertencente ao grupo SU(N) e uma fungao diferenciavel. De-
nominaremos o conjunto de todas as transformacoes possiveis de A, (z) como grupo de

gauge.
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Esse tipo de transformacao! induz a seguinte forma no tensor de intensidade
G, =0, (QA,,Q_l — ;@QQ_l)
-0, (QA,ﬁ—1 - ;aMQQ*) (4.26)
— g [QAMQ_l — ;@QQ*, QA0 — ;8,,9(2_1 :

Operando as derivadas, com o cuidado de expressar a regra da cadeia, e utilizando o fato
que 9,(271Q) = 0, bem como

2,070 =-0"19,9, (4.27)
e ainda
9,07 =-0719,007", (4.28)
obtemos:
G, = QG0 (4.29)

De acordo com a Eq.(4.8), temos

Q(z) = 99" @7k, (4.30)

de forma que podemos verificar a transformagao infinitesimal de Af.(z) utilizando a Eq.
(4.20) e expandindo a Eq. (4.30) até primeira ordem em 6(z). Temos entdo que a Eq. (4.25)

se torna
i
ACTR ~ (14 ig0* Ti) ACTR(1 — ighT*) — g(—gTEGﬁ“)(l — igh°T?)
~ ANTh — igAY6CTYTS, + igh* ALTETY + T30,6° (4.31)
~ AGTS +ig0" AL [ Th, Th] + Th0,0%.
Na primeira linha, tivemos o cuidado de tomar o complexo conjugado de §2. Na segunda
linha, realizamos o produto e descartamos termos de O(6?). Na terceira linha, reorganizamos
a expressao de forma a utilizar o comutador dos geradores da algebra e exploramos a
liberdade de reescrita dos indices internos que estao contraidos. Ao retomarmos a Eq.

(4.19), podemos suprimir os geradores de forma a demonstrar a independéncia com a

representacao R,

AL A+ 0,0 — gfOP AL (4.32)

Embora trabalharemos somente com o setor bosonico de Yang-Mills, ¢ importante

definir um operador D,,, denominado de derivada covariante,

Dup = (0, — igALTE)¢. (4.33)

Suprimiremos a dependéncia em x da funcdo €2, evitando poluigdes no equacionamento.

1
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Este operador é comumente utilizado para introduzir o acoplamento entre bosons e férmions,
de forma a preservar a invariancia por gauge. Entretanto, no contexto deste trabalho,

exploraremos outros usos da derivada covariante no Capitulo 6.

4.3 Cromodinamica quantica

A teoria que descreve a interacao forte é denominada de CDQ e sua descrigao
matematica é baseada na teoria de Yang-Mills, em particular no chamado grupo de cor
SU(3) [59]. Embora nao tenhamos discutido o setor fermidnico, aqui devemos fazer uma
breve introducao aos campos de matéria para melhor compreender alguns problemas
em aberto em CDQ. Chamaremos os campos de matéria que compoem as particulas
elementares de quarks, que diferem dos bdsons pois possuem spin 1/2. Comumente, os

campos fermionicos sao descritos na representacao fundamental do grupo de gauge.

Existem seis tipos de quarks, classificados de acordo com os seus “sabores” e deno-
minados de: u (up), d (down), ¢ (charm), s (strange), t (top) e b (bottom). Coletivamente,
rotulamos os diferentes tipos de quarks de acordo com os seus indice de sabor. Entretanto,
ainda devemos preservar os indices do grupo de gauge, que aqui chamaremos de indices de
cor. Portanto, um campo genérico de um quark, sempre possuira dois indices %4 com
a = 1,2,3, representando os indices de cor (lembrando que aqui estamos utilizando a

representagao fundamental); A = u,d, ¢, s, t, b, sendo os indices de sabor.

Cada sabor de quark é descrito por uma Lagrangiana do tipo:

em que suprimimos os indices do campo () e 1 (x) representa o complexo conjugado
do campo complexo. Temos um novo operador dado por Ip = YD, em que esta notacao
define a derivada covariante contraida com as matrizes de Dirac, isto é, uma generalizacao

das matrizes de Pauli para 4 dimensoes

0 ot
" , 4.35
g (5# 0 ) (4.35)

no qual o* = (1,0%) e d* = (1, —0"), com i = 1,2, 3; representam as matrizes de Pauli.

O setor bosonico da CD(Q segue a mesma construc¢ao matematica que explicitamos
na Secao 4.2. Em outras palavras, para os bosons utilizamos a representacao adjunta e,
portanto, os campos de gauge AZ(:IZ‘) sao denominados de glions com a = 1,--- 8, que

contabiliza 8 tipos distintos.

Um dos grandes desafios apresentados em CDQ é lidar com o fato de que a
“constante” de acoplamento da teoria, na realidade, depende da escala de energia em que

estamos trabalhando, ou seja, ¢ = g(i), em que p é uma escala de energia apropriada
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[59]. Algumas teorias de gauge apresentam uma propriedade em que as interagoes entre
particulas se tornam progressivamente mais fracas a medida que a energia aumenta e o
comprimento correspondente diminui, conhecida como liberdade assintoética e representada
na Figura 2, em que «, tem uma dependéncia direta com g(p). Isso implica que a teoria
de Yang-Mills é mais simples de ser estudada em altas energias, isto ¢, centenas de MeVs,
onde ha uma descri¢do em termos de gliions nao-massivos interagentes, cuja dindmica é
governada por equacoes de movimento classicas. Além disso, as corre¢oes quanticas podem

ser tratadas de forma perturbativa, facilitando sua analise.

Nonperturbative QCD
(Quark confinement)

Og (O)n

0.8

Transition
scale Q@

Perturbative QCD

04
(Quark asymptotic freedom)

02

| |
10° 1 10
Q(GeV)

Figura 2 — Acoplamento unificado obtido a partir da correspondéncia analitica dos regimes
nao perturbativos e perturbativos da QCD. Retirado de [60].

Entretanto, em baixas energias, a teoria se torna nao-perturbativa e, em particular,
dizemos que os quarks estao confinados, visto que nao conseguimos observa-los como
particulas livres. E neste contexto que um dos grandes problemas da CDQ se revela. Nao
possuimos, até o momento, uma demonstracao analitica do fendmeno de confinamento e,

mesmo assim, o tratamos como algo fundamental & teoria [61].

A tnica forma que observamos os quarks sao em estados singletos de cor. Denomi-
namos de mésons os estados ligados de um quark com um anti-quarks e de barions estados
de trés quarks, ou anti-quark. Coletivamente, chamamos os mésons e barions de hadrons
[59].

Para além da teoria de gauge, que exprime uma simetria de cor exata e local do
grupo SU(3), CDQ também possui uma simetria global relevante, denominada de simetria
quiral. Uma vez que consideramos somente os quarks mais leves, ou seja, os quarks up,
down e strange, com massas aproximadamente iguais em escala de energia, entao podemos

considerar uma simetria quiral aproximada? que diz respeito a uma rotacdo, independente

2 O fato de consideramos uma simetria aproximada, gera uma gama de novos problemas que necessitam

de uma discussao particular muito mais aprofundada do que temos a intencao de realizar neste trabalho.
Portanto, iremos somente expor algumas das ideias relevantes para a continuacao desta pesquisa.
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de coordenada, no espago de sabores [55].

Nesse contexto, surge um segundo grande problema em CDQ: como ocorre a
geracao de massa nos campos de Yang-Mills? Existem trés propostas principais. A primeira
sugere que a quebra espontanea de simetria do grupo de gauge SU(3) ocorre através do
acoplamento com um campo escalar, conhecido como axion [62, 63|, de maneira andloga ao
mecanismo de Higgs [9], pelo qual as particulas elementares adquirem massa. No entanto,
esse procedimento, em varias instancias, também esta associado a modelos que descrevem
a energia escura, tornando-o bastante especulativo. A segunda proposta explora como a
dindmica interna da teoria poderia influenciar a quebra de simetria, de forma dinamica e
nao espontanea [64], como no caso do Higgs. Por outro lado, a terceira proposta argumenta,
que a simetria nao é quebrada, mas que a transicao do acoplamento fraco para o forte
poderia ser responsavel pelo surgimento das massas de alguma forma [65]; no entanto, essa

ideia ainda nao foi generalizada e trata apenas de casos especificos.

Em resumo, hd muitas questdes em aberto em CDQ, mas também h& diversas
propostas para o tratamento nao-perturbativo da teoria em baixas energias. Neste trabalho,
exploraremos uma destas propostas, mais especificamente, a que busca lidar com a dindmica
interna da teoria. O fato é que se consideramos a existéncia de uma quebra de simetria
dinamica, entdo, por consequéncia, isto implica em uma nova gama de fenéomenos. Em
particular, uma das primeiras constatacgoes se torna o fato de que o vacuo da teoria nao
serd tinico. E no contexto de transicdo entre esses vicuos que uma solucio para a equacio
de movimento foi calculada, conhecida como solucao de instantons. Discutiremos mais

acerca disso no Capitulo 5.

4.4  Propagador livre dos glions: primeira parte

Em alusao a como fizemos para a teoria escalar livre, determinaremos nesta se¢ao

o propagador dos glions livres, mediante o formalismo funcional ja construido no Capitulo

2.

Retomando a Lagrangiana de Yang-Mills, dada pela Eq. (4.23), podemos obter o
propagador da teoria utilizando a derivada segunda do funcional gerador. Conforme vimos
para o caso dos campos escalares, o processo acaba se resumindo em obter o inverso do

operador que se encontra entre os campos na acao que descreve a teoria, ou seja

£ = ¢(2)0d(x) — Gla —y) = (O) . (4.36)

Desta forma, precisamos manipular a acao de forma a escrevé-la em termos dos
campos de gauge, ao invés do tensor de intensidade. Como queremos obter somente o

propagador para os gltions livres, os termos na acao de ordem maior do que quadratica
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nos campos devem ser desconsiderados. Portanto,

1
S[A] =~ [ da Gy, G
_ L [ (9,40 — 5,47 (00 A — o a0
=~ [ @4 - 0,47 (@A - A%
1 a av a Qv a a av a Yy a
-3 / d*a (0, %" A™ — 0, A%¥ AW — 0, A" A + O, A" A
]_ 4 aqgp Aav aqr pAap 437
:—i/dx(ﬁuA,ﬁA — 0, A0 A (4.37)
1
=+ / d*z (AVDIAT — A™98,AC)

v

1 a a 14 a Q\Yr a
= +5 / d'a (ASAL™ — AP0V AS)

1
=+ [ d'w anOn - 00 A5

Em que na segunda linha, abrimos os tensores de intensidade em termos dos campos
de gauge. Na terceira linha, realizamos a distributiva entre os termos e na quarta linha,
reorganizamos os indices de forma a somar os termos iguais e simplificar com o fator de
1/4. Na quinta linha, fizemos uso da integracao por partes mas descartamos o termo de
fronteira, visto que Af — 0 no infinito. Isto resulta na troca de ordem dos operadores
com os campos, bem como, na mudanca de um sinal global na integracao. Na sexta linha,
reorganizamos os indices novamente e introduzimos a métrica para deixar a forma dos
campos iguais. E finalmente, na tltima linha, colocamos os operadores em evidéncia, no

formato descrito na Eq. (4.36).

Dito isto, a determinacao da funcao de Green para os gliions, segue, mais uma vez,

da ideia de obter o inverso dos operadores que atuam nos campos. Logo,
v v ab _ .cab
(O™ = 0"0”)Gy (v — y) = i6"6h0(x — y). (4.38)

Entretanto, a matriz formada pelos operadores é singular, o que, por consequéncia, nao
apresenta solugao. Este problema mora na invariancia por gauge. De modo geral, podemos
afirmar que a integral funcional acaba sendo mal definida, pois ao integrar, estaremos
somando sobre uma infinidade de configuragoes de campos fisicamente idénticas. E,
portanto, é necessario determinar uma maneira que seja capaz de eliminar esta redundancia

em nossa descrigao.

4.5 A condicao de fixacao de gauge

Vamos iniciar essa discussao com campos de gauge nao-Abelianos. Desta forma,

considere uma integral ordinaria com a seguinte forma

Zoc/ dx dy e, (4.39)
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Como y nao aparece em S(z), sua integracao é redundante e Z pode ser redefinido

descartando a integral sobre a variavel y

ZE/ d 5@, (4.40)

A mesma resposta pode ser obtida com o uso de uma delta de Dirac, a qual

reescreve Z como

Z:/ dzx dy 6(y) €@, (4.41)

Caso queiramos ser ainda mais genéricos, podemos reescrever o argumento na delta de

modo a deslocé-lo por uma funcdo arbitraria de z sem mudanca no resultado:

Z :/ drdy é(y — f(x)) 5@, (4.42)

Iremos colocar uma condigao extra e afirmar que embora nao tenhamos uma forma explicita
para f(x), queremos que y = f(x) seja a dnica solugdo, com z fixo, de uma equagao

F(z,y) = 0. Desta maneira, podemos escrever

5(F(a.y) = ‘W (1.43)

En
em que somente fizemos uso das propriedades padrao das deltas de Dirac. Ao assumirmos

que OF/dy é positivo, podemos desprezar o simbolo do médulo e reescrever Z como
oF .
Z = /da; dy - §(F)e™. (4.44)
Y

Contudo, necessitamos deste resultado para infinitas integragoes, visto que estamos
trabalhando no contexto de integrais de caminho. Logo, iremos generalizar o resultado da
Eq. (4.44) para uma integral sobre d"z d"y e, entdo, precisaremos de n fungoes F;(x,y)
para fixar todas as n componentes de y. Assim, teremos que

F A
7 = /d":v d"y det<2y1> [To(E)e™. (4.45)
i/ i

Isto posto, estamos aptos a retomar os campos de gauge nao-Abelianos e verificar que

o papel da variavel de integragao redundante y sera assumido por todas as transformagoes

de gauge 0%(x); o papel da varidvel = serd assumido pelos campos Af(); de modo similar,

F agora sera uma func¢ao com o papel de fixacdo do gauge. Utilizaremos entao a funcao de
fixacdo de gauge como

F(x) = 0" A (r) — w (), (4.46)

em que w”(z) é uma funcao arbitréria e fixa. E ainda, a variavel z referente ao espago-tempo

e o indice a, assumem o papel do indice i na Eq. (4.45). E, portanto, a integral de caminho,

ou funcional gerador, se torna

Z[J] / DA det@g) [To(F) e, (4.47)
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sendo Syy a acao de Yang-Mills acrescida de termos de fonte J, ff(x) Logo

1
Svu = [ (—4GZVG““” 4 JjA““) . (4.48)

Precisamos avaliar a derivada funcional 6 F%(x)/56°(y) e seu determinante funcional.
Para isto, exploraremos que no caso de uma transformagao de gauge infinitesimal, F**(x)

pode ser reescrita como
F(z) = F*(x) — 0" D6 (). (4.49)

O entendimento disso surge mediante a inspecao da definicao para a derivada covariante
D,, fornecida na Eq. (4.33). Visto que a derivada covariante é uma forma de descrever a
variacao dos campos de um lugar para outro, levando em consideragao como os sistemas
de coordenadas utilizados para descrever um fenémeno fisico podem também variar ponto
a ponto. Portanto a derivada da Eq. (4.49) se torna:
SF(x)
50°(y)

= —8“Dzb5(x — ). (4.50)

Solucionamos parte do problema, mas ainda precisamos obter o determinante
funcional presente na Eq. (4.47). Usaremos o fato de que um determinante funcional pode
ser reescrito como uma integral de caminho, de forma similar ao resultado obtido na
Eq. (2.22), porém aqui sobre varidveis complexas. Além disso utilizaremos nesta tarefa
campos fermionicos complexos ¢*(x), que também podem ser denominados de campos de

Grassmann ou de fantasmas de Faddev-Popov [66]. Logo

0F () = iSgn
det 507 (y) oc/Dc’Dce : (4.51)

em que estamos integrando tanto sobre os campos ¢(z) quanto sua versao complexo

conjugada ¢(x), enquanto Sy, é dada por
S = [ dt 0nDpte?

= /d4x (—8“E“Dzbcb)
(4.52)
:/d4x (—8“6“8,&“+ig@“E“AZ(TC)“bcb)

= [d's (~0re gt + gt Az

Na primeira linha, apresentamos o termo invariante por gauge para os campos c*(x)
enquanto na segunda linha, utilizamos a integracao por partes para inverter a ordem dos
termos e descartamos o termo de fronteira. Na terceira linha, expandimos o termo da

derivada covariante e na ultima linha, retomamos as constantes de estrutura.

Um dltimo detalhe que precisamos tratar é lidar com a funcao w®(z) que surge na

Eq. (4.46). Sabemos que a fungao de fixagdo de gauge F*(z) contém a fun¢ao arbitraria
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w(z), entretanto, o funcional gerador Z[J] presente na Eq. (4.45) é independente de
w(z), ou seja, precisamos realizar um truque mateméatico para suprimir esta dependéncia.
Portanto, é necessario multiplicar Z[.J] por um funcional de w(x) e realizar a integral de
caminho sobre os w(x). O resultado serd apenas um valor que pode ser absorvido por uma

constante de normalizacdo. Escolheremos esse funcional de w(z) como

e 5e | dwetet, (4.53)

Substituindo a Eq. (4.51) na Eq. (4.47), resolvemos nosso problema, uma vez que
com a presenga do funcional delta na Eq. (4.47), a integracdo sobre w(x) se torna algo

trivial. Como resultado final para o funcional gerador temos que
Z[J] / DA DeDe e (SvtSantSar), (4.54)

em que tanto Syy quanto Sy ja foram introduzidos e Sy representa a acao do termo de

fixacdo de gauge que sera dado por:
1
4 aqrv Aa
Sef = /d x <_258MA“8 AV> . (4.55)

Para os propositos deste trabalho, os termos provenientes dos fantasmas de Faddeev-
Popov nao contribuirao para o calculo do propagador vestido, pois sao lineares nos campos

Af(z) e, portanto, serdo eliminados ao realizarmos a segunda derivada funcional.

4.6 Propagador livre dos glions: segunda parte

Somaremos o termo de fixacdo de gauge obtido na Eq. (4.55) com a ac¢do que

consideramos na Eq. (4.37). Assim, temos

S[A] = ; / d'z A, [an/ — (1 — ;) aﬂa"] A2 (4.56)

em que s6 utilizamos a integracao por partes para inverter a ordem das derivadas com o

campo A, (z) no termo de fixacao de gauge.

Desta forma, para obter o propagador é necessario determinar a inversa da seguinte

expressao:

[an/ - (1 - 2) auav] Git(a — ) = 1062w — y). (457)

Entretanto, para evitar complicagoes com os operadores derivada faremos uso da transfor-

mada de Fourier e reescreveremos o propagador no espago dos momentos. Logo

1 d'k : 'k,
1172 - AV ab —ikx _ ;cabspu —ikx
an <1 5) 0o —l—] /<27T>4Gyp(k)e i0 5”/(271)46 , (4.58)
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atuando as derivadas nas exponenciais, obtemos
v 1 1% al > CQ
[k‘%“ + (1 - 5) k'k +] G (k) = i6“dk. (4.59)

Podemos utilizar um ansatz para a funcao G(k), visto que no lado direito da
igualdade nao ha dependéncias com tensores ou vetores. Desta forma, nosso ansatz deve

ter a seguinte forma

G (k) = An,, + Bk, k,, (4.60)
sendo A% e B fatores a serem determinados.

Substituindo a Eq. (4.60) na Eq. (4.59) e realizando a distributiva entre os termos,

chegamos em

1
—ACE ", — BK 0"k, k, + A <1 - 5) Kk 0
) (4.61)
ab v : sab
+B <1 - g) KRk k, = 1676k

Contudo, atuando as métricas nas fungoes, simplificamos a expressao para
a a a 1 a 1 > Sa
—APE* 6! — BR* KMk, + A (1 - 5) k'k, + B® (1 - 5) KKk, =66k (4.62)

Aqui ¢ possivel identificar a expressdao para o parametro A® pois, o primeiro termo da Eq.

(4.62) é independente das métricas e dos vetores. Assim, temos que

Z'(;ab
_ k2 .

A = (4.63)

Para obter a expressdo para o pardmetro B, é necesséario substituir a Eq. (4.63)

na Eq. (4.62). Desta forma, verificamos que

b 2 L\ 5 6P 1Y
Simplificando a Eq. (4.64) e isolando B, chegamos na seguinte expressao:
1 1
po— 0T (1Y) 4.65
w (1-¢) 40

Portanto, substituindo as Egs. (4.63) e (4.65) no ansatz dado pela Eq. (4.60),

determinamos que o propagador para os glions livres é:

_'5ab kyk
Gy (k) = % [mp - (1-¢) kz”] : (4.66)
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E importante destacar que existem diversas possiveis escolhas para o valor de &.

Contudo, na prética, duas escolhas sao tratadas como as mais convenientes [56], sendo

=0 Gauge de Landau
3 (Gaug ) | (4.67)

E=1 (Gauge de Feynman)
neste trabalho trataremos £ como uma constante livre.

Tendo apresentado alguns pontos centrais para a descri¢ao da forga forte por meio
da CDQ), no Capitulo 5 discutiremos especificamente uma das propostas para a descricao

da estrutura de vacuo da teoria, conhecida como solugao de instantons.
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5 Solucao de instantons para o vacuo da CDQ

Vamos considerar uma teoria para um campo escalar interagente definida inicial-

mente no espago de Minkowski e com densidade Lagrangiana
1 1
£ = 50,000 — S — o, (1)
em que g representa uma constante de acoplamento.

Temos a intencao de explorar aproximagoes semiclassicas no contexto de TQC,
mas para isso, precisamos discutir o seu significado. Para uma teoria cldssica, g é um

parametro irrelevante, isto se da mediante a uma simples redefini¢cado de campo:

p(x) = go(z), (5.2)
de forma que, agora em termos de ¢(z), a densidade Lagrangiana é dada por
1 /1 1 5, 4
L= p (23#<p3“30 M ) : (5.3)

Assim, o parametro g nao aparece mais nas equagoes de campo.

Entretanto, em fisica quantica, g é um parametro relevante dada a sua relacao
com h. Podemos verificar isso facilmente retomando a Eq. (2.44) e tornando explicita a
dependéncia com A no expoente
L 1 /1 1
= —— (20,00"p — —m?*¢* — 4). 5.4

Portanto, quando estamos no contexto de aproximagoes semiclassicas, ou seja, aproximacoes

com h — 0, se torna equivalente falar também em aproximacoes de acoplamento fraco,

isto é, g pequeno em comparacao com h.

Todavia, se o modo padrao para se lidar com teorias com acoplamento fraco é
usar métodos perturbativos, por que seria necessario explorar outros métodos? A resposta,
conforme ja discutimos no Capitulo 4, se apresenta mediante ao fato de que ha uma gama
de fenomenos fisicos que necessitam de um tratamento nao-perturbativo, principalmente
em CDQ. Portanto, neste capitulo construiremos uma das teorias que busca descrever o

estado de vacuo da CDQ), cenéario em que o tratamento perturbativo nao ¢é viavel.

5.1 Instantons em mecanica quantica

Podemos considerar um caso equivalentemente simples em mecanica quantica.

Supondo uma particula com massa unitaria suscetivel a um potencial unidimensional

1
L= 5‘12 - V(Z‘,g), (55)
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em que V(z, g) possui uma dependéncia com a constante de acoplamento e, também, com
uma funcdo qualquer f(z,g) com termos quadraticos em primeira ordem em sua expansao

em série de Taylor .
V(z,g) = ?f(gx)- (5.6)

Neste contexto, queremos estudar o fenéomeno de transmissao de uma particula
através de uma barreira de potencial, ou seja, o fendomeno de tunelamento quantico. Este
processo ja foi amplamente explorado no ambito de mecanica quantica e uma das técnica
desenvolvidas para a determinagdo da amplitude de transmissao advém do método WKB
( Wentzel-Kramers-Brillouin) [41, 67-69].

A concepgao fundamental por tras deste método antecede a mecanica quantica,
uma vez que pode ser aplicado a qualquer tipo de onda. Ele se baseia na expansao da
solucao da equacao da onda em relacao a razao entre o comprimento de onda e a escala
do ambiente no qual a onda se propaga, especialmente quando essa razao é pequena. No
contexto formal da mecénica quantica, isso corresponde a considerar A — 0 e assim fazer
com que a equacao de Schrodinger se torne idéntica a uma das variantes da equagao de

Hamilton-Jacobi.

No entanto, o que nos propomos a fazer é apresentar um método alternativo para
determinar a amplitude de transicao entre os estados classicamente proibidos. Para tal,
ainda no contexto de mecéanica quantica, trataremos de uma particula descrita conforme a
Eq. (5.5). Isto é, uma particula sem spin, de massa unitdria e imersa em um potencial

V' (z) unidimensional.

A ferramenta que utilizaremos serda a integral funcional, visando justamente, ao
fim de nossos calculos, uma generalizacao imediata para o contexto de TQC. Entretanto,
aqui faremos uso de sua versao Euclidiana. Para isto, devemos tomar alguns cuidados com
notacao.

A transicao do espaco de Minkowski para o espaco Euclidiano ocorre através de

uma continuacio analitica da componente temporal, 74 = —iz?

, conforme representado na
Figura 3. Sendo, entdo, um ponto no espaco Euclidiano descrito por z*, com pu = 1,2, 3, 4;

em que a assinatura da métrica se torna 7, = diag(—1, -1, -1, —1).
Desta forma, reescrevemos a Eq. (2.25), de modo que o expoente na integral de
caminho se torne um objeto real

(wpotylos,t) = [ Daftye et 67)

Ty

Podemos determinar a equacao de movimento pela minimizagao da acao, que aqui ¢é

somente a integral temporal da Lagrangiana descrita na Eq. (5.5)
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Im k9

F 3

Re k°

Figura 3 — Rotacdo de Wick. Continuacdao analitica da componente £° para o plano
complexo. Retirado de [56].

Sp = / dt [; (fgf) +V(2)

A inversao de sinal ocorre devido ao fato de que o termo cinético também adquire um

. (5.8)

sinal negativo através da rotagdo de Wick [57]. Assim

Sp = —i. (5.9)

O processo de minimizacao se da através da garantia de que a derivada funcional

o3l (5) (5] S5
CL:) Mft,) (CZ:) + V'[x(t)]o(t —t’)]

(
dt Kd‘”> LSt — )+ V' (o)5(t - t’)] (5.10)
)

da acao seja nula. Logo,

0SE(z(t)]
dx(t)

z(t)=Z(")

dt ) dt
dz\ |7 d*x , ,
_{<dt _oo—/dtQdt—i—/dtV[m(t)]}cS(t—t)
d*z o
= + V'(z).

Na primeira linha, fizemos uso da regra da cadeia para simplificar o termo de 1/2 na
expressao. Na segunda linha, representamos a derivada do potencial com relagdo a x como
V', Na terceira linha, exploramos a propriedade de comutacao da derivada com a derivada
funcional. Na quarta linha, utilizamos a integral por partes, em que o primeiro termo deve
ser nulo, visto que estamos tomando o limite no infinito. Portanto, podemos afirmar que:
3S[x(t)]

dx(t')

= —i(t) + V'(3(t)) = 0. (5.10)
z(t)=z(t")
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Assumindo que Z(t) satisfaga a Eq. (5.11) e fazendo uma perturbacgio em torno de

z(t), obtemos:

1

Sh@%=ﬂﬂm+2/ﬁm"yﬂﬂm

Bl #1528 |y T B12)

(t)=x(t)
na qual ja omitimos a derivada em primeira ordem, dada a condig¢ao que esta sendo

assumida na Eq. (5.11).

Contudo, ainda precisamos determinar a expressao para a derivada segunda da
agao em relagao a z(t). Para isso iremos partir do resultado explicitado na ultima linha da

Eq. (5.10). Logo, chegamos em

ESEO) |6 [ () (O
0w (0w (t") | sy O(") { (dt’) ( ot ) + Viz(t )}}
d d / " Hi=(! ’ 1"
= — g0 =) + VIR0 — 1) (5.13)

- {_d‘f; + V”[a‘:(t’)]} ot —t").

Na primeira linha, somente reescrevemos a expressao para a derivada de segunda ordem em
relagao ao tempo. Na segunda linha, exploramos a propriedade de comutacao da derivada
com a derivada funcional e também operamos a derivada funcional. E ainda, na tltima

linha fatoramos as deltas de Dirac.
Retornando a expansao em Taylor na Eq. (5.12), temos entao que:
1 +T/2 22
S[z] = S[z] + / dt6x(t) | ——— + V" (x(t))| ox(t) + ... . (5.14)
2J)-1/2 dt

Podemos reescrever as variagoes dz(t) em termos de um conjunto completo de autofungoes

x,(t) dos operadores presentes na Eq. (5.14), isto é:

d? "o
i VO] 00 = A (.19

suplementados com as seguintes condi¢oes de contorno
o (=T/2) = x,(+71/2) = 0. (5.16)

Para o caso de fungoes avaliadas em varidaveis continuas distintas, a relacdo de completeza

pode ser expressa por
S za(t)z,(t') =6 —t), (5.17)

enquanto a ortonormalidade das autofungoes nos garante que

/ T e (D) = S (5.18)

—T/2
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Portanto, as variagoes podem ser expandidas como uma combinacgao linear das

proprias autofungoes do Hamiltoniano, que formam uma base, resultando em
=y (t). (5.19)
Assim, a expansao da ac¢ao descrita na Eq. (5.14) se torna:
S[z] = S[z] + ; > Ak +0(c), (5.20)
em que usamos somente a condicao de ortonormalidade.

Desta forma, a integral de caminho apresentada na Eq. (5.7) representa um produto
de integrais Gaussianas, que tém a solugao apresentada na Eq. (2.22), isto é, agora depende

dos autovalores \,. Isso pode ser verificado ao explicitarmos os elementos de matriz
(@(+T/2)| e T z(~T/2)) = N / Da(t) e #lSFT: To e t0l)]  (501)

O termo da agao redefinido em z(t) ndo depende da medida funcional e portanto pode ser

retirado da integral, obtendo assim:

(Z(+T/2)| e THM |5(~T/2)) = e~ N / Da(t) e 2 L IncatO)], (5.22)

Para os propositos deste desenvolvimento, como definimos a dependéncia em relacao

aos autovalores e ndo mais ao espaco-tempo, podemos definir a medida funcional como:

de,,
t) — 1;[ Nt (5.23)
evidenciando que temos uma integral Gaussiana nos diversos ¢,. O papel da constante
N é relevante no sentido de que qualquer diferenca na normalizagao obtida no Capitulo
2 pode ser absorvida por esta constante ainda nao definida. Os elementos de matriz se

tornam entao:

@T/2) e a(=T/2) = e F N ] / jﬁ o] (5.4

na qual, reescalamos ¢, = é,Vh e, por consequéncia, alteramos a dependéncia dos termos

de mais alta ordem somente para £, de forma que os reescrevemos como O(h). A solugao

desta integral Gaussiana ja foi amplamente discutida e nos valeremos apenas dos resultados:

(@(T/2)| e TH/" |3(~T/2)) = SV O(h)). (5.25)

Ao assumirmos que ha somente uma autofuncdo maxima e positiva, podemos

utilizar a solugao da integral Gaussiana:
(x(T/2)| e~ TH/R |z(=T/2)) = Ne_@[det(—&t2 + V(&) Y?[1 + O(h)). (5.26)

Aqui se torna explicita a contribuicao nao perturbativa para a amplitude de transicao,
advinda do limite de 2~ — 0. O termo exponencial carrega um fator de i presente na agao
classica definida no seu extremo z(t¢). Entretanto, ainda devemos aprofundar a discussao e

buscar exemplos nao-triviais.
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5.2 Poco simétrico duplo

Considere o operador paridade P, definido como P? = 1, que ao atuar em um auto-
estado inverte seu sinal P |z) = |—x) e que também comuta com o operador Hamiltoniano.

Podemos explorar os seguintes elementos de matriz através do uso do operador identidade:
(ele”t |y) = (2 |7575 P ly)

(—z| Pe 1P |—y) (5.27)

(—af e i |—y) .

Com isto em mente, ao invés de posigdes arbitrarias, se considerarmos posigoes x e

ﬁ>

m\*

LA
H

m\w

y, pontos simetricamente espacados por uma distancia a que representam os pontos de
minimo de um potencial de pogo duplo (Figura 4), entao temos que a forma do potencial
é dada por

V(z) = (a® — 2%)?, (5.28)

em que a ¢ uma parametro constante nao nulo.

v

Figura 4 — Potencial de pogo duplo.

Podemos reescrever a igualdade dos elementos de matriz que verificamos na Eq.
(5.27) como
(al ™" |a) = (Fa eTH | —a) . (5.20)

No entanto, conhecemos quais sdo as solugoes triviais que satisfazem a Eq. (5.11), uma

vez que os pontos estao descritos na Figura 4,
Z(t) = *a. (5.30)

Contudo, uma segunda condigao também advém da Eq. (5.11), que pode ser verificado ao

multiplicar ambos os lados desta equacdo por z, de modo que obtemos

F()i(t) = V'(2(1)3. (5.31)

Integrando no tempo ambos os lados da Eq. (5.31) e reescrevendo as derivadas, chegamos

d*z dz dV dz
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No lado esquerdo da Eq. (5.32), temos
d*z dzx d (dz\ dz
—— | dt = — | = | | dt :
[ ()= ] () ) 555
em que utilizando a regra da cadeia. Podemos reescrevé-la como
d, ., d (dx\ dx

Portanto, a integral se resume em:

d*z dzx 1 [d, ., 1.,

Enquanto isso, no lado direito da Eq. (5.32), encontramos que

dvdz dV
A A (5.36)

sendo a integracao em relacao ao tempo dada por
dV dx _ 9
/ <d£dt> dt =V (x(t)) + (5.37)

no qual ¢? é uma constante com origem nas integracoes improprias. Desta forma, através

dessas manipulagoes, a Eq. (5.31) pode ser reescrita como:

T(t) = 2V (Z(t)) + c2. (5.38)

A partir da Eq. (5.38), podemos demonstrar que a constante ¢? estd associada a

velocidade inicial, visto que ao tomarmos V' (z(0)), obtemos
2(0) = /2V(2(0)) + 2 = c. (5.39)
Podemos integrar uma segunda vez a Eq. (5.38), da posi¢gdo —a no tempo inicial
—T/2, até um z(t) em um tempo arbitréario ¢, de forma que
> gz

t T
—_—— = dt =t + —. (5.40)
—a )2V (%) + 2 /T/2 2

Ao escolhermos a posigao final ¢ Z(t) = a, entdo determinamos uma restrigao para c?, pois

(5.41)

/WdT:T

Isto posto, as tinicas contribui¢oes para a a¢ao virao da solucao de interpolacao

explicitada na Eq. (5.40), uma vez que as solugoes constantes z(t) = £a resultam em
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valores nulos. Logo, substituindo a solug¢ao que obtivemos na acao, temos que

Sglz] = /+T/2 dt (;?p?(t) + V(g‘c(t)))

~T/2
+T/2 1. 1. 1

_ dt (Z32(0) + —52 — = 2)
o (21' () + 5T~ 3¢

-/ ) — A

—T/2

_ </+T/2 dti(t)i:(t)) — T o

—T/2

_ ( [ ngdg 1

T/2

— (/+ J2V (@) + & d:r:) _ T,

a
Na segunda linha, substituimos o potencial V' (x) pela expressao na Eq. (5.38) e, na terceira
linha, reescalamos ¢?/2 — ¢%, visto que ¢ é somente uma constante arbitraria. Na quarta
linha, integramos o segundo termo e separamos a derivada segunda, pois na quinta linha
utilizamos a Eq. (5.38) como solucdo de Z(t). E, na tltima linha, fizemos uma substituicao

de variavel, trocando a integragao do tempo pela posicao e ajustamos os limites para tal.

Entretanto, se verificarmos a Eq. (5.41), vemos que se considerarmos a interpolagao
de —a a a, em um tempo 7' cada vez maior, entao, consequentemente, o parametro ¢ devera
ser cada vez menor. Assim, podemos desconsiderar o termo ¢?, uma vez que tomamos

¢ — 0 e redefinimos Sg[z] = Sy, sendo:

So = /_+a 2V (7) dz. (5.43)

Ha um nome proprio para esta classe de solugoes classicas no espaco Euclidiano: solugao

de instantons [70].

Por fim, para t — 0, z — a e entao a Eq. (5.38) pode ser aproximada por

dx

dt

em que a determinagao explicita de w(z) é irrelevante para os propositos desta discussao.

= wla—7), (5.44)

Assim, a solucdo para z(t) deve ter a forma:

(a —T) oc e, (5.45)

A Eq. (5.45) nos fornece uma interpretagao mais direta em relagao ao significado
dos “instantons”, tendo em vista que Z estd exponencialmente perto de +a para t > 1/w,
dizemos que estes sao objetos bem localizados com “tamanho” 1/w. Entao, para t — oo
a solugao é trivialmente igual a 4+a. Portanto, a solugdo nao trivial existe somente por

“instantes” em relacao ao tempo 7', o qual estamos considerando como 7" — oc.
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5.3 Instantons em Yang-Mills

Apéds esta introducao ao conceito de instantons em mecanica quantica, podemos
estender nossas discussoes ao ambito das teorias de campo com certa fluidez conceitual.
Entretanto, conforme veremos, o tratamento matematico difere em diversos pontos. Esta-
mos interessados em estudar configuragoes finitas da agdo dos campos de gauge no espaco
Euclidiano, visto que exploraremos aproximagoes semiclassicas. Porém, como verificar isto

através da integral funcional?

Conforme discutimos no Capitulo 4, existem outros possiveis termos invariantes por
gauge que podem ser adicionados a acao de Yang-Mills. Um destes termos é denominado

de termo theta, dado por:

Sy A] = 1697r2 / d'z tr GG, (5.46)
com G = %e’“’p"GPU. Este termo pode ser reescrito como uma derivada total, de forma
que

So[A] = 80;2 / d'z 9, K", (5.47)
sendo ‘
K = ey (AVG,,A(, - QBZA,,A,;AU> . (5.48)

E nesta descricdo que conseguimos verificar que se as configuragoes de campo tiverem
valores nao evanescentes de Sy, entao algo nao trivial acontece quando tomamos o limite

do infinito.

Embora uma descricao matematica fortemente relacionada com a topologia dos
campos de gauge seja possivel para compreender este problema, aqui nos valeremos somente
de uma breve apresentacao dos pontos-chave necessérios para se determinar a solucao dos

instantons no SU(3).

De forma similar a como ocorreu no contexto de mecanica quantica, faremos a
rotagao de Wick e trabalharemos no espacgo-tempo Euclidiano. E, ainda, sabemos que
a Lagrangiana de Yang-Mills se transforma de acordo com a Eq. (4.25). Contudo, se
tomarmos x — o0, as configuracoes de campos devem tender assintoticamente para uma

configuragao de “gauge puro”, isto é:
A, — Q0,07 (5.49)

Isso resulta em configuracoes finitas da acao de Yang-Mills, visto que, no espaco Euclidiano,

elas envolvem um mapeamento do tipo:
Qz): 83 =G, (5.50)

Estes mapas pertencem a uma classe conhecida e sao caracterizados pelo grupo homotépico
II3(G) = Z. Isto é, pela classe de fungoes que podem ser deformadas continuamente uma

na outra.
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Com estas configuracoes finitas em mente, podemos reescrever a acao do termo
theta, substituindo a Eq. (5.49) na Eq. (5.47), de forma a expor a dependéncia com um
novo parametro v

Sp = 0v, (5.51)
em que v é denominado de winding number, ou como ntimero de Pontryagin [70], e possui
a seguinte expressao:

1
242 Jsz,

V() A3 ST tr (Q0,0 1) (00,2 (027, (5.52)

sendo este um numero inteiro relacionado a quantidade de vezes que €(z) contorna a

esfera S3_, na qual as configuracdes estdo inscritas.

A Eq. (5.52) nos fornece duas informacoes: cada configuracao de campo de gauge
da acao Euclidiana finita esta associada a um nimero inteiro; e, é impossivel deformar
continuamente a configuracdo de um campo de gauge (x) em outra com v distinto

mantendo, ao mesmo tempo, a ac¢ao finita.

Portanto, com a possibilidade de muitas configuracoes classicas nao equivalentes
dos campos de gauge, esperamos a existéncia de muitas configuragoes de vacuo diferentes,
assim como a possibilidade de tunelamento quantico entre elas. E neste ponto em que
entrelagamos nossos conhecimentos sobre os instantons, discutidos no ambito de mecanica

quantica, com as teorias de gauge.

Com a definicao de v, estamos aptos a determinar a equac¢ao que descreve os
instantons no contexto de Yang-Mills. Dentre as configuragoes de campo, com v nao

evanescente, algumas resolvem a equacao de movimento
p _
D,G" = 0. (5.53)
H&a uma maneira interessante de se determinar estas solugoes através do uso da seguinte

identidade:
1 4
S[6] = 492/d x

em que ja nao nos importamos com a contracao dos indices, tendo em vista que estamos

a va 1 a ~a \2 87T2
:i:GuI/GuV + §<ij F G/u/) Z ?’14, (554)

no espago-tempo Euclidiano.

A inequagao na Eq. (5.54) surge quando verificamos que o primeiro termo é um

invariante topolédgico, ou seja, mantém a sua forma mediante a seguinte mudanga:
G, = =G, (5.55)

Porém, o dltimo termo da Eq. (5.54) é sempre positivo. E, portanto, podemos provar que

a acao ¢é limitada com

- / d'2 (G £ Gu) (G £ Go) = 0, (5.56)
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no qual o sinal negativo aparece pois estamos considerando que os campos de gauge e os

tensores de intensidade sao anti-Hermitianos. Ao expandir o binémio, obtemos
- / 0" (GG + GGy £ 26,0, G ) > 0. (5.57)
Como os dois primeiros termos sao iguais, entao temos que:

—/d4:1: GG > ’/d% GGl -

(5.58)

O termo do lado esquerdo da Eq. (5.58) é proporcional & agao de Yang-Mills no espaco
Euclidiano, enquanto o termo do lado direito é proporcional a agao do termo theta. Assim,

podemos observar que:

1672
0
872
— 5
526"°

8 2
S >y,
g

29°S >

So

S > (5.59)

em que, na primeira linha, fizemos uso das Eqs. (4.24) e (5.46). E, na terceira linha

substituimos Sy pela dada expressao na Eq. (5.51).

Focaremos no grupo de gauge G = SU(3) e utilizaremos somente o winding number
v =1, pois ela é considerada a configuracdo padrao. Portanto, temos que o instanton é
justamente uma solu¢ao para a equagao auto-dual, escrita na Eq. (5.55), sendo dada na

notagao de 't Hooft por:

a 2na,uuxl/
Al(r) = —3 et (5.60)

em que o tensor de 't Hooft 7,,,, ¢ definido como:
€apv w, V= 1,2,3
Napwy = 5CLN v=4 5 (561)
—O0ay p=4

na qual p é um parametro arbitrario relacionado ao “tamanho” do instanton. Isto pode

ser verificado ao olharmos para o tensor de intensidade

40 Nayuw

T (5.62)

Fa () =

e compreendermos que ele esta localizado em uma esfera de raio p, conforme a expressao

em seu denominador.

Uma forma mais geral para as solugoes de instantons é dada se deslocarmos a

funcao da origem e reescrevermos a Eq. (5.60) como:

a ) = 2 nauu(x - Z)I/
Aj(x) st - (5.63)
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De modo similar ao processo que discutimos para deduzir a expressao de correcao de
lago na Eq. (2.87), em um artigo seminal que buscou determinar as contribuigdes dos
instantons para as fungoes de correlagao [71], utilizou-se a Eq. (5.63) como solugao para
os campos Af.(z) no funcional gerador. Partindo da ideia de que o integrando deveria ser
aproximadamente Gaussiano, tomou-se uma nova expansao perturbativa, na qual inclusive
os graus de liberdade z, e p foram integrados. O resultado desta integracao ficou conhecido

na literatura como modelo de gés de instantons [22].

Embora essas discussoes tenham surgido ainda no contexto do grupo SU(2) e
chamando os instantons de “pseudoparticulas” [64, 72|, um modelo mais atual é o ensemble
do liquido de instantons. Neste modelo, nao somente a posi¢ao e tamanho dos instantons sao

tratados como variaveis mas, também, a orientacao de cor e a densidade no espaco-tempo

73).

Na estrutura destes modelos os calculos sao, em sua grande maioria, numéricos
e baseados em CDQ na rede, isto é, a versao discretizada do espago-tempo em que os
campos de gauge sao definidos. Contudo, ainda assim, um grande ntimero de fungoes de
correlagao hadrénicas foram obtidas [23], avangando nosso entendimento acerca do vacuo
da CDQ), mas ainda assim, o tratamento dos instantons nao foi capaz de nos fornecer uma

teoria coesa.

Neste contexto, nos propomos a estudar os efeitos que o formalismo da acao efetiva
nao-local acarreta na solucao de instantons, bem como na expressao para o propagador

vestido com esses fatores. Discutiremos isso em maiores detalhes no proximo capitulo.
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6 Propagador vestido

Com a discussao desenvolvida nos capitulos anteriores, estamos agora preparados
para determinar o propagador dos glions, incorporando os efeitos da corre¢ao quantica
nao-local. Inicialmente, apresentaremos a nova expressao para a acao que descreve os
glions, seguindo um procedimento semelhante ao utilizado no Capitulo 4. Em particular,
reescreveremos a agao em termos dos campos A, (z), ao invés dos tensores de intensidade
G (z). Em seguida, determinaremos a expressao para o propagador modificado e, utili-
zando o formalismo de Kallen-Lehmann, introduzido no Capitulo 3, analisaremos a funcao

de densidade espectral associada a esse propagador corrigido.

6.1 Acao efetiva para os gltons

A corregdo quantica de um lago para a acao efetiva dos glions E expressada através

da seguinte equacao:

r[A] = / d' G2, () [—i +alog (;)] G (), (6.1)

em que combinamos a forma generalizada para a corre¢ao nao-local fornecida na Eq. (2.88)
com a agao de Yang-Mills que apresentamos na Eq. (4.24) e estabelecemos a igualdade
mediante a introducgao da constante a.. A constante « esta relacionada ao niimero de campos
presentes em nossa teoria, mas, neste contexto, a consideraremos como um parametro
livre. Além disso, a nos permite verificar que, ao tomar o limite o — 0, o propagador deve

retornar a sua forma livre, sem corregoes.

Separaremos a ac¢ao em dois termos: I'y[A] e I'aeo[A]. O termo classico é dado por
STy PR o

enquanto o termo com as corre¢oes quanticas de um lago é

]
Pucol4] = / o G (a ”‘)g<u )GW( ) (6.3)
Portanto, reescrevemos a acao efetiva como
I[A] = T'[A] + Do A]. (6.4)

O desafio se apresenta em trabalhar com o novo termo logaritmico e, desta forma, nesta
secao no dedicaremos ao tratamento da agao I',g, Visto que a parte classica ja foi discutida

no Capitulo 4.
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Primeiramente, devemos tratar do termo d’Alambertiano covariante que aqui é

definido a partir das derivadas covariantes
0= D,D" (6.5)

Para isto, nos recordamos que ao atuar uma funcao de operador em um autoestado, isso
nos retorna os autovalores do operador aplicados na prépria funcao. Assim, aplicando a

derivada em um campo ¥® genérico, temos que
Oy = Dy(0"y" — g e Ay?). (6.6)
Aplicando a derivada uma segunda vez obtemos
T = 0,010 — gf (DA™Y — g A (0,0")

(6.7)
o gfamn(8u¢m)AZ + g2famnfmbcAcu,¢bAZ’

Abordaremos esse problema no espaco dos momentos, evitando complicagoes
associadas aos operadores diferenciais. Para isso, utilizaremos a transformada de Fourier
tanto para o campo genérico quanto para os campos de glions. No entanto, observamos
que, na Eq. (6.7), aparecem termos lineares, de segunda e até terceira ordem nos campos,
ou seja, produtos das respectivas transformadas de Fourier. A convolugao desses campos
representa um grande desafio quando introduzida em sua forma genérica. Assim, neste
trabalho, adotaremos uma hipotese simplificadora: assumiremos que os campos de fundo
sao ultra-locais, ou seja, possuem energia e momento bem definidos. Essa suposi¢ao nos
permite integrar as deltas de Dirac, resultantes dessa escolha, utilizando o teorema da

convolugao. Como consequéncia, obtemos que

00w = [ e i) - [ 5

- [ G AT w0 ) ~ |

gfabca'uAc,u(k)e—ikxl/}b(k)

d'k
(27)

oot ™ (k) A (k) (6.8)

d'k :
+/ (27T)4g2famnfmbcAcM(kJ)6_ka¢b(k’)AZ(k).

Operando as derivadas, verificamos que

00(0) = [ B[ K R) 4 g AR E) + i S AP )
(2m) (6.9)

g fRR () AL(R) + g £ A () ) A )| e
E possivel observar que o segundo, terceiro e quarto termos possuem a mesma estrutura e,

também, podemos utilizar uma delta de Kronecker para mudar o indice de cor no primeiro

termo, simplificando a expressao de forma que

4
Cy?(x) = / (gﬂl; {—k26§+3igf“bcAc“(k)ku+gQ femn fmbCAC“(k:)AZ(k:)}@bb(k:)e‘““. (6.10)
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E necessdrio, também, reescrever os termos de G, no espago de momento, adotando
novamente a hipétese de ultra-localidade. Contudo, aqui ndo podemos descartar os termos
de mais alta ordem nos campos como fizemos na deducao do propagador livre. Assim,

temos que

G, (z) = / %[aueikIAg(k) —dye AL (K) + g fm"se““A;(k)Ai(k)} (6.11)

Operando as derivadas, e reorganizando os termos, chegamos em

o () = / (37:“)4 [ — ik, AL(k) + ik, A%(K) + g f‘”’SAL(k)Ai(k)} eike. (6.12)

Portanto, reescrevendo I'iag,, temos que

Ak dUk
_ 4 1.0 Aa (1) 7l Aa (1) ars Ar (1. S (1.
ThacolA] = / d'z oo (%)4[—@@&(1{;)“/@”@(1{;)+gf Ar(K) A3 (k)] %

log [:2( — K260+ Big fU AN (k) ke + g2 fO fmbCAc*(k)Ag(k))} x  (613)
[ — ik AY (k) + ik A (k) + g £ AP (k) A (k) | e~ imE4R),
Entretanto, é possivel utilizar a seguinte relagao:
/ Atz e ) — (om) 454 (k4 &) (6.14)

e substitui-la na Eq. (6.13) pela delta de Dirac e entao integra-la em x, obtendo assim

[ago] A :a/(g:y;[ikuflg(—k) — ik, AL (=k) + g f" AL (k) Ay (— k)] x

10g (lu12[_k:251? + 3igfabcAC)\(kJ)kf)\ + 92famnfmbcAc)\<k)Az\L(k,)]) % (615)
[k A% (k) + K AP (k) + g /PP (k) A™ ()]

E valido ressaltar que dada a integracio da delta, substituimos &’ — —k. E, Para simplificar

a notacao, utilizaremos a seguinte defini¢ao

1
P = log (Mg[—k%g +3igf ANy + g FEANR)ALR)). (6.16)
Desta forma, I'i,¢, pode ser reescrita como

= ﬁl a( — a(__ ars AT (__ s(__ % ab
Dol =0 [ (8, )~ ALK+ 07 AR > P o

x [—ikP AP (k) + ik AP (k) + g fPPIAPR(K) AT (k).
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Ao realizar as operacoes de multiplicacao distributiva entre os termos, chegamos em:

k.
Flago[A] = Oé/ (271')4 P x

RRAL(=R)AY (k) — bk AL~ k) AP (K) + i ™l AL~ ) AP (k) A ()

— ky kM AS (=) A™ (k) + K A% (—k) A% (k) — ig f*k, AS (—k) AP (k) A7 (k)
—ig kAL (k) A (= k) AY (k) + g kY AL (—k) A5 (k) A™ (k)

+ g7 [T fPA (—R) A5 (— k) AP (k) AT (F)|.
(6.18)

Contudo, podemos fazer diversas simplificagoes. O primeiro e quinto possuem a mesma
estrutura e, diante a troca dos indices mudos p — v, se tornam aptos a serem somados.
Similarmente, o segundo e quarto termo sofrem do mesmo processo. Entretanto, o terceiro
e sexto termo necessitam, além da troca dos indices de espago-tempo, de uma substituicao
dos indices internos p — ¢. E, de forma similar, o processo se repete para o sétimo e oitavo

termo, porém com os indices r — s,

Puel4] =0 [ P 2RALR)A 1) — 20, A5 ) A1)

+ig PP, A% (—k) AP (k) A% (k) — ig fPk, A% (— k) A% (k) AP (k) 619

— g AT (KA () AP (k) + ig kA (—k) A7 (—k) A (k)
G FPAT (k)AL () AP (R) A (k).

Verificamos entao que o terceiro e o quarto termo, bem como o quinto e sexto
termo, sao idénticos, a nao ser por suas constantes de estrutura. Desta forma, trocando a
ordem dos indices de cor, tanto em f** quanto em f%9, e contabilizando a troca de sinais

por consequéncia da sua caracteristica antissimétrica, temos que:

Puel4] =0 [ TP 2R A5( A1) — 20, A5 ) A0

+ 2ig [Pk, AL (—k) AP (k) A™ (k) — 2ig f*"* k" Ay, (—k) A3 (—k) A™ (k) (6-20)
+ g2 fAT (—k) A (— ) AP () A (k) |.

No entanto, fatorando e reorganizando os termos, chegamos em:

[Maco[A4] = 204/ (;l:; pab {k2Ag(—k)AbV(k’) . kukuAg(_k,)Abu(k)

g [P, AL(— k) AP (k) AT (k) — ig frs k" AT (—k) A5 (—k) A" (k) (6:21)

g0 AT (k) A () AP () A ()|
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Para o termo classico da teoria, também iremos reescrever I',; no espaco de momento.

Portanto, é direto observar que:

d*k

Culd] == 5 | Gyt [FPARA09 sk 40
g foPk, AL (—k) AP (k) AT (k) — ig f kP AL (—k) AL (—k) A (k) (6:22)
SO AT (k)AL () AP () A (k)]

uma vez que a Unica diferenca com o termo ', ¢ a inexisténcia do logaritmo funcional

P Considerando isto, as expressoes sdo idénticas.

No entanto, ainda devemos considerar o termo de fixacao gauge para obter o

propagador. Desta forma, temos:
/ d%— 0, A%)? (6.23)
Reescrevendo I'gf no espago de momento, obtemos:

Tld] = —5 / Dk kA (— k) A% (k). (6.24)

Portanto, nossa agao efetiva I' = I'j,¢o + I'a + I'gs se torna, por fim,

r[Al :/(%4{ _ ;[WAﬁ(—k)AaV(k) e kAT (— ) A ()

g fE, AL(—K) AP (R) AT (k) — ig 7 kH AT (— ) AS (— k) A (k)
S AT (kA (—R) AP () A ()

(6.25)
4 20P [kQA‘;(—k:)Ab”(k) ke kY A (— k) A (k)

g P AD () AP () AT (k) — g oK AT () A () A (k)
+ G AL (KA A ()] = Sk b A~ k)Aﬁ(k’)}-

Para uma primeira aproximacao, preservando todos os termos em P, podemos desconsi-

derar os termos além da ordem quadratica em A(k). Portanto, I'[A] se torna

d*k 1
= /(2){ "2

+ 2aPe [kQAﬁ(—k)Ab”(k) - kuk”Aﬁ(—k)Ab“(k)] (6.26)

k2 A% (—k) A () — k#k”A‘j(—k)A““(k)}

ik uhk? A% (= k)Ai(k)},
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e uma forma mais resumida de representar I'[A] é dada por

1 d4k a ab\ 1.2 pa bu
T[A] = _/W {(% — 4P R AL (—k) A (k) .
_ (5;; — 4aP - 55)1{ kY A (k) AP (k)

é— M v )

em que apenas fatoramos os campos de gauge e introduzimos deltas de Kronecker para
contabilizar a troca dos indices de cor. Para destacar os campos de gauge na Eq. (6.27)

podemos fatora-los novamente

[[A] = —;/(Z:; Al(—k) [(55 _ 4@73“b)k:277””

; (6.28)
_ (5;; — 4aP - g>k#k”)] A (R,

Podemos utilizar a rotacao de Wick para reescrevermos a expressao de forma a
obter o propagador no espaco Euclidiano. Portanto, observamos que:
Ty — —izg .. 1P = —aF,
ko — iko . k* = —k%, (6.29)

N — —6,, = diag(+1, +1,+1,+1).

Desta forma, a acao descrita no espaco Euclidiano! se torna

rpa) = L (iR 0y 57 — daPP) k2 oM
(4] = =5 | e An(he)| + (0 — 40P
5 (6.30)
- (8 — 107 - E)kEk:E] A k),
na qual o termo P# ¢ dado por

1 - aoc C. amn £moc C. n
P (kg) = log (/ﬂ[k%@‘j T 3ig e AN (kg kP + g2 fomm fibe A A(/fE)AA(/fE)D. (6.31)

Finalmente, estamos aptos para obter uma expressao para o propagador vestido.

6.2 Propagador vestido: caso com campo de fundo nulo

Repetiremos o mesmo procedimento que realizamos para o calculo do propagador

livre com a agao da teoria classica. Contudo, partiremos de uma relagdo que deduzimos no

1 Nas Eq. (6.30) e Eq.(6.31), o subindice, ou superindice, “E” est4 sendo usado para indicar que a

grandeza foi redefinida para o espago Euclidiano. Entretanto, visando nao poluir as equagdes, daqui
em diante deixamos o leitor ciente que suprimiremos esta notacao, de modo que a métrica utilizada
em todos os célculos serd a Euclidiana.
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Capitulo 2 para a obtencao do propagador a partir da agao efetiva, a Eq. (2.79). Neste

caso, definiremos uma nova fungao para representar o propagador, sendo ela dada por

ST[A] -
A(k):(M(k,)W> . (6.32)

Calculando a primeira derivada funcional da Eq. (6.30), observamos que:

SL[A(K)] 1/ id*k
sAYK) 2] (2m)t

{535;;5(# k) [ + (53 — daPt) k2o (5;; — 4aP - ‘2’))/@%] AP (k)
+ AL(=k) [ + (65 — 4aP?) k20" — <5b — 4aP™ — g)k“k ]525,)5(1{: — k)

0 0P (k) 2 gy 0P (k) \ iy
+AM(—]{3)[<—4QW>I{5 5+ <4a5Ag(k/)>k: k ]Aﬁ(k)}.

(6.33)

Conforme indicado na expressao acima, caso fossemos considerar todos os termos da
derivada funcional, seria necessério determinar a expressdo referente a 6P /§A%(K').
Todavia, para os objetivos deste trabalho, julgamos suficiente somente os termos lineares
em P, pois suas derivadas contribuiriam com correcdes de mais altas ordens, as quais

estamos desprezando desde o principio.

Assim, integrando as deltas de Dirac e aplicando as respectivas deltas de Kronecker

na Eq. (6.33), obtemos:

A i (s~ (it B

+ A=) (8 = 40P () 20 — (85 — daP(K) - ?)k“kp] }
(6.34)

sendo que os termos logaritmos agora diferem-se por

/ 1 / . Cc AC N 1./ mn rmbc Ac / n /
PH(—k') = log | (0} = 3ig AN KI5 + g2 /" [ AN (K AR (1)
)%
X (6.35)
Pad(k/) — lOg [/ﬂ (k/25g 4 S’igfadCAC/\(k/)kl)\ + ngamnfmchc)\(k/>Az(k/)):|.

Isto posto, ainda precisamos da segunda derivada de I'[A(k)], conforme a Eq. (6.30).

Novamente, aqui também desconsideraremos os termos proporcionais a §P®/§AS(k").
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Portanto

PrAR) =i
SALR)S A (k") — 2(2m)"

5
{ (61— 40P (k) K20 — (8 — 40P (k) - g)kpk] S0LO( + k) (6.36)

+ 85RO + k)| (35 — 40P K20 — (85 — daP() - ‘?)k'ﬂk’ﬂ] }

Aplicando as deltas de Kronecker, obtemos

62F[A(k)] —1 1" /
SALR ) Ag ()~ 2zmyi o TR

{ [(53 — 4a P (k) k25 — <5g ~ daPle(—k) — 5;) k’ﬂk’a} (6.37)

+ ] (05 = daPe(r) 2077 — (55— daPe() - ?)k’”k’ﬂ} }
em que podemos agrupar ambos os termos definindo
Pl = Ple(—k') + PU(K). (6.38)

Assim, determinamos a seguinte expressao para a segunda derivada da agao efetiva:

STIAMR)] i
SALR)S A (k") — (2m)

- d -
. [(52 _2aPe ‘2) KoK — (85— 20P) k’25”"] S(k"+K). (6.39)

Finalmente, estamos aptos a determinar o propagador Af,f;(k’ ) utilizando um ansatz,
de forma que

— d —
Kag _ 20 — i) Kk — (55 — 2aP") k’zé”"] A (K) = —iool, (6.40)

Se
A (K') = ATELK, + B4, (6.41)

Aqui faremos uso de uma condi¢ao para obter uma primeira versao do propagador
vestido e portanto imporemos um caso em que o campo de fundo AZ(!{:) seja nulo. Desta

forma, a Eq. (6.38) adquire a seguinte forma
_ kl4
P = oy log<u4>, (6.42)

em que exteriorizamos a delta de Kronecker ao tratar o termo P como elemento de

matriz. Logo, a Eq. (6.40) torna-se

k,/4 1 k.l4 ) J . 4
[(1 2 10g<,u4> _ g)kz”’k"’ - <1 ~ 2 log<lu4>> % 5#0] AT (K) = —ioro?. (6.43)
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Realizando a multiplicacao entre os termos, obtemos

]{/4 1 k’/4
AY]55 20 10g< ) - 2 |weww, - A [1 - 2alog< )] KKK,

)€ ph
(6.44)
df k" Y df k" ) - opod
+ B [1 — 2aclog i — f}k:pk;7 — BY |1 —2alog " k=68 = —idhos.
Na Eq. (6.44), identificamos que uma igualdade se estabelece mediante
i
BY = ! (6.45)
/4 )
{1 — 2alog(F)} k"2
que ao ser substituido na Eq. (6.44), resulta em
/{?/4 1 k'/4
AV 11 = 2alog| — | — < | KKK, — AY |1 — 2alog| — || KKK
1 5 8 M4 2
(6.46)

6% k’4> 1]
f Ip1.
+ - 1 —-2alog| — | — | K7k, = 0.
[1 — 20410g<—’;f)} k2 [ g<ﬂ4 § !

Simplificando os termos de k'? k; e reescrevendo a expressao de forma a ser possivel isolar

A% obtemos que

AY = i £ —2aélo K 1 (6.47)
1 2alog(%y)] b Bl ' '

A

Retornando ao propagador AZJ;(/@’ ) na Eq. (6.41), podemos substituir as expressoes
obtidas para AY e BY

df _ i5? B [1 — &+ 20 log(’“—f)} kLK,
Am(k/) ke [1 — 2« log(%)} { 7 L2 - : (6.48)

E importante observar que ao tomarmos o limite em que o« — 0, isto é, desconsiderando

as corregoes de um lago, retornamos ao propagador livre da teoria, conforme a Eq. (4.66).

A Eq. (6.48) nos informa que, mesmo em um cenério em que o campo de fundo
seja nulo, a simples forma quantizada da agao acarreta um desvio do polo por uma funcao

dependente do momento.

Finalmente, estamos aptos a identificar a funcao de densidade espectral da teoria.

Assim, retomando a Eq. (3.30), verificamos que

2
Im[II(—s)] = —204310g<z4> e Re[ll(—s)] = 0. (6.49)
Logo, a funcao de densidade espectral se torna
2as log 2
mp(s) = - ) (6.50)

5% 4 8a?s? log(i—i)
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em que k> — —s. Embora uma discussdo detalhada sobre as complexidades desse resultado
nao seja viavel no momento, qualitativamente, esses achados sdo notaveis por oferecerem
novas informagoes sobre a forma das densidades espectrais e, em particular, sobre a
estrutura da contribuicao do continuo. Notavelmente, observa-se o surgimento de cortes

de ramo, ou seja, regioes energéticas de maior interesse.

6.3 Propagador vestido: campo de fundo de instantons

Para o caso mais genérico, devemos tracar um caminho distinto para a obtencao

do propagador. Assim, adotaremos uma simplificacdo com o gauge de Lorenz
0, A" = 0. (6.51)

Desta forma, retomando a Eq. (6.25), obtemos

A = [ 0 [~ R (0) = L7 P (R AL R A 0 A% (1)
(6.52)

y |fyzb e 10g<_k25ab + g2famnfmbcAc)\(k,)A7>\z(k,)>‘| .

12

Diferenciando a Eq. (6.52), verificamos que

5F[A] _ d4k 1 2 sae Sp "\ pAbv 1 2 fqa be p /
Sz /(2@4[_ SREOLD(— = KA () — SR AS(—R)O¥GLa(k — )

— OO G (K AL (k) AP (R) AT ()

T AT () B0~k — K) AP (k) AT ()

1
_ Zg2farsfbquL(_k)Ai(_k)dpe(Sga(k, _ k‘/)AqV(k‘)

= A (A () AP BBk — )] % @k

" / (;lw]; SRR AD(RVA () + 7170 P AL () AL (k) AP () A (k)

x {404[72“(/{:)]1g2 i 524 AR (k) + AN )36} 8k k’)},
(6.53)

em que aqui definimos o operador Q% (k) sendo

(6.54)

Qab(k,) _ [5ab N 10g<_k25ab + g2famnfmbcAc)\(ki)A§\L(kj)>‘| |

12
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E também definimos o inverso do operador como

1

R = [K26% + g2 e A (k) AR (R)] (6.55)

Integrando as deltas de Dirac e somando as deltas de Kronecker na Eq. (6.53),

temos que
6]'—‘[14]_1 _l/2b_/ eb_l_l/2zz_/ ae (1.
Mﬁ(k/)_(%)“{ P AT ER)QT(H) = SR AR QT (K)

SO A (R) AP () A (R @ ()

o ;92far5fbqufL(_k/)A;(_k/)Aqu(k/)Qab(k/>

+ QOék/AchL(_k/)Abu(kl)[Rai(k/>]—192fimnfmbeAz(k/)
+ 2ak/Aﬁ(_kl)Abu(k/>[Raz’(k,/>]71g2fimefmbcAcp(k/>

+ g4afar5fbquZ(_kl>Ai(_k/)Apu(k/)Aqu(k/) [Rai(k/)]flfimnfmbeAZ(k/)

+ g4afar3fbquL(_k,/)Ai(_k/)Apu(k/)Aqu(k/) [Rai(k/)]_lfimefmbcACp<k/).}
(6.56)

Uma vez que estamos interessados, em um primeiro momento, somente nas contri-
buigdes de até terceira ordem em Af(k), desconsideraremos os termos de mais alta ordem

na Eq. (6.56). Portanto, a primeira derivada funcional da agao efetiva se torna somente

oT[A]
SAS(k') 2(27r)

k/25aeAbp( k’/) {Qab(—k/) + Qba(k/)} . (657)

A segunda derivada da acao efetiva segue de forma mais simples

52T [A] B
SAL(—k)oAs(K) 2(27r)

= —2<27T)4k/2(’)‘90 [Qed(_k/) + Qde(k,/)} 5(/€ i k?,)

k/25a65bd5p05( k' + k’) {Qab(_k/) + Qba(k,/)}
(6.58)

Como a dependéncia com os campos de gauge Af.(k) se encontra somente no
operador Q% (k) e podemos avalid-lo no caso em que a solucio de instantons é o campo

de fundo. Assim, retomamos a Eq. (5.60) e a reescrevemos no espago dos momentos

2
/ dz ;7“” ek, (6.59)
x? + p?

Um novo desafio surge na obtencdo da expressao explicita para a solugao dos

instantons no espaco de momentos, pois a integracao sobre o espaco revela-se algo nao
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trivial. Devemos lembrar que a natureza dos instantons estd intrinsecamente ligada a
inspecao de espagos topologicos nao triviais, e, portanto, sua integragao nao pode ser
tratada de maneira superficial. E provével que uma solucio exata seja impraticavel e que
apenas um tratamento perturbativo fornega algum resultado aproximado. No entanto, para
os propositos deste trabalho, a apresentacao da expressao formal serd suficiente. Assim,

temos que
AZ(k) = anA”(k), (6.60)

sendo A”(k) a transformada de Fourier dos instantons a ser determinada.

Substituindo a Eq. (6.60) em Q%(k) na Eq. (6.54), verificamos que

_k25ab 2 ramn £mbc,,cAp " crA KA (k
I
Entretanto, podemos explorar as propriedades do tensor de 't Hooft
eAp n\oc — 05,07 + €enc L
/) nYo Ne o (662)
nZy = _T}g/,m
para redefinir a soma presente na Eq. (6.58) da seguinte forma:
Qed(k/)(sed = Q€d<—]€/) + Qde(k/). (663)
Assim, chegamos na expressao
—k"? — g? A, (K ) A (K
Q(kj)éed:256d{1_2allog< g H(2 ) ( ))
0
(6.64)

(=20 |

Finalmente, retornado a Eq. (6.58), podemos obter a forma do propagador vestido

com instantons, sendo necessaria determinar a inversa

1

Doy = |—ik5,, Q(K)5%| . (6.65)

edpo

Contudo, como agora todos os termos representam apenas constantes ou fungoes a obtengao

do propagador é imediata

-1 _ | _ i ed
Dedpa - [ k',QQ(]C’)(S ‘| : (666)

Nesta expressao, verificamos que a inclusao do campo de fundo de instantons modifica o

polo, conforme

E — K2Q(K). (6.67)

Sendo importante ressaltar que ainda é necessario calcular Q(k') através da transformada

de Fourier da solucao de instantons para a obtencao da expressao explicita do propagador.
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A presenga de Q(k’) no polo do propagador levanta questoes que exigem reflexdo e
pesquisas mais aprofundadas. Ao revisitar a Eq. (2.59), observamos que termos adicionais
no propagador, além do momento, podem ser interpretados como massas. No entanto,
gliions sao considerados particulas nao massivas. Portanto, serao necessarias discussoes

adicionais para determinar a interpretacao correta dessa corre¢ao ao propagador.

Por fim, podemos exprimir a expressao para a funcao de densidade espectral

retomando a Eq. (3.30). Assim, verificamos que

ImQ(—s)

") = S ReQ(—s))? 1 (B~ (6.68)

na qual a forma final ainda é dependente da transformada de Fourier da solugao de

instantons.

Assim, verificamos que ao incluirmos os termos de corre¢ao de um lago ao propagador
dos gltons, podemos vesti-lo com os efeitos da soluc¢ao de instantons como campo de
fundo, resultando em um deslocamento no polo do propagador. Como consequéncia, esse
desvio pode ser interpretado como um termo de massa efetiva. Embora as implicagoes
desse termo ainda nao estejam claras, este resultado se apresenta como um objeto de
grande interesse no contexto do problema da massa em CDQ. Ressaltamos que um dos
grandes desafios na descricao da forca forte em baixas energias ¢ determinar a origem do
espaco de energia entre as particulas elementares e seus estados ligados. Nesse sentido,
argumentamos que esse desvio pode surgir devido as miiltiplas intera¢gdes com o campo de

fundo, o qual representa a dinamica do vacuo da teoria, operando em escalas de h.
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7 Conclusoes

Neste estudo, investigamos as contribui¢coes decorrentes do formalismo da acao
efetiva, incorporando corre¢oes quanticas nao-locais ao propagador vestido dos glions
acoplados a um campo de fundo genérico. A forma nao trivial do propagador corrigido
introduz novos graus de liberdade na teoria, alterando significativamente seu espectro,
uma vez que o novo propagador dos gliions passa a depender de dois parametros livres, «
e j.

Para obter o propagador corrigido, descartamos quaisquer interagoes de ordem
superior a cubica nos campos de gauge. Além disso, desconsideramos complicacoes decor-
rentes de novos termos derivativos do fator de forma, visto que o calculo nao perturbativo
revelou-se inviavel nesta abordagem. Contudo, em trabalhos futuros sera relevante buscar
formas que considerem termos de ordens superiores nos campos de gauge, tendo em vista
que algumas intera¢oes mais complexas foram desconsideradas visando a obtenc¢ao desses

resultados em primeira instancia.

Demonstramos que, mesmo em um cenario no qual o campo de fundo é nulo, o
processo de quantizac¢ao ainda ocasiona mudancas significativas no polo do propagador.
No caso em que temos a solucao de instantons como campo de fundo, o mesmo efeito foi
observado, uma vez que a funcao que desloca o polo do propagador também depende dos
instantons. Este resultado pode ser interpretado como a inclusao de um termo de massa

efetiva ao propagador dos glions, o que ainda requer investigacao.

Com a forma final do propagador obtida, os proximos passos se delineiam pela
motivacao inicial deste trabalho: a investigacdo do vacuo da CDQ. A conexao entre
os dois objetos esta estabelecida mediante a utilizacao da solu¢ao de instantons como
campo de fundo para o propagador vestido. No entanto, como todos os calculos foram
realizados no espago de momentos e a solucao de instantons é fornecida apenas no espago
de posigoes, uma transformacao se faz necessaria. Todavia, esta transformacao tem se
mostrado complexa e pode exigir um tratamento perturbativo para que uma expressao

aproximada seja obtida.
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APENDICE A - Integral Gaussiana

Para determinarmos o resultado de I na Eq. (2.18), inicialmente precisamos com-

pletar o quadrado no expoente

J

1= [ax e 3o(h-2)+ 5o (A1)
e realizar um deslocamento, k — k + %, na fungao
[=ch [an e (A.2)
Aplicando a seguinte mudanca de varidvel ak?* — k2, chegamos em
J2? 1.2

I 2 _
]:%e a/dke : (A.3)

de modo que obtemos a expressao mais conhecida para a integral Gaussiana. Sua resolucao

¢ simplificada mediante a um artificio matematico que nos permite reescrevé-la em

17.2 2 1.2 1,2
(/dk e 2k > = /dxdy e 2% e 2Y

T (A4)
0

coordenadas polares

=2,

sendo que na segunda linha fizemos uso do Jacobiano associado a mudanca de coordenadas

e do angulo solido €2 = 2.



