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RESUMO
Neste trabalho apresentamos uma proposta de modelo BSM (do inglês, Beyond Standard
Model) para o setor escalar de Higgs da teoria eletrofraca. Esse modelo considera uma
correção quântica de um laço, além daquelas já compreendidas pelo Modelo Padrão. Tal
correção introduz novos parâmetros livres ao setor de Higgs, os quais podem ser ajustados
para que a massa do bóson W ± concorde com os dados experimentais reportados pelo
CDF II (do inglês, Collider Detector at Fermilab), ou pelo LHC (do inglês, Large Hadron
Collider). Obtivemos a nova correção quântica a partir da medida funcional da integral
de caminho de Feynman, considerando aspectos de simetria da teoria eletrofraca. Essa
correção foi, então, introduzida à ação clássica do setor escalar de Higgs. O potencial
efetivo do campo de Higgs, o qual inclui a nova correção quântica, foi utilizado no cálculo
das massas dos bósons de Higgs, W ± e Z0, através do processo de quebra espontânea de
simetria. Obtivemos as expressões para as massas em função dos novos parâmetros livres
introduzidos na teoria, os quais podem ser fixados pelos dados experimentais.

Palavras-chaves: Modelo Padrão. Teoria eletrofraca. Setor escalar de Higgs. Integral de
caminho de Feynman. Medida funcional.



ABSTRACT
In this work we present a proposal for a BSM (Beyond Standard Model) model for the
Higgs scalar sector of the electroweak theory. This model considers a quantum correction of
one loop, in addition to those already considered by the Standard Model. Such correction
introduces new free parameters to the Higgs sector, which can be adjusted in order to the
mass of the W ± boson agree with the experimental data reported by the CDF II (Collider
Detector at Fermilab), or by the LHC (Large Hadron Collider). We obtained the new
quantum correction from the functional measure of the Feynman path integral, considering
symmetry aspects of the electroweak theory. This correction was then introduced to the
classical action of the Higgs scalar sector. The effective potential of the Higgs field, which
includes the new quantum correction, was used in the calculation of the masses of the
Higgs, W ± and Z0 bosons, through the process of spontaneous symmetry breaking. We
obtained the expressions for the masses in function of the new free parameters introduced
into theory, which can be fixed by the experimental data.

Keywords: Standard Model. Electroweak theory. Higgs scalar sector. Feynman path
integral. Functional measure.
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1 Introdução

Todas as interações observadas na natureza são governadas por quatro forças
fundamentais: forte, fraca, eletromagnética e gravitacional. As propriedades intrínsecas,
tais como massa, spin, carga, etc., exibidas pelas partículas elementares que constituem a
matéria ordinária, determinam quais forças fundamentais regem suas interações. Partículas
subatômicas (não elementares) também apresentam características inerentes que dependem
dos tipos de partículas elementares que compõem suas estruturas, o que determina o modo
como interagem. Esse mecanismo continua sendo estendido a escalas maiores até o ponto
em que as interações fundamentais, ou pelo menos algumas delas, tornam-se perceptíveis
para nós.

As propriedades das partículas elementares podem ser investigadas experimental-
mente através do estudo de estados ligados e de efeitos como o decaimento e o espalhamento
de partículas [4]. Estas observações experimentais são comparadas a uma contraparte
teórica, cuja formulação baseia-se em princípios gerais da mecânica quântica e da re-
latividade especial. Assim, essa teoria, denominada como Modelo Padrão de física de
partículas, fornece a descrição das interações fraca, forte e eletromagnética, observadas
entre as partículas elementares.

O Modelo Padrão, foi desenvolvido ao longo das décadas de 60 e 70, a partir
de diversas contribuições [5–12]. Em 1964, Peter Higgs propôs um mecanismo capaz de
atribuir massa às partículas mediadoras das interações fundamentais, conhecidas como
bósons de calibre [5]. O então denominado mecanismo de Higgs foi utilizado por Abdus
Salam e Steven Weinberg, de forma independente em 1967, na unificação das interações
eletromagnética e fraca, que ficou conhecida como teoria eletrofraca [6, 7]. No início dos
anos 70, Gerard t’Hooft desenvolveu a prova de que a teoria eletrofraca era renormalizável
[8] e em 1978 houve a primeira corroboração experimental desta unificação [11].

A segunda parte integrante do Modelo Padrão, denominada como cromodinâmica
quântica, foi proposta em 1965 por Yoishiro Nambu, como uma teoria de Yang-Mills do
grupo de simetria SU(3) [9]. Essa teoria é responsável por descrever a interação forte entre
as partículas elementares que compõem hádrons, como prótons e nêutrons, as quais são
conhecidas como quarks. Na década de 70, após a observação do quark charm [12], o Modelo
Padrão de física de partículas, composto pela teoria eletrofraca e pela cromodinâmica
quântica, se tornou bem estabelecido.

O Modelo Padrão compreende um conjunto de partículas elementares, incluindo
bósons de spins 0 e 1 e férmions de spin 1/2. As partículas fermiônicas são divididas entre
quarks, que interagem através de todas as forças fundamentais, e léptons, os quais não
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sofrem a ação da força forte. Os bósons vetoriais (spin 1) são os responsáveis por mediar
as interações fundamentais forte e eletrofraca, descritas pelo Modelo Padrão. As partículas
que mediam a interação forte são denominadas como glúons, enquanto o fóton e os bósons
W ± e Z0 são os mediadores da interação eletrofraca. Por outro lado, o bóson escalar
(spin 0), denominado como bóson de Higgs, é o responsável pela atribuição de massa às
partículas elementares [4, 13].

As partículas leptônicas, identificadas pelo Modelo Padrão, são classificadas entre
léptons carregados e neutrinos, as quais são divididas em três gerações de partículas: elétron
e neutrino do elétron, compõem a primeira geração; múon e neutrino do múon, fazem
parte da segunda geração; tau e neutrino do tau, são as partículas da terceira geração. Os
quarks também são agrupados em três gerações: up e down, da primeira geração; charm
e strange, são as partículas da segunda geração; e top e bottom, da terceira geração de
partículas [4, 13].

Ainda que o Modelo Padrão se apresente como uma teoria bem sucedida, existem
questões no cenário da física de partículas que não são compreendidas por esse modelo. Um
exemplo é a matéria escura fria, cuja composição não pode ser explicada pelas partículas
elementares descritas pelo Modelo Padrão. Outra questão é o fato de que não observamos
a mesma quantidade de partículas e antipartículas na natureza (simetria CP1), o que
também não é explicado pela teoria. Além disso, o Modelo Padrão ainda não comporta
a interação gravitacional, uma das quatro interações fundamentais da natureza [14]. Por
esses motivos, há uma busca pela construção de teorias que propõem extensões ao Modelo
Padrão, conhecidas como teorias BSM (do inglês, Beyond Standard Model) [15, 16].

Ademais, os fenômenos ainda não compreendidos pelo Modelo Padrão não são os
únicos fatores que sugerem a necessidade de uma física além dessa teoria. As discordâncias
entre previsões teóricas realizadas pelo Modelo Padrão e observações experimentais, como
aquela vista no momento magnético anômalo do múon [17, 18], também indicam a existência
de uma física além do Modelo Padrão.

Em 2022, uma nova medida da massa do bóson W ±, um dos mediadores da interação
eletrofraca, exibiu um desvio2 de 7σ em relação ao valor previsto pela teoria. Enquanto
o Modelo Padrão prevê uma massa de 80, 377 GeV [19] para essa partícula, o novo valor
observado pelo CDF II (Collider Detector at Fermilab) foi de 80, 433 GeV [20]. Entretanto,
no ano seguinte uma reavaliação dos dados reportados em 2018 pelo LHC (Large Hadron
Collider), corroborou o valor previsto pela teoria [21, 22].

Embora ainda haja a necessidade de outras medidas experimentais que certifiquem
1 Simetria sob as transformações de conjugação de carga e paridade.
2 O desvio padrão, expresso em unidades de σ, indica o quanto uma medida experimental desvia da

hipótese. Um desvio suficiente do dado experimental em relação à hipótese indica uma nova descoberta.
Tipicamente, uma nova descoberta requere um valor de, no mínimo, 5σ.



Capítulo 1. Introdução 11

a observação relatada pelo CDF II, diversas teorias BSM propuseram-se a explicar o desvio
detectado na massa do bóson W ±. Exemplos dessas teorias incluem o Modelo Padrão
Supersimétrico Mínimo [23], a Standard Model Effective Field Theory [24] e o Modelo de
dois dubletos de Higgs [25].

A massa do bóson W ± prevista pelo Modelo Padrão inclui correções quânticas
de um e dois laços (proporcionais à � e �

2, respectivamente), as quais originam-se nos
diagramas de Feynman [26, 27]. Todavia, esses diagramas não são as únicas fontes de
correções. A medida funcional da integral de caminho de Feynman, um dos formalismos
utilizados em teoria quântica de campos, também pode dar origem a correções quânticas.
Isso porque a medida funcional pode exibir aspectos não triviais [28, 29]. Nesses casos,
esse objeto gera contribuições à integral de caminho que podem ser interpretadas como
correções quânticas de um laço [30].

Tendo isso em vista, nesse trabalho propomos a construção de um modelo BSM
para o setor escalar de Higgs da teoria eletrofraca, o qual descreve o processo de geração
de massa dos bósons W ± e Z0 através do mecanismo de Higgs. Essa construção baseia-se
na introdução de uma correção quântica de um laço, ao setor escalar de Higgs, a qual
origina-se na medida funcional da integral de caminho e ainda não é considerada pelo
Modelo Padrão. A partir desse modelo, pretendemos obter uma nova massa para o bóson
W ± que possa concordar com a observação experimental reportada pelo CDF II, ou
manter-se em acordo com a previsão realizada pelo Modelo Padrão e corroborada pelo
LHC.

O desenvolvimento desse trabalho foi divido em capítulos nos quais abordaremos
os assuntos que serão pertinentes à construção do modelo BSM. Ao longo desses capítulos,
usaremos o sistema de unidades de Heaviside-Lorentz, além das unidades naturais3 em
que � = c = 1. Também utilizaremos a convenção de soma de Einstein, na qual índices
repetidos indicam a soma sobre os índices. Além disso, adotaremos a métrica de Minkowski
na assinatura (+, −, −, −).

No Capítulo 2, faremos uma introdução geral ao formalismo da integral de caminho
de Feynman, desde sua definição em mecânica quântica até sua generalização formal para
a teoria quântica de campos. No Capítulo 3, abordaremos os aspectos quânticos das teorias
de campos através da ação efetiva. As teorias de calibre abelianas e não-abelianas (teorias
de Yang-Mills), serão introduzidas no Capítulo 4. Em especial, na Seção 4.4 apresentaremos
o setor escalar de Higgs da teoria eletrofraca, principal objeto de estudo deste trabalho.
Ao longo do Capítulo 5, trataremos do mecanismo de quebra espontânea de simetria, em
teorias que exibem simetrias globais e locais. Na Seção 5.3, abordaremos especificamente o
processo de quebra espontânea da simetria SU(2) × U(1) no setor escalar de Higgs, por
meio do qual ocorre a atribuição de massa aos bósons W ± e Z0.
3 Nesse sistema, [comprimento] = [tempo] = [energia]−1 = [massa]−1.



Capítulo 1. Introdução 12

No Capítulo 6, apresentaremos a construção do nosso modelo BSM para o setor
escalar de Higgs e os resultados obtidos para as massas das partículas envolvidas nesse
setor (bósons W ±, Z0 e de Higgs). Veremos como a correção quântica com origem na
medida funcional da integral de caminho foi obtida e introduzida ao setor escalar de Higgs.
Veremos também como as massas dos bósons de Higgs, W ± e Z0 foram calculadas no
modelo BSM e quais foram as modificações observadas em comparação às massas obtidas
no setor escalar de Higgs do Modelo Padrão. Por fim, nossas conclusões serão apresentadas
no Capítulo 7.
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2 Integral de caminho

A quantização canônica é um método aplicado a teorias clássicas, através do qual
os observáveis de um sistema físico são elevados a operadores Hermitianos e passam a
satisfazer relações de comutação. Embora usualmente utilizada em mecânica quântica e
também estendida à teoria de campos, a quantização canônica não é o único método por
meio do qual uma teoria pode ser quantizada.

O formalismo de Feynman trata-se de outro método de quantização, especialmente
utilizado em teoria de campos, construído com base nas chamadas integrais funcionais, ou
de caminho. Nesse formalismo, o objeto central das teorias quânticas é denominado como
funcional gerador, expresso por uma integral de caminho, o qual fornece toda a informação
física acerca da teoria.

Na Seção 2.1, faremos a dedução da integral funcional para a mecânica quântica,
partindo do formalismo canônico. Em seguida, na Seção 2.2, faremos a generalização
formal dessa construção para a teoria de campos. Por fim, na Seção 2.3 apresentaremos
as chamadas funções de correlação, tanto no contexto da mecânica quântica, como no
das teorias quânticas de campos. Desenvolveremos esse capítulo com base nas referências
[1, 2, 31–33], além daquelas citadas ao longo das seções.

2.1 Integral de caminho em mecânica quântica
Em mecânica quântica, um estado físico é caracterizado por um vetor em um espaço

de Hilbert que, na representação de Dirac, é denotado por um ket |α〉. Para todo vetor de
estado |α〉, existe um vetor correspondente em um espaço de Hilbert dual, denominado
como bra 〈α| [34].

Na representação de Schrödinger, em que os estados quânticos são dependentes
do tempo, a evolução de um sistema físico é obtida através da atuação do operador de
evolução temporal Û(t, t0) sobre o estado inicial:

|α, t0; t〉 = Û(t, t0) |α, t0〉 ←→ 〈α, t0; t| = 〈α, t0| Û †(t, t0), (2.1)

o qual evolui |α, t0〉 de t0 a t > t0. O operador Û(t, t0), por sua vez, tem sua dinâmica
regida por uma equação diferencial da forma:

i
∂

∂t
Û(t, t0) = Ĥ Û(t, t0), (2.2)

na qual Ĥ é o operador Hamiltoniano que descreve o sistema físico. Assim, um estado
quântico |α, t0; t〉 definido em um tempo t qualquer, pode ser determinado através da Eq.
(2.1), com Û(t, t0) sendo solução da Eq. (2.2).
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Ademais, o estado |α, t0; t〉 também pode ser obtido diretamente através da equação
de Schrödinger:

i
∂

∂t
|α, t0; t〉 = Ĥ |α, t0; t〉 , (2.3)

que resulta da aplicação da Eq. (2.2) ao estado inicial |α, t0〉 e da definição de |α, t0; t〉,
dada pela Eq. (2.1).

A dinâmica de um sistema quântico pode ser descrita também na representação
de Heisenberg. Nesse caso, a propriedade de unitariedade do operador Û(t, t0) permite
que a dependência temporal deixe de manifestar-se nos estados quânticos e passe a ser
exibida pelos observáveis físicos [33]. De fato, o valor esperado de um observável qualquer
Â, sugere duas interpretações:

〈α, t0; t|Â|α, t0; t〉 →
(

〈α, t0| Û †(t, t0)
)
Â
(
Û(t, t0) |α, t0〉

)
, (2.4)

ou
〈α, t0; t|Â(t)|α, t0; t〉 → 〈α, t0|

(
Û †(t, t0) Â(t) Û(t, t0)

)
|α, t0〉 . (2.5)

A primeira delas, indica que os estados quânticos são os objetos que evoluem do tempo,
enquanto o operador Â se mantém fixo, como ocorre na representação de Schrödinger.
Por outro lado, na segunda interpretação, os kets de estado permanecem iguais, ao passo
que o observável sofre a transformação unitária Â(t) → Û † Â(t) Û . Isso significa que na
representação de Heisenberg os observáveis tornam-se dinâmicos.

Embora a dependência temporal seja exibida por objetos distintos nas representa-
ções de Schrödinger e de Heisenberg, os estados quânticos, assim como os observáveis, são
iguais em ambas representações para o tempo t0 = 0:

|α, t0 = 0〉H = |α, t0 = 0〉S e Â(H)(0) = Â(S), (2.6)

sendo que os subscritos H e S denotam as representações de Heisenberg e Schrödinger,
respectivamente. Para tempos posteriores, |α, t0 = 0〉H permanece inalterado, enquanto
Â(H)(t) evolui no tempo. Na representação de Schrödinger, todavia, é |α, t0 = 0〉S quem
evolui no tempo ao passo que Â(S) permanece igual.

Na representação de Heisenberg, a dinâmica de um observável Â(H)(t) é regida pela
seguinte equação:

dÂ(H)

dt
= 1

i
[Â(H), Ĥ], (2.7)

que fornece Â(H)(t) para qualquer instante de tempo. A dependência temporal explícita nos
observáveis implica que seus autoestados também sejam dependentes do tempo, embora
os estados quânticos mantenham-se temporalmente independentes. Assim, para um tempo
t qualquer, um autoestado do observável Â(H)(t), denotado por |a, t〉H , é dado por

|a, t〉H = Û †(t) |a〉 ←→ H〈a, t| = 〈a| Û(t), (2.8)
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sendo |a〉 o autoestado do observável Â, na representação de Schrödinger. No tempo t0 = 0,
|a, t〉H = |a〉.

De modo equivalente, esses autoestados, também conhecidos como estados de base,
podem ser obtidos diretamente por meio da equação de Schrödinger:

i
∂

∂t
|a, t〉H = −Ĥ |a, t〉H , (2.9)

na qual o sinal negativo surge devido ao fato de que a evolução temporal dos kets de base
é regida por Û †(t), conforme expresso pela Eq. (2.8).

A dinâmica de um sistema quântico pode, portanto, ser descrita de modo equivalente
nas representações de Heisenberg e de Schrödinger. Em ambos os casos, podemos obter os
kets de estado, bem como os de base, para qualquer instante de tempo t. Com a dinâmica
desses estados bem determinada, nosso interesse recai sobre a probabilidade de que o
sistema físico seja encontrado em estado quântico específico, ao evoluir temporalmente. O
objeto que nos fornece essa informação é definido como amplitude de transição.

Como exemplo, considere que o estado inicial, no tempo ti, de um sistema quântico
composto por uma partícula, seja representado por um autoestado |qi, ti〉H do operador
de posição Q̂(t). Então, em um tempo posterior tf , a probabilidade de que esse sistema
seja encontrado em outro autoestado de Q̂(t), expresso por |qf , tf〉H , é dada pelo módulo
quadrado da amplitude de transição. Tal amplitude é definida como a projeção entre esses
dois estados:

H
〈qf , tf |qi, ti〉H , (2.10)

ou, de modo equivalente, na representação de Schrödinger

〈qf |Û(tf , ti)|qi〉 , (2.11)

na qual utilizamos a Eq. (2.8).

No formalismo canônico, a amplitude de transição expressa pela Eq. (2.10) (ou
pela Eq. (2.11)) pode ser obtida desde que o estado inicial |qi, ti〉H seja bem conhecido e
contanto que saibamos resolver as equações que fornecem |qf , tf〉H . Todavia, essa amplitude
também podem ser obtida através do formalismo das integrais de caminho de Feynman.
Nesse caso, tal objeto passa a ser definido em termos de uma integral funcional, a qual
considera todos os caminhos possíveis que o sistema físico pode percorrer para chegar ao
estado |qf , tf〉H , tendo partido de |qi, ti〉H .

Podemos explorar a ideia do formalismo de Feynman por meio do experimento da
fenda dupla. Para isso, considere um aparato experimental no qual uma fonte S emite uma
partícula no tempo t0 que, ao passar por uma tela com duas fendas, A1 e A2, é detectada
em um anteparo O, em um tempo posterior t > t0. Pelo princípio da superposição, a
probabilidade P de que a partícula seja detectada em O é dada pela probabilidade de que
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a partícula passe pela fenda A1 e então alcance O, somada à probabilidade de que ela
passe por A2 e então se desloque ao anteparo:

P = P1(S → A1 → O) + P2(S → A2 → O). (2.12)

Uma terceira fenda A3 pode ser adicionada à tela do aparato experimental. Nesse
caso, para que P seja obtida, a probabilidade de que a partícula passe pela fenda A3 e
então alcance o anteparo é simplesmente somada às probabilidades P1 e P2. Também
podemos incluir no experimento uma segunda tela com novas fendas B1, B2, B3 e B4,
conforme ilustrado pela Figura 1:

Figura 1 – Trajetórias que podem ser percorridas pela partícula entre a fonte S e o anteparo
O. Retirado de [1].

Para que P seja obtida nessa configuração, consideramos a probabilidade de que a
partícula passe por uma fenda Ai, em seguida por uma fenda Bj e, por fim, se descoloque
até O, e somamos sobre os índices i e j:

P =
∑
i,j

Pij(S → Ai → Bj → O). (2.13)

Podemos adicionar, livremente, novas telas ao aparato experimental. Cada uma,
com um número de fendas igualmente livre. Da mesma forma que nos casos anteriores, a
probabilidade de que a partícula emitida em S seja detectada em O é dada pela soma das
probabilidades individuais.

De fato, podemos adicionar ao aparato, um número infinito de telas. Cada uma,
com um número de fendas também infinito. Nesse caso, o espaço ocupado pelas telas é
simplesmente compreendido como um espaço vazio, conforme ilustrado pela Figura 2.



Capítulo 2. Integral de caminho 17

Figura 2 – Possíveis trajetórias realizadas pela partícula, entre S e O, no aparato experi-
mental com um número infinito telas e fendas. Retirado de [1].

Não obstante, a probabilidade de que a partícula seja propagada da fonte ao
anteparo é dada pela soma das probabilidades de que ela alcance O passando pelas
infinitas fendas das infinitas telas, isto é, por todos os caminhos existentes entre S e O:

P =
∑

Caminhos

P (S → O). (2.14)

Através dessa discussão qualitativa, podemos concluir que a amplitude de transição
expressa pela Eq. (2.10) pode ser obtida por meio da soma de todos os caminhos que a
partícula do sistema quântico em questão pode percorrer para se propagar de qi à qf . A
soma sobre todos esses caminhos é, então, expressa pela integral de caminho de Feynman.

Façamos agora a construção matemática dessa amplitude de transição (Eq. (2.10))
no formalismo de Feynman. Para isso, vamos supor que o sistema quântico em questão
seja descrito pelo seguinte operador Hamiltoniano:

Ĥ = P̂ 2

2m
+ V (Q̂), (2.15)

em que Q̂ e P̂ são, respectivamente, os operadores de posição e momento que satisfazem a
relação de comutação [Q̂, P̂ ] = i. Para casos como esse, em que Ĥ não depende do tempo
de forma explícita, o operador de evolução temporal é dado por

Û(tf , ti) = e−iĤ(tf −ti), (2.16)

de forma que a amplitude de transição pode ser expressa como:

H
〈qf , tt|qi, ti〉H = 〈qf |e−iĤ(tf −ti)|qi〉 . (2.17)

A propriedade de composição exibida pelas amplitudes de transição permite que
H

〈qf , tf |qi, ti〉H

seja escrita em termos de N amplitudes intermediárias. Assim, dividimos o intervalo de
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tempo tf − ti em N partes infinitesimais δt e inserimos, entre cada ponto intermediário de

H
〈qf , tf |qi, ti〉H , a seguinte relação de completeza:

∫ ∞

−∞
dq |q〉 〈q| = 1, (2.18)

em que |q〉 é um autoestado do operador de posição Q̂. Com isso, obtemos:

H
〈qf , tt|qi, ti〉H =

N−1∏
j=1

∫ ∞

−∞
dqj×

〈qf |e−iĤδt|qN−1〉 〈qN−1|e−iĤδt|qN−2〉 . . . 〈q1|e−iĤδt|qi〉︸ ︷︷ ︸
Nvezes

.

(2.19)

Podemos analisar
H

〈qf , tf |qi, ti〉H considerando uma de suas N amplitudes inter-
mediárias, visto que todas exibem a mesma forma:

〈q2|e−iĤδt|q1〉 = 〈q2|e−iδtP̂ 2
2m e−iδtV (Q̂)eO(δt2)|q1〉 , (2.20)

na qual substituímos o Hamiltoniano expresso pela Eq. (2.15) e utilizamos a fórmula de
Campbell-Baker-Hausdorff [35, 36],

eÂ+B̂ = eÂ eB̂ e− 1
2 [Â,B̂]+.... (2.21)

Os termos de ordens maiores em δt foram desprezados na Eq. (2.20), visto que δt se trata
de um intervalo de tempo infinitesimal.

Note que as funções exponenciais da amplitude de transição intermediária (Eq.
(2.20)) são expressas em termos dos operadores Q̂ e P̂ . Para que essas funções sejam
compostas pelos autovalores desses operadores, inserimos na Eq. (2.20) a relação de
completeza: ∫ ∞

−∞
dp

2π
|p〉 〈p| = 1, (2.22)

sendo |p〉 um autoestado do operador de momento P̂ . Assim, obtemos:

〈q2|e−iĤδt|q1〉 =
∫ ∞

−∞
dp1

2π
〈q2|e−iδtP̂ 2

2m |p1〉 〈p1|e−iδtV (Q̂)|q1〉 , (2.23)

de forma que os operadores Q̂ e P̂ agora podem atuar em seus respectivos autoestados,
|q〉 e |p〉. Como resultado, temos:

〈q2|e−iĤδt|q1〉 =
∫ ∞

−∞
dp1

2π
〈q2|p1〉 〈p1|q1〉 e−iδt

p2
1

2m e−iδtV (q1)

=
∫ ∞

−∞
dp1

2π
e−iδt

p2
1

2m e−iδtV (q1) eip1(q2−q1)

=
∫ ∞

−∞
dp1

2π
e−iδtH(p1,q1)eip1(q2−q1),

(2.24)
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em que utilizamos que as projeções entre os autoestados de posição e momento resultam
em ondas planas:

〈q|p〉 = eiqp e 〈q|p〉∗ = 〈p|q〉 = e−iqp. (2.25)

O resultado expresso pela Eq. (2.24) pode ser estendido às demais amplitudes de
transição intermediárias que compõem

H
〈qf , tf |qi, ti〉H . Dessa forma:

H
〈qf , tf |qi, ti〉H =

N∏
k=1

N−1∏
j=1

∫ ∞

−∞
dpk

2π
dqj e

[
iδt
∑N

n=1 −H(pn,qn)+ pn(qn+1−qn)
δt

]
. (2.26)

Ao tomarmos os limites δt → 0 e N → ∞ nessa equação, obtemos:

lim
δt→0

N→∞

N∑
n=1

δt

[
− H(pn, qn) + pn(qn+1 − qn)

δt

]
=
∫ tf

ti

dt
[

− H(p(t), q(t)) + p(t)q̇(t)
]
. (2.27)

Com isso, a amplitude de transição entre os estados |qi, ti〉H e |qf , tf〉H , passa a ser expressa
como uma integral de caminho de Feynman, no espaço de fase:

H
〈qi, ti|qf , tf〉H =

∫
Dp Dq e

i
∫ tf

ti
dt

(
p(t)q̇(t)−H(q,p)

)
, (2.28)

na qual definimos

Dp Dq =
N∏

k=1

dpk

2π

N=1∏
j=1

dqj. (2.29)

Todavia, a integral de caminho mais usual é aquela definida no espaço de configu-
ração, a qual é expressa em termos da Lagrangiana do sistema, em função de q(t) e q̇(t).
Para obtê-la, retomemos a Eq. (2.24):

〈q2|e−iĤδt|q1〉 =
∫ ∞

−∞
dp1

2π
e−iδt

p2
1

2m e−iδtV (q1) eip1(q2−q1), (2.30)

na qual podemos identificar que a função de integração no momento p1 é do tipo Gaussiana,
que pode ser integrada1 sem grandes dificuldades. Com isso, temos:

〈q2|e−iĤδt|q1〉 =
(−im

2πδt

) 1
2

e
iδt(m/2)

(
q2−q1

δt

)2

e−iδtV (q1). (2.31)

O resultado expresso pela Eq. (2.31) pode ser, então, estendido às N amplitudes
de transição intermediárias de

H
〈qf , tf |qi, ti〉H :

H
〈qi, ti|qf , tf〉H =

(−im

2πδt

)N
2
(

N−1∏
n=1

∫
dqj

)
e

[
iδt
∑N

n=1
m
2

(
qn+1−qn

δt

)2
−V (qn)

]
. (2.32)

Nessa equação, já é possível identificar o argumento da função exponencial como uma
versão discreta da Lagrangiana que descreve o sistema físico. Novamente, ao tomarmos o
limite em que N → ∞ e δt → 0, obtemos:

lim
δt→0

N→∞

N∑
n=1

δt

[
m

2

(
qn+1 − qn

δt

)2

− V (qn)
]

=
∫ tf

ti

dt L(q(t), q̇(t)), (2.33)

1 Para detalhes dessa integração, veja o Apêndice A
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em que L(q(t), q̇(t)) é a Lagrangiana do sistema, cuja forma é

L(q(t), q̇(t)) = m

2 q̇2(t) − V (q(t)). (2.34)

Assim, a amplitude de transição entre os estados quânticos de posição, passa a ser expressa
em termos da integral de caminho no espaço de configuração:

H
〈qi, ti|qf , tf〉H =

∫
Dq eiS[q], (2.35)

sendo S[q] a ação do sistema, dada por

S[q] =
∫ tf

ti

dt L(q(t), q̇(t)), (2.36)

enquanto a medida funcional Dq assume a seguinte forma:

Dq = lim
δt→0

N→∞

(−im

2πδt

)N
2 N−1∏

j=1
dqj. (2.37)

O fator

lim
δt→0

N→∞

(−im

2πδt

)N
2

, (2.38)

da medida funcional, em princípio, não é bem definido devido aos limites δt → 0 e N → ∞.
Todavia, essa divergência não gera problemas à amplitude de transição.

Na integral de caminho, expressa pela Eq. (2.35), os pontos inicial qi(ti) e final
qf(tf), são mantidos fixos, enquanto as coordenadas intermediárias são integradas sobre
todo o espaço. Desse modo, cada conjunto de pontos forma um caminho diferente q(t) que
conecta qi(ti) e qf(tf), conforme ilustrado pela Figura 3. A integração sobre todos esses
caminhos é, então, representada pela medida funcional Dq. Assim, conforme discutido
anteriormente, a amplitude de transição entre dois estados quânticos de posição, no
formalismo de Feynman, é dada através da soma sobre todos os caminhos que conectam
as posições inicial e final.

Figura 3 – Um possível caminho q(t) percorrido entre as posições inicial e final, definidas
nos estados quânticos. Retirado de [2].
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A formulação de Feynman da mecânica quântica, é completamente equivalente
a formulação canônica usual, na qual a dinâmica de um estado quântico é regida pela
equação de Schrödinger [37].

2.2 Integral de caminho em teoria quântica de campos
Ao longo dessa seção, veremos o formalismo de Feynman no contexto da teoria

quântica de campos, a qual sintetiza os princípios da mecânica quântica e da relatividade
especial. Esse tipo de teoria é capaz de fornecer a descrição das interações entre partículas
elementares que compõem a matéria ordinária. Nesse caso, as partículas são associadas às
excitações dos campos que, por sua vez, são compreendidos como sistemas que exibem
um número infinito de graus de liberdade. Além disso, a teoria quântica de campos não é
restrita ao contexto da física de partículas. Os métodos dessa teoria também podem ser
utilizados no âmbito da física da matéria condensada, por exemplo [38, 39]. Ademais, é
possível observar uma analogia entre a teoria quântica de campos e a física estatística, por
meio da integral de caminho de Feynman [40].

A combinação entre mecânica quântica e relatividade especial, fornecida pela teoria
quântica de campos, é necessária uma vez que a mecânica quântica não é suficiente para
descrever, corretamente, a dinâmica de partículas relativísticas. Isso porque, nesse regime,
o número de partículas pode não ser conservado, o que não é comportado pela mecânica
quântica. Por outro lado, a teoria quântica de campos é capaz de descrever esse fenômeno.

2.2.1 Teoria quântica relativística

As primeiras tentativas para a construção de uma teoria quântica consistente com
a relatividade especial foram fundamentadas na generalização da mecânica quântica para
o regime de altas velocidades [41–43]. Em princípio, poderíamos supor que a dinâmica
de uma partícula relativística pudesse ser descrita por uma generalização da equação de
Schrödinger:

i
∂

∂t
ψ(�x, t) =

√
−∇2 + m2 ψ(�x, t), (2.39)

na qual ψ(�x, t) = 〈�x |ψ, t0; t〉S é a função de onda. No entanto, o fato de que essa equação
exibe derivadas espaciais e temporal de ordens distintas indica uma assimetria entre espaço
e tempo que não deveria ser observada em uma teoria de caráter relativístico.

De forma independente, Oskar Klein [41] e Walter Gordon [42] propuseram uma
equação que fornece a descrição de uma partícula relativística livre e sem spin. Diferen-
temente da generalização da equação de Schrödinger, a equação de Klein-Gordon exibe
derivadas espaciais e temporal de mesma ordem:

∂2

∂t2 ψ(�x, t) =
(

− ∇2 + m2
)
ψ(�x, t). (2.40)
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Nesse caso, a assimetria entre espaço e tempo, associada às ordens das derivadas, deixa
de ser observada explicitamente. Isso sugere uma possível consistência da equação de
Klein-Gordon com a relatividade especial.

Um dos postulados da relatividade especial estabelece que, para qualquer referencial
inercial, as leis físicas devem ser as mesmas [44]. Esse tipo de referencial é representado
por um sistema de coordenadas do espaço-tempo, da seguinte forma:

xμ = (x0, x1, x2, x3) = (t, �x). (2.41)

Através de uma transformação de Lorentz, expressa pela matriz Λμ
ν , xμ é relacionado à

outro referencial inercial x̄μ, o qual se move com velocidade constante em relação à xμ:

x̄μ = Λμ
ν xν . (2.42)

A matriz de Lorentz, por sua vez, satisfaz:

gμνΛμ
ρ Λν

σ = gρσ, (2.43)

em que gμν é a métrica de Minkowski, dada por⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.44)

na assinatura (+, −, −, −).

Assim, a equação de Klein-Gordon é consistente com a relatividade especial somente
se sua forma for mantida nos referenciais xμ e x̄μ, relacionados pela transformação de
Lorentz (Eq. (2.42)). Para verificar se essa condição é satisfeita, podemos reescrever a
equação de Klein-Gordon em termos dos quadrigradientes, definidos como:

∂μ ≡ ∂

∂xμ
=
(

∂

∂t
, ∇

)
e ∂μ ≡ ∂

∂xμ

=
(

∂

∂t
, −∇

)
, (2.45)

os quais transformam-se de forma covariante, assim como os referenciais inerciais,

∂̄μ = Λμ
ν ∂ν e ∂̄μ = gμνΛν

ρ ∂ρ, (2.46)

em que usamos ∂μ = gμν ∂ν .

Desse modo, a equação de Klein-Gordon no referencial inercial xμ, assume a forma:
(

− ∂2 + m2
)
ψ(x) = 0, (2.47)

enquanto no referencial x̄μ, essa equação é expressa como
(

− ∂̄2 + m2
)
ψ̄(x̄) = 0, (2.48)



Capítulo 2. Integral de caminho 23

nas quais ∂2 ≡ ∂μ∂μ = ∂2

∂t2 − ∇2 é o operador d’Alembertiano.

Impondo que as funções de onda ψ(x) e ψ̄(x̄) sejam iguais nos referenciais xμ e x̄μ,
as Eqs. (2.47) e (2.48) são as mesmas somente se o operador d’Alembertiano também for
igual em ambos os referenciais. Através da Eq. (2.46), podemos concluir que ∂̄2 de fato é
igual a ∂2:

∂̄2 = ∂̄μ∂̄μ

= gμνΛμ
ρΛν

σ∂ρ∂σ

= ∂μ∂μ = ∂2,

(2.49)

em que também utilizamos a Eq. (2.43) e renomeamos os índices contraídos (índices mudos)
ρ e σ.

Portanto, a equação de Klein-Gordon é consistente com a relatividade especial,
visto que sua forma é mantida em referenciais inerciais distintos. Entretanto, essa equação
ainda não fornece uma descrição correta de um sistema quântico relativístico, pois exibe
uma derivada temporal de segunda ordem. Isso sugere que as amplitudes de transição
entre dois estados quânticos podem depender do tempo, o que viola a conservação da
probabilidade postulada pela mecânica quântica.

Outra proposta para a descrição de uma mecânica quântica relativística é fornecida
pela equação de Dirac para férmions livres de spin 1/2 [43]:

i
∂

∂t
ψa(x) =

(
− i(αj)ab∂j + m(β)ab

)
ψb(x), (2.50)

em que a função de onda ψa(x), com a = 1, 2, considera as configurações de spin ±1/2,
enquanto αj e β são matrizes de spin.

Diferente do caso anterior, a equação de Dirac exibe apenas derivadas de primeira
ordem, de modo que a conservação da probabilidade deixa de ser violada. No entanto, essa
equação ainda apresenta um problema: a existência de estados quânticos com energias
negativas, o que implica na ausência de um estado fundamental. Como solução para esse
problema, Dirac propôs que todos os estados de energia negativa já estivessem ocupados
por elétrons, o que ficou conhecido como mar de Dirac. Assim, pelo princípio de exclusão
de Pauli [45], outros elétrons não poderiam ocupar esses estados. Entretanto, Dirac supôs
uma configuração na qual todos os estados de energia negativa estariam ocupados, exceto
um. Esse “buraco” no mar de Dirac interagiria com os campos elétricos como se fosse
uma partícula carregada positivamente [43]. Tal partícula, conhecida como pósitron, foi
observada experimentalmente em 1933 [46].

Embora a generalização da mecânica quântica ao regime relativístico proposta por
Dirac tenha sido, até certo ponto bem sucedida, não é possível estendê-la às partículas que
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não satisfazem o princípio de exclusão de Pauli. Além disso, essa teoria requer um número
infinito de elétrons para que todos os estados de energia negativa estejam ocupados.

Através das equações de Klein-Gordon e de Dirac, é possível notar que a generaliza-
ção da mecânica quântica para o regime relativístico apresenta diversas dificuldades. Isso
ocorre devido à distinção com a qual tempo e espaço são tratados em mecânica quântica.
Nessa teoria, os observáveis são descritos por operadores Hermitianos, como ocorre com a
posição. Todavia, não há nessa descrição um operador Hermitiano associado ao tempo, o
qual é interpretado apenas como um parâmetro.

Desse modo, para que uma teoria quântica relativística seja construída de modo
consistente, é necessário que tempo e espaço sejam fundamentalmente tratados da mesma
forma. Isso sugere duas interpretações: a de que a posição seja tomada como um parâmetro
ou a de que o tempo seja descrito por um operador Hermitiano. A escolha usual, que dá
origem ao que conhecemos como teoria quântica de campos, é a de que a posição passe a
ser compreendida apenas como um parâmetro, assim como o tempo. Nesse formalismo, os
parâmetros �x e t passam então a rotular um novo operador, definido como campo quântico
ϕ̂(�x, t). Nesse sentido, uma teoria quântica consistente com a relatividade especial é, então,
obtida através da quantização de uma teoria de campos (clássica) relativística.

2.2.2 Teoria clássica de campos

As teorias clássicas de campos são expressas na formulação covariante, a qual é
manifestamente invariante por transformações de Lorentz. Isso garante que essas teorias
descrevam a mesma física em qualquer referencial inercial. Usualmente, as teorias clássicas
de campos são descritas por Lagrangianas construídas em termos de quantidades físicas que
se transformam de modo covariante. Essas quantidades podem ser escalares, quadrivetores
ou quadritensores, cujas transformações são definidas da seguinte forma:

1. Escalar:
S̄ = S. (2.51)

2. Quadrivetor:
Āμ = Λμ

νAν . (2.52)

3. Quadritensor2 (ordem 2):

T̄ β
α = Λμ

αΛβ
νT ν

μ. (2.53)

Assim, para que uma teoria de campos relativística seja consistente com a re-
latividade especial, a Lagrangiana que a descreve deve ser expressa em termos dessas
2 Tensores de ordem n transformam-se sob n matrizes de Lorentz, ou de modo geral, sob qualquer

representação do grupo de Lorentz.



Capítulo 2. Integral de caminho 25

quantidades, mas de modo que se mantenha igual em referenciais inerciais distintos. Isso
significa que a Lagrangiana de uma teoria de campos relativística deve ser um escalar de
Lorentz, assim como o objeto S da Eq. (2.51). Por consequência, a ação também é um
escalar de Lorentz, o que assegura que as equações de movimento que regem a dinâmica
dos campos de uma teoria sejam iguais em qualquer referencial inercial.

2.2.3 Formulação de Feynman

A quantização de uma teoria de campos relativística, por meio do formalismo de
Feynman, pode ser realizada através de uma generalização formal da integral de caminho
que obtivemos para a mecânica quântica (Eq. (2.35)). Para isso, consideremos uma teoria
que descreve um sistema de N partículas, cuja Lagrangiana é dada em função das posições
e velocidades de cada partícula, denotadas por qa(t) e q̇a(t), respectivamente. No limite em
que N → ∞, o parâmetro discreto a que rotula as N partículas, passa a ser caracterizado
por um vetor de posição tridimensional �x. Dessa forma, a posição torna-se um parâmetro
que, em conjunto com o tempo, rotula uma nova função que definimos como campo: ϕ(x),
em que x = (�x, t). Nesse sentido, o campo é compreendido como uma função que assume
um determinado valor em todo ponto do espaço-tempo [1, 31].

Desse modo, a Lagrangiana, antes descrita como uma função de qa(t) e q̇a(t), passa a
ser expressa em termos do campo ϕ(x) e de suas derivadas, na formulação covariante, o que
garante a consistência da teoria com a relatividade especial. Além disso, a soma discreta
sobre o parâmetro a passa a ser dada por uma integral sobre o espaço tridimensional:∑

a

L(qa(t), q̇a(t)) →
∫

d3x L(ϕ(x), ∂μϕ(x)), (2.54)

em que L(ϕ(x), ∂μϕ(x)) é definida como densidade Lagrangiana3.

Ademais, a medida funcional da integral de caminho passa a indicar a integração
sobre todas as configurações distintas assumidas pelo campo, dadas suas condições de
contorno:

Dq = lim
δt→0

N→∞

(−im

2πδt

)N
2 N−1∏

j=1
dqj → Dϕ = A

N−1∏
j=1

dϕ(xj), (2.55)

em que A corresponde ao pré-fator expresso em Dq.

Assim, em teoria quântica de campos, a integral de caminho fornece a amplitude
de transição entre duas configurações de campo distintas, ϕi(x) e ϕf (x):

〈ϕ̂f (x)|ϕ̂i(x)〉 =
∫ ϕf (x)

ϕi(x)
Dϕ eiS[ϕ], (2.56)

em que a ação S[ϕ] é dada por

S[ϕ] =
∫

d4x L(ϕ(x), ∂μϕ(x)). (2.57)
3 Ao longo deste trabalho passaremos a nos referir à L(ϕ(x), ∂μϕ(x)) apenas como Lagrangiana, seguindo

a formalidade usual dos livros de teoria quântica de campos.
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De modo geral, nesse tipo de teoria, estamos interessados nas amplitudes de
transição entre estados de vácuo, ou estados fundamentais, os quais são compreendidos
como aqueles em que não existem partículas. Nesse caso, tomamos as configurações inicial
e final do campo como sendo ϕi(x) = ϕf (x) = 0 nos limites ti → −∞ e tf → +∞. Dessa
forma, obtemos:

Z[J ] ≡ 〈0|0〉J =
∫

Dϕ e
i

(
S[ϕ]+

∫
d4x J(x)ϕ(x)

)
, (2.58)

na qual o termo ∫
d4x J(x)ϕ(x), (2.59)

descreve uma interação entre o campo ϕ(x) e uma fonte externa J(x). Essa fonte é
introduzida na descrição da teoria com o objetivo de gerar perturbações ao campo ao longo
da transição entre os estados de vácuo. Desse modo, partículas, as quais são compreendidas
como excitações do campo, são criadas.

De maneira análoga à função partição definida em física estatística, o funcional
gerador4 Z[J ] contém toda a informação acerca do sistema físico [47]. Como veremos na
Seção 2.3, Z[J ] gera todas funções de correlação de uma teoria, a partir das quais as
amplitudes de espalhamento, mensuradas em processos de espalhamento e decaimento,
são obtidas.

Dessa forma, a quantização de uma teoria de campos relativística, por meio do
formalismo de Feynman, equivale a resolver a integral de caminho expressa pela Eq. (2.58).
Ao longo das próximas subseções, iremos obter as formas dos funcionais geradores para as
teorias que descrevem campos escalares livre e interagente.

2.2.4 Campo escalar livre

Uma teoria de campos bastante simples é aquela que descreve um campo escalar
massivo e livre de interações, cuja Lagrangiana é dada por:

L0 = 1
2 ∂μϕ ∂μϕ − 1

2m2ϕ2(x). (2.60)

Para que possamos obter o funcional gerador desta teoria, substituímos a Lagran-
giana L0 na definição de Z[J ], dada pela Eq. (2.58):

Z0[J ] =
∫

Dϕ exp
[
i
∫

d4x

(
L0 + ϕ(x)J(x)

)]

=
∫

Dϕ exp
[
i
∫

d4x

(
1
2 ∂μϕ ∂μϕ − 1

2m2ϕ2(x) + ϕ(x)J(x)
)] (2.61)

em que o subscrito 0 denota a teoria livre.
4 O funcional gerador também pode ser definido em mecânica quântica, ao construirmos a amplitude de

transição entre estados quânticos na presença de uma fonte externa.
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Podemos reescrever Z0[J ] no espaço dos momentos utilizando as transformadas de
Fourier do campo ϕ(x) e da fonte externa J(x), definidas como:

ϕ(x) =
∫ d4k

(2π)4 e−ikxϕ(k) e J(x) =
∫ d4k

(2π)4 e−ikxJ(k), (2.62)

sendo kx o produto quadrivetorial k0t − �k · �x. Assim, o funcional gerador assume a forma:

Z0[J ] =

∫
Dϕ exp

[
i

2

∫ d4k

(2π)4

(
ϕ(k)(k2 − m2)ϕ(−k) + J(−k)ϕ(k) + J(k)ϕ(−k)

)]
,

(2.63)

no qual utilizamos a representação integral da delta de Dirac, expressa por∫
d4x eikx = (2π)4δ4(k). (2.64)

A Eq. (2.63) pode ser simplificada através da seguinte redefinição do campo ϕ(x):

ϕ(k) = χ(k) + J(k)
m2 − k2 , (2.65)

em que χ(x) é um novo campo escalar real. Com essa transformação, a medida funcional
simplesmente passa de Dϕ para Dχ e não tem sua estrutura modificada. Desse modo,
Z0[J ] fica:

Z0[J ] = exp
(

− i

2

∫ d4k

(2π)4
J(k)J(−k)

k2 − m2

)
×

∫
Dχ exp

[
i

2

∫ d4k

(2π)4

(
χ(k)(k2 − m2)χ(−k)

)]
.

(2.66)

Podemos observar que o funcional gerador é expresso por um termo independente do
campo χ(k), que não gera contribuições à integral funcional. Por outro lado, a integral de
caminho não depende da fonte externa J(k) e, portanto, descreve a amplitude de transição
entre dois estados de vácuo sem que haja perturbações ao campo χ(k), visto que na teoria
livre, J(k) é a única fonte de interação. Nesse caso, a integral funcional em χ(k) resulta
apenas em um termo constante que denotaremos como Z0[0].

Assim, o funcional gerador passa a ser dado por

Z0[J ] = exp
(

− i

2

∫ d4k

(2π)4
J(k)J(−k)

k2 − m2

)
Z0[0], (2.67)

que pode ser reescrito no espaço das posições, como anteriormente, através da transformada
de Fourier de J(k):

J(k) =
∫

d4x eikxJ(x). (2.68)
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Desse modo, o funcional gerador para o campo escalar livre assume a forma:

Z0[J ] = exp
(

− i

2

∫
d4x d4x′J(x′)Gf (x − x′)J(x)

)
Z0[0], (2.69)

na qual utilizamos a delta de Dirac (Eq. (2.64)) e sua propriedade de filtragem. O termo

Gf (x − x′) = lim
ε→0+

∫ d4k

(2π)4
e−ik(x−x′)

k2 − m2 + iε
, (2.70)

que surge entre as fontes J(x) e J(x′), é definido como o propagador de Feynman. Esse
objeto descreve a criação de uma partícula no ponto x do espaço-tempo e sua propagação
até o ponto x′, onde é aniquilada. O fator iε, presente na integral, desloca os polos k = ±m

acima e abaixo do eixo real, especificando o contorno no plano complexo para que a integral
possa ser realizada.

O propagador de Feynman também é compreendido como a função de Green da
equação de Klein-Gordon, a qual rege a dinâmica de um campo escalar livre:(

∂μ∂μ + m2
)
Gf (x − x′) = δ(x − x′). (2.71)

2.2.5 Campo escalar interagente

Outro exemplo de teoria de campos, é aquele que descreve um campo escalar
massivo e auto-interagente, cuja Lagrangiana é dada por:

L = 1
2 ∂μϕ ∂μϕ − 1

2m2ϕ2(x) − λ

4!ϕ
4(x), (2.72)

com λ sendo a constante de acoplamento, adimensional, do termo de auto-interação de
ϕ(x). A Lagrangiana dessa teoria também pode ser expressa como:

L = L0 − λ

4!ϕ
4, (2.73)

sendo que L0 é a Lagrangiana que descreve um campo escalar livre (Eq. (2.60)).

Para que possamos obter o funcional gerador dessa teoria, substituímos a Lagran-
giana dada pela Eq. (2.73) na definição de Z[J ] (Eq. (2.56)):

Z[J ] =
∫

Dϕ exp
[
i
∫

d4x

(
L0 + J(x)ϕ(x)

)]
exp

(
− i

∫
d4x

λ

4!ϕ
4(x)

)
. (2.74)

Nessa equação, podemos ver que a função exponencial cujo argumento descreve a auto-
interação do campo ϕ(x), é o único termo que a distingue da Eq. (2.61), expressa para o
caso da teoria livre. Esse termo pode ser reescrito de um modo que nos permita reaproveitar
os resultados obtidos para aquela teoria. Para isso, introduzimos um objeto definido como
derivada funcional [48]:

δ

δJ(x)J(y) = δ4(x − y) ou δ

δJ(x)

∫
d4yJ(y)φ(y) = φ(x), (2.75)
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a qual é apenas uma generalização do caso discreto às funções contínuas:

δ

δxi

xj = δij ou δ

δxi

(xj kj) = ki. (2.76)

Ao calcularmos a derivada funcional de Z0[J ] com relação à fonte externa J(x),
fatores multiplicativos do campo ϕ(x) são introduzidos na integral de caminho:

δ

δJ(x1)
Z0[J ] = δ

δJ(x1)

[ ∫
Dϕ ei

∫
d4x (L0+J(x)ϕ(x))

]

=
∫

D ϕ

(
i
∫

d4x
δJ(x)
δJ(x1)

ϕ(x)
)

ei
∫

d4x (L0+J(x)ϕ(x))

= i
∫

D ϕ ϕ(x1) ei
∫

d4x (L0+J(x)ϕ(x)),

(2.77)

em que usamos definição da derivada funcional e a propriedade de filtragem da delta de
Dirac. Assim, podemos assumir a seguinte relação [2]:

1
i

δ

δJ(x) → ϕ(x), (2.78)

e reescrever o termo de interação quártica como

λ

4!ϕ
4 → λ

4!

(
1
i

δ

δJ(x)

)4

. (2.79)

Dessa forma, o funcional gerador passa a ser expresso por:

Z[J ] =
∫

Dϕ exp
[−iλ

4!

∫
d4x

(
1
i

δ

δJ(x)

)4]
exp

[
i
∫

d4x

(
L0 + J(x)ϕ(x)

)]
. (2.80)

Podemos ver que a primeira função exponencial do funcional gerador agora é independente
do campo ϕ(x) e não contribui para a integral de caminho, enquanto os termos restantes
correspondem ao funcional gerador da teoria livre Z0[J ]. Logo, Z[J ] pode ser reescrito
como:

Z[J ] = exp
[

− iλ

4!

∫
d4x

(
1
i

δ

δJ(x)

)4 ]
Z0[J ]. (2.81)

Ainda, para que a forma de Z[J ] seja obtida, as derivadas funcionais devem ser
atuadas sobre Z0[J ]. Para isso, é necessário que a função exponencial seja expandida em
série de Taylor:

exp
[

− iλ

4!

∫
d4x

(
1
i

δ

δJ(x)

)4 ]
= 1 − iλ

4!

∫
d4x

(
1
i

δ

δJ(x)

)4

+ 1
2!

(−iλ

4!

)2 ∫
d4x

(
1
i

δ

δJ(x)

)4 ∫
d4y

(
1
i

δ

δJ(y)

)4

+ . . . .

(2.82)
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Com isso, obtemos uma série de potências em termos da constante de acoplamento λ. Por
uma questão de simplificação, consideraremos que a interação λϕ4(x) da teoria é pequena.
Portanto, nessa expansão, desprezaremos os termos de segunda ordem, ou mais, em λ.

Assim, com a expansão da função exponencial, o funcional gerador se torna:

Z[J ] ≈
[
1 −

(
iλ

4!

)∫
d4x

(
δ

δJ(x)

)4]
Z0[J ]

≈ Z0[0]
[
1 −

(
iλ

4!

)∫
d4x

(
δ4

δJ(x1)δJ(x2)δJ(x3)δJ(x4)

)4]

× exp
(

− i

2

∫
d4x d4x′J(x)Gf (x − x′)J(x′)

)
,

(2.83)

em que utilizamos Z0[J ] dado pela Eq. (2.69).

Ao atuarmos as derivadas funcionais na Eq. (2.83), obtemos:

Z[J ] ≈ Z0[0]
[
1 + iλ

8 Gf (0)Gf (0)
∫

d4x

+ λ

4 Gf (0)
∫

d4x

(∫
d4x3 Gf (x − x3)J(x3)

∫
d4x4 Gf (x − x4)J(x4)

)

− iλ

4!

∫
d4x

(∫
d4x3 Gf (x − x3)J(x3)

∫
d4x4 Gf (x − x4)J(x4)

×
∫

d4x5 Gf (x − x5)J(x5)
∫

d4x6 Gf (x − x6)J(x6)
)]

× exp
(

− i

2

∫
d4x d4x′J(x)Gf (x − x′)J(x′)

)
,

(2.84)

na qual o termo
iλ

8 Gf (0)Gf (0)
∫

d4x, (2.85)

é divergente, visto que a integral é realizada sobre o espaço-tempo e as funções de
Green avaliadas na origem não convergem. No entanto, estas divergências podem ser
absorvidas pelo termo Z0[0]. Isso porque nas funções de correlação, calculadas através
do funcional gerador, as divergências contidas em Z0[0] são canceladas, pois os mesmos
termos divergentes surgem no denominador e no nominador dessas funções. Desse modo, o
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funcional gerador para a teoria interagente pode ser expresso como:

Z[J ] ≈ Z0[0]×
[
1 + λ

4 Gf (0)
∫

d4x

(∫
d4x3 Gf (x − x3)J(x3)

∫
d4x4 Gf (x − x4)J(x4)

)

− iλ

4!

∫
d4x

(∫
d4x3 Gf (x − x3)J(x3)

∫
d4x4 Gf (x − x4)J(x4)

×
∫

d4x5 Gf (x − x5)J(x5)
∫

d4x6 Gf (x − x6)J(x6)
)]

× exp
(

− i

2

∫
d4x d4x′J(x)Gf (x − x′)J(x′)

)
,

(2.86)

que é somente válido até primeira ordem em λ. Nessa expressão, podemos observar que Z[J ]
é dado pelo funcional gerador da teoria livre acrescido de termos de correção proporcionais
à λ.

2.3 Funções de correlação
No contexto de teoria quântica de campos, as funções de correlação são definidas

como o valor esperado do produto de N campos, as quais podem ser expressas por meio
das integrais de caminho de Feynman. É através desses objetos que as amplitudes de
espalhamento, mensuradas em processos de decaimento e espalhamento, são descritas
teoricamente.

Podemos obter as funções de correlação para a teoria quântica de campos, construindo-
as para a mecânica quântica e, então, tomando o limite do contínuo assim como fizemos
na Seção 2.2. Para isso, partimos da amplitude de transição entre dois estados quânticos,
expressa por:

H
〈qf , tf |qi, ti〉H =

∫
Dq e

i
∫ tf

ti
dt L(q,q̇)

. (2.87)

Em seguida, consideramos o elemento de matriz:

H
〈qf , tf |Q̂(H)(t1)Q̂(H)(t2)|qi, ti〉H , com tf ≥ t1 > t2 ≥ ti, (2.88)

o qual fornece o valor esperado do produto, temporalmente ordenado, de dois operadores
de posição definidos em tempos distintos, ou seja, uma função de correlação de dois pontos.

Podemos determinar este elemento de matriz, inserindo a seguinte relação de
completeza: ∫ ∞

−∞
dq |q, t〉H H〈q, t| = 1, (2.89)
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entre os operadores Q̂(H)(t1) e Q̂(H)(t2) da Eq. (2.88). Assim, obtemos:

H
〈qf , tf |Q̂(H)(t1)Q̂(H)(t2)|qi, ti〉H =

H
〈qf , tf |Q̂(H)(t1)1Q̂(H)(t2)1|qi, ti〉H

=
∫ ∞

−∞
dq1 dq2

(
H

〈qf , tf |Q̂(H)(t1)|q1, t1〉H

× H〈q1, t1|Q̂(H)(t2)|q2, t2〉H H〈q2, t2|qi, ti〉H

)
,

(2.90)

que resulta em

H
〈qf , tf |Q̂(H)(t1)Q̂(H)(t2)|qi, ti〉H =

∫ ∞

−∞
dq1 dq2

(
q1(t) q2(t) H

〈qf , tf |q1, t1〉H

× H〈q1, t1|q2, t2〉H H〈q2, t2|qi, ti〉H

)
,

(2.91)

após a atuação dos operadores Q̂(H)(t) em seus respectivos autoestados.

Podemos identificar na Eq. (2.91) três amplitudes de transição entre estados
quânticos: a primeira, entre o estado inicial e aquele definido no tempo t2; em seguida,
entre os estados definidos em t2 e t1; e por fim, entre os estados caracterizados pelos
tempos t1 e tf . Segundo a Eq. (2.87), essas amplitudes podem ser escritas em termos das
integrais funcionais. Assim, temos:

H
〈qf , tf |Q̂(H)(t1)Q̂(H)(t2)|qi, ti〉H =

∫
Dq q1(t1) q2(t2)e

i
∫ t2

ti
dt L

e
i
∫ t1

t2
dt L

e
i
∫ tf

t1
dt L

, (2.92)

em que dq1 e dq2 estão inseridos na medida funcional Dq. Ao somarmos os argumentos
das funções exponenciais, obtemos a função de correlação de dois pontos no formalismo
das integrais de caminho:

H
〈qf , tf |Q̂(H)(t1)Q̂(H)(t2)|qi, ti〉H =

∫
Dq q1(t1) q2(t2)e

i
∫ tf

ti
dt L(q,q̇)

, (2.93)

a qual pode ser generalizada para N pontos:

H
〈qf , tf |T̂

(
Q̂(H)(t1)...Q̂(H)(tN)

)
|qi, ti〉

H
=
∫

Dq q1(t1)... qN(tN)ei
∫ tf

ti
dt L(q,q̇)

, (2.94)

em que T̂ é o operador de ordenamento temporal.

Estas funções podem ser formalmente generalizadas para a teoria quântica de
campos, de modo análogo ao que vimos na Seção 2.2. Com isso, obtemos:

〈0|T̂
(
ϕ̂(x1)...ϕ̂(xN)

)
|0〉 =

∫
Dϕ ϕ(x1)... ϕ(xN) ei

∫
d4x (L(ϕ,∂μϕ)+J(x)ϕ(x)). (2.95)

Do lado esquerdo dessa equação, os campos ϕ(x) atuam como operadores, o que justifica
a necessidade do operador de ordenamento temporal T̂ . Este tratamento não é necessário
do lado direito da igualdade. Isso porque a integral de caminho já fornece as funções de
correlação com o ordenamento temporal correto, uma vez que os campos ϕ(xN ) tornam-se
apenas funções do espaço-tempo e comutam entre si.
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As funções de correlação também podem ser expressas de modo simplificado através
da derivada funcional, definida pela Eq. (2.75). Conforme vimos na Eq. (2.77), esse objeto
introduz termos multiplicativos do campo ϕ(x) na integral de caminho, ao atuar sobre o
funcional gerador. Dessa forma, podemos escrever as funções de correlação da seguinte
forma:

〈0|T̂
(
ϕ̂(x1)...ϕ̂(xN)

)
|0〉 =

(
1
i

)N 1
Z[J ]

δNZ[J ]
δJ(x1)δJ(x2)...δJ(xN)

∣∣∣∣∣
J=0

, (2.96)

em que, após atuarmos as N derivadas funcionais sobre Z[J ], podemos avaliar a fonte
J(x) como zero, uma vez que trata-se apenas de uma variável auxiliar introduzida com o
objetivo de gerar perturbações ao campo.

Como exemplo, calcularemos a função de correlação de dois pontos para as teorias
livre e interagente, cujos funcionais geradores são dados pelas Eqs. (2.69) e (2.86), respec-
tivamente. Essas funções, em particular, assumem um papel importante, pois fornecem os
propagadores das teorias, como veremos adiante.

Para a teoria que descreve um campo escalar livre, a função de correlação de dois
pontos é expressa por:

〈0|T̂ (ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)|0〉 =
(

1
i

)2 1
Z0[J ]

δ2

δJ(x1)δJ(x2)
Z0[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

= − 1
Z0[J ]

δ2

δJ(x1)δJ(x2)

× exp
(

− i

2

∫
d4x d4x′J(x′)Gf (x − x′)J(x)

)
Z0[0]

∣∣∣∣∣
J=0

.

(2.97)

Ao atuarmos a primeira derivada sobre o funcional gerador na Eq. (2.97), obtemos:

〈0|T̂ (ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)|0〉 = − 1
Z0[J ]

δ

δJ(x1)

(
i

2

∫
d4x Gf (x − x2)J(x)

+ i

2

∫
d4x′ Gf (x2 − x′)J(x′)

)
Z0[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

,

(2.98)

em que utilizamos a definição da derivada funcional, dada pela Eq. (2.75), e a propriedade
de filtragem da distribuição delta de Dirac. Após a atuação da segunda derivada funcional
sobre Z0[J ], a função de correlação de dois pontos resulta em:

〈0|T̂ (ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)|0〉 = 1
i

(
− 1

2Gf (x1 − x2) − 1
2Gf (x2 − x1)

)
= i Gf (x1 − x2), (2.99)

na qual utilizamos o fato que as funções de Green são simétricas. Dessa forma, podemos
ver que a função de correlação de dois pontos para a teoria livre nos fornece o propagador
de Feynman, definido pela Eq. (2.70).
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Para a teoria interagente, a função de correlação de dois pontos é obtida de forma
análoga a que utilizamos para a teoria livre, com a diferença de que o funcional gerador,
neste caso, é dado pela Eq. (2.86). Assim, apresentamos apenas o resultado para essa
função, sem passos intermediários

〈0|T̂ (ϕ̂(x1)ϕ̂(x2))|0〉 =
(

1
i

)2 1
Z[J ]

δ2

δJ(x1)δJ(x2)
Z[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

=1
i

1
Z[J ]

δ

δJ(x1)

{
Z0[0]

[
1 + λ

4 Gf (0)
∫

d4x

×
(∫

d4x3 Gf (x − x3)J(x3)
∫

d4x4 Gf (x − x4)J(x4)
)

− iλ

4!

∫
d4x

(∫
d4x3 Gf (x − x3)J(x3)

×
∫

d4x4 Gf (x − x4)J(x4)
∫

d4x5 Gf (x − x5)J(x5)

×
∫

d4x6 Gf (x − x6)J(x6)
)]

× exp
(

− i

2

∫
d4x d4x′J(x)Gf (x − x′)J(x′)

)}∣∣∣∣∣
J=0

= i Gf (x1 − x2) − λ

2 Gf (0)
∫

d4x Gf (x − x1)Gf (x − x2).

(2.100)

Nessa expressão, podemos ver que o primeiro termo do propagador da teoria interagente
é apenas o propagador de Feynman que obtivemos para a teoria livre. O termo restante
representa correções quânticas que descrevem interações entre partículas, que não são
observadas no propagador livre.

Funções de correlação de mais pontos resultam em formas modificadas do propa-
gador, as quais incluem outras formas de correções quânticas. Por exemplo, a função de
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correlação de quatro pontos para a teoria interagente é dada por:

〈0|T̂ (ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x3)ϕ̂(x4))|0〉 =

−
(
Gf (x1 − x2)Gf (x3 − x4) + Gf (x1 − x3)Gf (x2 − x4)

+ Gf (x1 − x4)Gf (x2 − x3)
)

− iλ

2 Gf (0)
∫

d4x
(
Gf (x1 − x2)Gf (x − x3)Gf (x − x4)

+ Gf (x1 − x3)Gf (x − x2)Gf (x − x4) + Gf (x1 − x4)Gf (x − x2)Gf (x − x3)

+ Gf (x2 − x3)Gf (x − x1)Gf (x − x4) + Gf (x2 − x4)Gf (x − x1)Gf (x − x2)

+ Gf (x3 − x4)Gf (x − x1)Gf (x − x2)
)

− iλ
∫

d4x
(
Gf (x − x1)Gf (x − x2)Gf (x − x3)Gf (x − x4)

)
.

(2.101)

É importante notar que as funções de correlação calculadas para a teoria interagente
foram obtidas em regime perturbativo, uma vez que obtivemos o funcional gerador Z[J ]
a partir de expansões em λ. Outras correções quânticas podem ser introduzidas nessas
funções ao considerarmos termos de ordens maiores em λ.

Podemos observar que as funções de correlação de dois e quatro pontos, obtidas
para a teoria interagente, exibem termos bastante distintos, envolvendo o produto das
funções de Green, Gf (x − y). As formas exibidas por essas funções se tornam ainda mais
complexas quando consideramos termos de ordens maiores em λ no regime perturbativo.
Uma forma mais simples de compreender as interações exibidas pelas funções de correlação,
é fornecida pelos diagramas de Feynman, os quais podem ser construídos a partir de
algumas regras gerais [48]:

1. Cada ponto do espaço-tempo onde as funções de correlação são calculadas é
representado por um ponto, enquanto cada propagador livre Gf (x1 − x2) é representado
por uma linha que conecta dois pontos.

2. Cada fator proporcional à −λ
∫

d4x é associado a um ponto interno.

3. Pontos internos onde quatro linhas se encontram são denominados como vértices
e também são proporcionais à −λ

∫
d4x.
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(a) (b) (c)

Figura 4 – Diagramas de Feynman para a teoria interagente. Adaptado de [2].

Os diagramas de Feynman da Figura 4 representam os termos das funções de
correlação de dois e quatro pontos, obtidas para a teoria interagente. O diagrama exibido
na Figura 4 (a) é associado aos termos da forma:

i Gf (x1 − x2), (2.102)

que é apenas o propagador livre de Feynman, o qual descreve uma partícula sendo criada
no ponto x1 e propagada até o ponto x2, onde é aniquilada.

As Figuras 4 (b) e 4 (c) representam, respectivamente, termos das formas

− i Gf (0)
∫

d4y
(
Gf (x1 − y)Gf (y − x2)

)
e

− λ
∫

d4x
(
Gf (x1 − x)Gf (x2 − x)Gf (x3 − x)Gf (x1 − x)

)
,

(2.103)

que descrevem interações entre partículas.

Os diagramas de Feynman podem ser divididos em duas classes: a dos diagramas
conexos e a dos desconexos. A primeira classe é formada por diagramas cujas linhas
estão ligadas a pelo menos uma linha externa, diferente do que ocorre com os diagramas
desconexos. As funções de correlação, calculadas a partir do funcional gerador Z[J ], são
descritas por produtos de funções de Green associadas a ambos os tipos de diagramas.
Entretanto, apenas as funções de correlação que podem ser representadas por diagramas
conexos contribuem às amplitudes de espalhamento físicas. Por esse motivo, definimos um
funcional gerador que produz apenas esse tipo de diagrama:

W [J ] = −i log Z[J ]. (2.104)

Assim, as funções de correlação são agora calculadas a partir de W [J ]:

〈0|T̂
(
ϕ̂(x1), . . . , ϕ̂(xN)

)
|0〉

c
=
(

1
i

)N−1
δNW [J ]

δJ(x1), . . . , J(xN)

∣∣∣∣∣
J=0

, (2.105)

em que o subscrito c indica que a função de correlação é conexa. A prova de que W [J ]
gera apenas diagramas conexos está fora do escopo dessa dissertação. Para mais detalhes
veja [49].
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3 Ação efetiva

Ao longo desse capítulo, veremos como ocorre a descrição de teorias que apresentam
um campo que exibe um valor esperado de vácuo não nulo, isto é, quando o valor
assumido pelo campo, em seu estado estado de mínima energia, é diferente de zero.
Quando desprezamos correções quânticas, esse valor é obtido através da minimização da
função que descreve a energia potencial da teoria. Entretanto, quando essas correções
são consideradas, é necessário que haja uma nova função cujo mínimo seja capaz de
descrever as modificações sofridas pelo valor esperado de vácuo devido às correções. Tal
função é denominada como potencial efetivo e inclui correções quânticas, de quaisquer
ordens em �, ao potencial clássico. Essa função é a componente potencial de um funcional
denominado como ação efetiva: uma generalização da ação clássica, que também inclui
correções quânticas.

Na Seção 3.1, veremos que o valor esperado de vácuo de um campo quântico é
descrito por um funcional denominado como campo clássico, ou campo médio, o qual
minimiza o potencial efetivo. Nas Seções 3.2 e 3.3, apresentaremos algumas características
da ação e do potencial efetivos. Nessa última seção, em particular, calcularemos o potencial
efetivo para a teoria que descreve um campo escalar interagente, considerando correções
quânticas de um laço, isto é, aquelas proporcionais à �. Essas seções foram desenvolvidas
com base nas referências [2, 48, 49], além daquelas citadas ao longo do texto.

3.1 Campo clássico
O valor esperado de vácuo de um campo quântico ϕ(x) é definido como uma função

de correlação de um ponto, a qual fornece o valor médio assumido pelo campo no estado
fundamental, ou estado de vácuo. Alguns campos podem assumir um valor esperado de
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vácuo nulo, como é o caso do campo escalar livre:

〈0|ϕ(x1)|0〉c = δW0[J ]
δJ(x1)

∣∣∣∣∣
J=0

= 1
i

1
Z0[J ]

δ

δJ(x1)

×
[

exp
(

− i

2

∫
d4x d4x′J(x′)Gf (x − x′)J(x)

)
Z0[0]

]∣∣∣∣∣
J=0

= − i

2

∫
d4x Gf (x − x1)J(x) − i

2

∫
d4x′ J(x′)Gf (x1 − x′)

∣∣∣∣∣
J=0

= 0,

(3.1)

em que utilizamos o funcional Z0[J ] da teoria livre, dado pela Eq. (2.69), e a definição da
função de correlação conexa, expressa pela Eq. (2.105).

De modo geral, na ausência de uma fonte externa J(x), os campos podem assumir
valores esperados de vácuo constantes, não necessariamente nulos. Por outro lado, quando
a fonte é mantida, o valor esperado de vácuo de um campo quântico ϕ(x), é expresso por
um funcional de J(x)

δW [J ]
δJ(x) = 1

i

1
Z[J ]

δZ[J ]
δJ(x) = 〈0|ϕ(x)|0〉J ≡ ϕc(x), (3.2)

em que ϕc(x) é definido campo clássico, enquanto o subíndice J indica a presença da fonte
externa.

A descrição do valor esperado de um campo quântico ϕ(x), fornecida pelo campo
clássico, ou campo médio, inclui correções quânticas que modificam a configuração clássica
de mínima energia exibida por ϕ(x). Quando essas correções são desconsideradas, ou seja,
no limite em que � → 0, ϕc(x) passa a descrever o valor esperado de vácuo de ϕ(x), no
regime clássico. Por esse motivo, ϕc(x) é chamado de campo clássico o que, na realidade,
não é uma boa escolha, dado seu caráter originalmente quântico. Assim, ao longo deste
capítulo nos referiremos à ϕc(x) somente como campo médio.

3.2 Ação efetiva
A partir da definição do campo médio

δW [J ]
δJ(x) ≡ ϕc(x), (3.3)

a ação efetiva, que generaliza a ação clássica para o regime quântico, é definida como a
transformada de Legendre do funcional W [J ] [50]

Γ[ϕc] = W [J ] −
∫

d4xJ(x)ϕc(x). (3.4)
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Uma das características da ação efetiva é que, no limite em que J(x) → 0, ela é
estacionária. Isso pode ser visto ao calcularmos a derivada funcional de Γ[ϕc], com relação
ao campo médio:

δΓ[ϕc]
δϕc(x) = δW [J ]

δϕc(x) −
∫

d4y

(
ϕc(y) δJ(y)

δϕc(x) + J(y)δϕc(y)
δϕc(x)

)

=
∫

d4y
δW [J ]
δJ(y)

δJ(y)
δϕc(x) −

∫
d4y

δW [J ]
δJ(y)

δJ(y)
δϕc(x) −

∫
d4y J(y)δ4(x − y)

=
∫

d4y
δW [J ]
δJ(y)

δJ(y)
δϕc(x) −

∫
d4y

δW [J ]
δJ(y)

δJ(y)
δϕc(x) − J(x)

= −J(x),

(3.5)

na qual utilizamos a regra da cadeia no primeiro termo do lado direito da igualdade e que
δϕc(y)
δϕc(x) = δ(x − y). (3.6)

Assim, da Eq. (3.5), concluímos que

δΓ[ϕc]
δϕc(x) = 0, (3.7)

quando tomamos o limite J(x) → 0.

A ação efetiva também pode fornecer o propagador de uma teoria, com a inclusão
de correções quânticas proporcionais à quaisquer ordens de �. Para obter a relação entre
esses objetos, calculamos a derivada funcional da Eq. (3.5) com relação à fonte externa
J(x):

δ

δJ(x)
Γ[ϕc]

δϕc(x1)
= δ

δJ(x)
(

− J(x1)
)

= − δ(x − x1).

(3.8)

A partir dessa equação, podemos escrever:∫
d4z

δϕc(z)
δJ(x)

δ2Γ
δϕc(z)ϕ(x1)

= − δ(x − x1)

∫
d4z

δ2W [J ]
δJ(x)δJ(z)

δ2Γ
δϕc(z)ϕ(x1)

= − δ(x − x1)

(3.9)

sendo que utilizamos a regra da cadeia e a definição do campo médio ϕc(x). Esse resultado
indica que o primeiro termo da integral é o funcional inverso do segundo termo:(

δ2Γ[ϕc]
δϕc(x1)δϕc(x)

)−1

= − δ2W [J ]
δJ(x1)δJ(x)

(
δ2Γ[ϕc]

δϕc(x1)δϕc(x)

)−1

= G(x − x1),

(3.10)
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na qual utilizamos que o propagador G(x − x1), expresso por uma função de Green, é
obtido através da função de correlação conexa de dois pontos, conforme visto na Seção 2.3.

A Eq. (3.10) estabelece uma relação entre a função de correlação conexa de dois
pontos e a derivada funcional da ação efetiva. As funções de correlação de mais pontos,
continuam a se relacionar com as derivadas funcionais de Γ[ϕc]. Para uma função de
correlação de três pontos, por exemplo, temos:

δ3Γ[ϕc]
δϕc(x1)δϕc(x2)δϕc(x3)

= −
∫

dx1 dx2 dx3 Γ(2)(x1, y1)Γ(2)(x2, y2)Γ(2)(x3, y3)

× δ3W [J ]
δJ(y1)δJ(y2)δJ(y3)

,

(3.11)

em que Γ(2)(x, y) denota

Γ2(x, y) = δ(2)Γ[ϕc]
δϕc(x)δϕc(y) . (3.12)

O resultado obtido na Eq. (3.11) é compreendido como uma função de correlação que
pode ser representada pelos chamados diagramas 1PI (do inglês, one-particle irreducible),
os quais não podem ser divididos em duas partes por meio da remoção de uma única linha.
De fato, a Eq. (3.11) pode ser generalizada para derivadas funcionais de ordens maiores,
de modo que ação efetiva é compreendida como o funcional gerador de todas as funções
de correlação 1PI [50]:

δniΓ[ϕc]
δϕc(x1)...δϕc(xn) = G

(n)
1P I(x1, ..., xn). (3.13)

Nesse ponto, vale a pena lembrarmos que o funcional Z[J ] foi introduzido como o gerador
de todas as funções de correlação de uma teoria. Entretanto, vimos que somente as funções
conexas, fornecidas pelo funcional W [J ], contribuem para as amplitudes de espalhamento
físicas. Todavia, esse funcional gera um número infinito de tais funções, diferente do que
ocorre com a ação efetiva, uma vez que as funções 1P1 formam uma base mínima de
funções de correlação conexas.

Outro aspecto importante da ação efetiva é que podemos expressá-la em termos de
uma expansão em derivadas, quando as variações dos campos são pequenas:

Γ[ϕc] =
∫

d4x

(
Veff (ϕc(x)) + 1

2A(ϕc(x))∂μϕc(x)∂μϕc(x) + · · ·
)

. (3.14)

Uma vez que as derivadas, assim como os campos, possuem dimensão de energia, o segundo
termo dessa expansão exibe dimensão de energia elevada à quarta potência. Dessa forma,
em baixas energias, os termos de ordens maiores em derivadas podem ser desprezados,
conforme expresso pela Eq. (3.14). O termo sem derivadas Veff (ϕc), é compreendido como
o potencial efetivo da teoria, o qual inclui as correções quânticas de quaisquer ordens em
�.
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Nos casos em que o campo médio ϕc(x) é constante, ou seja, quando não há a
presença de uma fonte externa J(x), a ação efetiva é simplesmente expressa em termos do
potencial efetivo:

Γ[ϕc] = Veff (ϕc)
∫

d4x

= Veff (ϕc)V T,

(3.15)

na qual consideramos um espaço-tempo finito de volume V T .

3.3 Potencial efetivo
O potencial efetivo é definido como a função que descreve a energia potencial

clássica modificada por correções quânticas. Para que possamos entender as características
dessa função, vamos calculá-la para a teoria que descreve um campo escalar interagente,
considerando apenas as correções quânticas de um laço, isto é, aquelas proporcionais à �.
Ao longo dessa seção, passaremos a apresentar os fatores de � explicitamente.

Para isso, partimos da seguinte equação:

δΓ[ϕc]
δϕc(x) = −

(
∂μ∂μ + m2

)
ϕc(x) − λ

3!ϕ
3
c(x) − iλ�

2 ϕc(x)G(0), (3.16)

obtida através das Eqs. (3.5) e (2.104) para o caso da teoria escalar interagente, cuja
Lagrangiana é dada pela Eq. (2.72).

Os termos da Eq. (3.16) que não são proporcionais à �, podem ser reconhecidos
como a equação de movimento clássica que rege a dinâmica do campo interagente, obtida
através da extremização da ação clássica S[ϕc] para essa teoria. Dessa forma, podemos
reescrever tal equação como

δΓ[ϕc]
δϕc(x) = δS[ϕc]

δϕc(x) − iλ�

2 ϕc(x)G(0), (3.17)

na qual a ação efetiva inclui correções quânticas de todas as ordens em �. No entanto,
estamos interessados apenas na expansão de um laço do potencial efetivo, ou seja, aquela
que inclui apenas as correções proporcionais à �. Dessa forma, para que possamos nos
restringir à expansão de um laço, partimos da seguinte equação:

e
i
�

Γ[ϕc] =
∫

Dϕ e
i
�

(
S[ϕ]−

∫
d4x (ϕ(x)−ϕc(x)) δΓ[ϕc]

δϕc

)
, (3.18)

obtida através da Eq. (3.5) e das definições dos funcionais Z[J ], W [J ] e Γ[ϕc], expressas
pelas Eqs. (2.58), (2.104) e (3.4), respectivamente. Por meio do método do campo de
background [51], o campo quântico ϕ(x) pode ser expandido em torno do campo médio,
da seguinte forma:

ϕ(x) = ϕc(x) + ξ(x), (3.19)
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em que ϕc(x) representa a parte clássica de ϕ(x), enquanto o campo ξ(x) computa sua
parte quântica. Dessa forma, podemos introduzir uma expansão análoga para a ação
efetiva:

Γ[ϕ] = S[ϕc] + �S(1)[ϕc] + O(�2), (3.20)

sendo S[ϕc] apenas a ação clássica, enquanto S(1)[ϕc] é a ação que inclui todas as correções
quânticas de um laço. Desse modo, ao substituirmos essa expansão na Eq. (3.17), obtemos:

δ

δϕc(x)
(
S[ϕc] + �S(1)[ϕc]

)
= δS[ϕc]

δϕc(x) − iλ�

2! ϕc(x)G(0)

δS(1)[ϕc]
δϕc(x) = − iλ

2! ϕc(x)G(0),

(3.21)

a qual inclui apenas correções quânticas de um laço, devido à S(1)[ϕc].

Na Seção 3.2, vimos que a ação efetiva pode ser expressa como uma expansão em
derivadas. Assim, uma vez que S(1)[ϕc] é um dos termos da ação efetiva, também podemos
escrevê-lo da forma:

S(1)[ϕc] =
∫

d4x

(
V1(ϕc(x)) + 1

2A1(ϕc(x))∂μϕc(x)∂μϕc(x) + · · ·
)

, (3.22)

sendo V1(ϕc(x)) o potencial de um laço no qual estamos interessados.

Por uma questão de simplificação, vamos nos restringir ao caso em que o campo
médio é constante. Com isso, a ação S(1)[ϕc] deixa de apresentar termos de derivadas e
passa a ser expressa por:

S(1)[ϕc] =
∫

d4x V1(ϕc), (3.23)

que pode ser, então, substituída na Eq. (3.21). Assim, obtemos:

δ

δϕc(x)

∫
d4y

(
− V1(ϕc(y)) + · · ·

)∣∣∣
ϕc(x)=ϕc

= − iλ

2 ϕc G(0)

−
∫

d4y
∂V1

∂ϕc

δϕc(y)
δϕc(x)

∣∣∣∣∣
ϕc(x)=ϕc

= − iλ

2 ϕc G(0)

−∂V1

∂ϕc

∣∣∣∣∣
ϕc(x)=ϕc

= − iλ

2 ϕc G(0),

(3.24)

na qual utilizamos a Eq. (3.6) e a propriedade de filtragem da delta de Dirac.

Visto que a Eq. (3.24) depende do propagador G(0) da teoria interagente, precisamos
calculá-lo a fim de obter o potencial V1(ϕc). Para isso, substituímos a expansão da ação
efetiva, dada pela Eq. (3.20), na Eq. (3.9). Entretanto, nesse caso, consideramos apenas o
primeiro termo da expansão de Γ[ϕc], o qual corresponde à ação clássica S[ϕc], uma vez
que o próprio propagador da teoria interagente já exibe termos proporcionais à �. Dessa
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forma, evitamos que correções quânticas de ordens mais altas sejam incluídas ao potencial
V1(ϕc). Dadas essas considerações, temos:

−
∫

d4z G(z − y) δ2S[ϕc]
δϕc(z)δϕc(x)

∣∣∣∣∣
ϕc(x)=ϕc

= −δ(x − y)

∫
d4z G(z − y) δ

δϕc(z)

[(
∂μ∂μ + m2

)
ϕc(x) − λ

3!ϕ
3
c(x)

]∣∣∣∣∣
ϕc(x)=ϕc

= −δ(x − y)

∫
d4z G(z − y)δ(x − z)

[(
∂μ∂μ + m2

)
+ λϕ2

c(x)
2

]∣∣∣∣∣
ϕc(x)=ϕc

= −δ(x − y)

(
∂μ∂μ + m2

eff

)
G(x − y) = −δ(x − y),

(3.25)

em que definimos m2
eff como:

m2
eff = m2 + λϕ2

c

2 . (3.26)

O resultado obtido na Eq. (3.25) exibe a mesma forma da equação de Klein-Gordon
(Eq. (2.71)), que descreve a dinâmica de um campo escalar livre. Vimos na Seção 2.2, que a
solução desta equação é uma função de Green, a qual definimos como sendo o propagador
de Feynman Gf (x − y). Assim, o propagador G(x − y) da teoria interagente, que soluciona
a Eq. (3.25), pode ser expresso de forma análoga à Gf (x − y), dado pela Eq. (2.70):

G(x − y) = lim
ε→0+

∫ d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

k2 − m2
eff + iε

, (3.27)

que se distingue de Gf (x − y) apenas pelo termo m2
eff .

Tendo obtido o propagador, podemos substituí-lo na Eq. (3.24). Com isso, obtemos:

∂V1

∂ϕc

= iλ

2 ϕc

∫ d4k

(2π)4
1

k2 − m2
eff

, (3.28)

sendo que avaliamos Gf (x − y) na origem, isto é, tomamos x = y.

Integrando a Eq. (3.28) sobre ϕc, temos:

V1(ϕc) = − i

2

∫ d4k

(2π)4 ln
(

m2
eff − k2

m2 − k2

)
(3.29)

em que consideramos que o potencial V1(ϕc) assume um valor nulo quando avaliado na
origem.

Por hora, o potencial V1(ϕc) é dado por uma integral de quatro dimensões no
espaço de Minkowski. Essa integral pode ser resolvida de modo equivalente no espaço
Euclidiano, através de uma rotação de Wick1, na qual definimos as seguintes continuações
1 A rotação de Wick é um método utilizado para que a solução de um problema no espaço de Minkowski

seja obtida através da solução de um problema análogo, definido no espaço Euclidiano.
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analíticas ao plano complexo [52]:

k0 → ik0
E, �k → �kE e d4k → id4kE, (3.30)

com o elemento de integração id4kE dado por

id4kE = ik3
E dkE d3Ω, (3.31)

sendo d3Ω o elemento de área superficial de uma esfera quadrimensional.

Assim, no espaço Euclidiano, a Eq. (3.28) passa a ser expressa da seguinte forma:

V1(ϕc) = 1
2

∫
d3Ω

∫ dkE

(2π)4 k3
E

[
ln
(
k2

E + m2
eff

)
− ln

(
k2

E + m2
)]

. (3.32)

A integração sobre ângulo sólido resulta apenas em 2π2, uma vez que a função de integração
não depende das variáveis angulares. Com isso, obtemos:

V1(ϕc) = 1
16π2

∫ ∞

0
dk2

Ek2
E

[
ln
(
k2

E + m2
eff

)
− ln

(
k2

E + m2
)]

, (3.33)

no qual realizamos uma mudança de variável de dk → dk2, reescrevendo

dkEk3
E = 1

2k2
E dk2

E. (3.34)

Podemos observar na Eq. (3.33) que a integral sobre k2
E é divergente, visto que o

limite superior é definido no infinito. Desse modo, para que o potencial V1(ϕc) seja obtido
como uma função finita, esse limite é substituído por um valor Λ, definido como cutoff
ultravioleta, o qual limita a escala de energia:

V1(ϕc) = 1
16π2

∫ Λ

0
dk2

Ek2
E

[
ln
(
k2

E + m2
eff

)
− ln

(
k2

E + m2
)]

. (3.35)

Integrando a Eq. (3.35) sobre k2
E, obtemos:

V1(ϕc) = 1
32π2

⎧⎨
⎩λ

2 ϕ2
cΛ2 − λ

4 ϕ2
c

(
2m2 + λ

2 ϕ2
c

)
ln
(

Λ2

μ2

)

+ 1
2

(
m2 + λ

2 ϕ2
c

)⎡⎣ ln
(

m2 + λ
2 ϕ2

c

μ2

)
− 1

2

⎤
⎦ − m4

2

⎡
⎣ ln

(
m2

μ2

)
− 1

2

⎤
⎦
⎫⎬
⎭,

(3.36)

com μ sendo uma constante de escala, com dimensão de massa, introduzida para garantir
a dimensão correta à V1(ϕc).

Podemos observar que, após a integração, o potencial V1(ϕc) é dependente de Λ
e, portanto, torna-se divergente no limite Λ → ∞. Entretanto, essa divergência do tipo
ultravioleta pode ser eliminada através de um processo de renormalização. Esse processo
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está fora do escopo de nosso trabalho. Detalhes acerca dos métodos de renormalização,
tais como a dimensional e a de Pauli-Villars podem ser encontradas em [47, 48].

Sendo assim, o potencial efetivo de um laço para a teoria de campo escalar intera-
gente é dado por:

Veff (ϕc) = V (ϕc) + V1(ϕc)

Veff (ϕc) = λ

4!ϕ
4
c + 1

32π2

{
λ

2 ϕ2
cΛ2 − λ

4 ϕ2
c

(
2m2 + λ

2 ϕ2
c

)
ln
(

Λ2

μ2

)

+ 1
2

(
m2 + λ

2 ϕ2
c

)[
ln
(

m2 + λ
2 ϕ2

c

μ2

)
− 1

2

]
− m4

2

[
ln
(

m2

μ2

)
− 1

2

]}
,

(3.37)

o qual ainda deve ser renormalizado.

No início desse capítulo, mencionamos que o campo médio ϕc(x) descreve o valor
esperado de vácuo de um campo, considerando as correções quânticas que modificam
o valor clássico. Nesse sentido, ϕc(x) também pode ser compreendido como aquele que
minimiza a energia potencial clássica modificada por correções quânticas, descrita pelo
potencial efetivo. Em nosso caso:

∂Veff

∂ϕc

∣∣∣∣∣
ϕc(x)=ϕc

= 0, (3.38)

uma vez que nos restringimos ao campo médio constante ϕc(x) → ϕc. Além disso, essa
restrição implica na ausência da fonte externa J(x), conforme mencionamos no início da
Seção 3.1. Portanto, o campo médio ϕc também é um extremo da ação efetiva:

δΓ[ϕc]
δϕc(x)

∣∣∣∣∣
ϕc(x)=ϕc

= 0. (3.39)

Naturalmente, a configuração clássica de mínima energia de um campo também
é modificada por correções quânticas de ordens mais altas em �, de modo que outras
expansões do potencial efetivo devem ser consideradas para incluí-las.
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4 Teorias de Calibre

A estrutura das teorias de campo são essencialmente determinadas por aspectos de
simetria que podem se manifestar de modo global, ou de maneira local como ocorre nas
chamadas teorias de calibre. A simetria local exibida por essas teorias é assegurada pelos
denominados campos de calibre, os quais possuem uma propriedade de transformação
intrínseca.

No contexto da física de partículas, as teorias de calibre fornecem a descrição das
interações fundamentais forte, fraca e eletromagnética, mediadas por bósons vetoriais
de spin 1 associados aos campos de calibre. A interação eletrofraca, uma unificação das
interações fraca e eletromagnética, é descrita por uma teoria de calibre com base no grupo
de simetria SU(2)×U(1), cujos mediadores são os bósons W ±, Z0 e o fóton. Já a interação
forte, mediada pelos glúons, é descrita pela cromodinâmica quântica, uma teoria com base
no grupo de simetria SU(3). Juntas, essas teorias compõem o Modelo Padrão da física de
partículas, uma teoria de calibre do grupo SU(3) × SU(2) × U(1).

Começaremos esse capítulo apresentando alguns aspectos gerais dos grupos de
Lie, em particular no que diz respeito à sua álgebra, os quais utilizaremos na construção
das teorias de calibre. Na Seção 4.2, veremos a construção de uma teoria de calibre
Abeliana com base no grupo de simetria U(1), através de um método denominado como
acoplamento mínimo. Na Seção 4.3, estenderemos esse método às teorias de calibre não-
Abelianas do grupo SU(N), também conhecidas como teorias de Yang-Mills. Por fim, na
Seção 4.4 apresentaremos o setor escalar de Higgs da teoria eletrofraca, principal objeto de
estudo desse trabalho. O desenvolvimento dessas seções foi fundamentado nas referências
[3, 13, 47, 53, 54], além daquelas citadas ao longo do texto.

4.1 Grupos e álgebras de Lie
Um grupo G é definido como um conjunto de elementos associados a uma operação

de multiplicação, ou composição, que quando efetuada entre dois elementos do grupo
resulta em um terceiro elemento também pertencente à G:

g1 · g2 = g3 ∈ G, ∀ g1, g2 ∈ G. (4.1)

Tal operação deve satisfazer as seguintes propriedades:

1. Associatividade:

(g1 · g2) · g3 = g1 · (g2 · g3), ∀ g1, g2, g3 ∈ G. (4.2)
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2. Existe o elemento neutro I que satisfaz:

I · g1 = g1 e g1 · I = g1, ∀ g1 ∈ G. (4.3)

3. Existe um elemento inverso g−1
1 para cada elemento g1 ∈ G:

g−1
1 · g1 = I e g1 · g−1

1 = I. (4.4)

Um grupo G é dito Abeliano quando seus elementos g comutam entre si:

g1 · g2 = g2 · g1, (4.5)

caso contrário, o grupo é denominado como não-Abeliano.

Uma representação do grupo é aquela que associa um operador linear a um elemento
g, de modo que a estrutura de G é preservada:

DR(g1)DR(g2) = DR(g1g2). (4.6)

A partir de uma representação, os elementos de um grupo, antes compreendidos
como objetos abstratos, passam a poder realizar operações sobre outros elementos definidos
em um espaço vetorial. Na representação matricial, um elemento DR(g) é expresso como
uma matriz quadrada, cuja dimensão n é a mesma do espaço vetorial sobre o qual DR(g)
atua. Nesta representação, a operação de um elemento do grupo sobre um vetor qualquer
(φ1, · · · , φn) é expressa da seguinte forma:

φi →
(
DR(g)

)i

j φj. (4.7)

É importante notar que os elementos de um grupo podem apresentar formas
distintas, dependendo da representação. As matrizes unitárias com determinante igual a
um, por exemplo, as quais são os elementos do grupo SU(N), podem ser representadas
como matrizes de outras dimensões, sem que a estrutura do grupo seja perdida.

No contexto das teorias físicas, os grupos desempenham um papel importante,
pois representam simetrias de um sistema. Nesse caso, uma simetria é compreendida
como a invariância da teoria sob a ação dos elementos de um grupo. A teoria eletrofraca,
por exemplo, exibe simetria SU(2) × U(1). Isso significa que os campos que a compõem
transformam-se sob a operação dos elementos desse grupo. Entretanto, ainda que os
campos não permaneçam iguais, a Lagrangiana da teoria eletrofraca se mantém invariante,
caracterizando a simetria. O mesmo ocorre com a cromodinâmica quântica, cujos campos
transformam-se sob a ação dos elementos de SU(3), enquanto sua Lagrangiana permanece
a mesma. Os grupos que representam as simetrias exibidas pelas teorias que compõem o
Modelo Padrão, SU(2) × U(1) e SU(3), são exemplos dos chamados grupos de Lie.
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Os grupos de Lie são compostos por elementos g que dependem de parâmetros
contínuos e diferenciáveis θa. A representação DR(g) de um elemento de um grupo de Lie,
sempre pode ser expressa como uma função exponencial dos objetos definidos como os
geradores do grupo. Para demonstrar esta afirmação, consideremos uma expansão em série
de Taylor de DR(g(θa)) em torno do parâmetro contínuo θa = 0, dada por

DR(g(θa)) = 1 + iθaT a
R + O((θa)2), (4.8)

em que os geradores T a
R são definidos como:

T a
R ≡ −i

∂DR

∂θa

. (4.9)

Uma vez que a expansão expressa pela Eq. (4.8) foi realizada em torno de θa = 0, podemos
reescrevê-la da seguinte forma:

DR(g(θa)) = lim
k→∞

(
1 + i

θa

k
T a

R

)k

. (4.10)

Utilizando uma das definições da função exponencial,

ex = lim
k→∞

(
1 + x

k

)k

, (4.11)

podemos observar que o elemento DR(g(θa)) de fato pode ser escrito como uma função
exponencial cujo argumento são os geradores do grupo:

DR(g(θa)) = eiθaT a
R =⇒ g(θa) = eiθaT a

. (4.12)

Embora os elementos de um grupo de Lie possam sempre ser expressos conforme
a Eq. (4.12), a forma assumida por DR(g(θa)) não é independente da representação,
pois os geradores T a

R dependem desse fator. No entanto, há uma estrutura importante
correspondente ao grupo, denominada como álgebra de Lie, que independe da representação
de seus elementos.

A definição da álgebra de Lie, satisfeita pelos geradores T a
R, pode ser obtida a

partir da Eq. (4.6) que caracteriza uma representação de G como aquela que preserva a
estrutura do grupo. Dessa forma, uma vez que os elementos de um grupo de Lie podem
ser representados segundo a Eq. (4.12), a estrutura do grupo deve ser mantida:

DR(g1)DR(g2) = DR(g1g2) −→ eiαa T a
Reiβb T b

R = eiδc T c
R . (4.13)

No entanto, visto que os geradores T a
R e T b

R são descritos por matrizes que podem não ser
comutativas, o parâmetro δc não resulta simplesmente na soma de α e β:

eiαaT a
ReiβbT b

R = eiαaT a
ReiβaT a

R �= ei(αa+βa)T a
R , (4.14)
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em que usamos a relação
eAeB �= eA+B, (4.15)

válida para quaisquer matrizes não comutantes A e B. Desse modo, é necessário que a
forma assumida pelo parâmetro δc seja determinada. Para isso, expandimos as funções
exponenciais do lado esquerdo da Eq. (4.13) em série de Taylor até segunda ordem nos
parâmetros α e β e tomamos a função logarítmica:

iδcT
c
R = log

[(
1 + iαaT a

R − 1
2(αaT a

R)2
)(

1 + iβbT
b
R − 1

2(βbT
b
R)2

)]

= log
[
1 + iαaT a

R + iβbT
b
R − 1

2(αaT a
R)2 − 1

2(βbT
b
R)2 − αaβbT

a
RT b

R

]
.

(4.16)

Utilizando a expansão log(1 + x) ≈ x − x2

2 , obtemos:

iδcT
c
R ≈ iαaT a

R + iβbT
b
R − 1

2αaβb(T a
RT b

R − T b
RT a

R)

iδcT
c
R ≈ iαaT a

R + iβbT
b
R − 1

2αaβb[T a
R, T b

R],
(4.17)

em que definimos o comutador [T a
R, T b

R] = T a
RT b

R−T b
RT a

R. Essa equação pode ser reorganizada
da seguinte forma:

−2i(δc − αc − βc)T c
R ≈ αaβb[T a

R, T b
R], (4.18)

na qual renomeamos os índices mudos a e b. Tendo em vista que essa expressão deve ser
satisfeita para quaisquer αa e βb, o termo −2i(δc − αc − βc) deve ser proporcional a esses
parâmetros. Logo:

−2i(δc − αc − βc) = αaβbf
ab

c, (4.19)

com fab
c sendo denominadas como as constantes de estrutura. Com isso, a álgebra de Lie

é definida como:
[T a

R, T b
R] = ifab

cT
c
R, (4.20)

a qual é satisfeita pelos geradores de um grupo de Lie, em qualquer representação.

As constantes de estrutura não dependem da representação do grupo, embora o
mesmo não ocorra com os geradores T a

R. Em particular, para grupos de Lie Abelianos,
nos quais os elementos g(θa) comutam entre si, essas constantes são nulas. Isso porque os
elementos g(θa) podem ser expressos como funções exponenciais dos geradores do grupo
(Eq. (4.12)), de forma que a comutatividade desses elementos implica na comutatividade
dos geradores.

Um exemplo de representação de um grupo de Lie é aquele definido como adjunto,
no qual os geradores T a

R são expressos como matrizes cuja dimensão é a mesma do grupo.
Nesse caso, os índices das matrizes são iguais àqueles dos geradores T a

R. Assim, as matrizes
podem ser expressas pelas próprias constantes de estrutura que definem a álgebra de Lie:

(T a
adj)bc = −ifa

bc. (4.21)
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Outra representação bastante comum é a fundamental, na qual os geradores T a
R são

descritos por matrizes cuja dimensão coincide com aquela em que os elementos do grupo
são definidos.

4.2 Teorias de calibre Abelianas
As teorias de calibre Abelianas são aquelas descritas por Lagrangianas que se

mantém invariantes sob a ação dos elementos de um grupo Abeliano, os quais dependem
de um parâmetro contínuo e local θ(x). O exemplo mais conhecido deste tipo de teoria é o
eletromagnetismo clássico, que fornece a descrição da dinâmica do campo eletromagnético
livre:

L = −1
4FμνF μν , (4.22)

em que o tensor de intensidade do campo eletromagnético Fμν(x) é definido por

Fμν(x) = ∂μAν(x) − ∂νAμ(x), (4.23)

com Aμ(x) sendo o quadripotencial que representa o campo eletromagnético.

A Lagrangiana do eletromagnetismo é invariante sob a denominada transformação
de calibre do campo Aμ(x):

Aμ(x) → Aμ(x) − ∂μθ(x), (4.24)

com o parâmetro contínuo θ(x), sendo uma função qualquer do espaço-tempo. De modo
equivalente, essa transformação pode ser expressa em termos de um elemento U(x) do
grupo Abeliano U(1):

Aμ(x) → Aμ(x) − ∂μ

(
U(x)

)
U †(x), (4.25)

com U(x) = eiθ(x).

Nos casos em que o parâmetro θ(x) da transformação de calibre é meramente
global, isto é, não depende do espaço-tempo, o campo eletromagnético transforma-se na
representação adjunta do grupo U(1). Nesse caso, a derivada em relação ao elemento
de U(1) se anula, assim como as constantes de estrutura que surgiriam nesse tipo de
representação, visto que U(1) é um grupo Abeliano. Dessa forma, a transformação do
campo eletromagnético é trivial, Aμ(x) → Aμ(x), diferente do caso não-Abeliano que
veremos na Seção 4.3, em que as constantes de estrutura não são nulas.

Podemos verificar a invariância da teoria eletromagnética sob a transformação de
calibre, aplicando essa transformação ao tensor de intensidade Fμν(x):

Fμν(x) → ∂μ

(
Aν(x) − ∂νθ(x)

)
− ∂ν

(
Aμ(x) − ∂μθ(x)

)
= Fμν(x), (4.26)

em que usamos a propriedade de comutatividade das derivadas. Com esse resultado,
concluímos que Fμν(x) é invariante sob a transformação de calibre, o que implica na
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invariância da Lagrangiana do eletromagnetismo, a qual é expressa pelo produto dos
tensores Fμν(x).

A transformação de calibre de Aμ(x) assegura a simetria local exibida pelo eletro-
magnetismo. Tal propriedade intrínseca do campo eletromagnético pode ser estendida a
outras teorias por meio de um método denominado como acoplamento mínimo. Através
desse processo, teorias que em princípio exibem apenas simetrias globais, também passam
a ser invariantes sob transformações de simetria locais. Além disso, essas teorias, denomina-
das como teorias de calibre, passam a descrever a interação entre o campo eletromagnético
e os demais campos que as compõem.

A Lagrangiana de Dirac, que descreve partículas fermiônicas de spin 1/2, é um
exemplo de teoria que exibe apenas simetria global (U(1)), mas que pode se tornar uma
teoria de calibre através do método de acoplamento mínimo. Antes desse processo, a
Lagrangiana de Dirac é expressa da seguinte forma:

LD = Ψ̄(iγμ∂μ − m)Ψ, (4.27)

na qual o espinor de Dirac Ψ(x) é expresso em termos dos espinores de Weyl,

Ψ =
⎛
⎝ψL(x)

ψR(x)

⎞
⎠ , (4.28)

em que os subscritos L e R representam férmions levógiros e dextrógiros1, respectivamente.
As matrizes γμ, na representação quiral, são:

γ0 =
⎛
⎝ 0 I2×2

I2×2 0

⎞
⎠ e γi =

⎛
⎝ 0 σi

−σi 0

⎞
⎠ , (4.29)

com σi sendo as matrizes de Pauli,

σ1 =
⎛
⎝0 1

1 0

⎞
⎠ , σ2 =

⎛
⎝0 −i

i 0

⎞
⎠ e σ3 =

⎛
⎝1 0

0 −1

⎞
⎠ . (4.30)

A transformação de simetria global do grupo U(1) que mantém a Lagrangiana de
Dirac invariante é dada por:

Ψ(x) → UqΨ(x), (4.31)

na qual Uq = eiqθ é a representação de um elemento de U(1) com q, interpretado como a
carga do campo Ψ(x), sendo o gerador do grupo. Podemos verificar que essa transformação
não altera a forma de LD:

LD → e−iqθΨ(iγμ∂μ − m)eiqθΨ = LD. (4.32)
1 Férmions dextrógiros exibem spin e momento linear paralelos. Nos férmions levógiros, essas quantidades

físicas são antiparalelas
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Por outro lado, a Lagrangiana de Dirac não é invariante sob a transformação de simetria
local do grupo U(1), definida da seguinte forma:

Ψ(x) → Uq(x)Ψ(x), (4.33)

em que Uq(x) = eiqθ(x), com o parâmetro θ(x) agora sendo expresso como uma função
qualquer do espaço-tempo. Ao aplicarmos essa transformação à Lagrangiana LD, obtemos:

LD → e−iqθ(x)Ψ(iγμ∂μ − m)eiqθ(x)Ψ = Ψ̄(iγμ∂μ − m)Ψ − qΨ̄(γμ∂μ)Ψ �= LD, (4.34)

na qual vemos que LD de fato não é invariante sob a transformação de simetria local de
U(1).

Para que a Lagrangiana de Dirac também exiba simetria local do grupo U(1),
utilizaremos o método de acoplamento mínimo. Nesse processo, o campo eletromagnético
Aμ(x) é introduzido à teoria através de um objeto definido como derivada covariante:

DμΨ(x) = (∂μ + iqAμ(x))Ψ(x), (4.35)

a qual deve substituir a derivada ordinária ∂μ presente na Lagrangiana LD. Esse objeto é
construído de modo que sua transformação ocorra da mesma forma que aquela do campo
Ψ(x), o que garante simetria local à teoria:

DμΨ(x) →
[
∂μ + iq(Aμ(x) − ∂μθ(x))

]
eiqθ(x)Ψ(x)

→ eiqθ(x)DμΨ(x).
(4.36)

Ou, em termos do elemento do grupo U(1):

DμΨ(x) → Uq(x)DμΨ(x), (4.37)

em que utilizamos as transformações locais dos campos Aμ(x) e Ψ(x), dadas pelas Eqs.
(4.24) e (4.33), respectivamente.

Ao substituirmos a derivada covariante na Lagrangiana de Dirac (Eq. (4.27)),
obtemos:

LD = Ψ̄(iγμDμ − m)Ψ, (4.38)

ou, de forma explícita,

LD = Ψ̄(iγμ∂μ − m)Ψ − qAμΨ̄γμΨ. (4.39)

Com essa substituição, a teoria se torna invariante sob as denominadas transformações de
calibre, expressas pelas transformações locais dos campos Aμ(x) e Ψ(x):

Ψ(x) → eiqθ(x)Ψ(x) e Aμ(x) → Aμ(x) − ∂μθ(x), (4.40)
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que em termos dos elementos de U(1) são expressas por

Ψ(x) → Uq(x)Ψ(x) e Aμ(x) → Aμ(x) − (∂μU(x))U †(x). (4.41)

É importante notar que essa teoria não deixa de exibir a simetria global do grupo U(1). Ao
tomarmos θ(x) como um parâmetro global nas transformações de calibre, a Lagrangiana
de Dirac (Eq. (4.39)) continua sendo invariante:

LD → e−iqθΨ̄(iγμ∂μ − m)e−iqθΨ − qAμe−iqθΨ̄γμe−iqθΨ = LD. (4.42)

Podemos identificar que, além de um termo cinético para o campo Ψ(x), a Lagran-
giana de Dirac, expressa pela Eq. (4.38) também exibe um termo de acoplamento que
descreve a interação entre o campo fermiônico e o eletromagnético:

Lint = −qAμΨ̄γμΨ, (4.43)

em que Ψ̄γμΨ é a corrente conservada devido à simetria global U(1), que pode ser obtida
através do teorema de Noether [55]. Entretanto, não identificamos nessa teoria um termo
cinético para Aμ(x) que é, então, interpretado como um campo sem dinâmica, o que não é
válido. Isso pode ser corrigido por meio da introdução da Lagrangiana do eletromagnetismo
clássico (Eq. (4.22)), que descreve a dinâmica de um campo eletromagnético livre, à
Lagrangiana de Dirac:

LD = Ψ̄(iγμDμ − m)Ψ − 1
4F μνFμν . (4.44)

É importante notarmos que a introdução da Lagrangiana do eletromagnetismo não viola
a simetria local U(1) exibida por LD, pois também é invariante sob a transformação de
calibre do campo Aμ(x).

A teoria de calibre Abeliana expressa pela Eq. (4.44) é conhecida eletrodinâmica
quântica (QED, do inglês Quantum eletrodynamics). Essa teoria descreve a interação de
partículas fermiônicas de spin 1/2, a qual é mediada pelo campo eletromagnético, cujas
excitações dão origem aos fótons. Assim, a interação entre férmions ocorre por meio da
troca dessa partícula, compreendida como o bóson de calibre dessa teoria.

Desse modo, através do método de acoplamento mínimo, introduzimos o campo
eletromagnético à Lagrangiana de Dirac, de forma a acoplá-lo ao campo fermiônico e
garantir a simetria local U(1) à teoria. De modo geral, quando esse método é aplicado
a uma teoria que exibe uma simetria global qualquer, há a introdução de um campo
Aμ(x) para cada gerador do grupo de simetria em questão. Embora compartilhem da
mesma propriedade de transformação exibida pelo campo eletromagnético, os campos
Aμ(x), denominados como campos de calibre, descrevem bósons vetoriais de spin 1 e não
exclusivamente o fóton.
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O método de acoplamento mínimo pode ser naturalmente estendido às teorias que
exibem simetrias globais associadas a grupos não-Abelianos, a partir da construção que
desenvolvemos para o grupo U(1). Para isso, as transformações de calibre (Eq. (4.41)) e a
derivada covariante (Eq. (4.35)) devem ser generalizadas, como veremos ao longo da seção
seguinte.

4.3 Teorias de Yang-Mills
As teorias de Yang-Mills [56] são teorias de calibre baseadas no grupo de simetria

não-Abeliano SU(N), que generalizam as propriedades exibidas pela QED, às interações
fundamentais eletrofraca e forte, descritas pelo Modelo Padrão.

Podemos construir uma teoria de Yang-Mills a partir do método de acoplamento
mínimo, generalizando a construção desenvolvida na Seção 4.2, para o caso não-Abeliano
SU(N). Para isso, suponha uma teoria descrita por um conjunto de campos fermiônicos
Ψα(x), com α = 1, 2, . . . , dim(R), sendo R uma representação do grupo SU(N). Então, a
transformação dos campos Ψα(x), é definida como:

Ψ(x) → UR(x)Ψ(x), (4.45)

ou, em termos de suas componentes,

Ψα(x) → (UR(x))α
βΨ(x)β, (4.46)

em que UR(x) é a representação de um elemento do grupo SU(N). Conforme vimos
anteriormente, esse elemento pode ser expresso como uma função exponencial dos geradores
T a

R do grupo:
UR(x) = eigθa(x)T a

R , (4.47)

no qual os parâmetros locais θa(x) foram redefinidos como g θa(x), com g sendo interpretada
como a constante de acoplamento da teoria.

Para que a simetria local do grupo SU(N) seja garantida por meio do acoplamento
mínimo, é necessário que campos de calibre sejam introduzidos à teoria. O grupo de
simetria em questão exibe um conjunto de N2 − 1 geradores, o que implica na introdução
de N2 − 1 campos de calibre. Para descrever todos esses campos, a matriz Aμ(x) é definida
como

Aμ(x) = Aa
μ(x)T a

R, (4.48)

na qual os denominados campos de calibre não-Abelianos são denotados por Aa
μ(x). A

matriz Aμ(x), se transforma do seguinte modo:

Aμ(x) → UR(x)Aμ(x)U †
R(x) − i

g
(∂μUR(x))U †

R(x), (4.49)
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com UR(x) dado pela Eq. (4.47).

Embora a transformação da matriz Aμ(x) dependa da representação do grupo
SU(N), o mesmo não ocorre com os campos Aa

μ(x). Podemos demonstrar que a transfor-
mação de calibre desses campos independe da representação, através de uma transformação
infinitesimal

UR(x) = 1 + igθa(x)T a
R + O(θ2), (4.50)

aplicada à matriz Aμ(x). Assim, a Eq (4.49) se torna:

Aμ(x) = Aa
μT a

R →
(
1 + igθa(x)T a

R

)
Ab

μT b
μ

(
1 − igθc(x)T c

R

)

− i

g

[
∂μ

(
1 + igθa(x)T a

R

)](
1 − igθc(x)T c

R

)

= Ab
μT b

R + (∂μθa(x))T a
R − gAb

μθa(x)fabcT c
R + O(θ2),

(4.51)

em que usamos a definição da álgebra de Lie, expressa por [T a
R, T b

R] = ifabcT c
R, com fabc

sendo as constantes de estrutura. Com esse resultado, concluímos que os campos de calibre
Aa

μ(x) transformam-se como:

Aa
μ(x) → Aa

μ(x) + ∂μθa(x) − gfabcθb(x)Ac
μ(x) + O(θ2), (4.52)

na qual rearranjamos os índices mudos a, b e c. Essa transformação é independente da
representação do grupo SU(N), visto que as constantes de estrutura são as mesmas para
qualquer representação. Isso também significa que quando o parâmetro da transformação é
simplesmente global, θ(x) → θ, os campos Aa

μ(x) transformam-se na representação adjunta:

Aa
μ(x) → Aa

μ(x) − gfabcθbAc
μ(x), (4.53)

a qual ainda é independente da representação do grupo SU(N), devido às constantes de
estrutura.

Os campos de calibre são introduzidos à teoria, através da derivada covariante que,
para o grupo SU(N), é definida como:

DμΨ(x) =
(
∂μ − igAa

μ(x)T a
R

)
Ψ(x), (4.54)

cuja transformação depende da representação, assim as transformações do campo Ψ(x) e
da matriz Aμ(x):

DμΨ(x) →
[
∂μ − ig

(
URAμ(x)U †

R − i

g
(∂μUR)U †

R

)]
URΨ(x) = UR DμΨ(x), (4.55)

em que usamos as Eqs. (4.45), (4.48) e (4.49).

A partir dessa construção podemos, então, obter teorias de calibre SU(N), ou de
Yang-Mills, por meio do método de acoplamento mínimo. Nesse processo, as derivadas
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presentes na Lagrangiana de uma teoria invariante sob a transformação de simetria global
SU(N), são substituídas pela derivada covariante expressa pela Eq. (4.54). Como resultado,
campos de calibre não-Abelianos são introduzidos à teoria, a qual passa a exibir simetria
local do grupo SU(N).

Como exemplo, consideremos a Lagrangiana de Dirac composta por N campos
fermiônicos ψα(x)

L = ψ̄α(iγμ∂μ − m)ψα. (4.56)

Através da substituição da derivada ordinária pela derivada covariante (Eq. (4.54)), obtemos

L = ψ̄α(iγμ(Dμψ)α − mψα), (4.57)

ou, de modo explícito,

L = iψ̄αγμ(∂μψα) + gAa
μψ̄αγμ(T a

R)αβψβ − mψ̄αψα. (4.58)

Nessa teoria, podemos identificar termos cinéticos para os campos fermiônicos,
assim como um termo de interação entre os campos fermiônicos e de calibre

Lint = gAa
μψ̄αγμ(T a

R)αβψβ. (4.59)

Entretanto, não identificamos termos cinéticos para os campos Aa
μ(x), os quais são, então,

compreendidos como não dinâmicos. Para que isso possa ser corrigido, introduzimos o
tensor de intensidade dos campos de calibre não-Abelianos:

Fμν(x) = ∂μAν(x) − ∂νAμ(x) − ig[Aμ, Aν ], (4.60)

cuja transformação é expressa por

Fμν(x) → UR(x)Fμν(x)U †
R(x). (4.61)

Esse objeto também pode ser escrito em termos dos campos de calibre não-Abelianos
Aa

μ(x), através da definição da matriz Aμ(x) (Eq. (4.48)):

Fμν = ∂ν(Aa
νT a

R) − ∂ν(Aa
μT a

R) − igAa
μT a

RAb
νT b

R + igAb
νT b

RAa
μT a

R

= (∂μAa
ν − ∂νAa

μ − igfabcAb
μAc

ν)T a
R

= F a
μνT a

R,

(4.62)

com F a
μν sendo

F a
μν(x) = ∂μAa

ν(x) − ∂νAa
μ(x) − igfabcAb

μ(x)Ac
ν(x). (4.63)

A partir do tensor de intensidade Fμν(x), podemos construir o objeto que atribui
dinâmica aos campos de calibre não-Abelianos Aa

μ(x), o qual deve ser invariante sob a
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transformação de calibre do grupo SU(N). Essa condição é satisfeita por um objeto da
forma

−1
2tr (FμνF μν), (4.64)

conforme podemos verificar:

−1
2tr (FμνF μν) → − 1

2tr (URFμνU †
RURF μνU †

R)

→ − 1
2tr (URU †

RFμνF μν)

→ − 1
2tr (FμνF μν),

(4.65)

em que usamos a propriedade cíclica do traço tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) e que
URU †

R = 1. Também podemos escrever esse objeto em termos das componentes do tensor
de intensidade:

−1
2tr (FμνF μν) = − 1

2tr (F a
μνT aF bμνT b)

= − 1
2F a

μνF bμνtr (T aT b)

= − 1
4F a

μνF bμνδab

= − 1
4F a

μνF aμν ,

(4.66)

na qual usamos que tr (T aT b) = 1
2δab.

Com a atribuição de dinâmica aos campos de calibre não-Abelianos, a Lagrangiana
de Yang-Mills com campos fermiônicos de Dirac é expressa da seguinte forma:

LY M = i ¯ψαγμ(∂μψα) + gAa
μψ̄αγμ(T a

R)αβψβ − mψ̄αψα − 1
4F a

μνF aμν , (4.67)

a qual exibe simetria local do grupo SU(N), ou seja, é invariante sob as transformações
de calibre, definidas pelas Eqs. (4.46) e (4.52).

O termo que descreve a dinâmica dos campos de calibre não-Abelianos Aa
μ(x),

presente na Lagrangiana LY M , também inclui termos de auto-interação devido à definição
do tensor F a

μν(x). Isso significa que em teorias de Yang-Mills, os bósons de calibre, res-
ponsáveis por mediar as interações fundamentais, interagem entre si. Na cromodinâmica
quântica, por exemplo, uma teoria de Yang-Mills com base no grupo de simetria SU(3), é
possível observar a interação entre glúons, os bósons de calibre que mediam a interação
forte. Isso não ocorre em teorias Abelianas como a QED, na qual a interação entre fótons
não é observada.
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4.4 Teoria eletrofraca: setor escalar de Higgs
A teoria eletrofraca, que em conjunto com a cromodinâmica quântica compõe o

Modelo Padrão da física de partículas, é uma teoria de Yang-Mills com base no grupo
de simetria SU(2) × U(1), a qual descreve a interação eletrofraca entre as partículas
leptônicas [6, 7]. Essa interação é mediada por quatro bósons de calibre, denominados
como bósons W ±, Z0 e fóton. Três desses bósons estão associados aos geradores do grupo
SU(2), enquanto um deles corresponde ao gerador do grupo U(1), uma vez que em teorias
de calibre o número de bósons mediadores é igual ao número de geradores do grupo de
simetria. Além disso, a teoria eletrofraca também descreve o mecanismo de geração de
massa das partículas leptônicas e dos bósons W ± e Z0, através do acoplamento dessas
partículas com o bóson de Higgs.

A teoria eletrofraca pode ser dividida em dois setores: o leptônico, o qual descreve
as interações associadas aos léptons e o setor escalar de Higgs, no qual a interação entre os
bósons de calibre e o de Higgs é descrita. Nesse trabalho, nos restringiremos à abordagem
do setor escalar de Higgs da teoria eletrofraca, visto que nosso objetivo é inserir uma
correção quântica nesse setor, o que será apresentado ao longo do Capítulo 6. A descrição
completa da teoria eletrofraca, incluindo o setor de léptons, pode ser encontrada em [6, 7].

A Lagrangiana que descreve o setor escalar de Higgs é expressa pela soma das
Lagrangianas de calibre Lg e de Higgs Lh:

Lh, g = Lg + Lh. (4.68)

A Lagrangiana de calibre, que descreve a dinâmica dos bósons mediadores da teoria
eletrofraca é expressa como:

Lg = −1
4BμνBμν − 1

4W a
μνW aμν , (4.69)

na qual os tensores de força são dados por

Bμν(x) = ∂μBν(x) − ∂νBμ(x)

e W a
μν(x) = ∂μW a

ν (x)−∂νW a
μ (x) − igfabcW b

μ(x)W c
ν (x),

(4.70)

com a = 1, 2, 3.

Os três campos de calibre denotados por W a
μ (x) são associados ao grupo SU(2) e

por isso, são não-Abelianos, enquanto o campo Abeliano Bμ(x) é associado ao grupo U(1).
Conforme discutido na Seção 4.3, o termo que descreve a dinâmica dos campos W a

μν(x)
também introduz termos de auto-interação, devido à definição do tensor de intensidade
para o caso não-Abeliano.

Os campos de calibre W 1
μ(x) e W 2

μ(x) estão associados aos bósons W ±. Por outro
lado, os campos W 3

μ(x) e Bμ(x) são redefinidos em termos dos campos de calibre Aμ(x),
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associado ao fóton, e Zμ(x), associado ao bóson Z0 [6, 7, 10]:

W 3
μ(x) = sin θW Aμ(x) + cos θW Zμ(x) e Bμ(x) = cos θW Aμ(x) − sin θW Zμ(x), (4.71)

em que θW é o ângulo de Weinberg. Na Seção 5.3, veremos que a rotação sofrida pelos
campos W 3

μ(x) e Bμ(x) é necessária para que apenas os bósons W ± e Z0 adquiram massa
através do acoplamento com o bóson de Higgs.

A Lagrangiana de Higgs Lh, a qual descreve a dinâmica do bóson de Higgs, é
definida como:

Lh = (Dμϕ)†(Dμϕ) − V (ϕ†ϕ), (4.72)

sendo ϕ(x) o dubleto de Higgs, expresso em termos de dois campos escalares complexos:

ϕ(x) =
⎛
⎝ϕ1e

iα1

ϕ2e
iα2

⎞
⎠ , (4.73)

com as componentes ϕ1(x), ϕ2(x), α1(x) e α2(x) sendo campos escalares reais. A derivada
covariante em Lh é dada por:

Dμϕ(x) =
(
∂μ − igT aW a

μ (x) − ig′TBμ(x)
)
ϕ(x), (4.74)

na qual g e g′ são as constantes de acoplamento, adimensionais, dos grupos SU(2) e U(1),
respectivamente. Essas constantes se relacionam da seguinte forma [6, 7]:

e2 = g g′
√

g2 + g′2 , (4.75)

sendo e a carga elétrica adimensional, em unidades naturais. Os geradores dos grupos
SU(2) e U(1), T a e T , respectivamente, assumem as seguintes formas na representação
fundamental:

T a = σa

2 e T = 1
2YW 12×2, (4.76)

em que YW é a hipercarga fraca2, enquanto σa são as matrizes de Pauli, definidas pela Eq.
(4.30). A representação dos geradores dos grupos SU(2) e U(1), expressa em termos de
matrizes 2 × 2, é necessária uma vez que o campo de Higgs é representado por um dubleto,
isto é, exibe dimensão 2.

O potencial V (ϕ†ϕ), presente na Lagrangiana de Higgs, é expresso como uma
auto-interação do dubleto de Higgs ϕ(x):

V (ϕ†ϕ) = λ2

2 (ϕ†ϕ − η2)2, (4.77)
2 A hipercarga fraca é associada à carga elétrica e à terceira componente do isospin. A relação entre

esses geradores é dada através da fórmula de Gell-Mann-Nishijima [57, 58]:

Q = T 3 +
YW

2
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em que λ é a constante adimensional de auto-acoplamento de ϕ(x), enquanto o parâmetro
η exibe dimensão de massa.

Desse modo, podemos expressar a Lagrangiana do setor escalar de Higgs da seguinte
forma:

Lh,g = (Dμϕ)†(Dμϕ) − 1
4BμνBμν − 1

4W a
μνW aμν + V (ϕ†ϕ), (4.78)

a qual é invariante sob as transformações de calibre do grupo SU(2) × U(1), definidas
como:

ϕ(x) → eiθa(x)T a
eiβ(x)T ϕ(x), Bμ(x) → Bμ(x) − ∂μβ(x), (4.79)

e W a
μ (x) → W a

μ + ∂μθa(x) − gfabcθb(x)W c
μ(x),

sendo θa(x), com a = 1, 2, 3, e β(x) os parâmetros locais dessas transformações.

Uma teoria de Yang-Mills, como a eletrofraca, não comporta termos de massa
para os bósons de calibre, pois esses termos violam a simetria local. Por esse motivo, a
Lagrangiana do setor escalar de Higgs não exibe termos de massa para essas partículas.
No entanto, os bósons de calibre W ± e Z0 são observados experimentalmente como sendo
partículas massivas [59]. Dessa forma, as massas dessas partículas são geradas através de
um mecanismo que evita a quebra explícita da simetria de calibre SU(2) × U(1). Nesse
processo, o potencial expresso pela Eq. (4.77) atribui um valor esperado de vácuo não nulo
ao dubleto de Higgs, o que induz a quebra espontânea da simetria SU(2) × U(1). Após
essa quebra, os bósons W ± e Z0 passam a interagir com o bóson de Higgs e adquirem
massa, enquanto o fóton permanece não massivo. Veremos os detalhes desse processo,
conhecido como mecanismo de Higgs, na Seção 5.3.
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5 Quebra espontânea de simetria

A quebra espontânea de simetria (global ou local), ocorre quando uma teoria exibe
uma família de estados de vácuo que relacionam-se por meio de uma transformação de
simetria, sob a qual a Lagrangiana é invariante. Na teoria eletrofraca, esse mecanismo é
essencial para a geração de massa dos bósons mediadores W ± e Z0, sem que haja a quebra
explícita da simetria SU(2) × U(1), exibida por essa teoria.

Na Seção 5.1, veremos que o processo de quebra espontânea de uma simetria global
implica no surgimento de partículas não massivas, denominadas como bósons de Goldstone.
Na Seção 5.2, discutiremos sobre a quebra espontânea de simetria em teorias de calibre.
Veremos que, nesse caso, esse processo está associado à geração de massa dos bósons de
calibre. Por fim, na Seção 5.3 trataremos da quebra espontânea de simetria no setor escalar
de Higgs da teoria eletrofraca, a partir da qual ocorre a atribuição de massa aos bósons
W ± e Z0. Essas seções foram desenvolvidas com base nas referências [3, 47, 48] e naquelas
citadas durante o texto.

5.1 Quebra espontânea de simetrias globais
A quebra espontânea de simetria global ocorre quando a Lagrangiana de uma

teoria exibe tal simetria, enquanto apresenta uma família de estados de vácuo que não
são simétricos. A simetria é, então, quebrada espontaneamente quando o próprio sistema
escolhe um desses estados fundamentais, ao redor do qual a teoria é perturbada. Após o
processo de quebra espontânea, a teoria passa a exibir partículas não massivas denominadas
como bósons de Goldstone.

Para entendermos como esse processo ocorre, consideremos uma teoria descrita por
um campo escalar complexo e massivo, cuja Lagrangiana é expressa por:

L = ∂μϕ∗∂μϕ − V (|ϕ(x)|), (5.1)

a qual é invariante sob a transformação de simetria global do grupo U(1):

ϕ(x) → U(θ)ϕ(x), (5.2)

em que U(θ) = eiθ é a representação de um elemento do grupo U(1), com θ sendo o
parâmetro global dessa transformação, enquanto o gerador de U(1) é apenas a identidade.

O potencial V (|ϕ(x)|) dessa teoria descreve uma auto-interação do campo escalar
ϕ(x):

V (|ϕ(x)|) = 1
2λ2

(
|ϕ(x)|2 − η2

)2
, (5.3)
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com λ sendo a constante de acoplamento, adimensional, da auto-interação de ϕ(x), enquanto
η é um parâmetro com dimensão de massa. O potencial V (|ϕ(x)|) é responsável por atribuir
um valor esperado de vácuo não nulo à ϕ(x), que caracterizará a família de estados de
vácuo exibida pela teoria. A minimização desse potencial fornece o valor esperado de vácuo
do campo ϕ(x):

λ2
(
|ϕ(x)|2 − η2

)
= 0 −→ |ϕ(x)| = η. (5.4)

Uma vez que ϕ(x) é um campo complexo, podemos expressá-lo como:

ϕ(x) = |ϕ(x)|eiα(x), (5.5)

com a componente α(x) sendo um campo real. Assim, todo campo ϕ(x) cujo módulo
satisfaça a Eq. (5.4), constitui um estado de vácuo, de modo que a teoria passa a exibir
um conjunto desses estados, descritos da forma:

ϕ(x) = η eiα(x), (5.6)

para qualquer campo α(x).

Podemos ver que, embora a Lagrangiana da teoria se mantenha invariante sob a
transformação de simetria global do grupo U(1), definida pela Eq. (5.2), o mesmo não
ocorre com um estado de vácuo arbitrário ϕ0(x):

ϕ0(x) = η eiα0(x) → η eiα0(x)eiθ = η eiα1(x) �= ϕ0(x). (5.7)

Dessa forma, a Lagrangiana exibe uma simetria que não é compartilhada pelos estados
fundamentais da teoria.

O resultado expresso pela Eq. (5.7), indica que a transformação de simetria de um
estado de vácuo qualquer, gera um segundo estado fundamental equivalente ao primeiro.
Desse modo, a teoria passa a exibir uma família de vácuos equivalentes entre si. A quebra
espontânea de simetria ocorre, então, a partir da escolha de um desses estados, ao redor
do qual a teoria é perturbada. Vale destacar que a teoria obtida após a escolha de um dos
estados fundamentais é completamente equivalente às demais teorias que poderiam ser
obtidas caso outros estados de vácuo fossem escolhidos.

Dessa maneira, para que a simetria U(1) seja quebrada espontaneamente, escolhe-
mos um dos estados de vácuo equivalentes, ao redor do qual faremos uma perturbação.
Por conveniência, escolhemos o vácuo real, expresso por:

ϕ(x) = η. (5.8)

Para que esse estado seja perturbado, introduzimos um novo campo escalar complexo ρ(x):

ϕ(x) = η + 1√
2

ρ(x) = η + 1√
2
(
χ(x) + iψ(x)

)
, (5.9)
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em que o fator 1/
√

2 é usado por conveniência, enquanto os campos escalares reais χ(x) e
ψ(x) são os componentes de ρ(x).

Assim, para que possamos analisar a teoria após o processo quebra espontânea de
simetria, substituímos a expansão do campo ϕ(x) (Eq. (5.9)) na Lagrangiana definida pela
Eq. (5.1). Com isso, obtemos:

L = 1
2∂μχ∂μχ + 1

2∂μψ∂μψ − λ2

8
(
2
√

2ηχ + χ2 + ψ2
)2

, (5.10)

na qual identificamos termos cinéticos para os campos χ(x) e ψ(x), assim como termos de
interação. Além disso, reconhecemos um termo de massa para o campo χ(x):

LM = −1
2(2λ2η2)χ2, (5.11)

enquanto ψ(x) é descrito pela teoria como sendo um campo não massivo.

A assimetria observada entre os campos χ(x) e ψ(x), no que diz respeito às suas
massas, pode ser compreendida através da Figura 5. Nessa ilustração, podemos interpretar o
campo ψ(x) como excitações que tangenciam o estado de vácuo e que, portanto, conservam
a energia do sistema. Por outro lado, χ(x) é associado a flutuações ortogonais ao estado
fundamental, de modo que a energia não é conservada. Por esse motivo, o campo χ(x) é
massivo, diferentemente de ψ(x).

Figura 5 – Potencial que descreve a auto-interação do campo escalar ϕ(x). Retirado de [3].

Portanto, como consequência do processo de quebra espontânea da simetria global
U(1), a teoria, antes descrita apenas pelo campo escalar complexo ϕ(x), passou a ser
expressa em termos de dois campos escalares reais: χ(x), o qual é massivo e ψ(x), que é
não massivo. Além disso, após a quebra espontânea de simetria, a Lagrangiana expressa
pela Eq. (5.10) não exibe a simetria global do grupo U(1), uma vez que ψ(x) e χ(x) são
campos escalares reais.
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O surgimento de um campo não massivo após a quebra espontânea de uma simetria
global é justificado pelo teorema de Goldstone [60, 61]. Nele, se estabelece que para cada
gerador do grupo de simetria que sofre quebra espontânea, uma partícula não massiva de
spin 0, denominada como bóson de Goldstone, surge na teoria. Após a quebra espontânea
da simetria global U(1), abordada nessa seção, observamos o surgimento de apenas um
bóson de Goldstone, descrito pelo campo ψ(x), uma vez que o grupo de simetria em
questão possui somente um gerador.

5.2 Quebra espontânea de simetrias de calibre
Os aspectos exibidos por uma teoria após o fenômeno de quebra espontânea

dependem do tipo de simetria que é violada nesse processo. Conforme vimos na seção
anterior, quando uma simetria global é quebrada espontaneamente, partículas não massivas,
conhecidas como bósons de Goldstone, surgem na teoria. No caso das teorias que exibem
simetria local, as implicações de um processo de quebra espontânea são diferentes. Embora
nesse caso também surjam bósons de Goldstone, a liberdade de calibre exibida por esse
tipo de teoria é utilizada para que tais partículas sejam eliminadas. Como consequência
dessa exclusão, os bósons de calibre presentes na teoria tornam-se partículas massivas.
Esse processo, denominado como mecanismo de Higgs [5], é essencial para a geração de
massa dos bósons de calibre, uma vez que as massas dessas partículas não podem ser
adicionadas diretamente na Lagrangiana da teoria pois violam a simetria local.

Para que possamos entender os processos envolvidos no mecanismo de Higgs,
consideremos uma teoria de calibre com base no grupo U(1), a qual descreve um campo
escalar complexo ϕ(x):

L = (Dμϕ)∗(Dμϕ) − V (|ϕ(x)|) − 1
4FμνF μν , (5.12)

em que a derivada covariante é dada por

Dμϕ(x) =
(
∂μ + iqAμ(x)

)
ϕ(x), (5.13)

com Aμ(x) sendo o campo de calibre. O potencial V (|ϕ(x)|), presente na Lagrangiana, é
o mesmo que utilizamos na Seção 5.1, expresso pela Eq. (5.3), o qual é responsável por
atribuir um valor esperado de vácuo não nulo ao campo ϕ(x).

A Lagrangiana definida pela Eq. (5.12) é invariante sob as seguintes transformações
de calibre do grupo U(1):

ϕ(x) → ϕ(x)eiqθ(x), Aμ(x) → Aμ(x) − ∂μθ(x), (5.14)

em que θ(x) é o parâmetro local das transformações de simetria.
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Devido ao valor esperado de vácuo não nulo atribuído ao campo ϕ(x) pelo potencial
V (|ϕ(x)|), a teoria de calibre apresenta uma família de estados de vácuo, caracterizados
por:

ϕ(x) = η eiα(x), (5.15)

para qualquer campo α(x), assim como vimos na Seção 5.1. Embora a Lagrangiana da
teoria seja invariante sob as transformações de simetria expressas pela Eq. (5.14), o mesmo
não ocorre com a família de estados fundamentais exibida pela teoria. Isso pode ser visto,
ao aplicarmos a transformação de calibre sobre um estado de vácuo arbitrário ϕ0(x):

ϕ0(x) = η eiα0(x) → η eiα0(x)eiqθ(x) = η eiα1(x) �= ϕ0(x). (5.16)

A quebra espontânea da simetria de calibre U(1) ocorre, então, a partir da escolha
de um dos estados fundamentais exibidos pela teoria. Desse modo, para que a simetria em
questão seja quebrada espontaneamente, escolhemos um dos estados de vácuo da teoria e
realizamos excitações ao seu redor:

ϕ(x) = ηeiα′(x) + 1√
2

ξ(x), (5.17)

em que a perturbação ξ(x) é um campo escalar complexo, o qual também pode ser expresso
na forma polar. Assim, obtemos:

ϕ(x) = ηeiα′(x) + 1√
2

ρ(x)eiψ(x) =
(

η + 1√
2

ρ(x)
)

eiψ(x), (5.18)

sendo ρ(x) e ψ(x) campos escalares reais, componentes de ξ(x). Visto que qualquer campo
α′(x) constitui um estado de vácuo (Eq. (5.15)), escolhemos α′(x) = ψ(x).

Na equação (5.18), podemos utilizar a transformação de calibre, expressa pela Eq.
(5.14), para eliminar um dos graus de liberdade do campo ϕ(x) através de uma escolha
conveniente do parâmetro local θ(x). Ao aplicarmos a transformação de simetria sobre o
campo ϕ(x), temos:

ϕ(x) →
(

η + 1√
2

ρ(x)
)

eiα(x)eiqθ(x), (5.19)

sendo que o parâmetro θ(x), expresso por uma função qualquer do espaço-tempo, pode ser
escolhido livremente (liberdade de calibre). Ao considerarmos θ(x) = −α(x)/q, o campo
ϕ(x) assume a seguinte forma:

ϕ(x) = η + 1√
2

ρ(x), (5.20)

o qual possui apenas um grau de liberdade, visto que a componente α(x) foi eliminada
por meio da liberdade de calibre.

Desse modo, podemos analisar a teoria após a quebra espontânea de simetria,
substituindo o campo ϕ(x), expresso pela Eq. (5.19), na Lagrangiana (Eq. (5.12)). Com
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isso, obtemos:

L = 1
2∂μρ ∂μρ + q2

(
η + ρ√

2

)2

AμAμ − λ2

8
(
2
√

2ηρ + ρ2
)2 − 1

4FμνF μν , (5.21)

na qual podemos reconhecer termos cinéticos para os campos ρ(x) e Aμ(x), assim como
termos de interação. Além disso, podemos identificar termos de massa para ambos os
campos:

LM = 1
2(2q2η2)AμAμ − 1

2(2λ2η2)ρ2. (5.22)

Podemos observar que a quebra espontânea da simetria de calibre U(1), não
produziu nenhuma partícula não massiva, diferente do que vimos na quebra espontânea da
simetria global U(1). Na verdade, a componente α(x) do campo ϕ(x), que daria origem
ao bóson de Goldstone, foi eliminada através da liberdade de calibre, na Eq. (5.19). Por
outro lado, o bóson de calibre Aμ(x), descrito inicialmente como uma partícula sem massa,
se tornou massivo após o processo de quebra espontânea.

Um ponto que vale a pena ser discutido refere-se ao fato de que a liberdade de
calibre permite que qualquer um dos graus de liberdade do campo ϕ(x) seja eliminado. Na
Eq. (5.19), escolhemos o parâmetro θ(x) a fim de que a componente α(x) fosse cancelada.
No entanto, também podemos escolher um parâmetro θ(x) da forma:

θ(x) = −i

q
ln
(√

2η
)

+ i

q
ln
(√

2η + ρ(x)
)
, (5.23)

o qual permite que a componente ρ(x) seja eliminada. Com essa escolha, o campo ϕ(x)
passa a ser dado por:

ϕ(x) = η eiα(x), (5.24)

o qual exibe apenas um grau de liberdade, α(x).

Ao substituirmos o campo ϕ(x) (Eq. (5.24)) na Lagrangiana da Eq. (5.12), obtemos:

L = η2(∂μα∂μα) + q2η2AμAμ + 2qη2Aμ(∂μα) − 1
4FμνF μν . (5.25)

Nessa Lagrangiana, podemos observar um termo de acoplamento cinético da forma:

Lint = 2qη2Aμ(∂μα), (5.26)

indicando que o campo escalar α(x) se transforma no campo de calibre Aμ(x). Isso está
associado ao fato de que os campos foram identificadas equivocadamente dentro da teoria
[4]. Por essa razão a liberdade de calibre é utilizada de forma a eliminar a componente
α(x) do campo escalar ϕ(x), e não a componente ρ(x).
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5.3 Quebra espontânea de simetria no setor escalar de Higgs
No setor escalar de Higgs da teoria eletrofraca, a quebra espontânea de simetria é

responsável por atribuir massa aos bósons de calibre W ± e Z0. Esse mecanismo torna-se
necessário uma vez que, experimentalmente, essas partículas são identificadas como sendo
massivas e termos de massa para bósons de calibre não podem ser adicionados diretamente
ao setor de Higgs, pois violam a simetria local SU(2) × U(1). As massas obtidas através
da quebra espontânea de simetria, por outro lado, permitem que a teoria eletrofraca ainda
seja renormalizável [8].

A Lagrangiana do setor escalar de Higgs exibe um potencial que é responsável
por atribuir um valor esperado de vácuo não nulo ao dubleto de Higgs, de modo que a
teoria passa a apresentar um conjunto de estados de vácuo não simétricos. Assim como
vimos nas seções anteriores, a quebra espontânea de simetria ocorre por meio da escolha
de um desses estados, em torno do qual a teoria é perturbada. Após a quebra espontânea
da simetria SU(2) × U(1), os bósons W ± e Z0 passam a interagir com o bóson de Higgs.
Como resultado desse processo (mecanismo de Higgs), os bósons W ± e Z0 adquirem massa,
enquanto o fóton, que também media a interação eletrofraca, permanece sem massa, uma
vez que não interage com o bóson de Higgs.

Para entendermos os detalhes do mecanismo de Higgs no contexto da teoria
eletrofraca, consideremos a Lagrangiana do setor escalar de Higgs, definida na Seção 4.4
como:

Lh,g = (Dμϕ)†(Dμϕ) − 1
4W a

μνW aμν − 1
4BμνBμν − V (ϕ†ϕ), (5.27)

que é invariante sob as transformações de calibre do grupo SU(2)×U(1), definidas pela Eq.
(4.79). O dubleto de Higgs ϕ(x) é expresso em função de dois campos escalares complexos
da seguinte forma:

ϕ(x) =
⎛
⎝ϕ1e

iα1

ϕ2e
iα2

⎞
⎠ , (5.28)

com as componentes ϕ1(x), ϕ2(x), α1(x) e α2(x) sendo campos escalares reais. A derivada
covariante dessa teoria, é dada por:

(Dμϕ(x))α = ∂μϕα(x) − ig

2 W a
μ (x)(σa)α

β ϕβ(x) − i

2g′Bμ(x)Y (1)α
β ϕβ(x), (5.29)

com a = 1, 2, 3, contabilizando os três geradores do grupo SU(2), enquanto α = β = 1, 2
compreende as duas componentes do dubleto de Higgs. Nessa representação (fundamental),
os geradores do grupo SU(2) são expressos em termos das matrizes de Pauli, ao passo que
a hipercarga fraca YW é o gerador do grupo U(1), conforme discutido na Seção 4.4.

O potencial V (ϕ†ϕ) presente em Lh,g, é expresso como uma auto-interação do
dubleto de Higgs:

V (ϕ†ϕ) = λ2

2 (ϕ†ϕ − η2)2, (5.30)
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o qual exibe a mesma forma do potencial que utilizamos ao longo desse capítulo. Tal
potencial atribui um valor esperado de vácuo não nulo ao dubleto de Higgs, caracterizado
por:

ϕ†ϕ = |ϕ(x)|2 = η2 → |ϕ(x)| = η. (5.31)

Dessa forma, todo ϕ(x) cujo módulo seja igual a η, constitui um estado fundamental do
setor de escalar de Higgs. Assim, um conjunto de estados de vácuo (não simétricos) é
exibido pela teoria.

Conforme vimos da Seção 5.2, podemos utilizar a transformação de calibre, nesse
caso do dubleto de Higgs, para eliminar alguns de seus graus de liberdade, uma vez que
podemos escolher livremente os parâmetros locais dessa transformação. Na Seção 4.4,
definimos a transformação do dubleto de Higgs da seguinte forma:

ϕ(x) →
⎛
⎝ϕ1e

iα1

ϕ2e
iα2

⎞
⎠ eiθa(x) σa

2 eiβ(x) Y
2 . (5.32)

Assim, os parâmetros locais θa(x), com a = 1, 2, 3, e β(x) podem ser escolhidos de modo
que três dos quatro graus de liberdade de ϕ(x) sejam eliminados. Essas escolhas são feitas
a fim de que o dubleto de Higgs seja expresso em termos de um único campo real:

ϕ(x) =
⎛
⎝ 0

ϕ2(x)

⎞
⎠ . (5.33)

Dessa forma, a condição que caracteriza um estado de vácuo da teoria, definida pela Eq.
(5.31), pode ser reescrita em termos da única componente do dubleto de Higgs, ϕ2(x):

ϕ†ϕ = ϕ2
2(x) = η2 → ϕ2(x) = η. (5.34)

Sendo assim, podemos expandir o dubleto de Higgs ϕ(x) ao redor de um estado
vácuo, conforme fizemos nas seções anteriores:

ϕ(x) =
⎛
⎝ 0

ϕ2(x)

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0

η + χ√
2

⎞
⎠ , (5.35)

e, então, analisar o setor escalar de Higgs após a quebra espontânea de simetria. A
perturbação χ(x), realizada em torno do estado de vácuo, se trata de um campo escalar
real, o qual passa a ser denominado como campo de Higgs.

Dessa maneira, para analisar o setor escalar de Higgs após o processo de quebra
espontânea de simetria, substituímos o campo ϕ(x), expresso pela Eq. (5.35), na Lagran-
giana Lh,g. Primeiramente, podemos analisar como o termo cinético do dubleto ϕ(x) se
modifica após a quebra espontânea. Para isso, substituímos ϕ(x), na derivada covariante
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definida pela Eq. (5.29). Para primeira componente desse objeto, obtemos:

(Dμϕ)1 =ig

2
(
W 1

μ(σ1)1
2 + W 2

μ(σ2)1
2 + W 3

μ(σ3)1
2
)(

η + χ√
2

)

− ig′

2 Bμ(1)1
2

(
η + χ√

2

)

= − ig

2

(
η + χ√

2

)(
W 1

μ − iW 2
μ

)

= −
√

2
2 ig

(
η + χ√

2

)
W −

μ ,

(5.36)

na qual introduzimos a notação [6]:

W ±
μ = 1√

2
(
W 1

μ ± iW 2
μ

)
. (5.37)

Analogamente, a segunda componente da derivada covariante resulta em:

(Dμϕ)2 = 1√
2

∂μχ + i

2

(
η + χ√

2

)(
gW 3

μ − g′Bμ

)
. (5.38)

Essas duas componentes, expressas pelas Eqs. (5.36) e (5.38), podem ser escritas na forma
matricial como:

Dμϕ = ∂μ

⎛
⎝ 0

η + χ√
2

⎞
⎠ + i

2

(
η + χ√

2

)⎛⎝ −g
√

2W −
μ

gW 3
μ − g′Bμ

⎞
⎠ . (5.39)

Assim, podemos calcular o termo cinético do campo escalar ϕ(x), a partir da
derivada covariante expressa pela Eq. (5.39):

(Dμϕ)†(Dμϕ) = 1
2 ∂μχ∂μχ + g2

2

(
η + χ√

2

)2

W +μW −
μ

+ g2

4

(
η + χ√

2

)2 (
W 3μ − g′

g
Bμ

)(
W 3

μ − g′

g
Bμ

)
,

(5.40)

em que utilizamos a relação (W −
μ )∗ = W +

μ , obtida através da Eq. (5.37).

Podemos reescrever a Eq. (5.40), por meio das seguintes definições:

ḡ =
√

g2 + g′2,
g

ḡ
= cos θW e g′

ḡ
= sin θW , (5.41)

que estabelecem uma relação entre as constantes de acoplamento g e g′ dos grupos SU(2) e
U(1), respectivamente, como o ângulo de Weinberg θW [10]. Esse ângulo está relacionado às
rotações sofridas pelos campos W 3

μ(x) e Bμ(x), as quais dão origem aos campos associados
ao bóson Z0 e ao fóton, conforme visto na Seção 4.4.



Capítulo 5. Quebra espontânea de simetria 70

Desse modo, a partir das definições expressas pela Eq. (5.41), o termo cinético para
o campo ϕ(x), passa assumir a seguinte forma:

(Dμϕ)†(Dμϕ) =1
2∂μχ∂μχ + g2

4

(
η + χ√

2

)2(
W 1μW 1

μ + W 2μW 2
μ

)

+ ḡ2

4

(
η + χ√

2

)2(
W 3μ cos θW − Bμ sin θW

)

×
(
W 3

μ cos θW − Bμ sin θW

)
,

(5.42)

na qual também utilizamos a Eq. (5.37). Nesse ponto, os campos de calibre W 3
μ(x) e Bμ(x)

são redefinidos da seguinte forma [6, 7, 10]:

W 3
μ(x) = sin θW Aμ(x) + cos θW Zμ(x) e Bμ(x) = cos θW Aμ(x) − sin θW Zμ(x), (5.43)

em que Aμ(x) representa o campo eletromagnético, enquanto Zμ(x) é o campo associado
ao bóson Z0. Essas redefinições permitem que apenas os campos W 1

μ(x), W 2
μ(x) e Zμ(x)

acoplem-se ao campo de Higgs. Através dessa interação, os bósons W ± e Z0, associados a
esses campos, adquirem massa, enquanto o fóton permanece sendo não massivo.

Dessa forma, após as rotações sofridas pelos campos W 3
μ(x) e Bμ(x), a Eq. (5.42)

se torna:

(Dμϕ)†(Dμϕ) =1
2∂μχ∂μχ + g2

4

(
η + χ√

2

)2(
W 1μW 1

μ + W 2μW 2
μ

)

+ ḡ2

4

(
η + χ√

2

)2

ZμZμ,

(5.44)

na qual identificamos os termos de massa para os campos de calibre W 1
μ(x), W 2

μ(x),
associados aos bósons W ±:

MW = gη√
2

(5.45)

assim como um termo de massa para o campo Zμ(x), associado ao bóson Z0,

MZ = ḡη√
2

. (5.46)

As massas dessas partículas estão relacionadas através do ângulo de Weinberg:
MW

MZ

= cos θW . (5.47)

Para que possamos obter a descrição completa da teoria após o processo de quebra
espontânea de simetria, precisamos também avaliar o potencial V (ϕ†ϕ) em termos do
campo ϕ(x) expandido ao redor do estado de vácuo (Eq. (5.34)). Dessa forma, substituímos
esse campo no potencial expresso pela Eq. (5.30):

V (χ) = λ2

2

(
2η2χ2 + 2√

2
ηχ3 + χ4

4

)
, (5.48)



Capítulo 5. Quebra espontânea de simetria 71

no qual identificamos um termo de massa para o bóson de Higgs da forma:

MH =
√

2λη, (5.49)

que, assim como as massas dos bósons W ± e Z0, é proporcional ao valor esperado de vácuo
do campo ϕ(x), expresso pelo parâmetro η.

Por último, devido às redefinições dos campos W 3
μ(x) e Bμ(x), os termos que

descrevem a dinâmica dos campos de calibre passam a ser escritos da forma:

Lg = −1
4W 1

μνW 1μν − 1
4W 2

μνW 2μν − 1
4ZμνZμν − 1

4AμνAμν , (5.50)

na qual substituímos a Eq. (5.43) nas definições dos tensores de força destes campos (Eq.
(4.70)).

Dessa maneira, após a quebra espontânea da simetria SU(2) × U(1), a Lagrangiana
do setor escalar de Higgs assume a seguinte forma:

Lh,g = 1
2∂μχ∂μχ + g2

4

(
η + χ√

2

)2 (
W 1μW 1

μ + W 2μW 2
μ

)

+ ḡ2

4

(
η + χ√

2

)2

ZμZμ − λ2

2

(
2η2χ2 + 2√

2
ηχ3 + χ4

4

)

− 1
4W 1

μνW 1μν − 1
4W 2

μνW 2μν − 1
4ZμνZμν − 1

4FμνF μν .

(5.51)

É importante destacar que embora essa Lagrangiana exiba termos de massa para os
bósons de calibre, a teoria eletrofraca ainda permanece sendo renormalizável, conforme
comentamos anteriormente.
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6 Modelo BSM

Neste capítulo, apresentaremos nossos desenvolvimentos para a construção de um
modelo BSM para o setor escalar de Higgs. Nossa construção baseia-se na introdução de
uma nova correção quântica de um laço (proporcional à primeira ordem de �) ao setor de
Higgs. Essa correção quântica, ainda não considerada pelo Modelo Padrão na previsão da
massa do bóson W ±, origina-se na medida funcional da integral de caminho de Feynman.

Na Seção 6.1, apresentaremos como a correção quântica com origem na medida
funcional foi obtida e introduzida ao setor escalar de Higgs. Na Seção 6.2, calcularemos as
massas das partículas desse setor, isto é, dos bósons W ±, Z0 e de Higgs, através da ação
efetiva, a qual inclui a nova correção quântica. Por fim, na Seção 6.3, adicionaremos ao
nosso modelo as correções quânticas de um laço já consideradas pelo Modelo Padrão na
previsão da massa do bóson W ±. Ao longo desse capítulo, apresentaremos os fatores de
� explicitamente, para que as correções quânticas introduzidas ao setor escalar de Higgs
possam ser identificadas facilmente.

6.1 Correção quântica: medida funcional
Conforme vimos na Seção 2.2, a medida funcional da integral de caminho é definida

da seguinte forma:
Dϕ = A

∏
α, x

dϕα(x), (6.1)

com A sendo um parâmetro constante. Essa expressão denota o produto das integrais
realizadas sobre todas as configurações assumidas por cada campo ϕα(x) presente em uma
teoria. No entanto, esse é apenas um caso particular de uma definição mais geral [28, 62]:

Dϕ =
∏

i

dϕi
√

Det Gij, (6.2)

em que o índice i, expresso na notação de DeWitt [62], compreende o índice discreto α,
assim como a coordenada contínua x, de forma que dϕi = dϕα(x).

A medida funcional, definida pela Eq. (6.2), garante que o funcional gerador Z[J ]
de uma teoria mantenha-se invariante sob quaisquer redefinições dos campos ϕi. Isso é
assegurado pelo termo

√
Det Gij, que cancela os Jacobianos que surgem através de tais

redefinições. O objeto Gij, presente nesse termo, é definido como a métrica do espaço de
configuração dos campos. Esse espaço, por sua vez, pode ser compreendido como aquele em
que os campos de uma teoria formam os eixos de coordenadas, de modo bastante similar
ao espaço de configuração definido em mecânica clássica. Entretanto, nesse caso, para cada
ponto do espaço-tempo, os campos que determinam os eixos assumem uma configuração
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distinta, conforme ilustrado pela Figura 6. Desse modo, o espaço de configuração dos
campos exibe dimensão infinita, diferente do que ocorre em mecânica clássica. A métrica
Gij define, então, qualquer medida geométrica neste espaço.

Figura 6 – Exemplo de um espaço de configuração para uma teoria composta por três
campos.

No caso particular de uma métrica trivial, isto é Gij = 1, o termo
√

Det Gij é igual
a um, e a medida funcional é simplesmente expressa pela Eq. (6.1). No entanto, de modo
geral, esse termo gera contribuições não triviais à integral de caminho, que podem ser
interpretadas como correções quânticas de um laço à ação clássica de uma teoria. Para
que a correção quântica resultante não viole a localidade exibida pelas teorias quânticas
de campos, a métrica Gij é definida como:

Gij = GIJ(ϕi)δ(x − x′), (6.3)

na qual a matriz GIJ(ϕi), expressa como um funcional dos campos que compõem o espaço
de configuração, é obtida por aspectos de simetria.

Para que a contribuição gerada pela medida funcional surja como uma correção
quântica de um laço à ação clássica de uma teoria, partimos da definição do funcional
gerador (Eq. (2.58)), considerando a medida funcional expressa pela Eq. (6.2):

Z[J ] =
∏

i

∫
dϕi

√
Det Gij e

i
�

(
S[ϕi]+Jiϕ

i

)
, (6.4)
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em que Jiϕ
i =

∫
d4xJα(x)ϕα(x), na notação de DeWitt. O termo

√
Det Gij, pode ser

reescrito da seguinte forma: √
Det Gij = e

1
2 ln Det Gij , (6.5)

obtida através da seguinte propriedade da função logarítmica:

eln(x) = x. (6.6)

Desse modo, o funcional gerador passa a ser expresso como:

Z[J ] =
∏

i

∫
dϕi e

i
�

(
Seff +Jiϕ

i

)
, (6.7)

com
Seff = S[ϕi] − i�

2 ln Det Gij. (6.8)

Utilizando a relação Det ln = Tr ln, a ação Seff passa a ser dada por:

Seff = S[ϕi] − i�

2 Tr ln Gij

= S[ϕi] − i�

2 δ(0)
∫

d4x tr ln GIJ ,

(6.9)

em que utilizamos a definição de Gij (Eq. (6.3)) e tomamos seu traço funcional Tr. Nessa
equação, tr denota o traço matricial de GIJ . Com esse resultado, podemos concluir que o
termo

√
Det Gij de fato contribui com uma correção quântica de um laço à ação clássica,

uma vez que dá origem a um termo proporcional à �.

Para que possamos obter a forma da contribuição gerada pela medida funcional e
introduzi-la como uma correção quântica de um laço ao setor escalar de Higss, é necessário
que a métrica GIJ seja construída para esse caso. Na Seção 4.4, vimos que a Lagrangiana
do setor escalar de Higgs compreende os campos de calibre Bμ(x) e W a

μ (x), com a = 1, 2, 3,
além do dubleto de Higgs ϕ(x), os quais, então, constituem o espaço de configuração desta
teoria. Dessa forma, a métrica desse espaço deve ser construída como um funcional desses
campos. Além disso, vimos que o setor escalar de Higgs exibe simetria de calibre com base
no grupo SU(2) × U(1). Assim, GIJ também deve ser construída de modo a preservar essa
simetria. Ademais, para que a localidade da teoria não seja violada, não incluímos termos
de derivadas dos campos nessa construção.

A partir dessas considerações, concluímos não ser possível incluir os campos de
calibre Bμ(x) e W a

μ (x) na estrutura de GIJ , visto que funções que não incluem suas
derivadas, como lineares, quadráticas, etc., violam a simetria de calibre SU(2) × U(1).
Desse modo, construímos a métrica apenas como um funcional do dubleto de Higgs.
Ademais, esse campo pôde ser introduzido na estrutura de GIJ somente em sua forma
escalar, a qual é invariante sob as transformações de calibre do grupo de simetria em
questão.
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Sendo assim, com base em nossas ponderações, o determinante da métrica para o
setor escalar de Higgs, assume a seguinte forma:

Det GIJ = A + B
ϕ(x)†ϕ(x)

Λ2 , (6.10)

sendo A e B constantes adimensionais, enquanto Λ é uma constante de escala, com
dimensão de massa, que garante a dimensão correta de Det GIJ . A partir desse resultado
e da construção expressa nas Eqs. (6.4) - (6.9), obtemos a seguinte ação efetiva para o
setor escalar de Higgs:

Seff = Shiggs − 2iγ�
∫

d4x tr ln
(

A + B
ϕ(x)†ϕ(x)

Λ2

)
, (6.11)

na qual γ é um outro parâmetro livre com dimensão de massa elevada à quarta potência
(M4). Nessa expressão, Shiggs denota a ação clássica:

Shiggs =
∫

d4x Lh,g, (6.12)

em que a Lagrangiana do setor escalar de Higgs Lh,g é expressa pela Eq. (4.78).

Na Eq. (6.12) podemos observar que a contribuição advinda da medida funcional se
comporta como uma correção quântica imaginária. Isso implica que a ação efetiva do setor
escalar de Higgs é complexa, o que gera algumas dificuldades com relação ao cálculo das
massas das partículas dessa teoria. Essas complicações incluem, por exemplo, o surgimento
de divergências na massa do bóson de Higgs. Por esse motivo, trataremos nosso problema
no espaço Euclidiano. Para isso, realizamos uma rotação de Wick na integral de caminho
definida no espaço de Minkowski (Eq. (2.58)) e só então introduzimos a contribuição
gerada pela medida funcional. Essa rotação é realizada através das seguintes continuações
analíticas ao plano complexo:

x0 → −ix0 e �x → �xE. (6.13)

Dessa forma, a integral funcional no espaço Euclidiano é expressa como:

Z[J ] =
∫

Dϕ e
1
�

(
−S[ϕ]+Jiϕ

i

)
, (6.14)

de modo que as contribuições geradas pela medida funcional deixam de receber o fator i

ao serem introduzidas na integral de caminho.

Dessa maneira, no espaço Euclidiano, a ação efetiva para o setor escalar de Higgs
assume a seguinte forma:

Seff = Shiggs − 2γ�
∫

d4xE tr ln
(

A + B
ϕ(x)†ϕ(x)

Λ2

)
, (6.15)

a qual é completamente real. É importante ressaltar que essa ação continua invariante sob
as transformações de calibre de grupo SU(2) × U(1), visto que construímos a métrica GIJ

a fim de que essa simetria fosse preservada.
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6.2 Massas dos bósons do setor escalar de Higgs
Nesta seção, calcularemos as massas dos bósons de Higgs, W ± e Z0, através do

processo de quebra espontânea de simetria, utilizando a ação efetiva que obtivemos na
Seção 6.1:

Seff =
∫

d4xE

[
(Dμϕ)†(Dμϕ) − 1

4W a
μνW aμν − 1

4BμνBμν

− V (ϕ†ϕ) − 2�γ tr ln
(

A + B
ϕ†ϕ
Λ2

)]
,

(6.16)

sendo que utilizamos a Lagrangiana do setor escalar de Higgs dada pela Eq. (4.78).

Uma vez que a correção quântica introduzida na teoria não depende de derivadas
do campo ϕ(x), podemos interpretá-la como uma correção ao potencial V (ϕ†ϕ), expresso
pela Eq. (4.77). Dessa forma, definimos o seguinte potencial efetivo:

Veff = λ2

2
(
ϕ†ϕ − η2

)2
+ 2γ� tr ln

(
A + B

ϕ†ϕ
Λ2

)

Veff = λ2

2
(
ϕ†ϕ − η2

)2
+ 2�γ ln(A) + 2�γ ln

(
1 + Cϕ†ϕ

)
,

(6.17)

com a constante C = B
AΛ2 tendo dimensão de um sobre massa ao quadrado (M−2). Nessa

equação, utilizamos que o traço matricial tr é trivial ao ser calculado sobre termos escalares.
A forma desse potencial, com valores arbitrários para os parâmetros livres C e γ, está
ilustrada na Figura 7.

Figura 7 – Potencial efetivo do setor escalar de Higgs. Consideramos os valores arbitrários
η = Λ = 246, λ = 0, 13 e A = B = γ = 1.

Na Seção 5.3, vimos que o potencial V (ϕ†ϕ) atribui um valor esperado de vácuo
não nulo ao dubleto de Higgs, caracterizando uma família de estados fundamentais. A
partir da escolha de um desses estados, em torno do qual a teoria é perturbada, a simetria
SU(2) × U(1) é quebrada espontaneamente. Como consequência, os bósons W ± e Z0
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adquirem massa, enquanto o fóton permanece sendo não massivo. Embora tenhamos
alterado a forma de V (ϕ†ϕ) através da introdução da correção quântica, o potencial efetivo
Veff(ϕ†ϕ) também atribui um valor esperado de vácuo não nulo ao dubleto de Higgs,
de modo que a quebra espontânea de simetria ocorre de maneira análoga. Assim como
anteriormente, o valor esperado de vácuo de ϕ(x) é obtido através da minimização do
potencial, nesse caso, do potencial efetivo expresso pela Eq. (6.17):

dVeff (ϕ†ϕ)
d(ϕ†ϕ) = λ(ϕ†ϕ − η2) + 2�γC

1 + Cϕ†ϕ
= 0, (6.18)

de modo que os mínimos são:

ϕ†ϕ =
Cη2 − 1 ±

√
(1 + Cη2)2 − 8�γC2

λ2

2C
. (6.19)

Quando desconsideramos a correção quântica, tomando o limite � → 0, os mínimos
de Veff (ϕ†ϕ) devem retornar ao resultado que obtivemos na Seção 5.3, quando consideramos
o setor escalar de Higgs clássico. Dessa forma, tomando o limite � → 0 na Eq. (6.19),
obtemos:

lim
�→0

ϕ†ϕ = Cη2 − 1 ± (1 + Cη2)
2C

, (6.20)

a qual retorna ao caso clássico, ϕ†ϕ = η2, somente quando adotamos o sinal positivo.
Assim, a configuração válida de ϕ†ϕ que minimiza o potencial efetivo é:

ϕ†ϕ =
Cη2 − 1 +

√
(1 + Cη2)2 − 8�γC2

λ2

2C
. (6.21)

Dessa forma, qualquer dubleto de Higgs que satisfaça essa equação constitui um estado de
vácuo no nosso modelo BSM do setor escalar de Higgs.

Conforme vimos na Seção 5.3, três dos quatro graus de liberdade do dubleto de
Higgs podem ser eliminados devido à liberdade de calibre, de forma que esse campo passa
a ser expresso como:

ϕ(x) =
⎛
⎝ 0

ϕ2(x)

⎞
⎠ , (6.22)

com ϕ2(x) sendo um campo escalar real. Desse modo, podemos expandir o campo ϕ(x)
em torno de um estado de vácuo, caracterizado pela Eq. (6.21):

ϕ(x) =
⎛
⎝ 0

ϕ0 + χ√
2

⎞
⎠ , (6.23)

com χ(x) sendo um campo escalar real (campo de Higgs), enquanto ϕ0 é definido por:

ϕ0 ≡
√√√√Cη2 − 1 +

√
(1 + Cη2)2 − 8�γC2

λ2

2C
. (6.24)
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Dessa maneira, a Lagrangiana do modelo BSM do setor escalar de Higgs, que inclui
a correção quântica com origem na medida funcional, pode ser expressa em termos de
ϕ(x) (Eq. (6.23)). Isso nos permite estudar as características dessa teoria após a quebra
espontânea da simetria SU(2) × U(1). Vimos anteriormente, que após esse processo os
bósons W ± e Z0 adquirem massas proporcionais ao valor esperado de vácuo do dubleto
de Higgs, obtido através da minimização do potencial. Ainda que tenhamos modificado
a ação do setor escalar de Higgs, o processo de geração das massas dos bósons W ± e Z0

ocorre da mesma forma, com a diferença de que essas massas se tornam proporcionais
ao novo valor esperado de vácuo ϕ0. Visto que os cálculos das massas dos bósons W ± e
Z0 são exatamente análogos ao caso que descrevemos na Seção 5.3, nos restringiremos a
apresentar apenas os resultados obtidos:

MW = gϕ0√
2

e MZ = ḡϕ0√
2

, (6.25)

com ϕ0 dado pela Eq. (6.24). Podemos observar que essas massas preservam a relação com
o ângulo de Weinberg, expressa pela Eq. (5.47), uma vez que mantém a mesma forma
daquelas obtidas para o caso clássico (Eqs. (5.45) e (5.46)).

Ao desconsiderarmos a correção quântica, as novas massas dos bósons W ± e Z0

devem retornar aos casos clássicos. Dessa forma, tomando o limite � → 0 nas massas
expressas pela Eq. (6.25), obtemos:

lim
�→0

MW (Z) = g(ḡ)√
2

√
Cη2 − 1 + (1 + Cη2)

2C

= g(ḡ)√
2

η,

(6.26)

que é o resultado encontrado na Seção 5.3, quando consideramos o setor escalar de Higgs
sem correções quânticas.

É importante notar que os parâmetros livres C e γ, introduzidos na teoria através
da correção quântica, foram definidos com dimensões que mantém a ação efetiva Seff

adimensional. Isso também garante que as massas das partículas exibam a dimensão correta.
Consideramos que os parâmetros C e γ apresentam dimensões de potências de massa M−2

e M4, respectivamente. Além disso, sabemos que os parâmetros g, ḡ e η, definidos no setor
escalar de Higgs, apresentam as dimensões M0, M0 e M , respectivamente. Dessa forma,
podemos concluir que as expressões da Eq. (6.25) exibem a dimensão correta.

Na Seção 5.3, obtivemos a massa do bóson de Higgs avaliando o potencial V (ϕ†ϕ)
em termos do dubleto ϕ(x) expandido ao redor do estado de vácuo. Analogamente, podemos
obter a nova massa do bóson de Higgs substituindo o campo ϕ(x), expresso pela Eq. (6.23),
no potencial efetivo Veff(ϕ†ϕ). Entretanto, antes dessa substituição, é necessário que a
função logarítmica que surge nesse potencial seja expandida em série de Taylor. Isso porque
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os termos de massa são sempre quadráticos nos campos. Assim, para que possamos obter
as contribuições da correção quântica à massa dessa partícula, o termo de correção deve ser
expresso como um polinômio. Dessa forma, expandindo a função logarítmica de Veff (ϕ†ϕ)
em torno do vácuo ϕ0, até segunda ordem em ϕ†ϕ, obtemos:

Veff (ϕ†ϕ) = λ2

2 (ϕ†ϕ − η2)2 + 2�γ ln(A) + 2�γ ln (1 + Cϕ2
0)

+ 2�γ

[
C

1 + Cϕ2
0
(ϕ†ϕ − ϕ2

0) − C2

2
(
1 + Cϕ0

)2

(
ϕ†ϕ − ϕ2

0

)2
]
.

(6.27)

Com a expansão do potencial Veff(ϕ†ϕ) podemos, então, avaliá-lo em termos do
campo ϕ(x) expresso pela Eq. (6.23). Com isso, o potencial efetivo assume a forma:

Veff (χ) = λ2

2

[(
ϕ0 + χ√

2

)2

− η2
]2

+ 2�γ ln(A) + 2�γ ln(1 + Cϕ2
0)

+ 2�γC

1 + Cϕ2
0

[(
ϕ0 + χ√

2

)2

− ϕ2
0

]
− �γC2

(1 + Cϕ2
0)2

[(
ϕ0 + χ√

2

)2

− ϕ2
0

]2

= λ2

2

(
ϕ4

0 + χ4

4 + η4 + 4√
2

ϕ3
0χ − 2ϕ2

0η
2 + 2√

2
ϕ0χ

3 − 4√
2

η2ϕ0χ

)

+ 2�γ ln(A) + 2�γ ln(1 + Cϕ2
0)

+ 4�γCϕ0χ√
2(1 + Cϕ2

0)
− �γC2

(1 + Cϕ2
0)2

(
χ4

4 + 2√
2

ϕ0χ
3
)

+ 1
2

[
3λ2ϕ2

0 − λ2η2 + 2�γC

(1 + Cϕ2
0)

− 4�γC2ϕ2
0

(1 + Cϕ2
0)2

]
χ2,

(6.28)

no qual podemos identificar a massa do bóson de Higgs como:

MH =

√√√√3λ2ϕ2
0 − λ2η2 + 2�γC

(1 + Cϕ2
0)

− 4�γC2ϕ2
0

(1 + Cϕ2
0)2 . (6.29)

Assim como as massas dos bósons mediadores, a massa do bóson de Higgs retorna
ao caso clássico, expresso pela Eq. (5.49), quando desconsideramos a correção quântica
tomando o limite � → 0:

lim
�→0

MH =

√√√√3λ2
(

Cη2 − 1 ± (1 + Cη2)
2C

)
− λ2η2

=
√

2λη.

(6.30)

6.3 Correção quântica: diagramas de Feynman
Ao longo deste capítulo, introduzimos uma nova correção quântica de um laço ao

setor escalar de Higgs, a qual ainda não é considerada pelo Modelo Padrão. Nessa seção
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incluiremos em nosso modelo BSM, as correções quânticas associadas aos diagramas de
Feynman de um laço, já consideradas pelo Modelo Padrão na previsão da massa do bóson
W ±. Nos restringiremos a calcular essas correções apenas para as massas dos bósons W ±

e Z0, visto que nosso interesse principal é a massa do bóson W ±, a qual está associada à
massa do bóson Z0 através do ângulo de Weinberg.

As correções de um laço, com origem nos diagramas de Feynman, serão obtidas por
meio da ação efetiva discutida no Capítulo 3. Naquele caso, vimos que através do método
de campo de background, um campo quântico ϕ(x) pôde ser expresso em termos de uma
expansão ao redor do campo médio ϕc(x) (Eq. (3.19)). Associada à essa expansão, a ação
efetiva Γ[ϕc] pôde ser escrita como:

Γ[ϕc] = S[ϕc] + �S(1)[ϕc] + O(�2), (6.31)

na qual a ação S(1)[ϕc] inclui todas as correções quânticas de um laço associadas aos
diagramas de Feynman. De modo geral, a solução dessa expansão é expressa da seguinte
forma [63]:

Γ[ϕc] = S[ϕc] − �

2Tr ln
(

δ2S[ϕc]
δϕc(x)δϕc(y)

)
+ O(�2), (6.32)

que assume diferentes formas dependendo da ação clássica S[ϕc] da teoria.

Uma vez que estamos interessados em obter as correções quânticas de um laço às
massas dos bósons de calibre W ± e Z0, consideramos a seguinte ação clássica:

S[W a
μ , Bμ] =

∫
d4x − 1

4W 1
μνW 1μν − 1

4W 2
μνW 2μν − 1

4W 3
μνW 3μν

− 1
4BμνBμν + 1

2m2
W

(
W 1

μW 1μ + W 2
μW 2μ

)

+ 1
2m2

Z

(
W 3

μ cos θW − Bμ sin θW

)(
W 3μ cos θW − Bμ sin θW

)
,

(6.33)

a qual inclui a Lagrangiana de calibre (Eq. (4.69)), que descreve a dinâmica dos campos
de calibre do setor escalar de Higgs, e os termos de massa dos bósons W ± e Z0, obtidos
após a quebra espontânea de simetria. As massas mW e mZ são expressas pela Eq. (6.25)
e, portanto, já incluem a correção quântica com origem na medida funcional.

Para o caso de uma teoria de calibre, cuja ação clássica é expressa pela Eq. (6.33),
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a expansão de um laço da ação efetiva é expressa como [63–65]:

Γ[W a
μ , Bμ] =

∫
d4x

[
W 1

μν

(
− 1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
W 1μν + W 2

μν

(
− 1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
W 2μν

+ W 3
μν

(
− 1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
W 3μν + Bμν

(
− 1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
Bμν

+ 1
4g2ϕ2

0

(
W 1

μW 1μ + W 2
μW 2μ

)

+ 1
4 ḡ2ϕ2

0

(
W 3

μ cos θW − Bμ sin θW

)(
W 3μ cos θW − Bμ sin θW

)]
,

(6.34)

em que o fator de forma β
(−∂σ∂σ

m2

)
computa todas as correções quânticas com origem nos

diagramas de um laço. O parâmetro α assume um valor que depende do número e dos
tipos de campos presentes na teoria. Entretanto, para o nosso modelo BSM, optamos
por considerar α como um parâmetro livre, a fim de que, eventualmente, outros campos
possam ser introduzidos ao modelo.

A partir dessa ação efetiva, podemos obter as correções de um laço para as massas
dos bósons W ± e Z0, identificando-as como os polos dos propagadores de seus respectivos
campos. Esses polos podem ser identificados de forma direta quando Γ[W a

μ , Bμ] é expressa
no espaço dos momentos. Nesse caso, a ação efetiva assume a seguinte forma1:

Γ[W a
μ , Bμ] = 1

2

∫ d4k

(2π)4 ×

− W 1
ν (k)

{
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − m2

W

]
−
(

1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

}
W 1

μ(−k)

− W 2
ν (k)

{
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − m2

W

]
−
(

1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

}
W 2

μ(−k)

− Z0
ν (k)

{
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − m2

Z

]
−
(

1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

}
Z0

μ(−k)

− Aν(k)
[
ημν

(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 −

(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

]
Aμ(−k),

(6.35)

na qual os campos de calibre W 3
μ(x) e Bμ(x) foram redefinidos em termos dos campos do

bóson Z0 e do fóton, conforme visto na Seção 4.4.

Na ação efetiva expressa pela Eq. (6.35), os polos dos propagadores dos bósons
1 Os detalhes desse cálculo são apresentados no Apêndice B
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W ± e Z0 podem ser identificados, respectivamente, como:(
1 − 4α�β

(
k2

m2
W

))
k2 − m2

W = 0 e
(

1 − 4α�β

(
k2

m2
Z

))
k2 − m2

Z = 0, (6.36)

em que avaliamos a massa m2 do fator de forma em m2
W e m2

Z .

Ao tomarmos k2 = M2, na Eq. (6.36), obtemos as massas físicas M2
W e M2

Z dos
bósons W ± e Z0, respectivamente:

M2
W = m2

W + 4α�β

(
M2

W

m2
W

)
M2

W e M2
Z = m2

Z + 4α�β

(
M2

Z

m2
Z

)
M2

Z . (6.37)

Nessa equação, o fator de forma também é avaliado nas massas físicas M2
W e M2

Z . Entretanto,
visto que essas massas já incluem correções quânticas, podemos avaliar β somente em m2

W

e m2
Z , a fim de que correções quânticas de ordens mais altas em � não sejam introduzidas.

Assim, podemos expressar as massas dos bósons mediadores como:

M2
W = m2

W

(
1 + 4α�β

(
m2

W

m2
W

))
e M2

Z = m2
Z

(
1 + 4α�β

(
m2

Z

m2
Z

))
. (6.38)

Dessa forma, para obtermos a correção quântica para as massas dos bósons de
calibre, é necessário que o fator de forma β(1) seja calculado. Para uma teoria de calibre,
esse fator assume a seguinte forma [66]:

βΩ(μ) = 1
12 − 1

2

∫ 1

0
ds

[
1
μ

+ s(1 − s)
]

ln
[
1 + μs(1 − s)

]
, (6.39)

que para μ = 1, resulta em:
βΩ(1) = −7.8 × 10−3. (6.40)

Substituindo o valor assumido pelo fator de forma β(1) nas expressões para as
massas dos bósons W ± e Z0 (Eq. (6.38)), obtemos:

M2
W = m2

W (1 − 3.12 × 10−3α�) e M2
W = m2

Z(1 − 3.12 × 10−3α�), (6.41)

as quais incluem todas as correções quânticas de um laço com origem nos diagramas de
Feynman, além da correção quântica com origem na medida funcional, introduzida em
m2

W e m2
Z .

Dessa forma, as massas dos bósons W ±, Z0 e de Higgs, obtidas através do nosso
modelo BSM, são expressas por2:

MW =gϕ0√
2

√
1 − 3.12 × 10−3α, MZ = ḡϕ0√

2
√

1 − 3.12 × 10−3α

e MH =

√√√√3λ2ϕ2
0 − λ2η2 + 2γC

(1 + Cϕ2
0)

− 4γC2ϕ2
0

(1 + Cϕ2
0)2 ,

(6.42)

2 Nessas expressões, retomamos a unidade natural � = 1, adotada neste trabalho.
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com ϕ0 dado pela Eq. (6.24). A massa do bóson de Higgs MH inclui a correção quântica
com origem na medida funcional. Enquanto isso, as massas dos bósons W ± e Z0 também
incluem a correção quântica associada aos diagramas de um laço, além daquela devido
à medida funcional. Todas as massas retornam às expressões obtidas no setor escalar
de Higgs do Modelo Padrão (Eqs. (5.45), (5.46) e (5.49)), quando desconsideramos as
correções quânticas tomando o limite � → 0.

As massas dos bósons de Higgs, W ± e Z0, obtidas em nosso modelo BSM dependem
dos novos parâmetros livres C e γ, introduzidos na teoria através da correção quântica
com origem na medida funcional. Além disso, as massas dos bósons W ± e Z0 dependem
também do parâmetro α, inserido no modelo através da correção quântica com origem
nos diagramas de Feynman de um laço. Esses parâmetros livres não são observados no
Modelo Padrão e podem ser utilizados para que a massa do bóson W ± seja ajustada em
acordo com a observação realizada pelo CDF II, ou em acordo com a previsão do Modelo
Padrão, corroborada pelo LHC. Para isso, valores numéricos para C, γ e α, podem ser
obtidos através de dados experimentais.
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7 Conclusões

Neste trabalho, exploramos os aspectos não triviais do formalismo de Feynman na
construção de um modelo BSM para o setor escalar de Higgs da teoria eletrofraca. A forma
não trivial assumida pela medida funcional da integral de caminho permitiu que uma nova
correção quântica fosse introduzida ao setor de Higgs. Com isso, novos parâmetros livres,
ainda não observados no Modelo Padrão, foram introduzidos à teoria.

A modificação sofrida pela ação clássica do setor escalar de Higgs, devido à intro-
dução da correção quântica, induziu uma mudança nas massas dos bósons de Higgs, W ±

e Z0, as quais passaram a depender dos novos parâmetros livres incluídos na teoria. O
ajuste numérico desses parâmetros pode permitir que a massa do bóson W ± assuma o
valor reportado CDF II, de 80, 433 GeV, ou mantenha-se em acordo com o Modelo Padrão,
conforme a análise realizada pelo LHC. Ao mesmo tempo, esse ajuste pode preservar as
previsões do Modelo Padrão para as massas dos bósons de Higgs e Z0, visto que, até então,
nenhuma observação experimental exibiu desvios em relação a essas previsões.

Devido à forma similar exibida pelas massas dos bósons W ± e Z0, encontramos
alguns desafios na obtenção dos valores numéricos para os novos parâmetros livres γ, C e
α. Não obtivemos soluções para esses parâmetros através do sistema de equações composto
pelas massas dos bósons de Higgs, W ± e Z0. Dessa forma, investigamos outra possível
forma de se obter valores numéricos para esses parâmetros. Nesse caso, exploramos a
relação entre as massas dos bósons W ± e Z0 com o ângulo de Weinberg θW . Entretanto, o
valor experimental obtido para esse ângulo inclui correções quânticas que também deveriam
ser introduzidas à θW teoricamente, para que valores numéricos para os parâmetros livres
pudessem ser obtidos.

Desse modo, para a extensão deste trabalho, sugerimos que correções quânticas de
um laço também sejam introduzidas ao ângulo de Weinberg. Com isso, valores numéricos
para os novos parâmetros inseridos ao setor escalar de Higgs poderão ser obtidos. Dessa
forma, o ajuste desses parâmetros pode ser utilizado para que a massa do bóson W ±

assuma o valor reportado pelo CDF II, enquanto as massas dos bósons de Higgs e Z0

mantenham-se em acordo com as previsões realizadas pelo Modelo Padrão. Similarmente,
esse ajuste também pode ser utilizado para que as massas de todas essas partículas
permaneçam em acordo com o Modelo Padrão, visto que a análise dos dados experimentais
realizada pelo LHC corrobora as previsões dessa teoria.
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APÊNDICE A – Integral Gaussiana

A integral Gaussiana ∫ ∞

−∞
dp1

2π
e−iδt

p2
1

2m eip1(q2−q1), (A.1)

pode ser reescrita completando-se o quadrado:
∫ ∞

−∞
dp1

2π
e−iδt

p2
1

2m eip1(q2−q1) =
∫ ∞

−∞
dp1

2π
e

−iδt
2m

[(
p1− m(q2−q1)

δt

)2
−
(

m(q2−q1)
δt

)2]
. (A.2)

Para que possamos resolver a integral em p1, fazemos a seguinte mudança na
variável de integração:

p1 → x1 = p1 − m(q2 − q1)
δt

, (A.3)

de forma que a integral expressa pela Eq. A.2, assume a forma
∫ ∞

−∞
dp1

2π
e

−iδt
2m

[(
p1− m(q2−q1)

δt

)2
−
(

m(q2−q1)
δt

)2]
= e

iδ
2m

(
m(q2−q1)

δt

)2 ∫ ∞

−∞
dx1

2π
e

−iδt
2m

x2
1 . (A.4)

Em seguida, efetuamos uma nova mudança de variável, expressa por:

x1 → x = x1

2π
. (A.5)

Com isso, obtemos:
∫ ∞

−∞
dp1

2π
e

−iδt
2m

[(
p1− m(q2−q1)

δt

)2
−
(

m(q2−q1)
δt

)2]
= e

iδ
2m

(
m(q2−q1)

δt

)2 ∫ ∞

−∞
dx e−ax2

, (A.6)

na qual a = 2iδtπ2

m
.

Pra que a integral Gaussiana em x seja resolvida, calculamos seu quadrado e
renomeamos uma das variáveis de integração de x para y:(∫ ∞

−∞
dx e−ax2

)2

=
∫ ∞

−∞
dx dy e−ax2

e−ay2 = 2π
∫ ∞

0
dr r e−ar2

, (A.7)

em que reescrevemos a integral em coordenadas polares. A integral em r pode ser resolvida
através da seguinte mudança de variável:

r → u = ar2. (A.8)

Assim, temos:
2π

∫ ∞

0
dr r e−ar2 = π

a

∫ ∞

0
du e−u = π

a
. (A.9)

Ao substituirmos esse resultado na Eq. A.7, obtemos:(∫ ∞

−∞
dx e−ax2

)2

= π

a
→

∫ ∞

−∞
dx e−ax2 =

√
π

a
. (A.10)
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Por fim, substituindo o resultado expresso pela Eq. A.10 na Eq. A.6, chegamos a seguinte
solução para a integral Gaussiana:

∫ ∞

−∞
dp1

2π
e

−iδt
2m

[(
p1− m(q2−q1)

δt

)2
−
(

m(q2−q1)
δt

)]
= e

iδt(m/2)
(

q2−q1
δt

)2(−im

2πδt

) 1
2

, (A.11)

na qual utilizamos que a = 2iδtπ2

m
.
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APÊNDICE B – Ação efetiva no espaço dos
momentos

No espaço das posições a ação efetiva exibe a seguinte forma:

Γ[W a
μ , Bμ] =

∫
d4x

[
W 1

μν

(
− 1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
W 1μν + W 2

μν

(
− 1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
W 2μν

+ W 3
μν

(
− 1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
W 3μν + Bμν

(
−1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
Bμν

+ 1
4g2ϕ2

0

(
W 1

μW 1μ + W 2
μW 2μ

)

+ 1
4 ḡ2ϕ2

0

(
W 3

μ cos θW − Bμ sin θW

)(
W 3μ cos θW − Bμ sin θW

)
.

(B.1)

Para que essa ação seja expressa no espaço dos momentos, reescreveremos cada um
de seus termos através de transformadas de Fourier. Mostraremos os passos desse cálculo
para um dos campos de calibre, W 1

μ(x), e então estenderemos o resultado aos demais.
Dessa forma, partimos da seguinte equação:

Γ[W 1
μ ] =

∫
d4x W 1

μν

(
− 1

4 + α�β

(−∂σ∂σ

m2

))
W 1μν + 1

4g2ϕ2
0

(
W 1

μW 1μ
)

=
∫

d4x − 1
4W 1

μνW 1μν + α�W 1
μνβ

(−∂σ∂σ

m2

)
W 1μν + 1

4g2ϕ2
0

(
W 1

μW 1μ
)
.

(B.2)

Para que a Eq. B.2 possa ser reescrita no espaço dos momentos, analisaremos seus
termos separadamente. Desse modo, começamos pelo termo cinético do campo W 1

μ(x), o
qual pode ser escrito da seguinte forma:

−1
4

∫
d4xW 1

μνW 1μν = − 1
4

∫
d4x

(
∂μW 1

ν − ∂νW 1
μ + gf1bcW b

μW c
ν

)

×
(
∂μW 1ν − ∂νW 1μ + gf1bcW bμW cν

)

= − 1
2

∫
d4x

(
∂μW 1

ν ∂μW 1ν − ∂μW 1
ν ∂νW 1μ

)
,

(B.3)

em que utilizamos a definição do tensor W a
μν(x) (Eq. 4.70), para a = 1, e desprezamos os

termos de ordens maiores em W 1
μ(x).
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A Eq. B.3 pode ser reescrita no espaço dos momentos por meio da transformada
de Fourier do campo W 1

μ(x), definida como:

W 1
μ(x) =

∫ d4k

(2π)4 e−ikxW 1
μ(k). (B.4)

Com isso, a Eq. B.3 passa a ser expressa por:

−1
4

∫
d4xW 1

μνW 1μν = − 1
2

∫
d4x

d4k

(2π)4
d4k′

(2π)4 ∂μ

(
e−ikxW 1

ν (k)
)
∂μ
(
e−ik′xW 1ν(k′)

)

− ∂μ

(
e−ikxW 1

ν (k)
)
∂ν
(
e−ik′xW 1μ(k′)

)

= − 1
2

∫
d4x

d4k

(2π)4
d4k′

(2π)4 e−ix(k′+k)

×
(

− kμW 1
ν (k)k′μW 1ν(k′) + kμW 1

ν (k)k′νW 1μ(k′)
)
,

(B.5)

na qual podemos identificar a função exponencial como uma delta de Dirac:∫
d4x eikx = (2π)4δ4(k). (B.6)

Desse modo, utilizando a definição da distribuição delta de Dirac na Eq. B.5,
obtemos o termo cinético para o campo W 1

μ(x) no espaço dos momentos:

−1
4

∫
d4xW 1

μνW 1μν = − 1
2

∫
d4x

d4k

(2π)4
d4k′

(2π)4 (2π)4δ4(k′ + k)

×
(

− kμW 1
ν (k)k′μW 1ν(k′) + kμW 1

ν (k)k′νW 1μ(k′)
)

= − 1
2

∫ d4k

(2π)4 kμW 1
ν (k)kμW 1ν(−k) − kμW 1

ν (k)kνW 1μ(−k)

= 1
2

∫ d4k

(2π)4 W 1
ν (k)kμkνW 1

μ(−k) − W 1
ν (k)kμkμημνW 1

μ(−k),

(B.7)

sendo que utilizamos a propriedade de filtragem da delta de Dirac.

Seguindo o mesmo processo, podemos reescrever o termo de correção quântica no
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espaço dos momentos:

α�
∫

d4xW 1
μνβ

(−∂σ∂σ

m2

)
W 1μν

=α�
∫

d4x
(
∂μW 1

ν (x) − ∂νW 1
μ(x) + gf1bcW b

μ(x)W c
ν (x)

)
β

(−∂σ∂σ

m2

)

× β

(−∂σ∂σ

m2

)(
∂μW 1ν(x) − ∂νW 1μ(x) + gf1bcW bμ(x)W cν(x)

)

=α�
∫

d4x
d4k

(2π)4
d4k′

(2π)4

(
∂μW 1

ν (k) − ∂νW 1
μ(k) + gf1bcW b

μ(k)W c
ν (k)

)
e−ikx

× β

(−∂σ∂σ

m2

)(
∂μW 1ν(k′) − ∂νW 1μ(k′) + gf 1bcW bμ(k′)W cν(k′)

)
e−ik′x,

(B.8)

em que utilizamos a definição do tensor W a
μν(x) (Eq. 4.70) para a = 1, além da transformada

de Fourier do campo W 1
μ(x), dada pela Eq. B.4.

Ao atuarmos as derivadas na Eq. B.8, obtemos:

α�
∫

d4xW 1
μνβ

(−∂σ∂σ

m2

)
W 1μν

=α�
∫

d4x
d4k

(2π)4
d4k′

(2π)4 (−i)
(
kμW 1

ν (k) − kνW 1
μ(k) + gf1bcW b

μ(k)W c
ν (k)

)

× β

(
k′

σk′σ

m2

)
(−i)

(
k′μW 1ν(k′) − k′νW 1μ(k′) + gf1bcW bμ(k′)W cν(k′)

)
e−ix(k+k′)

= − α�
∫

d4x
d4k

(2π)4 β

(
k2

m2

)(
kμW 1

ν (k) − kνW 1
μ(k) + gf1bcW b

μ(k)W c
ν (k)

)

×
(

− kμW 1ν(−k) + kνW 1μ(−k) + gf 1bcW bμ(−k)W cν(−k)
)

= − 2α�
∫ d4k

(2π)4 β

(
k2

m2

)
W a

ν (k)(−k2ημν + kμkν)W a
μ (−k),

(B.9)

na qual a definição da delta de Dirac (B.6), assim como sua propriedade de filtragem,
foram utilizadas. Os termos de ordens maiores no campo W 1

μ(k) foram desprezamos, assim
como realizado na Eq. B.3.

De maneira análoga, o termo de massa do campo W 1
μ(x) pode ser escrito no espaço
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dos momentos, de seguinte forma:
1
2g2η2

∫
d4xW 1

μW 1μ =1
2g2ϕ2

0

∫
d4x

d4k

(2π)4
d4k′

(2π)4 e−ix(k′+k)W 1
μ(k)W 1μ(k′)

=1
2g2ϕ2

0

∫ d4k

(2π)4 W 1
μ(k)W 1μ(−k)

=1
2m2

W

∫ d4k

(2π)4 ημνW 1
ν (k)W 1

μ(−k),

(B.10)

obtida através da Eq. B.4.

Desse modo, com todos os termos da Eq. B.2 expressos no espaço dos momentos, a
ação Γ[W 1

μ ] passa a ser dada por:

Γ[W 1
μ ] =

∫ d4k

(2π)4
1
2
(
W a

ν (k)kμkνW a
μ (−k) − W a

ν (k)kμkμημνW a
μ (−k)

)

− 2α�β

(
k2

m2

)
W a

ν (k)(−k2ημν + kμkν)W a
μ (−k)

+
(

1
4g2ϕ2

0

)
ημνW 1

ν (k)W 1
μ(−k)

= − 1
2

∫ dk4

(2π)4 W 1
ν (k)

[
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − g2ϕ2

0
2

]

−
(
1 − 4α�β(−k2)

)
kμkν

]
W 1

μ(−k).

(B.11)

Ao estendermos o resultado expresso pela Eq. B.11 aos demais campos de calibre,
podemos escrever a ação efetiva Γ[W a

μ , Bμ] no espaço dos momentos como:

Γ[W a
μ , Bμ] =

∫ d4k

(2π)4 ×

− 1
2W 1

ν (k)
[
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − g2ϕ2

0
2

]
−
(

1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

]
W 1

μ(−k)

− 1
2W 2

ν (k)
[
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − g2ϕ2

0
2

]
−
(

1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

]
W 2

μ(−k)

− 1
2W 3

ν (k)
[
ημν

(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 −

(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

]
W 3

μ(−k)

− 1
2Bν(k)

[
ημν

(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 −

(
1 − 4α�β(−k2)

)
kμkν

]
Bμ(−k)

+ 1
4 ḡ2ϕ2

0

(
W 3

μ(k) cos θW − Bμ(k) sin θW

)(
W 3μ(−k) cos θW − Bμ(−k) sin θW

)
.

(B.12)
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Para que essa ação também seja escrita em termos dos campos associados ao bóson Z0 e
ao fóton, utilizamos as redefinições dos campos W 3

μ(x) e Bμ(x), fornecidas pela Eq. 4.71.
Com as redefinições dos campos de calibre, a ação efetiva Γ[W a

μ , Bμ] assume a seguinte
forma, no espaço dos momentos:

Γ[W a
μ , Bμ] = 1

2

∫ d4k

(2π)4 ×

− W 1
ν (k)

{
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − g2ϕ2

0
2

]
−
(

1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

}
W 1

μ(−k)

− W 2
ν (k)

{
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − g2ϕ2

0
2

]
−
(

1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

}
W 2

μ(−k)

− Z0
ν (k)

{
ημν

[(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 − ḡ2ϕ2

0
2

]
−
(

1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

}
Z0

μ(−k)

− Aν(k)
[
ημν

(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
k2 −

(
1 − 4α�β

(
k2

m2

))
kμkν

]
Aμ(−k).

(B.13)


