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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a influéncia das estruturas fractais no escape de sistemas
Hamiltonianos abertos, de interesse para a fisica de plasma. Utilizamos uma descricao
Hamiltoniana que permite descrever o movimento das linhas de campo magnético via
um mapa bidimensional chamado Tokamap. Se existem saidas posicionadas na regiao de
linhas de campo cadticas, o sistema Hamiltoniano se torna aberto e podemos estudar
as bacias de escape, ou seja, o conjunto de condig¢Oes iniciais para as quais as linhas de
campo escapam para uma dada saida. Investigamos quantitativamente as estruturas das
bacias caracterizando sua fractalidade. Para isso calculamos a dimensao de incerteza,
assim como investigamos a estrutura subjacente a dinamica formada pelo emaranhamento
homoclinico das variedades invariantes. Utilizamos o conceito de entropia de bacia e de
fronteira para investigar a incerteza do estado final do sistema. Também mostramos como
obter o expoente de incerteza a partir dessa entropia utilizando um mapa nao-twist que
descreve o movimento de particulas em fluxos incompressiveis no referencial de uma onda
viajante (mapa de Weiss). Investigamos a dindmica de particulas na borda de um tokamak
causada por perturbacoes eletrostaticas. Para descrever essas perturbacoes, utilizamos um
modelo de ondas de deriva proposto por Horton. Neste modelo, é necessario estabelecer
alguns perfis de quantidades fisicas, como campo elétrico, velocidade do plasma e perfil
de seguranga. Escolhemos valores baseados em experiéncias do tokamak Chauffage Alfvén
Brésilien (TCABr) localizado na USP, em conjunto com pardmetros também do TCABr.
Mostramos que o transporte é influenciado por estruturas fractais que exibem a propriedade
Wada. Por fim terminamos com a apresentacao da existéncia de uma estrutura hierdrquica
de ilhas ao redor de ilhas, onde as particulas sofrem o efeito stickiness utilizando um

quantificador baseado em recorréncia.

Palavras-chaves: plasmas. estruturas fractais. sela caodtica. efeito stickiness.



ABSTRACT

In this work we study the existence of fractal structures in the escape of open Hamiltonian
systems, with interest in plasma physics. We use a Hamiltonian description that allows us
to describe the movement of magnetic field lines through a two-dimensional area preserving
map called Tokamap. If there are exits positioned in the region of chaotic field lines, the
Hamiltonian system becomes open and we can study the escape basins, i.e., the set of
initial conditions for which the field lines escape to a given exit. These basins are fractal,
we quantitatively investigate the fractal basins using the uncertainty dimension as well as
investigating the structure underlying the dynamics formed by the invariant manifolds. We
use the concept of basin and boundary entropy to investigate the uncertainty of the final
state of the system, we show how to obtain the uncertainty exponent from this entropy
using a non-twist map that describes the movement of particles in incompressible flows in
the reference frame of a traveling wave, called the Weiss map. We investigated the dynamics
of particles at the edge of a tokamak, caused by electrostatic fluctuations. To describe these
disturbances we use a drift wave model proposed by Horton. In this model it is necessary
to establish some profiles of physical quantities such as electric field, plasma velocity and
safety profile. We chose values based on experiences from the Tokamak Chauffage Alfvén
Brésilien TCABr located at USP, together with parameters also from TCABr. We show
that transport is influenced by fractal structures that exhibit the Wada property. Moreover,
we show the existence of a hierarchical structure of islands-around-islands where particles

experience stickiness effect, using a recurrence-based quantifier.

Key-words: plasmas. fractal structures. chaotic saddle. stickiness effect.
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Capitulo 1
Introducao

Todas as estrelas usam a fusao nuclear para gerar energia, tornando a ideia de
tentar gerar energia através da fusao nuclear na Terra um caminho natural. Desde o final
da Segunda Guerra Mundial, cientistas de todo o mundo tém trabalhado para tornar isso
uma realidade. A fusao nuclear é uma solucao sustentavel para os desafios de energia da
humanidade, pois tem o maior potencial de geracao de energia das fontes conhecidas, ha
reservas de combustivel praticamente infinitas e, comparada com outras fontes renovaveis
como a solar e a edlica, ndo apresenta os mesmos problemas quanto a intermiténcia
temporal do fornecimento e armazenamento elétrico [1, 2]. No entanto, dado o atual nivel
de investimento, nao devemos esperar que a fusao seja a principal fonte de energia, com
baixa emissdo de carbono, até o final do século [3]. A fusdo pode ser a fonte de eletricidade

mais utilizada em 2100 e ser a solugdo a longo prazo das mudangas climéticas [4].

Fusao nuclear é o processo em que dois nticleos atomicos leves se combinam para
formar um nicleo mais pesado, liberando energia [5]. Este é o processo pelo qual as estrelas
produzem energia, incluindo a estrela do nosso sistema solar, o Sol. Nesse processo, ocorre
a fusao de atomos de hidrogénio para formar hélio, liberando uma consideravel quantidade
de energia. No Sol, ocorre o chamado ciclo préton-proton, a uma temperatura maior que
14 x 10°K . Nessas temperaturas, a matéria se encontra em um estado denominado plasma.
Esse ciclo apresenta uma area de interagao extremamente reduzida, o que inviabiliza sua
aplicagao tecnolégica na Terra devido a sua se¢ao de choque muito pequena. No Sol, por
outro lado, a reagao ¢ possivel gragas as extremas condigoes de pressao e temperatura
causadas pela sua forga gravitacional [6]. Em um reator de fusdo, serdo utilizados isétopos
do hidrogénio, em especial deutério e tritio (D T), que produzem uma particula alfa e um
néutron. A secao de choque desse isétopos é relativamente alta, o que significa que a taxa
de reacao nuclear é mais favoravel, resultando em uma maior probabilidade de ocorréncia

da fusdo nuclear [7].

A ocorréncia da fusao depende da superacao da barreira energética de repulsao
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coulombiana existente entre os nucleos. Além disso, para haver um ganho de energia, é
necessario atingir um valor minimo do produto triplo, que consiste no produto entre a
densidade do plasma, a temperatura e o tempo em que a energia do plasma ¢é confinada.
Portanto, é necessério aquecé-lo e confiné-lo por um periodo [8]. Atualmente, existem duas
propostas para fazer isso confinamento inercial, em que laser ou descargas elétricas sao
utilizadas para comprimir o combustivel a uma altissima densidade por bilionésimos de
segundos [9]. A segunda forma é o confinamento magnético, em que campos magnéticos
sao utilizados para aquecer e armazenar o plasma. Algumas maquinas que fazem isso sao
tokamaks, stellarators, spheromaks, oblimaks, prolemaks e configuragdes de campo reverso
(FRC) [10, 11, 12]. A mais proeminente delas é o tokamak: uma cadmera de vicuo toroidal
na qual campos magnéticos confinam o plasma. O ITER (International Thermonuclear
Experimental Reactor) é a maior maquina deste tipo, ainda em construcao. Ele é proposto
para demonstrar a viabilidade da fusao nuclear para a geracao de energia, e sua previsao
de entrada em operagao é 2025 [13]. Recentemente, o recorde de produgao de energia por
fusao foi demonstrado utilizando confinamento magnético no JET (Joint European Torus)
[14]. Assim como um balango positivo de energia, foi obtido no National Ignition Facility
(NIF) que usa confinamento inercial [15]. Nesta tese, o foco é em confinamento magnético,

como em tokamaks.

O confinamento em tokamaks é um fator limitante para a obtencao de energia da
fusdo de maneira efetiva. Por este motivo, modificagoes e novos procedimentos envolvendo
o design de tokamaks estao em constante desenvolvimento. O confinamento é prejudicado
pela interacao do plasma com a parede do tokamak, que gera impurezas no plasma, que
o resfriam e potencialmente podem causar disrupgoes que podem danificar a maquina.
No ITER, por exemplo, o transporte de particulas pode gerar picos de calor de cerca
de 5 — 10MW/m? que danificariam a parede interna do tokamak [16]. Para mitigar
esse problema, o conceito de divertor foi proposto para capturar ou divergir particulas

energéticas escapando do plasma [17, 18, 19].

Divertores sao placas metalicas posicionadas na fronteira do plasma, e as particulas
podem ser desviadas por linhas de campo magnético conectando a regiao exterior do
plasma e a parede. Entretanto, se os fluxos de particulas forem muito grandes, mesmo as
placas podem ser destruidas. Por isso, linhas de campo magnético cadticas na interface
plasma-parede foram propostas para uniformizar o escape de energia e particulas [20].
Estas linhas de campo magnético cadticas podem, por exemplo, ser geradas através da
aplicacdo de campos externos, o que gera a destruicao de superficies de fluxo e resfria o
plasma na interface, levando a um controle maior das interagoes plasma-parede [21, 22, 23].
O limitador magnético ergédico (EML) [20] é composto por um conjunto de fios externos
localizados no tokamak. O EML induz a geracao de um campo magnético que ressoa com
os campos de equilibrio do plasma, resultando na formacao de ilhas magnéticas. Essas ilhas

podem se sobrepor, levando a sua destruicao e a criagao de uma camada cadtica na parede
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do plasma. Essa camada, também conhecida como ergddica e estocastica, pode ser obtida
de outra maneira: através das proprias ondas de deriva geradas no plasma, decorrentes de

grandes gradientes na regiao da parede, em conjunto com campos elétricos externos [24].

Essa camada caotica facilita o transporte de particulas e linhas de campo na
interface do plasma. O transporte em um tokamak é geralmente maior que o previsto
pelo calculo de colisdes bindrias em uma geometria toroidal. Este transporte andémalo é
governado por processos de turbuléncia altamente nao lineares, com multiplos mecanismos.
Devido a esta complexidade inerente, a compreensao do transporte em plasmas de fusao
¢ considerada um "grande desafio cientifico'[25]. Um destes mecanismos é a chamada
deriva E x B gerada no plasma devido as flutuagoes eletrostaticas de baixa frequéncia (em
relacdo a frequéncia de giragao do centro de guia das particulas w.) [26]. As flutuagdes
eletrostaticas sdo responsaveis pelo transporte turbulento em plasmas [27]. Tal mecanismo

¢ consoante as evidéncias experimentais em um plasma de baixa pressao [28].

Na situacao puramente cadtica, onde o teorema do limite central é valido [29], o
processo de transporte ¢ semelhante a uma caminhada randémica. Porém, no caso de
um espaco de fase misto com trajetorias regulares e cadticas, o processo de transporte é
mais complexo [30]. H4 muitas possibilidades neste dominio, como: mar cadtico, 6rbitas
periddicas e regioes de grude (stickiness). E assim, o transporte em larga escala é possivel
[31].

A distribuigao de energia e particulas é altamente nao uniforme, seja ela gerada por
ondas de deriva ou EML. Essa nao uniformidade pode ser atribuida a estrutura geométrica
subjacente as érbitas cadticas, chamada de emaranhamento homoclinico e heteroclinico,
formado por um numero infinito de intersecoes entre as variedades invariantes estavel e
instavel de 6rbitas periddicas instaveis na regiao cadtica [32, 33]. A variedade instével
representa os canais de escape para as particulas em uma oOrbita cadtica, e a sua geometria
influencia a distribuigdo espacial de escape de particulas [34, 35]. Este mecanismo é capaz
de explicar qualitativamente observacoes experimentais dos padroes de fluxo de energia

depositada nas placas divertoras de um tokamak [36].

O escape gera uma estrutura complexa e intricada, geralmente um fractal, termo
cunhado em 1975 por Mandelbrot, do latim fractus [37], que significa "quebrado'ou
"fraccionado". Fractais sao objetos geométricos com dimensao nao inteira, e ainda, que
apresentam autossimilaridade estatistica em diferentes escalas. Essas estruturas aparecem
naturalmente em sistemas nao lineares [38] de forma que os dois conceitos estao intimamente
relacionados [39]. A anélise da fractalidade é especialmente ttil na obtencdo de informagao
sobre a evolucao de sistemas dindmicos que modelam fendémenos fisicos, pois fornece

informagoes sobre as incertezas intrinsecas na predicao do seu comportamento futuro.

Neste trabalho, exploramos as estruturas que surgem do escape em sistemas de

interesse para a fisica de plasma. Utilizamos sistemas descritos por mapas simpléticos
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bidimensionais que preservam a area do espago de fase, ou seja, mapas de sistemas
Hamiltonianos. Inicialmente, abordamos o chamado tokamap [40], um mapa que descreve
as linhas de campo magnético, que representa alguns aspectos gerais da dinamica global
das linhas de campo em um tokamak. Em seguida, estudamos um mapa para a descricao
de adveccao passiva em um fluido incompressivel sob a acao de uma perturbagao na forma
de deltas de Dirac [41]. Este mapa viola a chamada condicao twist, o que gera uma relacao
nao monotdnica entre momento e velocidade no espago de fase [42]. Por fim, estudamos
um modelo de maior interesse fisico que descreve a deriva E x B causada por flutuacoes
eletrostaticas na borda do plasma, como descrito por W. Horton [43]. Seguindo os passos
do mesmo, deduzimos um mapa bidimensional que descreve as trajetérias das particulas
do plasma sob a acao das flutuagdes e um campo elétrico aplicado. Utilizamos parametros

e perfis reais para quantidades fisicas, baseados em dados do tokamak TCABr localizado
na USP [44].

Em sistema dissipativos, é encontrado um ou mais atratores A, conjuntos invariantes
fechados que obedecem as seguintes propriedades, qualquer trajetoria que comece dentro
deste conjunto permanece nele para qualquer instante de tempo; sendo U um conjunto
aberto que contenha o atrator e x(0) um ponto de U, entao, a distdncia de x(t) ao atrator
tende a 0 com ¢ — oo, o maior conjunto U que satisfaz essa condicao é chamado de bacia
de atracao; A é minimo, isso é, nao existe um sub conjunto de A que satisfaca as condi¢oes
anteriores; e finalmente A é estavel [29, 45]. Em sistema Hamiltonianos ndo hé atratores,
logo nao ha bacia de atragao, mas podemos definir de forma analoga uma bacia de escape.
Uma bacia de escape s é o conjunto de condi¢oes iniciais que escapam de uma regiao
determinada do espago de fase pela saida associada a s [46]. O estudo das bacias de escape
permite analisar o tempo que as particulas levam para escapar, particulas com grandes
tempos de escape, possuem mais energia, pois passaram por mais interagoes (colisoes
com outras particulas) dentro do tokamak. A fronteira entre duas bacias de escape é
geralmente fractal em sistemas cadticos [47]. Para quantificarmos a fractalidade desta,
usamos o método da incerteza [48] para calcular a dimensao da fronteira. Utilizamos o
método de Daza et al. [49] do célculo de entropia de bacia e fronteira para quantificarmos
o entrelagamento das bacias. No caso trés saidas, avaliamos a existéncia da propriedade de
Wada [50], onde um ponto da fronteira de uma bacia também é ponto da fronteira das
outras duas. Utilizando o chamado grid-approach [51] quantificamos o quanto do sistema é

ou nao Wada.

O espacgo de fase de sistemas Hamiltonianos com poucos graus de liberdade é
usualmente misto, ou seja, composto por érbitas cadticas, ilhas quase periddicas curvas
invariantes. E possivel que, ao redor de uma ilha de periodicidade, uma érbita caética
fique por um longo tempo, exibindo um comportamento similar ao quase periédico, até
que retorna para a regiao cadtica, esse é o chamado fenémeno de stickiness [52]. Este

pode ser causado por uma estrutura hierarquica de ilhas ao redor de ilhas onde érbitas
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caoticas ficam presas. Utilizando um quantificador de recorréncia, mostramos que a deriva
E x B tem essa estrutura. Além disso, conseguimos distinguir as diferentes regides de

aprisionamento calculando a distribuicao cumulativa para cada regiao.

A presenca de estruturas fractais é de extrema relevancia em sistemas Hamil-
tonianos abertos. Essas estruturas, com sua natureza intricada e autossimilaridade em
diferentes escalas, desempenham um papel fundamental ao explicar fendmenos como a
nao-uniformidade do escape e transporte cadtico de particulas em plasmas confinados
magneticamente. Assim, a andlise de estruturas fractais torna-se crucial para elucidar os
mecanismos subjacentes ao escape e transporte em sistemas dinamicos abertos, objetivo da
presente tese. Além disso, a presenca de stickiness, um fendmeno relacionado as trajetorias
caoticas, influencia significativamente o transporte de particulas, o seu estudo proporciona
uma compreensao mais profunda das interagoes complexas entre o plasma e a parede do

tokamalk.

Esta tese esta organizada em 7 capitulos. No capitulo 2 apresentamos conceitos
basicos de sistemas Hamiltonianos como: variaveis acao-angulo, teorema KAM e Poincaré-
Birkhoff e variedades invariantes. No capitulo 3 introduzimos conceitos basicos da fisica
de plasmas, quantidades fisicas relevantes, geometria e principios basicos de um tokamak.
No capitulo 4, apresentamos o tokamap e os padroes de escape gerados, quantificando
a fractalidade com a dimensao de incerteza. No capitulo 5 apresentamos o conceito de
entropia de bacia e de fronteira de bacia, o aplicando para o tokamap e entao mostramos
como a entropia pode ser utilizada no calculo da dimensao de incerteza utilizando o mapa
de Weiss. No capitulo 6, apresentamos nossos resultados para o modelo das flutuagoes
eletrostaticas para a deriva E x B, com trés saidas, quantificando a propriedade Wada
e verificamos o efeito de colisoes sobre as estruturas fractais do sistema. No capitulo 7
encontra-se uma andlise do grude (stickiness) na deriva E x B utilizando um método
baseado em entropia de recorréncias. Por fim, temos nossas conclusoes e no apéndice

constam os artigos publicados decorrentes desta tese.
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Capitulo 2
Sistemas dinamicos

O objetivo deste capitulo é apresentar, de uma forma concisa, alguns conceitos e
métodos basicos da Dindmica Nao-Linear e sistemas Hamiltonianos. E apresentado os
sistemas Hamiltoniano integraveis e nao integraveis, os teoremas KAM e Poincaré-Birkhoff,
assim como as curvas invariantes, seu emaranhamento e a ferradura de Smale que leva a

uma dinamica cadtica.

2.1 Sistemas dinamicos

Um sistema dindmico pode ser definido como a uniao de estados possiveis e regras
matematicas que determinam os estados futuros em funcao do estado atual [53]. A evolugao

do sistema é determinada de forma tinica a partir do estado inicial.

Sistemas dinamicos sao descritos por equagoes onde o tempo é uma variavel indepen-
dente. Dependendo do contexto, o tempo pode ser uma variavel discreta, assumindo apenas
valores inteiros, ou continua, podendo ter qualquer valor real. No primeiro caso, teremos
equagoes de diferencas finitas, enquanto no segundo, equacgoes diferenciais ordinarias, neste
caso chamamos o sistema de equagoes de fluxo.

dx
i f(x(t)) (2.1)
E ainda, quando o tempo ¢é uma variavel discreta chamamos esse sistema de equagoes de
mapa
Xpe1 = M(x,), (2.2)

neste caso, a variavel temporal é nomeada iterada n, o estado x,, é definido de forma
unica para uma dada condicao inicial xq. A funcao f e o mapa M sao as regras do sistema
dindmico.

No caso das equagoes de evolugdo temporal (tanto no caso de mapas como de

fluxos) forem lineares, é possivel obter solugoes gerais, para determinar o comportamento
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futuro do sistema descrito de forma exata, em funcao do estado atual. Enquanto, no caso
de equagoes nao lineares, nao existem solugoes de forma fechada, em geral. Assim temos
uma série de comportamentos tais como érbitas periddicas, quase periddicas, ciclos-limite,

transientes e caos [54].

As solugoes dos sistemas podem ser representadas graficamente em um espago
N dimensional, chamado de espago de fase. Logo, as solugoes de fluxos (2.1) e mapas
(2.2) podem ser representadas como a evolu¢ao temporal de um ponto em um espago N
dimensional. A forma da érbita no espago de fase nos traz a informacao sobre o tipo de
comportamento que o sistema apresenta. Na Figura 1 apresentamos alguns tipos possiveis
de orbitas em um espaco de fase de um mapa bidimensional, em cores diferentes. Em
verde, temos duas curvas fechadas distintas. A condigao inicial (6, 1) gera uma trajetéria
que visita as 2 curvas em iteradas sucessivas. Apds completar um periodo, nesse caso 2,
a trajetoria retorna para a curva inicial. Sendo assim, todas as curvas sao apenas uma
solucao. Esse tipo de orbita é referente a um movimento quase periédico e regular. Em
vermelho, ha uma curva no espaco de fase, que atravessa toda a direcao #. De modo
geral, solugoes que apresentam esta forma no espago de fase, ndo apresentam apenas
uma frequéncia, sendo muitas vezes um conjunto grande de frequéncias ou até mesmo
frequéncias irracionais. Estas sao solugoes regulares e quase peridodicas. Em preto, temos
uma orbita que nao apresenta movimento regular, preenchendo uma grande porcao do
espaco de fase. Nao ha formacao de curvas ou curvas fechadas, caracterizando assim um

comportamento irregular e aperiédico.
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Figura 1 — Espacgo de fase para trés condi¢oes iniciais, de um mapa bidimensional. Em
verde uma Orbita regular, do tipo ilha, em vermelho uma curva invariante
(spanning) e em preto uma Orbita cadtica.

Neste trabalho, o enfoque é em sistemas a tempo discreto (convencionalmente

chamados de mapas). Em geral, mapas tém um custo computacional menor para os
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calculos, e na descricao de sistemas Hamiltonianos, nao é necessario utilizar integradores

simpléticos como seria necessario para o caso de um fluxo Hamiltoniano.

2.2 Sistemas Hamiltonianos

Sistemas Hamiltonianos sao uma classe de sistemas dinamicos que aparecem em
uma série de problemas fisicos, como, por exemplo, em sistemas sem dissipacao, analise
das linhas de campo magnético de um plasma confinado, movimento de corpos celestes,

movimento de fluidos, mecanica quantica entre outros.

A dindmica de um sistema Hamiltoniano é completamente especificada por uma
tnica fun¢ao H(q, p,t), onde o estado é definido pela coordenada generalizada ¢, momento
conjugado p, ambos com dimensao N, no instante de tempo t. A evolugao temporal do
estado é dada pelas equagoes de Hamilton [55],

. dq OH . dp OH ,
T 9 i = 5, — — 5 — ]., ceey N . 2,
=T P w T e ) (2:3)

As solugoes de (2.3) formam a trajetéria ou 6rbita (q,p) no espago de fase de
dimensao 2N e as varidveis (g;, p;) sdo chamadas varidveis canonicamente conjugadas. No
caso em que H nao depende explicitamente do tempo, H = H(q,p) o sistema ¢é dito
autonomo. A funcado Hamiltoniana é identificada como a energia do sistema H =T + U,

onde T é a energia cinética e U a energia potencial, relacionada a um potencial conservativo,

dH 0Hdg OHdp;
dt — Og; dt  Op; dt

—pidi + dipi = 0. (2.4)

De forma que a Hamiltoniana é uma constante de movimento. Constantes de movimentos
sao cruciais para a determinacao da integrabilidade do sistema. Um sistema N dimensional
é dito integravel quando ha N constantes de movimento. Neste caso, o espago de fase é

composto apenas de comportamento periddico e quase periddico.

Uma fungdo f = f(q, p,t) tem derivada temporal total igual a

df Of du _Of dpi\  0f <~ (010H _0f OHY _0f
-2 <8qz &t " op, dt) o T 2 <8qi ap. o, 8qi> "ot

of

e

= [/, H] +

O termo entre colchetes é chamado de colchetes ou parénteses de Poisson. Se f
nao depende explicitamente do tempo e comuta com a Hamiltoniana i.e. {H, f} = 0 entdo

dizemos que f é uma constante de movimento.

Para um sistema integravel com N graus de liberdade e N constantes de movimento
é possivel definir uma transformacao canoénica de varidveis de um par canoénico (q, p) para

outro par canénico (Q,P), de forma que, a nova funcio Hamiltoniana H(p) dependa
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explicitamente apenas do momento P. Escolhendo P como as NV constantes de movimento,
P, = fi(q,p), a conexao entre as variaveis originais com as transformadas é dada pela
funcao geradora S(Q,P) de segunda espécie [55]. As equagbes de movimento sdo escritas

como,

Pi=—50. =0 (2.5)
. OH
Qi = o5, (2.6)

2.2.1 Notacgao simplética

As equagoes de Hamilton podem apresentar a chamada estrutura simplética, que
esta por tras de diversas propriedades matematicas dos sistemas Hamiltonianos. Para
apresentar a estrutura simplética, é util introduzir a notacao "X', seja X = (q,p) um
vetor 2N —dimensional, X = (q1, 2, ..., qn,P1,---Pn) = (X1,... XN, ... Xon), definimos

o vetor

OH OH
0X1 oq1
VH = : = : = DH.
oOH oOH
0XoN opN

E ainda com a matriz simplética candnica de ordem 2N,

M = loN IN] : (2.7)

—In Oy

que é antisimétrica M? = —M e tem as propriedades M? = —I,y e det M = 1. Podemos

escrever as equacgoes de Hamilton como

X = MVH(X) = MDH, (2.8)
A transformagao canonica de varidveis nesta notagao (qi,...,qn,P1,---,DPN) —>
(Q1,...,Qn, Py, ..., Py) consiste em uma transformagao entre as componentes do vetor

X para um novo X', que leva a derivadas temporais

2N 1 2N
. oX' .
X3 S-Sk,
j=1 0X; j=1 !
em que temos a matriz Jacobiana,
0X'
Jij = e (2.9)

0X;’
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Temos X’ = JX = JMDH, é possivel mostrar que
IMJT =M, (2.10)

que indica que a transformacao é candnica se a matriz Jacobiana correspondente for

simplética. Considerando o divergente das equagoes de Hamilton temos

. 0¢ dgny  Opr Opn
VX=—4++—+—+ 4+ —,
oq1 dgy  Opr IpN
NN AP N LA
0q1 \Op1 '“3%/ Opn opy o OpN Jqn 7
:O,

logo, as equacoes de Hamilton sao livres de divergéncias, de maneira que em sistemas
Hamiltonianos nao ha atratores como em sistemas dissipativos. Esse é o chamado Teorema
de Liouville, o volume do espaco de fase 2N —dimensional é um invariante canoénico, i.e.,

ele é conservado.

O foco de estudo desta tese, saio mapas bidimensionais, da forma,

Pm+1 = f(prn» Qm)a (211)
Gm+1 = 9(Pms Gm), (2.12)

onde m é um indice inteiro que denota a iterada. Este tipo de mapa preserva a area do espago
de fase quando o determinante da Jacobiana J da transformacao (pm, g, — (Dm+1, @m+1)) é

unitario, i.e. detJ = 1.

2.2.2 Variaveis de acao e angulo e sistemas integraveis

Em diversos sistemas Hamiltonianos de interesse fisico, uma ou mais variaveis tém
uma dada periodicidade. Neste caso, ¢ conveniente a utilizacao das variaveis de acao-angulo,

(I,0), onde a acao é definida mediante uma integral de Poincaré-Cartan [56],

1
[= —%p - dq, (2.13)
2 n

onde 7 sao curvas sobre um torus. E as variaveis angulo dependem da funcao geratriz da
transformagao candnica (p;, q;) — (J;,6;) [57]. Neste caso, as equagoes de Hamilton (2.5)

tém solugoes dadas por
I(t) =1(0), 6(t) =0(0) + w(I)t, (2.14)

onde w(I) é o vetor de velocidade angular.

Um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade ¢é dito integravel quando ha n

constantes de movimento independentes. Se o sistema é auténomo, H é uma constante de
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movimento, e as outras devem ser obtidas de consideragdes fisicas, como, por exemplo, por
leis de conservagao. O movimento de um sistema Hamiltoniano auténomo com n graus de
liberdade se dd4 em uma superficie de energia 2n — 1 dimensional, e cada nova constante
de movimento existente reduz a dimensao desta superficie em 1. E ainda, para sistemas
integraveis, a existéncia de n constantes de movimento independentes restringe a topologia
desta superficie. Pelo teorema de Arnold-Liouville [58], a superficie de energia deve ser
coberta por toros n—dimensionais. Um circulo é um toro unidimensional, enquanto a
camera de pneu é um toro bidimensional. As varidveis, acao angulo sao particularmente

convenientes para o tratamento de sistemas integraveis em toros bidimensionais.

Trajetoria

Figura 2 — Representacao de uma trajetoria sobre a superficie de um toro, para um sistema
Hamiltoniano integravel bidimensional.

O movimento no espago de fase é dado em um torus, como na Figura 2, para o caso
com dois graus de liberdade. O toro é caracterizado pelas variaveis angulo (6;,6s) com o
primeiro sendo o angulo dos circulos (poloidal) enquanto o segundo é o angulo toroidal, e
as variaveis agao (Iy, Is) sendo o primeiro o raio dos circulos e o segundo o raio externo do
torus. Tendo o movimento nas direcoes angulares, frequéncias angulares w; e wy, podemos

definir o nimero de rotagao
a=2 (2.15)

)

O valor deste fornece informacgoes sobre o movimento do sistema. No caso em que o = r/s
racional o movimento peridédico, a trajetéria fecha sobre si mesma apos r revolugoes em 6,
e s em f,, o toro é dito racional. No caso de « irracional, a trajetoria jamais se fechara
sobre si mesma, ela traca hélices sobre o toro e o preenche densamente. Na superficie de
secao, um toro irracional tem como interse¢ao um circulo completo e a solucao é quase

periodica.
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2.2.3 Sistemas quase integraveis

Na grande maioria dos casos, nao é possivel encontrar /N constantes de movimento
para garantir a integrabilidade do sistema. Uma maneira de abordar esse problema ¢ dada
pela teoria perturbativa [59], onde supomos que o sistema seja descrito pela Hamiltoniana

de um sistema integravel Hy(I) acrescido de uma pequena perturbacao Hi, ou seja,
H(0,I) = Hy(I) + eH,(0,1), (2.16)

onde € < 1 é um parametro que controla a perturbagao, esse sistema ¢ dito quase-integravel.
Trataremos do caso com dois graus de liberdade, n = 2, o movimento do sistema integravel

é em toros bidimensionais, estes podem ser racionais e irracionais.

Para toros irracionais, a perturbacao é tratada com a teoria candnica de perturbacao,
cujo objetivo é encontrar uma transformacgao canoénica (I,0) — (I,0), tal que a nova

Hamiltoniana seja H = H(I). A funcdo geratriz desta transformacio em primeira ordem

de € ¢é )
n _ _ n _ a n
S(I,0)=>"Li#;+e> Hin(I) > maw;(I)]| exp|id)_ m;b;], (2.17)
j=1 m j=1 =1
em que w; = % sao as frequéncias do sistema nao perturbado, e ¢ é o nimero imaginario.
No caso em que essas frequéncias sao comensuraveis, ou seja, se existem inteiros my, ... my,,
tal que
n
Z mjiw; = miwy + -+ - + myw, =0, (2.18)
Jj=1

o que configura uma ressonancia, entdo o denominador de (2.17) se anula e a série diverge.
Este é o chamado problema dos pequenos denominadores, descrito por Poincaré em seu
trabalho sobre N corpos [60].

Um tratamento para esse problema foi dado por A. Komogorov, V. Arnold e J.
Moser [58], chamado de teorema KAM. As séries perturbativas (2.18) sao substituidas por
uma sequéncia de aproximagoes sucessivas que convergem de forma rapida, garantindo
a existéncia de toros sobre os quais o movimento ocorre, para tempos infinitos. A prova
deste teorema estd fora do escopo desta tese, ela estd contida em [58, 61], indicamos a

seguir apenas as condigoes a serem satisfeitas para a validade do teorema [62]:
e A perturbacao H; deve possuir um numero M suficiente de derivadas continuas;

e A perturbagao deve ser pequena, eH;, descritas por func¢oes suficientemente

suaves;

e a razao entre as frequéncias nao perturbadas ser suficientemente irracional, de

modo que
K (e)

552

S



Capitulo 2. Fundamentos de dinamica 26

em que K (€) é uma constante que depende da amplitude da perturbacao e. Esta condi¢ao
implica que os toros nao perturbados irracionais em que o nao é bem aproximado por
irracionais sobrevivem a perturbagao. Os toros bem aproximados por fragoes racionais sao

destruidos em sua maioria.

A evolucao dos toros irracionais é fornecida pelo teorema KAM e os racionais sao
tratados pelo teorema de Poincaré-Birkhoff. Segundo este, os toros racionais sao destruidos
sob a agao de uma perturbacao e seu lugar é ocupado por uma cadeia de pontos fixos
elipticos e hiperbédlicos que alternam entre si [63]. Para um toro o« = r/s a perturbacao ird
destrui-16, dando lugar a 2ks pontos fixos, com k € Z. Logo, ha um ntimero par de pontos

fixos, metade sao elipticos e a outra metade hiperbélicos.

Um ponto fixo é um ponto que a evolucao temporal de uma condicao inicial retorna
nele mesmo. Pontos fixos podem ser classificados quanto a sua estabilidade. Um ponto fixo
eliptico possui equilibrio estavel, ou seja, condi¢oes iniciais préximas geram solugdes que
orbitam ao redor deste ponto. Pontos fixos hiperbdlicos tém equilibrio instavel. Nesse caso,
ha duas direcoes de estabilidade: uma direcao onde as solugoes se aproximam dele, dita

direcao estavel, e uma dire¢ao na qual as solugoes se afastam do ponto, dita instavel [29].

Figura 3 — Figura esquematica de um toro racional, curva em azul e toros irracionais
curvas vermelhas sem serem perturbados (figura a esquerda) e sob efeito de
uma perturbagdo nao nula € # 0 (figura a direita). Sob perturbagao, os toros
irracionais sao apenas deformados enquanto o toro racional é destruido e
substituido por pares pontos fixos hiperbdlicos e elipticos, indicados pelas setas
em X e pelos circulos verdes, respectivamente

Na figura 3, temos representado o efeito de pertubacoes sobre toros racionais e
irracionais. Os toros em vermelho sdo irracionais (nao sendo possivel aproxima-lés por
racionais), eles sobrevivem a perturbagao sendo apenas deformados. O toro em azul é
racional, ele é destruido e substituido por oito pontos fixos, quatro elipticos, representados
por circulos verdes, e quatro pontos hiperbdlicos indicados pelas setas em x em preto. As

setas indicam as diregoes de estabilidade, as que se afastam do centro indicam a direcao
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instavel e as que se aproximam indicam a direcao estavel.

Assim podemos entender o espaco de fase de um sistema quase integravel como
formado de curvas KAM que resistem a perturbacao, provenientes de toros irracionais,
pontos fixos elipticos e hiperbdlicos provenientes de toros racionais, novas curvas KAM
em torno de pontos elipticos e regides cadticas relacionado ao emanharamento homocli-
nico. O comportamento cadtico é caracterizado por aperiodicidade, irregularidade e alta

sensibilidade as condigoes iniciais, o que leva a uma imprevisibilidade.

2.3 Curvas invariantes e sela cadtica

As variedades estaveis e instaveis sao curvas invariantes associadas aos pontos de
sela de trajetorias periddicas. Em casos de baixa dimensionalidade, é possivel visualizar
a transicao do comportamento periédico para o cadtico, estudando como as variedades
estdveis e instaveis em certos pontos de sela variam com um parametro. E possivel definir
as variedades estaveis e instaveis para um mapa f e um estado de equilibrio do mesmo.
Seja W?* a variedade estavel de um estado de equilibrio x*. YW* é definida como o conjunto
de pontos x que tendem a x*, quando o sistema evolui na dire¢ao positiva do tempo, i.e.,
f(x)| — |f(x*)] = 0V ¢t — oo. Quando iteramos o mapa para frente no tempo, a curva

que se aproxima do ponto fixo é a variedade estéavel [45, 64].

W(y)

Wy) WHy)

(a) (b)

Figura 4 — Figura esquemadtica representando o emaranhamento heteroclinico (a) e homo-
clinico (b), entre as variedades estavel azul e instével vermelha.

A variedade instavel W" de um estado de equilibrio x* é o conjunto de ponto x
que se aproximam do estado de equilibrio quando o sistema evolui na dire¢do negativa do
tempo, ou seja, quando iteramos o mapa para tras no tempo a curva que se aproxima de
x ¢é a variedade instavel W*". As variedades estavel e instdavel se cruzam transversalmente
um numero infinito de vezes, o que gera um conjunto infinito, mas enumeravel de pontos
de sela imersos na regiao cadtica. O conjunto nao atrativo formado por esses pontos é a

chamada sela caética [65]. H& dois tipos de cruzamentos entre as variedades estaveis e
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instaveis: os cruzamentos heteroclinicos e homoclinicos. Os cruzamentos heteroclinicos
ocorrem quando as variedades de dois pontos fixos diferentes se cruzam, Figura 4(a). E os
homoclinicos, quando as variedades de um mesmo ponto fixo se cruzam [59] Figura 4(b).
Nesta Figura podemos ver um ponto homoclinico p que pertence a curva instavel e estavel,
de um ponto hiperbélico v. Como o ponto pertence a ambas as curvas invariantes, a
imagem do ponto também deve pertencer a ambas as curvas. Portanto, a existéncia de um
unico ponto homoclinico implica em um nimero infinito destes pontos, que se aproximam
assintoticamente do ponto fixo, ao longo de suas curvas invariantes. Para que isso ocorra,
dado que o volume do espaco de fase é constante, faz com que as curvas invariantes tenham

um padrao complicado de cruzamentos.

A relagao entre o emaranhado homoclinico e o comportamento cadtica foi esta-
belecida por Smale, por meio de um conjunto A nao atrativo denominado ferradura de
Smale [66]. Uma discussdo profunda sobre ela pode ser encontrada em [45], abaixo iremos

enunciar algumas propriedades da ferradura:

e A contém um conjunto enumeravel de orbitas periddicas, que possui periodos

arbitrariamente grandes;
e A contém um conjunto nao enumeravel de 6rbitas nao periddicas limitadas;
e A contém uma érbita densa (que preenche o espago de fase).

Birkhoff e Smale demonstraram que cada ponto homoclinico é um ponto de acumu-
lacao para uma familia com infinitas 6rbitas periddicas. Dado que ha um nimero infinito
de pontos homoclinicos, na vizinhanca de cada um deles haverd um nimero infinito de
pontos periddicos, ou seja, existe um inteiro [ tal que a [—ésima aplicacao do mapa tem
uma ferradura A.Isso implica que uma Orbita do mapa sera cadtica se a condicao inicial

estiver proxima de um emaranhamento homoclinico.

A sela cadtica explica de forma qualitativa as estruturas das bacias de escape.
A estrutura tem, localmente, propriedades topoldgicas similares as do conjunto A. A
ferradura atua como base sobre o qual érbitas cadtica e periddica estao organizadas. Em
certo sentido, as ferraduras representam o esqueleto das bacias de escape. A sela cadtica
é um objeto fractal com uma alta complexibilidade, o que justifica a complexidade da

dindmica de problemas nao lineares.
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Capitulo 3
Plasmas e confinamento magnético

Neste capitulo, discutimos brevemente a definicao de um plasma, os conceitos basicos
de um tokamak e o movimento de uma carga sob a acao de campos eletromagnéticos que

leva a0 movimento de deriva E x B.

3.1 Definicao de plasma

O estado fisico da matéria ¢ definido pelas forgas intermoleculares, se ha energia
térmica suficiente, ocorre uma transformacao de um estado para outro. Fornecendo energia
para um soélido, ele passara por uma transicao de fase para um liquido e, fornecendo ainda
mais energia, as ligacoes moleculares sdo quebradas e ha a transicao de fase para um gas.
Se for fornecida ainda mais energia a este gas, os elétrons serao dissociados dos atomos, se
tornando um gas ionizado formado por elétrons livres (carga ¢, = —e, e = 1,602 x 107190,
fons (carga ¢; = Ze, onde Z é o niimero atdmico) e particulas neutras. Este gas ionizado
pode ser chamado de plasma, se ele apresentar comportamento coletivo e obedecer a
um conjunto de critérios [5]. Em torno de 99% da matéria do universo se encontra nesse
estado [7].

Nem todo gas ionizado pode ser considerado um plasma, para isso ¢ necessario que
o gas satisfaca certas condic¢oes, discutidas a seguir. Na auséncia de perturbacoes externas,
o plasma é macroscopicamente neutro. Isto significa que, em um volume de plasma que
contenha intimeras particulas, mas que seja pequeno quando comparado com os volumes
caracteristicos, onde ocorrem variagoes de temperatura, densidade e outros parametros
macroscopicos, a resultante da carga elétrica é nula. A neutralidade macroscépica significa
que a energia cinética, associada ao movimento térmico, é maior que a energia potencial
resultante das forcas de Coulomb entre as particulas. Desvios da neutralidade macroscopica
podem ocorrer apenas dentro de distancias em que ha um balanco entre a energia térmica
e a energia potencial. Esta distancia é um comprimento caracteristico do plasma chamado

de comprimento de Debye, Ap [7].
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O comprimento de Debye é essencial para a descricao de um plasma. Ele fornece
a distancia em que o campo elétrico de uma tnica carga atua sobre outra. As cargas se
movimentam de maneira a blindar-se de campos eletrostaticos dentro da distancia de
Ap. Essa blindagem é uma consequéncia direta do movimento coletivo das particulas do

plasma. O comprimento de Debye, Ap, para elétrons é dado por

cokpT:
AD=\|—5 (3.1)
e’n,
onde €, é permissividade elétrica do vacuo, kg a constante de Boltzmann, T, a temperatura
dos elétrons e n, é a densidade de niimero de elétrons. Este comprimento é o raio de uma
esfera chamada esfera de Debye, onde a neutralidade ¢ invalida, ou seja, ha uma densidade
de cargas nao nula. Para um gas ionizado de comprimento fisico L o primeiro critério para
defini-lo como um plasma é L > Ap. Como a blindagem é resultante do comportamento
coletivo, é necessario que o nimero de elétrons dentro da esfera de Debye seja grande, o

que define um segundo critério para plasma,

NeAp > 1. (32)

O primeiro critério ja implica em neutralidade macroscopica, se for entendido
que desvios da neutralidade s6 podem ocorrer em distancias da ordem de A\p. Porém, a

neutralidade macroscépica é considerada como um terceiro critério
ne =y _n; (3.3)
i

O plasma, quando perturbado de sua condi¢ao de equilibrio, age por meio do com-
portamento coletivo a restaurar sua condigao inicial. O movimento coletivo é caracterizado
por possuir uma frequéncia natural de oscilagdo chamada de frequéncia do plasma, dada

por,
2
wy = 4| (3.4)

€oMle
onde m, ¢ a massa de um elétron. Esta é a frequéncia natural de oscilacao dos elétrons em

relacao aos ions. Esta frequéncia natural de oscilacdo constitui uma escala temporal que
pode ser comparada com os mecanismos de dissipacao que tendem a destruir o movimento
coletivo, como colisoes. E necessario que wy, > Weol, €M que Wy € a frequéncia de colisao
das particulas. Esta equagdo é o quarto critério para a definicio de um plasma [8]. Esses
critérios devem ser satisfeitos para um gas ionizado ser considerado um plasma. Quando
tratamos de plasmas de fusao, limitagoes adicionais sao impostas, relacionadas a presenca

de um campo magnético [67].

3.2 Confinamento magnético

Em um reator de fusao nuclear, o combustivel, usualmente isotopos de hidrogénio,

H, é aquecido a uma alta temperatura, tornando esse gés de is6topos de H em um plasma.
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E ainda mais energia deve ser fornecida para superar a barreira de repulsdo Coulombiana
entre os nucleos. Isto s6 ocorre se os elementos envolvidos estiverem em um plasma de
alta temperatura e grande densidade por um tempo suficientemente longo. Quando uma
alta temperatura é alcancada, a pressao cinética tende a fazer o plasma se expandir.
Entretanto, o plasma nao deve entrar em contato com as paredes do reator, o que causaria

a recombinacao de ions, assim perdendo plasma e possivelmente danificando a maquina

[68].

Solenoide

Componente poloidal

Bobinas para posiciona-
do campo

mento e forma

Campo magnético resultante

Helicoidal Bobinas

Corrente de plasma

(gerada pelo solenoide) Componente toroidal

Figura 5 — Esquema de um tokamak. Adaptado de ’iter.org’.

Para contrabalancar a pressao e confinar o plasma, é possivel utilizar um campo
magnético intenso, considerando que o plasma é composto por particulas carregadas.
Este é o chamado "confinamento magnético'e varias configuracoes utilizam esse tipo
de confinamento, entre eles toroides compactos, como tokamaks esféricos, Spheromaks,
oblimaks, prolemaks, etc [10, 69, 70]. O tokamak é hoje um dos mais promissores sistemas
de confinamento. Consiste em uma camara toroidal, vide Figura 5, onde uma corrente
de plasma é formada pela acdo indutiva de um transformador e confinada pela acao
combinada de dois campos magnéticos. O campo toroidal By, produzido por bobinas em
volta da camara, e o campo poloidal By, produzido pela corrente de plasma, a combinacao
dos dois campos gera linhas de campo helicoidais, permitindo o confinamento do plasma.

E ainda a camara pode ser polarizada para melhorar o transporte de particulas.

Entretanto, para que o tokamak possa ser usado como um reator de fusdo nuclear,
existem varios problemas a serem resolvidos, como, por exemplo, a perda de particulas
causada pelo transporte radial de particulas na borda do plasma [71]. O transporte de

particulas através das linhas de campo magnético é ocasionado pelo aparecimento de
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flutuagoes eletrostaticas causadas pelos grandes gradientes de pressao na coluna de plasma,
estas flutuagoes se propagam na direcdo da deriva E x B, as derivas sao flutuagoes
eletrostaticas com frequéncia muito menor que a giro-frequéncia das particulas. Dessa
forma, as particulas colidem com as paredes do tokamak, diminuindo a densidade do
plasma e contaminando sua composicao, dificultando assim a realizacao da fusao. Mesmo
com os muitos trabalhos sobre o transporte de particulas em tokamaks, ainda ndo ha uma
teoria que explique todos os resultados experimentais. De maneira que, novos modelos
dindmicos sao criados e analisados por meio de simulagoes numéricas para prever as

melhores condigoes de confinamento e as possiveis instabilidades que o prejudicam [72].

A geometria adequada para tratar o plasma em um tokamak é por meio das
coordenadas toroidais [73], porém o tratamento com essas coordenadas é complicado, entao
para facilitar a andlise utilizaremos a aproximagao de grande razao de aspecto [74], isso é,
o raio maior do toroide R > a, onde a é o raio menor do mesmo. Dessa forma, temos um
plasma de formato cilindrico na dire¢do Z com raio 0 < r < a, angulo toroidal ® = z/R e
angulo poloidal @ [75]. Podemos definir a inclina¢ao de uma linha de campo magnético em

uma superficie r = const. como sendo,

dP
= —. 3.5
n= (3.5)
Logo, uma inclinacao média sera
() = o [ it (3.6)
r)=— :
q o nav,

esse é o chamado fator de seguranca. O perfil dessa quantidade tem grande importancia
no confinamento magnético, sendo responsavel pela criagao de barreiras no transporte de
particulas [43, 76]. Como da equagao de linhas de for¢ca B x dl = 0, onde dl é um elemento
de comprimento, e o campo magnético pode ser escrito como uma combinacao de um
campo poloidal e toroidal B = By(r)d + Be(r)®, temos que, 4% = rBy/RBy. Desta forma,

o fator de seguranca fica,
T Bq>

q(r) = RB,

(3.7)

3.3 Carga na presenca de campos

No confinamento magnético, as particulas carregadas sofrem influéncia de campos
magnéticos, e entao as particulas descrevem um movimento ao redor das linhas de campo,
conforme a forga de Lorentz [5, 77]. Em um campo magnético uniforme, B = Bz, a equacao
de movimento é

dv

Mo =4V X B, (3.8)
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logo, as equagoes de movimento ficam

. qB. <q3>
Vp = — Vg = — | — (o
m

m
. aB.  (qB\’
=== () o

Isso descreve um oscilador harménico simples com frequéncia ciclotronica w. = |q|B/m,
também chamada de frequéncia de Larmor. As solugoes sao da forma v, , = v | ettty
onde v, ¢é a velocidade no plano perpendicular a B, 4+ denota se é um elétron ou fon e 9 é
uma fase. Se as particulas possuem inicialmente velocidade na dire¢do das linhas, entao o
movimento serd helicoidal ao redor das linhas, como na Figura 6. O movimento pode ser
dividido em um movimento circular com raio de giro r;, = v, /w, e um movimento linear

do centro do giro, (centro guia) [5].

/'B

Figura 6 — Movimento de uma carga elétrica ¢, positiva, na presenca de um campo mag-
nético. Adaptado de ’euro-fusion.org’.

3.3.1 Deriva E x B

Quando, além do campo magnético, temos também um campo elétrico E, a equacao

de movimento a partir da forca de Lorentz é modificada para

d
md—z — ¢(E+v x B). (3.9)

Escolhemos E no plano zz, entao temos em componentes,

dv,,
mdt =q(E; +v,B),
dv,
—, = J:Ba
mdt qu
dv,
m Y =qF..

dt
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Logo em z temos um movimento com velocidade v, = qE,t/m + vy, onde v,y é

uma velocidade inicial e nas outras dire¢oes podemos reescrever as equagoes como

d*v, 5
= —W2vy,

d? E ) E
i (v ) i (0 F).

Esse é o mesmo caso da segao anterior, dado a troca v, — v, + E,/B. Entao, o

movimento ¢ o mesmo de precessao ao redor das linhas de campo magnético, mas com uma
deriva vgyg do centro de guia na direcao de y. Para obter a velocidade de deriva, usamos
a equagao (3.9), em que tomamos a média sobre um periodo, fornece E + v x B = 0,

tomamos o produto vetorial com B fornecendo
ExB=Bx (vxB)=|B*—-B(v-B).

A componente transversal dessa fornece

ExB

E importante notar que essa deriva é independente de ¢, m, logo ions e elétrons derivam
no mesmo sentido com a mesma intensidade. A érbita tridimensional no espaco é uma

hélice inclinada com passo variavel, como representado na Figura 7. Em um tokamak,

ExB

I

Figura 7 — Movimento de uma carga elétrica ¢, positiva, com deriva E x B. Adaptado de

[5]

essa deriva é vista experimentalmente como a principal causa do transporte radial de
particulas na borda do plasma [26, 25]. Esse transporte esta diretamente relacionado com
o escape de particulas. Por exemplo, se uma orbita cadtica conecta a regiao central do
plasma até a parede do tokamak, todas as particulas com condigoes iniciais proximas irao
eventualmente escapar e acertar a parede da maquina. Esse fenomeno pode ser utilizado
para divergir as orbitas para posi¢oes especificas, onde sao instaladas placas chamadas de
divertores [78].
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Capitulo 4

Modelo de linhas de campo

magnético: Tokamap

4.1 Estrutura de linhas de campo em um tokamak

Como visto no capitulo anterior, o plasma em um tokamak é confinado por linhas
de campo magnético helicoidais B, formado por dois campos magnéticos principais: um
toroidal B criado por bobinas externas e um campo poloidal By gerado pelo plasma. As
linhas de campo jazem sobre superficies toroidais, chamadas de superficies magnéticas.
Uma superficie importante ¢ o chamado eixo magnético, ela ¢ uma superficie degenerada
associada a um volume nulo [70]. Quantidades que se mantém constantes sobre superficies

sao chamadas quantidades de superficie 1, sdo definidas como,

B Vi = 0. (4.1)

Figura 8 — Em (a) Figura esquemética, mostrando a geometria basica de um tokamak.
Em (b) Coordenadas em uma segao de superficie.

Na figura 8 é representada a geometria basica de um tokamak a ser utilizado nesse
capitulo. A distancia entre o eixo magnético e o eixo de simetria vertical é denotada

Ry, também chamado de raio maior do tokamak, ¢ denota o angulo toroidal, medido ao



Capitulo 4. Modelo de linhas de campo magnético: Tokamap 36

longo do torus. Assumimos que o vaso toroidal tem se¢ao transversal circular com raio
a, que pode ser descrita pelas coordenadas polares (r, ), com centro no eixo magnético.
Sem perda de generalidade, consideramos que o angulo poloidal é normalizado, tal que,
0 <0 < 1 eainda, ¢ = (r/a)?. Portanto, utilizamos o sistema de coordenadas (1,0, (),
conveniente para a descri¢do de linhas de campo [79]. O eixo magnético é localizado por

1 =0 e a fronteira do plasma em ¥ = 1.0.

As equagoes das linhas de campo magnético podem ser expressas na forma canodnica,

dy _aHo df  OH,

d¢ 00 d¢ o’
onde Hj é a fungao Hamiltoniana das linhas de campo, o angulo toroidal faz o papel do
tempo e (¢, 0) é o par canonico. Na situagao integravel, a Hamiltoniana depende apenas

do momento conjugado v, neste caso as equagoes de Hamilton (2.3) ficam,

dd _OHo 1

ac o q(y) (42
dp

=0 (4.3)

onde ¢(7) é o fator de seguranca (3.6). Neste caso, 1 é, na verdade, a coordenada acao,
com f# sendo o angulo conjugado. E ainda, como 1 é uma constante de movimento,
parametrizada pela variavel tempo (, o caso integravel consiste em torus, os quais podem

ser racionais ou racionais de acordo com ¢(v)).

Quando ha uma perturbagdo, a Hamiltoniana é escrita como H = Hy(¢) +
KHy(1,0;C), onde K é o pardmetro da perturbagao. As equagoes de movimento cor-

respondentes sao

do_ 1 oM
i~ q@) o
dy  OH,
a©"

E possivel obter um mapa de Poincaré tomando os valores de (1, 0) em intervalos
fixos de ¢ (tempo). Assumimos que essa amostragem ¢é feita aps uma volta completa no
toroide. Entao, (¢,,0,) é a n—ésima intersecao das linhas de campo magnético com o

plano ¢ = const.

Porque as coordenadas de cada intersecdo dependem unicamente das coordenadas

de uma intersecao anterior, é possivel definir um mapa bidimensional, na forma

wn—l-l - f(wm ‘gn)a
Hn—l-l - g(lpm 071)7

onde as funcoes g e f sao relacionadas ao Hamiltoniano, e devem satisfazer algumas

condigoes de consisténcia fisica.
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Esse mapa representa uma transformagao canonica, do tipo (1,

(?/Jn+1, 9n+1)7
F(¢n+17 Hn) =

0,) —
que corresponde a uma fungao geratriz de segunda ordem [55], que pode ser escrita como

Uns10n + Fo(Yni1) + KF1(Yni1, 0n), (4.4)
em que o primeiro termo gera a transformacao identidade, o segundo é relacionado ao
Hamiltoniano de equilibrio e o terceiro a perturbagao, respectivamente

As equagbes para essa transformagao candnica sao

oOF dFy 0F;
Ops1 = — =20, + K ,
! a¢n+1 dwn+1 awn+1
oOF 8f1
Y = a0, = Y T aen ‘

No caso sem perturbacao, K = 0, temos 1,

= wn+1 € 9n+1
quando comparado com as eqs. (4.2)-(4.3), fornece dif 0
h(wn—i-h Qn) = 8]—'1 e ](1/1714,-1, ) = _83]:1

0, + ddf 0 que
PO Definindo as fungoes
tal que o mapa pode ser escrito como,

77ZJn-i-1 = wn + Kh(qvbn-‘rl,

On),

1
+1 Q(wn+1) ( +1 )

(r/a)*.

condicao e pode ser colocado na forma acima

O mapa precisa satisfazer a condicao v, < 0, para qualquer n, inclusive n = 0,
devido a definicao ¢ = Balescu e coautores [40] propés um mapa que satisfaz essa

K ¢n+1
i = Wy — — ——— 270,), 4.5
U1 =9 27T1+¢n+1sen<ﬂ ) (4.5)
1 K cos(270,)
0,1 =10, + mod 1. 4.6
O ) T @R v 46)
A equacgao 4.5 é nao linear para um dado par candnico, com duas solugdes possiveis

7
Escolhemos a raiz positiva para preservar a unicidade de solugao, no caso

wn+1 [ T/Jn, _'_ \/ iﬂn,
com

]2+ 4t |,

(4.7)
P(¢n79n) =

™

Yy —1— 2K sen (270,,). (4.8)

Como esse mapa é uma transformagao candnica ele preserva a area no espaco de
fase, ou seja, obedece ao teorema de Liouville [80]. Essa condigao é satisfeita se

oh aj
s o0,

(4.9)
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é respeitada.
Balescu et al estudaram o caso que o perfil de seguranca é dado por

4qo
2-v)(2-2¢+¢?)

onde gy é o valor do fator de seguranca no eixo magnético, aqui escolhido ¢y = 1.0. Esse

q(v) = (4.10)

perfil é modelado com base em perfis parabdlicos para a densidade e temperatura do
plasma, os quais sdo coerentes com descargas Ohmicas [81]. O mapa resultante é conhecido

como Tokamap.

%8002 02 06 03 Lo 080 02 04 06 08 L0

() (d)

Figura 9 — Espago de fase para K = /2 (a), (b) 7, (¢) 37/2, (d) 2w. Com 100 condigbes
iniciais randomicas, iteradas por N = 10000 tempos.

Na Figura 9 é exibido o espago de fase do tokamap (4.6)-(4.7), para diferentes
valores do parametro de perturbacao K. Fisicamente isso é possivel aumentando a corrente
nos fios externos ao vaso do tokamak ou aumentando um determinado campo de erro

causado por algum desalinhamento de correntes externas [82].

Para K baixo temos curvas invariantes com algum nivel de distorcao, e cadeias

de ilhas quase periddicas 9(a). De acordo com o teorema KAM essas curvas invariantes
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correspondem a torus irracionais do sistema nao perturbado, e as ilhas surgem devido a
destruicao dos torus racionais, de acordo com o teorema de Poincaré-Birkhoff. A distorc¢ao
das curvas KAM aumenta com a perturbagao Fig. 9(b). As intersecgdes homoclinicas na
vizinhanca das separatrizes das ilhas sao responsaveis pelo surgimento de uma camada
caotica, porém a difusao das linhas de campo é limitada pelas curvas invariantes. A camada
cadtica aumenta ocupando quase todo o espaco de fase, exceto na vizinhanca do eixo
magnético e algumas ilhas remanescentes 9(¢). Um novo aumento de K faz com que o
espaco de fase seja composto de ilhas e uma grande regiao cadtica (chamado de mar
caotico) Fig. 9(d).

A palavra caos se aplica para a estrutura de linhas de campo magnético de
maneira particular: como o campo magnético é estatico, consideramos a dindmica em um
sentido Lagrangiano como sendo parametrizada pela coordenada toroidal, que cumpre o
papel de tempo. Logo, caos nas linhas de campo magnético significa que duas condigoes
iniciais escolhidas no mar cadtico, geraram linhas de campo que se separam em uma taxa

exponencial, que pode ser interpretada como o méximo expoente de Lyapunov [83].

4.2 Variedades e sela caodtica

A sela cadtica é um conjunto invariante nao atrativo que governa a dinamica cadtica
no tokamap. Para obter as variedades, optamos pelo método do regador [84] que, apesar de
nao ser exato, fornece uma boa aproximacao das curvas invariantes. O método consiste em
delimitar o espaco de fase por valores minimo e maximo de 1 e 6 e dividimos essa regiao
em uma malha fina de condic¢bes iniciais que sao entao iteradas m vezes e verificamos
se para cada condi¢ao inicial a trajetéria escapou dessa regiao estabelecida pelos valores
minimos e maximos. A aproximacao da variedade estavel é obtida das condi¢oes iniciais
que continuam dentro da regiao, a variedade instavel das trajetérias apds m interagoes.
E ainda, é possivel obter a sela cadtica das trajetérias na iteragao m/2. O nimero de

interagoes necessarias ¢ obtido por tentativa e erro.

Na Figura 10, temos as variedades estaveis, instaveis e a sela cadtica para K = 27w
utilizando m = 30 interag¢oes e uma rede de 1000 x 1000 condig¢des iniciais. A variedade
estavel, Figura 10(a) e a instavel Figura 10(b), possuem uma estrutura complexa e intricada,
o cruzamento de ambas gera a sela cadtica, Figura 10(c) é a estrutura subjacente ao
comportamento cadtico do sistema, suas propriedades topoldgicas sao similares a ferradura
de Smale [85]. As fronteiras entre os diferentes comportamentos dindmicos sao criadas

pelas variedades [86].
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Figura 10 — Variedade estavel em amarelo (a), variedade instavel (b) em verde e em
vermelho sela cadtica, do tokamap. Para K = 2.0m com m = 30, calculado
com o método do regador.

4.3 Bacias de escape

Como discutido no capitulo anterior, um sistema Hamiltoniano é livre de divergéncia,
nao possui atratores, porém a dinamica pode ser aberta considerando posi¢oes no espaco
de fase por onde as particulas podem escapar. Em um sistema Hamiltoniano aberto, a
orbita passa algum tempo em uma regiao fechada chamada regiao de espalhamento, apés
cruzar uma das saidas e finalmente escapando da regiao de interesse [87]. As drbitas que
pertencem a sela cadtica continuam dentro da regidao de espalhamento, exceto se uma
das saidas seja colocada sobre a sela cadtica. Podemos definir bacias de escape como o
conjunto de condigoes iniciais que levam a uma saida. Definimos saidas no espago de fase
de maneira arbitraria, pois, como mostrado por [88, 89], é possivel quantificar os casos em

sistemas multidimensionais.

No caso do tokamap, as saidas representam placas de divertores utilizados para
mitigar as interagoes plasma parede. A posicao dessas placas depende do formato do

tokamak, e ¢ um grande problema tecnolégico tratado individualmente para cada maquina
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[90]. Nosso objetivo nao é necessariamente propor um modelo fisico de divertores, mas
sim estudar as estruturas que emergem devido ao comportamento cadtico. Portanto,

selecionamos saidas de forma mais conveniente.
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Figura 11 — Bacias de escape para o tokamap com K = 7 (a), (b) magnificagao de (a)
na regiao da fronteira entre as bacias, (¢) K = 37/2, (d) K = 27. Com
1000 x 1000 condigoes iniciais uniformes. Os quadrados pretos representam
as saidas, pontos roxos escapam pelo quadrado a direita, os laranjas pelo a
esquerda, pontos brancos nao escapam.

Consideramos duas saidas quadradas denotadas por R e L localizadas a direita e a
esquerda da linha # = 0.5, respectivamente. Se as saidas sao posicionadas dentro de ilhas,
nao teremos um comportamento interessante, portanto escolhemos as saidas na regiao
cadtica, proxima as separatrizes das ilhas, onde ha érbitas cadticas mesmo para K baixo.
Na Figura 11, temos as bacias de escape onde os pontos roxos correspondem a saida R
e os laranjas a saida L, os pontos brancos sao aqueles que nao escapam dentro do nosso
tempo de iteragdo maximo 10000. Na Figura 11(a) temos as bacias aparentemente bem
definidas, porém uma magnificacao das bacias revela um comportamento intricado, Figura
11(b). Com uma estrutura finger-like da bacia R em meio a bacia L. Nas Figuras 11(c)

e (d) temos uma grande mistura das bacias, porém ainda h4 a presenca das estruturas
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finger-like.
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Figura 12 — Comprimentos de conexao para o tokamap com K = 7 (a), (b) 1.2, (c¢)
37/2, (d) 2. Com 1000 x 1000 condigbes iniciais uniformes. Os quadrados
pretos representam as saidas, a escala de cores representa quantas iteragoes
sao necessarias para uma condicao inicial atingir uma saida.

Essa mistura das bacias tem consequéncias observaveis em plasmas. Na Figura 12,
temos o "tempo'de escape das condigoes iniciais, isto é, o nimero de iteragdes que uma
determinada Orbita necessita para escapar por uma das duas saidas. Como aqui temos uma
descri¢ao de linhas de campo, o tempo de escape é usualmente chamado de comprimento
de conexao, pois estd sendo medido o comprimento de uma linha do campo magnético da

sua posi¢ao inicial até sair da regiao de interesse do tokamak [91].

Préximo as ilhas, Figuras 12(c) e (d) vemos que o comprimento de conexao é
maior, consequéncia do fendmeno de stickiness nessas regioes. Ha regides com pequenos
comprimentos de conexao que indicam canais de escape, formados pela variedade instavel.
Comparando 11(a) e 12(a) vemos que as 6rbitas atingem a saida L rapidamente, devido a

presenca de varios canais de escape nesta parte do espago de fase.

Essas estruturas finger-like aparecem devido ao comportamento dinamico da érbita
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caotica. A fronteira S entre as bacias de L e R é o fechamento da variedade instavel de
uma 6rbita periddica instavel dentro da regiao cadtica. Na Figura 13 representamos essa
situagao de maneira esquemadtica, seja P um ponto de sela (érbita periddica instével) de
uma Orbita cadtica do tokamap aqui denotado por F, sendo W?#(P) e W¥(P) as variedades
estavel e instavel, respectivamente gerados por P. E ainda, com o segmento de fronteira
entre as bacias S interceptando a variedade instavel W". As iteradas para tras no tempo
desse segmento, f~1(S), £72(9), se tornam cada vez mais finas e alongadas, se acumulando
na variedade estavel W*(P), gerando as estruturas finger-like. Isto se deve por conta da
intersegao entre S e W"(P) converge para a Orbita instavel P a uma taxa dada pelo

autovalor correspondente do mapa tangente [65].

Figura 13 — Figura esquemaética exibindo acumulagao de filamentos da bacia de escape na
variedade estavel de uma orbita periodica estavel dentro da regiao cadtica do
mapa.

Em primeira aproximacao, as particulas do plasma com carga, elétrons e ions giram
ao redor das linhas de campo. Portanto, grandes comprimentos de conexao sao relacionados
a particulas que dao varias voltas na diracao toroidal antes de sairem do tokamak. Estas
particulas colidem umas com as outras, de maneira que elas serao altamente energéticas,

sendo responsaveis por parte substancial das deposigoes de energia nos divertores [92].

As estruturas finger-like sao similares as estruturas de deposicao de energia em
placas de divertores. Jakubowski et al [93] mediu a poténcia depositada no tokamak DIII-D
com pertubacoes magnéticas ressonantes utilizadas para suprimir os chamados modos
de borda em plasmas no modo H (alto confinamento) [94]. A complicada estrutura de
deposicao de energia é atribuida a situacao demonstrada nas Figuras 11 e 12. A mistura de
comprimentos de conexao grandes e pequenos sao responsaveis pelas estruturas finger-like

observadas nos padroes de deposigao [95, 35].

4.4 Dimensao de incerteza

O tokamap tem bacias de escape com alto teor de mistura e estas sao interligadas

em escalas arbitrariamente pequenas, o que s6 é possivel se as bacias e sua fronteira forem
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fractais. Uma forma de quantificarmos a complexidade das fronteiras da bacia de escape,
¢ medindo a dimensao fractal das fronteiras, curva que separa as bacias de escape. Para

determinar a dimensao fractal das fronteiras, utilizamos o método da incerteza [47].

—»| €|+

- =

1

L 3

[ 2=

2

Figura 14 — Regiao do espaco de fase limitado pela fronteira de bacia ¥, curva que divide
as duas bacias b e a.

A determinagdo de uma condigao inicial no espago de fase xq = (0, 1Y) carrega
uma incerteza, numérica ou experimental. Esta incerteza pode ser representada por um
circulo de incerteza de raio € centrado na posi¢ao inicial, como mostra a Figura 14. Se o
circulo estd totalmente dentro da regiao de uma saida, como o circulo 1 esta na saida B
na figura, a condicao inicial é dita e—certa, pois qualquer ponto no circulo ird escapar pela
mesma saida. Porém, o circulo 2 intercepta a fronteira entre as bacias de escape, denotada
por ¥, logo, ha pontos dentro deste circulo que escapam por A e outros que escapam por
B, portanto, a condigao inicial é e—incerta. Definimos a fracao incerta f como o niimero

de condicoes iniciais e—incertas dividido pelo niimero total de condicoes iniciais.

Se X é uma curva suave, entao as condicoes iniciais e—incertas estarao dentro de
uma faixa de largura 2e em ambos os lados da fronteira. Dessa maneira, a fragdo incerta é
proporcional a €. Se a fronteira de bacia for fractal, entao a fracao incerta depende do raio

de incerteza da forma de uma lei de poténcia, [64, 48],

fe) ~ e, (4.11)
onde « é o chamado expoente de incerteza, definindo entre 0 fractalidade total e 1 curva

suave. Este permite estimar a dimensao fractal da fronteira de bacia. Seja D a dimensao

do espaco de fase (D = 2, para nosso mapa bidimensional),
a=D—d, (4.12)

A dimensao fractal (também chamado dimensao de Hausdorff-Besicovitch) é definida como,
. InN(9)

4=l s (4.13)

onde N é o niimero minimo de caixas (hiper-cubos de dimensao D) de lado € necessario

para cobrir todo o espago de fase, logo [64],

N(8) ~ 67, (4.14)
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para 6 — 0. Fazendo o raio de incerteza igual ao tamanho da caixa, o volume da regiao
incerta do espago de fase é da ordem do volume total N(g) de todos os cubos com tamanho
£ que cobrem a fronteira. Como o volume desses cubos que cobrem a fronteira é e, o
volume incerteza é eP N (g) ~ eP~?. Assim, a fracdo de condicdes iniciais incertas é

a = lim lnf(e).

e—=0 Ine

(4.15)

Para bacias com fronteiras suaves o expoente de incerteza é @ = 1, agora se
0 <a<1lentao 1 < d < 2, caracteriza uma fronteira de bacia fractal. Logo, o algoritmo
que utilizamos consiste e dividir em uma malha de condigoes iniciais. Para cada uma das
condigoes consideramos outras duas condigoes aleatorias, separados por um raio fixo e.
Verificamos por qual saidas as duas novas condigoes escaparam se uma delas tiver o estado
final diferente da condicao inicial, esta é considerada incerta. A partir disso, contamos,
entre as diversas condigbes inicias, o nimero de incertas, de onde é obtido f, a fracao de
condigoes incertas para o raio de incerteza €. Repetimos, o mesmo processo para diferentes
valores de ¢, e calculamos o erro de f fazendo o procedimento 10 vezes para o mesmo €.
Em um grafico log — log da fragao incerta f em fungao do raio de incerteza e, o coeficiente

angular da melhor reta que se ajusta aos pontos, é o préprio expoente de incerteza a.

Os resultados da dimensao de incerteza para varios valores de K sao mostrados na
Tabela 4.4, onde foram utilizadas 10° condicdes iniciais randémicas iteradas por 10°. Se
uma condicao inicial nao escapa nesse tempo, ela é removida do calculo. Devido a isso,
algum erro numérico é esperado, mas assumimos que o numero de 6rbitas que escapam
para tempos maiores é pequeno. O expoente de incerteza e por sua vez a dimensao de
incerteza variam pouco com a perturbacdo K e é muito préxima da dimensao do espago
de fase 2 o que indica que a fronteira é fractal extremo, se aproximando de uma curva
de preenchimento de area, semelhante as curvas de Hilbert ou Peano [96]. O baixo valor
para o expoente de incerteza indica que as aberturas no sistema o tornam praticamente
indeterminado. Esse é um efeito do tamanho das saidas, Aguirre e Sanjuan[97] encontraram
que a imprevisibilidade aumenta conforme o tamanho da saida diminui. Isto leva a um

indeterminismo total, que é uma propriedade geral de sistemas Hamiltonianos abertos.

K « d erro global

3,5 0,00037 1,9996  0,0006
4,0 0,00015 1,9998  0,0002
4,5 0,00031 1,9997  0,0007
5,0 0,00034 1,9997  0,0007
55 0,00045 1,9995  0,0009
27 0,00078 1,9992  0,0010

A natureza fractal da fronteira da bacia representa uma significativa limitacao

na determinacgao do estado final do sistema. Como observado, a dimensao de incerteza
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éd=1,99. Se um esforco consideravel for empreendido para reduzir a incerteza pela

metade, nesse caso, a fracao incerta resultante se torna,

1

£ ~ (2>a () ~ 0,9931 (<), (4.16)

que representa um decréscimo de menos de 1% na incerteza do estado final. Portanto,
mesmo com um esfor¢o experimental ou computacional consideravel para reduzir a incerteza

da condic¢ao inicial, isso tera um impacto minimo na incerteza do estado final.

Como apresentado, a dimensao de incerteza varia muito pouco com a perturbacao
K, de maneira que somente a informacao de dimensao ¢ insuficiente para caracterizarmos
qual efeito a perturbacao tem sobre as estruturas fractais. Isto significa que novos conceitos
Sa0 necessarios para essa caracterizacao, como, por exemplo, os conceitos de entropia de

bacia e entropia de fronteira de bacia, a serem discutidos no préximo capitulo [49].
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Capitulo 5

Entropia de bacia e de fronteira de

bacia

Neste capitulo sao apresentadas as entropias de bacia e de fronteira de bacia, que
permitem caracterizar a incerteza devido a fractalidade. Aplicamos esses conceitos ao
escape de linhas de campo magnético descrito pelo tokamap, discutido no capitulo anterior.
E, além disso, apresentamos o mapa de Weiss, um modelo paradigma do movimento
advectivo em um fluido bidimensional incompressivel, que se assemelha ao mapa padrao
nao-twist, mostrando como o expoente de incerteza pode ser obtido através da entropia de

bacia.

5.1 Entropia da bacia e entropia da fronteira

Buscando quantificar o grau de incerteza devido a fractalidade de fronteira da bacia
de escape, aplicamos o calculo para entropia da bacia, desenvolvido por Daza et al [49]. O
método consiste em dividir uma regiao €2 do espaco de fase em uma malha de caixas com
comprimento lateral e, caracterizada pela presenca de N, saidas. Cada ponto da grade
corresponde a uma condi¢ao inicial que ird escapar por uma dada saida, de modo que
iremos atribuir cores de 1 a N4 as saidas. E finalmente, é calculada a entropia da bacia

por meio da entropia informacional para este conjunto de caixas.

A cada cor j em uma caixa 7 associamos uma probabilidade p;;, dado que as
trajetorias dentro das caixas sdo estatisticamente independentes. A entropia informacional

(Gibbs) da i—ésima caixa S; é calculada com [98],

S; == pijlogpi, (5.1)

Jj=1
onde m; é o nimero de cores dentro da caixa em questao. A entropia total da malha de

caixas S que cobrem uma regiao do espaco de fase é obtida somando a entropia das caixas
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individuais que formam a malha, ou seja,

N N m;

i=1 i=1j=1

O numero de caixas N aumenta com a redugao de ¢, isso causa um aumento da
entropia. Logo, para evitar esse efeito, definimos a entropia de bacia 5, relacionada com a

entropia total e relativa ao ntimero total de caixas,
Sp=— (5.3)

Essa quantidade esta relacionada ao grau de incerteza da bacia. Quando ha apenas
uma Unica saida de escape a entropia da bacia é nula, o que significa que nao ha incerteza,
mas quando temos N, saidas de escape e elas sao equiprovaveis, a entropia assume seu
valor maximo S, = log N4, de modo a caracterizar uma estrutura de bacia de escape

completamente randomizada com N, saidas equiprovaveis.

Nosso interesse é determinar se a fronteira entre as bacias é ou nao fractal, para
isso podemos adaptar este calculo da entropia de bacia, considerando apenas o nimero de

caixas N, que contém mais de uma cor,

S
Sy, = N (5.4)

Dada iniimeras caixas nas fronteiras das bacias, a fronteira sera fractal se,

Sbb > In 2. (55)

Esta é uma condigao suficiente, mas nao necessaria, ou seja, dada a sua observacao,
podemos afirmar que a fronteira é fractal; no entanto, pode haver casos em que as fronteiras
sao fractais com Sy, < In2. Além disso, para que o critério apresentado seja vélido, é
necessario que existam pelo menos duas bacias; se uma delas ocupar uma propor¢ao muito

grande do espago de fase, o critério pode nao ser cumprido [49].

Vamos considerar as duas saidas de escape do tokamap, conforme discutido no
capitulo anterior, e excluimos as condigoes iniciais que nao escapam apé6s um periodo de
iteragao. Seja n; o nimero de pontos na caixa correspondente a saida j. Para cada caixa
que cobre uma regiao do espago de fase, obtemos,

1

Pi = )
N1+ Na

dessa forma, a entropia para uma caixa i é

S; = —p1logy p1 — po log, po. (5.7)
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Com isso, obtemos a entropia total somando sobre todas as caixas, e a entropia
de bacia utilizando 5.3. A entropia de fronteira de bacia é obtida de forma similar, mas
retiramos dos calculos as caixas em que p; = 0 ou p, = 0, isso é, consideramos apenas as
caixas que tenham ao menos uma fronteira em seu interior, N,. Na Figura 15, mostramos
a variacao da entropia de bacia S, e da fronteira de bacia Sy, em fungao da perturbacao
K. Utilizando uma resolugao de 1000 x 1000 caixas de lado, € = 5, logo com 25 condigoes
iniciais por caixa. Além disso, é exibido a fracao ocupada A i.e. a area do espaco de fase
que uma das bacias ocupa, no caso escolhemos a bacia roxa das Figuras 11. Em geral,
ambas as entropias seguem o padrao de variacao de A. A fragdo ocupada é uma estimativa

da estabilidade da bacia, quanto maior o seu valor, mais estavel é a bacia.

0,7
0,6/
0,5
N

0,4

0, 31

0,2

Figura 15 — Entropias da bacia S, sao mostradas pela curva em preto, Sy, pela curva em
azul e fragdo ocupada pela curva em vermelho, para as duas saidas como na
Figura 11. Em roxo é mostrado a fracao ocupada pela bacia roxa, linha verde
indica o valor In 2.

Para K = 3,5 ambas as entropias de bacia e de fronteira tém valores similares, em
torno de 0,6, o que ja indica um consideravel grau de mistura entre as bacias de escape,
seguido por uma queda que leva a baixos valores de entropia. A fracao de area ocupada
aumenta devido a destruicao de torus KAM e a consequente expansao da regiao cadtica.
Apds temos um aumento das entropias com K até se aproximarem de um platd. Essa

tendéncia nao é observada com a dimensao de incerteza, dado que os valores sdo muito
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préximos (Tabela 4.4). Para K > 4,75 as entropias saturam, préximos do valor de entropia
maximo In 2, o que representa uma alta complexidade nas estruturas de bacia. Notamos
que Sy, < Sy, 0 que ¢é esperado dado que o niimero de caixas que contém fronteiras ¢ menor

que o numero total de caixas.

Uma consequéncia pratica da fractalidade das bacias de escape ¢ que deposicao das
linhas de campo com a parede do tokamak é nao uniforme, sendo uma distribuicao fractal
de posigoes chamada de pegadas magnéticas [99]. O conhecimento das pegadas magnéticas

pode fornecer pistas sobre a real distribuicao de particulas na parede em um experimento.

5.2 O mapa de Weiss

Ondas viajantes sao uma caracteristica comum de muitos fluidos, incluindo na
atmosfera [100], oceano [101] e fluidos de laboratério [102]. O mapa de Weiss [41] é um
modelo paradigma do movimento advectivo em um fluido bidimensional incompressivel no

referencial se movendo com uma onda e perturbado por impulsos periddicos.

E bem conhecido que na mecénica de fluidos um fluido bidimensional incompressivel
e nao viscoso pode ser descrito por uma fungao de fluxo I'(0,1,t), onde (6,1) sao as
coordenadas cartesianas no plano de movimentos [103]. Particulas passivas sdo advectadas

por esse fluido, seguido as equagoes de movimento,

g or

dit _— E, (5'8)
dl or

P T (59)

onde os efeitos de difusao molecular foram desprezados. Enquanto a difusdo produz alguns
efeitos adicionais, porém na maior parte eles sdo pequenos e podem ser ignorados [41].
A forma das equagoes idéntica a (2.3) dado que (6,1) seja a coordenada e momento

conjugado, respectivamente e com I' fazendo o papel de Hamiltoniano.

Considerando uma onda viajante se propagando na diregao 6, tal que o plano (6, 1)
é um cilindro. No referencial, se movendo com a onda, o fluido bidimensional em um
cilindro ¢ independente do tempo e, portanto, representa um sistema dindmico integravel
com um grau de liberdade. Esse sistema contém particulas presas e livres, separadas por
uma trajetéria homoclinica que emana de uma periédica instavel [104]. A dependéncia

temporal explicita aparece como uma sequéncia de impulsos, dados por um pente de Dirac.
Um modelo de func¢ao fluxo que exibi esse comportamento é

00, 1,t) = To(1) + T1(6,1,1), (5.10)
FO(H,I,t):I—B—I, ['(0,1,t) = cos [9 <1—k i 5(t—nT)>] : (5.11)

3 n=—oo
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onde k representa a intensidade e T' o periodo dos impulsos externos. No caso integravel
(I'y = 0), o sistema tem pontos fixos estaveis em (0, 1) = (0,1) e (7w, —1), em que ao redor
temos particulas presas. Particulas livres sao separadas deles por trajetorias homoclinicas
emanando dos pontos fixos instéveis em (0, 1) = (0, —1) e (m, 1), vide Figura 16(a).

As equagoes de movimento para o sistema perturbado I'; # 0 sdo as seguintes:

o

—=I"-1 12
dl >
pr =senf — ksen Y  4(t —nT). (5.13)

Podemos definir um mapa para esse sistema, definindo as varidveis discretas
0, = lim.,00(t = nT +¢€) e I, = lim.,oI(t = nT + ¢€). Integrando as equagoes de

movimento sobre um periodo, resulta no mapa de Weiss,

Oni1 =0, +T (12, —1), (5.14)
I,oi=1,—ksenb,. (5.15)

O mapa de Weiss se assemelha ao mapa padrao nao-twist, um mapa que descreve
de maneira simplificada o transporte cadtico em um fluxo de cisalhamento nas ondas de
Rossby [105].

Para reduzir o nimero de parametros, fazemos 7' = k. Na Figura 16(b) — (d) temos
o espaco de fase para o sistema perturbado, para diferentes valores do parametro k. Como

o movimento ¢ em um cilindro, fazemos a troca de variaveis x — € como angulo e y — [

s ~ 1% A .~ . 2
como a variavel a¢ao, tomamos o mod 27 na variavel angulo. A condicao twist é‘?fg?- # 0
101y

é violada, pois,
din + 1

T =2kl,41 #0 para I =0,

A violacao da condicao de twist acarreta em novos fenomenos observados no sistema,
tais como a coexisténcia de solugdes periddicas gémeas com o mesmo periodo e nimero de
rotacao, colisdo e reconexao de solugoes quase regulares, e nao monotonicidade no perfil
do nimero de rotacao [105]. Além disso, o teorema KAM nao é aplicavel em todo o espago
de fase. Um comportamento distintivo de mapas nao-twist é a presenca de uma barreira
robusta conhecida como barreira shearless, que corresponde a um maximo local no perfil
de frequéncia do mapa. Essa barreira atua como um obstaculo significativo ao transporte
global de orbitas cadticas. No contexto de plasmas confinados, a barreira shearless reduz o

transporte cadtico, resultando em um melhor confinamento [107].

Para valores relativamente baixos de k, como mostrado na Figura 16(b), observamos

orbitas quase periddicas em todo o espago de fase e curvas invariantes em torno das ilhas.
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TR
f

Figura 16 — Espago de fase para o sistema integravel (a) k = 0,0. Em (b) sistema pertur-
bado com k = 0,35, (¢c) £ =0,50 ¢ (d) k= 0,65. Com 100 condi¢oes iniciais
randomicas, iteradas por N = 10000 tempos.

Devido ao perfil de frequéncia nao monotonico, ocorre a degenerescéncia, onde duas
6rbitas apresentam o mesmo nimero de rotacoes [106]. Orbitas cadticas surgem préximo
as separatrizes das ilhas. Na Figura 16(c), a curva vermelha claramente separa as regioes
cadticas proximas as separatrizes, ela é a curva shearless. O aumento da perturbacao
leva & quebra da barreira shearless, conforme mostrado em 16(d), e & mistura das regides

caodticas, que passam a ocupar uma fracao maior do espago de fase.

5.3 Bacias de escape

A dindmica do mapa de Weiss pode ser aberta como no capitulo anterior, determi-
nando posicoes no espacgo de fase por onde as particulas podem escapar. Se as saidas sao
colocadas em regides com orbitas regulares, as bacias sao relativamente simples. Por outro
lado, se as saidas sao colocadas em regioes com orbitas cadticas, as bacias de escape sao

fractais, com uma fronteira de bacia também fractal. Isso decorre das caracteristicas da
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sela cadtica. Assim, contemplamos duas saidas quadradas com lados de comprimento 0.4,
posicionadas no centro dos pontos (0.0, —1.1) e (m — 0.1, 1.0), préximas das separatrizes
das ilhas. Dessa forma, ocorrera o escape mesmo para valores baixos do parametro de

perturbacao. Denotamos as bacias como B; e By, respectivamente.

Figura 17 — Bacias de escape para o mapa de Weiss com (a) k = 0,5; (b) k = 0,65; (¢)
k=0,75; e (d) k= 0,85. Com 10° condigoes iniciais, iteradas por N = 10°
vezes. Os pontos azuis sao os que escapam pela saida central e os verdes pela
saida a direita. Quadrados pretos representam as saidas e pontos brancos sao
0S (ue Nao escapam.

Na Fig. 17, é mostrado as bacias de escape para diferentes valores do parametro
k, os pixels azuis correspondem as condi¢oes iniciais que pertencem a B; e os verdes que
escapam por Bsy, os pixels brancos correspondem a condic¢des iniciais que nao escapam
dentro do tempo limite de nossa simulacdo, no caso 10°. Estes pontos estdo presos dentro
de ilhas, ou suas 6rbitas nao atingem as saidas pela existéncia de barreiras de transporte
(curvas invariantes). No caso k = 0.5, Figura 17(a) as saidas sdo separadas por essas curvas
invariantes, logo, ndo ha nenhuma mistura, com o aumento da perturbacao 17(b) ocorre a
quebra dessas curvas e as duas bacias sdo conectadas, porém, ainda ha uma baixa mistura,

condigoes iniciais préximas a ilha central tendem a escapar pela saida de B; enquanto as
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condigoes proximas aos pontos # = £m pertencem a B,. Um novo aumento da perturbacao,
17(¢) causa uma mistura maior entre as bacias. E para grandes perturbagoes 17(d) temos

uma mistura completa, com uma estrutura fractal formada pelas bacias em fina escala.

Para quantificarmos a fractalidade, medimos a entropia de bacia e a entropia de
fronteira de bacia. Os resultados das entropias em func¢ao do parametro k sao exibidos
na Figura 18, em conjunto com o tempo médio de escape t. Onde foi considerada uma
rede de caixas, tal que cada caixa tenha 25 condicoes iniciais, valor esse que produz os

melhores resultados [49].

0,6

0,4

s

0,2

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
k

Figura 18 — Entropia de bacia em preto, entropia de fronteira de bacia em vermelho e em
azul tempo médio de escape em funcao de k.

A entropia fica préxima de seu valor maximo In N4 = In 2 para valores de k£ onde a
curva shearless ja foi destruida, o que significa que hd uma grande incerteza do estado
final do sistema, causada pelas estruturas fractais presentes. E possivel observar que o
tempo de escape médio segue o mesmo perfil da entropia, mas de maneira nao monotonica,
com um maximo em k ~ 0,4 que decresce bruscamente para valores de k£ onde ocorre a
quebra da barreira shearless, isso se deve provavelmente ao efeito de aprisionamento na

regiao onde havia curvas invariantes, mas agora héa cadeias de ilhas.

De um ponto de vista computacional, as bacias de escape sao discretizadas em
pixels de mesmo tamanho, tal que em cada caixa de tamanho lateral ¢ ha Ng pixels. Para

uma dada caixa i, a probabilidade p; ; assume um valor do seguinte conjunto discreto,

2 1

1
pME 0,7,7,...,1—7,
Ny N Ny

1] . (5.16)

Notamos que as caixas que p;1 = 0 ou 1 nado contribuem para o calculo de S
’ )
pois S; = 0 neste caso. O que resta sao as contribuicoes das caixas com fronteiras de

bacia, ou seja, as caixas que contém pixels de ambas as bacias. Portanto, os valores de
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probabilidades possiveis para as N, caixas restantes sao dados por

m

= N7 (m=1,2,...N?—1). (5.17)
p

Pm
Considerando que uma fracao ¢,, de caixas N, tem uma probabilidade de bacia

dada por (5.17), a entropia de bacia (5.3) pode ser escrita como

2
N2-1

Sb = Z dm Nb Sm
m=1

1
N
NZ-1

A Ny
_ S = —C b 5.18
I q N (5.18)

m=1

onde C' é uma constante que depende da distribuicao da quantidade g,,. Para bacias
fractais, o qual é o caso estudado aqui, os valores de ¢,, sdo concentrados em torno de um

valor médio com uma distribuicao Gaussiana.

Sejam dj, e dy as dimensoes de contagem de caixas [108] das bacias de escape e
da fronteira correspondente, respectivamente. Considerando necessario um niimero N de
caixas com comprimento lateral € na regido do espaco de fase 2, temos N ~ Ne ¢ para
um e suficientemente pequeno, onde N é uma constante. Da mesma maneira, como é
necessario IV, caixas para cobrir a fronteira, temos N ~ Nbe_D , onde ]\N/b é outra constante
e € é pequeno novamente. Substituindo essas expressoes na equagao (5.18), obtemos uma
relagao entre a entropia de bacia e a dimensao de contagem de caixas da bacia e sua

fronteira correspondente:

N,
S, =—C Wb et P, (5.19)

Como discutido no capitulo anterior, para cada condigao inicial existe uma certa
incerteza, que podemos representar como um disco de raio € centrado na condicao inicial.
Se esse disco nao intercepta a fronteira de bacia, todos os pontos convergem para o mesmo
escape e a condicdo inicial é e-certa. Caso contrario, se o disco intercepta a fronteira,
dizemos que a condi¢ao é e-incerta, vide Figura 14. A fracao de discos incertos e-incertos
escala com a incerteza o como uma lei de poténcia: f(e) ~ €*, onde o = d, — dy é 0

expoente de incerteza. Com isso, a eq. (5.19) fica
N,
InSp(e) = alne+1In <J\~;C> (5.20)

Utilizando essa relacao linear, é possivel estimar o expoente de incerteza a para as

bacias de escape utilizando os valores de entropia de bacia.

Aplicamos esse procedimento ao mapa de Weiss (5.14)-(5.15). Calculamos a entropia

de bacia utilizando (5.3) para diferentes valores do comprimento lateral da caixa e. Com
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o ajuste dos minimos quadrados podemos obter a = 0,079 4+ 0,004 para k£ = 0,55 ¢
a = 0.049 + 0,003 para £ = 0,65. Na Figura 19 exibimos esse resultado, o erro é devido
ao ajuste numérico. O decréscimo do expoente de incerteza indica que ha um aumento da
complexabilidade da estrutura de bacia, e seu baixo valor indica que a previsibilidade do

sistema quase nula.

—0,36
87
—0,38

£-0,39

—0,40

W

. 70’ 421 *
2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 1,79 2,00 2,25 2,50 2,75

(a) J Ine (b) Ine

Figura 19 — cédlculo do expoente de incerteza utilizando a entropia de bacia, em (a) para

k=0,55eem (b) k=0,65.
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Capitulo 6
Modelo de ondas eletrostaticas

Neste capitulo é apresentado um modelo de ondas de deriva em um tokamak, base-
ado no trabalho [43], e ainda, discutimos os perfis de quantidades fisicas a serem utilizadas,
como o campo elétrico radial, fator de seguranca e a velocidade do plasma na direcao do
campo magnético. Apresentamos os resultados das nossas simulagoes computacionais para
as bacias de escape do modelo de Horton, com trés saidas, quantificamos essa utilizando
as entropias de bacia e fronteira de bacia, mostramos a relagao das estruturas fractais
com a sela cadtica e suas variedade invariantes, quantificamos as dimensoes de incerteza e
informagao dessas estruturas. Por fim, mostramos que o caso de trés ou mais bacias pode
produzir um fractal extremo que possui a chamada propriedade de Wada. Utilizamos um

modelo fenomenologico para estudar os efeitos de colisoes sobre as estruturas fractais.

6.1 Equacoes de movimento

Em plasmas confinados magneticamente, a presenca de impurezas é inevitavel,
tendo um grande impacto no confinamento. Na fronteira do plasma, a presenca delas
ajuda na distribuicao da perda de energia, impedindo que particulas altamente energéticas
acertem a parede da maquina. Enquanto no centro do plasma, a sua presenca pode
levar a disrupcoes e perda de confinamento. Portanto, poder prever o comportamento
de impurezas ¢ necessario. Flutuacoes eletrostaticas sao diretamente relacionadas com o
transporte cadtico que leva ao escape de particulas na fronteira do plasma. Na aproximagao
de centro de guia, o movimento de deriva E x B se torna um problema de advecgao passiva

que pode ser descrito por um sistema Hamiltoniano de baixa dimensao [43].

Nos limitamos ao transporte anomalo de impurezas, tao diluidas que sua presenca
nao altera o campo elétrico, O problema se torna analogo a descricao Lagrangiana de
particulas passivas advectadas devido a uma funcao de fluxo, para um fluido incompressivel,
como o mapa de Weiss discutido no capitulo anterior. Com essas suposi¢oes do movimento

de deriva, E x B é um modelo exato para o transporte anémalo [109].
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O escape de particulas na fronteira do plasma é um problema diretamente relaci-
onado ao transporte cadtico perpendicular ao campo magnético. Este transporte surge
em modelos E x B, mesmo em configuracoes espaciais regulares do campo elétrico, dado
que o Hamiltoniano seja nao autéonomo. Isso leva a um padrao intricado de adveccao.
Esse movimento cadtico se torna uma fonte nao colisional de difusao perpendicular ao
campo magnético, gerando resultados muitas ordens de magnitude maior que o transporte
neocléssico [110, 111, 112].

Figura 20 — Geometria de um Toroide de secao transversal circular, descrito por coordena-
das locais polares.

Na Figura 20, representamos de forma esquematica o sistema de coordenadas
considerado, onde a denota o raio menor do plasma e Ry o raio maior. As particulas sao
descritas pelas coordenas (r, 6, ¢), onde r é medido a partir do eixo magnético, # é o angulo
poloidal e ¢ o angulo toroidal. Assumimos a aproximacao de grande razao de aspecto
a/Ry < 1, tal que o campo magnético de equilibrio é B = (0, By(r), By), onde By e B,

sao as componentes poloidal e toroidal do campo magnético, respectivamente.

Consideramos, dois campos elétricos, um externo na dire¢ao radial, gerado por
cletrodos na parede do tokamak E,(r)#, e um relacionado as flutuacoes eletrostéticas
—Vo&(r,0,¢;t), onde ® é o potencial elétrico das instabilidades de deriva [43].

As trajetorias das particulas sao descritas pelo movimento do centro de guia dado

pela equacgao,
dx B ExB

i = UHE + B (6.1)
onde x = (1,6, ®). Em componentes 6.1 essa fica,

dr 1 9¢
B 2
dt rB oo’ (6.2)
do UHBQ ET 1 00
g _ N 1 o¢ 6.3
it~ rB B rBor (6.3)
dd B

rsenf = A0 (6.4)

dt B’
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Para a parte de flutuagao utilizamos o espectro de ondas de deriva

b= > G cos (mh — 1P — nwyt), (6.5)

m,n,l

onde ¢,,;; ¢ a amplitude das ondas e wy a frequéncia fundamental do espectro. Os modos
espaciais poloidal e toroidal sdo definidos, respectivamente, pelos indices m e [, e o modo

temporal pelo indice n. Podemos reescrever 6.5 como

b= > G [sen (m — 1) sen (nwot) + cos (m — 1) cos (nwot)] - (6.6)

m,n,l

Neste modelo temos que a perturbacao atua como saltos impulsivos em r nos
instantes de tempo t,, = 2mn/wy. Estes saltos implicam que a cada tempo de correlagao .
as particulas sofrem um novo impulso E x B. Assumimos que um modo M e L domina

para finitos modos n. Assim podemos usar as relagoes [113]

> cos(nwot) =21 > 6(wot — 2mn), (6.7)
> sen (nwot) = 0, (6.8)

logo,
¢ = 21, cos (MO — L) Z d(wot — 2mn).

n

Finalmente, utilizando aproximagao usual em tokamaks de grande razao de aspecto:
B ~ Bg > By, assim como uma transformacao de variaveis para as coordenadas, acao —
angulo, I = (r/a)? e ¢» = M6 — L®, respectivamente, onde a ¢ o raio menor da coluna de
plasma, de forma que I = 1,0 representa a fronteira da coluna de plasma com a parede do

tokamak. Nestas variaveis, as equacoes do centro de guia ficam,

dl - 47TM§Z5ML

E = WSGHQ/J;(S(W()Z? 27Tn>, (69)
dw U ME,

&0 = v — gy + 6.10

onde ¢ é o fator de seguranga (escolhemos ¢ = ¢(I)) e R é o raio maior da coluna de
plasma. Para obtermos um mapa, integramos estas equacoes sobre o tempo de um impulso
da fungao delta, definindo 1,11, W, 41 = ¥p41/(27) como as varidveis agao angulo logo

ap6s o pulso e I,,,¥,, =1, /(27) antes do impulso, obtemos,

Iy =1, + Bsen (21V,,), (6.11)

M Er([n—H)
V,.1 =Y, +av(l, — 4+ L —y—, 6.12
+1 ||( +1) <Q(]n+1> ) Y /_In—i—l ( )
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m 5.0 es 113 M 15

% —6.3 01 —0.867 L 6

a3 6.3 s 17.47 wo 16.36

er 10.7 s 10.1 o 1.83 x 102
eo —15.8 0 —9.00 v | —9.16 x 10!

Tabela 1 — Valores normalizados dos parametros utilizados.

onde definimos as quantidades o = 1/(woRy), = 4r M1,/ (a* Bwy) e v = —M /(aBuwy).

Para resolver estas equacoes, devemos fornecer os perfis do fator de seguranca,
campo elétrico radial, velocidade paralela e campo magnético, além dos parametros
raio menor, raio maior, frequéncia angular, modos dominantes e amplitude do potencial

eletrostatico, representado por f3.

6.2 Perfis das quantidades fisicas e normalizacao

Para as simulagoes numéricas, escolhemos os parametros do tokamak TCABR,
localizado no Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo. Os perfis e constantes de
maquina, sao normalizamos os comprimentos pelo raio menor, a = 0, 18m, intensidade do
campo magnético pelo componente toroidal do campo no eixo By = 1,1T. Campo elétrico
externo é normalizado com respeito ao seu valor na fronteira, Fy, tal que a velocidade é
normalizada com o fator vy = FEy/ By e para o tempo usamos o fator ¢y = a/vy. Finalmente,

a amplitude do potencial eletrostatico é normalizada com ¢g = aFj.

O perfil do campo elétrico ¢é escolhido de forma a ser ndo monotonico, dado por
E, = eyl + eV + €3, (6.13)

onde os valores normalizados podem ser encontrados na tabela 1. Este perfil é visto como
um fator no desenvolvimento de barreiras no transporte de particulas, o que permite

prender as trajetérias caéticas dentro do plasma [114, 76]. Este perfil é representado na

Figura 21, junto com o perfil de cisalhamento do campo calculado por Sg = ELT%.
Para velocidade paralela escolnemos um perfil ndo uniforme com cisalhamento na

borda do plasma, dado por,
v = vy + vy tanh (vs] — vy). (6.14)

Essa velocidade ¢é obtida através da ordem de grandeza e inversao de sinais da velocidade
toroidal observadas por medidas experimentais na borda do plasma no tokamak TCABR,
localizado na USP de acordo com [115] e segue a linha de outros trabalhos na drea [116].

Na Figura 22 temos este perfil e a medida experimental da velocidade do plasma.
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Figura 21 — Perfil do campo elétrico (a) e seu cisalhamento (b).
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Figura 22 — Perfil da velocidade paralela do plasma (a), medida experimental do TCABR
que inspirou a escolha do perfil (b) retirada de [115].

Escolhemos um perfil para o fator de seguranca que seja nao monotonico, apre-
sentando cisalhamento, isso pode ser feito combinando o perfil da corrente de plasma e
métodos de aquecimento auxiliares locais [8]. Este tipo de perfil geral configuragoes de

plasma estéveis dado que ¢ > 1 em todo espago [117, 118]. Dessa maneia escolhemos,
q=q+ @I* + gl (6.15)

representada na Figura 23.

6.2.1 Propriedades do mapa

O mapa que deduzimos é simplético como esperado, pois pode ser deduzido a partir
do formalismo Hamiltoniano [59]. Para mostrar que o mapa é simplético, calculamos o

determinante da matriz jacobina do mapa,

aI”n,«l»l 8In+1

Jn= |0 O ‘: 1, (6.16)

8\Iln+1 a\IITH»I
ol oV,
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Figura 23 — Perfil do fator de seguranca.

ou seja, det J, = 1, condi¢ao necessaria para o mapa ser simplético.

Na Figura 24 é exibido o espago de fase para o modelo de Horton (6.11)-(6.12)
com os perfis e parametros do TCABR. Quando [ o espaco de fase é composto apenas de
orbitas regulares. Quando a perturbacao é acionada, a o surgimento de trajetérias cadticas
proximas a parede do plasma. O aumento da amplitude das flutuacdes causa o aumento
da regiao cadtica e a quebra de algumas curvas invariantes proximas ao centro da coluna

de plasma.

6.3 Bacias de escape fractais

Nosso foco de estudo sao particulas de teste, isto é, cargas que sao advectadas de
maneira passiva pelo fluxo de deriva. A razao disso é que dessa maneira nao é necessario
fazer uma descricao autoconsistente em que as ondas atuam sobre as particulas, mas
as particulas também agem nas ondas [119]. Porém, é esperado que o comportamento
das particulas passivas seja similar ao de particulas do plasma. As particulas advectadas
podem escapar da coluna de plasma atingindo alguma superficie, como as placas divertores,
utilizadas para mitigar a interacao plasma parede por meio da exaustao de particulas que
escapam ao longo de uma érbita cadtica perto de uma separatriz. Transformamos o nosso
sistema (6.11)-(6.12) em um sistema Hamiltoniano aberto, considerando que as particulas
sdo capazes de escapar por uma ou mais saidas no espaco de fase (I, V). Consideramos trés
possiveis saidas localizadas na parede do plasma: I = 1,0, com trés segmentos congruentes:
L:-05<¥<—-1/6,C:—-1/6 <V <1/6eR:1/6 < V¥ <0,5. Calculamos as

bacias de escape com o mesmo procedimento descrito utilizando uma grade de 1000 x 1000
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(c) (d)

Figura 24 — Espaco de fase para 5 = 0,04 (a), (b) 0,06, (c) 0,080 e (d) 0,1. Com 2000
iteragoes e 100 condigOes iniciais randomicas.

condicoes iniciais distribuidas de maneira uniforme, iteradas por N = 10°. Na Figura 25

apresentamos os resultados.

As bacias de escape sao altamente conectadas, exibindo as estruturas finger-like
como no tokamak, mas essas sao mais concentradas na regiao da parede do plasma.
E ainda a bacia amarela L ¢é significantemente maior que as saidas verde e azul, com
azul sendo a menor, para todos os valores das perturbagoes considerados, indicando um
escape preferencial para a regiao de ¥ negativo. O aumento de § leva a um aumento da
regiao caotica, logo as bacias s@o maiores e ainda, os filamentos finger-like aumentam de

comprimento, sendo mais finos e mais alongados.

Cada condigao inicial (W, Iy) foi iterada (dentro do limite de iteragoes) até a colisao
com uma das saidas. Calculamos, entdao, o nimero de iteracoes no mapa necessarias para
que as particulas escapem do tokamak. Isso permite obter o tempo de escape. Associamos
uma escala de cor para o niimero de iteragoes, na Figura 26 mostramos o tempo de escape.
Vemos regioes azul-escuro proximas as saidas, o que ¢ esperado que as particulas nesta

regiao escapem rapidamente com poucas interagoes, e que em volta das ilhas temos regioes
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Figura 25 — Bacias de escape com trés saidas, representadas como as barras coloridas em
I =1,0, a bacia L corresponde aos pixels amarelos, C' verdes e R azuis. Em
que $=0,04 (a), (b) 0,06, (c) 0,08, (d) 0, 10.

vermelhas, o que indica que as particulas ficam aprisionadas nestas regioes, sinalizando a
existéncia de stickness. As regides vermelhas podem ser associadas as particulas com alta
energia, pois passaram por um grande nimero de colisoes até escaparem. O aumento de 3
diminui a regidao em vermelho 26 (c) e (d), ou seja, as particulas conseguem escapar com
maior facilidade. Além disso, as varias estruturas em azul-escuro, baixo tempo de escape,
sao os canais de escape, condigOes inicias proximas a essas estruturas sao advectadas
para a parede rapidamente, essas estruturas se relacionam com as variedades invariantes,

correspondendo a variedade instavel da sela cadtica.

Na Figura 27(a) mostramos sucessivas magnificagoes das bacias de escape, onde é
possivel notar a existéncia das trés bacias de escape, mesmo em pequena escala, o que
indica que as bacias sao fractais. Uma consequéncia da fronteira fractal é a dificuldade em
fazer previsoes sobre o sistema, como, por exemplo, por qual saida uma particula escapa,
mesmo que uma condi¢ao inicial em um sistema deterministico tenha uma orbita tnica, a

fractalidade introduz uma grande dificuldade em afirmar algo sobre a evolugao do sistema,
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Figura 26 — Tempo de escape em escala de cor para diferentes valores de 5 = 0,04 (a), (b)
0,06, (c) 0,08, (d) 0,10, quando mais perto do vermelho, maior é o nimero
de iteracoes necessarias para a particula escapar.

dado uma pequena incerteza na condigao inicial [39].

1,00 0,88

0,95 0,86
~ 0,90 ~0,84

0,85 0,82

0’8—00,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0’8(9, 00 0,00 0,02 0,03 0,04 0,05

(a) v (b) v
Figura 27 — Em (a) ampliagao do retangulo tracejado em Fig. 25(d). Em (b) magnificagao
mostrando a estrutura fina das bacias de escape.
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6.4 Quantificadores da fractalidade

6.4.1 Variedades invariante e estrutura de bacia

As variedades estaveis e instaveis sao curvas invariantes associadas aos pontos de
sela de trajetorias periddicas. No contexto deste trabalho, as variedades ajudam a entender
um pouco mais as estruturas das orbitas cadticas presentes nas bacias de saidas, pois sao as
variedades as responsaveis pelo aparecimento de fronteiras que separam comportamentos

dindmicos distintos no espago e fase [86].

Como regra geral, qualquer particula com condigoes iniciais na regiao cadtica ira
vagar de forma erratica até eventualmente colidir com a parede I = 1,0. Entretanto,
existem oOrbitas que nao escapam mesmo na regiao cadtica, para condigoes iniciais muito
especiais. Um exemplo sao as orbitas periddicas instaveis no mar cadtico. Em geral, todas
as oOrbitas que nao escapam sao instaveis e a uniao de todas elas forma um conjunto

semelhante ao conjunto de Cantor com medida de Lebesgue nula [45].

O conjunto de érbitas que nao escapam influencia o movimento das particulas em
sua vizinhanga: uma condicao inicial tipica gera uma érbita que segue de perto uma orbita
periodica instavel, e entdo ocorre um "salto"para a vizinhanga de outra érbita periddica e
entao um novo salto para outra érbita e assim por diante. Esse movimento entre orbitas

periddicas gera o movimento cadtico das particulas.

Assim como o tokamap estudado nos capitulos anteriores, optamos novamente pelo
método do regador [84] para o cdlculo das variedades do modelo de Horton (6.11)-(6.12).
Na Figura 28 temos as variedades estaveis, instaveis e a sela cadtica para 5 = 0, 1 utilizando
n = 10 interacdes. E possivel notar em 28(c) que a variedade instavel e a estével se cruzam
infinitamente, ou seja, ha um emaranhamento que ocupa boa parte do espacgo de fase. E

ainda, a existéncia da sela cadtica (d) sugere que as bacias de escape sao fractais [65].

A natureza e propriedade das bacias de escape podem ser compreendidas a partir
da estrutura da regiao caodtica do espaco de fase, que é governada pela estrutura das
variedades invariantes. As estrias apresentadas nas variedades 28(a) — (b) explicam a
caracteristica de finger-like que caracteriza as bacias de escape, surgindo pelo mesmo
mecanismo de deposicao de trajetérias na variedade instavel, discutido no caso do tokamap.
Comparando as Figura 25(d) e 28(a) é aparente que a variedade estével traga a fronteira
entre as bacias. E ainda a forma da variedade instavel 28(b), ajuda a entender a assimetria
entre as bacias. A variedade instavel intercepta a parede do tokamak nas regides das
saidas L e C, enquanto na regiao entre 0,3 < ¥ < (0,5 a poucas curvas que tocam a
parede. O esqueleto da érbita cadtica é a sela cadtica 28(d), formada pelos cruzamentos
homoclinicos e heteroclinicos entre as variedades estaveis e instaveis. Condig¢oes inicias na

sela permanecem nela, exceto se uma parte da sela intercepte uma saida.
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W

Figura 28 — Em (a) Variedade estavel (vermelho), (b) variedade instavel (azul), (c) cruza-

mentos entre as variedades estavel e instavel e (d) sela cadtica (preto), para
8 =0,10.

6.4.2 Entropia de bacia e fronteira de bacia

A quantificacao da fractalidade é feita com o uso da entropia de bacia e fronteira
de bacia, considerando as trés saidas na parede do tokamak. Na Figura 29(a) mostramos
a variacao da entropia de bacia S, e da fronteira de bacia Sy, em funcao da amplitude da
perturbacao . Utilizando uma resolugao de 1000 x 1000 caixas de lado 5. Observamos
que para baixo, [ a entropia apresenta um leve crescimento, com variagao, apds g = 0,09
ambas as entropias ultrapassam o critério In 2, e aumentam até um platé. Como Sy, > In2
podemos afirmar que o escape de particulas devido a deriva E x B ¢ de fato fractal para

alguns valores da perturbacao.

A fracao ocupada é area do espaco de fase que uma das bacias ocupa, sendo uma
medida da estabilidade da bacia. Quando maior a bacia, mais estavel ela é a pertubacoes
externas [120]. Na Figura 25(b)é exibido a drea ocupada pelas trés bacias em funcao de
B. Para < 0,09 a area da bacia R (azul) é zero, explicando a razao de que S, e Sy, sao

menores que In 2 nesta regiao, apos isso a bacia R passa ocupar uma area maior em que
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temos o decréscimo da area de L. A bacia C', verde, possui pouca variagao.
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Figura 29 — Em (a) entropia da bacia S, curva em preto, entropia de fronteira Sy, curva
em vermelho, linha azul denota o valor de In2. Em (b) temos a variacao da
area ocupada por cada bacia em funcio de de [ as cores correspondem as
cores das bacias em Fig. 25.

6.4.3 Taxa de escape e dimensoes

Além da dimensdo, caracterizamos a fractalidade das bacias de escape com a
dimensao de incerteza utilizando o algoritmo introduzido por MacDonald et al [48],
descrito anteriormente. Utilizamos 10° condi¢oes iniciais randdmicas na regidao cadtica
no espaco de fase (Iy, ¥y) iteradas por 10° tempos para calcular a fracao de condicoes
iniciais incertas f(¢). Se a condicao inicial ndo escapa no tempo maximo, ela é removida
da simulacao. Para cada valor de € repetimos o cédlculo da fragao incerta, o erro local
¢ o desvio padrao desse resultado. Usamos dez valores de ¢, no caso, 10¥ (1 < k < 10),
para fazer o diagrama log f(¢) x ¢, a dimensao de incerteza é determinada pelo ajuste de
minimos quadrados. O erro global é a média do erro local para cada €. Nossos resultados

para a dimensao de incerteza d sao exibidos na tabela 2

Tabela 2 — Resultado para a dimensao de informagao (d), como func¢ao do parametro de

15} d erro global
0,04 1,9996 0, 0006
0,06 1,9998 0,0002
0,08 1,9972 0, 0007
0,10 11,9897 0,0007
0,12 1,9781 0, 0009

perturbacao f3.
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Figura 30 — Numero de particulas que continua dentro da regiao S do espaco de fase, como
funcao do tempo, para § = 0,08. A linha vermelha é a eq. 6.17 e os pontos
azuis a simula¢do numeérica.

O escape de particulas causado por derivas na parede de um tokamak é fractal,
com dimensao préxima a dimensao do espaco de fase 2, o que significa que as bacias sao
extremamente interconectadas, com uma alta taxa de mistura se aproximando de um
sistema nao deterministico. Com o aumento da perturbacao S ha uma leve tendéncia de
decréscimo da dimensao de incerteza, atribuimos a isso aos padroes formados na regiao de

I < 0.8 nas bacias, como pode ser visto em 25(d).

A dindmica da regiao cadtica é governada pela uniao de érbitas que nao escapam, a
sela cadtica. Para cada condigao inicial (I, ¥y) hd um tempo de escape diferente 7, que é
o tempo necessario para a érbita atingir uma saida na parede do tokamak I = 1,0. Devido
a presenca da sela cadtica, esse tempo de escape é altamente dependente da condicao

inicial, entao é esperado uma distribuicao estatistica exponencial
P(7) = Pyexp (—kT), (6.17)

onde P, é a constante de normalizacao e k = 1/(7r) é a chamada taxa de escape, onde
< 7 > 60 tempo médio de escape. E possivel determinar & utilizando o método do regador
para calcular as variedades, calculando o niimero de condigoes iniciais que continua em
uma regiao cadtica predeterminada S para diferentes valores de iteracao. Na Figura 6.4.3
¢é exibido o nimero de particulas em S, 0,5 < ¥ < 0,5e 0,8 < I < 1,0 em funcao do

numero de iteragoes. O decaimento segue a eq. 6.17 com « = 0, 0227.

E possivel obter uma relacio entre o tempo médio de escape e o expoente de
Lyapunov médio da sela cadtica, através da dimensdao de informagao [45]. Para obter essa
expressao, cobrimos a variedade instavel com caixas de tamanho lateral e, os pontos na
caixa sao condigbes iniciais e supomos que esse seja um numero grande. A unido de todas

essas caixas forma uma figura plana de area S. Apds 7 iteragoes do mapa, um nimero de
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ﬁ K )\max Dl
0.06 0.0092 £ 0.0003 0.50 &= 0.09 1.98
0.08 0.0227 £ 0.0004 0.53 £ 0.07 1.96
0.10 0.0412 £ 0.0008 0.60 £ 0.07 1.93
0.12  0.065 &£ 0.001  0.64 £ 0.08 1.90

Tabela 3 — Resultados da taxa de escape (k), expoente de Lyapunov maximo (Apaz) €
dimensao de informagao (d;) respectivamente, em fun¢ao do pardmetro de
perturbacao 3.

particulas ira escapar, atingindo a parede I = 1, 0. Portanto, a area ocupada por particulas

que nao escapam S’ é menor por um fator exp (—x/7).

Essa nova area S’ é um contorno fechado que encolheu na direcao da variedade
estavel e esticou na direcao da variedade instavel. Utilizando a definicao de contagem de
caixas, cobrimos essa nova area com caixas de tamanho lateral ¢ = eexp(—A7), onde —\
¢ a média do expoente de Lyapunov negativo de orbitas que escapam. Essa nova cobertura
de caixas é tipica com respeito a medida natural da sela cadtica. Logo, estamos lidando
com a dimensao de informacao d; das variedades invariantes, que leva em conta a maioria
da medida das orbitas que nao escapam pertencentes a sela cadtica. Isto é, ela leva em
conta a regiao da sela caodtica onde as orbitas passam mais tempo. Devido a isso, o niimero
de caixas necessarias para cobrir S’ escala como N(e) ~ ¢ P*. Em geral, como d; mede a
dimensao de um subconjunto da sela cadtica, sua dimensao é levemente menor d; < d,
i.e., a dimensao fractal Dy das variedades invariantes é o limite superior da dimensao de
informacao d;. Multiplicando o niimero de caixas pela area de cada caixa, a area total é

S ~ N(e)e? ~ 2 P1. Apés T iteragoes do mapa, temos

(ee_’\T)2_d1 ~ g2 AT (6.18)

resultando em

K
=2~ 1. (6.19)

Outra caracterizagao possivel de ser obtida com A e a taxa de escape é a entropia
topolégica Ky [64]. Seja L(t) o perimetro de uma regiao fechada que contém muitas
particulas em seu interior. Esse comprimento aumenta com o tempo de acordo com efo?,
onde t é o numero de iteracbes do mapa. K, é o limite superior da entropia métrica

K1 = Mpaz — K. Para um sistema fechado, k =0 e Ko < K; = A > 0.

Na Tabela 3 ¢é exibido os resultados para a dimensao de informacao, calculados,
com a eq. (6.19), para varios valores do parametro 5. Comparando d; e d vemos que a
relacdo d > d; se mantém para todos os valores, como esperado, além disso, ambas as

dimensoes sdo muito proximas.
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6.5 Propriedade Wada

O caso com trés bacias possui propriedades interessantes, como a propriedade Wada.
Em que os pontos da fronteira dividem nao apenas duas bacias, mas sim trés. Uma bacia
B satisfaz a propriedade de Wada se para qualquer condi¢ao inicial que esta na fronteira
de uma bacia também é presente na fronteira de outras duas bacias simultaneamente. A
vizinhanga de ponto P na fronteira de bacia Wada tem uma intersec¢do nao nula com
pelo menos outras trés bacias diferentes [39]. Sistemas que apresentam a propriedade de
Wada sao ainda mais complicados de fazer previsdes. Se uma trajetéria esta proxima de
qualquer ponto da fronteira, nada pode ser dito sobre seu futuro, pois a condic¢ao inicial

pode pertencer a qualquer uma das trés bacias.

Uma forma de explicar o surgimento de regioes com a propriedade de Wada é
usando a explicacao de [121] de lagos de Wada, visto na Figura 31. Temos no tempo inicial
(a) uma ilha com dois lagos vermelho e verde em volta de um mar em azul, de t = 0 a
t =1/2, um canal é cavado do oceano de forma que toda a ilha esteja no maximo a 1 km
da dgua do oceano (b). De 1/2 a 3/4, outro canal é cavado a partir do lago vermelho de
forma que qualquer pedago da ilha esteja a meio km de distancia da dgua deste lago. Um
terceiro canal é cavado em ¢ = 3/4 a t = 7/8 a partir do lago, de forma que a distancia
méaxima de um ponto da ilha a dgua verde seja de no maximo 1/4km (c). Finalmente,
o primeiro canal é expandido para ficar a uma distancia de 1/8km no tempo, t = 7/8
at=15/16 (d). Esse processo continua até ¢t = 1 onde a terra {2 da ilha que resta é a
fronteira entre os canais, e cada ponto dela é um ponto de fronteira entre o oceano e os

lagos, sendo assim pontos Wada [39].

Lago
vermelho

Figura 31 — Criacao dos lagos de Wada, (a) ilha com lagos vermelho e verde envolta pelo
mar azul, (b) criagdo do primeiro canal a partir do mar, (c) criacdo do canal
vermelho, (d) criacdo do canal verde. Retirado de [39].

Na Figura 27(a) com a magnificagao das bacias, é possivel observar a existéncia das
trés bacias, mesmo em escalas pequenas, o que indica que as bacias sdio Wada, isso constitui
um método intuitivo para a classificacao. Para identificar os pontos Wada com mais rigor,
usamos a principal condi¢ao definida em [122, 50]: a variedade instavel da sela cadtica
deve cruzar as trés bacias a partir de uma célula cadtica, essa é uma condi¢do necessaria,
mas nao suficiente para a propriedade Wada existir. De forma que essa condicao verifica

Wada apenas localmente, na Figura 32 utilizamos esse procedimento. A propriedade Wada
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nao esta presente totalmente na bacia de escape, uma vez que a fronteira é fractal apenas

nos pontos que tendem assintoticamente a borda das saidas.

~0,90

0,855  —01 00 01 0,2

Figura 32 — Ampliagdo das bacias de escape com trés saidas 5 = 0, 1, junto com trecho da
variedade instavel do mapa, em preto.

Para uma melhor quantificacao dos pontos que tém a propriedade Wada, utilizamos
o método desenvolvido por Daza et al. [51], chamado de grid-approach. Este método
apresenta vantagens sobre a técnica de [50], pois ndo precisa de um grande conhecimento
do sistema dinamico para obter as variedades, e ainda permite quantificar quanto do

espaco de fase é ou nao Wada.

Seja  uma regiao fechada do espago de fase (principalmente na regiao cadtica
préxima a parede do tokamak) contendo N4 > 3 saidas, e dado que possamos denotar como
Bj, j =1,2,... Ny, as correspondentes bacias de escape. Utilizando uma malha retangular
fina, a regiao (2 é dividida em um conjunto de caixas nao sobrepostas by, bs, . . ., by. Iteramos
cada ponto (I, V) de ) para descobrirmos por qual saida a particula escapa, determinando

assim sua bacia de escape B;.

Definimos, C(I,¥) =jse j€ Bje C(I,¥)=0e (/,¥) ndo estd em nenhum dos
conjuntos, o valor de C' pode ser entendido como a cor da caixa. Para qualquer caixa
retangular, definimos C(b) = C'(I, V), onde (I, ¥) é o ponto no centro da caixa. Definimos
também P(b;)) como a colegao de caixas da malha com b; e todas as caixas que tenham
pelo menos um ponto em comum com b;. No caso bidimensional, P(b;) é uma colegao
3 X 3 de caixas com b; como caixa central. O nimero de C(b;) diferentes (cores) em P(b,)
para cada b; em M(b;). Dado que M(b;) # 1, N4 para um dado b;, tomamos as duas
caixas mais préximas, em P(b;), com cores diferentes, e tragamos um segmento de reta
que os liga, calculando a cor do ponto médio desta reta. Se a cor do ponto médio é tal que
nos temos todas as cores possiveis dentro de P(b;), entao M (b;) = N4 e o procedimento
para. Caso contrario, escolhemos pontos intermediarios no segmento de reta e repetimos o

procedimento até M (b;) = N4, ou o nimero de refinamentos atingir um valor especificado.
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Tendo determinado os valores de M (b;) para todos os pontos da malha, determi-
namos o conjunto G,, das caixas originais, tais que M (b;) = m, para um dado inteiro m.
Que assume os valores m = 1, se tivermos o conjunto G; de pontos no interior a j—ésima
bacia de escape. De maneira andloga, o conjunto GG contendo os pontos que separam
duas bacias de escape, i.e., quando ha duas cores no conjunto C'(b;) esses sao pontos de
fronteira. E ainda o conjunto (3 consistindo em pontos que separam trés ou mais bacias,

ou seja, o conjunto G3 contém os pontos que satisfazem a propriedade Wada.

Como o procedimento envolve um numero de refinamento, seja G4, o conjunto G,,
obtido no g—ésimo passo do procedimento. Esperamos que, conforme ¢ — 0o a sequéncia

convirja para um valor final de GG,,, tal que calculamos a seguinte quantidade

N(G3)

= lim —w—————
N
q—00 Zj:AQ (G?)’

Wi (m=2,3,...N4), (6.20)

onde N(GY) ¢ o nimero de pontos no conjunto G; no g-ésimo passo.

No caso em que W,, = 0, o sistema tem, quase, nenhuma caixa pertencente a
fronteira entre m bacias de escape. Se W,,, = 1, entao, quase todas as caixas pertencem
a uma fronteira comum as m bacias de escape. O sistema possui a propriedade Wada se
Wy, =1, dado que é sempre possivel encontrar qualquer cor arbitrariamente préxima a
fronteira entre duas outras cores. O sistema ¢é dito parcialmente Wada se 0 < W,,, < 1,

com m > 3.

No caso estudado, temos trés bacias de escape, logo, N4 = 3. Calculamos W5 e W3
em funcao do nimero de passos do refinamento ¢, calculando as cores em pontos médios

das caixas adjacentes, isto é

W — N(Gy)

2T N(Gy) + N(Gs) (6.21)
Wi = N(Gs)

P N(Ga) + N(Gs) (6:22)

Checamos, para cada g—ésimo passo do procedimento, se os pontos de Gy podem
ou nao pertencer a G3 testando 2(q — 2) condigbes iniciais que sao intermedidrias entre a
caixa central e uma caixa vizinha com cor diferente. Se alguma dessas condicoes iniciais

apresentar a cor que falta, a caixa central é reclassificada como Gj.

Nosso resultado, apds 20 passos de refinamento, é exibido na Figura 33(a), onde
os pontos classificados como G, sao pintados de preto, Gy de vermelho e G3 de verde.
Observamos a predominancia de pontos Wada, pertencentes ao conjunto G, de acordo com
a estrutura complexa de bacias da Fig. 25. Curiosamente, o niimero de pontos interiores
¢é relativamente pequeno, assim como os que pertencem a duas bacias. Isto sugere que a

propriedade Wada ¢ valida em grande escale no modelo de Horton.
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Figura 33 — (a) Estrutura de bacia da 25(d), com pontos classificados como conjunto
G1 (pontos interiores, em preto), pontos do conjunto Gy (fronteira entre
duas bacias, em vermelho), e pontos pertencentes ao conjunto G'3 (pontos de
fronteira entre trés bacias, em verde), ap6s ¢ = 20 refinamentos. (b) Valores das
quantidades Wy (azul) e W3 (laranja) em func¢ao do passo de refinamento. (c)
Histograma (em escala semilog) mostrando o niimero de pontos reclassificados,
em funcao do passo de refinamento.

Os valores de W5 e W3 sao exibidos na Figura 33(b) como funcao de g. Observamos
uma rapida convergéncia ¢ = 4 refinamento, levando a Wy ~ 0,018 e W3 =~ 0,982.
Portanto, as bacias de escape sao parcialmente Wada, mas, como cerca de 98% dos pontos
de fronteira sdo pontos Wada, o sistema é aproximadamente Wada para § = 0,1. A
rapida convergéncia pode ser vista na Figura 33(c), que mostra o histograma para o
numero de pontos inicialmente classificados como pertencentes ao conjunto G, mas foram
reclassificados para o conjunto (G5 a cada passo do refinamento, apos um grande nimero
de avaliagoes das quantidades W5 e W3. Vemos que a convergéncia é obtida apds ¢ = 6
passos, e o numero de pontos reclassificados decai exponencialmente a zero, conforme ¢

aumenta.
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6.6 O mapa com colisoes

No modelo tedrico que utilizamos para descrever o movimento das particulas, foram
negligenciadas as interagoes mutuas entre as particulas via colisdes, assim como outros
processos de interagao das particulas com o plasma. O que constitui uma aproximacgao
valida se a frequéncia de colisdes é baixa. Entretanto, em casos onde essa aproximacao é
invalida, algum efeito colisional deve ser considerado. Como nossa descri¢ao é limitada a
dindmica de uma secao de Poincaré, um tratamento detalhado de colisdes nao é possivel.
Nao podemos utilizar fun¢oes de espalhamento para uma dada secdo de choque, por
exemplo. Portanto, consideramos um modelo fenomenolégico em que os efeitos essenciais
de colisoes sao implementados como perturbac¢oes randomicas na posicao da particula na

segao de superficie de Poincaré [123].

Pertubagoes randomicas no movimento das particulas podem levar ao escape de
particulas inicialmente presas [124, 125]. Entretanto, em problemas de espalhamento, o
ruido pode ampliar o aprisionamento de particulas [126]. Para entender o efeito de colisoes
no escape de particulas advectadas por flutuacoes eletrostaticas, consideramos um modelo
de ruidos simples, em que introduzimos uma componente randémica ao nosso mapa M(v,,).
O efeito de colisoes ¢ incluido adicionando, um deslocamento de tamanho p com uma

probabilidade P de ocorrer,
p= Vo = M(v,) + C(p), (6.23)

onde C¥ = psin(T') e CF = pcos(T'), P é a probabilidade de colisao para uma dada fungao
de distribuicao e I' é o angulo. Para cada condi¢ao inicial e a cada instante de tempo n, um
novo valor de I' é gerado no intervalo —7 < I' < 7. Com isso, o mapa é nao-auténomo e
depende do instante do tempo (valor de n). A inclusao de ruido faz com que o mapa deixe
de ser conservativo, o que significa que a area no espago de fase nao sera mais preservada.
Na Figura 34, sdo exibidas as variedades estéveis (a) e instével (b) para o mapa com
colisdes e sem, utilizando P = 1 e p = 1073, calculadas utilizando o método do regador
com uma rede de 1000 x 1000 condigoes iniciais e m = 10 iteragdes. No mapa colisional, as
particulas nao tragam a variedade instavel, mas sim dispersam em volta dela. A estrutura

fractal é destruida com a presenca de colisoes.

O principal efeito das colisoes, em termos do espace de particulas, é o desfoque das
variedades estavel e instavel. No lugar de um conjunto de filamentos que se assemelha ao
conjunto de Cantor, o que temos é uma distribuicao de pontos ao redor de onde havia os

filamentos.
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Figura 34 — Aproximagoes das variedades: (a) estavel (b) e instavel. Em azul é para o
mapa sem colisoes e em vermelho é para o mapa com colisoes.
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Capitulo 7
O efeito stickiness

Neste capitulo, discutimos o efeito stickiness, no qual 6rbitas cadticas ficam presas
no entorno de ilhas KAM por longos periodos, exibindo comportamento quasi-periodico,
até eventualmente escapar para a regiao caotica do espaco de fase. Utilizamos um método
baseado em analise de recorréncia para identificar o efeito stickiness e como ele permite

determinar uma estrutura de ilhas ao redor de ilhas onde as érbitas ficam presas.

7.1 O efeito stickiness

Sistemas Hamiltonianos podem exibir comportamento intermitente, onde uma
orbita alterna entre movimento regular e caético. O movimento regular se manifesta na
forma de um aprisionamento temporario de érbitas cadticas ao redor de ilhas KAM. Esse
comportamento é gerado por quase armadilhas dindmicas, imersas no mar cadtico, que
prendem as érbitas ao redor de curvas KAM até que as orbitas eventualmente escapem
e retornem a regiao cadtica do espago de fase. Esse efeito é conhecido como stickiness
(127, 52].

Podemos definir o efeito stickiness como o fendmeno em que uma trajetoria cadtica
é atraida para uma dada regiao do espaco de fase e permanece nela por um longo periodo
de tempo, até que escape de volta para a regiao cadtica. Esse fendmeno resulta em uma
mudanca no transporte de particulas no espaco de fase. Nas regides onde comportamento
regular e cadtico coexistem, ha estruturas conhecidas como cantori [128, 129]. Eles sao
conjuntos invariantes que consistem em infinitos pontos, que nao formam uma linha
continua no espacgo de fase. Na Figura 35 é mostrado, de maneira esquematica, um
conjunto de cantori e como uma orbita fica presa entre eles. Os cantorus se formam quando
uma curva KAM é quebrada. No lugar dela, sobra uma curva com uma infinidade de
lacunas, nas quais trajetérias cadticas entram e ficam presas até encontrarem uma dessas

lacunas para escapar.
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Figura 35 — Figura esquematica de cantorus, onde uma Orbita cadtica fica presa. Figura
adaptada de J. D. Szezech Jr [130].

Ha& diferentes tipos de aprisionamento, mencionamos aqui o aprisionamento devido
a uma estrutura de ilhas hierarquicas, quase armadilhas de rede cadtica e quase armadilhas
de camada cadtica [129, 131]. Ao redor de ilhas ressonantes, ha ilhas menores e ao redor
dessas, ha ilhas ainda menores. Isso se repete em escalas arbitrariamente pequenas, gerando
uma estrutura hierarquica de ilhas ao redor de ilhas. O efeito stickiness ocorre quando
uma Orbita caotica se aproxima da vizinhanga de uma ilha KAM e fica presa dentro
dos cantorus, podensdo ir para um nivel mais interno da estrutura de ilhas ao redor de
outras ilhas de menor ressonancia. As quase armadilhas de rede cadticas possuem uma
topologia similar a de ilhas hierarquicas, porém elas sao criadas quando o sistema passa
por uma bifurcacao que leva a criagdo de uma cadeia de ilhas separada da sua ilha base,
as chamadas quase armadilhas de rede cadtica. Por fim, as quase armadilhas de camada
cadtica ocorrem quando as ilhas sofrem bifurca¢oes. Uma ilha imersa na regiao cadtica
com um ponto eliptico passa por uma bifurcacdo devido ao aumento do parametro de
controle, criando dois pontos elipticos adicionais. As separatrizes sao destruidas, surgindo
uma camada cadtica em seu lugar. Eventualmente, essa camada se conecta com a regiao
cadtica do espago de fase, e a quase armadilha de camada cadtica surge na juncao dessa

conexao. A trajetoria é presa devido ao fato da camada ser pequena [132].

O aprisionamento interfere com o calculo com tempos longos, como o necesséario para
obter os expoentes de Lyapunov. Portanto, a caracterizacao quantitativa do comportamento
de aprisionamento é necessaria para avaliar a extensao de tal influéncia no transporte e
médias de quantidades dinamicas. Uma possivel caracterizacao é atraves da distribuicao
de expoentes de Lyapunov, calculados a tempo finito P()\,), esses sao calculados sobre n

janelas de uma unica orbita cadtica. Desta maneira, o expoente nao depende da condicao
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inicial, diferente de sua versao a tempo infinito, A = lim, . A, (1o, ¥o). A distribuigao
apresenta dois picos, um centrado em A, um segundo pico é causado pelo comportamento
de stickiness[133]. Existem outras abordagens para a detecgao de stickiness, utilizando o
nimero de rotagao [134], e a determinagao de regides nao hiperbélicas ao redor das ilhas
[135]. E ainda ha abordagens baseadas em graficos de recorréncia [136, 137]. Nos focamos
em um destes métodos, proposto por Sales et al [138] aplicado ao modelo de ondas de
deriva de Horton, com os parametros do TCABR (6.11)-(6.12).

7.1.1 Graficos de recorréncia

Gréficos de recorréncia (RP, recurrence plots) [139], sdo representagoes graficas
das recorréncias de uma série temporal. Dado uma trajetoria x; ¢ = 1,2,..., N podemos

definir a matriz de recorréncia como
Rij =H(e — |lxi — x41]), (7.1)

onde H é a funcao de Heaviside, e ||x; — x;|| é a distdncia espacial entre dois estados,
calculados com uma norma adequada. E ainda, €, € um pequeno intervalo. A matriz é
composta de 0 e 1, dado o uso da funcao de Heaviside, tal que RP sdo como graficos de
contorno com dois niveis: recorrente 1 ou nao 0. Dois estados sdo recorrentes no instante
t = i quando eles sdo préximos em uma dada distancia € para um estado diferente no
tempo t = j, isto ¢ x; =~ x;. Estados recorrentes sao representados por pontos coloridos no

grafico, exibindo varias estruturas diagonais, dependendo da dinamica do sistema.

A escolha do intervalo € deve ser feita com cuidado, pois seu valor influencia
os resultados: se € é grande, muitas recorréncias sao encontradas e nao ha precisao
nas estatisticas do RP. Por outro lado, se € é muito pequeno, nao ¢é registrado muitas
recorréncias, logo temos estatisticas precisas, mas potencialmente sem significancia. Uma
possibilidade é considerar o valor € que maximiza uma quantidade chamada entropia de
microestados [140, 141]. Aqui consideramos que e corresponde & 10% do desvio padrao o

da série temporal, considerando a norma maxima no calculado de o.

Na figura 36(a) é apresentado o espago de fase para o modelo de Horton (6.11)-
(6.12), para trés condigoes iniciais, junto com os graficos de recorréncia destas condigoes
para § = 0,08. Para uma orbita quasi-periddica, 36(b), o grafico de recorréncia consiste
em linhas diagonais ininterruptas, enquanto a érbita caética 36(c) exibe linhas diagonais
pequenas e pontos espalhados. A 6rbita com stickiness 36(d) apresenta alguma regularidade,

como no caso quasi-peridodico, porém ha regides que se assemelham com o caso cadtico.

E possivel distinguir as diferentes solugoes de um sistema nao linear, contando
os tempos de retorno de uma oérbita. O tempo de retorno é o tempo necesséario para a
orbita retornar a uma dada vizinhanca de um ponto da érbita. Uma orbita periddica

possui apenas um tempo de retorno, com periodo igual ao tempo de retorno. O teorema de
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Figura 36 — (a) Espago de fase para trés condigoes iniciais (W; Ip), érbita quasi-peridédica
(vermelho) (-0, 1;0,65), érbita cadtica (preto) (—0,32;0,8), e uma 6rbita

cadtica que esta aprisionado em torno de curvas KAM (azul) (—0,37;0,47),

com 3 = 0.08 e iteradas por N = 5 x 10*. Graficos de recorréncia para as
1000 primeiras iteragoes das érbitas (b) quasi-periddica, (c) cadtica, e (d)

aprisionada.

Slater [142, 143, 144] afirma que érbitas quasi-peridédicas possuem trés tempos de retorno

diferentes, com o terceiro sendo a soma dos outros dois. Uma érbita cadtica possui mais de

trés tempos de retorno. Os tempos de retorno podem ser obtidos definindo uma regiao de

recorréncia e contando quanto tempo ¢é necessario para uma orbita retornar a essa regiao.

Outra maneira ¢ utilizando os gréficos de recorréncia, como na proxima secao.

7.1.2 Entropia de tempo de recorréncia

A distancia vertical entre linhas de um gréafico de recorréncia corresponde a uma

estimativa dos diferentes tempos de retorno da érbita [137]. A distribuigao estatistica das

linhas verticais brancas pode ser usada para distinguir as érbitas. Considerando o niimero
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total de linhas verticais brancas de comprimento v, dado pelo histograma

v—1

Py(v) = > RijRije [[(1 = Rijin). (7.2)

ij=1 k=0

Seja N,, o niimero total de segmentos de linhas verticais brancas. Entao, a probabi-
lidade de uma linha vertical branca de comprimento v é p,(v) = P,(v)/N,. Portanto, é

possivel definir a entropia de tempo de recorréncia (RTE) como a entropia de Shannon

Vmazx

RTE = - > pu(v)Inp,(v), (7.3)

V=Vmin

onde Vi, € Vpmae a0 0S8 comprimentos da mais curta e mais longa linha branca vertical,
respectivamente. Consideramos, ao longo desta tese, v,,;, = 1. O RTE para uma érbita
periodica é zero, dado que tem apenas um tempo de retorno. Uma érbita quasi-periodica
tem um baixo valor de RTE , enquanto orbitas cadticas tém grandes valores de RTE.

Portanto, orbitas cadticas que experienciam stickiness tém valores intermediarios de RTE.

Para estudar os efeitos de aprisionamento em regices do espaco de fase, seguimos a
evolucao de uma unica 6rbita, inicialmente no mar cadtico, por um longo tempo N. A
trajetoria ird visitar toda a regiao do mar caético e ficara eventualmente presa em regioes de
stickinees, onde permanecera por longos periodos até escapar para o mar cadtico. Portanto,
as transicoes de diferentes regimes podem ser melhor estudadas considerando valores de
RTE a tempo finito. Calculamos o RTE a tempo finito para uma tnica orbita cadtica
em janelas de tamanho n, onde, n < N, {RTE*(n)}i=12.. ., com M = N/n e definindo
a distribuicao de probabilidade do RTE a tempo finito, P(RTE(n)). O histograma de
frequéncia do RTE'(n) para N = 10'° e n = 200 é exibido na Figura 37(a). Observamos um
comportamento multimodal, que pode ser atribuido a uma estrutura hierarquica de ilhas
ao redor de ilhas que permeia o espaco de fase. Quando a orbita nao esta prese, ela esta
no mar cadtico com um alto valor de RTE que corresponde ao maior pico da distribuigao.
As regides dos menores picos sao identificadas na Figura 37(b) — (¢), onde monitoramos a
série temporal RT'E(200) e fizemos o grafico do espaco de fase com diferentes cores para

os diferentes intervalos de RTE.

O efeito stickiness é um fendmeno intermitente, uma érbita presa eventualmente
ird para o mar cadtico. Porém, antes que isso ocorra, a Orbita visita diferentes regioes de
aprisionamento de acordo com uma estrutura de ilhas ao redor de ilhas, que podem ser
descritas pelo histograma de frequéncia do RTE a tempo finito. O escape de uma regiao de
aprisionamento para o mar cadtico ocorre através de canais de escape que sao, na verdade,

as variedades invariantes, na Figura 37(b) — (¢) [135].

O tempo que uma 6rbita aprisionada passa na vizinhanga de uma ilha é chamado
tempo de aprisionamento, e como a érbita fica presa em diferentes ilhas tempos uma

sequéncia de tempos de aprisionamento {t1,ts,...ty,}, onde N; é a quantidade total de
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Figura 37 — (a) Distribuicao de frequéncia do RT'E calculado a tempo finito, para uma
nica érbita cadtica, com n = 200 e N = 10'°, para o mapa de Horton com
B =0,08. (b) os pontos do espago de fase que geram os picos menores da
distribuigao em (a); (c¢) magnificagdo da regiao indicada por linhas tracejadas
de (b).

tempos de aprisionamentos, podemos definir P(¢) como a distribuigdo de probabilidade
de tempos de aprisionamento. Considerando agora apenas os tempos de aprisionamentos

maiores que um dado valor t > 7 podemos definir a chamada distribuicao cumulativa,

Q(r) =3 P@t) = % (7.4)

t>T1

E esperado que a distribuicdo cumulativa decaia com 7 de maneira exponencial
para Orbita cadtica, enquanto para sistemas Hamiltonianos quase-integraveis, que exibem
stickiness, decaia como uma lei de poténcia [145, 146]. Na Figura 38 sao exibidos os
resultados da distribui¢do cumulativa em funcao de 7 para RTE(200) com uma série
temporal muito longa N = 10'° de uma 6rbita cadtica. Diferentes cores representam
diferentes regides de aprisionamento, correspondendo a Figura 37(a). H4 uma tendéncia

geral de um decaimento em forma de lei de poténcia. Temos decaimento exponencial
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Figura 38 — Em (a) grafico em escala log—log, de Q(7) para cada regido de aprisionamento,
com N = 10" e n = 200. As cores correspondem as cores da Fig. 37(a).Em
(b) gréfico log-linear de Q(7) para o maior pico da distribui¢ao na Fig. 37(a).

com caudas longas, caracteristico de sistemas com stickiness. Para o maior pico da
distribui¢ao 37(a), correspondente a regiao cadtica, temos um decaimento exponencial

38(b), correspondendo a regiao hiperbélica do espaco de fase.

A entropia de tempo de recorréncia é um método poderoso que possibilita diferenciar
os niveis hierarquicos da estrutura de ilhas ao redor de ilhas dentro da regiao cadtica.
Além disso, é possivel identificar uma série de tempos de aprisionamento para cada nivel,

obtendo informagoes sobre a distribuicdo cumulativa da hiperbolicidade do espaco de fase.
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Conclusoes

O comportamento cadtico de plasmas é um fendmeno complexo que tem sido
estudado ha décadas. Recentemente, esse comportamento foi reconhecido como uma parte
importante no confinamento magnético de plasmas para fusao nuclear. A existéncia de
uma camada cadtica na interface plasma-parede do tokamak é crucial para a compreensao
dos padroes complexos de escape de energia e particulas. A compreensao aprofundada
desse fen6meno torna-se imperativa para a otimizacao do confinamento magnético. A
investigacao e o entendimento das dinamicas de escape fractal de particulas em tokamaks
representam nao apenas um desafio cientifico, mas também um caminho crucial para

alcancar a viabilidade pratica e sustentavel da fusdao como fonte de energia.

O comportamento das particulas do plasma ou mesmo das linhas de campo magné-
tico pode ser descrito por complicados modelos de teoria cinética que tentam incluir todos
os fatores de interesse fisico. No entanto, essa abordagem é computacionalmente custosa, e
os modelos hiperrealistas podem esconder comportamentos essenciais do problema, que
podem ser melhor descritos por modelos simples. Uma maneira de descrever o plasma
confinado magneticamente ¢é utilizando a dindmica Hamiltoniana. A dindmica Hamiltoni-
ana permite o uso de resultados poderosos da teoria Hamiltoniana, para interpretar os
resultados e caracterizar os regimes dinamicos observados em experimentos e simulacoes
computacionais. Na presente tese, utilizamos modelos Hamiltonianos com poucos graus de
liberdade para estudar o plasma confinado, analisando as estruturas associadas ao escape

¢ a nao uniformidade do caos.

Um modelo para descrever as linhas de campo magnético é o Tokamap, um mapa
bidimensional que preserva a area do espaco de fase, o qual é capaz de exibir algumas
caracteristicas de situagoes mais complicadas. Utilizamos o Tokamap para investigar o
escape de linhas de campo por saidas no meio da regiao cadtica. As bacias de escape e suas
fronteiras formam um padrao complexo e intrincado. Esta complexidade é diretamente
associada a incerteza do estado final do sistema: se as bacias de escape sao muito misturadas,
se torna praticamente impossivel predizer por qual saida uma dada condicao inicial ira

evoluir. A fractalidade das bacias e fronteira foram quantificadas com a dimensao de
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incerteza. Os resultados numéricos mostram que a dimensao é proxima da dimensao do
espaco de fase para um grande intervalo de valores da perturbagao do mapa, indicando
um alto grau de fractalidade. Isto significa que, mesmo com um aumento da precisao da

determinacao da condicao inicial, tem pouco efeito na previsao do estado futuro.

Outros quantificadores, extremamente tteis, sao a entropia de bacia e a de fronteira
de bacia introduzida por Sanjuan e colaboradores. Estas quantidades podem variar de
zero, quando nao ha incerteza do estado final, e um valor maximo log N4, com N, sendo
o numero de saidas. No ultimo caso, as bacias sdo tao misturadas que, para uma condigao
inicial, escolhida de forma randdmica, a probabilidade de escapar por qualquer saida é a
mesma, ou seja, equiprovavel. Os resultados mostram que ambas as entropias aumentam
com o crescimento da perturbacdo do mapa, e, com o aumento da regiao cadtica, as
entropias ficam préximas ao valor maximo e apresentam uma leve queda proximo ao valor

maximo da perturbacao.

Introduzimos o mapa de Weiss, que descreve o movimento de ondas viajantes
em um fluido incompressivel. Este mapa viola a condi¢ao twist, possuindo uma barreira
shearless que impede o transporte. Definindo saidas em cada lado da barreira, mostramos
que o tempo médio de escape aumenta apds a destruicao da barreira, assim como as
entropias de bacia e de fronteira. Mostramos que este mapa tem fronteiras de bacia fractais,
onde apresentamos uma maneira de estimar o expoente de incerteza da fronteira a partir

da entropia de bacia.

Investigamos o escape cadtico de particulas utilizando um mapa que preserva a area
do espaco de fase para o movimento de deriva E x B, causado por flutuagoes eletrostaticas
em um tokamak, utilizando perfis e pardmetros realistas do tokamak TCABr (IFUSP). Nos
concentramos na dinamica das particulas, identificando os conjuntos de condigoes iniciais
que escapam por diferentes saidas localizadas na fronteira do tokamak. Estas saidas podem
ser interpretadas como placas de divertor, utilizadas para reduzir o fluxo de particulas
e energia em partes sensiveis da parede da maquina. Devido a estrutura subjacente das
orbitas cadticas, as bacias de escape e suas fronteiras possuem caracteristicas fractais, que

foram identificadas e quantificadas quanto a incerteza do estado final.

Dividimos a parede entre o plasma e o tokamak em trés saidas, permitindo que
particulas na regiao cadtica do espaco de fase escapem. As bacias de escape e suas fronteiras
exibem propriedades fractais, apresentando iniimeros filamentos derivados da intersecao de
segmentos da fronteira da bacia com a variedade estavel de uma 6rbita periédica instavel
dentro da regiao cadtica. Este fenomeno foi verificado por meio do calculo numérico das
variedades invariantes. A variedade estavel é o fechamento da fronteira da bacia, explicando
sua natureza fractal. Além disso, a sela cadtica, um conjunto cadtico nao atrativo presente
em sistemas conservativos e dissipativos, pode ser interpretada como o esqueleto do

comportamento nao periddico. Em sistemas conservativos, as selas cadticas estao ligadas
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a dindmica de escape, e observagoes experimentais confirmam sua existéncia. Qualquer
condi¢ao inicial préxima a sela cadtica seguird a variedade instavel até atingir a parede do
tokamak, constituindo os canais de escape para as particulas. Devido a semelhanca da
sela cadtica com um fractal do conjunto de Cantor, a natureza fractal do escape da deriva
E x B apresenta propriedades similares. Essa caracteristica é de potencial relevancia para
o design de dispositivos que buscam diminuir ou controlar as interagoes plasma-parede,

como os divertores ou limitadores.

A incerteza do estado final foi quantificada com a entropia de bacia e a de fronteira
de bacia. Ambas as entropias assumem valores maiores que o critério In 2, ou seja, sao
fractais, para valores especificos da amplitude de perturbacao. Além disso, calculamos as
dimensoes de incerteza e a dimensao de informacao mediante uma relagdo entre o expoente
de Lyapunov maximo e o tempo médio de escape. As dimensoes possuem valores ~ 1,9
altos, o que indica uma alta fractalidade e, portanto, uma grande incerteza em relagdo ao
estado final do sistema. Salientamos que esse tipo de incerteza é completamente diferente
da interpretacao usual dada as orbitas cadticas. A incerteza do estado final é devido a

fractalidade da fronteira das bacias de escape.

Uma propriedade topolégica nao trivial de bacias fractais é a propriedade Wada.
Para o caso de trés ou mais saidas, se qualquer ponto vizinho a fronteira possui pontos
das trés bacias, o sistema é dito possuir a propriedade Wada. Uma maneira qualitativa de
investigar a existéncia da propriedade é checando se a variedade instavel de uma oOrbita
peridédica instavel na regiao cadtica cruza todas as bacias, o que verificamos numericamente.
Uma maneira quantitativa de determinar o quanto do espaco de fase possui a propriedade
Wada é empregar o grid-approach. Utilizando sucessivos refinamentos, obtemos que, para
um dado valor da amplitude de flutuagao, 98% dos pontos de fronteira separam trés bacias,
logo possuindo Wada, de forma que o sistema nao é totalmente Wada, mas esta muito
proximo disto. A consequéncia fisica da propriedade Wada é essencialmente a mesma da

natureza fractal das bacias de escape e suas fronteiras.

Investigamos a influéncia de colisdes sobre as estruturas fractais do espago de
fase de particulas, adicionando um termo colisional ao mapa de Horton para flutuagoes
eletrostaticas, assumindo que as colisoes podem ser modeladas como um ruido. Com este
procedimento, encontramos que as colisdes degradam as estruturas fractais, causando uma

dispersao de particulas no entorno das variedades invariantes.

Utilizando o conceito de entropia de tempo de recorréncia (RTE), nossa anélise
revela a presenca do efeito stickiness no sistema e o quantifica. Este fendmeno implica que
orbitas cadticas se tornam temporariamente presas na vizinhanca de ilhas de periodicidade,
até eventualmente retornarem a regiao cadtica. A distribuicdo de RTE a tempo finito
exibe um padrao multimodal. Em que o maior pico corresponde ao mar cadtico, e os

picos menores correspondem a niveis distintos de uma estrutura hierarquica de ilhas ao
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redor de ilhas. Consequentemente, é possivel distinguir os diferentes niveis inerentes a esta
estrutura complexa. E ainda, foi possivel calcular a distribuicao cumulativa de tempos
de aprisionamento relacionados com cada nivel hierarquico. Os picos pequenos exibem
uma distribui¢cdo cumulativa na forma de lei de poténcia com caudas longas, caracteristico
do efeito stickiness. Enquanto, o pico maior, regiao hiperbdlica, exibe um decaimento

exponencial.

Nossos resultados, mesmo que obtidos mapas simples, sao tteis para o problema
geral da incerteza do estado final de plasmas complexos. Mesmo para nao linearidades fracas
ou moderadas, a existéncia de uma sela cadtica com uma estrutura fractal é suficiente para
produzir bacias de escape complicadas, tornando praticamente impossivel fazer predi¢oes

sobre a evolugao do sistema quanto ao escape.
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Artigos publicados

Os resultados sobre as bacias de escape no modelo de Horton foram publicados
na revista Chaos [147]. Os resultados sobre stickiness no modelo de Horton utilizando o
RTE foram publicado na revista Physical Review E [148]. Os resultados sobre o mapa de
Weiss foram publicados na revista: Entropy [149]. Os resultados sobre o Tokamap foram
publicados na revista: Journal of Applied Nonlinear Dynamics [150]. E ainda aplicamos
os métodos apresentados nesta tese no RevTokamap [151], que gerou uma publicagdo no

International Journal of Bifurcations and Chaos.
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