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RESUMO

O problema do subgrupo oculto, denominado HSP (de Hidden Subgroup Problem),
¢ um problema candidato a classe de problemas NP-intermedidrios. A versao de decisdo de
HSP, denominada dHSP (de decision Hidden Subgroup Problem), € o problema de promessa
de decidir se o subgrupo oculto é o subgrupo trivial ou ndo. Apresentamos uma andlise de um
algoritmo quantico de multiplicagdo de coclasses para dHSP, exibindo casos de grupos nao
abelianos que geram um estado préximo do estado maximamente misto, quando o subgrupo
oculto ndo € o subgrupo trivial, e, por outro lado, geram um estado puro quando o subgrupo
oculto € o subgrupo trivial. Adicionalmente, investigamos a relacdo de dHSP com classes de
complexidade de conhecimento zero, apresentando casos particulares deste problema que estao
em NIPZKj, a classe de problemas que admitem provas nao-interativas de conhecimento zero
perfeito com completude perfeita.

Palavras-chave: Problema do Subgrupo Oculto. Nao Abeliano. Conhecimento Zero Perfeito.
Algoritmos Quanticos.



ABSTRACT

The Hidden Subgroup Problem (HSP) is a well-known candidate for NP-intermediate
status. The decision version of HSP, called dHSP (short for Decision Hidden Subgroup Problem),
is the promise problem of deciding whether the hidden subgroup is the trivial subgroup or not.
We present an analysis of a coset multiplication quantum algorithm for dHSP, showing cases of
non-abelian groups that the algorithm generate a state close to the maximally mixed state when
the hidden subgroup is not the trivial subgroup, and, on the other hand, generate a pure state when
the hidden subgroup is the trivial subgroup. Additionally, we investigate the relationship between
dHSP and complexity classes of zero knowledge, presenting particular cases of this problem that
are in NIPZK{, the class of problems that admit non-interactive perfect zero-knowledge proofs
with perfect completeness.

Keywords: Hidden Subgroup Problem. Non-Abelian. Perfect Zero-Knowledge. Quantum
Algorithms.
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1 INTRODUCAO

O Problema do Subgrupo Oculto (HSP, de Hidden Subgroup Problem) é um problema
de teoria de grupos candidato a ser NP-intermedidrio. Um problema NP-intermedidrio, é um
problema em NP que ndao € NP-completo, nem € decidido em tempo polinomial por uma méaquina
de Turing deterministica. Em (Ladner, 1975) foi mostrado que se P # NP, entdo existem
problemas NP-intermediarios.

Grupos sao estruturas algébricas que sdo compostas por um conjunto € uma operacao
bindria, de modo que esta € associativa para os elementos do conjunto, € 0 conjunto contém tanto
um elemento identidade quanto o inverso de todos os seus elementos. Teoria de grupos € um
ramo da matemdtica estudado ndo somente por matematicos, mas também fisicos, cientistas da
computacado e quimicos, e pode ser utilizada em fisica quantica, criptografia, teoria de jogos,
simetria molecular e em diversas outras aplicagdes.

HSP € um problema que encapsula diversos problemas notaveis, como fatoragao de
inteiros, logaritmo discreto, isomorfismo de grafos e vetor mais curto em reticulados (Nielsen e
Chuang, 2002; Regev, 2004), de modo que estes podem ser vistos como casos particulares de HSP.
Este problema recebe um interesse particular, pois possui casos que podem ser solucionados por
algoritmos quanticos em tempo polinomial, mas ndo tem solugdo cldssica conhecida de tempo
polinomial, como, por exemplo, fatoracao de inteiros e logaritmo discreto (Shor, 1994). Muitas
técnicas foram desenvolvidas desde Shor (1994) generalizando e aprimorando seus resultados
(Kitaev, 1995; Hallgren et al., 2003; Grigni et al., 2004; Radhakrishnan et al., 2005).

Muitos dos casos solucionados por algoritmos quanticos sdo aqueles onde o grupo em
questdo € abeliano, isto €, um grupo onde sua a operagdo € comutativa para seus elementos, ou
entdo quando o subgrupo oculto € proximo de ser um subgrupo normal. Entretanto, HSP possui
diversos outros casos, ndo abelianos, para os quais nao se conhece algoritmo polinomial cldssico
ou quantico. Um exemplo é quando o problema é sobre grupos de permutagdo, que parece ser
um caso especialmente dificil de HSP, onde as técnicas desenvolvidas até entdo tém se mostrado
insuficientes (Moore e Russell, 2005). Ainda, técnicas de amostragem de Fourier, utilizadas em
Shor (1994); Kitaev (1995), parecem nao trazer vantagem alguma comparadas com algoritmos
classicos de busca exaustiva (Kempe e Shalev, 2004).

A dificuldade de encontrarmos algoritmos polinomiais para o caso de grupos de
permutacdo de HSP ndo € surpreendente, uma vez que uma solugcdo polinomial resultaria em
um algoritmo polinomial para o problema de isomorfismo de grafos (Nielsen e Chuang, 2002),
para o qual o melhor algoritmo conhecido possui custo computacional quasipolinomial (Babai,
2016). Uma vez que muitas técnicas conhecidas ndo se aplicam para HSP, voltamos nosso estudo
para a versao de decis@o do problema do subgrupo oculto (dHSP, de decision Hidden Subgroup
Problem). Dado que ndo sabemos se dHSP € tao dificil quanto HSP, decidir se o subgrupo
oculto € o subgrupo trivial ou ndo pode ser computacionalmente mais facil que encontrar o
subgrupo oculto, no entanto, resolver dHSP também tem se mostrado uma tarefa dificil, mesmo
para algoritmos quanticos (Kempe e Shalev, 2004).

Neste trabalho, apresentamos um anélise sobre um algoritmo quéntico de multiplicacao
de coclasses do subgrupo oculto. Estas andlises visam buscar uma alternativa a abordagem de
Shor e a amostragem de Fourier para o problema. Para realizar estar andlises, consideramos um
algoritmo quantico no qual obtemos sobreposi¢des dos elementos de coclasses aleatorias do
subgrupo oculto, em seguida combinamos estas diferentes coclasses, via operagao do grupo, para
obter uma sobreposicao de elementos de G. Por meio de nossas andlises, foi possivel estabelecer
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que este algoritmo quantico, para alguns casos particulares de grupos nao abelianos, gera um
estado quéntico cuja distancia de trago, em relacdo ao estado maximamente misto, € proxima de
1 quando o subgrupo oculto € o subgrupo trivial, e distante de 1 caso contrdrio. Além dos casos
particulares apresentados, conjecturamos que quando o grupo em questdo € o grupo alternante
de permutacdes, resultados mais fortes podem ser enunciados, apresentando alguns indicios para
a conjectura levantada.

Ainda, estudamos a relagdo de dHSP com classes de provas interativas de conhecimento
zero, apresentando casos particulares de dHSP que admitem provas de conhecimento zero
perfeito com completude perfeita, classe NIPZK; (i.e. NIPZK com completude perfeita). Para a
classe NIPZK, também conseguimos mostrar que esta admite um problema completo, que €
uma versdo restrita do problema de promessa completo para a classe NIPZK.

A Figura 1.1 apresenta as classes de complexidade estudadas neste trabalho, juntamente
com as relagdes de inclusdo atualmente conhecidas entre elas.

IP = PSPACE

/

AM N coAM

/ \ SZK
/

coNP NP HVPZK
NISZK BQP
PZK

|

NIPZK

l

NIPZK,

I

BPP

e

Figura 1.1: Relacdo conhecida entre as classes de complexidade discutidas neste trabalho. Onde a seta A — B
representa que A C B.

P

Organizamos este trabalho de modo que, no Capitulo 2, apresentamos conceitos e
resultados referentes as dreas de computacdo quantica, complexidade computacional, teoria
de grupos, grupos de permutagdes e teoria de representacao. No Capitulo 3, apresentamos a
definicdo do problema do subgrupo oculto e de sua versao de decisdo, assim como revisamos 0s
principais algoritmos quanticos eficientes para HSP. Nossos resultados originais sdo apresentados
no Capitulo 4 e nossas consideracdes finais no Capitulo 5.
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2 FUNDAMENTOS

Dedicamos este capitulo a apresentar defini¢des, conceitos, andlises e resultados ja
estabelecidos na literatura que sdo fundamentais para a apresentacdo deste trabalho. Nenhum dos
resultados apresentados neste capitulo € original do autor desta dissertacdo, e as demonstracdes dos
teoremas, lemas e proposi¢des enunciados podem ser encontradas nas referéncias bibliograficas
fornecidas. Para o entendimento do texto, assumimos que o leitor possui familiaridade com teoria
de grafos e teoria da complexidade computacional, para os quais utilizamos os livros Introduction
to graph theory (West et al., 2001) e Computational complexity: a modern approach (Arora e
Barak, 2009). Neste trabalho assumimos que todos os grafos sdo simples (ndo direcionados, ndo
ponderados e sem arestas multiplas ou lacos), a menos que explicitado o contrario. A menos que
seja explicitamente indicado de outra forma, os logaritmos (log) sao de base 2.

Na Secdo 2.1, apresentamos conceitos de computacao quantica, adaptados de Nielsen e
Chuang (2002). A Secdo 2.2 contempla as classes de complexidade utilizadas neste trabalho,
estabelecendo conceitos de teoria de complexidade computacional utilizados, para qual a
referéncia principal é Arora e Barak (2009). As Secdes 2.3, 2.4 e 2.5, sdo dedicadas a apresentar
conceitos de teoria de grupos, grupos de permutacdo e teoria de representacdo, respectivamente.

2.1 COMPUTACAO QUANTICA

Nesta secdo apresentamos alguns conceitos basicos de computacdo quantica que servem
de alicerce para o entendimento do texto, estabelecendo representacdes e nomenclaturas, assim
como algumas andlises que sao utilizadas ao longo do documento. As andlises presentes nesta
secdo foram adaptadas do livro Quantum Computation and Quantum Information (Nielsen
e Chuang, 2002). Para as representacoes de mecanica quantica utilizadas neste trabalho,
referenciamos a Tabela 2.1, adaptada de Nielsen e Chuang (2002).

Tabela 2.1: Resumo de algumas representagdes padrao da mecanica quantica para conceitos da dlgebra linear .

Notacdo | Descricdo

z Conjugado complexo do nimero complexo z.

(I+)*=1-1i
) Vetor de nimeros complexos. Também conhecido como um ket.
| Vetor dual de |¢). Também conhecido como um bra.

(p|¥) | Produto interno entre os vetores |¢) e |/).
l) (| | Produto externo entre os vetores |¢) e |).
l¢) ® |¢) | Produto tensorial de |¢) e |¥).
l¢) |¥) | Notacdo abreviada para o produto tensorial de |¢) e |).

I, Matriz identidade de dimensao n X n.

A* Conjugado complexo da matriz A.

AT Transposto da matriz A.

AT Transposto conjugado da matriz A, AT = (AT)".
a bl _|a® "
[c d ] bt d*

(p|Aly) | Produto interno entre |¢) e A|y).
Equivalentemente, produto interno entre AT|¢) e |i).
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Frequentemente nos referimos a espacos de Hilbert, que sdo espagos de vetores
complexos com produto interno. Esses espagos desempenham um papel fundamental na
compreensao da mecénica quantica e, por conseguinte, na computagcdo quantica, uma vez que os
utilizamos para representar estados quanticos.

Para estabelecer algumas premissas fundamentais de nosso estudo, utilizamos os
seguintes postulados da mecanica quintica, os quais nos fornecem fundamentos essenciais para o
estudo da computacdo quantica.

Postulado 1. Todo sistema fisico isolado esta associado a um espago de Hilbert H,
conhecido por espaco de estados do sistema. O sistema € completamente descrito por um
vetor de estado (puro), um vetor unitario em H.

Consideraremos apenas espacos de Hilbert de dimensao finita. Um sistema de n qubits,
paran € Z-¢, € um sistema quantico em um espaco de Hilbert de dimensdo 2". Na maioria dos
casos, ao fixarmos uma base ortonormal {|i )}?‘;0_ ! para o espaco de Hilbert A de dimensio 2",

representamos um sistema de n qubits |¢) € H por

|
vy =" aili),
i=0
onde g, -+ ,am_1 € Ce f:o_lla/ilz = 1. A base fixada {|i)}l.2;10‘l é chamada de base

computacional para n qubits. Neste texto iremos assumir que a base utilizada é a base
computacional, a menos que seja explicitamente indicado o contrdrio. As vezes, por abuso,
consideramos os elementos da base computacional tanto como inteiros entre 0 e 2" — 1, quanto
como elementos de {0, 1}", associando cada inteiro a uma palavra bindria de n bits que o
representa.

Seja {|x)}, estados de uma base de um espago de Hilbert, uma sobreposicdo desses
estados € um sistema quantico ao qual € associada uma combinacdo linear de {|x)},.

Postulado 2. A evolucdo de um sistema quantico fechado € representado por uma
transformacdo unitdria. Isto é, um estado |y) de um sistema no tempo ¢; € relacionado a um
estado [¢’) do sistema no tempo , por um operador unitirio U que depende somente de 7| e
I,

W) =Uly).

Postulado 3. Medicdes quanticas sdo descritas por uma colecdo de operadores
lineares {M;} chamados de operadores de medi¢cdo, que atuam sobre o espaco de estados
do sistema sendo medido e satisfazem a equacdo de completude ) ; M;Mi = [, onde i é um
indice referente aos possiveis resultados da medigao.

Se o estado de um sistema quantico é |) imediatamente antes da medi¢ao, entdo a
probabilidade do resultado i acontecer é dada por

Pr;[[y)] = (| M M; )
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e o estado quantico do sistema imediatamente apds a medicao é

M; |y)

W MM 1y

Ao realizar uma medicao na base computacional a partir de um estado arbitrario |¢/),
podemos calcular a probabilidade de obter o resultado i da seguinte forma:

Pri[|y)] = [Gily)I>.

Essa abordagem simplifica o cdlculo das medi¢des na base computacional e serd utilizada quando
conveniente.

Postulado 4. O espaco de estados de um sistema fisico composto € o produto
tensorial dos espacos de estados dos sistemas fisicos componentes. Se os sistemas forem
numerados de 1 a n, onde o sistema i estd no estado |i;), entdo o estado conjunto do sistema

total € [Y1) ® |Y2) ® -+ - ® |Yn).

Um circuito quantico é uma rede aciclica de portas quanticas que age sobre qubits.
Na Tabela 2.2 apresentamos alguns dos operadores quanticos utilizados nesta dissertacao,
juntamente com sua representacdo matricial e seu respectivo diagrama de circuito quantico.

Tabela 2.2: Diagrama e representacdo matricial de operadores quanticos.

Descrigado Circuito Notagdo e Matriz

Registrador de tnico qubit .

Registrador de multiplos qubits

Haddamard gl H = % [1 _11]
) 0 1
Pauli-X (NOT) x| X = 10
uoo Upr - Uon
o o uyp U o Ulp
Operador Unitério Arbitrdrio =Hu k= =
Upl Upl - Upn
1 00O
NOT Controlado 1T cNOT = 0100
—— 0 0 01
0010
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10 0 -~ 0

o1 0 --- 0 1 0 0
U Controlado cU=10 0 upo -+ uon| =10 1 0

_O 0 Uni Unn

U Controlado por n qubits

[

=

I
oS
S o

Il
S
I

Note que o Postulado 1 refere-se a sistemas fisicos isolados. Em casos onde o
sistema ndo € isolado e ndo pode ser completamente descrito por um vetor unitdrio |/) em
H, dizemos que o mesmo estd em um estado misto. Para exemplificar, considere o estado
|Yap) = % |040B) + % |1415), composto por dois qubits A e B. Observe que nao conseguimos
descrever um tnico qubit deste sistema por um vetor unitdrio em um espaco de Hilbert H de
dimensao dois. Deste modo, dizemos que os sistemas quanticos compostos por um unico qubit
deste sistema sao, de fato, estados mistos.

Para representar um estado misto podemos utilizar um conjunto {(p;, |¢;))}, de estados
puros |¢¥;), onde i é um indice, associados a suas respectivas probabilidades p;. No caso do
exemplo apresentado, podemos descrever os estados quanticos dos qubits através do conjunto
{(1/2,10)), (1/2,11))}.

Uma maneira de representar estados, puros ou mistos, € através de operadores de
densidade, os quais sdo representados matematicamente por matrizes de densidade.

Definicao 2.1 (Matriz de Densidade). Uma matriz de densidade p € representacdo matemadtica
de um sistema quantico associado a um espaco de Hilbert , onde p é uma matriz semidefinida
positiva de trago 1. Se o sistema quantico € um estado puro |¢), entdo p = |¢) (|, por outro
lado, se € um estado misto {(p;, |¥;))}, estdo p = 3, pi [¥i) (Wil

Se uma matriz p representa um estado puro, entdo a pureza deste estado é 1, P(p) =
tr(p?) = 1, caso contrdrio P(p) < 1. Deste modo, matrizes de densidade podem ser utilizadas
para distinguir estados mistos de estados puros.

Por meio da Defini¢do 2.1 podemos reformular os postulados da mecanica quantica
apresentados para realizar andlises utilizando matrizes de densidade.

Postulado 1. Todo sistema fisico isolado estd associado a um espacgo de Hilbert
H, conhecido por espaco de estados do sistema. O sistema € perfeitamente descrito pela
matriz de densidade p em H. Se um sistema quantico estd no estado p;, com probabilidade
pi, entdo a matriz de densidade do sistema € ) ; p;p;.

Postulado 2. A evolugdo de um sistema quantico fechado € descrito por uma
transformacdo unitdria. Isto é, um estado p de um sistema no tempo ¢; estd relacionado a um
estado p’ do sistema no tempo ¢, por um operador unitario U que depende somente de ¢; e £,

o =UpU".
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Postulado 3. Medicdes quanticas sdo descritas por uma coleg¢ao {M;} de operadores
de medigdo, que atuam sobre o espacgo de estados do sistema sendo medido e satisfazem a
equagdo de completude ) ; M;Mi = I, onde i é um indice referente aos possiveis resultados
da medicao.

Se o estado de um sistema quantico € p imediatamente antes da medicdo , entdao a
probabilidade do resultado i acontecer € dada por

Pr;[p] = tr(M, M;p),

e o estado quantico do sistema é
Mile.T
tr(M:Ml-p) '
Postulado 4. O espaco de estados de um sistema fisico composto € o produto
tensorial dos espacos de estados dos sistemas fisicos componentes. Se os sistemas forem

numerados de 1 a n, onde o sistema i estd no estado p;, entdo o estado conjunto do sistema
totalé p1 @ P2 @ -+ - @ py.

Quando estamos trabalhando com sistemas de multiplos qubits, muitas vezes desejamos
analisar o estado de apenas parte deste sistema. Seja p4Z o estado de um sistema composto
de dois registradores A e B. Para propriamente analisar o estado de um destes registradores, €
necessdrio obter a matriz de densidade reduzida do registrador desejado. O estado do registrador
A no sistema no sistema p8, representado pela matriz de densidade reduzida p*, pode ser obtido
computando o traco parcial de pA8 referente ao registrador B.

p” = twp(pt?).
onde trz(|ay) {az| ® |b1) {(b2|) = |ay) {az|tr(|b1) {(b2]) e |ai) e |a) sdo quaisquer dois vetores
do estado do espago de A, e |by) e |b;) sdo quaisquer dois vetores do estado do espaco de B.
Ainda, se pAB = p1 ® p, onde p; € o estado do sistema A e p, o estado do sistema B, entao
p4 = trg(pAB) = pitr(p,) = p? e, similarmente, p® = p,. Tomemos como exemplo o estado de

Bell (%), sua matriz de densidade é dada por

~ (|00>+|11>)(<00|+<11|)

PP\ vz
3 |00) (00| + [11) (00| + [11) (00| + |11) (11|
_ . |
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Realizando o traco parcial no segundo qubit obtemos

p' =tr2(p)

tr2 (100 €00[) + trp (|11) €00) + tro(|11) C00]) + tro(J11) (11])
2

_ 10) €01 tr(10) €O) + [1) (O] tr([ 1) CO]) + 10 (1] tr([0) 1) +[1) (1| te([1) (1])
2

_ 10) €0[€0[0) + [1) (O] €O[1) + [0) (1] {110y + 1) (1| {1]1)
2

_ 10y O] 1) (1]
B 2

1
=5
Note que o estado % ¢ um estado misto, uma vez que tr((%)z) < 1, de fato, % é o estado
maximamente misto em um sistema de dois qubits, pois P (p) = % Para um sistema de n qubits
o estado maximamente misto € zin e sua pureza é P(p) = zln
Matrizes de densidade ainda podem ser usadas para determinarmos a distancia entre
dois estados quantico, uma métrica comumente utilizada € a distancia do trago.

Definicao 2.2 (Distancia de Trago). A distancia do trago entre dois estados p e p” é dada por

D(p.,p’) = %tr(\/(p -p)(p-p)").

A distancia de traco € uma generalizagdo distancia de Kolmogorov e da distancia Ly,
também possuindo a propriedade muito utilizada € da desigualdade triangular.

Proposicao 2.3 (Propriedade de Desigualdade Triangular da Distancia de Trago). Sejam p, p’, p”
matrizes de densidade, entao

D(p,p") <D(p,p")+D(p",p")

2.2 CLASSES DE COMPLEXIDADE

Nesta secdo, apresentamos defini¢des e resultados relacionados a teoria de complexidade
computacional, para os quais foi utilizado o livro Computational complexity: a modern
approach (Arora e Barak, 2009) como referéncia principal. Assumimos que o leitor tem
familiaridade com assuntos como madaquina de Turing deterministica e mdquina de Turing
probabilistica.

Iniciamos apresentando duas defini¢des de maquinas de Turing especiais, mdquina de
Turing com conselho e mdquina de Turing com ordculo, que possuem propriedades adicionais a
uma mdquina de Turing convencional.
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Definicao 2.4 (Mdquina de Turing com conselho). Uma maquina de Turing M com conselho
[a] ={an}nez.,> onde a, € {0, 1}, denotada M|,), ¢ uma maquina de Turing que na entrada x,
tem como uma segunda entrada o conselho a|y|.

Uma vez que o tamanho da palavra de conselho ndo € limitado, o tempo de execugdo de
uma méquina de Turing com conselho M[,] € dado em fungéo to tamanho da entrada x.

Definicao 2.5 (Maquina de Turing com oréaculo). Uma mdquina de Turing com ordculo € uma
méquina de Turing M que possui uma fita de leitura e escrita especial, chamada de fita do
ordculo, e trés estados especiais §consultas §sim € gnio- Para executar M, € preciso especificar
um linguagem O C {0, 1}*, além da entrada x, que € usada como o ordculo para M. Sempre que
M entra no estado gconsu1ta, @ maquina move para o estado gsi se ¢ € O € gnao Se g ¢ O,
onde ¢ representa o conteido da fita do ordculo. Note que cada consulta a O conta como um
unico passo computacional. Se M € uma maquina de oraculo, O C {0, 1}* uma linguagem, e
x € {0, 1}*, representamos a saida de M com oraculo O sobre a entrada x por M? (x).

Enxergando o ordculo O, que é uma linguagem, como um problema computacional,
permitindo analisar o poder computacional de miquinas de Turing que conseguem resolver, em
um tnico passo computacional, o problema O. Em alguns casos, o problema computacional O é
um problema que contempla a dificuldade de toda uma classe de complexidade, tais problemas sao
chamados de problemas completos para a classe de complexidade em questdo. Estes problemas
sao discutidos em detalhes nesta se¢do. Desta maneira, é importante notar que as andlises
que utilizam uma méquina de Turing com ordculo podem levar a resultados muito distintos se
comparadas com andlises que utilizam maquinas de Turing convencionais, como em relagdes
entre classes de complexidade que nao refletem a relacdo dessas classes sem o uso de ordculos.

Usualmente, em teoria de complexidade computacional, definimos problemas de decisdao
como linguagens sobre {0, 1}*. No entanto, nesta dissertagdo, vamos trabalhar com problemas
de promessa, onde um problema de promessa I1 é um par de conjuntos disjuntos (Ily, ITy) tal
que Iy, Iy C {0, 1}*, onde Iy corresponde a instancias sim e [y a instincias n&do. Problemas
de promessa sdo problemas mais genéricos que problemas de decisdo, sendo convenientes
no estudo de classes de complexidade que envolvem conceitos como conhecimento zero e
computacao quantica. Dado x € Ily U Ily, o problema de decidir se x € Ily ou x € Ily € dito
um problema de promessa, onde strings em Iy U [1y sdo chamadas de instincias de I1. Dado
um algoritmo que decida um problema de promessa I, ndo hd nenhum requerimento quanto ao
seu comportamento caso seja fornecida como entrada uma string que ndo pertenca a I[Iy U I1y.
O problema complementar de problema de promessa IT = (Ily, ITy) € o problema de promessa
ﬁ = (ﬁy, ﬁN), onde H_y = HN € H_N = Hy.

Dizemos que um problema de promessa 7" € polinomialmente Karp redutivel para um
problema de promessa II, denotado por T <, II, se existe uma fungdo f : {0,1}* — {0,1}*
computdavel em tempo polinomial por uma méaquina de Turing, de modo que se x € Ty, entdao
f(x) € Ily,esex € Ty, entdo f(x) € [Iy. SeT <, [T ell <, T, entdo dizemos que os
problemas T e II sdao polinomialmente equivalentes, denotado 7" =), I1.

Uma classe de complexidade € um conjunto de fun¢des que podem ser computadas
dentro de determinados limites de recursos, como tempo e espaco. Um problema IT pertence a
uma classe de complexidade C se I1 pode ser decidido dentro dos limites de recursos de C.

A classe de complexidade computacional P (Polynomial-Time) € a classe de problemas
de promessa I1 = (Ily, I1y) que sdo decididos por um maquina de Turing deterministica M
de tempo polinomial. A classe P usualmente ¢ definida como uma classe de linguagem, mas
abusamos da definicdo de problemas de promessa, uma vez que nesta dissertacdo voltamos nossas
discussdes para problemas de promessa. Definir uma classe de complexidade como sendo uma
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classe de problemas promessa ao invés de uma classe de linguagem, pode possuir diferencas
nos resultados obtidos. Enquanto a classe P, definida como uma classe de linguagem ¢é fechada
sob complemento, ndo € garantido que a classe P, definida como uma classe de problemas de
promessa, também seja. Este abuso de notagdo também € empregado ao definirmos a classe NP
a seguir. Neste trabalho, discutimos apenas classes de complexidade que contém P, portanto
reducdes Karp polinomiais sdo adequadas em nosso contexto. No entanto, salientamos que para
outras classes de complexidade, pode ser necessdrio utilizar diferentes tipos de reducoes.

A classe de complexidade computacional NP (Non-Deterministic Polynomial-Time) é a
classe de problemas de promessa IT = (Ily, [1y) para os quais existe um polindmio p : Z-g — Z~
e uma mdaquina de Turing deterministica M de tempo polinomial, chamada de verificador, tal
que se x € Ily, entdio M aceita (x,u) para alguma string u € {0, 1}?(F) e se x € IIy entdo
M redjeita (x,u) para toda string u € {0,1}?("). Se x € Ily e M aceita uma string
u € {0, 1}7(") entdo chamamos u de certificado para a string x em relacido ao problema de
promessa I1 e a maquina de Turing M.

A classe de complexidade computacional cONP € definida como o conjunto de problemas
cujos complementos estdo contidos na classe de complexidade NP, isto é coNP = {IT : IT € NP}.
De maneira geral, dada uma classe de complexidade C, a classe de complexidade coC ¢ definida
como o conjunto de problemas cujos complementos estdo contidos na classe de complexidade C,
isto é coC = {I : II € C}.

Dizemos que um problema de promessa I1 € NP-dificil (dificil para NP) se todo
problema T € NP € polinomialmente Karp redutivel para I1. Se IT é NP-dificil e IT € NP, entao
dizemos que I1 € NP-completo (completo para NP).

Um problema IT € NP € considerado NP-intermedidrio se ele ndo pertence a P e ndo é
um problema NP-completo. Em outras palavras, um problema NP-intermedidrio € mais dificil
do que os problemas em P, mas ndo tao dificil quanto os problemas NP-completos.

A existéncia de problemas NP-intermedidrios € uma questao fundamental em teoria
de complexidade computacional, pois sua existéncia ou ndo tem implicagdes importantes para
a relacdo entre as classes de complexidade P e NP Trivialmente, se existem problemas NP-
intermedidrios, entdo P # NP. Por outro lado, o Teorema de Ladner € um resultado que estabelece
que se P # NP, entdo existem problemas NP-intermedidrios.

Teorema 2.6 (Ladner, 1975). Se P # NP, entdo existem problemas NP-intermedidrios.

Uma vez que ainda ndo se sabe se as classes P e NP sdo iguais ou diferentes, ndo
conhecemos nenhum problema NP-intermedidrio. Apesar disso, muitos problemas sdo candidatos
a serem NP-intermedidrios, como o problema de fatoracdo de inteiros, isomorfismo de grafos e
logaritmo discreto.

Com excec¢ao da classe P, para todas as classes discutidas nesta dissertagcdo podemos
definir no¢des de completudes (problemas dificeis e completos) de maneira similar 2 maneira
como definimos para a classe NP. Seja C uma classe de problemas de promessa, dizemos que o
problema de promessa IT é C-dificil (dificil para C) se todo problema 7 € C € polinomialmente
Karp redutivel para I1. Se IT é C-dificil e IT € C, entdo dizemos que IT é C-completo (completo
para C).

Observe que esta definicdo de completude pode ndo ser adequada quando estamos
trabalhando com classes de complexidade que estao contidas em P, um exemplo € que, se definido
deste modo, qualquer problema em P seria P-completo. Para o estudo de classes de complexidade
que estdo contidas em P € necessdrio utilizar outro tipo de redu¢do, mais fracas do que os limites
dos recursos da classe em questdo. Uma vez que as classes de complexidade discutidas nesta
dissertacao contém P, a defini¢do apresentada é adequada.



23

A classe de complexidade computacional BPP (Bounded-Error Probabilistic Polynomial-
Time) € a classe dos problemas Il = (Ily,Ily) para os quais existe um maquina de Turing
probabilistica M de tempo polinomial tal que se x € Ily, entdo a probabilidade de M aceitar

x € maior ou igual a % e se x € [y, entdo a probabilidade de M aceitar x € menor ou igual a
1

’ A classe de complexidade computacional PSPACE (Polynomial-Space) € a classe de
problemas de promessa IT = (Ily, ITy) que sdo decididos por um maquina de Turing deterministica
M de espago polinomial.

A Figura 2.1 apresenta as relacdes conhecidas entre as classes complexidade apresentadas

até entao.

PSPACE

coNP k
BPP

/7

P

Figura 2.1: Relac@o conhecida entre as classes de complexidade P, BPP, NP, coNP e PSPACE. A seta A — B
representa que A C B.

Apresentamos agora a classe de complexidade quantica BQP. Quando dizemos que
um problema de promessa I1 € decidido eficientemente por um computador quantico, ou admite
algoritmo quantico eficiente, significa que I1 € BQP.

Sendo S € {0, 1}*, uma familia Q = {Q, : x € S} de circuitos quanticos é gerada
uniformemente em tempo polinomial se existe uma méquina de Turing deterministica polinomial
que, para toda entrada x € §, devolve uma descri¢do de Q. Dado um polindmio p, se cada
circuito da familia Q possui sé um qubit de saida, dizemos que Q aceita x se, a0 medirmos o
estado resultante de Q, [0Y®” "D obtemos 1.

A classe de complexidade BQP (Bounded-Error Quantum Polynomial-Time) € a classe
dos problemas IT = (Ily,IIy) que admitem uma familia uniforme de circuitos quanticos
Q = {0y : x € {0,1}"}, onde cada circuito Q, possui sé um qubit de saida, de modo que se

x € Ily, entdo a probabilidade de Q aceitar x € de pelo menos % e se x € [y entdo a probabilidade

de Q aceitar x € de no maximo %
O Lema 2.7 € um resultado importante para relacionar BQP com outras classes de

complexidade cléssicas.

Lema 2.7 (Circuitos booleanos como uma subclasse de circuitos quanticos). Se f : {0,1}" —
{0, 1} € computéavel por um circuito booleano de tamanho S, entdo existe um circuito quantico
Q de tamanho 25 +m +n tal que Q |x) |0™) |Om+S> = |x) | f(x)) |OS+’">, paratodox € {0,1}*. O

Observe que se S € polinomial em 7, entdo o circuito quantico também € de tamanho
polinomial em n.

Corolario 2.8. BPP ¢ BQP O
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A Figura 2.2 acrescenta a classe de complexidade BQP a relacdo de classes apresentada
na Figura 2.1.

PSPACE

AN

BQP
coNP NP W

BPP

7

Figura 2.2: Relagdo conhecida entre as classes de complexidade apresentadas na Figura 2.1 e a classe BQP. A seta
A — Brepresenta que A C B.

P

Agora, apresentamos definicoes e resultados referentes a provas interativas e conheci-
mento zero, para os quais foram utilizados como referencia os textos (Vadhan, 1999; Goldreich
et al., 1998; Sdroievski et al., 2019a), além de (Arora e Barak, 2009).

Definicao 2.9 (Protocolo interativo). Um protocolo interativo (P, V) é um par de fun¢des P e V
denominadas de provador e verificador, respectivamente. A interagcdo entre P e V sobre uma
string comum x € o processo aleatdrio a seguir, representado por (P, V)(x).

1. P e V tém acesso a uma sequéncia infinita de bits aleatérios e uniformes rp € ry,
respectivamente, da qual podem ler tantos bits quanto necessdrio.

2. Parai de 1 até o nimero de rodadas.

(a) Sei éimparm; = P(x,my,--- ,m;_1;rp).
(b) Seiéparm; =V(x,my,--- ,mi_1;ry).
(¢c) Se m; € {aceite,rejeite,pare}, entdo termine.

Dizemos que um protocolo € polinomialmente limitado se, na entrada comum x, um
nimero poly(|x|) de mensagens sao trocadas, sendo que cada mensagem tém tamanho poly(|x|).

Definicao 2.10 (Prova interativa). Dizemos que um protocolo (P, V) é uma prova interativa para
um problema de promessa I1 = (Ily, [1y) se ele atende as trés condi¢des a seguir:

1. (Eficiéncia) (P, V) é polinomialmente limitado e V é computdvel em tempo polinomial;

2. (Completude) Se x € Ily, entdo V aceita com probabilidade pelo menos % na interagao
(P, V)(x);

3. (Corretude) Se x € Ily, entdo para qualquer provador P, V rejeita com probabilidade
2

pelo menos £ na interagdo (Px, V) (x).

A classe de complexidade |IP (Interactive Proof Systems) € classe de problemas de
promessa IT = (ITy, I1y), para os quais existe uma prova interativa (P, V).

Um resultado notdvel sobre a classe IP € o Teorema 2.11 a seguir, que estabelece uma
relacdo entre provas interativas e mdquinas de Turing de espaco polinomial.
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Teorema 2.11 (Shamir, 1992; Lund et al., 1992). IP = PSPACE. O

A classe de complexidade AM (Arthur-Merlin) é a classe de problemas de promessa
IT = (Ily, I1y) para os quais existe uma prova interativa (P, V), na qual apenas duas mensagens
sdo trocadas, a primeira sendo enviada de V (Arthur) para P (Merlin) e a segunda de P para V.
Este modelo simula o processo onde Arthur, limitado, faz uma pergunta a Merlin, ilimitado, que
responde com uma mensagem, entdo baseado na mensagem de Merlin, Arthur toma sua decisao
ao problema em questao.

Uma vez que apenas duas trocas de mensagens sio feitas, este modelo torna-se
significativamente mais limitado que o anterior, no entanto ainda é possivel observar que
NP c AM.

Um caso particular de provas interativas que € fundamental nesta dissertacdo € o caso em
que as provas sio de conhecimento zero. Intuitivamente, uma prova interativa de conhecimento
zero € uma prova interativa na qual o verificador nao obtém nenhuma informacao adicional, além
do fato de que a instancia do problema de promessa IT = (Ily, ITy) pertence a ITy.

Primeiramente, para podermos discutir provas de conhecimento zero, iremos apresentar
alguns conceitos de probabilidade e estatistica que sdo necessdrios para discutirmos tais provas,
sendo também utilizados em outras partes deste trabalho.

Um espago amostral U de um experimento aleatdrio, € o conjunto de todos os possiveis
resultados deste um experimento. Uma distribuicdo de probabilidade X em um espaco amostral
U € uma fungdo X : U — [0, 1] tal que > cqy X (5) = 1. Uma distribui¢do X € dita uniforme
em um espaco amostral finito U se X (s) = 1/|U| para todo s € U. Dependendo do contexto,
podemos representar a distribuicdo uniforme de um espaco amostral U por Uq; ou simplesmente
U, quando o espaco amostral esta claro dado o contexto.

Uma varidvel aleatoria R ¢ um mapeamento do espaco amostral U para um conjunto
T. A varidvel aleatdria R junto da distribui¢@o uniforme em U induz uma distribui¢do X em
T. E comum, neste trabalho, nos referirmos a uma distribuicdo induzida por R por apenas R.
Para um conjunto S € T e uma varidvel aleatéria R, definimos Pr[R € S| =}, c¢Pr[R=7r]. O
suporte de uma distribuicao de probabilidade (ou variavel aleatéria) X, denotado sup(X), é o
conjunto de valores para os quais X possui uma probabilidade ndo nula, isto €, sup(X) = {x €
X :Pr[X =x] # 0}.

Para compararmos duas distribuicdes de varidveis aleatdrias (ou distribuicdes de
probabilidade) X e Y definidas sobre o mesmo espaco amostral U, utilizamos a distdancia
estatistica, denotada A(X,Y) e dada por

A(X,Y) = maxseq{|Pr[X € S] — Pr[Y € S]|}.

Uma outra medida comumente utilizada para distancia de duas distribuicdes de probabi-
lidade X e Y € a distancia L, dada por

Li(X,Y) = ) |X(s) = Y (s)].

seU

Agora, para melhor definir a propriedade de conhecimento zero, € necessario entender
como um verificador poderia aprender algo a mais. Seja (P, V) um protocolo interativo. A visdo
de V em relagdo a (P, V) na entrada comum x € a varidvel aleatéria (P, V(x)) = (my, ...,m;r),
que consiste em todas as mensagens my, - - - , m; trocadas entre P e V junto da substring r de ry
que contém os bits aleatérios que V leu durante a interagao.

Observe que (P, V) (x) contém toda informacdo que V teve acesso na interagdo (P, V) (x).
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Dizemos que uma mdquina de Turing S € util se ela falha, indicado pela saida falha,
com probabilidade no maximo % e denotamos por S(x) a saida de S com a entrada x condicionada
a S ndo falhar.

A principio, consideramos apenas verificadores que seguem o protocolo estabelecido,
desta maneira conseguimos definir as classes de complexidade HVSZK e HVPZK, definidas a
seguir.

Definicao 2.12 (Prova de Conhecimento Zero Estatistico para Verificadores Honestos). Uma
prova interativa para um problema de promessa I1 = (Ily, [1y) € uma prova de conhecimento
zero estatistico para verificadores honestos, se existe uma maquina de Turing probabilistica util
S e uma fungdo negligenciavel u tais que paratodo x € Ily e k > 0

A(S(x, 1), (P, V) (x, 1%)) < u(k).

onde uma fungdo u : Z-o — [0, 1] € dita negligencidvel se para todo polindmio p, temos
u(k) < 1/p(k) para k suficientemente grande. Chamamos a funcio negligenciavel u de desvio
do simulador e o parametro 1% de pardmetro de seguranca.

Dizemos que uma prova de conhecimento zero estatistico € uma prova de conhecimento
zero perfeito se 4 = 0. Desta maneira o desvio do simulador € O e as distribuicdes da simulacio
e da visdo do verificador sdo idénticas.

A classe de complexidade HVSZK (Honest-Verifier Statistical Zero Knowledge) é classe
de problemas de promessa I1 = (Ily, [Ty) que admitem provas interativas de conhecimento zero
estatistico para verificadores honestos.

A classe de complexidade HVPZK (Honest-Verifier Perfect Zero Knowledge) € classe de
problemas de promessa I1 = (Ily, [1y) que admitem provas interativas de conhecimento zero
perfeito estatistico para verificadores honestos.

Definimos agora classes de provas de conhecimento zero com verificadores desonestos.

Definicao 2.13 (Prova de Conhecimento Zero Estatistico para Verificadores Desonestos). Uma
prova interativa para um problema de promessa I1 = (Ily, I1y) € uma prova de conhecimento zero
estatistico, se para todo algoritmo probabilistico polinomial V* existe um algoritmo probabilistico
polinomial ttil S e uma func¢do negligenciavel u tal que paratodox € Ily, k >0ea € {0,1}*

A(STay (x,19), (P, Vi) (x, 1)) < (k).

onde Sy, € V[*a], respectivamente, denotam as mdquinas de Turing S e V* com conselho
a € {0,1}".

Dizemos que uma prova interativa de conhecimento zero estatistico € uma prova
interativa de conhecimento zero perfeito se u = 0.

Desta maneira, garantimos que para qualquer verificador (honesto ou desonesto) o
desvio do simulador serd negligencidvel, resultando que o verificador receba apenas a informagao
de que a instancia € positiva, acompanhada de um erro estatistico. Se este erro estatistico € nulo,
entdo o protocolo € de conhecimento zero perfeito e a inica informacdo que o verificador recebe
€ que a instancia € positiva.

Apesar de provas de conhecimento zero com verificadores desonestos parecerem muito
distintas de provas de conhecimento zero com verificadores honestos, temos o seguinte teorema
para conhecimento zero estatistico.

Teorema 2.14 (Vadhan1999). HVSZK = SZK O



27

No entanto, apesar deste teorema, ainda ndo sabemos se HVPZK ¢€ igual a PZK,
conhecendo apenas a relacao trivial HVPZK € PZK.

Além de modelos de provas interativas de conhecimento zero, existem provas ndao
interativas de conhecimento zero, definidas a seguir

Definicao 2.15 (Protocolos Nio Interativos). Um protocolo ndo interativo é um protocolo (P, V)
no qual P e V compartilham uma string de referéncia (CRS, de Common Reference String)
r € {0, 1} escolhida uniformemente ao acaso e a inica mensagem entre P e V € enviada pelo
provador.

Similarmente a provas interativas, uma prova ndo-interativa € um protocolo nao-
interativo que atende as condi¢des de eficiéncia, completude e corretude.

A classe de complexidade NISZK (Non-Interactive Statistical Zero Knowledge) é a classe
de problemas de promessa I1 = (Ily, ITy) que admitem provas ndo-interativas de conhecimento
zero estatistico, similar a definicdo de SZK, porém o protocolo € ndo-interativo. De maneira
similar, a classe de complexidade NIPZK (Non-Interactive Perfect Zero Knowledge) é a classe
de problemas de promessa I1 = (Ily, I1y) que admitem provas ndo-interativas de conhecimento
zero perfeito.

Na defini¢ao original de provas interativas, para a condi¢do de completude € necessério
que o verificador aceite uma instncia x € Ily de um problema de promessa I1 = (Ily, IT1y) com
probabilidade de pelo menos % Alterando esta defini¢do, se exigimos que o verificador sempre
aceite uma instancia x € Ily (aceite com probabilidade 1), dizemos que esta € uma prova com
completude perfeita.

A classe de classe de complexidade NIPZK (Non-Interactive Perfect Zero Knowledge
with perfect completeness) é a classe de problemas de promessa I1 = (Ily, I1y) que admitem
provas ndo-interativas de conhecimento zero perfeito com completude perfeita.

A Figura 2.3 apresenta a relac@o entre as classes de complexidade discutidas nesta secao.

IP = PSPACE

/

AM N coAM

/ ™~ SZK
/

coNP NP HVPZK
NISZK BQP
PZK

f

NIPZK

l

NIPZK,

1

BPP

e

Figura 2.3: Relac@o conhecida entre as classes de complexidade discutidas na Se¢ao 2.2. A seta A — B representa
que A C B.

P
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2.3 TEORIA DE GRUPOS

Nesta sec¢do apresentamos conceitos e andlises relacionados a teoria de grupos. O
conteudo apresentado nesta secao foi retirado e adaptado do livro A First Course in Abstract
Algebra (Rotman, 2005), que contempla teoria de grupos de maneira mais abrangente, uma vez
que nesta proposta apenas utilizamos alguns conceitos bésicos desse assunto.

Definicao 2.16. Um grupo é um par (G, %), onde G € um conjunto e * é uma operacao binaria,
tal que

1. A operagdo = é associativa para os elementos do grupo.

2. Existe um tnico elemento e € G, chamado de identidade ou elemento neutro, tal que
axe=aparatodoa € G.

1

3. Paratodo a € G existe umelementoa~! € G talque a*a~' = ¢, onde a~! é denominado

de inverso de a.

Muitas vezes representamos um grupo (G, ) por apenas G, quando a operacdo * estd implicita
ou ndo € relevante para o contexto em questao.

Como exemplos de grupos, temos o grupo (Zy,+), de adi¢do médulo N e o grupo
(Zy, x) de multiplicacdo médulo N.

A ordem de um grupo (G, ) € a quantidade de elementos do conjunto G e é denotada
por |G|. Um grupo G € um grupo finito se e somente se sua ordem € finita, caso contrario
dizemos G € um grupo infinito. Dizemos que dois grupos (G, *) e (G2, %) sdo isomorfos,
denotado G| = G, se existe uma bijecdo f : G| — Gy tal que f(a = b) = f(a) x f(b) para
todo a, b € G. Logo, por definicdo, temos a se dois grupos (G, *) e (G2, *) s@o isomorfos,
entdo |G| = |G>|.

Neste trabalho consideramos que todos os grupos sdo finitos, a menos que seja
explicitamente colocado o contrario. Para quaisquer dois subconjuntos A, B C G, denotamos
por AB o conjunto AB={axb:ac A,b e B}.

Em muitos casos torna-se impraticavel realizar célculos em grupos cuja ordem é
muito grande. Para contornar este problema € comum utilizarmos um subconjunto do grupo,
denominado de conjunto gerador, para representd-lo. Um conjunto gerador é um subconjunto S
de G para o qual todo elemento de G pode ser representado por uma sequéncia de elementos
ai,az,--- ,a, de S, ndo necessariamente distintos. Denotamos por (S) o grupo gerado pelo
conjunto S. Note que um grupo pode possuir diferentes conjuntos geradores e de diferentes
tamanhos, no entanto a Proposicao 2.17 apresenta um fato importante sobre conjuntos geradores.

Proposic¢ao 2.17. Todo grupo finito G possui um conjunto gerador de até log(|G|) elementos. O

Neste trabalho, quando estamos tratando de problemas computacionais que envolvem a
teoria de grupos, consideramos problemas para um grupo G especifico, onde seus elementos
sdo unicamente representados por strings de tamanho p(log |G|) para um polindmio p. Ainda,
consideramos que operagdes do grupo de inverso, produto e teste de identidade sdo computdveis
em tempo polinomial em log |G|. De forma mais geral, analisamos o custo computacional de
algoritmos para problemas sobre um grupo G sempre em fungao de log |G|.

Apesar de nao utilizado neste trabalho, um outro modelo comumente encontrado na
literatura € o modelo de caixa-preta para grupos introduzido em Babai e Szemerédi (1984).
Neste modelo, sao considerados problemas para uma familia 8 = {B,},>; de grupos finitos
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By, onde o grupo G < B, de interesse ¢ dado por um conjunto gerador 7' de p(n) elementos
e cada elemento de B, é unicamente representado por uma string de tamanho ¢(n), para dois
polindmios p e g. Ainda, também € considerado que operacdes do grupo sdo computdveis em
tempo polinomial em n e o custo computacional de algoritmos para problemas deste modelo €
dado em funcao de n.

Um subconjunto H de um grupo G € um subgrupo de G, denotado H < G, se € fechado
para a operagdo de G. Se H € um subgrupo préprio de G, denotamos por H < G, e se H ndo é um
subgrupo de G, denotamos por H £ G. Se H < G dizemos que o conjunto aH = {ah : h € H}
é uma coclasse de Hem G,onde a € G.

Os conceitos de subgrupo e coclasse nos proporcionam uma variedade relagdes interes-
santes. O Lema 2.18 apresenta algumas propriedades triviais de coclasses.

Lema 2.18. Sejam G um grupo, H < G,e a,b € G. Entdo
1. aH = bH <= a~'b € H, em particularaH = H <= a € H.
2. SeaH N bH # (, entdao aH = bH.
3. |aH| = |H|, paratodoa € G. O
Um dos principais teoremas envolvendo subgrupos € o Teorema de Lagrange.

Teorema 2.19 (Teorema de Lagrange). Seja H um subgrupo de um grupo finito G, entdo |H| é
um divisor de |G]|. O

Utilizando o Teorema de Lagrange e o Lema 2.18, podemos ver que as coclasses de um
subgrupo H < G formam uma equiparticdo em G, como ilustrado a Figura 2.4

G

bH cH

gH

Figura 2.4: Equiparti¢do de um grupo G por coclasses de um subgrupo H < G, onde a, b, - - - , g sdo elementos de
G.

O namero de coclasses distintas de um subgrupo H < G € o indice de H em G, denotado
[G : H]. Uma vez que para todo subgrupo H < G de um grupo finito G, |H| é um divisor de

|G|, entdo [G : H] = %
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Proposic¢ao 2.20. A intersecdo de quaisquer subgrupos H; e H, de um grupo G € também um
subgrupo de G. O

Uma consequéncia imediata desta proposi¢do € que a intersec¢cado de um conjunto
{H|,Hy,--- ,H,} de subgrupos de G também serd um subgrupo de G.

Proposicao 2.21 (Férmula do Produto). Sejam H; e H; dois subgrupos de um grupo G, entao

|H H>| = -
|Hi () Ha|

O

Dois elementos a e b sdo conjugados se existe um elemento g € G tal que gag™! = b,
neste caso, dizemos que b € o conjugado de a por g, denotado a®. Ainda, dizemos que dois
subgrupos Hi, H, de G sdo conjugados se existe um elemento g € G tal que H; = H,%, onde
H»8 = {hg che Hy}.

Um subgrupo H de um grupo G € um subgrupo normal, e escrevemos H < G, quando
h& € H paratodo g € G e paratodo h € H. Se os Unicos subgrupos normais de um grupo G sao
G e o subgrupo trivial {e}, entdo G é dito um grupo simples.

Definicao 2.22. (Fecho Normal) Sejam G um grupoe S € G. O fecho normal de S em G € o
menor subgrupo normal de G que contém S.

Equivalentemente (Holt et al., 2005), podemos definir nclg (S) como o grupo gerado
pelo conjunto S¢ = {s¢ : s € S, g € G}, isto é nclg(S) = (SY).

A classe de conjugacdo de um elemento a € G, denotada, Clg(a), € dada por
Clg(a) = {a8 : g € G}. Duas classes de conjugacio Clg(a) e Clg(b) sdo iguais se a e b sdo
conjugados, senao Clg(a) N Clg(b) = 0. Imediatamente, temos que o conjunto de todas as
classes de conjugacdo de um grupo G formam uma parti¢do deste grupo. A classe de conjugacao
de um subgrupo H, denotada Cl(H), € dada por Clg(H) = {H® : g € G}.

Definicao 2.23 (Normalizador). Seja G um grupo. O normalizador de um subconjunto S C G é
dado por N (S) = {g € G: S8 = S}.

Se § € um subgrupo de G, entdo S < Ng(S), sendo N (S) o maior subgrupo de G para
o qual S € normal.

Proposicao 2.24. Sejam G um grupo e H < G. Entdo |Clg(H)| =[G : Ng(H)]. O

Proposicdo 2.25. Sejam G um grupo, H < G e a,b € G. Entio H* = H" se e somente se
aNg(H) = bNG(H).

Demonstracdo. Se H* = H”, entio H® ' =H, o que implica que ab™' € Ng(H). Portanto,
aNg(H) = bNg(H). Por outro lado, se aNg(H) = bNg(H), entdo ab™' € Ng(H), o que
implica que H*" - H. Consequentemente, temos H¢ = H?. O

Defini¢ao 2.26 (Grafo de Cayley). Sejam G um grupo e R C G tais que G = (R). O grafo de
Cayley' T'(G, R), é um grafo direcionado G = (V, E)) que pode possuir lagos, onde o conjunto
de vértices € dado por V = {v, : g € G}, de modo que existe uma bije¢do ¢ : G — V tal que
Vg € G, ¢(g) = v,, € 0 conjunto de arestas € dado por E = {(vg,Ver) : g € G,r € R}.

IGrafo de Cayley também pode ser definido sem a necessidade de R ser um conjunto gerador de G, nestes casos
I'(G, R) é um grafo desconexo e cada componente conexo € associado a coclasse de (R).
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Dizemos que um conjunto R é um conjunto simétrico se para todo r € R, o inverso de
r, r~!, também pertence ao conjunto R. Sejam G um grupo e R C G tais que R & simétrico e
g = (R), entdo o grafo de Cayley I'(G, R) é um grafo |R|-regular ndo direcionado.

Em teoria de grupos, muitas vezes queremos examinar familias de grupos que possuem
caracteristicas especificas. Para alguns mais notorios, estas familias recebem um nome especifico,
como € caso de grupos ciclicos e grupos abelianos.

Defini¢ao 2.27 (Grupo ciclico). Um grupo (G, +) é um grupo ciclico se contém um elemento a
tal que (a) = G.

Um grupo ciclico ja mencionado € o grupo (Zy, +) de adi¢do médulo N.

Definicao 2.28 (Grupo abeliano). Um grupo (G, +) é um grupo grupo abeliano se possui a
propriedade de comutatividade, isto é, se a; + ay = a + aj paratodo aj,as € G.

Quando estamos trabalhando com grupos abelianos, comumente iremos representar a
operagdo do grupo por +, pois diferentemente da operacdo de multiplicagcdo *, a operacao + €
comutativa para matrizes.

Uma outra familia de grupos muito estudada € a familia de Grupos de Permutacido, para
a qual dedicamos a Secdo 2.4 a seguir.

2.4 GRUPOS DE PERMUTACAO

Uma permutacdo sobre um conjunto € € uma bijecao m : Q — Q. O conceito de
permutacdo também pode ser aplicado a grafos, onde uma permutacdo w : V — V sobre um
grafo G = (V, E), denotada 7(G), resulta em um grafo G’ = (V, E’), onde E’ = {{n(u), n(v)} :
{u,v} € E}. Neste caso, dizemos que G é isomorfo a G’, denotado G = G’, e m € um isomorfismo
de G para G'.

Uma permutagio 7 é um automorfismo de um grafo G se e somente se 7(G) = G, isto
é, se m € um isomorfismo de G para ele mesmo. O conjunto de todos os automorfismos de G
forma um grupo com a operagdo de composi¢do, denotado Aut(G) ou apenas Aut se o grafo em
questao estd implicito.

Definicao 2.29 (Grupo Simétrico). O conjunto de todas as permutacdes de um conjunto €2 forma
um grupo com a opera¢do de composi¢ao o, chamado de grupo simétrico em € e denotado por
Sq. Quando Q = {1, 2, ..., n}, usualmente denotamos Sg por apenas S, e chamamos de grupo
simétrico em n.

Dizemos que uma permutacido 7 € S, fixa um elemento i € {1,2,...,n} se n(i) =i,
sendo dizemos que  move i. Duas permutacdes sdo disjuntas se todo i movido por uma delas é
fixado pela outra.

O conjunto de elementos de um conjunto  que sdo movidos por uma permutagao
7 € Sq é o suporte de n, denotado sup ().

Existem vdrias maneiras de representar um elemento de S,,. Uma das maneiras € por
meio da notagdo em duas linhas de Cauchy, como € o caso do exemplo a seguir

1 23 45
3125 4
Nesse exemplo representamos o elemento 7 € 5, tal que 7(1) =3, 7(2) = 1, 7(3) = 2,
n(4)=5en(5 =4.



32

Sejam {iy, s, - ,i,} inteiros distintos que pertencem ao conjunto {1,2,--- ,n}. Cha-
mamos uma permutacdo n de r-ciclo se n(iy) = iz, n(iz) = i3,--- ,7w(i;) =i, 7(i,) =11 e
n(j) =jparatodo j € {1,2,--- ,n} tal que j ¢ {i1,i2, - ,ir}. Também dizemos que 7 € um

ciclo de tamanho r.
Proposicao 2.30. Toda permutacido 7 € S, é ou um ciclo ou a composi¢do de ciclos disjuntos. O

Apresentamos um exemplo de permutacdo 7 € S, junto da sua representacio como
uma composi¢ao de ciclos disjuntos.

4 56 7 8
2 8 6 37
que pode ser representada pela composi¢ao de ciclos 7 = (14 2)(3587)(6).

Uma transposi¢cdo € uma permutacao n que € um ciclo de tamanho dois. Ou seja, uma
permutacgdo 7 = (J, k) que permuta apenas dois elementos de um conjunto. Dizemos que uma
permutacio xr € uma permutacdo par, se w pode ser decomposta por um produto que possui uma
quantidade par de transposi¢des, de outro modo, dizemos que 7 € uma permutacdo impar. A
permutacdo m apresentada no exemplo, pode ser decomposta em transposi¢des de modo que
7=014)(42)21)(35)(58)(87)(73). Ainda, podemos definir permutacdes pares como
permutagdes que tem um nimero par de ciclos de tamanho impar, uma vez que cada ciclo de
tamanho par € decomposto em um nimero impar de transposi¢des, enquanto um ciclo de tamanho
impar € decomposto em um nimero par de transposicoes.

Subgrupos do grupo simétrico sao chamados de grupos de permutacdo. Em especial
temos o grupo alternante, também conhecido como um dos grupos de permutacdo gigantes,
juntamente com o0 grupo simétrico.

Definicao 2.31. O conjunto com todas as permutagdes de 5, forma um grupo denominado de
grupo alternante de permutagdes de n elementos, denotado por A,, e possui exatamente n!/2
elementos.

Finalizamos esta se¢do com o Lema 2.32 sobre grupos subgrupos normais em S,,.

Lema 2.32. Para n > 4 o tnico subgrupo normal de S, que ndo é o grupo trivial nem o préprio
Su € o grupo alternante A,,. m|

2.5 TEORIA DE REPRESENTACAO

Nesta secdo apresentaremos conceitos e andlises referentes a teoria de representagao,
um ramo da matemadtica que estuda estruturas algébricas abstratas, muitas vezes representando
elementos na forma de matrizes. Originalmente, teoria de representacdo foi desenvolvida para
representacdo de grupos e andlises referentes a teoria de grupos, nossas andlises acerca deste
tema estdo direcionadas a esse contexto.

Nesta secdo, apresentaremos conceitos e andlises relacionadas a teoria de representacgao,
um ramo da matemadtica que estuda estruturas algébricas abstratas, frequentemente representando
elementos na forma de matrizes. Originalmente, teoria de representacado foi desenvolvida para
representar grupos e realizar andlises referentes a teoria dos grupos. Nossas andlises sobre este
tema estdo focadas nesse contexto especifico.

Para uma visdo mais completa de teoria de representagdo recomendamos os livros
Linear representations of finite groups (Serre, 1977), Representation theory: a first course
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(Fulton e Harris, 2013) e Representation theory of finite groups (Steinberg, 2009), utilizados
como referéncia para a elaboracdo desta secao.

Assumimos que os espacgos vetoriais considerados sdo de dimensao finita e sobre o
corpo C de nimeros complexos. Dito isso, denotamos por G L(V) o grupo matrizes invertiveis
em um espago vetorial V. Note que todo elemento M € GL(V) é uma transformagao linear tal
que M :V > V.

Uma vez que estas nogdes foram estabelecidas, podemos definir o conceito de represen-
tacdo linear (representacdo), cuja principal fungdo serd representar grupos finitos, com suas
respectivas operacodes, por meio de matrizes.

Definicao 2.33 (Representacdo linear). Uma representacdo de um grupo G em um espago
vetorial V € um homomorfismo o : G — GL(V). Uma vez que toda representacdo o estd
associada a um espaco vetorial V, dizemos que a dimensao de o, denotada d,-, € a dimensao de
V. Ao fixar uma base para o espago vetorial V, a representacdo o (g) de um elemento g € G
pode ser descrita por uma matriz d, X d, de valores complexos, denotada [0'( g)], para a qual o
elemento da linha j e da coluna k € representado por [0'( g)]j’ L

A partir da defini¢ao apresentada, as seguintes proposi¢coes podem ser formuladas, as
quais servirdo para provar determinados resultados desejados.

Proposicao 2.34. Seja o : G — GL(V) uma representagdo linear de um grupo G, entio

o(g™") = o(g)~!. Adicionalmente, quando fixamos uma base para V, o(g)~" = [o(g)] " para
todog € G. O

Proposicao 2.35. Sejam o uma representacdo linear de um grupo G e a, b elementos deste
grupo, entao

do
[r(ab)];, = 3 lo@],, [o®)],- 0
=1

Sejam o e 03 duas representacdes de um grupo G nos espagos vetoriais V; e V;
respectivamente. Dizemos que o7 € 0» sao isomorfas, denotado o] = 0>, se e somente se existe
uma transformacao linear 7 : V| — Vo tal que T o 0 (g) = 0»(g) o T paratodo g € G. Se o
e 0, ndo sdo isomorfas denotamos o 2 0». Portanto temos que se o € 0> sdo isomorfas, o
seguinte diagrama comuta, isto €, todos os seus caminhos com 0 mesmo inicio e fim levam ao
mesmo resultado por composicao.

o1(g)
, —
T T
o2(8)
) ————— W,

Observe que quando fixamos bases para os espacos vetoriais Vj e V5, isto significa que
existe uma matriz invertivel T tal que T [0'1 ( g)] = [0'2 ( g)] T paratodo g € G. Note também que
se a dimensao dos espagos vetoriais V| e V; € diferente, entdo o 22 0.

Dizemos que um subespaco W < V é G-invariante se, paratodo g € G e w € W, temos
que 0 (g)(w) € W, onde G é um grupo e o : G — GL(V) uma representagdo de G em um
espaco vetorial V. Dado um espaco vetorial V dizemos que os subespacos {0} e V sdo subespacos
triviais, onde {0} € o espaco vetorial nulo. Outros subespagos sdo considerados nao triviais.

Uma representacdo o : G — GL(V) é dita redutivel se existem subespagos ndo triviais
G-invariantes em V.
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Definicao 2.36 (Representagdes irredutiveis). Uma representagdao o de um grupo G em um
espaco vetorial V € dita irredutivel se e os Unicos subespagos G-invariantes de V sdo subespagos
triviais.

As representagOes irredutiveis sdo as representacdes mais simples e fundamentais
de um grupo. Elas ndo podem ser decompostas em representacdes menores, tornando-as
blocos de construcao bdsicos para entender a estrutura de grupos e suas representacdoes. No
Apéndice B, apresentamos alguns conceitos e discussdes que podem auxiliar no entendimento de
representacoes irredutiveis.

Uma vez compreendido o conceito de representacao irredutivel, conseguimos agora
estabelecer uma defini¢do adequada para o conjunto de representacdes irredutiveis, distintas sob
isomorfismo.

Definicao 2.37 (Conjunto de representacdes irredutiveis). O conjunto de representagoes irreduti-
veis de um grupo G, denotado G, é o conjunto que contém todas as representacdes irredutiveis de
G, onde cada representacdo irredutivel o de estd associada a espago vetorial V- especifico. Além
disso para quaisquer o € o, em G, temos o 2 0. Se G é um grupo finito, entdo o conjunto G
€ também finito.

A Proposigao 2.38 estabelece uma relagdo fundamental entre as dimensdes das repre-
sentacoes irredutiveis em G e a ordem do grupo G.

Proposicio 2.38. Seja G o conjunto de representacdes irredutiveis de um grupo G, entdo
Yoei d2 = |G| O

A representacdo trivial de um grupo G é um homomorfismo o : G — C4 dada por
o(g) = 1 paratodo g € G. Além de representagdes triviais e ndo triviais, também fazemos uso de
representagoes regulares. Sejam G um grupo ¢ V um espago vetorial de dimenséo |G|, para o qual
o conjunto de vetores ortonormais {v, : g € G} compde sua base. Uma representac¢do regular
reg; : G — GL(V) é definida por regs(x) : V — V, de modo que reg;(x)(vg) = vy, para
qualquer x € G. Em nossas andlises utilizamos duas representacdes regulares, a representacao
regular a esquerda, denotada por L, e a representacdo regular a direita, denotada por R. Uma vez
que utilizamos tais representagdes em um contexto de computacdo quantica, definimos a agao de
L por L(x) |y) = |xy) e R por R(x) |y) = |yx~!), onde x e y sdo elementos de um grupo.

Na Defini¢do 2.39, apresentamos o conceito de caracter, que desempenha um papel
fundamental na teoria de representacdo, especificamente na teoria de caracteres. Um caracter y
estd intrinsecamente ligado a uma representacdo o : G — GL(V), e sua caracteristica distintiva
€ que ele permanece inalterado, independentemente da base escolhida para o espago vetorial V.

Definicao 2.39 (Caracter). O caracter de uma representacdo o : G — GL(V) é a fungao
Xo : G — Cy, dada por y,(g) =tr(o(g)) paratodo g € G, onde tr é a funcdo do trago. Se o é
uma representacdo irredutivel, entdo chamamos y de caracter irredutivel.

O lema a seguir apresenta algumas propriedades de caracteres.
Lema 2.40. Seja o : G — GL(V) uma representagdo de um grupo G.
L. xo(e) =ds
2. xo(a™") = yo(a)*, paratodo a € G.

3. xo(bab™') = y,(a), paratodo a,b € G. O
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Em especial, caracteres sao uteis quando trabalhamos com grupos abelianos, sendo
equivalente dizer que um grupo G € abeliano e todas as suas representagdes irredutiveis possuem
dimensdo 1, sendo assim, de fato, caracteres irredutiveis. Logo, para grupos abelianos, € possivel
observar que G = G. Uma propriedade particular de caracteres irredutiveis de grupos abelianos
éque y(a+b) = x(a)xy(b),onde y : G — C,o é um caracter irredutivel de um grupo abeliano
(G,+)ea,bedq.

Encerramos esta se¢do com a Proposicao 2.41 que é um caso particular da ortogonalidade
de caractere e da ortogonalidade de representacdes irredutiveis (ver Apéndice B), fundamentais
em teoria de representacio e que podem ser derivadas do Lema de Schur, também apresentado
no Apéndice B.

Proposicao 2.41. Sejam (G, +) um grupo abeliano, y : G — C,o uma caracter irredutivel de G,
e H < G. Entao

ﬁ ZX(h) _ {1, Se x(h) =1, paratodo h € H,;

Py ) 0 Caso contrario

Demonstragdo. Se y(h) =1 paratodo h € H entdo ),y x(h) = |H|. Sendo, existe a € H tal
que y(a) # 1, logo

x(@) Yo x(h) =" x(ay(h) = ) x(a+h)y= > x(K).

heH heH heH hWeH

Como y(a) # 1, entdo ey x(h) =0. O
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3 O PROBLEMA DO SUBGRUPO OCULTO

Neste capitulo apresentamos o problema do subgrupo oculto e discutimos alguns
algoritmos quanticos para o mesmo, assim como outras andlises sobre a complexidade deste
problema. O Problema do Subgrupo Oculto (HSP, de Hidden Subgroup Problem) é um problema
de teoria de grupos candidato a ser NP-intermediario. Problemas como fatoragdo, logaritmo
discreto, isomorfismo de grafos (Nielsen e Chuang, 2002), e o problema do vetor mais curto em
reticulados (Regev, 2004) podem ser vistos como casos particulares de HSP.

Dizemos que uma funcdo f oculta um subgrupo H < G se para todo g1,g2 € G,
f(g1) = f(g2) se e somente se g1 H = goH. Ou seja, uma funcio f oculta um subgrupo H em G
se ela é tem o mesmo valor para todos para os elementos de G que pertencem a mesma coclasse
e diferentes valores para elementos de diferentes coclasses.

Definicao 3.1 (Problema do Subgrupo Oculto). Dado um grupo G e uma fungdo f : G — S,
onde S € um conjunto finito e f oculta um subgrupo H em G, o problema consiste em
encontrar um conjunto gerador para H.

Em um contexto cldssico, a fun¢do f € dada por um circuito caixa-preta Cr : {0, 1}" —
{0, 1} que recebe como entrada strings que representam elementos de G e tem como saida
strings de m bits que representam a saida da func¢do f(x). Para o contexto quantico, recebemos
um circuito quantico caixa-preta Uy de modo que

Urlo)yly) =0y e f(x),

quando x, y sao estados da base computacional, de modo que x € {0, 1}" é a codificacdo de um
elemento g € G e y € {0, 1} (usualmente y = 0"). Aqui, @ denota a operagdo XOR bit a bit.

Uma vez que o problema de isomorfismo de grafos é polinomialmente equivalente ao
problema de contagem de automorfismo de grafos (#GA, de Graph Automorphism), podemos
discutir apenas algoritmos para #GA. Em um contexto que estamos discutindo o problema do
subgrupo oculto, € conveniente discutirmos #GA ao invés do problema de isomorfismo de grafos,
pois o primeiro € mais simples de analisar como caso de HSP.

Definicao 3.2 (Problema de Contagem de Automorfismos de Grafos - #GA). Dado um grafo
G determinar o nimero de automorfismos de G.

Podemos observar que #GA € um caso particular de HSP fazendo G = S,,, H = Aut(G),
f(m) =n(G) e a operagdo do grupo a operagdo de composicao o.

HSP se destaca na computagdo quantica por possuir casos particulares que admitem
algoritmos quanticos polinomiais, mas que ndo se conhece algoritmos cldssicos polinomiais,
como os problemas de fatoragao e logaritmo discreto (Shor, 1997).

Para o caso de #GA, as técnicas utilizadas em Shor (1997) se mostraram insuficientes
para resolver o problema em tempo polinomial (Moore et al., 2005; Hallgren et al., 2010).
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Apesar disso, Ettinger, Hgyer e Knill (Ettinger et al., 2004) apresentam resultados promissores
utilizando novas técnicas, mostrando que com um nimero polinomial de avaliagdes de f e um
pos processamento ineficiente sem invocar f, conseguimos resolver HSP, diferenciando do caso
classico, onde ainda se considera necessario um nimero superpolinomial! de avaliacdes de f
para resolvé-lo.

3.1 TRANSFORMACOES DE FOURIER

A transformacdo de Fourier é uma ferramenta matemadtica que converte dados que
estdo originalmente representados no dominio do sinal em dados representados no dominio da
frequéncia. Existem diferentes tipos de transformacdes de Fourier, tais como a transformacao
discreta, continua, booleana, quantica, entre outras. Em particular apresentamos a transformacao
quantica de Fourier, uma transformacgao que recebe como entrada um estado quantico e produz
como saida um outro estado quantico. Apresentamos na Definicdo 3.3 a representacdo matemadtica
da transformacdo quantica de Fourier que serd utilizada neste texto.

Definicao 3.3 (Transformacao Quantica de Fourier). A transformagdo quantica de Fourier
(QFT, de Quantum Fourier Transform) é¢ uma transformacao unitdria que transforma um
estado quantico |¢;,) € Hy, em um outro estado quantico | ,,;) € Hy,onde N > 0, podendo
ser representada pelo seguinte operador:

T
T

1
Fy=— wy ) (x|

=
1L

=
b
I
S

onde wy = 2N,

Observe que a transformagdo quantica de Fourier, de acordo com a Defini¢do 3.3,
pode ser vista como uma operagdo sobre os elementos do grupo ciclico Zy. Inicialmente, foi
desenvolvido um circuito quantico polinomial que computa a transformacgao quantica de Fourier
para o grupo Zo» (Coppersmith, 1994; Cleve, 1994), isto €, quando N € uma poténcia de 2.
Posteriormente, o circuito foi adaptado para o grupo Zy (Kitaev, 1995; Shor, 1997), permitindo
assim computar Fy em tempo polinomial para qualquer inteiro positivo N, recebendo diversos
aprimoramentos desde entdo (Hales e Hallgren, 2000; Cleve e Watrous, 2000; Hales, 2002). Para
construirmos uma transformac¢ao quantica de Fourier que atue sobre elementos de um grupo G
que ndo € ciclico, € necessdrio reformular a defini¢do de acordo com o grupo G desejado (Serre,
1977).

Quando G € um grupo abeliano finito, podemos decompd-lo em subgrupos ciclicos (Rot-
man, 2005),1sto €, G = Zy,XZn,X- - XLy, , de modo que cada elemento g € G pode ser represen-
tado por uma tupla (g1, g2, - - , 8«), onde g; € Zy,. Dado que aplicar a transformacdo quantica de
Fourier sobre o produto tensorial |g1) [g2) - - - |gk), onde (g1, &2, ..., 8k) € ZN, X LN, X+ - X LNy,
€ simplesmente aplicar o produto tensorial das transformacodes quanticas de Fourier sobre cada
Zy,, basta decompor o grupo abeliano G em subgrupos ciclicos, algo que pode ser realizado em
tempo polinomial por um algoritmo quéntico (Mosca, 1999; Cheung e Mosca, 2001), e utilizar o

Dizemos que uma fungéo de complexidade f(n) é subexponencial se log f(n) = o(n). Dizemos que f(n) é
superpolinomial se para todo inteiro k, f(n) = w(n*).
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circuito polinomial para a Defini¢do 3.3. A Defini¢cdo 3.4 apresenta a representacdo matemdtica
da transformacdo quantica de Fourier para grupos abelianos finitos.

Definicao 3.4 (Transformacdo de Fourier para Grupos Abelianos). A transformagdo quantica
de Fourier (QFT) para um grupo abeliano G = Zy, X Zy, X - -+ X Zy, € uma transformacao
unitaria que transforma um estado quantico [¢,,) € Hg, em um outro estado quantico
[¥our) € Hg, podendo ser representada pelo seguinte operador:

FGzFNl ® Fy, ® -+ ® Fy,
Zznmmm
yeG xeG

onde yy (x) = WM @ - Wl ) = i) x2) - x) e [y = [yi) [ya) e Iy

Diferentemente da transformacao quantica de Fourier para grupos abelianos finitos,
ainda ndo conhecemos um circuito quantico polinomial para a transformacdes de Fourier para
grupos em geral (incluindo grupos ndo-abelianos), como o grupo GL,,([F,) de matrizes invertiveis
n X n sobre um corpo finito de g elementos, para o qual o melhor algoritmo conhecido tem
custo subexponencial, mas ainda superpolinomial (Moore et al., 2006). No entanto, para o caso
particular do grupo simétrico 5,, é possivel construir um circuito polinomial (Beals, 1997), o
que particularmente € de nosso interesse, uma vez que o problema de automorfismo de grafos
€ reduzido ao problema do subgrupo oculto para grupos simétricos. Também sdo conhecidos
circuitos para a transformagado quantica de Fourier para outros grupos nao-abelianos, como grupos
de Clifford (Moore et al., 2006), metabelianos (Moore et al., 2006), metaciclicos (Hoyer, 1997),
entre outros (Moore et al., 2006; Piischel et al., 1999). A Defini¢do 3.5 apresenta a representacao
matemadtica da transformacao quantica de Fourier para qualquer grupo finito, defini¢do adaptada
de (Childs e Van Dam, 2010) e (Serre, 1977).

Definicao 3.5 (Transformacgao de Fourier para Grupos Arbitrarios). A transformacgao quantica
de Fourier (QFT) para um grupo G € uma transformagao unitdria que transforma um estado

quantico |¢;,) € Hg, em um outro estado quantico |¥,,;) € Hg, podendo ser representada
pelo seguinte operador:

%:ZEZKﬂZP®]me®

8€G e J-k=1

onde o € uma representacao irredutivel de G, d, sua dimensao e j, k os indices da matriz.

A transformac¢do de Fourier tem indmeras aplicagdes, podendo ser empregada em
diversos problemas. A transformacdo quantica de Fourier foi amplamente difundida apds o artigo
publicado por Peter Shor, que apresenta algoritmos quanticos polinomiais para o problema de
fatoracdo e logaritmo discreto (Shor, 1997). A transformacao quantica de Fourier para grupos
abelianos nos permite construir algoritmos quanticos polinomiais para o problema do subgrupo
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oculto onde o grupo € abeliano (Kitaev, 1995), que serd discutido na Se¢do 3.2. No entanto,
embora existam circuitos quanticos polinomiais que realizam a transformacao quantica de Fourier
para casos especificos de grupos ndo-abelianos, at€é o momento s6 temos conhecimento de
algoritmos quanticos polinomiais para alguns desses grupos (Hallgren et al., 2003; Grigni et al.,
2004; Gavinsky, 2004; Gongalves et al., 2017). Um exemplo de grupo G para o qual conhecemos
um algoritmo quantico polinomial para a transformacao quantica de Fourier, mas até o0 momento
ndo temos algoritmo quantico para resolver HSP, € o grupo simétrico S,,.

3.2 METODO PADRAO

Como apontado anteriormente, para muitos casos de HSP ainda ndo conhecemos
algoritmos polinomiais. No entanto, diferentemente do caso geral de HSP, o caso em que 0O
grupo € abeliano (HSP abeliano) possui solu¢do polinomial.

Para resolver HSP onde o grupo € abeliano, o melhor algoritmo conhecido atua de forma
similar aos algoritmos de Simon (Simon, 1997) e Shor (Shor, 1997), e ¢ comumente chamado de
método padrdo para resolver HSP (Kitaev, 1995; Childs e Van Dam, 2010).

Para um grupo abeliano (G, +), iniciamos dois registradores, colocando o primeiro
registrador em uma distribui¢do uniforme sobre os elementos de G e aplicamos a fungdo f ao
segundo registrador, gerando o estado indicado por |G, f), onde

|G, f) = g, f(8)) (3.1
)

Ap6s aplicar a caixa-preta Uy, medimos o segundo registrador e ignoramos o resultado,
obtendo uma sobreposi¢ao sobre uma das coclasses do subgrupo oculto.

b+ Z b (3.2)
heH

onde b € G. Em seguida, aplicamos a Q FT para grupos abelianos, apresentada na Defini¢do 3.4,
sobre o estado (3.2).

F |b+H) = WZZZM(’CH”W b+ h)

yeG xeG heH

yeG heH

\/ DIRAQPACHIY
yeG

onde y,(H) = |1ﬁ| 2ner Xy(h). Pela Proposi¢do 2.41, temos que y,(H) = 1 se e somente se
Xy(h) =1 para todo h € H, caso contrdrio y,(H) = 0. Portanto o resultado da aplicagdo da Q FT
sobre uma das coclasses de H € o estado (3.4), onde H- = {y € G : xy(h) = 1 paratodo h € H}.

FG|b+H>=\/ D x(B)1y) (3.4)
yEHJ-

Realizamos uma medicdo do registrador, obtendo assim y € H™.



40

Com O(log |G|) amostras de H*, escolhidas uniforme e independentemente ao acaso,
conseguimos, com alta probabilidade de sucesso, construir um gerador para o subgrupo oculto
H (Childs, 2021). Iremos demonstrar um resultado um pouco mais fraco, que com 2(log |G|)?
amostras, escolhidas uniforme e independentemente ao acaso, conseguimos, com probabilidade
a0 menos \/_, construir um conjunto gerador para H.

Proposicao 3.6. Sejam yq,y>,---,y;,y,+1 amostras de H + escolhidas uniforme e independen-
temente ao acaso, e K; = ﬂ;zlker()(yj), onde ker(xy;) = {g € G : xy;(g) = 1}. Entdo, se
K]' + H,

[lKjl >2- |K]+1|] 2

=

Demonstragdo. Inicialmente note que H < ker(y,) < G, garantindo que H < K para todo j.
Note também que se K; % ker( Xyja)» €ntdo K; Nker(xy,,,) < K;. Portanto, pelo teorema de

1 _ Kl
Lagrange, > < Tk
Agora, iremos mostrar que este evento acontece com alta probabilidade. Podemos

verificar que, se K; # H entdo Pr[K; < ker(y,,,,)] < 3 da seguinte forma

|H|
Gl

desta forma garantindo uma redug¢do significativa no tamanho do grupo.

Pr[K; < ker()(y]+l)] —Hy € G :K; <ker(x,)}.

Sabemos que se K; fosse o subgrupo oculto, teriamos uma amostra uniforme de valores

de y, cada qual com probablhdade |G| Logo [{y € G : K; < ker(x,)}| = |1< | € com isso
|H| 1G] _ 1
Pr[K; < ker(yy.,,)] = < —-.
/ YT TGHK] T 2

Portanto

| =

Pr{|K;[ > 2 |Kjul] >

Imediatamente, temos que para x € Z-
1
PrIK;| = 2 Kjuall = (1= 50),
Agora, sendo n = log |G|,

1
Pr|K;[ > 2 [Kjion]] > (1 - 7o)

Observe que no pior caso, |H| = 1, serd necessdrio que este evento aconteca n vezes.
Resultando em uma probabilidade de sucesso Pr tal que

1 n
PrZ(l—ﬁ) .

Agora, iremos mostrar que Pr > Note que para x € Z-( temos

\/_

2x+1/x > X +2%
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Reordenando os termos da inigualdade obtemos

1 _1
1 - 2_x > 2 X
Fazendo x = 2n, temos
1 _1
1 - ﬁ 2 2 2n
Por fim, temos que
1
(1-=)"> 2"

1

Desta forma, podemos verificar que o método padrao resolve HSP para casos abelianos,
e que se um problema II pode ser reduzido a um caso de HSP em que G € abeliano, entao
IT € BQP, e assim possuindo algoritmo quantico polinomial. O método utilizado pode ser

generalizado pelo Algoritmo 1.

Portanto, a probabilidade de sucesso do algoritmo ¢ de a0 menos

Algoritmo 1 Método Padrao para HSP:

1: Inicia um estado com dois registradores, onde o primeiro registrador contém uma sobreposi¢do de
iguais probabilidades sobre os elementos de G.

G, Z 2,0) (3.5)

gEG

2: Aplica a caixa-preta U sobre os elementos de G, armazenando o resultado no segundo registrador.

|G, f) = lg, f(g)) (3.6)
T

3: Realiza uma medi¢ao no segundo registrador, deixando o primeiro registrador em uma coclasse |gH)
de H. Como todas as coclasses possuem o mesmo tamanho, todas sdo igualmente provédveis de serem
obtidas.

gH) = Z |gh) (3.7)
heH
Uma vez que cada coclasse possui a mesma probablhdade de ser obtida, podemos analisar o estado
do primeiro registrador, como um estado misto destas probabilidades, representado pela matriz de
densidade pp, o qual denominamos de estado do subgrupo oculto.

pi == IgH) (gH] (3.8)

G e

4: Utilizando um conjunto de amostras de pg, determinar o subgrupo H.

Note que no algoritmo utilizado para o caso abeliano de HSP aplicamos a transformacgao
quantica de Fourier, deste modo realizando uma amostragem de Fourier. Na Secdo 3.3 discutimos
a aplicacdo da amostragem de Fourier para grupos nao abelianos, apresentando resultados
relevantes para diversos grupos, em especial para o grupo simétrico S,,.
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3.3 AMOSTRAGEM DE FOURIER

Uma vez que o caso abeliano de HSP € resolvido utilizando o método padrao, surge
o questionamento se uma abordagem similar pode resolver casos nao abelianos de HSP, entre
eles o caso onde o grupo G € simétrico. Deste modo, discutimos nesta Secao a amostragem de
Fourier, a qual atua de forma similar e utiliza a transformacio de Fourier para grupos arbitrarios,
apresentada na Definicdo 3.5. Esta secdo tem o intuito de apresentar uma ferramenta muito
utilizada em estudos do HSP, para a qual muitas andlises foram adaptadas de (Childs e Van Dam,
2010).

Sejam L(-) e R(-) representacdes regulares a esquerda e a direita respectivamente, de
modo que L(x) |y) = |xy) e R(x) |y) = |yx‘1>, para todo x, y € G. Realizando uma andlise de
Fourier sobre a representacdo regular a direita, obtemos

R(x) = FGR(x)F
= Z o)y (| ® 14, ® [O'(X)]*_ (3.9)

oel

conforme demonstrado no Apéndice A.
Observe que o estado de uma coclasse de H pode ser escrito utilizando a representacdo
regular a direita na forma |gH) = —= 3,y R(h) |g) e com isso

ViH]

1

PH ==
G

D 1gH) (¢H|

geG

= é D R(h).

heH

Logo, pela Equacdo (3.9), a aplicacdo da transformagdo quantica de Fourier sobre o
estado do subgrupo oculto € dada por:

Pu = FGPHFg;
1 *
- G INCIGEYDY ()|
oeCG heH

*k

- 51 L el el, @ o]
oeG

Note que o estado py € um estado que utiliza trés registradores, o primeiro armazena o
rétulo da representagdo irredutivel, enquanto o segundo e o terceiro registradores, respectivamente,
armazenam informagdes sobre a linha e a coluna das representacdes. Com isso podemos observar
que o estado oy € uma matriz bloco diagonal, onde os blocos sdo rotulados pelas representagcdes
irredutiveis.
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Enquanto para o caso abeliano de HSP a transformacdo de Fourier resulta em uma
matriz de densidade completamente diagonalizada, para casos ndo abelianos ela resulta em uma
matriz bloco diagonal.

I, ® [al(H)]* 0 . 0
gl ¢ ek
0 0 e, @ o ()|

Com a matriz organizada desta forma, ao medir o primeiro registrador obtemos uma
representacdo 0. Uma vez que ndo temos informagdes de o em outros blocos da matriz, nao
perdemos informacdes neste sentido, possibilitando outras andlises apds a medigao.

A probabilidade de uma representacdo o ser observada € dada por

ds

Pr[o] = |G|

Xo(H)"

onde x,(H) = X ey Xo(h), ou ainda, podemos dizer que Pr[o] ¢4 el Bl vezes a quantidade

de vezes que a representacao trivial aparece ao restringirmos a a¢ao de o a elementos de H,
conforme mostrado em (Hallgren et al., 2003).

Note que a probabilidade de uma representacao o ser observada depende apenas dela
mesma e do subgrupo oculto H, ndo dependendo das bases utilizadas para os espagos vetoriais
das representacdes de G, pois ndo medimos os registradores que armazenam informagdes sobre
as linhas e as colunas das representacdes. Este fato torna atrativo medir apenas informagdes sobre
o rétulo das representacdes o. Este procedimento € chamado de amostragem de Fourier fraca.

Utilizando a amostragem de Fourier fraca, € possivel encontrar H se este € um subgrupo
normal (Hallgren et al., 2003). O algoritmo atua de forma similar ao algoritmo utilizado para
encontrar H para o caso abeliano de HSP. Adaptando o algoritmo também € possivel determinar
H em tempo polinomial quando «(G) é suficientemente grande, onde x(G) € a intersec¢ao
dos normalizadores de todos os subgrupos, mais especificamente se | |(G|)| = poly(log|G|)
(Gavinsky, 2004). No entanto a amostragem de Fourier fraca se mostra insuficiente para resolver
HSP para determinados grupos, como € o caso do grupo diedral D,, e para o caso do grupo
simétrico 5, (Grigni et al., 2004) (Hallgren et al., 2003).

Desta forma, precisamos ir além da amostragem de Fourier fraca, medindo também
informagdes sobre a linha e a coluna das representacdes. Observe que o segundo registrador
nao depende de H, logo, apés uma amostragem de Fourier fraca podemos ignorar o segundo
registrador, resultando no estado

%
]

P = o ()

onde o € a representacao observada durante a amostragem de Fourier fraca.
O procedimento de realizar medi¢des no estado py . € chamado de amostragem de

Fourier forte. Para tal, podemos escolher uma base especifica ou entdo utilizar uma base aleatoria.

Esta dltima, denominada de amostragem de Fourier forte aleatoria, ja € significativamente mais

poderosa que a amostragem de Fourier fraca, produzindo informacao suficiente para resolver

HSP para o grupo de Heisenberg (Radhakrishnan et al., 2005) e outros grupos interessantes (Sen,
2006) (Moore et al., 2007).

(3.10)
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Apesar de resultados promissores para diversos grupos, esta abordagem nao resolve
HSP para o caso simétrico 5,,. Mesmo para bases escolhidas cuidadosamente, a amostragem
de Fourier forte ndo € capaz de distinguir se H € subgrupo trivial ou uma involucao aleatéria
(Moore et al., 2005), isto €, uma permutacgao r tal que 7(7(G)) = G. Ainda, foi provado que
para medi¢cOes emaranhadas em pares de registradores a amostragem de Fourier necessita de
¢Q(nflogn) experimentos para distinguir tais subgrupos (Moore e Russell, 2005).

Nas palavras de Cristopher Moore, “nenhum algoritmo remotamente parecido com o
algoritmo de Shor resolvera isomorfismo de grafos” (Moore, 2018), dado que isomorfismo de
grafos € polinomialmente equivalente a #GA. Desta forma, € necessdrio buscar alternativas para
tentar resolver o problema.

3.4 VERSAO DE DECISAO DE HSP

Uma vez que a amostragem de Fourier ndo consegue distinguir se H = {e} ou nio,
voltamos nossa atencao para a versao de decisao do problema do subgrupo oculto (dHSP, de
decision Hidden Subgroup Problem).

Definicao 3.7 (Problema de decisdo do Subgrupo Oculto). Dado um grupo G e uma func¢ao
f G — §, onde S um conjunto finito e f oculta um subgrupo H em G, o problema consiste
em decidir se |H| = 1 (instancia positiva) ou |H| > 2 (instincia negativa).

Nesta versdo, consideramos que a fungdo f € dada por um circuito Cy de tamanho
polinomial em log |G| ao invés de uma caixa-preta, que recebe como entrada codificagoes de
elementos de G e tem como saida strings de m bits. Desta forma, trabalhamos com uma versao
de HSP qual podemos relacionar as classes de problemas de promessa apresentadas no Capitulo
2.

Ainda que esta versdo ndo seja a Unica versdo de decisdo de HSP (Sdroievski et al.,
2019b; Ablayev e Vasiliev, 2009; Friedl et al., 2003; Wang, 2010), ela € a versdo mais comumente
encontrada na literatura, sendo estudada tanto na computacdo cldssica (Sdroievski et al., 2019b)
como na computacdo quantica (Kempe e Shalev, 2004; Ettinger et al., 2004; Hayashi et al., 2008).

Um caso particular de dHSP € a versdo de decisdo do problema de automorfismos de
grafos (GA, de Graph Automorphism)

Definicao 3.8 (Problema de Decisao de Automorfismos de Grafos - GA). Dado um grafo G,
determinar se G possui um automorfismo nao trivial.

Apesar de ndo sabermos se dHSP estd em NP, o problema estd em coNP, uma vez que
para |H| > 2, podemos usar um elemento & # ¢ € H como um certificado para uma instancia
negativa. Para verificar o certificado, basta testar se f(h) = f(e).

Foi apresentado em (Sdroievski et al., 2019b) um protocolo de conhecimento zero
perfeito com um verificador honesto para dHSP, estabelecendo assim que dHSP € HVPZK. Além
disso, (Sdroievski et al., 2019b) mostrou que se conhecemos o tamanho do grupo G, como € o
caso para grupos de permutacdes (Seress, 2003), entdo existe uma reducdo de Karp polinomial de
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dHSP para o Problema de Aproximacao da Entropia (EA), um problema de promessa completo
para NISZK.
AM N coAM
/ T
coNP NP HVPZ{

\ PlK/NISZK

dHSP NIPZK
! |
dHSP,  NIPZK,
[
BPP

/

Figura 3.1: Relag@o conhecida entre classes de complexidade e dHSP. A seta A — B representaque: AC Bse Ae
B sao classes; A € B, se A é um problema e B é uma classe; A é uma caso particular de B, se ambos A e B sdo
problemas.

P

Em (Kempe e Shalev, 2004) € apresentado um estudo sobre amostragem de Fourier e
dHSP para grupos de permutagdes, onde o objetivo € determinar casos nos quais a amostragem de
Fourier € capaz de distinguir H do subgrupo trivial. Nesse contexto, € dito que H € distinguivel
se a amostragem fraca de Fourier ou a amostragem forte de Fourier, com bases aleatérias, nos
fornece informacao suficiente para distinguir H do subgrupo trivial. Um de seus resultados
principais € o seguinte teorema

Teorema 3.9 (Kempe e Shalev, 2004). Quando H < S5, e |H| = poly(n), H é distinguivel se e
somente se min{sup(h) : h # e € H} € constante. O

Isto €, quando H tem tamanho polinomial, H € distinguivel se e somente se H contém
uma permutacdo na qual todos, exceto por ¢ de pontos, sdo fixos, onde ¢ é uma constante que
independe de n. Deste modo, a medida que n aumenta, o nimero de subgrupos distinguiveis
continua em fung¢do de c.

Adicionalmente, sao apresentados outros teoremas que discutem casos onde |H| ndo é
polinomial, em particular onde H € primitivo. Ainda, (Kempe e Shalev, 2004) levanta a seguinte
conjectura

Conjectura 3.10 (Kempe e Shalev, 2004). Se H < S, é distinguivel, entdo min{sup(h) : h #
e € H} é constante. O

Uma vez que existe apenas um niimero polinomial desses elementos em 5,,, a conjectura
implica que a tanto a amostragem fraca de Fourier como a amostragem forte de Fourier, com
bases aleatdrias, ndo oferecem vantagens sobre a busca exaustiva cldssica para resolver dHSP.

Desta forma, observamos que os algoritmos quanticos atuais nao trazem vantagens em
relagdo aos algoritmos cldssicos para o problema de automorfismo de grafos, sendo o melhor
algoritmo o algoritmo quasipolinomial de Babai (Babai, 2016), tendo custo computacional
de tempo exp(O((logn)¢) para alguma constante ¢ > 0. Esse resultado foi posteriormente
aprimorado, demonstrando-se que € possivel resolver o problema com ¢ = 3 (Helfgott et al.,
2017).
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4 RESULTADOS

Dedicamos este capitulo a apresentar resultados e andlises originais obtidas neste
trabalho. Na Secdo 4.1 apresentamos uma heuristica quantica desenvolvida para dHSP, uma
alternativa aos algoritmos que utilizam amostragem de Fourier e métodos utilizando até entdao
para abordar o problema.

Investigando classes de complexidade de provas de conhecimento zero, mostramos a
relagdo de dHSP com a classe de provas de conhecimento zero NIPZK; (i.e. NIPZK com comple-
tude perfeita), discutida na Secdo 4.3. Mais especificamente, mostramos que se conseguimos
amostrar uniformemente os elementos de G e de um superconjunto Ay da imagem de f, tal que
|A¢| = |G|, entdo dHSP admite uma prova ndo-interativa de conhecimento zero perfeito com
completude perfeita (NIPZK}).

Na Secido 4.4 apresentamos a prova de que NIPZK; possui um problema completo, que
€ uma versao restrita de um problema de promessa completo para a classe NIPZK.

Os resultados apresentados nas Secdes 4.3 e 4.4 foram publicados em Costa et al. (2023).

4.1 MULTIPLICACAO DE COCLASSES EM SOBREPOSICAO

Uma vez que ha indicios para acreditar que a amostragem de Fourier ndo oferece
vantagens para resolver dHSP para o grupo simétrico e outros casos de grupos ndo abelianos,
consideramos uma heuristica que se beneficia quando um grupo € nao abeliano.

Na Figura 4.1 apresentamos um circuito quantico que utiliza a heuristica proposta,
retornando um estado p®. Para alguns casos de dHSP conseguimos mostrar que, quando o
subgrupo oculto é o subgrupo trivial, p® é um estado puro que representa um elemento g € G, e
quando o subgrupo oculto ndo é o subgrupo trivial, p? é estado misto no qual todo elemento do
grupo possui probabilidade préxima de |G|~! de ser obtido em uma medico.

Uma vez que assumimos que para um grupo (G, %) conseguimos computar * em tempo
polinomial em log |G|, conseguimos, pelo Lema 2.7, construir um operador quantico U, tal que,
para quaisquer a, b € G, U, |a) |b) |0) = |a) |b) |a = b). Ainda em tempo polinomial em log |G|,
conseguimos construir o operador quantico U, ,,, sendo m polinomial em log |G|, tal que, para
quaisquer aj,as - ay € G,

Ui lar) |az) -+ lan) 10) = lay) |az) -« lay) lay * az % - ap) .

Consideramos também que conseguimos gerar a sobreposicio |G) = ——=

Vicl 2 g€G |g)
para o grupo G em questao.
Similarmente a matriz maximamente mista em n qubits //2", para um conjunto S C G,
denotamos por 1/S a matriz maximamente mista do conjunto S, dada por

1/S = ! le} (s|.

|S| ses

Dada uma sequéncia (g, - - - , gn) de elementos de G, seja um passeio aleatério ‘W no
grafo de Cayley I'(nclg(H), H®) que inicia no elemento identidade e no i-ésimo passo escolhe
uniforme e independentemente ao acaso um elemento de Hé:.
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Dada uma sequéncia (g1, - - - , gm), a probabilidade de o passeio aleatério ‘W terminar
no elemento g € dada por

DI v a
—m .« o o ) ) .
|H| nieH8l  h,cHsm 0 caso contrario.
Dizemos que a sequéncia (g1, - - - , gm) € uma sequéncia boa se o passeio aleatério W

gera uma distribui¢do préxima da uniforme em distancia Ly, isto &, L1(Xaw, Uyci; (1)) < €.

Teorema 4.1. Se existem um m = poly(n) e um e tais que a0 menos % das sequéncia sao boas,
2

entdo com probabilidade ao menos £, conseguimos produzir um estado p? tal que
Se |H| =1,entdio D (p®,1/G)=1-1/G;
[ncle (H)

Se |H| > 2,entio D(p%,1/G) <1 - Gl

Demonstragao. Utilizando o método padrao, obtemos m sobreposi¢des de coclasses de H,
escolhidas uniforme e independentemente ao acaso, sejam |a1H),|axH),---|a,H). Entao
aplicamos o operador U, ,,, sobre |ajH) |asHY) - - - |a, H) |0, produzindo um estado p® no tltimo
registrador. A Figura 4.1 apresenta o circuito quantico correspondente a este procedimento.

Obtendo uma coclasse aleatoria

|G) T ! a1 H)

0) Ur =57

Obtendo uma coclasse aleatoria

|G) T $ |am H)

0) U =5+

B

0) Uer == p

)

Figura 4.1: Circuito quantico de multiplicacdo de coclasses do subgrupo oculto.

E facil observar que se o subgrupo oculto é o subgrupo trivial entdo aH = a, para todo
a € G,logo, quando |H| =1, pB = |g) (g|, onde g = aj * ap * - - - * a,,, e portanto

1
D(p®,1/G) =1 o
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Analisamos agora o caso onde o subgrupo oculto ndo € o subgrupo trivial, isto &, |H| > 2.
Ap6s aplicar o operador U, ,,, o estado do sistema se encontra no estado

|¢>( D larsh )( Zlaz*h2>)

h1€H

h2€H
[ 3 o) (|>)
h €H
Cuja matriz de densidade € dada por
p:i Z |a1*h1><a1*h'| ®
|H] , £ 1
/’l],hIEH
1 , 1 /
ﬁ Z |a2*h2><a2*h2|)®---®(ﬁ Z |am*hm)<am*hm|)®
hy.hyeH B, iy €H

|a1>x<h1*az*hz*---*am*hm><a1*h'l*az*h'z*---am*hﬂ).

Realizando o trago parcial no primeiro registrador, obtemos a matriz de densidade
reduzida

pm XY Y (|a1*h1><a1*h’1|)®

hl,h’leH hz,h’zeH N h,€H
(|az*h2><az*h'2|)® (|am*hm><am*h|)

(|a1*hl*az*hz*---*am*hm)<a1*h’l*az*h’z* Ay, |)

Que pode ser reescrita como

pAz,...,Am,leHllm Z Z Z (<a1*h/1|dl*h1>)®

hi,h\€H hy,hyeH R, €H
(laz*h2)<az*h'2|)® (|am*hm><am*h |)
(|a1 * Ny >x<a2>x<h2>x<~-->x<am*hm><a1 *h'l*az*h'z*~--am*h;1|).

Como <a1 * h’l|a1 * h1> = 1 se e somente se /1

plain |H|m Z Z Z

hi€H hy, h’eH o h€H
(|az*h2><az*h'2|)® (lam*hm><am*h|)

(|a1>x<h1*az*hz*---*am*hm><a1*h1*ag*h'z* Ay * ), |)

= h’l, e 0 caso contrario, temos
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Repetindo este processo, conseguimos obter a matriz de densidade reduzida referente
ao ultimo registrador.

P = THP Z lar s hy s ag s hy s % ap o hy) (ar x hy s ag s hy s -+~ ap * hy|
hy s o €H

Para analisar o estado p®, faca

seayxhys---%ayx*h, =4g;
Sg(al»"' am)—z Z " "

oy =¥ 0 caso contrario.

Desta forma, temos p? = 2eG S (a|lH|ma’") lg) (g|. Observe que, como Va,b € G,

ab = aba™'a = b%a, temos

alhlazhz ce amhm = hl‘”alazhg s amhm
= h]alhzalazalaz B -amH
= hlal hzalaz . e hmalazmamalaz ey

- hlglhzgz ... hmgmgm

onde g1 = ai, g = aiaz, -+ ,gm = aiaz - --a,. Logo podemos reescrever S,(ai,--- ,a,) da
seguinte forma

Sehgl **hgm*gm:g,
Sitan = Y 3 [
hieH hocH caso contrario

DYy L st

hieHs h cHem 0 caso contrdrio.
m )

Ainda, temos

1 sehy*---xh, =g
Sg*gm(al,"',am)Z Z m=8

heds negen (O caso contrdrio.
) m

:Tg(gl"" ’gWZ)

Desta forma, o estado p® pode ser descrito por

S*m(al"”’a )
pl= > T (g g (g + gl
& |H|

T(gl""’g)
= 2 g 8 v am) (g gl
geG
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Isto torna-se particularmente ttil para analisar a distancia do trago entre p? e 1/G, dada
por

Tg(gl," ' ’gm) _ L
|H|™ 1G]

D" 1/G) =5 Y
geG

Utilizando a propriedade da desigualdade do trago, temos

D(p®,1/G) < D(p®, I/nclg(H)) + D(I/ncl(H), 1/G))
_ |nclg (H)|

=D(pB,I/nclg(H)) + 1 Gl

Observe que se g ¢ nclg(H),entdo Ty (g1, -+ , gm) = 0, para quaisquer g1, -+ ,gn € G.
Pois, por definicido H‘lgHg -+ H$ C nelg(H), logo

T(gl""’gm) 1
D(p® Ifnclg(H) = > |- - .
P BT inclg (H)]
Dado que, com probabilidade ao menos %, (g1, -+ ,&m) € um sequéncia boa, entio,
com probabilidade ao menos % temos
T(gl""»gm) 1
D(p®, I/nclg(H)) = Z § - <e.
i | incl (H)]

Portanto L (H

D(p®,1/G) SI—W+6. O

Quando H é um subgrupo normal de G, nclg(H) = H e portanto

|H|
DB, 1/G) <1 - +e.
|G
1

Ainda é possivel mostrar que se H < G, entdo p? = K Sheg | gm) |h=gm) €
D(p?.1/G < 1-13.
Por outro lado, se H ¢ G, H # nclg(H). Se |nclg(H)| for suficientemente grande, a

distancia do traco serd pequena. Um exemplo € quando G € o grupo simétrico S, para o qual,
quando n > 4, o Gnico subgrupo normal ndo trivial € o grupo alternante A,,.

Corolario 4.2. Se G ¢ o grupo simétrico 5, e existem um m = poly(n) e um e tais que a0 menos
% das sequéncia sdo boas, entdo com probabilidade a0 menos % conseguimos produzir um estado
o8 tal que

1
Se |H| = 1,entdio D(p®,1/G)=1- ek

1
Se |H| > 2,entio D(p®,1/G) < Ste
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Demonstragdo. Dado que o Unico subgrupo normal ndo trivial de 5,,, para n > 4, é o grupo

alternante A, se |[H| > 2, entdo % > %, pois |5, | = 2|A,]. O

Conjectura 4.3. Se G € o grupo alternante A,, entdo conseguimos, com alta probabilidade,
produzir um estado p® tal que

Se |[H| = 1,entdo D(p®,1/G)=1- G

1
Se |H| > 2, entdio D (p5,1/G) < §+e.

4.2 INDICIOS DA CONJECTURA 4.3

Destacamos a semelhanca do algoritmo apresentado na Se¢do 4.1 com um passeio
aleatorio em R = (Jyzecy,; (my H®, n0 qual iniciamos no elemento identidade e €, a cada passo,
escolhemos uniforme e independentemente ao acaso um elemento de R. Note que no algoritmo
apresentado, a cada passo, escolhemos uniforme e independentemente ao acaso H® € Clg(H).

Caso seja possivel formalmente estabelecer uma relagao entre os passos do algoritmo
apresentado e tal passeio aleatdrio, poderiamos utilizar o resultado de Lulov e Pak (2002) (ver
Teorema 4.4 a seguir), que € um desdobramento de anélises presentes nos trabalhos de (Lulov,
1996; Pak, 1997; Aldous e Fill, 2002), para obtermos casos interessantes em que o algoritmo se
aplica, como a Conjectura 4.3.

Teorema 4.4 (Lulov e Pak, 2002). Sejam G um grupo finito € R um conjunto gerador simétrico
para G. Entdo um passeio aleatério em R gera uma distribuicdo préxima da uniforme (em
distancia L) em diam(G, R) log |G| passos, onde diam(G, R) é o didmetro do grafo de Cayley
I'(G,R). O

Uma vez que H¥, para todo g € G, € um subgrupo, o conjunto R = Upzecim) H® €
um conjunto gerador simétrico para nclg (H). Utilizando do fato que o didmetro de um grafo
k-regular de n vértices é O (n/k), e o grafo de Cayley é um grafo | R|-regular quando R é simétrico,
temos a relacao

. G|
diam(G,R) = O(—).
IR|
Por defini¢do, |CI(H)| < |R| < |H| - |CI(H)|, logo % < % Pelo Lema 2.24 temos
|CI(H)| = % e portanto

diam(G, R) = O(INg(H)|).

Isto nos mostra que quanto menor o tamanho do conjunto Ng(H) (H distante de ser um
subgrupo normal), menor serd o nimero de passos necessdrios para que o passeio aleatdrio gere
uma distribui¢do préxima da uniforme.

Sendo possivel estabelecer uma relagdo entre o algoritmo apresentado na Secdo 4.1 e tal
passeio aleatdrio, os seguintes indicios poder ser utilizados para demonstrar a Conjectura 4.3.

Uma vez que temos o Coroldrio 4.2, o problema GA torna-se um caso interessante de
se analisar, pois independe da ordem de nclg(H). Para o contexto de passeios aleatorios e
nclg(H) = A, o seguinte teorema nos auxilia a determinar o nimero de passos necessario.

Teorema 4.5 (Arad e Herzog, 2006). Seja C # {e} uma classe de conjugacdo de A,, entdo
Cril = p,. .
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Utilizando o Teorema 4.4, podemos observar que diam(G,C) < [5] e portanto um
passeio aleatério em R gerauma distribuicio préxima da uniforme em O (n log |A,|) = O (n? log n)
passos. Deste modo, com m = poly(n) passos conseguimos uma distribuicio préxima da uniforme
em um passeio aleatério em R.

Ainda para o caso do grupo alternante, temos 0 seguinte teorema que nos indica que
existe uma sequéncia (g1, -, gn), com m = poly(n), tal que todo elemento g € A, possui
probabilidade positiva.

Teorema 4.6 (Liebeck et al., 2010; Liebeck et al., 2012). Sejam G um grupo simples finito
e A C G tal que |A| > 2, entdo existe uma constante absoluta ¢ tal que G € o produto de N
conjugados de A, para algum N < clog|G|. O

Apesar do Teorema 4.4 demonstrar a existéncia de uma sequéncia com pelo menos m
elementos, neste caso m € linear log(|A,|) e ndo poly log(|A,|). Isto nos permite flexibilizar este
termo em outras andlises, na tentativa de alcancar o resultado desejado para a Conjectura 4.3.

4.3 DHSP E CLASSES DE CONHECIMENTO ZERO ESTATISTICO

Para o caso classico de dHSP, € dado um circuito Cy de tamanho polinomial que recebe
como entrada elementos de G e retorna strings de m bits, de modo que Cy computa a fungio f
que oculta um subgrupo H em G.

Observando que o conjunto imagem /m( f) da fun¢do f tem no maximo |G| elementos,
apontamos que o circuito Cy tem no maximo |G| safdas diferentes possiveis. Utilizando esta
observacao, definimos por dHSP,, como o caso particular de dHSP no qual podemos amostrar
uniformemente elementos de G e de um conjunto Ay € {0, 1}", de forma que Im(f) C Ay e
|A¢| = |G|. Embora este caso particular possa parecer artificial, observe que ele se aplica a
casos importantes, como quando G = Z,, com adi¢do ou multiplicagdo modular. O Corolério 4.8
explora mais alguns casos que satisfazem as condi¢oes de dHSPy,,. A Figura 4.2 apresenta o
resultado obtido para dHSP,,.

AM N coAM

coNP NP HVPZK

\ PlK/NlSZK

dHSP NIPZK
dHSP;  NIPZK;

T

Figura 4.2: Relagdo entre as classes de complexidade estudas e o resultado obtido para dHSP. A seta A — B
representa que: A C B se A e B s@o classes; A € B, se A € um problema e B € uma classe; A é uma caso particular
de B, se ambos A e B sdo problemas. Nosso resultado € destacado por uma seta vermelha em negrito.

P

Teorema 4.7 (colab. H. Hepp). dHSPy,, € NIPZK].
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Demonstragdo. Sejam r € Ay, escolhido uniformemente ao acaso a CRSe B, = {g € G :
f(g)=r}.

O provador P escolhe g € B, se B, # (0, e g € G caso contrario, € envia para o
verificador V, que aceita se f(g) = r e rejeita caso contrario.

Como C € um circuito de tamanho polinomial, o verificador V computa f(g) em tempo
polinomial. Se |H| = 1, entdo V sempre aceita, garantindo a propriedade de completude. Agora,
mostramos a propriedade de corretude. Se |[H| > 2, entdo |[Im(f)|/|G| < 1/2. Comor € Ay é
escolhido uniformemente ao acaso, a probabilidade de r € Im(f) é no maximo 1/2. Logo, a
probabilidade de existir g € G que P possa enviar para V tal que f(g) = r € no maximo 1/2.

Para mostrar a propriedade de conhecimento zero, seja S o simulador que escolhe
g’ € G uniformemente ao acaso e computa ' = f(g’). Como |H| = 1, a fungdo f € uma bijecdo,
obtendo 7" € Ay também uniformemente ao acaso. Portanto, as transcrigdes (Cyr,r’,g’) do
simulador S e as transcri¢gdes (C, r, g) do protocolo sdo identicamente distribuidas sempre que
|H| = 1. O

Os Corolarios 4.8 e 4.9 seguem imediatamente do Teorema 4.7.

Corolario 4.8 (colab. H. Hepp). Se amostramos uniformemente ao acaso elementos de G, e se
Ay € o conjunto das primeiras |G| strings em ordem lexicogréfica, entdo dHSP € NIPZK;. O

Corolario 4.9 (colab. H. Hepp). Se amostramos uniformemente ao acaso elementos de G, e o
circuito Cy tem como saida strings de tamanho log |G|, entdo dHSP € NIPZK;. O

4.4 UM PROBLEMA COMPLETO PARA NIPZK COM COMPLETUDE PERFEITA

A classe NIPZK foi definida por Malka (2008), no qual também foi apresentado o
problema Uniforme (UN, de Uniform) e mostrado que este € completo para NIPZK. Ainda para
a classe NIPZK, foi mostrado em Morrison e Groce (2020) que existe um oraculo O tal que
NIPZK® ¢ BQPP.

A seguir, apresentamos a defini¢do do problema UN, onde U,, denota a distribuicao
uniforme sobre todas as strings de m bits, e sup(X) = {y € {0, 1} : Pr[X = y] # 0} é o suporte
da distribuicdo X.

Definicdo 4.10 (Problema Uniforme). Dado um circuito polinomial C : {0, 1}* — {0, 1}"*1,
onde n e m sdo inteiros ndo negativos, que codifica um distribui¢do de probabilidade X,
decidir entre:

UNy = {X : A(X[1..m],U,,) =0ePr[X[m+1] = 1] >2/3};
UNy = {X : [sup(X)n{0,1}"1| <2"/3},

prometido que vale um dos casos.

Embora nao tenha explicitamente provado por Malka (2008), foi sugerido que uma
versao restrita do problema também seria completo para a classe NIPZK.

Definimos o problema Uniforme-ou-Menor (US, de Uniform-or-Small). Este problema
também foi estudado por Dixon et al. (2020), que mostrou que existe um ordaculo O relativo ao
qual US nao estd na classe probabilistica SBP (Small Bounded-Error Probability).
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Definicao 4.11 (Problema Uniforme-ou-Pequeno). Dado um circuito polinomial C :
{0, 1}"* — {0, 1} que codifica uma distribui¢do X, decidir entre:

UsSy = {X : A(X,U,) =0};
USy ={X : |sup(X)| < 2"/3},

prometido que vale um dos casos.

Teorema 4.12 (colab. H. Hepp). US é completo para NIPZK;.

Prova de que US € NIPZK;.

Faca r € {0, 1} escolhido uniformemente ao acaso como a CRS e B, = {m € {0, 1}" :
X(m) =r}. O provador P escolhe 7 € B, se B, # 0, e m € {0, 1}" caso contrario, e envia para o
verificador V, que aceita se X () = r e rejeita caso contrario.

Como C ¢ um circuito polinomial, o verificador V computa X (1) em tempo polinomial.
Se X € USy, entdo V sempre aceita, garantindo a propriedade de completude. Agora, para
a propriedade de corretude, se X € USy entdo, como |sup(X)| < 2™/3 e r é escolhido
uniformemente ao acaso, a probabilidade de r € sup(X) é no maximo 1/3. Portanto, a
probabilidade de que existe 7 € {0, 1}" tal que X () = r € no maximo 1/3.

Para garantir a propriedade de conhecimento zero, faca X € USy e S o simulador que
escolhe 7" € {0, 1}" uniformemente ao acaso e computa r’ = X(n’). Quando X € USy, obtemos
r’ € {0, 1}' uniformemente ao acaso. Portanto, as transcri¢des (X, r’, ') do simulador S e as
transcrig¢des (X, r, r) do protocolo sdo identicamente distribuidas sempre que X € USy. U
Prova de que US é NIPZK-dificil.

Sejam IT = (Ily, [1y) um problema NIPZK; e (P, V) seu respectivo protocolo. Para o
protocolo (P, V) de I1, sejam r sua CRS e S seu simulador, onde rg € string aleatéria de entrada
de S.

Para mostrar que I1 possui uma redu¢do Karp polinomial para US iremos mostrar que
existe uma mdquina de Turing polinomial que, na entrada x € Ily U Ily, devolve um circuito
C : {0, 1}|r5| — {0, 1}"| que codifica uma distribui¢ao X, tal que se x € Ily, entdo X € USy, e
se x € Iy, entdo X € USy. Dado x, o circuito C € construido de modo que, na entrada uma
string rg, emula a computagdo de S em x sob a aleatoriedade rg, produzindo a visao {(x, r, 7),
onde r é a CRS de (P,V) e m é a mensagem enviada de P para V. Entdo, C devolve r se
V(x,r,n) = accept,e 0"l caso contrério.

Agora, nds analisamos a redu¢do. Se x € Ily, entdo V(x,r,m) = accept. Por
construgdo, C devolve r. Como rg € a CRS para US, uniformemente distribuida, o simulador S
retorna a string r também de maneira uniformemente distribuida. Deste modo C codifica uma
distribuicdo uniforme X. Se x € Iy, mostraremos que |sup(X)| < 2I"1/3. Pela condicdo de
corretude, a probabilidade do verificador V (x) aceitar € menor que 1/3. Logo, por construgao,
em mais de 2/3 dos casos, temos a string 0"l como saida de C. Portanto, |sup(X)| < 2"/3. O

Obviamente, a expressao |sup(X)| < 2™ /3 na defini¢do de US (Defini¢ao 4.11) pode
ser substituida por |sup(X)| < B - 2™, para qualquer constante positiva 8 < 1, e o Teorema 4.12
também serd védlido. Em Dixon et al. (2020) US foi definido de maneira equivalente, com

B=1/2.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizamos uma andlise sobre um algoritmo quéntico de multiplicagdao
de coclasses para a versdo de decisdo do problema do subgrupo oculto (dHSP). Isso nos permitiu
identificar casos especificos de grupos ndo abelianos nos quais a multiplicagdo de um nimero
polinomial de coclasses em sobreposicdo resulta em um estado com distancia de traco, em relacao
ao estado maximamente misto, proxima de 1 quando o subgrupo oculto € o subgrupo trivial, e
distante de 1 caso contrario.

Ao analisar o algoritmo apresentado, observamos que o resultado sobre a distancia do
traco € bastante distinto quando o subgrupo oculto € um subgrupo normal, sendo, neste caso,
relacionado a ordem do subgrupo oculto, e ndo distante de 1, quando o subgrupo oculto nao € o
subgrupo trivial. Além disso, foram apresentados indicios de que para o grupo alternante A,,,
resultados mais robustos podem ser enunciados.

Atualmente, estamos investigando algoritmos para estimar a distancia de traco, de modo
que possamos aplicar nos resultados obtidos e, possivelmente, encontrar casos particulares de
dHSP que podem ser resolvidos por meio da multiplicacdo de coclasses aleatérias. Uma vez que
o algoritmo apresentado possui semelhangas com um passeio aleatério, também consideramos,
como continuidade deste trabalho, o estudo de passeios quanticos em grafos, os quais sao
similares a passeios aleatorios em grafos, mas em um contexto quantico.

Ao investigar provas nao-interativas de conhecimento zero, mostramos condi¢des
suficientes para que casos particulares de dHSP admitam provas ndo-interativas de conhecimento
zero perfeito com completude perfeita, demonstrando que esses casos particulares pertencem a
classe NIPZK;.

O estudo da relacdo entre as classes de protocolos ndo-interativos e a classe BQP
também € um tdpico de interesse que pode ser aprofundado em pesquisas futuras. Uma vez
que se acredita que a classe SZK nio estd contida em BQP e que as classes nao-interativas sao
menores que SZK, torna-se interessante investigar se existem algoritmos quanticos polinomiais
para problemas que se encontram nessas classes de complexidade.
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APENDICE A - LEMATA

Dedicamos este apéndice a apresentar e demonstrar Proposi¢des e lemas que utilizamos
nos capitulos principais da dissertacao.

Lema A.1. Seja G um grupo e x € G, entdo
A _ T _ *
R(x) = FGRWFL = Y o) (ol ® 1y, ® [U'(x)] (A1)
oe6

Demonstragcdo. A demonstracdo apresentada a seguir foi retirada e adaptada de (Pearce-Crump,
2020).

R(x) = FGR(x)F;

(Z 2) (2l )R(x)(z 15 <y|)

zeG yeG

D18 (el (5

2,y€G

D) 3

yeG

(A.2)

Logo

do

dor
Ro=Y, 3 2 3 Y o] [0 ek ek @)

%
VG g.grel Jk=1 j k=1 | /

Como
d

], = S o] o],
Entao

dy  dy

k=Y 3 Y ) fgdl""[a(y)]j,l[(r(x—l)]l’k[a'<y>] LT R (K]

*
i’
veG .07 JokiI=1 j/ k=1 ]

(A4)
Pela ortogonalidade de redugdes irredutiveis temos
dy , *
le)| |0, =b00sisiwe (A5)
1G4 il J'k

onde 6, = 1 se o é uma representacdo isomorfica a o, caso contrdrio 6, o = 0.
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Substituindo na Equagado (A.4) obtemos

EE YD) e lorgik) (e (A6)
oeG J.k.I=1 |
Como ., ; .
7], = o] = el = el
Portanto
dy dy dy .
R =Y (|a> @l (D nul)e (Y |rw] 1w <z|))
= =1 k=1 1=1 ’
-y (|0'> (@, ® [o‘(x)]*)
O'GG
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APENDICE B — TEORIA DE REPRESENTACAO

Para melhor compreender representacoes irredutiveis, observamos que toda representa-
¢ao irredutivel € indecomponivel, isto €, nao pode ser escrita pela soma direta de duas outras
representagoes.

Dizemos que um espaco vetorial V € a soma direta de dois subespagos vetoriais Vi e V;
de V, denotada por V = V| @ V>, se todo v € V pode ser escrito unicamente por v = v| + v, onde
v1 € Vi evy € vy. A soma direta de duas representacdes o : G — GL(Vy)eor : G — GL(V3),
que denotamos como o @ 0» : G — GL(V| & V,), para todos os elementos g € G, vetores
v1 € Vi, e vetores v, € V5, € definida da seguinte forma:

(01 ® 02)(g)(vi,v2) = (01(8) (v1), 02(8) (v2)).

Se escolhermos bases para os espacos vetoriais V| e V», entdo para todo g € G, temos

oD O _ [0'1(8)] 0
[( 1 2)(8)]— 0 [0_2(8)] .

Uma representacdo o : G — GL(V) é dita indecomponivel se para quaisquer duas
representacdes o1 : G — GL(Vy)eon : G — GL(V;), onde V| e V; sdo subespagos nio triviais
de V, entdo o 2 o @ 0. Isto €, se ndo existem duas representagdes tais que sua soma direta é
isomorfa a o.

O Teorema B.1 introduz o Lema de Schur, um resultado importante na teoria de
representacoes.

Teorema B.1 (Lema de Schur). Sejam o] : G — GL(V)) e 0o : G — GL(V,) duas repre-
sentacOes irredutiveis de um grupo G e seja T : Vi — V, uma transformagdo linear tal que
Tooi(g) =02(g)oT paratodo g € G.

e Seoy Z2onentaioT =0.
* Se Vi =V, e 01 =0y entdao T é um multiplo escalar da identidade. O

Utilizando o Lema se Schur, é possivel inferir os teorema da ortogonalidade de
representacdes irredutiveis e o teorema da ortogonalidade de caracteres.

Teorema B.2 (Ortogonalidade de representacgdes irredutiveis). Sejam o1, o duas representacdes
irredutiveis de um grupo G, entdo

d, .
ﬁ Z a1 (g)jl,klo-Z(g)jz,kz = 001,020,720k ks
geG

onde 0y 0, = 1s€ 01 = 02,€ 05,0, =0 01 2 02. O

Teorema B.3 (Ortogonalidade de caracteres). Sejam o, 0 duas representacoes irredutiveis de
um grupo G, entao

1 .
ﬁ ZXO'I (g) )(0'2(g) = 00y,0
geG

onde 05 o, = 1s€ 0] = 02,€ 04,0, =0s€ 01 2 02. |



