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“ Fu sei tudo sobre a entropia, disse Adell, mantendo a sua dignidade.
- Duvido que saiba.

- Fu sei tanto quanto vocé.

- Entao vocé sabe que um dia tudo terd um fim.

- Esta certo. E quem disse que nao terda?”

A Ultima Pergunta - Isaac Asimov



RESUMO

Dados 1 <r <p <neue WH(R") tal que ||ul|z-mn) = 1, consideremos a

desigualdade Euclidiana de r-entropia

/ |ul"log |u|" dx < Llog (A/ |Vul? d:v) ; (1)
n np —nr+pr n

onde A ¢é uma constante positiva. Considere a constante 6tima Fuclidiana da desigual-

dade de r-entropia

Ac(p,r) =inf{A € R; (1) é valida}.

Disto, obtemos a desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia

/ lu|" log |u|" dz < Llog (Ae(p, r)/ |Vul? dx) : (2)
n R

np —nr+pr
Consideremos agora (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, suave, sem bordo e

de dimensao n > 2 e a desigualdade Riemanniana de r-entropia

Bt (ul") < Olog (A ([ 1w an) 5 ([ o d)) ®)
M M

onde u € H'P(M) é tal que ||ul|z-(vy = 1, os parametros 1 <r <p<nel <7<

min{2,p} e A, B s@o constantes positivas,

npr
7(r(p—n) +np)

Enta, (|ul") = / uf" log uf” dvy e C = Cln, p,r,7) =
M
Definimos a primeira constante 6tima Riemanniana de r-entropia
Aent = Inf{A € R; existe B € R tal que (3) ¢ valida}.

Mostramos que é valida a primeira desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia

Entan, (|ul") < C'log (A ( Nz dvg)”w( / |u|Pdvg)p), (4)
M M



além disto, A.,; nao depende da métrica g da variedade Riemanniana M e vale
Aent - Ae(pa T‘);.

A partir de (4), podemos considerar a segunda constante 6tima Riemanniana de -
entropia

Bene = inf{B € R; (4) é valida}.

E imediato da definicao acima que vale a segunda desigualdade 6tima Riemanniana de

r-entropia,

Entg,,(|u|") < Clog (Aent (/ |V ul? dvg> ’ + Bt (/ |ul? dvg) p) , (5)
M M

e esta é a melhor desigualdade, no sentido que nao podemos diminuir as constantes A e
Bem (3). As fungdes u € H"?(M) tais que |Jul|r(ar) = 1 que fazem valer a igualdade em
(5) sao ditas fungdes extremais da desigualdade étima Riemanniana de r-entropia. Caso
1 <7 <min{2,p} ou 7 = p < 2, entao a segunda desigualdade étima Riemanniana de
r-entropia admite funcao extremal e caso 7 = 2 obtemos a seguinte limitacao por baixo

para a segunda constante otima

e 60 MEp U L "

onde ¢ € C'(R") é uma funcio extremal para (2) - que demonstramos que pode ser
escolhida como radial e no caso 1 < r < p < n com suporte compacto - e os termos da

desigualdade acima sao as integrais

-[1 :/ @Tlogwr dl‘7 ]2:/ |v¢|p d{L‘, ]3:/ SOP dl‘7
n Rn n

g :/ ¢l dx, T :/ Vel?|a|* dz, J5 = / " log ¢"[a|* dx.
n Rn n
Por fim, demonstramos que para o caso 7 = 2 valem das duas uma: ou (5) possui fungao

extremal; ou existe ¢ € C'(R") fungao extremal de (2) tal que

Bent = sup

zeM 6n [3; p

Scalg(x)Aentgz <p ; nJ1 N % _n(p —nrr) —i—prjg) |
2



Palavras-chave: constantes 6timas. desigualdades 6timas. desigualdade de entropia.

desigualdade logaritmica de Sobolev.



ABSTRACT

Given u € WH(R") and 1 < r < p < n such that |u|| ;g = 1, consider the

Euclidean inequality of r-entropy

lul"log |u|" dx < B log (A |Vul? d:c) ; (6)
R np —nr+pr R

where A is a positive constant. Also, the Euclidean optimal constant of the r-entropy
inequality

A.(p,r) =inf{A € R; (6) is valid}.
From this, we obtain the optimal Euclidean inequality of r-entropy

nr

/ lu|"log |u|" do < ————
n np —nr+pr

log (Ae(p, ) [ IVl dm) , (7)

Let us also consider (M, g) a compact, smooth, without boundary Riemannian manifold

of dimension n > 2 and the Riemannian inequality of r-entropy

Bt (ul") < Olog (A ([ v ) 5 ([ o d)) ®)
M M

where

npr
7(r(p—n) +np)’

Entay,(Jul") = / |u|"log |u|" dvy and C' = C(n,p,r,7) =
M

uw € H"(M) is such that |lul|z-() = 1, the parameters 1 < r < p <n, 1 <7 <
min{2, p} and A and B are positive constants. We define the first optimal Riemannian

constant of r-entropy
Aent = inf{A € R; exists B € R such that (8) is valid}.

We show that the first optimal Riemannian inequality of r-entropy is valid

Entg,,(|u|") < Clog (Amt (/ |V ul? dvg> ‘4B (/ |ul? dvg) p) , 9)
M M



and A.,; does not depend on the metric g of the Riemannian manifold M and

SR

Aent - Ae(pv T)
holds. From (9), we can consider the second optimal Riemannian constant of r-entropy
Beny = inf{B € R; (9) is valid}.

It is immediate from the above definition that the second optimal Riemannian inequality

of r-entropy holds,

Enta,,(|ul") < Clog <Aem (/ IV, ul? dvg) " 1B, (/ ul? dvg) ) , (10)
M M

and this is the best inequality, in the sense that we cannot decrease the constants A

and B in (8). The functions u € H'?(M) such that |jul

rr(v) = 1 which attain equality
in (10) are called extremal functions for Riemannian optimal r-entropy inequality. If
1 <7 < min{2,p} or 7 = p < 2, then the second Riemannian optimal inequality of
r-entropy admits an extremal function and in the case 7 = 2 we obtain the following

constraint from below for the second optimal constant

su

b Scalg(x)Aemgz (p — nJ1 N Jo m(p—r)+pr
zeM on I3p p n

- —J < Ben b
I nr 3> - !

where ¢ € C'(R") is an extremal function for (7) - which we demonstrated that it can
be chosen as radial and in the case 1 < r < p < n with compact support -, and the

integral terms

_71:/ o log " dx, ]2:/ [Vol? dr, ]3:/ P dx,
and
D= [ et e, = [ [9ella o, = [ rlogelaf d
n ]Rn n

Finally, we demonstrate that for the case 7 = 2, the following alternativs holds: Either

(10) has an extremal function; or exists ¢ € C'(R") extremal function for (7) such that

Bent = Sup
vem 6N P

Scalg(x)A tﬁz <p—njl+£_n(p—r)+prt]3).

n I nr
Keywords: optimal constants. optimal inequalities. entropy inequality. logarithmic

Sobolev inequality.
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INTRODUCAO

O estudo de constantes otimas em variedades Riemannianas tem sido vasto
objeto de estudo nos ultimos anos e possui raizes nos estudos destas desigualdades no
espago R". Fazendo um breve apanhado histérico, no ano de 1938, Sobolev [37] provou

que para 1 < p < n existe uma constante positiva A = A(n,p) € R tal que

1

(/ i d:zc) " <A (/R |VulP dx>; (11)

para toda fungao u € WI?(R"), onde p* = n"—_’;) ¢ o expoente critico de Sobolev. Esta
desigualdade motivou o estudo da melhor constante A € R, isto é, a menor das constantes
que vale (11). Tal constante é dita constante Gtima Euclideana da desigualdade de

Sobolev e pode ser definida por

K~'(n,p)= _inf ){||VU||p; [ullpr =1}

ueWhp(R™

Esta constante foi estudada por Aubin [4] e Talenti [38] em 1976 e foi determi-

nada por

—1 -r \’ I'(n+1 "
D (n p) ; (n + )n sel<p<n
K(n,p)=qn—p\np=1/ \TEL0+1- D
%(wnil) 7sep:17

onde w,_; é o volume da esfera unitdria S" ' C R" e I" é a funcao gama de Euler

3=

I'(n) :/ e "zt da.
0

Da definigao de K (n,p), podemos considerar a desigualdade étima Euclideana

de Sobolev
([

1

P d:c)p* < K(n,p) (/R |VulP dx>; : (12)

12



Nesses mesmos trabalhos determinou-se ainda as fungoes que fazem valer a igual-
dade em (12). Tais func¢oes denominamos fungoes extremais da desigualdade 6tima Eu-

clideana de Sobolev e estas foram caracterizadas como
u(x) = Mv(B(x — xp)),

onde A€ R, 5#£0, xg € R" e

'E*‘§

v(z) = <0 + \x!ﬁ>_ ,

onde o > 0 ¢ escolhido tal que ||v||,» = 1.

A partir da desigualdade de Sobolev combinada com a desigualdade de inter-
polacao, podemos obter a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, que aparece pela pri-
meira vez nos trabalhos de Gagliardo [24] em 1958 e aprimorada por Nirenberg [31] em

1959, definida por

1 0 1-0
(/ lul" dx> <A (/ |Vul? dx) ’ </ lul? da:) ' :
n Rn n

onde u € DPI(R"™) (veja a pagina 27 para mais detalhes), 1 < ¢ < r < pef =

np(r—q)

Qo=+ € (0,1) é o expoente interpolador. Definimos a constante 6tima da desigual-

dade de Gagliardo-Nirenberg

Adpgr)™ = inf {[Vul@flull full, =1},

u€DP-4(R™)

e podemos considerar a desigualdade 6tima Fuclideana de Gagliardo-Nirenberg

(/n Jul" df(f)rpe < Ac(p.q,7) (/n |Vul? dx) (/n |ul? d:c) d , (13)

As funcoes u € DP4(R™) que cumprem a igualdade em (13) chamamos de fungoes

extremais da desigualdade 6tima Euclideana de Gagliardo-Nirenberg.

p(n—1)

Observamos que quando ¢ = ==

er = %, temos 6 = 1 e retornamos a

desigualdade Euclideana de Sobolev. Por isto e pela definicao das constantes 6timas,

temos que K(n,p) < A, <p, : p1)> nnpp>

13



Uma consequéncia importante da desigualdade Euclideana de Gagliardo-Nirenberg
é a desigualdade de Sobolev logaritmica 6tima, também conhecida como desigualdade
6tima Euclideana de p-entropia. No mesmo sentido que em Bakry et al [6], utilizando
uma familia de desigualdades 6timas de Gagliardo-Nirenberg, Del Pino e Doubeault [33]

em 2003 obtiveram, ao fazer ¢ — p~, a desigualdade logaritmica de Sobolev

/ [l log [uf? dz < " log <A/ IV dx) , (14)
n P R

onde n > 2, p > 1 e denotamos log pelo logaritmo natural. Considerando a melhor

constante Euclidiana da desigualdade de p-entropia
Ap(n,p) = inf{A € R; (14) é valida},
obtemos a desigualdade étima Fuclidiana de p-entropia

/ [ul? log |ul? dz < glog (Ag(n,p)/ |Vul? dac) : (15)
R™ Rn

Em 1975, Gross [27] relacionou a desigualdade de p-entropia para p = 2 com
geradores de semigrupos, utilizando a medida de probabilidade gaussiana v, onde f €

L?*(v), dz é a medida de Lebesgue, dv = (QW)_%G_%dﬁ e

[ 1@ 0g 5@ dr(e) < [ 9@ dte) + 11 e 18 1 e

Em 1978, Weissler [41] apresentou uma versdo equivalente a apresentada por
Gross e apds isto Carlen [13] mostrou que as fungoes extremais desta sao dilatagoes ou
translacoes de

u(z) =nze P,

Para o caso p = 1, Ledoux [29] provou (15) e Beckner [7] classificou como as
fungoes extremais como funcgoes caracteristicas normalizadas em bolas. Neste mesmo
trabalho, provou-se a validade de (15) para 1 < p < n.

Del Pino e Doubeault em [33] investigaram as fungdes extremais - aquelas cuja

norma em LP(R™) é igual a 1 e que valem a igualdade em (15) - e as classificaram por

up(x) =7

n(p—1)
r ( 1)y 1)

14



Utilizando técnicas de transporte de massa, Gentil [26] estabeleceu a validade
da desigualdade 6tima Euclidiana de p-entropia (15) e estendeu a existéncia das fungoes

extremais para p > n. Em resumo, para p > 1,

w2 (2=2) ot (e

r (n(p—l) i 1)

p

[SIS]

n €

Consideraremos uma versao mais geral de (14). Para toda funcao u € W'?(R")

tal que |Jul/zr@ny = 1,

/ lu|" log |u|" dx < Llog (A/ |Vu|P dm) , (16)
n np —nr + pr R

onde 1 < r < p < n. Como anteriormente, podemos considerar a constante otima

Euclideana de r-entropia
Ac(p,r) = inf{A € R; (16) ¢ vélida},
e obtemos a desigualdade 6tima Euclideana de r-entropia

/n lu|" log |u|" do < m log (Ae(p, 7) /Rn |Vul? dx) : (17)

Arrumando os termos da desigualdade 6tima Euclideana de Gagliardo-Nirenberg

e tomando ¢ — r~ no mesmo sentido que em [6], obtemos para toda fungao u € W'?(R™)

tal que ||u|rr@r = 1, a desigualdade 6tima (17). Estas contas estdo detalhadas no
Capitulo 1.

Observamos que a desigualdade em (16) generaliza a desigualdade de p-entropia
(14), pois a mesma é o caso particular quando p = r.

Vejamos o cendrio Riemanniano. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com-

pacta e suave de dimensao n > 2. Para p > 1, definimos o espaco de Sobolev H?(M)

como o fecho de C*°(M) com respeito a norma
[l e ey = IV gullean + [lulle o),

onde V, é o operador gradiente de v com respeito a métrica g e ||-|| »(ar) é @ norma padrao

em LP(M). Pelo mergulho do espago de Sobolev HP(M) < LP" (M) [18], a desigualdade
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Riemanniana de Sobolev afirma que para cada 1 < p < n, existem constantes positivas

A e B tais que, para cada u € H"P(M),

1 1

(/ ul?” dvg>p gA(/ IV ul? dvg)p + B (/ Jul? dvg>p, (18)
M M M

onde dv, é o elemento de volume Riemanniano com respeito a métrica g. De forma

equivalente, podemos considerar a desigualdade Riemanniana de Sobolev como

b

(/ M dvg)p gA/ IV, ulP dvg+B/ ul? dv,. (19)
M M M

Definindo os conjuntos

o,(M) ={A € R; existe B € R onde (19) ¢ valida},

B,(M) = {B € R; existe A € R onde (19) ¢ vélida},

Observe que se A € a/,(M) e se A’ > A, entdao A’ € o7,(M). De forma analoga,
se B e B,(M) ese B> B, entao B' € %,(M). Disto, o conjunto das constantes que
podemos considerar na desigualdade Riemanniana de Sobolev é ilimitado a direita, e

assim, os numeros interessantes nesses conjuntos sao os extremos a esquerda

a, (M) = int (M),

B,(M) = inf ,(M).

Diferentemente da versao Euclidiana, a desigualdade Riemanniana de Sobolev
possui duas melhores constantes. Neste caso, o, (M) e 5,(M) sao as melhores constantes
para (19) e dizemos que o, (M) é a primeira melhor constante nessa desigualdade e
Bp(M) ¢é a segunda melhor constante. Além disto, mostra-se que se a,(M) (5,(M))
¢ a primeira (segunda) constante 6tima de (18), entao a,(M)? (5,(M)?) é a primeira

(segunda) constante étima de (19).
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Dizer que (19) assume a melhor forma com respeito a primeira constante significa

que existem B € R tal que, para cada u € H"?(M),

( / Mia dvg)p < (M) / IV yul? dv, + B / ul? dv,. (20)
M M M

Afirmar a desigualdade acima é equivalente a dizer que a,(M) € <7,(M). De
maneira andloga, dizer que a melhor forma de (19) é valida - ou que f5,(M) € %,(M) -

significa que existe A € R tal que, para cada u € H" (M),

(/ uf” dvg) <A/ IV, ul? dv, + B,(M /yu\p du, (21)

O programa AB, cujos detalhes podem serem encontrados em [28], possui duas

partes e visa cumprir o estudo de constantes 6timas ao responder as seguintes questoes:

Programa AB, parte 1

1. Qual é o valor exato de a,(M)? De forma paralela, qual é o valor exato de (,(M)?

2. o,(M) é um conjunto fechado, ou equivalente, (20) é vélido? De forma analoga,

AB,(M) é um conjunto fechado, ou equivalente, (21) é valido?

A segunda parte do programa AB corresponde a responder se as desigualda-
des 6timas possuem fungoes extremais. Suponhamos que (20) e (21) sejam validas e

definimos

Ap(g) = inf{A € R; (20) é valida},

Bo(g) = inf{B € R; (21) é vélida}.

Neste caso, é imediato das defini¢oes acima que valem as respectivas desigual-

([ o
([ o

dades

P
E3

3

< ap(M)p/ |V ul? dv, + Bo(g)/ [ul? dvy, (22)
M M

3

< Ap(g / |V ul? dv, + B,(M / [ul? dv,. (23)
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Essas duas desigualdades sao 6timas em um sentido mais forte que as respectivas
anteriores, pois as constantes envolvidas nas desigualdades nao podem serem reduzidas.
Uma fungao u € H'?(M) nao nula ¢ dita uma fungao extremal para a desi-
gualdade Riemanniana de Sobolev (22) (analogamente para a desigualdade (23)) se ela

realiza a igualdade em (22). Duas questoes mais surgem no programa AB

Programa AB, parte 2

1. Podemos computar ou ter estimativas para By(g)? Analogamente, podemos com-

putar ou ter estimativas para Ay(g)?
2. (22) possui funcao extremal? Paralelamente, (23) possui fungdo extremal?

Ainda, pode-se discutir em quais variedades tem-se By(g) = S,(M)P e Ao(g) =
ap(M)P.

No contexto Riemanniano, o estudo de constantes étimas teve importancia na
resolucao do problema de Yamabe [42]. Considere M uma variedade Riemanniana com-
pacta e suave de dimensao n > 3. Como podemos considerar varias métricas Riemanni-
anas na mesma variedade M e por cada métrica g definir, no espaco tangente em cada
ponto p € M, um produto interno entre dois vetores, podemos definir angulo entre dois
vetores quaisquer X, Y do espaco tangente 7, M por

cos(f) = 9XY) :
V9(X, X)g(Y)Y)

Sejam duas métricas g e g em M. Se o angulo entre dois vetores com respeito a

g e g forem sempre iguais em cada ponto da variedade, dizemos que g e g sao conformes
a cada uma. Chamamos a mudanca de métrica ¢ — ¢ de uma mudanca conforme da
métrica Riemanniana.

Lembramos que a classe conforme de g é definida por
lg] = {5 = um2g; ue C®(M), u>0}.

O objetivo de Yamabe [42] era demonstrar que, a menos de uma mudanca con-

forme da métrica, sempre existe uma métrica com curvatura escalar constante. Neste
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sentido, Aubin [4] mostrou que uma reformulagao do problema de Yamabe era provar
que, para qualquer variedade Riemanniana compacta e suave (M, g) de dimensao n > 3,

. 4 Y _
se g e § = un—2g sao métricas conformes, as curvaturas escalares Scal, e Scalz de g e g,

respectivamente, satisfazem a equacao diferencial

4n—1
QA gU + Scalyu = Scalg u?
/”L p—
onde Ayju = —div,(Vyu) é o operador Laplaciano de u com respeito a métrica g e

2n
n —
mostrar que existem u € C*°(M), u > 0 e X € R tais que

2" =

Desta forma, uma formulacao equivalente do problema de Yamabe era

Agu+ ﬁS caly(u) = M 1, (24)

Neste caso, as constantes étimas da desigualdade Riemanniana de Sobolev para

(/ ul* dvg) < anf )2/ |Vgu|2dvg+Bo(2)/ lul? dv,,

sdo tais que ao(M) esta relacionada com a existéncia de solugdes de (24) e a segunda

p=2

constante 6tima By(g) com a multiplicidade de solugdes de (24).
Combinando a desigualdade Riemanniana de Sobolev com a desigualdade de in-
terpolacao, obtemos a desigualdade Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg. Esta garante

que se u € H"P(M) e os parametros 1 < g <r <p<nel <7 < min{2,p}, existem

A (/ IV ,ul? dvg) "+ (/ uf? dvg> ] x
M M

7(1-6)

« (/M fuf dvg)qg, (25)

onde 0 = % € (0,1) provém do expoente interpolador. No sentido do programa

constantes A, B € R tais que

75
(/ lul” dvg> <
M

AB, considere
A(p,q,r) = inf{A € R; (25) é vélida}.

Em [14], Ceccon e Durédn demonstraram que existe B € R tal que

([ 1ur dvg)g_ At ([ |vgu|pdvg)”+3( / |u|pdvg)1 y
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Consequentemente, podemos considerar
B(p,q,r) = inf{B € R; (26) é valida},

e, da definicao acima, vale a segunda desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-

A(p,q,7) (/M Vgul’ dvg); + B(p,q.7) (/M |ul? dvg) ;] x

7(1-6)

><</M|u\qdvg) v (27)

Nesta tese, estudaremos um caso limite da segunda desigualdade 6tima Rie-

Nirenberg

75
</ lul” dvg) <
M

manniana de Gagliardo-Nirenberg. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta,
suave, sem bordo e de dimensdo n > 2. Dado u € H"?(M) tal que |lu| ) = 1, a

desigualdade Riemanniana de r-entropia afirma que existem A, B € R tais que

Enta,, (Ju]") < e i”;r) Ty o8 (A (/M IV, ul? dvg); B (/M JulP dvg);), (28)

onde

Entay, (Jul") :—/ lu|"log |u|" dv,.

M
A desigualdade de entropia surge naturalmente em areas como Andlise Real,
Analise Complexa, Andlise Geométrica, Geometria Convexa, Probabilidade, entre ou-
tras. Gragas ao trabalho vanguardista de Gross [27], em um trabalho na teoria Quantica
de Campos, apresentou-se a equivaléncia entre uma classe de desigualdades de entropia

e hipercontratividade do semigrupo do calor.
Citamos aqui como aplicagoes da desigualdade de entropia com respeito a medida
de probabilidade Gaussiana o trabalho de Perelman [32], na teoria do fluxo de Ricci;
Talagrand [32], na teoria do Transporte 6timo; Andlise de Wiener [40], no Calculo das

Variagoes; teoria da informagao e os trabalhos de Ledoux [29], [30], sobre concentracao

de medida.
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Definimos a primeira constante 6tima Riemanniana de r-entropia
Ay = inf{A € R; (28) é valida}.

Ainda, a primeira desigualdade étima Riemanniana de r-entropia afirma que

existe B € R tal que, para toda u € H"?(M) com ||u||ran = 1, tal que

Entg,,(Ju]") <

<o ff;) p— log(Aent (/M IV, ul? dvg>; B (/M Jul? dvg) ) (29)

Provaremos a validade da primeira desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia,

estendendo o que ja foi demonstrado por Alves [2] parao caso T =pel <r < p <
2. Para tal, utilizaremos que como a desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-
Nirenberg vale para todo ¢ < r, consideraremos a familia de desigualdades 6timas Rie-

manniana de Gagliardo-Nirenberg

o » z
( [ dvg) < 4, g0 ( [ 1w dvg) T B, ar) ( / |u!pdvg) ]x
M M M

T(1—9k)

a0
X </ || dvg) : (30)
M

para toda fungao u € H"?(M) e 1l < qu <r<p<n, g =71 — %, 1 <7 < min{2,p},

A(p, qx,r) é a primeira constante 6tima desta desigualdade e B(p, gy, ) a segunda cons-
tante 6tima. Como em [6], iremos derivar a desigualdade Riemanniana de entropia (28)
como um caso limite da desigualdade acima quando k — oo e apresentaremos esta ideia
no que segue.

Fazendo um rearranjo dos termos da familia de desigualdades 6timas Rieman-
niana de Gagliardo-Nirenberg (30), obtemos

" Ap, @i, )| Voull7pnn + B, qe, ) ||u||7,
T log (M) Slog( (90 V5l nany + B g )l |
k )

Jull Lo s [l Zoe (ary

Ao tomarmos k — oo na desigualdade acima, estamos fazendo ¢, — r~. Nisto,

a validade da desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia estara dividida em treés
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passos, sendo o primeiro provar que

lim llog ( lelzrn ) = r(rip = n) + np) / ’1:‘ log |7;L| dvy,.
k—o0 O, 1wl Lok (ar) npr el an el ary

A demonstragao deste item é uma aplicagao dupla do Teorema do Valor Médio.

Os outros dois itens sdo demonstrar que as sequéncias (A(p, ¢k, 7))ken € (B(D, @k, 7)) ke
sao limitadas. Disto, a menos de subsequéncia, existem constante positivas Ag(p,r),
By(p,r) tais que

Jim A(p, g, ) = Aolp, 1),

lim B(pa qk, T) - BO(pv T)'
k—o0
Este trabalho esta estruturado em trés partes. A primeira, presente no Capitulo

1, é provar que a constante 6tima Riemanniana de r-entropia e a constante 6tima Eucli-

deana de r-entropia estao relacionadas por
Aent = Ae(pa 7");,

onde A.,; é a primeira constante étima da desigualdade Riemanniana de r-entropia.

A demonstracao deste item serd por contradicao. A partir desta, obteremos uma
equacao de Euler-Lagrange e utilizando técnicas de EDP’s elipticas como argumentos de
explosdo, técnica de iteracao de Moser [35] e teoria de regularidade de Tolksdorf [39], para
obtermos uma sequéncia de pontos que concentram em L"(M). Um passo fundamental
para a demonstracao desta igualdade é mostrar que, a partir de certas hipéteses, alguns
termos na equacao de Euler-Lagrange tendem a zero. Tais calculos foram inspirados nas
contas de Druet em [21].

Sabendo da igualdade entre as constantes 6timas, teremos provado a limitacao
da sequeéncia de primeiras constantes 6timas, pois mostraremos que li}}“l* A(p,q,r) =
A (p, r)i = Agu, para todo 1 < g < r, restando apenas provar qus a sequéncia de
segundas constantes étimas (B(p, qx,r)) é limitada, sendo este o tema do Capitulo 2.

Observamos aqui que ao longo das contas, utilizamos fortemente que A.(p, ¢, 7«)% =

A(p,q,r), onde A.(p, q,r) é a primeira constante étima Euclideana de Gagliardo-Nirenberg
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e A(p,q,r) é a primeira constante 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg, fato que
foi demonstrado por Ceccon, Durdn e Godoi em um artigo em preprint.

Utilizando a equacao de Euler-Lagrange obtida no Capitulo 2, produziremos
uma sequéncia de fungoes na variedade que concentram em L"(M) e que convergem
pontualmente para zero. Demonstraremos também um lema sobre a distancia que tal
sequéncia de pontos cumpre em M e argumentaremos a limitacao da sequéncia de se-
gundas constantes 6timas por absurdo.

Demonstrada a primeira desigualdade étima Riemanniana de r-entropia (29),

podemos definir a segunda desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia
Beny = inf{B € R; (29) é valida}.

Como consequéncia imediata da definicao acima, obtemos a segunda constante

6tima Riemanniana de r-entropia

Entg,, (Ju]") <

npr » v
< P P
S =) ) log (Aent </M |V yul dvg) + Bt (/M |ul dvg) ) ; (31)

vélida para toda funcao u € H"*(M) com |[u ) = 1.

Dizemos que uma funcio u € H'P(M) é uma funcio extremal para a desi-
gualdade 6tima Riemanniana de r-entropia se esta faz valer a igualdade em (31). En-
cerrando o Capitulo 2, provamos a existéncia de fungao extremal para (31) quando
1 <7 < min{p,2} ou 7 = p < 2. Nestes casos, Be,; = By(p,r)

No Capitulo 3, estimaremos a segunda constante 6tima B,,;. No mesmo sentido
que [1] e [33], demonstramos que sempre existem fungoes extremais para a desigualdade
6tima Euclidiana de r-entropia e pelo artigo de Serrin e Tang [36] provamos que no caso
onde 1 < r < p < n tais fungdes possuem suporte compacto. Ainda, inspirado nas contas

de [17] e [28], quando T = 2 < p, provamos que

Scal BT (p- J -
sup Ca_(x> Iqemfizz <p nJI * o MJ3) S Bent7
it 6n P n I, nr
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onde p € C'(R") é uma fungao extremal para (17) e os termos

h=[ @logerde b= [ [VePds L= [ odn

Jp = / " || dx, Jy = / IVolP|z? do, Js = / ©" log " |x|* dx.
n R”l n
Estas estimativas acima seguem ao combinarmos a desigualdade 6tima Euclidi-
ana de r-entropia com a funcao extremal ¢ e a expansao de Cartan da métrica g em
cada termo da segunda desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia.
Por fim, inspirados no trabalho de Brouttelande [12], demonstramos que para o

caso T = 2 < p, valem das duas uma: ou (31) possui func¢do extremal; ou

Scal(x)A ]257 (p—n N Jo n(p—r)+prj3>

Bent = sup ent 1 —
e On I? P n I nr

A desigualdade acima foi obtida ao utilizarmos a segunda desigualdade étima
Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg, o Lema da Distancia que obtivemos no Capitulo

2 e as expansoes de Taylor e de Cartan. Estas contas encerram esta tese.
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Capitulo 1

IGUALDADE ENTRE AS CONSTANTES
OTIMAS RIEMANNIANA E EUCLIDIANA DE
ENTROPIA

O caminho natural no programa AB em variedades Riemannianas na literatura
recente [2], [3], [14], [15] é demonstrar, via técnicas variacionais, que vale a desigualdade
6tima de r-entropia e com isto provar que a primeira constante 6tima Riemanniana
de r-entropia nao depende da métrica g da variedade em questao. Observa-se isso ao
constatar que a primeira constante 6tima Riemanniana e a constante 6tima Euclidiana
sao iguais - exceto, possivelmente, a um expoente -.

Aqui, seguiremos o caminho inverso: demonstraremos que vale a igualdade entre
as constantes otimas Riemanniana e Euclidiana de r-entropia e utilizaremos isto no
Capitulo 2 para demonstrarmos que vale a primeira desigualdade 6tima Riemanniana de
r-entropia. Assim sendo, o objetivo deste capitulo é provar a igualdade entre a constante
otima Fuclidiana e a primeira constante 6tima Riemanniana de r-entropia.

O Capitulo 1 estd estruturado da seguinte maneira: Na secao 1.1, demonstramos
a validade da desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia, ao considerarmos esta como
um caso limite da desigualdade 6tima Euclidiana de Gagliardo-Nirenberg.

Na secao 1.2 definiremos formalmente o que é a primeira constante 6tima Rie-
manniana de r-entropia e comecaremos a provar a igualdade entre as constantes étimas
Riemanniana de Euclidiana de r-entropia, a partir do absurdo que é supor que nao vale
a igualdade entre as mesmas.

A secao 1.2 esta dividida em trés passos e lancaremos mao de técnicas classicas

de EDP’s elipticas para a demonstracao da igualdade citada acima. No primeiro passo, a
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partir da desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg - cuja veracidade esté
presente em [14] - e da contradi¢ao citada acima, criaremos uma familia de funcionais
lineares definidos na variedade Riemanniana (M, g) que é compacta, suave, sem bordo e
de dimensao n > 2. Buscaremos nessa familia de funcionais uma sequéncia de funcoes
que atingem o minimo nesses funcionais e, para cada uma destas, obteremos uma equagao
de Euler-Lagrange associada.

No segundo passo, tendo em vista as equacoes de Euler-Lagrange, utilizaremos a
técnica de blow-up para estudarmos o que ocorre em torno dos pontos de maximo obtidos
na secao anterior. Esta ferramenta consiste em criar um fenémeno para mostrarmos que
as respectivas fungoes concentram em torno de uma bola em L"(M) com centro nos
seus respectivos pontos de méximo. Inspirados nas contas de Druet [21], um passo
fundamental na andlise de concentracao foi provar que os termos em LP(M) na equagao
de Euler-Lagrange tendem a zero.

Utilizando a técnica de iteracao de Moser e teoria de regularidade de Tolks-
dorf, reescreveremos a equacgao de Fuler-Lagrange em termos de uma funcao ¢y, cujo
dominio estd em R", que converge para uma fungao ¢ em Cg(R") quando k tende ao
infinito. Finalizando o capitulo, no terceiro e iltimo passo utilizaremos algumas estima-
tivas integrais feitas na secao anterior combinadas com a fun¢ao ¢ mencionada acima e

a desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia para obtermos a contradi¢ao desejada.

1.1 A desigualdade 6tima Euclidiana de entropia

Nesta secao, provaremos a validade da desigualdade o6tima Euclidiana de r-
entropia. Para isto, precisaremos da desigualdade 6tima Euclidiana de Gagliardo-Nirenberg
para obtermos a desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia como um produto dessa
ultima.

Por simplicidade, denotaremos ||u||ps(ar) por ||ul|s, para todo 1 < s < oo. As

normas em L*(R") denotaremos por ||u||.s®n). Podemos obter a desigualdade Euclidiana

de Gagliardo-Nirenberg a partir da desigualdade Euclidiana de Sobolev [37]. Esta tltima
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afirma que, para 1 < p < n e toda funcao u € WHP(R"), existe A = A(n,p) € R tal que

1

( |u|P” dx) ’ <A ( |VulP dx) " (1.1)
R R

Ponderemos ainda sobre a desigualdade de interpolacao: para 1 < g < r < p*,

1 o 1-6
( lu|” d:U> < ( i dx) ’ ( |ul? dx) ' : (1.2)
R™ Rr Rn

vélida para toda fun¢do u € LI(R") N LF"(R") e = ]% + %9, ou § = ——plr—a)

r(q(p—n)+np)”
Seja DP4(R™) o fecho de C3°(R™) sob a norma

o= (5o + ([ )
n RTL

Combinando (1.1) com (1.2), obtemos a desigualdade Euclidiana de Gagliardo-
Nirenberg: Se u € DP?(R"), entao

p(1—0)

( - |u|" d:c>rp" <C ( . |VulP d;c> (/n |u)? d:c) " 7 (GNg(C))

onde 1 < g <r <p<neC éuma constante positiva que pode depender de p, ¢,

r e n. Uma pergunta natural que surge é saber qual é a menor constante C' > 0 que
satisfaz a desigualdade acima. Assim, podemos considerar a constante 6tima Euclidiana
de Gagliardo-Nirenberg
p(1-0)
At = e I bl Il =1} 03)
e imediatamente da definicao acima, a desigualdade 6tima Fuclidiana de Gagliardo-

Nirenberg, valida para toda fungao u € DP4(R"),

p(1—-06)

7 5q
([ wrae)” < adan ([ wupar) ([ rar) ™ @A)
n Rn n
0ndel§q<r§p<n68:%.

A partir da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, obtemos a desigualdade Eu-

clidiana de r-entropia: Para u € WP(R") tal que ||ul|, = 1,

nr
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Com efeito, fazendo um rearranjo dos termos na desigualdade Fuclidiana de

Gagliardo-Nirenberg (GNg(C)),

1
( lu|" dx) \Vul? dz
R” < C R"”

1 — P
( Jul? dx) ' ( Jul? dm)
R" R”

Aplicando log em ambos os lados da desigualdade acima,

P ||u||Lr(Rn) v u”ip(mn)
—log (—> <log | C—F—— (1.4)
0 \lullzogen) ullZo gy

Pelo Teorema do Valor Médio, podemos estimar o lado esquerdo de (1.4) por

HUHL”(R")> 1 1
lO Wil = _10 U TT ny — _10 u 1 n
° (HuHLq(Rn) r o8 ez eny q g l[ull7a@n)

S

1 , q—r
= . [log HUHLT(R" log ||U||Lq Rn)} + log ||u||Lq(R”)

1 . q—
S Lt A

r
lOg ||u||Lq(Rn)7

onde Y, estd entre |[u|7,gn) € [[ullfgny- Aplicando novamente o Teorema do Valor

Médio, por lim |[u||Le@mn) = ||u||Lr®n) e pela definicao de 6,
q—r—
T n — 1 1
lim Z—?log (HUHL ® )> = rip—n) +np { lim / - (ul" = |ul?) dz—
q—=r— 0 ||u||Lq(Rn) n g—=r— T — (4 Jrn Y;]

- tog e

— p
:w{hm / [0 o Juf dz—
q n Y

n —rT q

u I
—/ |r—|log||u||Lr(Rn) dx]
R HUHLT(R")

_rlp—mn)+ np/ Jul" log Jul" ”
nr R" ||“||TU(Rn) ||u’|ET(R") ’

onde p € (g,r) e toda fungao DP¢(R™). Pela densidade de W'P(R") em DP¢(R") e

tomando todo v € WP(R") tal que |[v||1r&n) = 1, a0 fazermos ¢ — r~ em (1.4),

/ lv|"log |v]" dx < Llog (C/ |Vol? dm) :
n np —nr + pr n
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ou seja, obtemos a desigualdade Euclidiana de r-entropia a partir da desigualdade Eu-
clidiana de Gagliardo-Nirenberg.

A partir da desigualdade acima, podemos considerar a constante 6tima Euclidi-
ana de r-entropia

A.(p,r)= inf ){C € R; Lg(C) é vélido}. (1.5)

ue DP-d(R"

Observamos que, imediatamente da definicao acima, vale a desigualdade étima
Euclidiana de r-entropia:
/ " log [ul dz < ——"" 1o (Ae(p, 7“)/ Vul? dx) D (Le(Adpr))
M np —nr 4+ pr R
para toda funcao v € W'P(R") tal que ||ul|pr@n) = 1.
No que segue, demonstraremos que podemos obter (Lg(A:(p,))) como um caso
limite da desigualdade 6tima Fuclidiana de Gagliardo-Nirenberg. Para isto, demonstre-

mos que

lim A (p,q,7) = Ac(p, 7). (1.6)

q—r—
Para demonstrarmos a validade de (1.6), mostraremos que a sequéncia (A.(p, ¢, 7))
é mondtona e limitada. Provaremos, inicialmente, que (A.(p, ¢, 7)) é monétona nao de-

crescente. Com efeito, dados ¢1,q2 € IN tal que ¢ < ¢, pela desigualdade de inter-

polagao,
1 3 1-p
(/ |u|® dx) < </ |u|® dx) 1 (/ lul” da:> : (1.7)
1 1— —
onde — = Ll + M, ou pu = M Por outro lado, da desigualdade étima
42 0 r @(r —q)
Euclidiana de Gagliardo-Nirenberg,
P p(1-03)
09 qo0o
(/ lul” dx) < Ac(p, qa,7) (/ |Vul? dx> (/ |u|® dx) : (1.8)
onde 0y = np(r = ) . Combinando (1.7) e (1.8),
r(q2(p — n) + np)
1 7(1*u)9(1*92)> u p(1-03)

q1 b2
< Ac(p, g2,7) (/ IVU|pdl’> (/ Jul™ dw)
R?’L n
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Agora, por

np(r — qi)

onde 0, = ,
" r(q(p —n) +np)

p(1—07)

% q101
( e das) < A(pranr) ( Va7 dw) ( [ dx)
Rn Rn R®

Pela definigao da constante étima da igualdade acima, obtemos A.(p,q,7) <
Ae(p, q2,7), e assim, (Ae(p,q,7)) é monétona nao decrescente.

Provemos agora que A.(p,q,r) < A.(p,r), para todo ¢ < r, ou seja, que a
sequéncia (Aq(p,q,7)) é limitada. Seja u € DP?(R") satisfazendo [|ul/, = 1. Como a

funcao log é concava,
log(|ul*™") — log(A)

=X =

onde « é a inclinagao da reta tangente a log em A. Considerando A = |u|T"u|" dx na
R”
desigualdade acima, multiplicando ambos os lados da desigualdade por |u|” e integrando,

segue que
/ log(\)]ul" dx+/ (Jul?™" = \) aful" dz 2/ log([ul"")|u|" da.
n Rn n

Ainda, por lu|" dz =1,
]Rn

log ( 1| dx> ta {/ |7 " dz — )\} > / log([u|"")|u|" dz
Rn n Rn

e, pela definicao de A, o segundo termo do lado esquerdo ¢é igual a 0, ou seja,

log (/ [u| ™" ul" dx) 2/ log(|ul™")|u|" dx.
n R'"/

30



Tomando isto em conta,

—log ( |ul? dx) = —log < [ T " dx>
Rr R™

<~ [ tog(ul) ul do
Rn
_ T;q/ log (|u[") |u|" da. (1.9)

Usando (1.9) e a desigualdade étima Euclidiana de r-entropia,

—1og( |u|qda:) < D0 [ tog(ul) o e
Rn T n

ek S (Ae<p,r> |Vu|pd:c),
ronp—nr+pr R

<

isto é
np —nr+pr

log ( |ul? dx) < log (Ae(p, T) |Vul? dw) :
n(r —q) R™ R"

Consequentemente,

__ nmp—nr+pr

n(r—a)
< lul? dx) < Ac(p, 7’)/ \Vul? da.
Rn n

p(1—0) np—nr+pr

Como e por |lull, =1, segue que
0q n(r—q)
P p(1-06)
76 0q
( |ul" dx) =1<A.p,7) |Vul? dx ( |u|? d$) : (1.10)
Rn RTL RTL
Suponha u € Cg°(R") qualquer. Como v = i satisfaz (1.10), concluimos que

e p(1-0)
0 0q
( lv|” d:v) < A.(p, 7’)/ |Voul? dz (/ lu|? das)
R” Rn n

Pela defini¢ao da constante 6tima FEuclidiana de Gagliardo-Nirenberg A.(p, ¢,7),

obtemos A.(p,q,7) < Ac(p, ), para todo ¢ < r. Por conseguinte, existe lim A.(p,q,r).
q—r—
Definindo,

lim A.(p,q,7) = A(p,r) < o0,

q—r—

pela construgao acima A(p,r) < A.(p, 7).
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Por outro lado, arrumando a desigualdade 6tima Euclidiana de Gagliardo-Nirenberg
como fizemos em (1.4) e desenvolvendo esta expressao de forma andloga obtemos, ao fa-

Zermos q — 1,

/ lu|" log |u|" dx < Llog (A(p,r)/ |VulP dx) ,
M np —nr + pr n

e pela defini¢ao da constante 6tima FEuclidiana de r-entropia A.(p, r), segue que A(p,r) >
Ae(p,r) para todo 1 < g <r <p <n. Logo, A(p,r) = Ae(p,7), € assim,

lim A.(p,q,7) = Ac(p, 7). (1.11)

q—r—

Portanto, a desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia pode ser vista como um
caso limite da desigualdade 6tima Euclidiana de Gagliardo-Nirenberg quando ¢ — 7.
Na préxima segao, relacionaremos a constante 6tima Euclidiana de r-entropia com a

constante 6tima Riemanniana de r-entropia.

1.2 Relacgao entre as constantes 6timas Euclidiana e
Riemanniana de entropia

Aqui, daremos inicio a contradicdo que provara a igualdade entre as constantes
otimas Riemanniana e Euclidiana de r-entropia, exceto a uma poténcia % Para isto,
utilizaremos as primeiras constantes 6timas Riemanniana e Euclidiana de Gagliardo-
Nirenberg para obtermos a primeira constante 6tima Riemanniana de r-entropia.

Antes de falarmos sobre as constantes 6timas Riemanniana de r-entropia, mos-
tremos que existe a desigualdade Riemanniana de r-entropia. Como no cenério Euclidi-
ano, obtemos como um caso limite da desigualdade Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg
quando ¢ — r~, porém, precisamos antes mostrar que a segunda constante que aparece

na desigualdade Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg nao depende do parametro q.

Ora, consideremos a desigualdade Riemanniana de Sobolev,

r_
%

(/ " dvg>p gA/ IV, ul? dvg+B/ (P dv,. (Sa(A, B))
M M M
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valida para toda fungao u € HY?(M) e 1 < p < n. Observe que as constantes A
e B podem depender de p, n e da métrica g, mas observe que nao dependem de q.
Utilizando a desigualdade de interpolacao para ¢ < r < p* combinada com a desigualdade
Riemanniana de Sobolev, obtemos

P p(1-0)
6 0q
(/ lul" dvg) < [A/ |V ul? dv, + B/ |ul? dvg] (/ |ul? dvg) ,
M M M M

onde A e B sao as mesmas constantes da desigualdade Riemanniana de Sobolev. Ele-

. . T
vando ambos os lados da desigualdade acima a —,

p
w7 » v
</M |u|” dvg) < |A </M |V yul? dvg) +B </M ul? dvg> ] X

T(1-0)
><</ |u\qdvg) " (GNA(A, B))
M

onde 1 < 7 < min{2,p}. Rearranjando os termos e procedendo de forma anéloga

a que fizemos com a desigualdade Euclidiana de Gagliardo-Nirenberg para obtermos a
desigualdade Euclidiana de r-entropia (Lg(C')), juntamente com o fato de que A e B sao

constantes positivas que nao dependem de ¢, ao fazermos ¢ — r—,

Entay, (Jul") <

=20 111;7“) Tup) 8 <A (/M Vgl dvg); P (/M uf dvg) ;) » (Lal4, B)

valida para toda fungao u € H"?(M) tal que ||ul|, = 1, onde

Enta ((uf") = [ [ullog ul" do,
M
Portanto, podemos definir

Definicao 1.1. A primeira constante otima Riemanniana de r-entropia

Ay = inf{A € R; existe B € R tal que (Lr(A, B)) é vdlida}.
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Observamos que nao ¢é imediata a validade da desigualdade Riemanniana de r-
entropia com A,; no lugar de A em (Lg(A, B)), pois neste caso B pode tender ao infinito
a medida que A se aproxima de A.,;, a depender da geometria da variedade em questao.
Para mais detalhes sobre este fenomeno, recomendamos [23| para a desigualdade de Nash.

Porém, pela definicao de infimo, dado ¢ > 0, existe B, > 0 tal que

Entg,,(Ju]") <

o +e) ([ 9ty ) 5 ([ an, )’
M M

Por um raciocinio similar, a desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-

npr
= oo 1) tor)

log (1.12)

Nirenberg com ¢ afirma que dado € > 0, existe B. > 0 tal que

<AJWM%)%S(Am%”+@(AJWWF“Q;+&(AAWW%Y1x

7(1-6)

x(@mwmoeq, (1.13)

onde A(p,q,r) é a primeira constante 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg e os

termos B. que aparecem nas duas desigualdades anteriores nao sao necessariamente os
mMesmos.

Provemos que A (p, r)% < Agpi, onde A.(p, ) é a constante 6tima Euclidiana de
r-entropia, definida em (1.5). Com efeito, para todo u € H'*(M) tal que |Jul|, = 1, por

uma construcao inteiramente andloga a feita em (1.9),

—log (/ |u|? dvg) < u/ |u|"log |u|" dv,. (1.14)
M rJM

Combinando (1.12) com (1.14),

_ 7(np—nr+pr) T

Ttra) v v
(/ |ul? dvg> < (Aent +¢) (/ |V ul? dvg> + B, (/ |ul? dvg)
M M M

Da definigao de 6, por ||u||, = 1 e por argumentos de homogeneidade, obtemos

7 7 v
(/ lul” dvg) < | (Aent +€) (/ 'V ul? dvg) + B, (/ |ul|? dvg) ] X
M M M
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7(1-6)

x(/M|u|qdvg) " (1.15)

para toda u € H"P(M). Logo, da definicao da primeira constante 6tima Riemanniana

de Gagliardo-Nirenberg,
A(pa q, T) S Aent + €,

para todo 1 < ¢ < r, onde A(p,q,r) é a primeira constante 6tima Riemanniana de
Gagliardo-Nirenberg. Ainda, como A(p,q,r) = Ae(p,q,r)% para todo 1 < ¢ < r (tra-
balho em preprint por Ceccon et al), onde A.(p,q,r) é a constante 6tima Euclidiana de

Gagliardo-Nirenberg, obtemos

SIRT

Ae(p7 q, ’f’) S Aent + g,

Tomando ¢ — r~ na desigualdade acima e logo apés € — 0 e por (1.6),

ISAR]

Ae(p7 T) S Aent7

como queriamos provar.
P
Caso A.(p,r) = AZ,, nao hd o que demonstrar. Consequentemente, assumire-
mos que nao vale a igualdade entre a constantes 6tima Fuclidiana e a primeira constante

6tima Riemanniana de r-entropia, isto é,

b
T

Ac(p,r) < A

ent’

e a partir disto obteremos uma contradicao. Disto, para k € IN suficientemente grande,

1

Ac(p,r)7 < Aens — - (1.16)

Enunciamos como teorema o principal resultado deste capitulo

Teorema 1.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, compacta, suave e sem bordo,
de dimensao n > 2. Consideremos os parametros 1 < 7 < min{2,p} el <r < p < n.
Entao Aeny = Aco(p, r)%, onde A, € a primeira constante otima Riemanniana de r-

entropia e Ac(p,r) € a constante dtima Fuclidiana de r-entropia.
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Prova: A demonstracao desse teorema estard diluida em trés passos.

Passo 1 - Equagao de Euler-Lagrange: Inicialmente, a partir da contradigao (1.16)
combinada com a desigualdade Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg, obteremos uma
equacao de Euler-Lagrange. Para isto, afirmamos que para todo k € IN, existe uma

funcao v, € H"P(M) \ {0} e existe g, € (r — +,7) tal que

= : :
</ |17k|rdvg) b (dk (/ |V96k|pdvg> +/<:(/ |ﬁk|Pdvg) )><
M M M

T(l*gk)

Ok ak
([ o an) o
M
1

onde 0, = T(q:Z?(:l()li)np) ¢ G = Aent — k
Com efeito, caso contrario, existe ky € IN tal que

T(1-6)

e s 5 7q
([ 1aran)” < (@f ([ 19l o))"+t ([l av,) )( [udran) "
M M M M

1
para toda funcio u € H'“(M) \ {0} e todo parametro r — oo<a<rm onde 0 =
0

np(r—q) :
r(g(p—n)+np) " Disto,

(/ \u|rdvg> ' o (/ ]Vgu|pd'ug) 4 ko (/ \u|pdvg> ’
M : < M \Jm

(/ \u]qdvg> ' (/ |u|qdvg) '
M M

Por isto e por log ser uma funcao crescente,

2. ||V oul|” + k T
%log <”u”r) < log ( kol Vsl OHUHP) . (1.18)

lullq [l

Analisemos o lado esquerdo de (1.18). Pelo Teorema do Valor Médio,

T 1 1
1Og(lluﬂ) = Zlog [lullt — = log [lull?
[[wllg " 1
1 . -7
=~ [log fJull} = log Jull§] + ——Tog|lull,
1 , a-r
= 7 [y = [[ullg] + =——log full,,
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onde Y estd entre [|ul[Z e |lul|;. Novamente pelo Teorema do Valor Médio e por

o,
a8 7 S 77
obtemos
— 1 1
lim  log (”“” ) T(rlp = n) + np) [nm / —(laf" = u]®) dvg—1og||u||r]
g—r- [ullg np “r—qJuY

Trp—n +np
— (r( [ / Jul” log |u] dv, — / Tl log [Jull, dvg]

aar _n_le/ g (1Y
Jally % \Trull;

onde p € (q,7). Em particular, para todo v € H"(M) tal que |[v||, = 1, tomando

g — 1~ em (1.18) e por lim |jull, = |lul,,
q—r—

r r npr % %
/M [v]" log |v|"dv, < o —n) 1) log (@40 (/M |ngypdvg) + ko (/M |U|Pdvg> ) ,

o que é um absurdo, pois da definicao de A,

1

ent — 7 -
ko

Aent < %0 =A

Logo, vale (1.17). No que segue, minimizaremos o nosso problema a partir de

(1.17). Para cada k € IN fixado, definimos o espago & = {u € H'?(M) \ {0}; ||lull, = 1}
e o funcional

T T(1-6) T
P q1.0 r6
Te(u) = [Mk (/ |Vgu|pdvg) +k (/ |2 dvg) . (/ Ju|" dvg> " (1.19)
M M M

Este funcional é de classe C' quando ¢ > 1. Como estamos fazendo ¢; tender

a r quando k tende ao infinito, podemos supor sem perda de generalidade que ¢, > 1.

v
Dado 9, conforme (1.17), temos que wy = ”NkH € &, logo, & nao é o espaco vazio.
Uk P
Consideremos agora, para cada k fixado,
= inf 1.2
v = Inf Jy(w), (1.20)

que existe, pois Ji ¢é limitado inferiormente. Mostremos que o infimo acima é atingido
em &. Por (1.19),

ues
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Seja uma sequéncia (vi)jeN em & tal que
Jk (Ui) — Vg.

Consideremos ainda o > 0 fixado tal que v, < o, < 1. Pela definigao de v,

para todo j € IN suficientemente grande,

Je(v]) < ovp.

T(1-0g) -

Sendo assim, se w] = ||v][|¢. ™ HU%“T_%, para todo k € N,

[ﬁfk </ IV, 0l P dvg) T4k
M

Por outro lado, da desigualdade étima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg,

wl < oy (1.22)

T

A(D, g 7) (/ ‘ngﬂp dvg) + B(p, C]kﬂ")] Wi > L.
M

Por (1.16), <. > A(p, gk, ), € assim
[—ayk% </ IV vl [P dvg>; — o B(p, qk,r)] wl < —owp. (1.23)
M
Juntando (1.22) e (1.23),
[(1 — ovy) ), (/M IV vl P dvg>; + k — o B(p, qk,r)] wl <0.
Como wi é positivo, temos que

(1 — ow), (/ |V vl [P dvg> Tk ovB(p, qr, 1) < 0.
M

Ainda, 1 — o, > 0. Por conseguinte,

UVkB(pa qk, T) —k

i) <
(/M|vgvk| Ug) — (1—O'Vk)£7k

Por <., v, 0 e B(p, qx,r) serem independentes de j, obtemos que a sequéncia

(vi)j C & ¢ limitada em H'?(M). Devido a imersao compacta de Sobolev do espago
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HY (M) — LP"(M) e por H"?(M) ser um espaco reflexivo, a menos de subsequéncia,

existe v, € H'P(M) tal que, para 1 < s < p*,

vl — vy em L*(M) quando j — oo.
Ainda, por vi € & para todo j € N,

ol = lim ol = 1,

ou seja, vy € &.

Por fim, observamos que Ji(vg) < liminf Jk(vi) =y, < Jip(vg)

Jj—00

Jk(vk) =V = inf Jk(u) S 1,

ueé

. Portanto,

(1.24)

logo, o infimo acima é, na verdade, o minimo que J;, atinge em &. Afirmamos ainda que

vx nao é constante, para todo k suficientemente grande.

Como V,|vg| = £V v, podemos supor, sem perda de generalidade, que vy, > 0.

Caso vy, seja constante, por v, € &,

isto é,

1= / |o|? dv, = vy | M],
M

ve = | M| 5.

Por outro lado, por Ji(vx) < 1 para todo k € N,

T(l(;Bk) —GL
Elloellg. ™ okl ™ < 1.

Agora, por (1.25),

T(1—0) _T r(1-6) r(1-6}) .
loellae ™ ol ™ = 12258 G0 |y o |
= M )
— |M|%.
Disto em (1.26),
k<|M|™,
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para todo k£ € IN, o que é um absurdo. Logo, v nao é constante. Desta forma, podemos
Uk,

considerar, para cada k suficientemente grande, a funcao w, = W Disto, de
gVkllp
v, = Jp(vg) e de ||vg||, = 1, para todo k € IN,
T(lg—@k) 7%
vp = [+ kllwill] lwilla ™ [lwkllr ™
Dividindo a igualdade acima por v > 0,
% 77—(19;016) é k .
— = - — . 1.27
” [[wi |l [[wg |- ” [[wi I (1.27)

Consideremos agora o espago # = {u € H""(M); ||V, ul, = 1} e o funcional

% W — R, definido por
& ;
(/ lu|” dvg> ok (/ |ul? dvg) :
M Ve \Jm

L) = (/M|u|% dvg)

Como v, < _Zi(u), para todo u € I,

T(1-0g)
a9k

L

I/k'

cﬁfk(QL)

Vé-se ainda que %, é um funcional de classe C* e que w;, € # . Consequente-

mente, por (1.27) e por v < 1,

)
O = sup fk(u) = .i”k(wk) S > o).
ueW Vg

Deste modo, wy satisfaz a equagao de Euler-Lagrange

f,(Z{k T(l*@k) o (1 o ek) T(l*@k)i
O

1 T_ - _
V_kApvgwkZQ_kHwkH?g Nwellge ™ wy A

— qk T
lwillge ™ llwell wi

koo o
G (128

onde A, , = —divg(|V9|p_2Vg) ¢ o operador p-Laplaciano com respeito a g. Finalmente,

reescrevendo a equacgao acima em termos de u, = , obtemos a seguinte equacao

[[wi |l
de Euler-Lagrange

1—0,
O

L1
|l g ufe ™ = —up™, (1.29)

MeARA g + DAY w777t + J
k
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onde

1—6
(r—p)(1-6}) P(GT:)

Mo = vl P unlloe ™ De =kt e Ay = (/ uzkdvg) - (1.30)
M
Note pela definicao de uy, que [|ug||, = 1, para todo k € IN. Ainda, por V |ui| =
£V, u, em quase todo ponto de M, podemos assumir sem perda de generalidade que
up > 0 em M.
Facamos agora uma estimativa sobre A\;. Ao tomarmos w, como funcao teste

na equagao (1.28),

T 77'(1_619)
vi ' (o + Ellwill;) = lwlle* lwilla. ™
Consequentemente,
GL 77’(107916)
vi 'l < |lwgll* wille, (1.31)

Por outro lado, pelas definigoes de Ay e wy,

(r=p)1-0y)
R 1 A 7 P

p—T _(P_T)(l_ek)

vi el llwello

Como v, ' > 1 e usando (1.31), obtemos

V

OL _"'(19_919) T
- %(Hwkuﬁnwkuqk k )

pP—T

<), Vk_lﬁfk) T

v

v

T

isto é,
A > (1.32)

Encerrando esta secao, afirmamos que Ay — 0 quando £ — oco. De fato, como

|ug||- = 1, decorre da desigualdade de Holder que
1= [luglly < | M]77 |l
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Logo, [|ux][;, = ¢ = |M|T(§7l) > 0, para todo k € N. Agora, utilizando u; como

funcio teste em (1.29) e sendo 1 < v !,
ckA} < DAY [lug; < 1.
Tomando k£ — oo na desigualdade acima, segue que

lim A = 0. (1.33)

k—o0

Passo 2 - Analise de concentragao: Provaremos que u, concentra em torno de uma
bola centrada no ponto de maximo xy em L"(M). Para tal, a técnica utilizada sera de
blow-up em torno do ponto de maximo, também conhecida como concentracao L"(M).
Esta técnica servira como uma analise qualitativa do que ocorre em torno dos pontos de
maximo dos funcionais uy que obtivemos anteriormente.

Pela teoria de regularidade de Tolksdorf [39], temos que toda uy que é solucao
de (1.29) é de classe C*(M). Por M ser uma variedade Riemanniana compacta, existe
xr € M tal que

ug(zr) = [[ur oo

No que segue, provaremos que
lim uy, dvg =1, (1.34)
9k=00 J B(ayioty)
onde

t = AT (1.35)

e lim (ou o,k — o) significa que tomaremos primeiro lim e apds isto lim .
o,k—00 k—o0 o—00
Este limite acima significa criar uma explosao em torno de xp. Veja que o
primeiro limite faz o dominio degenerar em torno de zy, pois np — nr +pr > 0 e de
(1.33), ty — 0, quando k — co. Como ||ug||, = 1 em toda a variedade Riemanniana M,
estamos afirmando aqui que na verdade os pontos relevantes para ||uy||, sdo aqueles em
torno de uma bola que degenera em torno de x; quando o,k — oo

Provemos (1.34). Para isto, trabalharemos em coordenadas locais convenientes,

fazendo o pullback da aplicacao exponencial pela dilatacao o, : TM — TM, §;, (x) = tya
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e By, = exp,, o 0, . Definimos

hi = Ejg = g(exp,, (trx)), (1.36)

ok = t] uy o By = t] ug(exp,, (trx)).

Como t; — 0 quando k — oo, estas equacoes acima estao bem definidas e,
para todo k € IN grande o suficiente, B(z;oty) estard dentro de um conjunto onde
exp,, : M — B(0;0) é um difeomorfismo.

Fazendo a renormalizacdo (1.36) na equagao de Euler-Lagrange (1.29), deduzi-

mos que

1-10 1
k

no sentido fraco. Esse rescalonamento foi feito dessa forma, pois necessitavamos eliminar
o termo Aj;, que acompanhava o termo p-Laplaciano para escrevermos a forma fraca acima
nos moldes de [35] para utilizarmos a técnica de iteracao de Moser.

Aplicando o Teorema do Valor Médio em (1.37) e pela defini¢ao de 6y,

1
)\kAp,thPk + DkA HukHT ptk.gpk — Q_k ((,02 (pz.k 1) + SOQIC !

_ rlaelp —n) ¥ np) @ log(pr) (1 — qr) + ¢}
np(r — qx)
T —-—n)+n _
o np) 2) o log(i) + ™ em B0:a),

qr—1

no sentido fraco para fungoes teste nao negativas, onde py € (g — 1,7 — 1).
Consideremos & > 0 tal que r + & < p*. Como @;* log(¢5) < ¢, ', temos em
B(0;0)

7(qr(p —n) + np)
npe

My + DeAL ugll Pl < e e (1.38)

Pela desigualdade em (1.32) e aplicando a técnica de iteracao de Moser [35] em
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(1.38), para k suficientemente grande,

telluelll, = sup ¢y

B(0;5)

c / oy, dhy,
B(0;0)

= c/ uy, dvg
B(xk70tk)

¢, (1.39)

IN

IN

onde ¢ uma constante positiva. Disto,

1 = /uidvg
M

< el [ s,
M
n\ "—qg

= (lhenloct)

< ¢
isto é,
1< |luglloo tf < c, (1.40)

sendo ¢ uma constante positiva independente de k. Em particular, existe uma constante

c > 0 tal que
/ oy, dhy, > ¢ >0, (1.41)
B(0;0)

para k suficientemente grande.
Vejamos que ¢, € WIP(B(0;0)), para todo k suficientemente grande. Utili-
zando a expansao de Cartan em coordenadas normais e por (1.40) temos, para cada

o> 0,

/ phdr < ¢ / o dhy,
B(050) B(0;0)
= ¢ tf(pﬂq) / uf du,
B(zg,ot)

n p—=r
e (tiluele)” [ g de,
M

Cy

IA

IN
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onde ¢ > 0 nao depende de k. Ainda, novamente da expansao de Cartan,

/ |Vg0k|p de S C/ |thg0k|p dhk
B(0;0) B(0;0)

= cAk/ |V gur|? du,. (1.42)
B(mk,atk)

Tomando u; como fungao teste em (1.29) e utilizando a estimativa dada em
(1.32),
Ak/ |Vguk|pdvg S /\]:1 S %_g .
M

Por definicao, o, = Acpne — % < ¢ para todo k. Portanto

/ VorlP de < cAk/ |V guil? du,
B(0;0) B(zk,otk)

L
c),

IN

< (1.43)

Consequentemente, para cada o > 0 e cada k € N fixado, existe o € WP(B(0; 7))

tal que, a menos de subsequéncia, ¢, — ¢ em VV;?(R”) Para cada o > 0,

/ ¢" dr = lim ¢y dhy, = lim / uy, dvg < 1.
B(0:0) k720 ) B(00) k00 ) Bagoty)

Da teoria de regularidade de Tolksdorf [39], o funcional ¢, converge para uma
fungao ¢, em cada B(0;n). Podemos definir uma fungao ¢ para todo o R™ utilizando
o argumento da Diagonal de Cantor, o que faremos no que segue.

Como ¢y converge em cada compacto, seja para alguma subsequéncia (se ne-
cessdrio), ¢y tal que o, — o em WH?(B(0;1)). Tomando tal subsequéncia, também
temos que ¢y converge para uma funcao @, em W1P(B(0;2)) e o1 = o em WIP(B(0;1)).
Prosseguindo com esse argumento, para todo n € IN, n > 2, existe uma subsequéncia em
k € IN e uma fungao ¢, em W'?(B(0;n)) tal que ¢, = p,_1 em B(0;n —1) e pp — ¢,
em W1P(B(0;n)).

Considerando uma subsequéncia, se necessario, existe ¢ := 7}1_)11010 v, tal que

lim ¢ = p em WHP(R™), e

k—00

o € L"(R") N WP (R™). (1.44)
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Aplicando a teoria de regularidade de Tolksdorf em (1.38), ¢ — p em C} _(R™).
Ainda, por (1.40) e pela defini¢ao de ¢y, ¢ é positiva em uma vizinhanga da origem.

Faremos uso da forma fraca decorrente da equacao de Euler-Lagrange e da desi-
gualdade étima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg para provarmos que u; concentra
em L"(M). Para isto, precisamos utilizar fungoes teste adequadas para estimarmos os
termos que aparecem na desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg e na
equagao de Euler-Lagrange (1.29).

Consideremos uma funcéo de corte n € Cg(R) tal que n = 1 em [0,%], n = 0
em [1,00) e 0 < 7 < 1. Definindo 1,x(z) = n((otr) ' dy(x, x)) e tomando ugn},;, como

fungao teste em (1.29), obtemos

)\kAk/ |vguk|p772—,k dvg + )‘kAk/ |V9uk|p_2vguk’ : vg(ﬁ;,k)uk dvg+
M M

T f qunr dv 1
+D, AP T—p Por M "k ‘lok 9 _ - / T dy. —
kg ||uk||p /]\/[ uk:ncr,k: Vg — fM kd/l}g Hk o ukno,k Vg

u dv
fM knak 9:|. (145)
Jar i dvg
Mostremos que
lim Ak/ IV yur|P >V yuy - Vo (0l )uy dvg, = 0. (1.46)
o,k—00 M ’

Com efeito, tomando uy, como fungao teste em (1.29) e por (1.32),

Ay / VP, < o F <. (1.47)
M

Utilizando isto e a desigualdade de Holder,

p—1

< (Ak/ |Vguk|pdvg) ’ X
M

X (Ak/ UZ|VgUg,k|pdvg>p
M
<c (Ak/ ui’vgna,k’pdvg) !
M

‘Ak/ |Vguk|p_2vguk ) Vg(n:r,k)uk dvg
M
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Afirmamos que existe uma constante ¢ > 0 tal que
c
Ak/ up [V o i|? dvg < — - (1.48)
M o
Ora, por (1.40),

n(p=r)
A [ 1Sl dvy = e e [ W ol
M B(Ik,atk)\B(xk,Utk/2)

dy(x, 26)\ [¥
V1 <—“’ i )

p n(p—r
= gl
= ||Uk 00 ptp k
0T B(xp;oty)\B(z;oty/2)

C % p—r r
< o (llltl)™ | ut

c
< —.
= p

dv,

U

Consequentemente, vale (1.48). Por isto e por (1.47), (1.46) é valido. Ainda,

observamos que klim qr =7, e utilizando (1.46) em (1.45),
—00

. 1 _ . ugt g dv
lim ()\kAk IV gur["n . dvg + DAy |Jugl; p/ uﬁn;k dvg) — lim fM k o k779 =
00 M M fM dvg

o,k— o,k—00

_ uftnl . dv
= rip—n) +np lim — / g g, dvg — le : (1.49)
np ok—oo " — ( M ’ fM Uy, dvg

Escreveremos (1.49) de uma forma mais apropriada. Como

fM uikng‘”’k o qk — 1|dv,

B fM ut dvg
fB($kaUtk)\B($k»0'tk/2)
fM ugt dv,

B(0;0)\B(0;0/2)

Disto, e por (1.44), temos que o limite do lado direito é 0 quando k — oo e ap6s

fM Ui"m’}k dvg B fM uj, ngkk dvg
fM up dv, fM ugt dv,

T
u,* du,

IN

isto 0 — o0o. Consequentemente,

dk o7 dk
lim fM gy, dvg fM uy Mok g

— 1.50
o,k—00 fM 9k dvg o, k—)oo fM u d’Ug ( )
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Similarmente,

’Vguk‘pﬁg,k dvg _/ ’vguk|p77§,k dug| < Ak/ \Vguk!”nf;,kﬂ - 7757:‘ dvg
M M M

< Ak/ |V gur|? duy
B(zg;ote)\B(zr;0t/2)

= / ]th g0k|p dhk
B(0;0)\B(0;0/2)

Como o limite do lado direito da desigualdade acima é 0 quando o,k — oo,

segue que
i [ g o, = tin [Vl do, (1.51)
Para o termo do lado direito da igualdade em (1.49), pelo Teorema do Valor
Médio,
r fM “ang]fk dug B fM uikn;k dvg r fM qk|77qk - 77§k|dvg
r—qp| [y ur do, Sy ui do, r— qk Sy uiE do,

fM | log (M) 155, dvg
N fM“ dvg

fB(wk,O'tk)\B(xk,O'tk/Q)
fM i dug

= ¢ / ol dhy,
B(0;0)\B(0;0/2)

onde ¢ > 0 é uma constante positiva e & € (gg, 7). Tomando k — oo e apds isto o — oo,

Iy
ke dvug

IN

a desigualdade anterior implica em

dk 7 qk 49k
r fM up Mg g, dvg . r fM UMy, dvg
lim 0 = lim 0
chooo T — qp [y, Ul dug chroo T — qp [y, ult duyg

(1.52)

Necessitamos agora que os termos em LP(M ) que aparecem na equacao de Euler-

Lagrange tendam a 0 quando k tende para o infinito, isto é, provemos que
lim Dy A7 [lug [ = 0. (1.53)
Com efeito, tomando uy como fungao teste em (1.29) e por (1.32),

1\~ T »
(Aem - E) Ak/M |V ug|P dvy + Dy AL (/M uly dvg) <1 (1.54)
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Pela definicao da constante 6tima Riemanniana de r-entropia e procedendo como

em (1.15),
1< ((Aent +¢€) (/ |V ug [P dvg)p + B, (/ uly dvg)p)
M M

T(l—Gk)

X </ e dv) e (1.55)
e v, . .

Logo, usando (1.54) em (1.55),

Aen 1\~ v v

1 < (t—_’_f) (Aent — —) / |V ug|P dv, + B. </ uly dvg) X
Aent Tk k M M

T(l*Gk,)
a Ok
u* du,
M

Aen — = % ; % =

t—+f Al — DAY ' (/ uy dvg> + B. (/ uly dvg> Af

Aent % M M

A T 7 v T 5
— L—Hi 1 — DyA; (/ uly dvg) + B A} (/ uly dvg) (1.56)
Aent Tk M M

X

IN

Como B. nao depende de k - ja que o mesmo provém da desigualdade Rieman-
niana de r-entropia com ¢ - e tomando u; como fungao teste em (1.29),
T % 1
Al / up dvg | < o~ 0 quando k& — oo,
M k

e assim,

: v P "
lim B.A; ( /M ul dvg) —0. (1.57)

Tomando isto em conta, fazendo k — oo e a seguir € — 0 em (1.56), obtemos

1< <1—kli_{IolODkA,§ </Mu§dug> ) :

lim D, A7 ( / b dvg> "o, (1.58)
k—o0 M

isto é,
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o que prova (1.53). Como [[ugnerl|] < [Jusl|], obtemos
Jim Dy AL Jukno||; = 0. (1.59)

Juntando (1.50), (1.51), (1.52) e (1.59) em (1.49),

ulrn dv
lim AkAk/ |Vguk|p77£’k d’Ug— lim (fM knak g)
M

o,k—00 o,k—00 fM Uy, dUg

. u‘]k dk dU
— r(p—n) +np lim — [/ upy e dvg — —fM k ok @ (1.60)
M

np k=00 T — Sy uis do,

Utilizaremos agora a desigualdade Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg para

obtermos estimativas que se relacionam com a igualdade acima. Antes disso, facamos
uma estimativa sobre o limite quando & — oo de )\,f, definido em (1.30). Aplicando uy

como funcgao teste em (1.29),

)‘kAk/ |V gur|” dvg + Dk:Alg </ uy, dUg> = 1.
M M

Combinando isto com (1.55), obtemos de forma andloga ao que fizemos em (1.56)

Ao, P\ E »
1 < ﬂ 1— DkA” (/ uly dvg) + B.A} (/ uly dvg)
)\P M M

Pelo limites estimados em (1.57) e por (1.58), segue que

que

Aent + €
AP

1<

Por isto e pela estimativa que fizemos para /\lf em (1.32), obtemos
1 v
Aent - E S )\k S Aent +e.
Tomando € — 0 e logo apds k — 0o, concluimos que

lim )\k = Aont- (1.61)

k—o0
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Agora, utilizaremos a desigualdade Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg para
obtermos outra equacao com os mesmos termos de (1.60) e criaremos um sistema para

provarmos a validade de (1.34). Com efeito, utilizando w1, na desigualdade (1.55),

o v %
(/ (ukNo )" dvg) < ((Aem +¢) (/ |V g k|” dvg) + B. (/ (ukNo k)P dvg) )
M M M

T(1-6y)

a0
. ( / (o) dvg)
M

Fazendo um rearranjo desses termos, aplicando log e por B. nao depender de

k € IN, ja que este provém da desigualdade Riemanniana de entropia, obtemos para k

suficientemente grande

T { Hukna,kHr } _(Aent + 5)||vg(uk770,k)”; + BsHUkno,kH;
—log | —————| < log -
Ok ko || I | urno k|7,
< g | et DALIV (ol + Dif e
a - Dl gF 7
i Hukna,k”qk ’ Hu];\lqéi
isto é,
7 rog | Mwtnsle | | Cene + VALV o (o) I} + DuALNanoi)l7 |- o)

Qk llurno,kllqy - lunionlla, \ ™
[lukllqp, llukllqy

Estudemos, inicialmente, o lado esquerdo de (1.62). Pelo Teorema do Valor

1 o 9k
qk) _ |:]0g( " log <M)}
[ |

_ U o qi
+ & rlog<|| al k;!‘“)

QT [k

Médio,

u
tog(lueriosls) — log (

R P A
Yok T sl

i k. — 7”1 <fMuk: ngkk: dvg)

f M " duy
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oy |

onde Y, esta entre ||ugn, x|/ e —————=. Portanto,
’ M
T lusnoslls | 7lgp—n)+np) 1 / - Jos utnly, dvg
o 1og = UMy dVg —
ek <—”ulfna|’|quk ) TLp(T - Qk) Ya,k M 7 fM 'LL dvg
Uk llqy
_ Tlalp—n) ) Jus ukkni’fk dv,
npqx fM dvg

Tomando o, k — oo na desigualdade acima,

lim — log | = T(rlp=n) + np) lim — Uy, dvg—
o,k—00 Qk (”Ukna,k”qk) np'rY ok—o0 ' — qp M )

llukllq
fM “anglfk; dvg 7(r(p —n) + np) 1 fM uj. ngk; dv,
— — og | lim ,
o,k—00 fM dUg

dk
Joy ui do, npr

onde Y é tal que valem os seguintes limites

(1.63)

a
[, udEn® dv
k 'lok g .
Y = lim Y, = lim X e = lim Uy dVg.
o,k—o00 o,k—00 fM d’[)g o,k—oo Jar

Com efeito, reescrevendo Y em termos de py,

[ et [ i dn
B(0;0) B(0;0)

B(0;0) B(0;0)

onde o1 () = 7ok (exp,, (txr)). Tomando o,k — 0o na desigualdade acima e utilizando

T
fM w0y dvg / .
— U dv
fM gk dUg v k:na,k g

<

Y

que qx — 1 e ¢ — p em CL (R™) quando k — oo, obtemos o resultado desejado.
Facamos agora uma anélise do lado direito de (1.62). Da desigualdade e-Young e

da desigualdade (z+y)? < 2P +cxP~ly+cy?, vélida para z,y > 0 temos, para 0 < & < 1,

M/WM%MW%ﬂHﬂM/Wm%%%+%%/%WWW%~
M M M

Tomando o,k — 0o, apés isto ¢ — 0 e por (1.48),

lim )\kAk/ |Vg(uk77(,,k)|p dvg S lklm )\k:Ak/ |Vguk|p77§k dUg. (164)
o,k—00 M )

O'—)OO
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Finalmente, tomando o, k — oo e apds isto € — 0 em (1.62) e por (1.59), (1.61),

(1.63) e (1.64),

r(p—n)+np

qu dr d,U
[/ U};??gk dvg — fM k ok g] <
M

nry ok—oo " — (j fM u d'Ug
. rp—mn)+np p

(1.65)

fM uj, ngkk: dvg)

xlog @3; oo o

Escrevendo

ul*n dv
x= i (e [ o), v = g bt
M

o,k—00 o,k—o0 fM dUg

ok—o0 T — Joy uir do,

temos que X,Y, Z <1 e podemos reescrever (1.60) e (1.65) como

ul*n dv
7 = lim 4 [/ up g s, dvg — fM K Mok g] ,
M

X Y =ttt g
i (1.66)

mten 7 < Y log X + (M2HE — 2) Y log Y.
Observe que provar que uy, concentra em L™ (M) (1.34) é demonstrar que Y = 1.
Como ||ug||, = 1, provaremos que Y se anula no complementar do seu dominio, isto é,
estudaremos o comportamento de u; no complementar de B(xzy; oty).
Seja &5 = 1 — No i, onde 7,y fol definida anteriormente. De forma andloga a
qual procedemos acima, verificamos que (1.60) e (1.65) valem com &, no lugar de 1,4,

isto é,

Joy ui dvg np

o,k—00

lim /\kAk/ |Vguk|p§§7k dv, — hm (fM g) = rp—n) +np><
M

r f Qk Qk dv

: Ter M g

X lklin — / ukga,k dvg B f d )
o,k—o0 T qk M M ’LL Vg
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rpmm e
nry ok—00 ' — q;

upgl . dv
/M Kook TR fM ugt dvg
B @k y
<log ( lklgl )\kAk/ |Vguk|p£g,k Clvg)-i-(r(p:ﬂ — g) log ( lim fM ’
o,k—00 M

r o,k—o0 fM dvg

fM ulk Qk dvg] .

Similarmente, escrevendo

- - ufF e dv
X = lim (AkAk / |Vguk|p§§7kdvg) s Y = lim fM g’
M

o,k—00 o,k—o0 fM Uy, dvg

e
- 9k Qk d’U
7= lim — / R Jus ook 91
ok—oo " — Qg M ’ fM dvg
obtemos o seguinte sistema:
X—-Y = M Z,
o o (1.67)
Mo 7 < Vlog X + (M52 —2) Vlog Y.
Afirmamos que
Y4Y=X+X=1 (1.68)
Provaremos inicialmente que Y +Y = 1. Com efeito,
fM uzk( 770' k) dUg fM Qk Qk d'Ug 1 qr qr qk d
f (. f dv f =y |1 - (na,k + ak>| Vg
M Uk @V MU g MY g
1 / a
< —F w” dv
fM uzk dvg B(zyioty)\B(zg;oty/2) !
B(0;0)\B(0;0/2)
Disto,
lim S MU 773’%) dvg lim Ju Ui o, dug
cfkl—>oo fMu dvg —okl—>oo fM ’“dvg ’
e de,
| — fM “ang]fk dvg f MU ng’jk) dvg
Jor wilt dvg fM i dvg 7

obtemos Y 4+ Y = 1. Mostremos agora que X + X = 1. Como

)\kAk

| Vsl do, — [ 9,01 a8, doy| <
M M
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< ey [ VPl - (8, + €00 doy < A il du, <
M

B(z;ote)\B(zk;oty/2)

< C/ |thgok|” dhy,.
B(0;0)\B(0;0/2)

Portanto,

o,k—00

lim )\kAk/ |V u|P€?, dv, = lim )\kAk/ |V yulP(1 —n2 ) du,. (1.69)
M ’ o,k—00 M )
Agora, usando u, como fungao teste em (1.29),
U= Nude [ [gul doy + Duafful [ ok do,
M M

= (b [ Vot oy DAl [ e,
M M

s [ 9P (1= 08, oy DAl [ k(=) oy
M M

Usando isto, (1.69) e (1.59), temos que X + X = 1.
Finalmente, mostremos que Y = 1. Por (1.66), (1.67) e (1.68), Z + Z = 0.
Consequentemente,

Z>0e 7 <0, ou
Z<0eZ>0.
Suponhamos, inicialmente, que Z > 0. Disto e por 7 < p em (1.67), segue que

np—r)+pr p

og_mmogm(
nr T

) YiegY.

Definimos f : (0,1]x(0,1] — R, dada por f(x,y) = y—z+ylog x+ <"(p_—r)+pr — g) ylogy.

nr

Fixado y € (0, 1], os pontos de maximo de f sdo os pontos do tipo y = x. Portanto,

VOV VlogY + (M JB) Flog V" >
nr T

SV X Vs X + (M_E) Flog¥ > 0,
nr T
isto é,
(1 L) b fz) V1ogV = PV log¥ > 0. (1.70)
nr T n

95



Consequentemente,

fflogff > 0.

Como Y < 1, jd que Y > 0, teremos que Y = 0 e por (1.68), Y = 1.
Para o caso Z < 0, teremos que Z = 0 e procedendo analogamente ao que
fizemos acima com Z ao invés de Z, temos que YlogY > 0. Como Y > 0, garantimos

que logY > 0, e assim, Y = 1. Portanto,

lim uy, dvy = lim / Ny dvg =Y =1,
M

o,k—00 B(zy;0ts) o,k—00
o que prova (1.34).
Argumento final: Para finalizarmos o Capitulo 1, provaremos que vale a igualdade
entre as constantes étimas, ao obtermos uma contradicao. Necessitaremos do resultado
de concentragao combinado com a desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia e, para
isto, teremos que estimar X e Z do passo anterior.

Como Y = 1, temos que Y = 0. Por (1.67),

o< x <My g
np
isto é, X = 0. Por (1.68), X = 1. Ainda, por (1.66), Z = 0. Agora, observamos que
X = lim )\kAk/ |V guglPnt ) dvy = lim )\kAk/ |V ug|? dvg =1,
o,k—00 M ’ o,k—00 B(zg;oty,)
Wn® do
Y = lim W = lim wn g, dvg = 1,
o,k—00 fM Uy, d’l)g ok—oo [ar ’
e J
Z = li Tl dy., — 2M Tk ok 7T
U,klinoo T — gk [/]\4 Yellok ¢V fM uZ’“ dUg

Da reparametrizacao feita em (1.36) e por (1.32),
AkAk/ \Vguk]p dvg = )\k/ ]thapk]p dhk
B(zk;oty) B(0;0)

Tomando em conta (1.44) e que X = 1, temos do limite sobre )\,f estimado em
(1.61), da expansao de Cartan e dos resultados de regularidade de Tolksdorf ao tomarmos

o limite £ — oo e a seguir ¢ — o0,
Afm/ IVlP do = 1. (1.71)
R
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Por uma analise similar,

1=Y = / " dx (1.72)
Rn

e, pelo Teorema do Valor Médio,

ulFn? do
0=2 = lim — / upny g, dvg — Jus i n:k !
ok—o0 ' — ( M ’ fM d’Ug

—  lim — { / P dhy, — / Pr dhk}
ok—o0 " — ( B(0;0) B(0;0)

= lim T/ ot log i, dhy,
B(0;0)

o,k—o00

= lim ot log ). dhy

a,k—ﬂ)o B(O;O’)

= lim oy log ). dhy,
O',k‘)OO B(O;O’)

= /wrlogsardx,

onde py € (gx,7). Por (1.72), ||¢|lpr@n) = 1 e por (1.44), ¢ € WHP(R"). Logo, pela

desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia, de (1.71) e da ultima igualdade, segue que

nr
0:/ "logy" der < —— 1o (Aep,r/ \% pdx),
¢llogy o ——_— ( )Rn| ol

0 <log Ao, )Agm/ V| dx | =log A(p,) .
A7 " A7

ent ent
Ae (p, r)
AT

ent

isto é,

Como log (

igual que 1, ou seja,

) > 0, o argumento no logaritmo natural deve ser maior ou

p

Ae(p,r) 2 A,

0 que contraria a nossa suposigao inicial, que foi supor que A.(p,r) < Aem Portanto,

SART

Ae(pa ’f‘) = Aent7 (173)

o que finaliza a demonstracao do Teorema 1.1 e encerra este capitulo.
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Capitulo 2

A DESIGUALDADE OTIMA RIEMANNIANA DE
ENTROPIA

Neste capitulo, provaremos a validade da desigualdade 6tima Riemanniana de
r-entropia. Para tal, veremos a desigualdade de r-entropia como um caso limite da
desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg. Por sua vez, a desigualdade
6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg afirma que dados 1 < ¢ < r < p < n, onde

qk:r—%elﬁTSmin{QapL

7o » z
(/ || dvg) < | A(p, g, ) (/ |V ul? dvg) + B(p, qx,7) (/ |ulP dvg) ] X
M M M

7'(179]9)

( /M ] dvg) e (GNA(A(p, a1, 1), B(p: ab 7))

para toda fungao u € H"*(M) e ), = % € (0,1), onde A(p, qx,r) é a primeira
constante tima desta desigualdade e B(p, g, r) a segunda constante 6tima. A validade
dessa desigualdade pode ser encontrada em [14].
Reorganizando os termos da desigualdade acima, obtemos
A 4k, T Vull, B Gk, T )| U p
7 g () < (A Vel + Bl

O [l g [ullg,

Ao tomarmos k — oo, estamos fazendo g, — r~. Procedendo no mesmo sentido

que em (1.18), segue que

lim — log ( Fuller ) _ 7(rlp=n) +np) / ’1:| log |1TL| duvy.
ko0 O ]| o (ary npr M HuHLT(M) Hu”LT(M)

Além disto, temos que A.(p, gk, ) = A(p, g, 7‘)% (trabalho em Preprint de Cec-

con et al) e que A = Ae(p, r)%, onde A.(p,qx,7) é a constante étima Euclideana de

o8



Gagliardo-Nirenberg, A(p, g, ) é a primeira constante 6tima Riemanniana de Gagliardo-
Nirenberg, A.(p,r) é a constante 6tima Euclideana de r-entropia e A, é a primeira

constante 6tima Riemanniana de r-entropia. Ainda, como demonstramos no Capitulo 1,
lim A<p7 qk, 7”) - Aent-
k—o00

Portanto, para obtermos a validade da desigualdade 6tima Riemanniana de r-
entropia, devemos mostrar que, a menos de subsequéncia, (B(p, g, r)) é uma sequéncia
limitada em R, tema principal deste capitulo e todos os resultados que seguem neste
capitulo sao consequéncia disto.

A demonstracao que esta sequéncia é limitada seguira por absurdo, ao supormos
que a sequéncia de segundas constantes 6timas Riemannianas de Gagliardo-Nirenberg
é nao limitada, o que faremos na secao 2.1. Esta secao esta distribuida em quatro
subsecoes: Na primeira, iremos supor que a subsequéncia de segundas constantes étimas
Riemannianas de Gagliardo-Nirenberg ¢ ilimitada e combinaremos com a desigualdade
6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg para obtermos um funcional. Tal funcional
serda minimizado para obtermos uma equacao de Fuler-Lagrange - no mesmo sentido que
fizemos no capitulo anterior -, o que faremos na subsecao 2.1.1.

Na subsecao 2.1.2 utilizaremos a equacao de Euler-Lagrange para obter uma
sequéncia de pontos que concentram em L7 (M), de forma similar ao que fizemos no
capitulo anterior. Como antes, a demonstragao dos resultados de concentracao utilizam
técnicas classicas de EDP’s elipticas como teoria de regularidade de Tolksdorf e técnica
de iteracao de Moser.

A partir daqui comegam as diferencas em relacao ao Capitulo 1. Para criarmos
um absurdo com as suposicoes iniciais, um resultado importante sera provar que uma
sequéncia de funcoes obtidas na subsecao 2.1.2 - que concentram em torno de uma bola
em L"(M) - convergem para 0 pontualmente a partir da métrica em M. Traremos este
resultado como um lema, denomidado Lema da Distancia, sendo este o tema da subsecao
2.1.3. Argumentaremos a validade desse lema por contradicao.

Encerrando a secao 2.1, a partir da desigualdade étima Euclideana de Gagliardo-

Nirenberg, do Lema da Distancia e da expansao de Cartan da métrica g em coordenadas
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normais argumentaremos que (B(p, gk, 7)) é uma sequéncia limitada.

Na segao 2.2, provamos a existéncia da desigualdade 6tima Riemanniana de r-
entropia ao obtermos a respectiva desigualdade como um caso limite quando £ — oo na
desigualdade étima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg (GNg(A(p, ¢k, 1), B(p, gk, 7)))-
Com isto poderemos definir a primeira e a segunda desigualdade 6tima Riemanniana
de r-entropia, da mesma forma que mencionamos na introducao deste trabalho em
(Lr(Aent, B)) e em (31).

Por fim, na secao 2.3 provamos a existéncia de funcoes extremais, isto é, que vale
a igualdade na segunda desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia, para os casos
1 <7 <min{2,p} ou 7 = p < 2. Utilizaremos os mesmos argumentos da se¢ao 2.1 para
concluirmos que uma sequéncia de funcionais convergem para 0 em norma em L% (M).

Com isto e com argumentos de minimizacao obteremos a igualdade desejada.

2.1 A limitacao de uma familia de segundas constan-
tes 6timas Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg

Gragas aos resultados do Capitulo 1, vimos que A = A(p, 7’)%, onde A.,; €
a constante 6tima Riemanniana de r-entropia e A.(p,r) é a constante 6tima Euclideana
de r-entropia. Em particular, (A(p, gk, 7)) é uma sequéncia limitada em R. A primeira
desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia afirma que existe B € R tal que, para

todo u € Hl’p(M) com HUHL"(M) =1,

Entgy,(Ju]") <

e (e (o) o))

onde definimos

Enta ((uf") = [ Jul log ul" du,
M

Como na desigualdade acima a expressao A.,; ¢ dada por um infimo, nao neces-

sariamente a desigualdade vale se fizermos os valores de A se aproximarem de A.,; em
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(Lr(A, B)), pois os respectivos valores de B na desigualdade poderiam estar tendendo
ao infinito. Para demonstrarmos a validade de (2.1), derivaremos a desigualdade étima
Riemanniana de r-entropia como um caso limite da desigualdade 6tima Riemanniana de
Gagliardo Nirenberg, como mencionamos na introducao deste capitulo e na introducao
desta tese. Como ¢ varia, obtemos uma sequéncia de primeiras e segundas constantes
6timas Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg.

No Capitulo 1, demonstramos que a sequéncia de primeiras constantes 6timas
Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg é convergente. Disto, resta demonstrar que a
sequéncia de segundas constantes 6timas Riemannianas de Gagliardo-Nirenberg é con-
vergente e, para isto, demonstraremos que tal sequéncia ¢é limitada. Disto e do Teorema
de Bolsano-Weierstrass, a menos de subsequéncia, (B(p, gk, 7)) ¢ uma sequéncia conver-

gente. Logo, devemos provar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, suave, sem bordo e
de dimensio n > 2. Consideremos 1 < 7 < min{2,p}, 1 < g < r < p < n, onde
Qg =7 —% e B(p, qx,7) a sequnda constante dtima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg.

Entao (B(p,qx,r)) € uma sequéncia limitada em R.

Prova: Como constantes positivas pertencem a H'? (M), tomando uma constante po-

sitiva ¢ € HY(M) na desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg,
B(p,q,7) > M| ™. (2:2)

Com efeito, se u = ¢, onde ¢ > 0 é uma constante, o termo gradiente na desigualdade
6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg se anula, e assim,

T(l*@k T(lka)

T T T )
| M| < B(p,qg,r)c"|M|rc o |M| @bk

isto é,
1(L71’(1*9k)71>
B(p,qr,r) > |M|7\70 a0k
Como,
i_p(l—gk) _1:2T(qk(p—n)+np) B r(p—mn)+np P
O, a0k r onp(r —q) n(r — q) n’
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obtemos
B(p, qu,r) = |M| 5.
De (2.2), caso B(p, gy, ) = | M|~ para todo k € IN, entdo (B(p, q,7)) é limitado e ndo

ha nada a fazer. No que segue, supomos que

B(p. qp.7) > | M| 7. (2.3)

2.1.1 A equacao de Euler-Lagrange

A partir de (2.3) e da desigualdade étima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg,
minimizaremos um funcional para obtermos uma equacao de Euler-Lagrange que sera o
norte para o desenvolvimento deste capitulo, assim como fizemos no Capitulo 1. Seja

() C R uma sequéncia positiva tal que, para k suficientemente grande,
B(p, qr,r) — e > |M| "7, (2.4)

onde v, — 0 quando k — oo.
Definimos 7 = {u € H"*'(M); |Jul|, = 1} e o funcional ., : 7 — R, dado por

T(1-0})

% qy0
Alp, qi, ) (/ [V gul? dvg> + (B(p, qx, 1) —%)] </ || % dvg> s
M M

« (/M fuf” dvg)_rgk. (2.5)

Como a segunda constante 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg é dada

F(u) =

por um infimo e por «; > 0, existe uma funcao uy € S tal que #;(uy) < 1. Considere-

mos uma sequeéncia (u;) C 2 tal que
Ip(u;) = 1, = inﬁf Fr(u) quando j — oc.
ueE.

Como existe ug € # tal que . (ug) < 1, o infimo acima também deve ser

menor que 1. Consideremos ¢ > 1 tal que i, < o7, < 1. Disto,
F(u;) < oi, para j suficientemente grande. (2.6)
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Por outro lado, da desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg e

por u; € S,

T(l*Gk)

’ Skl
— AP, g, 7)o (/ |V gu|” d“g) — B(p, qk,T)Uik] (/ || dvg) X
M M

X (/M lu;|” dvg)_rgk. (2.7)

Combinando (2.6) com (2.7),

—0lg >

(oA ([ 19 de,)” + (1o Blp.gr) <0
Como (1 — aig) > 0, obtemos que (u;) é limitado em H?(M). Portanto,
uj — 1y, em H""(M) quando j — oo.
Ainda, da imersao compacta de H"?(M) em L*(M), para todo 1 < s < p*,
u; — Uy em L°(M) quando j — oo.
Em particular,
u; — U em L*(M)N L' (M) N LP(M) quando j — oo.
Consequentemente,
1= tim sl = el
e assim, uy € . Portanto,
Fe(tg) < limjinf I (u;) = ]lggo I (u;) = iy,

ou seja

Por isto e por V|u,| = £V, 4y quase todo ponto em 57, podemos supor que

i > 0. Afirmamos que

/M IV iig|? dvg # 0. (2.9)
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Procederemos por absurdo, isto é, que @ é uma constante positiva. Por ||a||, =

1:(/ ar dvg> — | M|,
M

ou seja, Uy = |M|_% Por isto e por 1 > iy = Z(uy),

TA=0k) _ T T(1-6y) -

~ 0 4
. u‘k- k k |M| a0 0

1 >

5 T(l_gk),L
U T M|l

T(l—@k) T

(B( ) =)
(B( ) =)

= (Bp,qe,r) — )| M| o 7ty
(B( ) =)

o que contraria (2.4). Portanto, @ nao é constante e podemos considerar

Up

== =0.
IV gkl

Vg

Por i, = () e ||tg||, = 1 para todo k € IN suficientemente grande, obtemos

_‘r(l;Qk) GL
[okllae ™ [lorll-* =

B(p, gk, ) = W ol = A(p, ar,7)
. p . .

Uk Uk

(2.10)

Tendo em vista (2.10), consideramos o espago & = {u € H**(M); ||V ul, =1}

e o funcional g : & — R de classe C' para k suficientemente grande, dado por

T _r(-6) T

r0 q1.0 p
st = ([ aran)™ ([ uean) " co( [ wran) e

M M M
onde
B —
¢ — B a) — (2.12)
2%

Caso C}, seja limitado para alguma subsequéncia, considerando esta subsequéncia
obtemos que B(p, qx,r) é limitado, e nao hé o que fazer. No que segue, supomos que Cj,
seja ilimitada, isto é,

]}1_{20 C) = oo quando k — oc.

A(pa Qk7r>

Como iy < S (u) para cada u € S N &, temos que Fi(u) <
Uk

pois,

por F(u) > iy,

T(176k>

o “ain A 5
(/ lu|” dvg) ' (/ || 9% dvg) o < —(p,‘qk,r) (/ |Vul? dvg) + C},
M M 23 M
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isto é,

—0k) T

T (1
En T PA
st = ([ o)™ (o) " - o ([ ) < 20,
M M M 1,

A
Por (2.10), Zi(v) = M Por isto, pela desigualdade anterior, por i;, < 1
23
e por g € C', segue que
v = Sug Ii(u) = _Fi(ve) > Ap, gk, 7). (2.13)
uUEe

Consequentemente, obtemos uma equacao de Fuler-Lagrange associada:

1 T, _T(1-0y) - 1 o 9k. T *T<170k)*q19 B
b = ol ol ™ o = Tl ol e
k k
—CkHUkH;_pU:Z_l (214)
no sentido fraco, onde A, , = —div,(|V,[P~2V,) é o operador p-Laplaciano com respeito
a métrica g.
Escreveremos (2.14) de uma forma mais apropriada. Definindo
Uk = Uk Z 07
[k [
reescrevemos (2.14) em termos de uy,
» T—p, p—1 1 — 0 —Qp, qk—1 Lo
onde
<7'*P)8(1*9k) P(gll;;ik)
o=l ol o= ([ atan) (2.16)
M
Ao tomarmos v como fungao teste na equagao (2.14),
GL _‘r(lg—9k)
Ve < okl loellge ™ - (2.17)
Disto,
(r=p)1=y) (p=r)(1=0y)
Moo= villoell okl Jloelle
p—T _(P*T)(lfgk)

= illoell™ [vella

el _ra-epN
_— (uvkufkuvkuqk 2 )

_ e
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ou seja,
e > vr (2.18)
Fagamos, agora, uma andlise sobre Ay, definido em (2.16). Da desigualdade de

Holder
1= el < [M]75 el

Considerando ¢ = |M |T(§_1) e tomando u; como fungdo teste na forma fraca
(2.15), para algum ¢ > 0,

CCkAg S CkA,fHukH; g 1,

e tomando k£ — oo na desigualdade acima, concluimos que

lim Ay = 0. (2.19)

k—o0
Como dito no Capitulo 1, pela teoria de regularidade de Tolksdorf, temos que

toda uy, que é solugao de (2.15) é de classe C'(M). Por M ser uma variedade Riemanniana

compacta, existe xp € M tal que

up(@r) = [kl oo-
Definimos agora
ty = AT (2.20)
Observamos que t;, — 0 quando k — oo por (2.19) e por m > 0. Afirma-
mos que
ooty > 1. (2.21)

Com efeito,

o= el

< el [t o,
M

= ;e

n\ =gk
= (lhallot)
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2.1.2 Resultados de concentracao

Nesta segao provaremos que uy, concentra em L" (M) em torno do ponto zy, € M
- resultado fundamental para obtermos um lema relativo a distancia que tais z; cumprem

em M, o que faremos na subsecao seguinte -, isto é,

Lema 2.1. Se x, € M ¢ tal que ug(xy) = ||ugl|oo, entao
lim uy, dvg = 1.
7k J B(ay;0ty,)
Prova: Observamos que t, — 0, quando k — oo e assim, para k suficientemente grande,
ot) € pequeno o suficiente para cumprir o raio de injetividade de exp, : B(0;p) — M.

Como antes, facamos a seguinte reparametrizacao:

hy, = g(eXpmk (tka:))?

) (2.22)
Pk = b ug(exp,, (tr1)).
Escrevendo (2.15) em termos de hy e ¢, obtemos
T—p 1L=0k g1 _ 1 . .
MeDp e or + CLAf HUkH b 4 o P = gvr em B(0;0). (2.23)
k k
Ainda, pelo Teorema do Valor Médio em (2.23) e da definigao de 6y,
TP 1 r qr—1 qr—1
MNeDp hy, ok + CrAf HukH tkSOk = 9_k (SOJC — Pk ) + Py
rlalp—n) +np) g1

= v log(vr) + o,
np

em B(0;0), onde px € (¢ — 1,7 — 1). Consideremos € > 0. Como vale a desigualdade

P log(p5) < ) ' em B(0;0), segue que

r(qe(p — n) + np)
npe

NeDp iy pn + CrAL ||Uk||T Pten | < o (2.24)

Tomando r 4+ € < p*, pela técnica de iteragao de Moser [35] em (2.24), para k

suficientemente grande,

tylluglls, = sup ¢ < c/ o, dhy, = c/ uy, dvg < c, (2.25)
B(0;2) (0;0) B(zy,otr)

2
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sendo ¢ uma constante positiva que ndo depende de k. Por (2.21),
1<t funlloo < c, (2.26)

Por (2.26), pela teoria de regularidade de Tolksdorf [39] e pelo argumento da
diagonal de Cantor, concluimos que ¢, — ¢ em C. (R™) quando k — oo. Ainda, por
(2.21)

we(0) = tun(or) =t Jugllo > 1,

temos que ¢ > 0 em uma vizinhanga da origem.

Seja n € C§(R) uma funcdo de corte tal que n =1 em [0,3], n =0 em [1,00) e

0 <n < 1. Definindo . (x) = n((0tr)"'dg(z, 21)) e tomando wn), como funcao teste
em (2.15),

)‘kAk/ IV gukPny i dvg + )‘kAk/ |V g [PV gy, - Vo (1) 1 Juge dvg+
M M

5 — f U 770'/€ dUg 1
C.A? T—p p,r d JM "k ok 79 k _ ot du.—
+Ck k”“ka /Muk%k Vg — fMU’ Fdv, 0, uk%,k; Vg

fM UZ’“HZ- k dvg}
fM "du,

Como antes, reescreveremos a igualdade acima de uma forma mais adequada.

(2.27)

Inicialmente, afirmamos que

lim Ak/ |V g, [PV gy, - Vg (1) 1 )y, dvg = 0. (2.28)
M

o,k—00
Ora, tomando uy, como fungao teste em (2.15), por (2.18), (2.13) e pela primeira

constante 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg ser limitada, obtemos

Ak/ VgusPdu, < A\ < vp 7 < Alp,gior) <. (2.29)
M
Agora, por (2.26), (2.29) e pela Regra da Cadeia,
A [ sl ey = e A 5 el
M B(xk,dtk)\B(.rk,O'tk/Q)
c n\PT .
< o (o)™ [ i g
c
< —.
S
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Assim, existe uma constante ¢ > 0 tal que
c
Ak/ Uy |V o s|? dvg < — . (2.30)
M oP

Utilizando agora a desigualdade de Holder, (2.29) e (2.30), teremos

p—1

< (Ak / yvguk|pdvg> T ox
M

X(M/%W%NWQP
M

1

< C<Ak/ uﬁlvgﬁa,ﬂpdvg)
M

‘Ak/ |V9Uk|p_2vguk ) Vg(n;,k)uk dvg
M

c
S —
o
o que prova (2.28). Afirmamos agora que
Jim Cr AL ||ukl|; = 0. (2.31)

Para provarmos (2.31), observe que se tomarmos uy, como funcao teste na equagao

de Euler-Lagrange em (2.15) e por (2.18),

P -1 P
Alp, qr,7)~ / Vgur|” dvg < At — CLAL (/ u? dvg) : (2.32)
M M
Agora, da definicao da desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia, existe
B. > 0 tal que

npr p

u|" log |ul" dv, < 10g<Aen +¢ (/ V,u pdv) +
[ el g uf v, < e tog (e + ) ([ [l doy

+ B: (/ uy dvg)p)
M

Fazendo uma construgao inteiramente anédloga a feita em (1.15),
T(1-6)

% 9%
1 S ((Aent + 5) (/ |vguk‘p dUg) + BE (/ ui dvg) ) (/ uzk dvg)
M M M

Uma consequéncia direta do Teorema 1.1 do Capitulo 1 é que klim Ap, qg,7) =
—00

SR

Aeni. Disto, dado ¢ > 0, para k£ € IN suficientemente grande, temos que A, <

A(p7 4k, 7») +e. LOgO?

1< ((A(p, qr, 1) + 2¢) (/ |V gug|P dvg> gt B. (/ uy dvg> p) X
M M
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T(l—@k)

y < / e dv) o (2.33)
[, . .

Utilizando (2.32) em (2.33),

A(p7Qkar)+2€( ,,/ ); (/ );
1< Alp, qu,7)7 V  ugl? dv + B. ub dv
i A(p, qx,7) (P ge.7) M| gt ! M R

T

Af

-

(Do) 4 2 > - (/ ) gl (/ ) % g
A CLA? ut dv + B, ub dv A?
A(p’ qk, T) g wk M g ! M g ’ g

3

IN

A(p, qr, ) + 2¢ (/ )l ’ </ )
= 1— CLA? ub dv + B.A? ut dv
A<p7 QIfar) o M F J F M F 7

ISAR|

Observamos que B. é limitado, ja que o mesmo provém da desigualdade de

r-entropia, que nao depende de k. Ainda, tomando uy como fungao teste em (2.15),

z 1
A llully < ==

Ch

e assim, lim Ap [lug|; = 0, pois lim C} = oco. Logo,
k—ro0 k—ro00

: » P "
klggo B A} (/M Uy, dvg) =0.

Tomando isto em conta, fazendo k — oo e a seguir € — 0, obtemos

1< (1—}}31;00kAg (/Mugdvg> ) :

: » P _
klgglo CrAf (/M Uy, dvg> =0,

Observamos ainda que

isto é,

SAR

o que prova (2.31).

Jim CrAf [kl (/M Uy e g dvg) =0, (2.34)

ja que

T
P

o< jim Al ([ gy < jim 6 ([ ) =o.
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Consequentemente, de (2.28) e (2.34) em (2.27),

fM uzk T]Z; k dUg
3 PT _ 1 —_— -
Jlim <>\kAk /M |V gulng dvg) e ( [y uft dv,

_ uln” . dv
— r(p—n) +np lim ! / upn, g, dvg — fM k ngk g (2.35)
np ok—o0 " — (j M ’ fM dl)g

Seguiremos reescrevendo (2.35) em outros termos. Agora,
Qg |y~ 0
Jor Ui g g™ — dvg

fM k dvg

fB(katk)\B(katk/2)
fM upt dv,

B(0;0)\B(0;0/2)

Disto, e por ¢ — ¢ em CL _(R"), segue que

a7 T
f v W Mo g dg fM W N5y dg

f M upt dv, f M ugt dv,

dk
w* du,

IN

lim fM u%’“ngk dvg _ fM uj. ngkk dvg (2.36)
koo [ ult du, Soy udt dog ‘

Agora, de forma similar a que procedemos acima,

Ay, / |vguk|p77:r,k dvg_/ |vguk|p77§,k dug
M M

< A / VP g1 — 57| d,
M

< Ak/ |V gur|? du,
B(wy;oty)\B(zg;oty/2)
- / Vo onl? dh.
B(0;0)\B(0;0/2)
Logo,
lim Ak/ |V ug [Pl . dvy = lim Ak/ |V gur|Pn? . dv,. (2.37)
o,k—00 M ’ o,k—o00 M s

Por fim, pelo Teorema do Valor Médio,

r fM gt ngljk dug B f M ujt Nor i dug r f M ujt |77?fk - nS,kldvg
r—qp | [y ud dog Joy uit dug r— q Jo wilE du,

fM k|10g nﬂk)’nakdvg
B fM“ dvg

ch(xk,atw\B(zkvatk/?)
qr
f A U dug

= ¢ / ot dhy,
B(0;0)\B(0;0/2)

a
w,* du,

IA
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onde ¢ > 0 é uma constante positiva e & € (g, 7). Disto,

qu T d,U uqk qk d,U
lim — Jar vk nkak T Jur k ok @Vg (2.38)
ok—00 T — fMuk dv, ok—o0 T — (f fMuk dvg
Substituindo (2.36), (2.37), (2.38) em (2.35),
[, udEn dv
. D p . . M k ag, k‘ g
cr,lklinoo )\kAk /]\4 |ngk| no-,k dUg a,lklgoo ( fM d'Ug
_ uln® dv
= rip—n)+np lim — / upne g dvg — s v n:k - (2.39)
np ok—oo T — Qx| Jus ' fM dv,

Trabalhemos agora na desigualdade 6tima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg
para obtermos os mesmos termos da igualdade acima. Pela definicao de Ay,
T o [ Hukna,k”r] < log [A(p, > IV g (urno i) |l + B(p, Qkar)Hukna,kH;]
gk Huknak’HQk B

T
dk

AW, @i, ) ALV g (o) |5 + B0, @iy 7) AL wstios ||

||u ||T X ||uch§
Klokllge ™ Ty,

Por (2.18) e (2.13),

T rog | el MALY g (it 15 + Blp, )AL (i) I
og | 7——"—~| < log 7
‘9k ( H“kna,k”qk ) <||uk770,quk )
”uk”qk Huk”qk
Estudemos o lado esquerdo de (2.40). Pelo Teorema do Valor Médio,

) - o (5]

_ u - qr
+ & rlog<H e ’Z',Jq’“>
qir | || gx

- (2.40)

tog (o) — log (

1 || ZZ}
= u o, r _—
Vor {” S PR T
" qr — 1 f M ukknglfk dvg
fM i dug ’
U o qr
onde Y, ; esta entre ||ugnykl; M. Logo,
el
T o | wnonlle | _ m(as(p—n) +np) 1 / . Jar w03y, dvg
108 |7/~ - ukznok d'Ug qk
Ok <—H“|T”U”k”qk> np(r—aqi)  Yor |Ju ’ fyuldu,
UL qr
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e =) £ o)) Jor wind, du,
P4k S dvg )

Tomando o, k — oo na desigualdade acima,

lim — log st = 7(r(p = n) +np) lim UM e AVg—
ok—o0 0, <||uk775,k“qk> npryY ok—oo T — Qi | Jus ’
”uk“qk .
B Jar Ui g dvg] _ 7(r(p —n) +np) log [ lim Jar i ngy, dvg (2.41)
Sy dvg | npr koo [yt dvg )7 .
onde
u‘]k dk dv
Y= lim Y, = lim M = lim / wpn g, dvg. (2.42)
o,k—o0 ’ o,k—o00 fM Ukk d’Ug o,k—00 M ’

Estudaremos agora o lado direito de (2.40). Ora,

A, / IV (o) do < (14 1) Ay / IV gt P doy + () A / R
M M M

Tomando ¢ — 0 e 0,k — oo, bem como por (2.30),

o,k—00

lim )\kAk/ |V (o) P dv, < lim )\kAk/ |V gur|Pn? . dv,. (2.43)
M o,k—o00 M ’

Agora, da definicao de C} e por 7 < 1,

B A} ([ i) < ol ([ i)+
M M

sl ([ o) (244
M

Porém, de (2.15), tomando uj como fungao teste,

(B(p, qe:m) — )AL (/ e i dvg) <ip <1,
M

- »
Al (/ U i dvg) <ec.
M

Por isto, (2.44) e por (2.34),

isto é

lim B(p, i, )AL lusnoxll; = 0- (2.45)

o,k—00
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Finalmente, tomando o,k — oo em (2.40) e tomando (2.41), (2.43) e (2.45) em

conta,
- u qk dU
w hm / uzn;k dUg fM k ngk g S
nry ok—oo " — (j M ) fM u d’Ug
S 10g< lim )\kAk/ ‘Vguk’pngk dvg) + (W _ E) X
o,k—00 M ) nr r
ut n do
«log [ lim Jar Uil gy dvg ) (2.46)
o,k—00 fMu dvg
Considerando
qu qk d’U
X = lim ()\kAk / |V gui [Pl kdvg) . Y= lim M’
k=00 M ’ o,k—00 fM dvg
(&

Z = lim
o.k—o0 ' — (k

ul*n?* do
[/ U};U;k dv, — fM knak g] ’
M

fM“ dug

reescrevemos (2.39) e (2.46) como

X-Y = wzj
b (2.47)

Mot 7 < Y log X + (MEHE — 2) Y log Y.
Seja &,k = 1 — Ny g, onde &, foi definida no complementar da bola B(xy; oty).
De forma andloga a qual procedemos acima, verificamos que (2.39) e (2.46) valem com
&0k 10 lugar de 7,4, isto €,

u‘lk (Ik d’U
lim AkAk/ \Vguk]pﬁg’k d’Ug— lim (fM g)
M

o,k—00 o,k—00 fM Uy, d’Ug

T’(p B n) +np .. r rer fM U‘Ik qk d’Ug
—~ 7 " lim sl dvy — =———— | |
np ok—oo T — qr | Jus ' Joy i dvg

e a estimativa

- Gegth dy
r(p—n)+np lim r [/ WLET vy — fM g] <
M

nry ok—00 T — q Joy ut dvg
. rp—n)+n
< log (glklgloo Ay /M Vi€, dvg) N (% _ 1;9) y
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qu qk d,U
x log ( lim _> :

o,k—00 fMu dvg

Similarmente, escrevendo

. - ok dv
X = lim <)\kAk / |Vguk|p§§7kdvg> ., Y = lim Jur vk SM kol 9
M

o k—300 o.k—300 fM dvg

Z = lim

dk Qk
: r / uré-r dv. — fM dUg
kSo,k g dk ’
ok=oo T =gk | Jm fM d“g

obtemos o seguinte sistema:

X —y = nle—nter 7
" (2.48)
Mo 7 < Vlog X+ (M - 2) Viog ¥

Como no Capitulo 1, para demonstrarmos o Lema 2.1 e por (2.42), precisamos

mostrar que Y = 1. Para tal, demonstremos que
Y+Y=X+X=1. (2.49)

Com efeito, vejamos inicialmente que Y +Y = 1. Ora,

ul (1 — ™) dv ufF e du 1
Sy =nd) dv, [y, y / W1 = (i, + €2 do,

fM upt dvg fM uj dvg fM ui dvg
1 / qk
< e u* dv
fM qu dvg B(zy;oti)\B(zk;0ty/2) g !
B(0;0)\B(0;0/2)
Portanto,

fM upt (1 —mnl%) dug fM U § s dug

li : = lim 2.50
U,klgloo fM 'Lbzk d’(}g O’]{}—)OO fM k dvg ( )
Ainda, por
| — fM ugt Uglfk dug f MU 773%) dug
fM up dv, fM i dug ’
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vale Y +Y = 1. Provemos agora que X + X = 1. Como

e A

/M V€2 dv, — /M VounP(L— 1)) du,| < cAy /M Va1 — (1 + €7,)] do,

< cAk/ |V ug|P dv,
B(ay;otp)\B(zg;ote/2)

= C/ |th<pk|p dhk,
B(0;0)\B(050/2)

entao,

lim ApA, / IV, ue€0, dvy = Tim Ay / V(=) dv,.  (2.51)
M ’ o,k—00 M ’

o,k—00

Agora, tomando uy, como fungao teste em (2.15),
1 = MAg / IV gusl? dvg + CRAE w57 / ub dv,
M M
= (v [ Vg o+ bl [ i)
M M

nAs [ (90 doy + CAT ;™ [ o=, do,
M M

Usando isto, (2.51) e (2.31), temos que X + X = 1. Finalmente, mostremos que
Y = 1. Por (2.47), (2.48) e (2.49), Z 4+ Z = 0. Logo, as possibilidades para Z sdo:

AV4
N
[\

Z>0e 0, ou
A e

VAN
N
[V

0 0.

Suponhamos, inicialmente, que Z > 0. Por < p e por (2.48), obtemos

nr r

0<Y —-X+YlogX + (M—B)?logf/.

Defina f : (0,1]x(0,1] — R, por f(z,y) = y—:p—kylog:ﬁ—k(M - ’;’) ylogy.

nr

Fixado y € (0, 1], os pontos de maximo de f sdo os y = z. Portanto,

(Hw_zz)mgy: P§10g ¥ > 0. (2.52)
nr r n
isto é,

YlogV > 0.
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Como Y < 1, j4 que Y > 0, teremos que Y = 0, o que implica em YV = 1.
Caso Z < 0 e Z > 0, procedendo como fizemos acima, teremos Y logy > 0.

Como Y > 0, segue que logY > 0, e assim, Y = 1. Portanto,

. r o . ror _ _
lklm uy, dvg = lklm upn, p dvg =Y =1,
o,k—00 B(.Tk,O’tk) g,k—00 M

0 que encerra a prova do Lema 2.1.

2.1.3 O Lema da Distancia

Nesta se¢ao, provaremos que a sequéncia (uy) que obtivemos na subsecao 2.1.1

converge pontualmente para 0. Para isto, demonstraremos o seguinte lema

Lema 2.2. (Lema da Distdncia). Para cada A > 0, existe uma constante Cy > 0,

independente de k € IN que cumpre, para todo x € M,

dy(z, 21) up(2) < C’,\tz_%. (2.53)

Prova: Procederemos, no que segue, por contradigao. Suponha que existem Ay > 0 e

yr € M tal que fr(yx) — oo quando k — oo, onde

fi(z) = dy(z, o) ug (),

Ainda, como f; explode para tal sequéncia, assumiremos sem perda de genera-

lidade que fi(yx) = || fx||co. Da estimativa em (2.26),

wi(Yr)
—7d
felye) < T

< Cdg(xkn yk)kotlzk()?

g<CL’]€, yk)AOtI;)\O

ou seja

dy(zp, yp)t; ' — oo quando k — oo. (2.54)

Agora, fixado o > 0 suficientemente grande e dado ¢ € (0, 1), afirmamos que
B(yg, edy(zr, yx)) N B(xy; oty,) = 0. (2.55)
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Com efeito, por 1 — e > 0 e por (2.54), para k suficientemente grande,
dg(l’k, yk>(1 — €)t];1 > 0,
isto é,
dg(Tr, yr) > oty + edy(wp, 1),

o que prova (2.55).
Provemos que existe uma constante ¢ > 0 tal que, para todo x € B(yx, ed,(z, Yx))

e k suficientemente grande,

uk(x) < cug(yr). (2.56)
De fato, para todo x € B(yk, d, (T, yx)),
dg(l‘,l'k) Z dg(xknyk) - dg<x7yk) Z (1 - e)dg(xkayk)-

Portanto,

dg (Y, l.k))\ouk(yk)t]:)\o+7 = fulyr)
> fu(x)
= dy(x, xk)’\ouk(:v)t,;/\ﬁ%

> (1= e)dy (e, ) ur )ty T

Da desigualdade acima, para todo z € B(yx,edy(zg, yr)) € k suficientemente

uk(x)é( : )Aouk@k),

grande,

1—-¢
o que prova (2.56). Fagamos agora uma renormalizagao de (2.15) para obtermos uma
sequéncia que ird gerar a contradi¢ao que buscamos. Seja

hy, = glexp,, (tx)), (2.57)

Pk = tg ur(exp,, (tr)),

onde x € B(0;3). Disto em (2.15),

- o 1—6 B 1
NPt 4 — Ept Tt = — 5 em B(0:3). (2.58)

)\kApﬁk@k + CkA;Z A A o
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Agora, pelo Teorema do Valor Médio em (2.58) e da definigao de 6y,

. 1 1
Ml 5, P+ CrAg

ugl|; PG = o @t =) + gt

_ Tab _n;) 00 o tog (@) + B em B(0;3),

onde pi € (g — 1,7 — 1). Fixado € > 0 tal que r + ¢ < p*, por

~r—1+e

P log(@r) <@ T,
obtemos

~ T g Tla(p—n) +np) -
M5 B+ CRAL |l P, < e o ot (2.59)

Aplicando a técnica de Moser [35] em (2.59), para k suficientemente grande,

py = <Uk(yk)tk%) < sup @, < C/B(OQ)@'],; dhy = C/B( ) )UZ dvg <¢,  (2.60)
; Yk, 2tk

onde

M = uk(yk)T—Qk/ UZ’C dvg. (261)
M

Portanto, (y, **) é limitado. Neste caso, podem ocorrer duas situacgoes, a saber
(A) pur > 1— 0y, para alguma subsequéncia, ou
(B) ux < 1 — 0y, para k suficientemente grande.

Em ambos os casos geraremos uma contradi¢ao, o que provara o Lema 2.2. Su-

ponhamos que o item (A) seja valido. Pela defini¢do de ) e como e = lim (1 + —) ,
m—o0 m

T

limkinf e > lim (1 — Qk)ﬁ

k—o0
r qr (p—n)+np _n
. np(T — Qk) q[ . *np+ } [qk(pfnz)ernp]

= lim [1-—

k=00 r(gr(p — n) + np)
= & w, (2.62)

isto é,
limkinf py > ¢~ T-mr (2.63)
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Por outro lado, para k suficientemente grande,

B(yk;tk> C B(yk;edg(wk.yk)), (264)

pois, por (2.54)

1 _
te < edg(r, yr) & z < dy(ar, yp)ty !

Portanto de (2.63), (2.60), (2.64), (2.55) e do Lema 2.1,

0 < ¢ wmw < liminf p1, - ’“ < c lim uy, dvg < ¢ lim uy, dvg = 0,
g ko0 S Byt F=20 ) Bypsedy (@)

o que é um absurdo, logo (A) néao ocorre.
Suponhamos agora (B). Para k suficientemente grande, definimos a seguinte

reparametrizacao:

() = glexp,, (Afur(yy) 7 ),

() = ur(ye) Mur(exp,, (AL ur(ys) 7 1)),

(2.65)

com z € B(0;3). Observamos que (2.65) estd bem definido ja que, por (2.26), para k

suficientemente grande,

1 _r 1 p=r

Aug(yn) 7 < A7 [lu|od
np-r

= t; ° ||Uk:||oo th

p—r

= (tz ) ™t

< cty,

e t, — 0 quando k — oco. Escrevendo (2.15) em termos de (2.65),

NSl S L (2.66)

On " 0, *F

-1 _

MA 5 Py + CRAf HukHT Pug(yr)P VY

p7hk

em B(0;3), onde pp = ug(yg) % / u dv,. Pelo Teorema do Valor Médio,
M

1 /1—-46
Al 5 Uy, + CLA} ||Uk:||T Pug(yr)P Y + — B gnt =
" O\ pk

_ r(g(p —n) +np) () — o) = r(gk(p —n) + np)

np(r — q) log (x )", (2.67)
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onde pg € (qr — 1,7 — 1). Agora, por (2.56),

~ 1 per\ "
/ Yy, dhy g (yr) " (A;; Uk@k)”) / f o Up dyg
B(0;3) B(yr;3AL ur(yr) P )

i) (A,:ukwk)”?) c(SA;;uk(yk)T) cun(y)”
< e (2.68)

IN

Consideremos entao w uma fungao em C3(B(0;3)) tal que w = 1 em B(0;2),
w > 0. Considerando 9,w? como fungao teste em (2.67), segue que

~ 1 /1-6 ~ _
Ak/ V5 bilPw? diy + — ( kL 1) / b dfy < TP =) D)
Bo3) O \ 1k B(0:3) np

x / P Nog (Y )w? dhy, — A / |V P V5, wP | d, (2.69)
B(0;3) B(0;3)

onde p € (qx — 1,7 —1).

Estudemos o lado direito de (2.69). Para o primeiro termo, temos

7(qr(p —n) +np) . r(r(p —n) + np)
np np

quando k — oo.

Por outro lado, como py € (g — 1,7 — 1), de r < p e de (2.68) obtemos

/ S0 Tog(Wn)e? diyy = S0 og () diy
B(0:3)

/{rGB(O;?)); i (2) <1 U{zeB(0;3); Yr(w)>1}

B(0;3)

< ¢ (2.70)

IN

Para o segundo termo do lado direito de (2.69), sendo [V;; w?| < cwP™!, obtemos
que
Ak / |V kP V5 WPl dhy < e / |V kP P ey dhy. (2.71)
B(0;3) B(0;3)
Ainda, da limitacao de )\, e pelas desigualdades de e-Young e de Holder,
Ak / Vi PV WPl dhe < ce / |V k[P 0P dhy, + eAge(e) / WP dhy,
B(0;3) B(0;3) B(0;3)

< ce)\k/ Vs P~ w? dhy, + c. (2.72)
B(O3)
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De (2.70), (2.71) e (2.72) em (2.69), obtemos

1 /1-90 ~
(1 — 05)/ V5 lPe? dhy + — ( ko 1) / B diy, < c.
BO3) " Ok B(0;3)

g
Tomando ¢ > 0 pequeno tal que 0 < 1—ce, pela limitacao de A\, e por % —-1>
0,
~ 1 /1-6 ~
c/ V5 i Pw? dhy + — < b 1) / LwP dhy < c, (2.73)
B(03) " O \ 1k B(0;3)
isto é, por w € C3(B(0;3)),
/ |V el? dhy, < c. (2.74)
B(0;3)

Portanto isto e por (2.68), (1) é limitado em TW'?(B(0;2)). Consequentemente,
existe ¢ € WHP(B(0;2)) tal que, a menos de subsequéncia, ¢, — 1 em W1P(B(0;2)).
Agora, pela técnica de iteracao de Moser aplicada em (2.67), 1) nao se anula
numa vizinhanca da origem, pois
l=u0 < swuf<e [ wduze
B(0;1) B(0;2)
Por (2.73) e pela imersao compacta de WP(B(0;2)) em L% (B(0;2)),

1 /1-4
limsup—( k—l) <eg,
k k Hoke

e disto, a menos de subsequeéncia,

1 /1-60
lim sup — ( L 1) =~>0. (2.75)
ko O\
1 /1-6 1—4
Definindo — ( L 1) = Yk, observamos que ji = — Logo,
K\ Mk Yl + 1
g = 1.

Ainda, da conta feita em (2.62),

. —_r [ [
lim (1 — Ok)“% = ¢ n—r)tpr,
k—ro0

Portanto,
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. 'rj . 1 - 0]{5 quk _ 1 np
lim g, " = lim % — ¢~ )5

k— 00 hvoo (1 4 %gk)ﬁ
Disto, de (2.60), (2.64) e do Lema 2.1,

_ PR £ R—
0O<e (1+7) qj,(p—n)+np

< liminf g, ™
k

< c lim wy, dvg
k=00 J Bywite)

< c lim uy, dv,
k=00 J Bywsedg (zrur)

=0,

o que é um absurdo, logo (B) também nao ocorre. Isto encerra a prova do Lema da

Distancia.

2.1.4 Limitacao da segunda constante 6tima Riemanniana de

Gagliardo-Nirenberg

Nesta se¢ao provaremos que (Cj) é limitado o que, pela sua defini¢ao, prova
a limitacao de (B(p,qx,7)). A nossa suposicao é que (Cj) é uma sequéncia ilimitada,
portanto, produziremos um absurdo.

Consideremos uma fungao de corte n € C}(R™) tal que n = 1 em [0,1), n = 0
em [2,00) e 0 <7 < 1. Definindo ny(z) = n(dy(x, 1)) obtemos, pela desigualdade 6tima
Euclideana de Gagliardo-Nirenberg,

p(1—0y)

_b_

T‘Gk qk9k
([ i)™ <o ([ Wb ac) ([ agpar) ™
B(0;2) B(0;2) B(0;2)

onde A.(p, gk, 7) é a constante étima FEuclideana de tal desigualdade. Dada a invariancia

escalar da desigualdade 6tima Euclidiana de Gagliardo-Nirenberg, assumiremos sem
perda de generalidade que o raio de injetividade da carta exponencial exp,, : B(0;p) —

M é maior que 2.
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Como a constante 6tima Euclidiana e a primeira constante étima Riemanniana

de Gagliardo-Nirenberg sao tais que A(p, g, )7 = Ac(p, @, 7), teremos

o
(/ upy, diC) < A(p, qi, ) (/ |V (i) [P d$) X
B(0;2) B(0;2)

p(1—0y)

q1.0
X (/ uFn i dx) e (2.76)
B(0;2)

Xk = Ak/ 77£|Vguk|pdg(x,xk)2 dUg (§ Yk = Ak/ |Vguk|p_1|Vgnk|uk dvg.
M M

Rl

Denotemos

Pela expansao de Cartan da métrica g em coordenadas normais,
(1 — cdy(z, 74)%)dv, < dov < (1 + cdy(x, 21,)%)dvy, (2.77)
V()P < V()P (L + cdy(z, 24)*) v, 2.78)
ede (z +y)P <aP+ caP Ly + P,
P PP p—1 P
g =~
9, (an) P < |V gualPof + eV g ueVgnel + clucml. (2.79)

Disto, da defini¢ao de Ay e de (2.76), obtemos

o
( | d:c) <
B(0;2)

< (A(p, qk,r)gAk (/ |V gur| Py, dvg) + X, + Yy + cA (/ uly dvg)> X
B(zy;2) B(zr;2)\B(wk;1)

q p(1-0})
qi k [
(fBOZ ) Uk T, d$> Wk

f s dvg

Estimemos o primeiro termo do lado direito de (2.80). Tomando w7, como

(2.80)

fungao teste na Equagao de Euler-Lagrange em (2.15),

Jar Tk dvg)

. 1
A TAp [ | VgulPny dvg < — d
(P, qrs 1) k/M| gt |’ dvg < 0, (/M Uit dvg — Joy ulE do,

u
—C}, (Ak/ uy dvg) + fM ’“q?’“ + cAk/ IV PV i do,
B(z;1) fM Uj d M
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% 1 Ak o7 d
<1-Cy <Ak/ uy, dvg> + — (/ g dvg — Ju qui?k Ug) + Y. (2.81)
B(zy;1) O \Ju S uit dvg

Defina
1 [y uden dv
A= d JM Tk Tk Vg .
k 0, ( /M upny, dvg — fM Fdu,

Pelo Teorema do Valor Médio e do Lema 2.2,

0 \Jur fM F du, Oy fM Up, dUg

r(qe(p — n) +np) [y uiny*[logmi| dvg
np Joy uir do,

ct;%(”—qk) / ul dv,.
B(zg;2)\B(zk;1)

Ainda, em B(zy;2) \ B(xy; 1) vale dy(z, x4)*%* > 1, para todo A > 0. Pelo Lema
2.2, (uk(:c)dg(a:,xk)k)qk < C’,\tzqk_%q'“. Disto,

1 [y udEng dv A —
T — — / wint dy, — Mk Tk 79 < gk
‘ k 0, ( " KM dvg — fM Fdv, k

e como t; < 1, para k suficientemente grande,

IN

IN

Tomando \ > ”*2

Aqi—n 2
BT < g2

Consequentemente,

1 f ugt g, dvg
2 g ([, won St )| < 25

para k suficientemente grande. Por (2.81) e (2.82) em (2.80),

o
( | dm) <
B(0;2)

+ Zp + cty + c Xy, + cYy + cAy, (/ uidvg) X
B(zk;2)\B(zk;1)

S 11— Ok (Ak/ UZ d’l}g) ’
B(zy;1)
p(1-6y)

(Dot s .
f MU dvg ' .
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Estimemos agora Xj. Tomando uyd,(z, zx)*n; como funcio teste em (2.15),
Xe = Ak/ e Vgur[Pdy(, 24)* do,
M
¢ Jor ub midy (2, 24)? dug
< — uinidgy(x, x5)? dv M

Hk <A4 k'l 9( ) g fMU d'Ug

fM urnid,(z, 2 )?* dog
Sy wi dvg

Analisemos os dois primeiros termos do lado direito de (2.84). Pelo Teorema do

Valor Médio,

+ cAk/ wenp |V gur [P~ dy (2, 2y) dog + + cY}.(2.84)
M

ror f uk nzd L xk) dUg 1 2 T qE\=>T 2
— wpnidy(z, 23)? dvy, — M4 = |tk (0r — @x )i lz]” dhi
0, /M kMkdg( )" dvy T u® du, = o sty E o6
7 .
< \sok — Qi || dhy,
k JB(o2t;

<ctt [ Jogeuleltlal? dh,
B(0;2t 1)
onde py € (qr, 1) e Ni(x) = M(expy, (tez)). Como

[ logadetileP dh = ot [ [ log sl o dh
B(0;2t; ") {zeB(0;2t; V)5 (x)<1}

+ Cti/ | log x|}t 2] dhy,
{zeB(0;2t; ")spp () >1}

no que segue, estudaremos as duas integrais do lado direito da igualdade acima. Come-

cemos com a primeira. Por ¢ (z) < 1, 7" < ¢. Ainda, pelo Lema 2.2, [z} pr(x) < C),
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para k suficientemente grande e, para o > 0 fixado,

| log oxl?*[ef? dhy < / | og exlelal? dh
B(0;0)

+/ | log or |k |z|* dhy,
B(0;2t; ")\ B(0;0)

< e / llog gulle> dh,
B(0;0)

o [log il dhy
B(0;2t; )\ B(00)

<0, / (@) i
B(0;0)

/{x63(0;2tk1);s0k(x)<1}

o) / ou() |22 d
B(0;2t; ")\ B(00)

< C)y U |22 dhy+
B(0;0)

- / 220N dhy,
B(0;2t; ")\ B(0;0)

<c

onde tomamos A tal que 2(A — 1) < n e k é suficientemente grande. Com um processo
inteiramente similar obtemos a limitacao da segunda integral, com a diferenca que nesse

caso @i < ¢}. Consequentemente,

1
Oy,

fM UZ’“UM(SE, xk:)2 dvg

fM ugt dvy

<ct?, (2.85)

/ upnirdy(x, v1)* dvg —
M

para k suficientemente grande.
Analisemos agora o terceiro termo do lado direito de (2.84). Pela desigualdade

de Holder,

p—1

P

/ uknﬂvguk"p_ldg(xa :Bk‘) dvg S (/ |VgUk|p d’Ug) X
M M

X (/ updy(z, zp)? dvg> " (2.86)
B(wy;2)

Agora, tomando u como fungao teste em (2.15) e por (2.18),
/M [V yugl? dv, < M\PAST < eAl
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Tomando isto em (2.86) e pelo Lema 2.2,

e [ w e any < e ([ ey an,)
M (71;2)

1
r ~Dptnt !
< cAy (k " p/ ) e (@) |zl dhy
B(0;2t; 1)
< AT
7 (p— 7‘)+1—*(p T)+1
= ct}
= cf3, (2.87)
para k suficientemente grande. De (2.87) e (2.85) em (2.84),
uFntdy(x, x,)? dv
fM ] 0 dv, + ¢Yy, + cty, (2.88)
Jar v dvg
para k suficientemente grande. Ainda pelo Lema 2.2,
ulFntrd,(z, x)? dv g )— T (g —r
Jo winl = k)% dvg < o Fraia )+2/ o () [ Pl
Jo ui dvg B(0;2t; ")
< ot} / 2|~ Pt g,
B(0;2t; ")
= 7, (2.89)
onde A\gx + 2 —n =0 e k é suficientemente grande. Procedendo como em (2.86),
p—1 1
P
Vi, < (/ |V ug [P dvg) </ uy dvg>
M
1-p n(r—p)+pr
S CA P +1 pr
= ct}. (2.90)

De (2.90), (2.89) e (2.88) em (2.83), segue que

i ;
(/ (o d$> ' < (1 — C} (Ak/ uly dvg) + Zp + cti+
B:2) B(ayi1)

f qk .9k d p(l;gk)
o U 17 €x Ak
+ cAk (/ ug dvg)) B(0;2) Yk 'k ,

Blar2)\B(axs1) S uit dv,
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para k suficientemente grande. Ainda, do Lema 2.2 e como p > 1,

A Ly < caw T on(@) ] Py
B(232)\B(zk;1) B(0;2t;, )\B(0st, ")

2p
cty,

IN

< o,

para k suficientemente grande. Portanto,

r T
(/ UL, dx) <(1-a (Ak/ uj dvg) T4 Z+ cty | %
B(0;2) B(xy;1)

p(1—0y)

x <IB<0;2> e e dx)

f M ugt dvg

1—-0 —
Aplicando log na desigualdade acima e por u _r p’

a0 b n
Tk Ik e
p roT ‘fB(0§2) Wi M dz p !
— log(/ upn dx)—log <log|1—Cy | A u,, dv
70 [ B(0:2) wk fM upt dv, B(zy;1) e
_ . qun% dx
+ Zp+et2 — T Plog Jawa) b > (2.91)
n Jar i dvg
Estudemos o lado esquerdo de (2.91). Pelo Teorema do Valor Médio, existe &
entre —
/ Wit d e fB(O;Z) w Ny dv
B(0;2) fM ugt dvg
tal que

ke, i
S0 winit dx 1
log (/ i d:c) g [ 1202 _ _(/ I di—
B(0;2) o fMUZk dvg & \JB(0:2) wk

B fB(o;z) s dﬂ?)

fM ugt dv,

Agora, da expansao de Cartan da métrica g em torno de z; e pelo Lema 2.2,

max / upny, dr — / .y, dvg <
B(0;2) M

< cts, (2.93)

(2.92)

fB(0;2) u it da _ Jo v it dvg

fM upt dv, fM ugt dv,

)
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para k suficientemente grande. Com efeito,

upny do — / upny dvg| < c/ upnpdy(x, 21)? dv,
M B(zp;2)

B(0;2)

IN

cty wi(@)"|z[* dhy,

B(0;2t; )
2
< cty,

para k suficientemente grande. Agora,

fB (0;2) u' . d B Jo v it dvg
So ulE dug Joy uit dug

fMuk nid,(z, zx)* du,
fM kdvg

2
< cy,

para k suficientemente grande, o que prova (2.93). Provemos agora que

T ukkngk dx '} 2
max upny, dr — 1, — 1| ¢ < cty,
{’/M e fM i dvg *

para k suficientemente grande. Ora, pelo Lema da Distancia,

'/ u;n;dvg_1’ - ‘/ i, vy~ [ dv,
M M M

< / wy, dvg
M\B(zk;1)

< / updy(z, 21)" dv,
M\B(zg;1)
Ar—n

< cty,

< ctz,

onde \r —n > 2. Ainda,
fM upnt dvg B 1’ fM\B(:ck;l) u' " dug

= q
fM uy® duyg
2
< cty,

fMu dvg

para k suficientemente grande, o que prova (2.94). Por consequéncia de (2.93) e

&1 =14+ 0(t). Por (2.92),

log (/ upny dw) —log S W 4\ |
Tek: B(0;2) i fM ui dvg

90
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qdk
o U dx
:ll</ u@@M—E“2kk )u+0@» (2.95)
B(0;2)

70 fM ul* du,

Agora, novamente pela expansao de Cartan da métrica g em coordenadas nor-

qk 4k d dk 9k
D / - fB(o;z) Up My AT P / ( r oy U M >
70k ( B(0;2) w fM up dog 0k JB(0:2) e fM“ dvg

dk 9k

p ror U M )
0 JB(os2) ( e fM“ dvg !

+ c / ( T Uzkngk > (d ( )2) d
e Wgn 0 T, Tk )
Ok JB(0:2) R fM * dug ! !

= ];)Zk + O(t}).

Substituindo a igualdade acima em (2.95),

qk 9k
S0 Ui da
lo / upm;, d:v) —lo 5(0:2)
T(gk [ g( B(0;2) knk g( fM Uzk dvg

>Lz et
”
para k suficientemente grande. Tomando isto em conta em (2.91),

v — ufni dx
Z—?Zk—Cti <log|1—-Ch (Ak/ uf) dvg> + 2+ ot TP, og fB 0;2) “k "k
r B(zy;1) n fM dvg

para k suficientemente grande. Pela expansao de Cartan da métrica em torno xy, da

?

expansao de Taylor de log e pelo Lema 2.2,

log (fB(OQ Ui’“n}ik dff)‘ - fM\B(% ugr dvg fM urnd,(x, x)?* dog

fM“ dug N fMu dvg fM uft dvg
< ctz.

Novamente por logx < z — 1,

éZk - Cti S —Ok (Ak/ ui dvg) ’ + Zk + Ctz.
(z31)

Observamos ainda que, para k suficientemente grande,

/ uf dv, > / uf du,
B(zg;1) B(xy;ty)

_ t]Z(r—P)/ SOZ dhk
B(0;1)

> ctf(r_p).
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Como tk Ak =1,

Ot < (1 - —) Zy + ct?, (2.96)

para k suficientemente grande.

onde

Por fim, estimaremos 7. Definindo & = 1 — n,, afirmamos que

Zj+ Ry + 5, =0, (2.97)

1 f (e — mit) dug
R, = — r - d M
k 0 (/M up (e — ny,) dvg — f U dv ’

M g

1 f gk dv
— re d MY 9
S O (/M ik g f MU dvg )

Ainda, podemos reescrever Rj em outros termos, Ry = R,(:) + R,(f), onde
1 [, udEny, dv
R(l) / r d JM Tk IR Vg
O M Ukl g fM uf duy

1 a4k
Rl(f) = — (/ (Uknk)r dUg — fM<Uknk) Ug) .
M

O fM upt dv,

: 1 2 o
Estimemos R,g ) e R,(f ). Fazendo uma mudanca de variaveis,

1

1 _
R, = o 1
k J B(0;2t, " )\B(0;t;; h

() — ) dhy,

1
RY = —

7 [(orti)" — (prn)™] dh,
k J B(0;2t, H\B(0st; ")

onde 7 () = n(exp,, (tex)) = n(dgy(exp,, (txx),rr) em R™ e ¢ foi definido em (2.22).

Pelo Teorema do Valor Médio e pelo Lema 2.2,

r(gr(p —n) + np) / @Zk| log |7 dhy,
np B(0;2t; )\B(0t;, ")

< cf o etllogelel dn
B(0;2t, 1)

< o,

IRV <
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onde k é suficientemente grande e py, € (g, 7). De forma inteiramente anéloga,

rlgx(p —n) + np il 0l
RY| < Haeon) o) / (r71k)* [Log(@rin)| dhy.
np B(0;2t, )\B(05t )
< cti.
Portanto,
| Ri| < ctf. (2.98)

Agora, afirmamos que
Sk <0, para k suficientemente grande. (2.99)

Com efeito, por klim A = 0, para k suficientemente grande, / uft dv, < 1.
— 00 M

Consequentemente, pelo Teorema do Valor Médio, com py € (g, ),

11 .
- - - k qk . qk
o= g (U o) () = [ e

7(gr(p —n) + np) 1 / e
ur® log(ug )& du,.
np fM ugt dvg M\B(z;1) ’ !

<

Pelo Lema 2.2, ug(z) < 1, para todo z € M\ B(xy; 1) e k suficientemente grande,

o que prova (2.99). Substituindo (2.98) e (2.99) em (2.97), para k suficientemente grande,
Zp=—Ry— Sy > —Ry > —cti,
ou seja, por (2.96) e por (2.4),
|M|™% < Oy < ct?7", para k suficientemente grande. (2.100)

Como 7 < 2, obtemos uma contradigao quando k — o0, pois klim tr = 0.
—00

Portanto, Cy é limitada e assim, a menos de subsequéncia, existe By(p,r) € R tal que
kliHl B(p, Qkar) = Bo(pa T)a (2101)
—00

o que prova o Teorema 2.1.
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2.2 A validade da desigualdade 6tima Riemanniana
de entropia

Como definimos no Capitulo 1, A.,; é dado por um infimo na Defini¢ao 1.1.

Estamos em condigoes de demonstrarmos que A.,; na verdade, um minimo. Definimos

Definicao 2.1. A primeira desigualdade étima Riemanniana de r-entropia afirma que,

para toda fungao u € HYP(M) tal que ||ul|, = 1, existe B € R tal que

npr v v
u|" log |u|" dv, < log | Aen /Vupdv> —|—B</ updv) .
[ toglul o, < g< (1w i [ Jup a,

Provemos agora a validade da primeira desigualdade 6tima Riemanniana de r-

entropia

Teorema 2.2. Para toda fungio u € H"P(M) tal que ||ull, = 1, existe B € R tal que a

primeira desigualdade otima Riemanniana de r-entropia

Entgy,(Ju]") <

<z e o) 5 ([ )} s

€ vdlida, onde

Entas, (Ju]") :/ " log [u|" do,.
M

Prova: Nosso ponto de partida é a familia de desigualdades étima Riemanniana de

Gagliardo-Nirenberg, cuja validade foi demonstrada por Ceccon e Diuran em [14],

o » z
(/ || dvg) < |A(p, g, ) (/ |V ul? dvg> + B(p, @k, ) (/ |ulP dvg) ] X
M M M

T(1—9k)

Tarlk
X /]u\qk dv, :
M

ondelqu<r§p<n,k€ﬂ\1,qk:r—%e9k:

np(r—qx)

Tar(—=n)+np) " Rearranjando os

termos da equagao acima, obtemos

™ Jog ( vl ) < log (A(n i, )| Vgully, + B(p, qk,r)llull;'> .

T (2.102)
Ok Igion [[ull7,
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Estudemos, inicialmente, o lado esquerdo de (2.102). Aplicando duas vezes o

Teorema do Valor Médio,

Jull, | i G =
1og( = L og(lulln) = tog(lul®)] + £ 10g(Jlull,)
el r
1 r gk — T
=l = ] + % ol
1 qy — T
S / [l log [ul(r — gv) dvy + Z " log(ull,),
Tk Jar

onde & esta entre |[u|Z e [lull; e pr € (g, 7). Consequentemente,

lim

1 ||u||r> 1 / !
log (_ = ——— [ |u|"log|u| dvy — = log(||ul],)
e — o 8 \lullar rllullz S o
1 (/ |u|" Jul"
= = log |u| dvy — log [Jul] dv
r \ S lull S iy !
1

Jul" ( Jul" >
= — log dv,,.
r? ;. lully )7

Portanto, para toda u € H"(M) tal que |Jul|, = 1,

r(r(p —n) + np) lim 1 log ( l|wl|, ) _ r(r(p —n) + np)
np k=00 T — [foaipm

Da desigualdade acima, da igualdade entre as constantes étimas Riemanniana e
Euclidiana de r-entropia demonstrada no Teorema 1.1 do Capitulo 1 e da convergéncia,
possivelmente a menos de subsequéncia, das segundas constantes 6timas Riemanniana

de Gagliardo-Nirenberg obtida em (2.101),

Bnta () £~ —tog (Aem 0 ([ 1w ae,) s e ([ dvg);> .

Pelo Teorema 1.1 do Capitulo 1, A.,; = Ac(p, 7“)%, o que demonstra o Teorema

2.2.
Da validade da primeira desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia, pode-

mos considerar a menor das constantes B € R que fazem valer (Lgr(Aen:, B)), ou seja,
Definigao 2.2. A segunda constante otima Riemanniana de r-entropia
Beny = inf{B € R; (Lr(Aens, B)) € vdlida}.
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Uma consequéncia imediata desta definicao e da ltima desigualdade é que
Bent < By(p, ). (2.103)
Ainda, podemos considerar

Definicao 2.3. A sequnda desigualdade otima Riemanniana de r-entropia, vdlida para

toda funcao v € HYP(M) tal que ||ul|, = 1, afirma que

npr » A
] r < 1 A P B p ‘
/M’u| gl dvy < Ty ) Og< o (/ngu' dvg) - Bent (/M [ dvg) )

E imediato da definicao da primeira desigualdade 6tima Riemanniana de r-

entropia que a segunda desigualdade étima Riemannina de r-entropia ¢é valida, ao isolar-
mos a segunda constante étima nesta equacao. Observe que essa desigualdade é a melhor
versao da desigualdade Riemanniana de r-entropia, no sentido que nao podemos dimi-

nuir as constantes A, B € R que aparecem na desigualdade Riemanniana de r-entropia

(Lr(4, B)).

2.3 Existéncia de funcao extremal

Uma questao que surge na segunda desigualdade 6tima Riemanniana de r-
entropia ¢ quando uma fungao faz valer a igualdade na desigualdade em questao. A
tais fungoes chamamos de fungao extremal para a desigualdade étima Riemanniana de
r-entropia. Com os argumento utilizados na secao 2.1, demonstraremos que em alguns
casos de 1 < 7 < min{2, p} existem fungoes extremais. Antes disso, definiremos formal-

mente as funcoes extremais em questao.

Definigao 2.4. Uma fungio uy € H'"P(M) com ||ugll, = 1 € dita ser uma fungdo

extremal se

npr » »
uol" log |ug|” dv, = log | A, V. upl|? dv + B., /updv) .
J ittt oy = e 2 g( (S, ool )+ B f bt )

Provemos a existéncia de funcao extremal para a desigualdade 6tima Rieman-

niana de r-entropia ao demonstrarmos o seguinte teorema
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Teorema 2.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, suave, sem bordo e
de dimensao n > 2 e os parametros 1 <r <p<n el <7 <min{2,p} out=p < 2.
Entao a sequnda desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia admite funcao extremal

€ BO(p7 T) = Bent-

Prova: Como provamos no inicio da secio 2.1, B(p, qx,7) > |M|~=. Logo, Bo(p,r) >
|M|~%. Caso By(p,r) = |M| %, aplicando u = [M|~+ na segunda desigualdade Gtima
Riemanniana de r-entropia, vemos que u é uma funcao extremal.

Agora, caso By(p,r) > |M|™ =, como fizemos anteriormente, seja (v;) C R uma

sequéncia tal que, para k suficientemente grande,

onde v, — 0 quando k — oo. Repetindo a minimizagao feita na secao 2.1.1, obtemos a

equacao de Euler-Lagrange

z 1
M AR gur, + CeAL ug||7Puf " + uft = (2.105)
k

sendo
(r=p)(1-6y)

Mo = villo 27 Jugllge ™

p(1-0)
O ak
Ap = (/ uZ’“dvg) : (2.106)
M

Facamos uma analise sobre A;. Da desigualdade de Holder, existe uma constante

c > 0 tal que, para todo k € IN,

0 S Ak S c,
pois
p(1—0y)
ak Ok
0 < u,* du,
M
p(1—0y) r—qp p(1—0y)
” 0k ak k%%
= wy, dvg 1 dv,
M M
P(ig@k) T_qk,p(1_9k>
= fualle ]

IN

¢,
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pOiS HukHT =1 e T—=qk . ]M

é limitado, visto que
K a0k

T_Qkp(l—ek) _T—Qk‘np—nT—FpT_np—nr+pr_>np_nr+pr

quando k — oo.
a 0k a  n(r—qx) ngp nr

Caso

lim Ay = 0, (2.107)

k—oo

entao repetindo a demonstracao do Teorema 2.1, concluimos que
O<e< (O, < Cti_T,

o que é um absurdo quando k — oo para 1 < 7 < min{p,2} ou 7 = p < 2. Portanto,

klim Ar = 0 nao ocorre. Uma consequéncia disto é klim A, > 0. Tomando u; como
—00 —+00

fungao teste em (2.105), para todo k € IN,

/ |V yug|P dv, + (/ uj, dvg) "<
M M

Logo, a menos de subsequéncia, u, — uy em H“P(M). Ainda, pela imersao

compacta de H'"P(M) em L"(M),
[uoll» = Tim {Jug[], = 1.
k—oo

Agora, pela técnica de iteragao de Moser em (2.15),

1
sup uy < c(/ uy, dvg> <eg,
xeM M

para todo k € N. Ainda, como u, € L*(M), pelos resultados de regularidade de
Tolksdorf as fungoes uy, sao de classe C'(M) e pela desigualdade acima (uy) forma uma
sequéncia equilimitada. Consequentemente, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, up — ug em
CH(M).

Pela minimizacdo feita na subsecao 2.1.1 em (2.13), Z(v) > A(p, qi, 7). Ainda,

como ||V vill, =1,

( vkl )9'« o AW @ IIVgurlly + (B, gi, ) = ) llvlly

v la w13,
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Vg,

(||

Agora, por uy =

?
v

( L\ o A@ a0 Vaunly + (B, g, ) = ) lluelly
| > :

[l ek 15,

Aplicando o mesmo raciocicio que em (2.102), obtemos

[ Jual g ol >
M

npr v »
> 1 Aep p By(p, P d .
2 o= m) ) Og( () o) ( f ol ) )

Portanto, uy é funcao extremal para a equacgao de r-entropia e, neste caso,

Bo(p, ) = Bent, 0 que encerra a demonstragao do Teorema 2.3 e conclui o Capitulo 2.
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Capitulo 3

ESTIMATIVAS SOBRE A SEGUNDA
CONSTANTE OTIMA DE ENTROPIA

Como mencionamos na introdugao, o programa AB em constantes 6timas visa
responder algumas questoes. Até aqui, respondemos no primeiro capitulo que a primeira
constante otima Riemanniana de r-entropia nao depende da métrica g da variedade
Riemanniana M em questao e vale a primeira desigualdade 6tima Riemanniana de r-
entropia. Como consequéncia imediata disso, podemos considerar a segunda constante
6tima Riemanniana de r-entropia e, a partir disto, obtivemos a segunda desigualdade
6tima Riemanniana de r-entropia. Concluindo os estudos sobre as constantes étimas
Riemannianas de r-entropia, estimaremos a segunda constante 6tima Riemanniana de r-
entropia. Estimativas do tipo podem ser encontradas em [28] para a desigualdade étima
Riemanniana de Sobolev.

Na secao 3.1, inspirados nas contas feitas em [16], faremos uma estimativa por
baixo da segunda constante 6tima. Utilizaremos a existéncia de fungao extremal para
a desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia, o que pode ser verificada seguindo as
estimativas presentes em [33] ou [1]. Com as constantes timas faremos uma repara-
metrizagao das mesmas no sentido das bolhas gaussianas e combinaremos isto com as
expansoes de Cartan da métrica g para obtermos a desigualdade desejada.

Na secao 3.2, encerraremos este trabalho ao estimarmos por cima a segunda
constante 6tima, ao supormos que a desigualdade étima Riemanniana de r-entropia no
caso 7 = 2 < p nao possui fungao extremal. Tais estimativas foram inspiradas nas contas
em [12] ao combinarmos a desigualdade étima Riemanniana de Gagliardo-Nirenberg com
a sequéncia de pontos (uy) obtidos na equagao de Euler-Lagrange da subsecao 2.1.1 e com

o Lema da Distancia que obtivemos na subse¢ao 2.1.3. Como na secao 3.1, utilizaremos
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fortemente as expansoes de Cartan de métrica g.

3.1 Estimativa por baixo da segunda constante 6tima
de entropia

Facamos uma estimativa por baixo de B,,;. Para isto, precisaremos de uma
funcao extremal p € W1P(R") para a desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia, isto

é,sel<r<p<mn,

nr
"log " dv = —— log| Ac(p, 7 Vol dx |, 3.1
[ oner o= —tog(Autpr) [ V6l ar) (3.)
com ||¢[/zr@ny = 1. Observamos que tal ¢ existe e decorre da existéncia de funcao

extremal para a desigualdade étima Euclidiana de Gagliardo-Nirenberg
p(1—6)

([l ) = aan( [ ware)([Jara) T @2

onde 1 < ¢ <r <p < n. Como mencionado em [1], sempre existe ¢, € DP4(R™) para

a desigualdade acima nestes parametros e tal funcao extremal surge ao resolvermos a

respectiva equagao de Euler-Lagrange
—Apu+ult = ! (3.3)

na forma fraca, onde A é o multiplicador de Lagrange para o limitador |ju||zr@mny =1 €

Ayu = div (|Vu|p_2Vu) denota pelo operador p-Laplaciano. Tal funcional ¢, pode ser

escolhido nao-negativo, radialmente simétrico, decrescente e ¢, — 0 quando |z| — oo.
Observamos que existe ¢ € C'(R") tal que ¢, — ¢ quando ¢ — r~. Com efeito,

pela técnica de iteragdo de Moser [35] em (3.3),

cpggc/ gogdxgc/ ¢, dr < c,
B(z0;2R) n

isto €, ||¢gllL=(B(0r)) < ¢ para todo parametro ¢ tal que 1 < ¢ < r < p < n, e assim,
a sequéncia (p,), ¢ equilimitada. Ainda, tal sequéncia é equicontinua, pois aplicando o

Teorema 1 de Tolksdorf [39] na equagao de Euler-Lagrange (3.3), para todo z,y € R",
[Vipy(2) = Vipg(y)] < Cr)|z — y|™.
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Consequentemente, pelo Teorema de Arzela-Ascoli e pela técnica da diagonal de

Cantor, existe ¢ € C'(R") tal que ¢, — » quando ¢ — r~. Ainda,

1= lim [logllr@n) = llellzr@n).
qﬁ’f‘

Disto, arrumando (3.2) como em (2.102), segue que

nr
"log dr = —————log( Ad(p, P dx ),
/nso gy dr = Og( (p T)/n Vel x)

ou seja, ¢ é fungao extremal para a desigualdade 6tima Fuclidiana de r-entropia.
Observamos ainda que, no caso 1 < r < p < n, a funcao extremal para a desi-

gualdade 6tima Fuclidiana de r-entropia possui suporte compacto e é radial. Com efeito,

se ¢ é uma fungio extremal, entdo podemos definir H = {u € W'P(R"); |Jul|pr®n) = 1}

e o funcional £ : H — R dado por

n
E(u :/ ul"log |u| dv — —— 1o (Ae ,r/ Vupdx).
(w) R"| " log [u] Y —— (p,7) R"| |

Temos que £ é um funcional de classe C' e o mesmo atinge o seu maximo
justamente nas fungoes extremais  para a desigualdade 6tima Euclidiana de r-entropia.
Consequentemente, podemos obter a seguinte equagao de Euler-Lagrange

n 1

1
Tllogs@+(——)\) "o App =0,
r(n(p —r) +pr) Vol fogny

na forma fraca para fungoes teste nao negativas, onde A, denota o operador p-Laplaciano

e A o multiplicador de Lagrange associado. Denotando

B = r(n(p —r) +pr) [IVellL @

e reescrevendo a equacao de Euler-Lagrange em termos de
o

w(e) = A (5 4 A0 )

obtemos que toda func¢ao extremal para a desigualdade 6tima Fuclidiana de r-entropia

satisfaz, apds uma reparametrizacao, a seguinte equacao de Euler-Lagrange
Ayw +w logw = 0. (3.4)
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Utilizando o Teorema 3 de Serrin e Tang em [36], toda solugao da equagao acima

tem suporte compacto se considerarmos

u"togu, se u >0,
flu) =

0, se u =0.
(H1) f é continua em (0,00) com f(u) < 0em (0,1] e f(u) >0 em u > 1;

frlw) 1
fu) - 1—'—logu

(H2) f € C'(1,00) com g(u) = u nao crescente em (1,00); e

r

“ 1
(H3) /|f(s)|ds < oo préximo de 0 e F(u) = / f(s)ds < 0 para u < exp( ), pois
0 0

r

F(u) = U—Q(rlogu - 1),
r

1
com ¢ = lim F(u) =7 —1 < p*, v = sup{s; F(s) < 0} = exp(—) < 00 e
r

U—00

lim F(t) = 0.

t—0t

Por fim, a integral abaixo existe proximo de zero, pois

/\F(s)\;ds = ri/s;(l—rlogs);ds
0 0

l ph%r% (p— 7‘)% exp<% — %)F(i’;l’ .(P—T)(;:Tlogt)) }

= lim
t—0+

= 0,

1

re(r—p)

o
onde I'(s,x) = / t*"te7'dt denota a funcdao gama incompleta superior. Observamos
xX
que vale a estimativa acima, pois lim+ —rlogt = +o00 e r < p, assim da definicao da
t—0

funcao gama incompleta superior,

lim F(p—l (p—r)(1 —rlogt)) _o

t—0+ p pr
Como toda funcao extremal ¢ para a desigualdade 6tima Riemanniana de r-
entropia possui suporte compacto para 1 < r < p < n e pelas contas em [17] para r = p,

ficam bem definidas as seguintes integrais

11:/ o log o da, 12:/ Vol de, 13:/ & dr,
n Rn n
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D= [ e dn, = [ [9ella o, = [ rlogelaf d
n RTL n
No que segue, faremos a primeira estimativa para a segunda constante otima

Riemannina de r-entropia

Teorema 3.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana suave, compacta, sem bordo
e de dimensdo n > 2, os parametros 1 <r <p <n, 7 =2<pepec WPR"
uma funcgao extremal para a desigualdade otima FEuclidiana de r-entropia. Entao vale a

sequinte estimativa para a sequnda constante otima Riemanniana de r-entropia,

. Sch(x)AentIsz(p—nJl L2 MJ?,) < Bent.
veM 6N PN b "

Prova: Consideremos ¢ € WP(R") uma funcao extremal para a desigualdade étima

Euclideana de r-entropia. Definimos para € > 0,

pulexpe, () = @) o (2),

onde € Cj(R™) é uma fungao de corte tal que n = 1 em Bg(O), n=0em R"\ Bs(0),
0 <n<1e Bs(0) é uma bola geodésica.

Lembramos ainda da expansao de Cartan do elemento de volume na carta ex-
ponencial em torno de x,

1 <~ .
detg(z) =1— 8 Z Ricij(zo)x'z? + o(|z]*).
ij=1
A segunda desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia é equivalente a desi-

gualdade
1

np
u|" log |u|" dv +<——1)10 ull;. <
AR Crerer R B

< p p .
S R P S log <Aent </M |V ul dvg) + Bept (/M |ul dvg) ), (3.5)

para toda fungao u € C3°(M). Pela expansao de Cartan da métrica g,

/Mgog dv, < s_nrp/ np(x)gop(§> dx—kce_nrp/ np(x)gpp(g)|x|2 dzx.
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8

Fazendo a mudancga de variaveis y = —,
€

/n 77”(1’)8‘77’90”@) dr = &% / 7 (ey) " (y) dy

Agora, por ¢ ter suporte compacto para 1 < p < r < n e pelas contas em [17]

para r = p,

AN

/ np(:v)e_nrpgop(£> 2> de < e oP(z) dx
n € R

n—np

= " o(e?).

/ @F dv, < e (_[3 + 0(52)>. (3.6)
M

Seguiremos utilizando a expansao de Cartan do elemento de volume nos outros

Portanto,

termos em (3.5). Para o primeiro termo do lado esquerdo

1 & -
/ el log gl dv, = / ol log ¢l dx — 6 Z Ricij(:to)/ ol log pla'a’ dx
R™ R

ij=1
+ / o log gro(j?) da

Estudemos o primeiro termo do lado direito. Por ||¢||-@n) = 1,

[ enowerde = [ e (D) ion(or e
- e (el (2)
v [ <)log( )dw

i (e o) ow (o Gl () ) o

E)d:{:
€
)dx

n"(ex)p"(x)log (5‘”) dx
¢ " log " dx — nlogs/ o' dz

¢ log " dr — nloge.
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Como mencionado em [12], para toda fungao radial ¢ € WHP(R"),

[ ettt dr =22 [ pa)jaf da,

e de forma andloga ao que fizemos anteriormente,
- o 1
— Z Ricij(xo)/ ¢l log plx's? do = —=Secal,(z¢)e? [/ ©"log " |x|* dx
R n n

ij=1
—nloge/ ©"|z)? dx]

[ ertosetoliaf’) do = ofe log).

Portanto,

Scaly(zo) T+ Scaly(xo)

5 Jie®loge+o(e’loge). (3.7)
n

/ oL log ¢l dvy = I —nloge —
M

Analogamente,

1
/ ordvy, = 1-— %Scalg(xo)sg/ ©"|z|? dx + o(?)

1
= 1- %Scalg(xo)eSQJl + o(e%). (3.8)

Como anteriormente, pela expansao de Cartan,

1 & -
/ |V e P dv, < / |V el dox — G Z Ricij(xo)/ \Vype|Pa'a’ de+
M R R”

1,j=1

+c/ V0 [Po(|z]?) da.
R

Pela definicao de ¢.(exp,, (z)),

Vgpe(expy, (2)) = e~ [n(x)Vgso <§> + (g) Vgn(ﬂf)} :

wue()
|

e assim,

V,or < [nw

T P
+c<,0(—)
€

Vyn(x)
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Sendo ¢ uma funcao radial, na carta exponencial,
Vgl = [Vl

Logo, pela desigualdade de Holder,

o) e ([ [oe(2) ) 7 x
X (/ﬂ(f)pwgn(ﬂfﬂp dm); +ee /ﬂ(f)p V()

Ainda, ¢ e |Vp| sao fungoes em LP(R™) com suporte compacto. Consequente-

|v9905‘ de < e
R”

p

dx.

mente, pelo Teorema da Mudanga de Variaveis,

p

2\ P el 2\ 7P N 2\7? P
Vel Z )| de o\ 2 ) V@) de )+ | of =) |Vgn(z)| dv <
< et 4™ < e,
Por n — ™ — p ser um valor negativo, para ¢ suficientemente pequeno obtemos

D

Ve |? da < 6”nrpl |Vo(z)P dr + 0631,
R R
e assim,
2
/ Vg 0c|P dvg < =" {/ IVolP do — 6—Scalg(ﬂt:o)/ IVol||z|? dx
M R® 6 Rn
+ 063/ |VolPo(|z]*) do + 653} :
R”
Utilizando que |Vy| € LP(R"),
2
[ 19 oy < 0| [ 90 o S Seatyoo) [ 19l do o)

Por fim, pelo Teorema do Valor Médio, existe o, entre

2
|VolP do e |Vl? dx — %Scalg(xo)/ IVol?|z|* dz + o(£?)
Rn Rr Rn

(/M Vel dvg) T( )Z [( [ o dx);_

— —(o)r —Scal $0/ IVlP|z|? do + o(e )]

tal que
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isto é,

v np R 12
V,0:|P dv < [leg" P jr o 5—Scal z0)Jy + o(e? 3.9
A g 27 6 g

Por Agy = Ac(p,7)7 € por (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9) em (3.5), obtemos

I, —nloge — %71(:’3‘)){]352 + %@O)JFEQ loge + o(e3loge) N ( np 1)
—1)x
1 - Szl o2 gy o(e3) r(p—n)+np
Scaly(xo) np T npr
xlog(1— —L22 40 ) < (n——=—p|— log e+

o1- R n o) < (0= o )
npr z T Scalg(xo) T T_1 9 7(r(p—n)+np) z
log | A 17 — Agp————— J: " B ld
+7‘(7“(p—n)—i—np) Og|: e(pa T)p 2 ent 6n p(o-€>p € 2+5 p ent!3

+ 0(53)] :

Como

< 7(r(p —n) +np)

pr

colocando em evidéncia o termo A.(p,r)»IJ e por log(a + b) = log(a) + log<1 + 2)7

para a e b reais positivos,

l l ) l
mn
np Scaly(zo) 5
_ 1)1 1— ————=e*J
+(T(p—n)+np )Og( o TA))T
3 < —nl el A, I
+o(e”loge) < —n og8+r<p_n)+np og< (p,7) 2)+
npr SCalg(.To)T 1.2 -7 2Bent s - 3
1 1———————(0,.)» Jol, ? IrI, " .
+T(7“(p—n)—|—np) og( o p(a) e Joly ¥ + € a5l +o(e”)

Utilizando agora que log(z) < x — 1, e como I, J; sdo valores finitos que nao

dependem de ¢,
Scaly(xo)

6n ]1J1€2 = 0(82),
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para ¢ suficientemente pequeno e que ¢ é uma fungao extremal para a desigualdade

6tima Euclidiana de r-entropia, isto é, I; = S L log( Ac(p, r)12>, obtemos
np —nr + pr
Scaly(xo) . np Scal,(xg)
- 1-— g 27 31 <
6n 36"+ r(p—n)+np 6n e+ ofe"loge) <
nr Scaly(xo) npr o Bent .7 —7

< - o g_lng[_%—l— IPL, 7 +o(e%).

~ r(p—m)+np O6n (02) 2 (r(p—n) +np) Ae ° ° (")

Fazendo £ — 0, lembrando que hrrh 0. = I, e arrumando os termos acima,
e—0

Scaly(xo) Iiz(P—HJIJrﬁ_MJg)gBent.

n I, nr

Como a desigualdade acima vale para qualquer xy € M, segue que

sup

zeM on ]31’ p

Scalg(x)A t[iz(p—n(]lJré_n(p—r)—l—prJg) <B.,
en T n [2 nr - ent

o que demonstra o Teorema 3.1.

3.2 Relacao entre a segunda constante 6tima e a
existéncia de funcoes extremais para a desigual-
dade Riemanniana de entropia

No caso onde a segunda desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia nao
possui funcao extremal, podemos obter uma igualdade para a segunda constante otima

Riemanniana de r-entropia. Demonstraremos isso no que segue

Teorema 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, suave, sem bordo e
de dimensao n > 2. Consideremos T =2 <p, 1 <r <p<n e Bgy a sequnda constante
otima Riemanniana de r-entropia. Entao, vale das duas uma: A desigualdade dtima
Riemanniana de r-entropia tem fungdo extremal; ou existe o € CY(R™) fungdo extremal

para o desigualdade otima Fuclidiana de r-entropia tal que

I Ir _ _
Buy = sup 2el®) 4 BT (p ny MJS),
reM 6n 7 D n I nr



. ~ _T
Prova: Como mencionado na segao 2.3, caso B(p,qg,r) = |M| =, para todo k € IN,
entao a desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia possui funcao extremal, e assim,
iremos supor que a desigualdade 6tima Riemanniana de r-entropia nao possui funcao

extremal. Consequentemente,
B(p, e, r) > | M| 7. (3.10)
Como antes, seja () C R uma sequéncia tal que, para k suficientemente grande,
B(p, gk, ) =y > | M|, (3.11)

onde v, — 0 quando £ — oo. Como fizemos no capitulo anterior, consideramos o espago
H={ue H"”(M); ||ul|, =1} e o funcional f; : H — R, definido por

Ji(u) = [A(p,qk,m(/MlvguP dUg>p+(B(p,qk,T)—’yk) (/MW dvg);}x

7( T
X (/ || @ dvg>
M

l—eﬁk) .
. (/ " dvg) " (3.12)
M

onde fi(u) < 1. Caso klgIolo Ay # 0, pelas contas feitas na segao 2.1, a desigualdade 6tima
Riemanniana de r-entropia tem func¢ao extremal. Desta forma, i}ggo A =0, e repetindo
as contas feitas no capitulo anterior, garantimos a existéncia da seguinte equacao de
Euler-Lagrange:

1-—06,
O

s B B B _ 1 .
)\kAkAp,guk -+ CkA]: HukH; puZ ! -+ ||uk||qkq’“uzk ! = U 1, (313)

em que
(r=p)(1-0})

A= villogl|P ugllge

p(1—6g)

Ok ar
Ak = (/ Uz:kdvg) s
M

e uy é tal que |lugl|, = 1. Das contas feitas no Lema 2.1, concluimos que se z, € M é

tal que ug(x) = ||uk|oo, entdo fazendo o reescalonamento
hy, = g(eszk (tkﬂ?)),
o =t ur(exp,, (tex)),
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temos que existe ¢ € L"(R") N CH(R") tal que ||¢|

rr@®r) = 1 e @ positiva em uma
vizinhanga da origem. Além disto, provamos no Lema da Distancia (2.53) que, para
cada constante real positiva A, existe outra constante positiva C) que independe de

k € IN tal que, para todo x € M,
|z[*or(x) < Ch.

Observamos agora que ¢ ¢ uma fungao extremal para a desigualdade 6tima Eu-
clideana de r-entropia, pois da minimizagao feita na subsecao 2.1.1 em (2.13), tinhamos

Je(vk) > A(p, i, 7). Ainda, por Vv, = 1,

( ol )ek o AW @ DIVguelly + (B, g, ) = w)llvelly Alp. i) Vgl

lokllg. / [0 I7, T g,
Por u;, = v—k,
[0l

% Vo uil|”
(e 5

||uk||% Hungk '

Reescrevendo a equagao acima em termos de ¢y e hy,

)

t%(”'ﬁi@) ( |0kl Lr(B(0:0)) )Gk - tg(W)A(p " T)thkSDkHEp(B(o;a))
’ lekllzonBoay/  — " ekl e (010

ou seja,

( ||()0kHLT(B(O;J)) ) é > A(p, 0, ’l“) thkgpkHEP(B(O;o)) .
)

[kl Lok (B(0:0) [owl|Zan (B(0;0))

Aplicando o mesmo raciocicio que em (2.102), ao tomarmos k — 00, a seguir

o~ 00, por Jim A(p, gi,7) = Ac(p, )7 ¢ por ol]uren) = 1, obtemos
—00

nr
"logyp" de > —— 1o Aep,r/ \Y pdx).
/nso gy Y g g( ( )Rn| ¢l

Como ¢ satisfaz a desigualdade étima Euclideana de entropia, temos que vale
a igualdade na desigualdade acima. Portanto, ¢ é funcao extremal para a desigualdade
6tima Euclidiana de r-entropia.

Definimos o funcional I, : H — R, dado por

T(1-6) T

T T oy
= [ ) ([ ) 5 ([ )
1

B
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Da definigao de fi e por fr(u) <1

[g,k(uk) + (B(p, Qk7r) - 7](5)”'11/k|’;14£ <1.

Disto e por (2.103), a menos de subsequéncia,

1-1,
Bept < klim B(p, g, ) < lim M. (3.14)
—00

R el AR

Observamos que, se § representa a métrica Euclidiana, pela definicao de I,

temos que I¢ ;(ug) > 1. Se provarmos que

i Ler(ur) = Lopu) _ Sealy(zo) , fiz<p—n Jy n(p—r1)+pr

k—o00 ||Uk||§Aif 6n ]3; P n I nr
obtemos por (3.14)
Bent < lim B(pv Qkar)
k—o0
< khm w
7T AR kel
< lm f&k(“@ — Ly (uk)
k—o0 P r
- AR [l
< Scalg(aio)Aemgz (p - njl N Jo n(p—r) +pTJ3)
6n Irp n I nr
3
S sup Scalg(x) 14671t1l1Z (p — nJl + é - n<p — T> +prt]3)>
M on 7 [ n I nr
ou seja,
Scal Zrip- J -
B, < sup 20®) 4 LT (p ny o npor) e J3) (3.16)
M bn rp n I nr
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Demonstremos (3.15) no que segue. Com efeito,

T T(1—0p)
<IM |V5uk|p d’Ug) P <fM |uk|qk dvg) %9:
V. ulP d W
Le g (ur) = Low(ur) = Igk(ur) o Vol d, rfM ‘WL . — Iy i (uy)
fM |’Lbk‘ dvg ro
fM lug|" dv,
T T7(1-61)
(fM | Veug|P dv&) i (fM Jug|® dve [y [ux]" dvg) W
1 () Jur IV gulP do, Jag lunl® dvg [ [ug]™ dve
= 1g Uk . . -6y
(IM |uk| dl)g) 0 agfy
Sos luw]™ dog
— Lo (ur). (3.17)

Estimaremos as integrais acima. Inicialmente, relembramos a expansao do vetor

gradiente em coordenadas normais:
1 n
3
Vurl” = [Veurl” = [Voul” + & > Rmg(x)(Vug, , 2, Vug) + |V guglPo(|z]*),
ig=1
onde 2" é a i-ésima coordenada da aplicagao exponencial em x4 e Rm,, é o tensor curvatura

de Riemann. Da identidade de Bianchi e da expansao da métrica g, obtemos

/ Rmy(zr)(Vgup, x,z, Vui) dug = 0.
M

Disto, das expansoes do vetor gradiente e da expansao da métrica g em coorde-

nadas normais, segue que

1 & -
/ |V§uk|p dv§ = / |Vguk|p dUg + 6 Z / |Vguk|pRicij(xk)xzxj d’Ug
M M M

1,7=1

T / IV guslPo(|2?) do,.
M

Reescrevendo a igualdade acima em termos de ¢y,

n \Y% PRic;i(xp)zta’ dh
fM |V§uk|p dU£ 1 /B(O’U) | hkgpk‘l ]( k) k )
— + = E -+ O(tk)J
Jas IV gu|P duyg 6 < »
t,j=1 |th<pk| dhy,
B(0,0)
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e de forma similar

n / @iRicij(mk)mixj dhy,
B(0,0)

ub dv 1
}M ’“dg HEZ : + o(t2),
M vg ij=1 / (pi dhk
B(0,0)
Por fim, utilizando a desigualdade (1 4 z)* < e*®
T(1-6)
<fM |ug | dvg fM |ug|” dvg) Wh
fM |ug|%* dv, fM |ug|" dug
T(1-0g)

Jag lwel™ dve \ fy [unl® dvg [y Jux]" dvg
< exp(T(l —0r) fM |ug|” dvy (fM g, | 2 dvg B fM g |” dvg))

qkﬁk fM |uk|’” dvg fM |uk|‘1k d’l}g fM |uk|’” dvg
T d o qk T
S luel” dve b Jar \\¢ 7 "

Utilizando o Lema da Distancia (2.53) e as estimativas feitas na subse¢ao 2.1.3,

garantimos as seguintes limitagoes:

1

T — gk

[ ot = elaf* di| < e
B(0,0)

< C.

qk r . i,.]
. E / (ol — wp)Ricij(xy)z'x dhy,
qk ij=1 B(0,0)
Disto e utilizando novamente a expansao do elemento de volume em coordenadas
exponenciais, temos a seguinte estimativa

n

qk
t2 o
/ &) - kag B dvg =) - / (03" — op) Ricij(zp)a's? dhy + o(t7).
A\t " tr B(0,0)

i,j=1

Disto e da expansao de Taylor da funcao exp,

T(lfek)

ak T d 0
(fM]uk] ve [yl vg) a0, -

fM |ug | dv, fM \ug|" dvg
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<
= o ( 90k Z B

(ofr — @p) Ricij(zy)x'z? dhy, + O(ti))

] 1 (0 CT
(1 — 6y) t2
<1 16 Z & / — @) Ricij(zy)x'x? dhy + o(t]).
lek ) B(0,0)

Com estimativas analogas, concluimos que

T(1-0y)
(fM |Veur|” dv&) <fM Jug|® dve [y [uxl" dvg) “a

fM ‘Vgu|p dvg fM |u/~€|qlC dvg fM ‘uk‘ dvé

t2
— o) <1+ EkX’“ +o(t?), (3.18)
fM |uk|’" dvg 0, a0

fM |ug|" dv,

onde

/ Vi [P Ricij(wy)x'a? dhy / oy Ricij(zy)x'z? dhy,
X, = L IBO0) <T T(l—9k)> B(00)
k _ _— ——
p T

7 0 *
/ |v¢k|p dh, k qrYk / or dhy,
B(0;0) B(0;0)
T(l — Hk)

/ (pr" — ‘P};)Ricz'j(ivk)ivixj dhy,.
G0 JB(0:0)

Para o ultimo termo da igualdade acima, usando o Teorema do Valor Médio

+

lim

r K r R . i j
@ — @ 1C; i\ T )T X dh, =
k—oo T — (, /B(O,U)( ¥ k) j( k) g

= — lim o} log @) Ric;j(zy )z’ dhy,
k—o0 B(0,0’)
Scal,(x
_ g( k) JS,
n
e por
T(1—0r) p—n
qr O n o’
segue que

i = ST (0 o)
k—00 n P n Iy nr

Disto, pela defini¢do de I, combinada com (3.18), por lim A(p, qx,7) = Aent €
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pelo reescalonamento em termos de ¢y e hy, concluimos

lim Ten (k) — Ty (ur) < lim ﬁ ! Iy g (ug) Xy
k—o0 HukH;AIZ k—oo 6 A[i”ukH;
. tr 1 T AT
= lim ——A(p7 qk,’f’)vaUkaAk Xk

= O A sl
|V gurlly Scaly(wo) T
[l 60

y (p—njl+£_n(p—r)+prjg>
n Iy nr

< lim A(p, gi, )t} |
k—o0

Vieerll] Seal,(z0) 7

lonlly 6n p
EELPEA R
n I, nr

Ll
2

= lim A<p7 dk, T’)
k—o00

Scal,(x I g T(p—n Jo np-—r)+pr
AN 9 nr
Por fim, como toda fungao extremal é solugao de (3.4) e por toda fungao extremal
ser invariante por translacao, pois se u € WHP(R") tal que |Jul|prg-) = 1 é uma fungao

extremal e z € R",

/ Jule 2 logu(z — )" dr = / Ju(o)]"log fu(a) "

nr
EE—— A p
e ———— og ( e(p,7) /Rn |Vu(x)]| d:z;)

nr

S A . (Ae(p, ") / Vulz - a)p dx) ,

np —nr + pr
temos, independente da funcao extremal escolhida a validade de (3.16). Por isto e pelo

Teorema 3.1, temos demonstrado o teorema em questao.
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