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RESUMO

No controle passivo de vibragdes, os materiais viscoeldsticos (MVE’s) sao amplamente
reconhecidos por sua notavel capacidade de dissipar energia vibratoria. Compreender o
comportamento dindmico de estruturas compostas por MVE’s ¢ fundamental.
Frequentemente, isso exige a obtencdo das funcdes de resposta em frequéncia (FRF's) da
estrutura. No entanto, as analises dinamicas dessas estruturas apresentam parametros
dependentes da frequéncia, gerando problemas ndo lineares. Uma abordagem para resolver
essas complicagdes € a transformacao da equagao diferencial do dominio do tempo para o
dominio da frequéncia e a subsequente discretizagao em torno dessa variavel. Esse processo
demanda a resolugdo de um sistema de equagdes para cada frequéncia discretizada dentro do
intervalo de interesse, tornando as formulagdes computacionalmente caras, especialmente em
sistemas com muitos graus de liberdade. Nesse contexto, o objetivo deste estudo ¢ avaliar
numericamente dois métodos iterativos, baseados no subespago de Krylov, para a solugdo de
sistemas lineares complexos contidos nos calculos de FRF’s de estruturas dinamicas
compostas por materiais viscoeldsticos e com um elevado niimero de graus de liberdade. Para
1sso, uma barra composta por MVE e material metdlico foi modelada via método de
elementos finitos (MEF) com elementos unidimensionais. As FRF's foram avaliadas
numericamente empregando o meétodo da decomposicido LU (método utilizado como
referéncia), dois métodos iterativos (Residuo Minimo e LQ Simétrico), um método baseado
em truncamento modal ja existente na literatura, ¢ um método desenvolvido neste estudo a
partir de modificacdes deste ultimo. Esta avaliacdo se baseou, principalmente, nos tempos de
processamento, € nas normas L., € L, da diferenca entre a solugdo obtida para cada método e
a solucdo de referéncia. Além disso, uma andlise grafica das FRF’s foi realizada. Os
resultados revelaram que os métodos iterativos exibiram as menores normas das fungdes
diferenga em todos os casos. No entanto, em termos de tempo de processamento, esses
métodos foram os mais demorados em comparacdo com os métodos baseados em
truncamento, sugerindo que ainda nao sdo uma alternativa vidvel para o célculo dessas
fungdes. Na analise grafica, observou-se que o método baseado em truncamento modal
apresentou um desvio de até¢ 0,6 dB em relacdo ao pico da curva de referéncia. Apesar dessa
desvantagem, este método ainda se mantém como a melhor op¢ao para o célculo de FRF's de
estruturas compostas por materiais viscoelasticos considerando tempos de processamento.

Palavras-chave: Elastomero; Dinamica estrutural; Receptancia; Sistema linear de equagdes

complexas.



ABSTRACT

Passive vibration control has been greatly enhanced by the use of viscoelastic
materials (VEM’s), renowned for their remarkable ability to dissipate vibrational energy.
Understanding the dynamic behavior of structures composed of VEMs is paramount. This
often necessitates obtaining the frequency response functions (FRF’s) of the structure.
However, the dynamic analyses of such structures involve frequency-dependent parameters,
leading to nonlinear problems. One approach to address these complexities involves
transforming the differential equation from the time domain to the frequency domain and
subsequently discretizing around this variable. This process entails solving a system of
equations for each discretized frequency within the range of interest, making the formulations
computationally expensive, particularly for systems with numerous degrees of freedom. In
this context, the aim of this study is to numerically evaluate two iterative methods, based on
the Krylov subspace, for solving complex linear systems involved in the calculations of FRF’s
of dynamic structures composed of viscoelastic materials and with a high number of degrees
of freedom. To achieve this, a bar composed of VEM and metallic material was modeled
using the finite element method (FEM) with one-dimensional elements. The FRF’s were
numerically evaluated using the LU decomposition method (utilized as a reference), two
iterative methods (Minimum Residual and Symmetric LQ), an existing modal truncation-
based method from literature, and a method developed in this study based on modifications of
the latter. This evaluation primarily focused on processing times and the Lo, and L, norms of
the difference between the solution obtained for each method and the reference solution.
Additionally, a graphical analysis of the FRF’s was conducted. The results revealed that the
iterative methods exhibited the smallest norm differences in all cases. However, in terms of
processing time, these methods were the slowest compared to truncation-based methods,
suggesting they are not yet a viable alternative for calculating these functions. In the graphical
analysis, it was observed that the modal truncation-based method showed a deviation of up to
0.6 dB from the peak of the reference curve. Despite this disadvantage, this method remains
the best option for calculating FRF’s of structures composed of viscoelastic materials
considering processing times.

Keywords: Elastomer; Structural dynamics; Receptance; Complex linear system of equations.
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frequéncia (1 a partir da frequéncia de referéncia (;

e(t) Deformacao no dominio do tempo;

() Deformacdo no dominio da frequéncia;

o J-ésimo autovetor da matriz modal;

D, Matriz modal avaliada na frequéncia de referéncia;

o, Matriz modal truncada avaliada na frequéncia de referéncia;

A J-ésimo autovalor associado ao j-€simo autovetor;

A Matriz espectral;

Ay Matriz espectral avaliada na frequéncia de referéncia;

Naxa Matriz espectral truncada;

& Parametro de derivada fracionaria do modelo de Zener;

Pm Massa especifica do material metélico;

Pmve Massa especifica do MVE;

K Representagdo do espago de Krylov;

o(t) Tensao no dominio do tempo;

a(Q) Tensdo no dominio da frequéncia;

Vn Razao de amortecimento modal do n-ésimo modo de vibrar;

Q Frequéncia;

Q, Frequéncia reduzida;

Qg Frequéncia de referéncia;

Matriz de ordem 7 X 71 relacionada a matriz de amortecimento.
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1 INTRODUCAO

Sistemas de equagdes diferenciais postos no dominio do tempo, que podem possuir
algum pardmetro no dominio da frequéncia, estdo presentes em diversas areas do
conhecimento. Dentre elas, encontram-se o controle de vibragdes utilizando material
viscoelastico (MVE) (DEHGHAN; HAJARIAN, 2014; FERIANI; PEROTTI; SIMONCINI,
2000), transporte de massa através de meios porosos (GAMBOLATI; PINI, 1998), mecanica
quantica (DIJK; TOYAMA, 2007) e campos elétricos (CHRISTIANSEN, 2003).

Para o caso do controle de vibragdes utilizando MVE, a dependéncia da frequéncia
pode ser expressa pela matriz de rigidez do sistema. A equacdo do movimento considerando o
amortecimento por MVE para um sistema genérico, posto no dominio do tempo, ¢ dado pela

equacao
Mx(t) + Cx(t) + K(Q)x(t) = f(t), (1.1)

onde M ¢ a matriz de massa, C ¢ a matriz de amortecimento ¢ K(Q) ¢é a matriz de rigidez do
sistema composto, a qual ¢ dependente da frequéncia devido as propriedades do MVE. Os
vetores x(t) e f(t) representam, respectivamente, a resposta dindmica e a forga de excitacao.
De acordo com Floody et al. (2007), o sistema da equagdo (1.1) ¢ dito ndo-linear, visto que o
dominio da equagdo ¢ o tempo e ha uma variavel, K (Q2), dependente da frequéncia e, portanto,
do tempo. Crandall (1970) designa a equagdo (1.1) pelo termo em inglés “non-equation” e
que para a sua resolucao, deve ser transformada para o dominio da frequéncia.

Transformando a equacdo (1.1) para o dominio da frequéncia, sua forma final ¢

exXpressa por
[K(Q) + iQC — Q2M]X(Q) = F(Q). (1.2)

O sistema apresentado na equagdo (1.2), possui a forma de um sistema linear Ax = b ¢
precisa ser resolvido para cada frequéncia discreta do intervalo analisado. Isso torna o
processo muito caro computacionalmente. Outra caracteristica observada nesses sistemas, ¢ a
presenca de termos com valores complexos, isto ¢, valores que possuem parte real e parte
imaginaria. Portanto, a resolu¢do de sistemas de equagdes lineares complexos ¢ importante

nessa area de estudo.
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Um sistema de equacdes linear complexo! genérico é dado por
Ax =b, (1.3)

onde A € C™" ¢ a matriz de coeficientes e ndo singular. O vetor b € C™ ¢ conhecido e
x € C™ ¢ o vetor de incognitas. A resolu¢ao do sistema linear complexo dado pela equagdo
(1.2) era realizada, na década de 80, por exemplo, por softwares que utilizavam a biblioteca
de rotinas baseada na algebra linear, como por exemplo a biblioteca LAPACK (do inglés,
Linear Algebra Package) (GOLUB; LOAN, 1996). Os principais métodos inclusos nessa
biblioteca, sdo a decomposi¢do LU, decomposicdo QR e decomposi¢do de Cholesky. Estes
métodos sdo classificados como métodos diretos.

Segundo Saad (2003), os métodos diretos possuem diversos problemas de
instabilidade numérica, tais como a divisdo por numeros proximos ao zero e arredondamento.
Além disso, estes exigem um elevado nimero de operacdes aritméticas, o que pode ndo ser a
melhor alternativa para certos casos. Uma alternativa aos métodos diretos ¢ a utilizagdo de
métodos iterativos, os quais a partir de uma estimativa inicial geram uma sequéncia de
aproximacoes que, sob condi¢des, converge para um sistema linear. Isso permite reduzir
signitificamente o nimero de operacdes aritméticas, e tornar o processo mais rapido para os
casos de sistemas com muitas equacdes.

Os métodos iterativos que utilizam o conceito de subespago de Krylov estdo entre os
principais métodos desse tipo discutidos na literatura. Em suas etapas, esses métodos realizam
calculos de produto interno entre vetores e multiplicagdo matriz-vetor, resultando em um
nimero significativamente menor de céalculos em comparagdo aos métodos diretos. Entre
esses métodos, os métodos de residuo minimo (MINRES, do inglés Minimum Residual -
MINRES) e LQ simétrico (do inglés, Symmetric LQ - SYMMLQ) se destacam, especialmente
para sistemas de equagdes simétricas (SAAD; VORST, 2000). Com o objetivo de acelerar a
convergéncia desses métodos iterativos na resolucdo de sistemas lineares complexos, varios
estudos na area de algebra linear foram desenvolvidos, incluindo a implementagdo de pré-
condicionadores que modificam o sistema inicial para melhorar sua condi¢cao (SAAD;
VORST, 2000).

Em um cenario de um mercado altamente competitivo, no qual as industrias buscam

estruturas ou componentes dinamicos cada vez mais precisos € otimizados, a utilizagdo de

! Neste estudo, entendem-se como equacdes lineares complexas aquelas que, além de lineares, envolvem
nimeros complexos, ou seja, nimeros compostos pelas partes real e imaginaria. Por exemplo, y = ¢ + di,

onde ¢ e d s3o nimeros reaise i = vV —1.
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MVE para o controle passivo se mostra muito eficaz (BRINSON; BRINSON, 2008). No
entanto, os calculos para representar o seu comportamento, € obter respostas essenciais nessa
analise, como a receptancia, mobilidade e inertancia, sdo processos demorados e extensos.
Uma alternativa para diminuir esse tempo, seria, entdo, a implementacdo de métodos

iterativos baseados em subespago de Krylov para obter solugdes aproximada dessas fungoes.

1.1 OBJETIVOS

Apos a exposi¢ao da se¢do anterior, compreende-se que o calculo das FRF’s para
sistemas dinamicos com parametros dependentes da frequéncia e com um elevado nimero de
graus de liberdade ¢ uma tarefa computacionalmente exigente. Como alternativa ao método
direto de solucdo, que atualmente empregam técnicas como a decomposi¢do LU para resolver
sistemas de equacdes lineares, existe a opcao de empregar métodos iterativos. Para sistemas
de equagdes em que a matriz de coeficientes ¢ complexa, simétrica e indefinida, tais como as
apresentadas na matriz de coeficientes da matriz de rigidez de estruturas desse tipo, os
métodos de subespaco de Krylov apropriados incluem os métodos SYMMLQ e MINRES,
com a implementacdo de uma matriz de pré-condicionamento. Nesse contexto, este estudo
avalia a eficacia de dois procedimentos iterativos na solu¢do de sistemas lineares complexos,
que desempenham um papel crucial nos céalculos das Fung¢des de Resposta em Frequéncia
(FRF) de estruturas compostas por material viscoeldstico e compara com metodologias ja
existentes. Para tanto, nesta secdo sdo expostos os objetivos gerais e especificos desta

dissertagao.

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo do presente trabalho ¢ apresentar uma metodologia incremental na
frequéncia pela utilizacdo dos métodos iterativos de subespago de Krylov SYMMLQ e
MINRES para a resolucdo de sistemas de equagdes lineares complexas, presentes nos calculos
da resposta dindmica de estruturas com parametros dependentes da frequéncia, bem como
apresentar uma modificagdo de um método baseado em truncamento modal e compara-los

numericamente com métodos existentes.
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1.1.2 Objetivos especificos

Com base no objetivo geral, os objetivos especificos deste trabalho sdo:

e Implementar um problema de vibra¢des unidimensional para uma estrutura composta
de metal-MVE-metal, via MEF;

e Implementar uma rotina para o calculo direto da FRF do sistema composto, de forma
incremental na frequéncia;

e Implementar uma rotina para o calculo da FRF do sistema composto, de forma
incremental na frequéncia, com base no método apresentado por Floody et al., (2007);

e Implementar uma formulacdo para o célculo da FRF do sistema composto, de forma
incremental na frequéncia, por meio da rotina baseada no método iterativo SYMMLQ);

e Implementar uma formulacdo para o célculo da FRF do sistema composto, de forma
incremental na frequéncia, por meio da rotina baseada no método iterativo MINRES;

e Implementar uma rotina para o calculo da FRF do sistema composto, de forma
incremental na frequéncia, por meio de modificagdes do método apresentado por
Floody et al. (2007);

e Calcular a FRF do problema de vibragdes unidimensional implementado, para
diferentes nimero de graus de liberdade (21* = 16384 nos, 216 = 65536 nos e 218 =
26.2144 nos) e diferentes discretizacdes na frequéncia (6501 e 32501 pontos) por meio
das metodologias implementadas: Decomposicao LU, SYMMLQ, MINRES, Floody-
Espindola e Floody-Espindola modificada;

e Avaliar a influéncia de parametros de simulagdo dos métodos na solu¢dao e definir
quais parametros serdo utilizados;

e Avaliar numericamente o tempo de processamento das simulagdes;

e Avaliar numericamente a norma L., do vetor diferenga entre a solu¢ao devido cada
metodologia e a solugdo de referéncia;

e Avaliar numericamente a norma L, do vetor diferenca entre a solu¢do obtida
aplicando cada metodologia e a solugao de referéncia.

e Reproduzir e comparar visualmente os graficos de FRF’s.
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1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

Este trabalho busca apresentar uma metodologia iterativa aplicada na analise de
sistemas dindmicos com numero elevado de graus de liberdade e parametros dependentes da
frequéncia. Para tanto, a organizacdo textual dessa dissertagdo busca apresentar as
informagdes necessarias para a elaboracao da metodologia testada.

No presente capitulo € apresentado, rapidamente, o problema do custo computacional
para sistemas dindmicos com niimero elevado de graus de liberdade e parametros dependentes
da frequéncia e os objetivos do trabalho.

No segundo capitulo, sdo abordados a revisao dos métodos diretos para resolucao de
sistemas lineares complexos e o contexto desse tipo de problema no caso do controle de
vibragdes passivo. Além disso, ¢ apresentado o estado da arte dos métodos iterativos
desenvolvidos, para entender o que a literatura oferece para solucionar esse tipo de problema.

No capitulo 3, sdo apresentados os conceitos importantes para a compreensdao dos
métodos diretos e iterativos usados neste trabalho. Ainda, é discorrido sobre a teoria de
vibragdes para o célculo da funcdo resposta em frequéncia (FRF) de sistemas compostos
envolvendo MVE’s.

No quarto capitulo, ¢ discutida a metodologia proposta nesse trabalho. Para isso, sdo
apresentados os métodos implementados, as condi¢cdes de simulagdo impostas, os materiais
utilizados e quais tipos de analises sdo realizadas.

No capitulo 5, sdo mostrados os resultados deste estudo, bem como a discussao dos
principais pontos encontrados.

No capitulo 6, sdo discutidas as conclusdes do trabalho, assim como sugestoes para

pesquisas futuras.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo, inicialmente, ¢ apresentada uma revisdo da literatura, com énfase ao
estado da arte, referente aos métodos para solucionar sistemas de equacdes lineares
complexos, destacando sua relevancia em diversas areas. Na sequéncia, ¢ exemplificada uma
aplicagdo deste tipo de sistema no comportamento dindmico de estruturas com parametros
dependentes da frequéncia. Para finalizar, sdo expostos os objetivos gerais, os objetivos
especificos e as principais contribui¢des deste trabalho com base no que ¢ descrito nas se¢oes

anteriores.

2.1 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

A resolugdo de sistemas de equacdes lineares esta presente em problemas de diversas
areas do conhecimento, como a engenharia (SHAWAGFEH; KAYA, 2004), economia
(MEERSCHAERT; SCALAS, 2006), biologia (KANG; KANG, 2019) e quimica (UDAWAT
et al., 2022). O estudo sobre métodos para resolver esses sistemas ¢ muito antigo. Anton e
Busby (2003) afirmam que essa temadtica foi abordada no ano 200 a.C., com o livro chinés
“Nove Capitulos da Arte Matematica”. Esse livro ficou famoso ap6s o matematico Carl F.
Gauss? utilizar uma versio da eliminag¢io Gaussiana para calcular a drbita do asteroide Ceres.
Desde entdo, diversos métodos foram desenvolvidos com o intuito de resolver sistemas de
equacdes lineares. Esses métodos podem ser divididos em dois grandes grupos: os métodos
diretos e os métodos iterativos (DEMMEL, 1997).

Os métodos diretos buscam a solu¢do do sistema de forma exata (exceto erros de
arredondamento) em um numero finito de passos e sua solucdo ¢ alcangada apds esse numero
ser atingido. Os principais exemplos dos métodos diretos sdo: Regra de Cramer (JI, 2012),
Eliminacao Gaussiana, Fatoracdo LU e Fatoracao de Cholesky (PLATO, 2003). Entretanto, os
métodos diretos se tornam impraticaveis ou muito demorados quando a ordem de grandeza
dos sistemas ¢ muito elevada e quando precisam ser resolvidos diversas vezes (DEMMEL,

1997). Nesse contexto, os métodos iterativos foram desenvolvidos.

2 Carl Friedrich Gauss (1777-1855), conhecido como o principe da matematica, foi um astrdnomo, fisico e
matematico alemao, e colaborou em varias areas da ciéncia. Entre suas diversas contribui¢cdes para a
humanidade estdo a invencao do telégrafo e do magnetdmetro. Além disso, foi capaz de elaborar um método
para prever a orbita do planeta Ceres a partir de escassa informagao.
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Segundo Bodewig (1959), o interesse nesse tipo de método foi registrado em carta de
Carl F. Gauss enviada a seu pupilo Christian L. Gerling® em 23 de dezembro 1823 contendo a
exibicdo de um processo iterativo para um sistema genérico. Os métodos iterativos, na
constru¢do de uma sequéncia de vetores solucdo que buscam convergir para uma solugdo
aproximada do sistema a partir de uma estimativa inicial xq e uma tolerancia pré-estabelecida
(ANTON; BUSBY, 2003).

De acordo com varios estudos na literatura, o Método de Jacobi, o Método de Gauss-
Seidel e o Método de Sobre-Relaxag¢do Sucessiva (ou Método SOR, do inglés Successive
Over-Relaxation Method) sao conhecidos por serem os primeiros métodos iterativos, nos
quais, os ultimos sdo variacdes do primeiro. Ainda, estes sdo considerados estaciondrios, pois
cada solucao aproximada ¢ obtida da anterior sempre pelo mesmo processo, ou seja, a matriz
de itera¢do nao varia durante o processo. (ANTON; BUSBY, 2003).

Com base em Saad (2003), tais métodos iterativos demonstram robustez e eficacia
para algumas aplicagdes onde a matriz coeficiente ¢ ndo singular; entretanto, apresentam a
limitagdo de requerer que a matriz dos coeficientes seja, também, estritamente diagonal
dominante ou irredutivelmente diagonal dominante. Isso levou ao surgimento do enfoque para
o desenvolvimento de uma nova classe de métodos, conhecida como métodos iterativos de
subespaco de Krylov*. Anteriormente, estes eram conhecidos como métodos semi-iterativos
ou métodos de aceleragao polinomial (GUTKNECHT, 2007).

A classe dos métodos de Krylov destaca-se como uma das mais preeminentes no
ambito dos métodos numéricos (DONGARRA ¢ SULLIVAN, 2000). Esses métodos se
fundamentam em processos de projecao sobre subespagos de Krylov SAAD (2003). A origem
desta modalidade de subespago remonta ao ano de 1931, quando foi primeiramente
apresentada em um artigo® por Aleksei Nikolaevich Krylov®. Além disso, é possivel

categorizar essa classe de métodos com base na forma como geram seus subespagos, 0s quais

3 Christian Ludwig Gerling (1788-1864), matematico alemdo, foi um discipulo famoso de Carl F. Gauss.
Conhecido por um consideravel trabalho nas dreas de geodésia e astronomia.

* Nio se sabe onde o termo métodos de subespago de Krylov (do inglés, Krylov subspace methods) foi usado
pela primeira vez. O termo surgiu no final da década de 1970. No entanto, ele ganhou popularidade,
possivelmente, com o livro sobre autovalores de Parlett (1998).

5> Este artigo pode ser considerado como o precursor dos Métodos de Subespago de Krylov, no qual o autor
delineou um novo procedimento para o calculo do polindmio caracteristico de uma matriz quadrada arbitraria
(KRYLOV, 1931).

¢ Aleksei Nikolaevich Krylov (1863-1945), de nacionalidade russa, teve uma formagdo inicial como engenheiro
maritimo, com contribuicdes significativas em campos como flutuacdo e estabilidade. No entanto, ao longo de
sua carreira, revelou-se um matematico polivalente, com notaveis contribui¢des em diversas areas do
conhecimento, incluindo magnetismo, astronomia e geodésia. Krylov exerceu um papel de destaque como
diretor do Instituto de Fisica-Matematica da Academia de Ciéncias da Unido Soviética de 1927 a 1932 e foi
honrado com um "prémio estatal" em 1943 em reconhecimento de suas contribui¢des teoricas relacionadas a
bussolas.
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se distribuem entre duas abordagens: a metodologia de ortogonalizacdo de Arnoldi ¢ a
metodologia de ortogonalizacdo de Lanczos.
O método de Arnoldi (ARNOLDI, 1951) ¢ aplicavel a matrizes ndo simétricas e nao

Hermitianas’

em geral. Este constroi uma base ortogonalizada para um subespaco de Krylov
por meio de projecdes ortogonais de vetores (usando um processo de Gram-Schmidt
modificado®). Além disso, esse processo resulta em uma matriz de Hessenberg superior’
(SAAD, 2003).

Por outro lado, o método de Lanczos (LANCZOS, 1952) ¢ adequado para matrizes
simétricas ou Hermitianas. Esse processo emprega projegdes ortogonais recursivas para
construir a base do subespago de Krylov e resulta em uma matriz tridiagonal simétrica, uma
forma especial de matriz que possui zeros fora da diagonal principal e da primeira
subdiagonal (SAAD; VORST, 2000). A seguir sdo abordados os principais métodos de
Krylov.

O método dos Gradientes Conjugados (do inglés, Conjugate Gradient - CQG)
(HESTENES e STIEFEL, 1952) foi desenvolvido pouco tempo depois que o método de
Lanczos foi publicado. Segundo Golub e Loan (1996), o CG ¢é um caso particular do método
de Lanczos e, também, baseia-se no método das direcdes conjugadas. Além disso, as direcdes
de busca pertencem ao subespago de Krylov e a cada iteracdo busca-se encontrar o residuo
ortogonal aos anteriores. Esse método € aplicdvel apenas aos casos em que a matriz de
coeficientes A ¢ Hermitiana, positiva-definida e ndo singular (BARRET; VORST, 1993).

Em contraste ao método CG, o qual emprega uma sequéncia ortogonal de residuos, o
método do gradiente biconjugado (do inglés, Bi-Conjugate Gradient - BiCG) (LANCZOS,
1952) adota duas sequéncias de residuos mutuamente ortogonais'® e é vidvel mesmo em
sistemas nao simétricos. No contexto de sistemas simétricos, o método BiCG produz
resultados analogos ao método CG, mas requer o dobro do nimero de iteracdes (BARRET,
VORST, 1993).

Posteriormente, Paige e Saunders (1975) desenvolveram dois métodos para matrizes
simétricas e indefinidas chamados de residuo minimo (MINRES, do inglés Minimum Residual

- MINRES) e LQ simétrico (do inglés, Symmetric LO - SYMMLQ). Ambos os métodos

7 Uma matriz Hermitiana é uma matriz quadrada complexa, a qual é igual a sua propria transposta conjugada.
Por sua vez, uma matriz anti-Hermitiana ¢ uma matriz quadrada complexa, a qual ¢ igual ao negativo da sua
propria transposta conjugada.

8 O processo de Gram-Schmidt permite transformar qualquer conjunto de vetores linearmente independentes em
um novo conjunto ortogonal que tem a capacidade de gerar o mesmo espago vetorial.

° Matriz de Hessemberg superior: a; ; = 0 para cada par i, j tal que i > j + 1 (SAAD, 2003).

10 Essa forma de geracdo de subespago é conhecida como Bi-Lanczos.
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utilizam o método de Lanczos para gerar seus subespacos, entretanto, diferem quanto ao
processo de busca da solu¢do. O primeiro método, utiliza a abordagem de residuo minimo, o

> 4 norma Euclidiana do vetor residuo. Sob outra

qual encontra a solugdo que “minimiza
perspectiva, no método SYMMLAQ, a solugdo ¢ encontrada a partir da condicdo de Ritz-
Galerkin'?2. Segundo seus autores, os métodos apresentaram-se superiores em termos de
implementagdo numérica em comparagdo aos métodos apresentados por Hestenes e Stiefel
(1952); Fridman (1963) e Householder (1964).

Seguindo outra abordagem, o método da ortogonalizacdo completa (do inglés, Full
Orthogonalization Method - FOM) (SAAD, 1981) ndo se restringe a matrizes simétricas ou
Hermitianas. Para alcangar esse objetivo, ele utiliza o0 método de Arnoldi para construir seu
subespaco e a condicdo de Ritz-Galerkin para encontrar a solucdo. Nao obstante, de acordo
com Saad (2003), este método apresenta problemas relacionados ao critério de parada. Pode
ocorrer que ele ja tenha convergido devido a um valor reduzido de residuo, mas isso pode
passar despercebido, uma vez que o método ndo calcula o residuo, resultando assim em
iteragOes desnecessarias.

O método generalizado do residuo minimo (do inglés, Generalized Minimal Residual
Method - GMRES) (SAAD e SCHULTZ, 1986) tem a propriedade de minimizar a cada passo
a norma do vetor residual sobre um subespaco de Krylov e, dessa forma, superar o problema
do método FOM. Segundo seus autores, este método pode ser considerado uma generalizacao
do método MINRES, que ao invés de utilizar o algoritmo de Lanczos no caso de matrizes
simétrica, utiliza o algoritmo de Arnoldi para matrizes ndo simétricas. O ponto negativo deste
método, ¢ o fato do nimero de operacdes aritméticas € da memoria aumentarem linearmente
com o numero de iteragdes (SAAD; VORST, 2000). Apesar desta desvantagem, este método
apresenta-se robusto e eficaz, e é considerado como o algoritmo padrdo'® para sistemas
lineares ndo simétricos por diversos autores (GREENBAUM, 1997; MEURANT, 1999;
SAAD, 2003).

Os estudos de Shen et al. (2022), Jin et al. (2022) e Hansen et al. (2022)
apresentaram aplicacdes recentes da utilizacdo do GMRES. Além disso, no trabalho de Zou
(2023) pode ser encontrada uma apresentacdo do estado da arte sobre este método e suas

variacoes, tais como os métodos RGMRES (do inglés, Restarted GMRES Method), FGMRES

' A minimizagdo em questdo, na realidade, trata-se de um problema de minimos quadrados, geralmente de baixa
ordem, o que implica que nao ¢ computacionalmente custoso (SAAD, 2003).

12 Esta condi¢do pode ser encontrada, detalhadamente, em (GREEMBAUM, 1997).

13 Saad e Vorst (2000) refere-se a0 GMRES com o termo em inglés “de facto standard” dada a relevancia do
método.
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(do inglés, Flexible GMRES) e GMRESR (do inglés, the Recursive Variant of GMRES). Com
a finalidade de evitar padroes irregulares de convergéncia do método BiCG e um alto custo de
memoria do método GMRES para um elevado nimero de iteragdes o método gradiente bi-
conjugado estabilizado (do inglés, Bi-Conjugate Gradient Stabilized - BICGSTAB) (VORST,
1992). De acordo com Barret e Vorst (1993), este método possui uma convergéncia mais
estavel em relacdo ao GMRES.

Para uma melhor visualizacdo das caracteristicas que distinguem os métodos de
Krylov, a TABELA 1 classifica esses métodos com base na forma de geracdo de subespaco,

na abordagem de solugdo adotada e na forma de matriz do sistema que eles podem resolver.

TABELA 1 - Caracteristicas dos métodos de subespago de Krylov mais conhecidos.

Métodos Geracio de subepaco Abordagem de solucio Tipo de matriz
Con{zic;tlec(z?roagl, ielngtgz()c G) Lanczos Ritz-Galerkin Simét];iggrigzitiva—

Bi—Co;z]Et iﬁég (gascfifgtssz()BiCG) Bi-Lanczos Petrov-Galerkin Ni(: dseifr.lr:léig;ca
Con{g‘?r?]t;]éesﬁ%?s()c}{) Lanczos Residuo Minimo Simégigglzgzitiva-

Minimum Residual (MINRES)

(PAIGE ¢ SAUNDERS, 1975) Lanczos Residuo Minimo Simétrica Indefinida
Symmetric LQ (SYMMLQ) . . e .
(PAIGE ¢ SAUNDERS, 1975) Lanczos Ritz-Galerkin Simétrica Indefinida
Full Orthogonalization Method . . . Nao Simétrica

(FOM) (SAAD, 1981) Arnoldi Ritz-Galerkin Indefinida
Generalized Minimum Residual Amnoldi Residuo Minim Nao Simétrica
(GMRES) (SAAD, 1986) © s1auo ° Indefinida
Conjugate Gradients-Squared . . Nao Simétrica
(CGS) (SONNEVELD, 1989) Bi-Lanczos Petrov-Galerkin Indefinida
Biconjugate Gradients Stabilized . . Nao Simétrica
(BICGSTAB) (VORST, 1992) Bi-Lanczos Petrov-Galerkin Indefinida

FONTE: Autor (2023).

Na competitividade do mercado ¢ exigido que os calculos sejam efetuados de forma
rapida e precisa com sistemas de equagdes possuindo ordens cada vez mais elevadas. Assim, a
utilizacdo dos métodos de subespaco de Krylov, unicamente, podem ndo ser suficientes ou
possuir um alto custo computacional para sistemas de altas ordens. Por exemplo, como
aqueles presentes em aplicagdes do Método dos Elementos Finitos (GUTKNECHT, 2007) ou
em problemas que possuam um sistema linear complexo (CHRISTIANSEN, 2003;
DEHGHAN; HAJARIAN, 2014; GAMBOLATI; PINI, 1998; DIUK; TOYAMA, 2007).
Nesse contexto, algumas técnicas, como o pré-condicionamento, a relaxacdo, o paralelismo, a
deflacdo (do inglés, deflation) e o aumento (do inglés, augmentation) tém sido objeto de
estudos no ambito desses processos iterativos (ZOU, 2023). Além de técnicas de aceleragao,

como o Multigrid.
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O pré-condicionamento de sistemas de equagdes lineares ¢ empregado para
aprimorar a convergéncia dos métodos de solugdo, o que, por sua vez, amplia a aplicabilidade
dos métodos iterativos, como destacado em Zou (2023). De acordo com Bai (2015), a énfase
atual na area dos métodos de Krylov recai sobre a analise algébrica de pré-condicionadores.
Além disso, Greenbaum (1997) observa que cada tipo especifico de problema pode demandar
um pré-condicionador proprio para melhorar a convergéncia em direcdo a solucdo, o que
corrobora com o ponto de vista apresentado por Bai (2015).

Outra 4area de desenvolvimento atual sdo os métodos iterativos de particionamento
HSS (do inglés, HSS splitting methods), os quais utilizam outro tipo de abordagem para
convergir para a solu¢do e, também, podem ser utilizados como métodos para obter uma
matriz de pré-condicionamento para os métodos de Krylov. Na sequéncia desse texto, ¢
exposta uma breve discussdo a respeito desses métodos.

Bai, Golub e Ng (2003) propuseram o Método do Particionamento Hermitiano/Anti-
Hermitiano (do inglés, Hermitian/Skew-Hermitian Splitting - HSS), o qual se baseia no
particionamento da matriz caracteristica do sistema, A (complexa e simétrica), na sua parte

Hermitiana (H) e na parte anti-Hermitiana (S), da forma

A=H+S, @.1)
onde
A+ A"
_ 2.2
> (2.2)
e
A— A"
S = 5 (2.3)

sendo que A" representa a matriz complexa conjugada de A. Segundo os autores, este método
¢ baseado no Método da Dire¢do Implicitamente Alternada (do inglés, Alternating Direction
Implicty Method - ADI) usado na resolugdo de sistemas de equacdes diferenciais parciais
(PEACEMAN; RACHFORD, JR., 1955). As analises tedricas apresentaram que o método
converge, sob algumas condic¢des relacionadas com as caracteristicas de matrizes dependentes
de H ¢ S, para a solugdo tnica do sistema contido na equagdo (1.2).

Ao implementar técnicas de relaxagdao e de pré-condicionamento no HSS, diversos
métodos baseados nesse particionamento foram desenvolvidos (BAI; BENZI; CHEN, 2010;
BAI; GOLUB, 2007; BAI; GOLUB; LI, 2007; BAI; GOLUB; PAN, 2004; LI; WU, 2015; LI;
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HUANG; LIU, 2007; NOORMOHAMMADI POUR; SADEGHI GOUGHERY, 2015) e,
posteriormente, foram classificados como métodos de particionamento.

Alguns métodos recentes dessa linha de pesquisa destacam-se pela convergéncia
acelerada, sdo eles: o0 Método do Particionamento em Escala de Dois Passos 1 Assimétrico
(do inglés, Lopsided Two-step Scale-Splitting Method 1 — LTSCSP1) (DEHGHAN e
SHIRLLORD, (2022); o Método do Particionamento em Escala de Dois Passos Assimétrico 2
(do inglés, Lopsided Two-step Scale-Splitting Method 2 — LTSCSP2) (DEHGHAN e
SHIRLLORD, 2022); o Método do Particionamento em Escala de Dois Passos Modificado
(do inglés - Modified Two-step Scale-Splitting Method - MTSS) (HUANG, 2021b) e o
M¢étodo de Particionamento em Blocos Parametrizado (do inglés, Parameterized Block
Splitting Method - PBS) (HUANG, 2021a). No entanto, esses requerem uma condicao
especifica, a de que algumas matrizes intermediarias do processo iterativo sejam positivo-
definidas. Isso restringe o uso desses métodos e exige uma andlise prévia das caracteristicas

das matrizes envolvidas.

2.2 CONTROLE PASSIVO DE VIBRACOES EM ESTRUTURAS COM PARAMETROS
DEPENDENTES DA FREQUENCIA

Vibragdo ¢ qualquer movimento oscilatério de um sistema mecanico em relagdo a
sua posicdo de referéncia. Esse fendomeno pode ser observado no cotidiano em diversas
maneiras, como nos reldgios de péndulo e nos instrumentos de corda. Em ambos os casos, as
vibragdes sao desejadas, pois trazem vantagens a sociedade (RAO, 2007). No entanto,
existem situagdes, em que os fendmenos oscilatorios sdo prejudiciais ao sistema, seja por
provocar fadiga, a qual pode levar a fratura da estrutura, ou por ruidos excessivos que
atrapalhem o desempenho do produto e, assim, sua competitividade no mercado (INMAN,
2014).

Desse modo, a vibracdo ¢ um objeto de estudo que vem sendo constantemente
considerado e aprimorado na elaboracdo de projetos mecanicos, em especial os que envolvem
cargas dindmicas. Diversos exemplos podem ser destacados, tais como a reducdo das
vibragdes geradas por cargas do vento e ondas maritimas em estruturas offshore
(KANDASAMY et al., 2016), e o controle de vibragcdes em torres de transmissao de energia
elétrica (ROY; KUNDU, 2021). Xie, Feng e Aly (2020) realizam uma apresentacdo do estado

da arte das técnicas mais recentes de analise de vibragdes em turbinas eolicas. Ademais,
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metamateriais e estruturas origamis vém sendo aplicados em diversos sistemas para o controle
de vibragdes (JI; LUO; YE, 2021).

Dos textos citados, pode-se perceber que o conhecimento esta concentrado em como
medir, analisar e controlar as vibragdes. No que se refere ao controle, existe uma classificagao
que divide os métodos em quatro grupos: controles passivo, ativo, semiativo ¢ hibrido (RAO,
2007).

Meétodos de controle passivo sdo aqueles em que ndo ¢ empregada uma fonte externa
de energia para o controle (NOCHEBUENA-MORA et al., 2021). Por outro lado, os métodos
ativos sdo aqueles em que € necessaria uma fonte externa de energia e, geralmente, ¢
caracterizado por possuir sensores € sistemas integrados a computadores (ABDELJABER;
AVCI; INMAN, 2016). Ja o controle semiativo ¢ designado para métodos que gastam
significativamente menos energia que os ativos e que podem ser abastecidos localmente por
uma bateria (SAADABAD; MORADI; VOSSOUGHI, 2014). Os métodos hibridos, por sua
vez, combinam a robustez do controle passivo com o alto desempenho das classes ativa ou
semiativa. Isso resulta em controles com amplas bandas de frequéncia, e que podem superar
os métodos anteriores usados separadamente (GAO et al., 2022).

No controle passivo de vibragdes, a utilizagdo de materiais viscoelasticos (MVE’s) ¢
notdria devido a sua alta capacidade de dissipacdo de energia vibratdria e de armazenamento
de energia potencial elastica. Isso estd relacionado a presenca coexistente dos
comportamentos viscoso e elastico no material (LAI, FINDLEY e ONARAN, 1989).

As primeiras tentativas de representar o comportament