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RESUMO

Neste trabalho apresentamos conceitos ligados a teoria de representagoes de algebras,
como teoria inclinante e o quiver de Auslander-Reiten de uma categoria de mdédulos.
Posteriormente, trabalhamos com tridngulos exatos em uma categoria, visando estabe-
lecer propriedades homoldgicas e esclarecer como estas estruturas podem ser usadas no
estudo da categoria. O objetivo principal deste trabalho é demonstrar, de forma de-
talhada, um resultado apresentado por Happel, que foi o tltimo passo para mostrar a
equivaléncia entre os conceitos de algebras hereditarias por partes do tipo Z) e algebras
inclinadas iteradas de tipo K, sendo K um quiver finito. No fim do texto abordamos
um caso particular, mostrando que dlgebras hereditarias por partes do tipo Dynkin sao

APR-inclinadas iteradas de mesmo tipo.

Palavras-chave: Algebras hereditarias por partes. Algebras inclinadas iteradas.

Médulos APR-inclinantes.



ABSTRACT

In the present work we introduce concepts related to representation theory of algebras
such as tilting theory and the Auslander-Reiten quiver of a module category. Subsequen-
tly, we work with exact triangles in a category, aiming to establish homological properties
and clarify how these structures can be used to study the category. The main goal of
this work is to prove in detail a result presented by Happel that was the last step to
show the equivalence between the concepts of piecewise hereditary algebras of type X
and iterated tilted algebras of type X , whenever X is a finite quiver. Towards the end
of the text we address a particular case, showing that piecewise hereditary algebras of

Dynkin type are APR-iterated tilted algebras of the same type.

Keywords: Piecewise hereditary algebras. Iterated tilted algebras. APR-tilting modu-

les.
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Introducao 2

1 INTRODUCAO

Algebra é uma area da Matematica estudada desde a antiguidade em diversas regices do
mundo, mas a area conhecida atualmente como Algebra Moderna surgiu, segundo Kleiner em [16],
durante o século XIX. Esta area teve seu desenvolvimento inicial a partir de sistemas axioméaticos no
estudo de Teoria de Grupos, Anéis e Algebra Linear.

No inicio do século XX ocorreram grandes avangos. Seguindo as construgoes da Teoria de
Anéis, matematicos como Emil Artin e Emmy Noether desenvolveram teorias a respeito de ideais e
modulos. A partir deste momento o conceito de mdédulo, definido inicialmente por Noether no artigo
[19] de 1921, passou a ter papel central nas pesquisas de dlgebra. Matemdticos de diversas subéreas
da Algebra, como Teoria de Representacoes, Algebra Homologica, Algebras de Hopf e Algebras de Lie
utilizam a estrutura de médulo para seus estudos. Particularmente em Teoria de Representacoes ha o
objetivo de conhecer a estrutura dos mdédulos sobre um anel ou uma algebra e os morfismos entre eles,
ou seja, as categorias de modulos.

A linguagem categdrica se tornou muito importante no estudo de representacoes, diversos resul-
tados e ferramentas importantes foram introduzidos visando facilitar o estudo de categorias de modulos.
Uma técnica muito utilizada é estudar uma categoria de médulos de uma algebra A comparando-a com
a de outra algebra B. Um passo fundamental para que tais estudos fossem possiveis foi o resultado
conhecido como Teorema de Morita, demonstrado por Kiiti Morita em seu artigo [18], publicado em
1958. A versdo do Teorema de Morita para o contexto deste trabalho diz que: Sendo K wum corpo
algebricamente fechado, dadas duas K-dlgebras A e B, existe uma equivaléncia K-linear entre suas ca-
tegorias de mddulos se, e somente se, existe um A-mddulo Pa projetivo, finitamente gerado e gerador
da categoria de mddulos de A tal que EndPy = B.

O resultado demonstrado por Morita abriu caminho para muitos outros semelhantes; ha di-
versas generalizacoes e resultados andlogos a este teorema em outros contextos. Caso nao exista uma
equivaléncia de Morita entre duas dlgebras A e B, é natural questionar se é possivel obter outras relagoes
entre as categorias de médulos destas dlgebras. A Teoria Inclinante (ou Tilting) estabelece condigoes
para que existam equivaléncias, semelhantes as de Morita, entre partes das categorias de médulos de
algebras distintas. Sendo 7" um A-modulo inclinante, conseguimos equivaléncias naturais entre pares de
torgao da categoria modA e da categoria modEndT. O processo de passar de uma dlgebra a outra via
construgao da dlgebra de endomorfismos de um modulo inclinante é conhecido como inclinagao.

Ao utilizar a teoria inclinante para estudar certa algebra A, gostariamos de obter equivaléncias
entre partes da categoria de mddulos de A e de outra algebra mais conhecida. Um tipo de algebra cuja

categoria de modulos é razoavelmente conhecida é o de algebras hereditarias. Ha um algoritmo simples
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que permite identificar algebras hereditarias de tipo de representagao finito, para as quais existe um
processo para descrever a categoria de médulos correspondente. Para as de tipo de representacao infinito
hé diversos resultados que facilitam seu estudo.

Dados um corpo algebricamente fechado K e um quiver finito, conexo e aciclico K, algebras que
podem ser relacionadas com a algebra hereditaria Kz, via um ou multiplos processos de inclinagao, sao
conhecidas como &lgebras inclindveis de tipo X Sejam A uma K-algebra e T' um A-médulo inclinante,
diz-se que T é um modulo separante se o par de tor¢ao induzido por 7' em modA é cindido. Um caso
particular de algebras inclinaveis de tipo X sao as algebras inclinadas iteradas de tipo X, dadas por:

Definicao 1: A € uma dlgebra inclinada iterada de tipo Z) se existe uma sequéncia finita de
triplas (A;, T;, Aix1 = EndT;)o<i<k, onde Ag = A, Ay, = KZ e para cada 0 < i < k temos que T; é um
A;-mddulo inclinante separante.

Note que nos referimos as algebras hereditarias como algebras do tipo KX, ou seja, algebras
de caminhos de quivers sem relacoes. As algebras estudadas neste trabalho serao algebras de caminhos,
pois existe um resultado (que pode ser encontrado na pagina 64 de [4]) garantindo que toda &lgebra
bésica, conexa e de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado é isomorfa a um quociente
da algebra de caminhos de um quiver finito, conexo e aciclico. Logo estudar dlgebras de caminhos é
o mesmo que estudar dlgebras basicas, conexas e de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado.

Outra ferramenta muito importante para o desenvolvimento da Teoria de Representacoes de
Algebras7 é o conceito de categoria derivada, introduzido por Grothendieck no artigo [12] de 1958. As
categorias derivadas, apesar de em geral nao serem categorias abelianas, tém uma estrutura de triangulos
exatos que permite estudd-las. Como ha uma maneira natural de incluir uma categoria de médulos em
sua categoria derivada, estudar a categoria derivada nos da resultados sobre a categoria de médulos.
As categorias de médulos de dlgebras hereditarias sdo bem conhecidas, logo suas categorias derivadas
também podem ser estudas de maneira mais facil. Entao, para estudar a categoria derivada (da categoria
de médulos) de uma algebra A nao hereditéria, pode-se buscar relagdes entre esta categoria D*(A) e a
categoria derivada de uma algebra hereditdria. Para isso temos a seguinte definicao:

Definigao 2: Sejam A uma K-dlgebra e X um quiver finito e aciclico. Dizemos que A é
hereditdria por partes do tipo X se a categoria D°(A) € triangulo-equivalente a Db(KX).

A principio algebras inclinadas iteradas de tipo Z e algebras hereditarias por partes do tipo
X nao parecem ter grandes relagoes, porém um resultado demonstrado por Happel, no artigo [13] de
1987, mostra que ha fortes relagoes entre estes objetos. O teorema de Happel diz:

Teorema 1: Sejam A uma K-dlgebra de dimensao finita e T um A-mddulo inclinante, entdo
existe uma equivaléncia triangulada entre as categorias derivadas D’(A) e D®(EndT).

%
O teorema acima deixa explicito que toda édlgebra inclinada iterada de tipo A é uma &dlgebra
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hereditaria por partes do tipo Z}, pois os processos de inclinagao nos dao uma nova algebra cuja categoria
derivada é triangulo-equivalente a categoria derivada da dlgebra anterior. A reciproca, porém, ainda
nao havia sido demonstrada. Em 1988 o préprio Happel, em seu livro [14], enunciou e demonstrou o
seguinte teorema:

Teorema 2: Se A € uma dlgebra hereditdria por partes do tipo K, entao A € uma dlgebra
inclinada iterada do tipo Z

Provando, assim, que os conceitos de algebras inclinadas iteradas de tipo Z e algebras here-
ditérias por partes do tipo K sao equivalentes.

O principal objetivo do presente trabalho é detalhar a demonstragao apresentada por Happel
(em [14]) para o Teorema 2, mostrando passos e contas deixados a cargo do leitor na demonstracao
original. Para isso, além de explicitar certas implicagoes e construgoes, partes da demonstragao do
teorema foram transformadas em lemas enunciados no 1ltimo capitulo desde texto.

Esta dissertacao esta dividida em quatro partes. Na primeira parte sao apresentados definigoes
e resultados preliminares, considerados necessarios para a plena compreensao dos temas seguintes. Sao
abordados temas pertinentes de Teoria de Representacoes de Algebras, Teoria de Auslander-Reiten,
Teoria Inclinante e outros assuntos pontuais. Os resultados desse capitulo, salvo poucas excegdes, nao
serao demonstrados, mas referéncias serao indicadas.

Na segunda parte é abordada a ideia de categoria triangulada, ou seja, categorias com uma
estrutura adicional que, em certos casos, se comporta de forma semelhante as sequéncias exatas em
categorias abelianas. As demonstracoes deste capitulo sao importantes para o leitor que nao estd
acostumado com a linguagem categérica, ou com funtores como Hom (X, ) e Ext! (X, ). Muitos
dos argumentos usados neste capitulo também terao importancia na demonstracao do teorema principal
da dissertacao.

A terceira parte trata de dois temas distintos, as dlgebras hereditarias por partes do tipo X
e os médulos APR~inclinantes. As &dlgebras hereditarias por partes do tipo X sao fundamentais para
este trabalho, neste capitulo sao apresentados resultados gerais sobre tais dlgebras. Ja na segunda parte
do capitulo, serd apresentado o conceito de mdédulo APR-inclinante, um caso particular de médulo
inclinante que tem ligacao direta com as algebras hereditdrias por partes do tipo X quando X é um
quiver do tipo Dynkin.

No capitulo final da dissertagao sao enunciados e demonstrados lemas usados por Happel em
sua demonstracao do teorema 2 e lemas retirados de partes dessa demonstracao. Além disso, o resultado
principal é demonstrado, juntamente com consequéncias diretas dele. O 1ltimo resultado apresentado
diz que toda algebra hereditaria por partes do tipo K, com K um quiver do tipo Dynkin, é uma dlgebra
APR-inclinada iterada do tipo X

Vale salientar que, apesar de seguirmos em grande parte do trabalho a estrutura das demons-
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tragoes apresentadas por Happel em [14], as notagoes adotadas estdo mais préximas das apresentadas
em [4]. Esta escolha foi feita por dois motivos, a preferéncia por utilizar médulos & direita e o fato de,
devido a época em que foi escrito, as notacoes do segundo livro estarem mais alinhadas com as utilizadas
atualmente. Além disso, nenhum dos resultados apresentados aqui é novo, todos podem ser encontrados

na literatura que foi usada como referéncia para este trabalho.
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2 DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo serao apresentados, de maneira sucinta, diversas defini¢oes e resultados que
serao usados durante o restante do trabalho ou que sao necessarios para sua compreensao. Neste
trabalho, a menos que dito o contrario, K denotard um corpo algebricamente fechado e A serd uma K-
algebra basica de dimensao finita. Além disso, quando nos referirmos a A-mdédulos estaremos tratando
de médulos a direita, finitamente gerados.

Utilizaremos basicamente as mesmas notagoes adotadas em [4], mas apresentamos a seguir
uma breve descricao das notagoes mais importantes. Denotaremos por modA a categoria de A-mdédulos
a direita finitamente gerados, indA a subcategoria de modA em que os objetos sdo apenas os A-mddulos
indecomponiveis. Assumindo conhecidos os conceitos de resolucao projetiva e resolucao injetiva, fixados
X e Y objetos de modA, denotaremos por pdX e idX a dimensao projetiva e dimensao injetiva de
X, respectivamente. O radical de Jacobson de X, dado pela intersecao dos submédulos maximais,
serd representado por radX. Denotaremos por Hom4(X,Y") o conjunto (K-médulo) dos morfismos de
X para Y em modA; no caso particular em que tratarmos de Homy4 (X, X)), denotaremos o anel de

endomorfismos por End(X). O grupo de extensdes de Y por X serd representado por Ext! (X, Y).

2.1 Teoria de Auslander-Reiten

Sabemos, pelo Teorema da Decomposi¢ao Unica (ver 4.10, p. 23 de [4]), que dada uma K-
algebra A, podemos conhecer muitas propriedades da categoria modA estudando uma classe especial
de A-moddulos, os indecomponiveis. Nesta secdo apresentamos uma classe de morfismos que tem pa-
pel semelhante, os morfismos irredutiveis, que podem ser usados para obter informagoes sobre todos
os morfismos da categoria modA. Além disso, também serd apresentado o conceito de sequéncia de

Auslander-Reiten, muito utilizado no restante deste trabalho.

Definigao 2.1.1. Sejam A uma K-dlgebra, L, M, N médulos em modA e f: L — M e g: M — N

morfismos de A-mddulos. Entao:

(a) O morfismo f € dito minimal & esquerda se todo h € EndM tal que hf = f € um automorfismo.
(b) O morfismo g é dito minimal & direita se todo k € EndM tal que gk = g € um automorfismo.

(c) O morfismo f é dito quase cindido a esquerda se nao é uma se¢do e, para todo morfismo u: L — U

que ndo € uma secao, existe u': M — U tal que v’ f = u.
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(d) O morfismo g € dito quase cindido & direita se nao é uma retragao e, para todo morfismov: V.— N

que nao € uma retracao, existe v': V. — M tal que gv’ = v.

(e) O morfismo f € dito minimal quase cindido a esquerda se é, simultaneamente, minimal a esquerda

e quase cindido a esquerda.

(f) O morfismo g € dito minimal quase cindido & direita se €, simultaneamente, minimal & direita e

quase cindido a direita.
Lema 2.1.2. Sejam A uma K-dlgebra, L, M, N mddulos em modA. Entdo:

(a) Se f: L — M € um morfismo quase cindido & esquerda, entao L é um mddulo indecomponivel.

(b) Se g: M — N € um morfismo quase cindido & direita, entao N é um mddulo indecomponivel.

Demonstragao. Ver Lema 1.3, p.99 de [4]. O
Proposigao 2.1.3. Sejam A uma K-dlgebra e L, M, N, M’ mddulos em modA. Entdo:

(a) Se f: L — M e f': L — M' sao morfismos minimais quase cindidos 4 esquerda, entao existe

um 1somorfismo h: M — M’ tal que f' = hf.

(b) Seg: M — N e g': M' — N sdo morfismos minimais quase cindidos o direita, entdo existe um

1somorfismo k: M — M’ tal que g = ¢'k.

Demonstra¢do. Provaremos apenas o item (a), pois a demonstracao de (b) é andloga. Sejam f: L — M
e f': L — M’ morfismos minimais quase cindidos & esquerda. Como f e f’ sdo quase cindidos &
esquerda, existem morfismos h: M — M’ e h': M’ — M taisque f' = hfe f = h'f’. Logo f = h'hf
e f'=hh'f'. Como f e f' sdo minimais & esquerda, temos que hh' e h'h sao automorfismos. Assim, h

é monomorfismo e epimorfismo, portanto, ¢ um isomorfismo entre M e M’. O

A proposicao acima é importante, pois mostra que dado um médulo L, a menos de isomorfismo,
h& um dnico médulo M tal que existe morfismo f: L — M que é minimal quase cindido & esquerda.
E vale o andlogo para morfismo minimal quase cindido & direita. Conhecendo tais resultados, pode-se

estudar os morfismos irredutiveis.

Definicao 2.1.4. Dados mddulos L, M e um morfismo f: L — M em modA, f € dito irredutivel se:

(a) [ nao é uma se¢dao nem um retra¢ao;

(b) se existe uma fatoragao f = fifa, entdo fi € uma retragao ou fo € uma segao.

Lema 2.1.5. Todo morfismo irredutivel ¢ um monomorfismo ou um epimorfismo.
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Demonstragao. Seja f: L — M um morfismo em modA. Denote por i: Imf — M e f': L — Imf
a inclusdo e a correstricao canonicas, respectivamente. Logo f = if’. Suponha que f nao é um
epimorfismo, entao ¢ nao é uma retracao. Como f é irredutivel, f’ deve ser uma segao. Portanto, f é

um monomorfismo. O
Teorema 2.1.6. Sejam L e N dois A-mddulos indecomponiveis.

(a) Um morfismo f: L — M € irredutivel se, e somente se, M # 0 e existe um morfismo f': L — M’

tal que [f f’]t L — M @ M ¢é minimal quase cindido a esquerda.

(b) Um morfismo g: M — N € irredutivel se, e somente se, M # 0 e existe um morfismo g': M’ — N

tal que [g g’] M@ M — N é minimal quase cindido a direita.
Demonstracao. Ver Lema 1.10, p.103 de [4]. O

Definicao 2.1.7. Uma sequéncia exata curta 0 — L T M 2N —5 0 emmodA ¢ dita sequéncia

de Auslander-Reiten (ou sequéncia quase cindida) se:
(i) [ é morfismo minimal quase cindido o esquerda e;
(ii) g € morfismo minimal quase cindido a direita.

Note que uma sequéncia de Auslander-Reiten nunca é cindida, pois f nao é secao e g nao é

retracao. Dai o outro nome dado a estes objetos, sequéncia exata quase cindida.

Proposigao 2.1.8. Uma sequéncia de Auslander-Reiten é unicamente determinada, a menos de iso-

morfismo, por seu termo final ou inicial.

Demonstracao. Provaremos apenas o caso em que o termo inicial da sequéncia esté fixado, o caso em
que o termo final é fixado tem demonstragao analoga.
Sejam A uma K-dlgebrae L, M, N, M’ e N’ A-mddulos. Suponha que existem duas sequéncias

de Auslander-Reiten da forma

0L M-S N—50 e 0—LI MmN 0.

Logo, f e f’ sao morfismos minimais quase cindidos & esquerda. Pela proposigao 2.1.3, existe um

isomorfismo h: M — M’ tal que f’ = hf. Podemos construir o seguinte diagrama comutativo

0 L—lonm—f2.onN 0
|
\LlL lh (%]
\
0 L M N’ 0
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Como M e M’ sao isomorfos, pelo Lema dos 5, existe ¢: N — N’ que faz o diagrama comutar e é um

isomorfismo. Logo as sequéncias exatas que aparecem nas linhas do diagrama sao isomorfas. O

Teorema 2.1.9. Seja 0 — L oM SN 0 uma sequéncia exata curta em modA. Entdo sdo

equivalentes:

(i) Esta sequéncia € de Auslander-Reiten.

(i) O mddulo L é indecomponivel e g € quase cindido a direita.
(i1i) O mddulo N € indecomponivel e f € quase cindido & esquerda.
(iv) O morfismo f é minimal quase cindido & esquerda.

(v) O morfismo g é minimal quase cindido o direita.
(vi) Os mddulos L e N sdo indecomponiveis, e os morfismos f e g sao irredutiveis.

Demonstragao. Ver Teorema 1.1, p.105 de [4]. O

2.2 Translacoes de Auslander-Reiten

Nesta secao apresentamos o conceito de translacao de Auslander-Reiten, as Foérmulas de
Auslander-Reiten e alguns outros resultados que serao utilizados no decorrer do texto. Para mais

detalhes e demonstracoes dos resultados indicam-se [4], [15] e [9].

Definigao 2.2.1. Sejam A uma K-dlgebra e M um A-mddulo. Pode-se construir as coberturas projetivas
Py Lo M oe P RN kerpg. Assim, obtém-se a sequéncia exata Py RN Py 2o M — 0, chamada de
apresentagdo projetiva minimal de M. Aplicando o funtor (__)' = Homa(__, A): modA — modA°?,

obtém-se a sequinte sequéncia exata (em modA°P )
0 — (M)" — (Py)' % (1)t —> coker(p1)" — 0.

Chamamos de transposta de M, denotado por TrM, o mddulo coker(p,)! = cokerHom 4 (py, A).

Vale notar que a apresentagdao projetiva de um médulo M é tinica a menos de isomorfismo.

Logo TrM é unicamente determinado a menos de isomorfismo.
Proposigao 2.2.2. Sejam A uma K-dlgebra e M um A-mddulo indecomponivel.

(a) O A-mddulo a esquerda TrM ndo tem somandos diretos projetivos nao nulos.
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t
(b) Se M ndo é projetivo, entao a sequéncia (Pp)t (pr), (P)t — TrM — 0, induzida da apresentagdo

projetiva minimal P, 2 Py 2% M — 0 de M, é wma apresentacio projetiva minimal do A-

maodulo a esquerda TrM .

(¢) O A-médulo M ¢é projetivo se, e somente se, TrM = 0. Se M ndao € projetivo, entio TrM é
indecomponivel e Tr(TrM) = M.

1

(d) Sendo N um A-mddulo indecomponivel e M, N nao projetivos, M = N se, e somente se, TrM

TrN.

Demonstragao. Ver Proposicao 2.1, p. 107 de [4]. O

Queremos agora utilizar Tr para construir uma dualidade entre duas categorias convenien-
tes. Sejam A uma K-dlgebra e M, N dois A-médulos. Denotaremos por &(M, N) o subconjunto de
Hom 4 (M, N) que consiste dos morfismos que se fatoram por médulos projetivos. De maneira anéloga,
denotaremos por .# (M, N) o subconjunto de Hom 4 (M, N) que consiste dos morfismos que se fatoram
por médulos injetivos. Pode-se provar que estes subconjuntos de Hom 4 (M, N) formam ideais de modA,

logo definimos as categorias

modA = (modA)/Z, cujos objetos sdo os mesmos de modA e os morfismos entre dois objetos M e N

pertencem a Hom 4 (M, N) = Homu(M,N)/ (M, N).

modA = (modA)/.#, cujos objetos sao os mesmos de modA e os morfismos entre dois objetos M e N

pertencem a Hom 4 (M, N) = Homu(M,N)/% (M, N).

Proposigao 2.2.3. A correspondéncia M —— TrM induz um funtor K-linear Tr: modA — modA°P

que € uma dualidade de categorias.

Demonstracao. Apresentamos apenas uma ideia da prova, pois certos argumentos usados serao uteis no
decorrer do texto. Para mais detalhes ver Proposicao 2.2, p. 110 de [4].
Sejam M e N dois A-mddulos. Dados o morfismo f: M — N em modA e as apresentacoes

projetivas minimais de M e N obtém-se o seguinte diagrama comutativo.

Pl p1 P() Po M 0

lfl lfo l f

Pl ——=Pj——N 0
P Po

E possivel provar que os morfismo fj e f1 s@o os tnicos (a menos de isomorfismo) que fazem tal diagrama

comutar. Aplicando Homy(_ , A) ao diagrama, obtém-se:
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Homy (P, A) —— Homa(P;, A) TrN 0
\
iHomA(fo,A) iHomA(fl,A) | Trf
Y
Homy (Py, A) — Homa(P1, A) TrM 0

Existe um tinico morfismos Trf: TrN — TrM que torna este diagrama comutativo e nao se
fatora por médulos projetivos. Logo, Tr: modA — modA°P é um funtor e, além disso, uma dualidade
de categorias.

O

Definicao 2.2.4. Sejam Tr a dualidade definida acima e D = Homg(__,K) a dualidade padrao. Defi-

nimos as translacoes de Auslander-Reiten por

r=DTr e 71 '=TrD.
Lema 2.2.5. Sejam A uma K-dlgebra e M um mddulo em modA.
(a) pdaM <1 se, e somente se, Homy (DA, 7M) = 0.
(b) idaM <1 se, e somente se, Homa (171 M, A) = 0.
Demonstragdo. Ver Proposigao 2.7, p. 115 de [4]. O

As proposigoes a seguir tém grande importancia nesta teoria, pois apresentam algumas pro-

priedades bésicas das translagoes de Auslander-Reiten.

Proposigao 2.2.6. Sejam A uma K-dlgebra e M, N mdédulos indecomponiveis em modA.

(a) O mdédulo TM € zero se, e somente se, M € projetivo.

(b) Se M é um mddulo ndo projetivo, entdo TM ¢ indecomponivel néo injetivo e T~ 7M = M.

(¢c) Se M,N sao mddulos nao projetivos, entao M = N se, e somente se, TM = 7N.

Demonstragdo. Ver Proposicao 2.10, p. 116 de [4]. O
Proposigao 2.2.7. Sejam A uma K-dlgebra e M, N maddulos indecomponiveis em modA.

(a) O médulo 771N € zero se, e somente se, N ¢é injetivo.

(b) Se N é um mddulo ndo injetivo, entdo =N € indecomponivel ndao projetivo e 771N = N.

(c) Se M, N sdo mddulos ndo injetivos, entdo M = N se, e somente se, 7'M = 77 1N.

Demonstragdo. Ver Proposi¢ao 2.10, p. 116 de [4]. O
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Corolario 2.2.8. As translacées de Auslander-Reiten T e 7~ induzem equivaléncias inversas

modA ?T modA .

T—l

No teorema a seguir apresentamos as Férmulas de Auslander-Reiten. Tais expressoes serao

amplamente utilizadas no decorrer deste trabalho, muitas vezes sem referéncia a este resultado.

Teorema 2.2.9. Sejam A uma K-dlgebra e M, N dois médulos em modA. Entao existem isomorfismos

funtoriais em ambas as varidveis
Ext (M, N) = DHom 4, (1~ 'N, M) = DHom4 (N, 7M).
Demonstracao. Ver Teorema 2.13, p. 117 de [4]. O
Corolério 2.2.10. Sejam A uma K-dlgebra e M, N dois médulos em modA.
(a) SepdaM <1 eidaN < 1 entdo existe um isomorfismo K-linear Hom 4 (N, 7M) = Hom4 (771N, M).

(b) Se pdaM <1, idaN <1 e N é um mddulo indecomponivel nao projetivo, entdo existe um isomor-

fismo K-linear Hom 4 (7N, 7M) = Homu (N, M).

(c) Se pdat=*M < 1, idaN < 1 e M é um mddulo indecomponivel nio injetivo, entdo existe um

isomorfismo K-linear Hom (7~ N, 771 M) = Hom (N, M).
Demonstragio. Ver Corolario 2.15, p. 119 de [4]. O

Teorema 2.2.11. Sejam A uma K-dlgebra e M, N dois médulos em modA.

(a) Se M ¢é um mddulo indecomponivel ndo projetivo, entao existe uma sequéncia de Auslander-Reiten

00— 7™M — FE — M — 0 em modA.

(b) Se N é um mddulo indecomponivel ndo injetivo, entao existe uma sequéncia de Auslander-Reiten

0—N—F—71IN—0 emmodA.

Demonstragao. Ver Teorema 3.1, p. 120 de [4]. O

O teorema acima prova a existéncia de sequéncias de Auslander-Reiten. Como, a menos de
isomorfismos, ha unicidade de tais sequéncias, este resultado caracteriza as sequéncias de Auslander-
Reiten com inicio em médulos indecomponiveis nao injetivos e com final em mdédulos indecomponiveis

nao projetivos.



Defini¢oes e Resultados Preliminares 13

2.3 Quiver de Auslander-Reiten

Nesta se¢ao apresentaremos o quiver de Auslander-Reiten de uma algebra. Esta ferramenta
serda muito usada, principalmente para construir exemplos, no decorrer do trabalho. Iniciaremos a se¢ao
enunciando mais alguns resultados sobre morfismos irredutiveis e sobre o radical de uma categoria de
médulos. As principais referéncias para esta se¢ao, onde podem ser encontrados mais detalhes, sao [4],

[21] e [20].

Definigao 2.3.1. Seja A uma K-dlgebra. O radical (de Jacobson) da categoria modA € o ideal bilateral
dado por:

rada(M,N) ={f € Homa(M,N) | 1y — fg € invertivel, para todo g € Hom (N, M)},
para quaisquer A-mddulos M e N.

Para mais detalhes sobre o radical de uma categoria de modulos e demonstragoes dos resulta-
dos, ver se¢do 7 do capitulo V, p. 178 de [6].

Tendo definido o radical de uma categoria de médulos, é possivel definir de forma recursiva
rad’y (M, N), para n > 1. Tal definicdo pode ser encontrada na pagina 179 de [6], porém para nossos

objetivos neste trabalho basta definir
rad4(M,N)={gf | fe€rada(M,Z)e g€ rads(Z,N), para certo A-médulo Z}.

Vale notar que o conceito de radical de uma categoria de modulos, embora relacionado ao de
radical de uma &lgebra (ou de um médulo), que é dado pela intersecao dos ideais (submdédulos) maximais
a direita, nao é equivalente a este outro radical. Vejamos, agora, alguns resultados que relacionam o

radical de uma categoria de modulos com outros conceitos importantes.

Proposigao 2.3.2. Sejam A uma K-dlgebra e M, N dois A-mddulos indecomponiveis. Entdo:

(a) rada(M,N) ={f € Homa(M,N) | [ nao éisomorfismo}.

(b) rada(M, M) = rad(EndM), onde rad(EndM) € o radical da dlgebra local EndM .

Demonstragao. Ver Lema 3.1, p. 12 de [3]. O

Proposigao 2.3.3. Sejam A uma K-dlgebra e M, N dois A-mddulos indecomponiveis. Um morfismo

f: M — N € irredutivel se, e somente se, f € rada(M,N)/rad%(M,N).
Demonstragao. Ver Lema 1.6, p. 100 de [4]. O

Dada a proposicao acima, definimos o espaco dos morfismos irredutiveis de M para N, deno-

tado por Irr(M, N), pelo quociente de K-espagos vetoriais Irr(M, N) = rada(M, N)/rad% (M, N).
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Proposigao 2.3.4. Sejam A uma K-dlgebra e M, N dois A-mddulos indecomponiveis. Entdo:

(a) Se M € nao projetivo, existe um morfismo irredutivel f: N — M se, e somente se, existe um

morfismo irredutivel f': TM — N.

(b) Se N € nao injetivo, existe um morfismo irredutivel g: N — M se, e somente se, existe um

morfismo irredutivel g¢': M — 77 'N.

Demonstragao. Ver Proposicao 3.8, p. 123 de [4]. O

Corolario 2.3.5. Sejam A uma K-dlgebra e M um A-mddulo indecomponivel. Entdo:

(a) Se S é um A-mddulo simples, projetivo e nao injetivo e f: S — M é um morfismo irredutivel,

entao M € um mddulo projetivo.

(b) Se S é um A-mddulo simples, injetivo e ndo projetivo e g: M — S € um morfismo irredutivel,

entao M € um mddulo injetivo.

Demonstracao. Ver Coroldrio 3.9, p. 124 de [4]. O

Proposigao 2.3.6. Sejam A uma K-dlgebra e um A-mdédulo M = ETBMZ", com cada M; indecomponivel

e dois a dois nao isomorfos. -

(a) Sejam L um A-mddulo indecomponivel e f: L — M uwm morfismo em modA tal que f = [f1,..., fm],
em que f; = [fi1,..., fin;): L —> M]"". Entao f é minimal quase cindida & esquerda se, e somente
se, fi; pertence a rada(L,M;) e as classes fi,..., fin, médulo rad’ (L, M;) formam uma base de
Irr(L, M;), para cada 1 < i < m. Além disso, se existe um A-mddulo indecomponivel M’ tal que

Irr(L,M") # 0, entao M’ = M; para algum 1 <i < m.

(b) Sejam N wum A-mddulo indecomponivel e g: M — N wum morfismo em modA tal que g =
(91,2 9m], em que g; = [gi1s- -, Gin;|: M]"" — N. Entao g é minimal quase cindida a direita se,
e somente se, gi; pertence a rada(M;,N) e as classes Gi1,. .., Gin, mddulo rad®(M;,N) formam
uma base de Irr(M;, N), para cada 1 <i < m. Além disso, se existe um A-mddulo indecomponivel

M’ tal que Irr(M',N) # 0, entdo M' = M; para algum 1 < i < m.
Demonstragdo. Ver Proposigao 4.2, p. 126 de [4]. O
Corolario 2.3.7. Sejam A uma K-dlgebra e M, N dois A-mddulos indecomponiveis. Entao:
(a) Se TM #0 e TN # 0, existe um isomorfismo K-linear Irr(M,N) = Irr(tM,TN).

(b) Se T™*M #0 e 771N #£ 0, eziste um isomorfismo K-linear Irr(M,N) = Irr(r—1M,771N).
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Demonstragao. Ver Coroldrio 4.5, p. 128 de [4]. O

Definigao 2.3.8. Seja A uma K-dlgebra basica, conexa e de dimensdo finita. O quiver de Auslander-

Reiten de modA, denotado por I'(modA), € dado por:

(a) Os vértices (ou pontos) de I'(modA) sdo as classes de isomorfismo [M] de A-mddulos indecom-

poniveis M.

(b) Sejam [M] e [N] dois vértices de T'(modA), correspondentes as classes dos A-mddulos indecom-
poniveis M e N, respectivamente. As setas de [M] para [N] em T'(modA) estao em correspondéncia

biundvoca com os vetores de uma base do K-espago vetorial Irr(M,N).

Algumas propriedades do quiver de Auslander-Reiten devem ser destacadas, pois podem faci-
litar sua constru¢ao. Dada A uma K-algebra bésica, conexa e de dimensao finita e I'(modA) o quiver

de Auslander-Reiten temos que:

1. Se M é um A-médulo projetivo indecomponivel, entdo o conjunto de antecessores imediatos de [M]
coincide com o conjunto de pontos [L] correspondentes a classes de A-médulos indecomponiveis L

que sao somandos diretos de rad(M);

2. Se M é um A-mdédulo injetivo indecomponivel, entao o conjunto de sucessores imediatos de [M]
coincide com o conjunto de pontos [L] correspondentes a classes de A-médulos indecomponiveis L

que sdo somandos diretos de M/soc(M);

3. Se M é um A-mdédulo indecomponivel nao projetivo, entdo o conjunto de antecessores imediatos
de [M] coincide com o conjunto de pontos [L], correspondentes a classes de A-mdédulos inde-
componiveis L que sao somandos diretos do termo do meio da sequéncia de Auslander-Reiten

terminando em M.

4. Se M é um A-médulo indecomponivel nao injetivo, entéo o conjunto de sucessores imediatos de [M]
coincide com o conjunto de pontos [L], correspondentes a classes de A-médulos indecomponiveis
L que sao somandos diretos do termo do meio da sequéncia de Auslander-Reiten comegando em

M.

5. O quiver I'(modA) é finito se, e somente se, A admite um nimero finito de classes de isomorfismo

de médulos indecomponiveis, ou seja, se A é de tipo de representacao finito.

6. Nao ha morfismos irredutiveis de um maédulo para ele mesmo, logo o quiver I'(modA) ndo possui

lagos.
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Dadas a definigao do quiver de Auslander-Reiten e as propriedade destacadas acima, podemos
construir alguns exemplos. O primeiro exemplo serd feito em mais detalhes e os demais apenas explicados
sucintamente. Mais exemplos de quivers de Auslander-Reiten podem ser encontrados em [21], capitulo

3, p. 69 ou a partir da pagina 132 de [4].

%
Exemplo 2.3.9. Seja A a K-dlgebra de caminhos do quiver A : 1 2 3.

Iniciamos a construgao encontrando os A-mddulos projetivos indecomponiveis. Como estes mddulos sao

da forma Py = e1 A, Po» = esA e P3 = e3A (e estamos usando a notagao de concatenacdo de setas), basta
. - _ . .

olhar para os caminhos em A que comecam nos vértices 1, 2 e 3, respectivamente. Para os mddulos

imjetivos indecomponiveis Iy, Is e I3 vale o dual. Logo temos:

3
P = 1 L = 2
1
— 2
P, = 1 I, = 3
3
P3 = % 13 = 3

Note que os modulos Py e I3 sao modulos simples e que Ps = I . Vale notar que esta notagao,
usando a cadeia radical de wm mdodulo, nem sempre permite diferenciar modulos distintos, em certos
casos € necessdario recorrer as representacoes do quiver para saber se os mddulos realmente sdao iguais.
Porém, neste caso, nao hd duvidas de que o projetivo 3 coincide com o injetivo 1.

Apds encontrar estes mddulos vamos calcular o radical de cada maodulo projetivo indecom-
ponivel, obtendo radPy =0, radP> = 1 e radP; = 2.

Como Py € um projetivo simples, nao hd morfismo irredutivel chegando em Py. Por outro lado,
radPy; = Py, que nao € um somando do radical de Ps3, logo a inclusdo i: P, — Py € o unico morfismo
irredutivel saindo de Py. Além disso, Coker(i) = Py/ Py, que € o mddulo simples Sa. Como radPs =
Py, também existe um morfismo irredutivel de Py para Ps. Conhecendo os morfismos irredutiveis que
chegam em todos os modulos projetivos, pode-se continuar a construcao calculando o transladado dos
modulos em questao e utilizando os resultados 2.3.4 e 2.3.7, até que todos os modulos injetivos aparecam
nesta construgdo. Vale notar que esta forma de construir um quiver de Auslander-Reiten nem sempre
funciona, para dlgebras de tipo de representacdo infinito os maodulos injetivos nao aparecerdo desta

forma. Como, neste caso, os modulos injetivos podem ser encontrados desta forma obtém-se o quiver

['(modA):
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Utilizando as mesmas técnicas, também podemos construir o quiver de Auslander-Reiten de
algebra cujo quiver ordinario possui relagdes, como nos exemplos a seguir.

—~ ~

Exemplo 2.3.10. Seja A a K-dlgebra de caminhos do quiver 1 - 2 = 3. Esta

dalgebra tem maodulos projetivos, radicais dos modulos projetivos e mddulos injetivos dados por:

P, = 1 rad(Py) = 0 L =3
R rad(Py) = 1 L = 3
P3 = g ’I"Cld(Pg) = 2 13 = 3

Exemplo 2.3.11. Seja A a K-dlgebra de caminhos do quiver com relagoes:

w

1 ' 2 4 5

Esta dlgebra tem mddulos projetivos, radicais dos modulos projetivos e modulos injetivos dados por:

P = 1 rad(P;) = 0 L = 3
P, = 2 rad(Py) = 1@4 L, = 3
Py, = % rad(P;) = 2 Is = 3
P, = 1 rad(Py) = 0 I, = 35
P = 3 rad(Ps) = 4 Is = 5
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Assim, o quiver T'(modA) € da forma:

/
\
/\

/\/\
\/\/

/
\
/

/\/

Como nem toda algebra é de tipo de representagao finito, existem categorias de médulos cujo
quiver de Auslander-Reiten ¢ infinito, além disso também hé algebras cujos quivers de Auslander-Reiten
tem setas multiplas. Tais dlgebras nao sao incomuns, veremos posteriormente que conhecemos todas as
algebras de caminhos de quivers sem relagoes de tipo de representagao finito. Um exemplo tradicional de
algebra de tipo de representacao infinito, cujo quiver de Auslander-Reiten também tem setas miltiplas,
é a algebra de Kronecker, apresentada abaixo.

Exemplo 2.3.12. Seja A a dlgebra de Kronecker, ou seja, a K-dlgebra de caminhos do quiver:
1= 2

-

Os mddulos projetivos, radicais dos mddulos projetivos e modulos injetivos desta dlgebra sao:

P = 1 rad(Py) = 0 L = 2

P, = 121 T‘ad(Pg) 1P 1 I, = =2

Construindo o quiver de Auslander-Reiten da mesma forma que nos exemplos anteriores chegamos ao

quiver:
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A construgao pode continuar indefinidamente e, portanto, o quiver I'(modA) € infinito. Existem resul-
tados que descrevem partes deste quiver, como as componentes pos-projetiva, pré-injetiva e os tubos,

mas estes resultados estao fora do escopo deste trabalho (para mais detalhes ver capitulo VIII, p.301 de

4])-

2.4 Caracteristica de Euler

Ao discutirmos propriedades de algebras hereditarias por partes de tipo Dynkin no ultimo
capitulo deste texto sera necessario conhecer o conceito de caracteristica de Euler. Esta forma quadratica
é importante em diversas areas e hd muitos resultados sobre ela, mas aqui serao apresentados apenas

conceitos iniciais e uma propriedade homoldgica.

Definicao 2.4.1. Sejam A uma K-dlgebra bdsica, {P;}1<i<n um conjunto completo de representantes
das classes de isomorfismo dos A-mddulos projetivos indecomponiveis e M um A-mddulo qualquer.

Define-se o vetor dimensao de M, denotado por dim M, como o vetor coluna em N™ dado por:

dimgHom 4 (Py, M)

dimgHom 4 (Pa, M)
dim M =

dimKﬂomA (Pn, M)

Definicao 2.4.2. Sejam A uma K-dlgebra bdsica e {P;}1<;<n um conjunto completo de representantes
das classes de isomorfismo dos A-mddulos projetivos indecomponiveis. Entdo a Matriz de Cartan de
A, denotada por Ca € a matriz quadrada que tem como colunas os vetores dimensao dos A-mddulos

P, P, ..., P, ou seja, a j-ésima coluna de C'4 € o vetor coluna dim P;.

Lema 2.4.3. Seja A uma K-dlgebra com dimensdo global finita, entdo a Matriz de Cartan de A €

invertivel sobre 7.

Demonstragdo. Ver Proposigao 3.10, p. 90 de [4]. O

Definigao 2.4.4. Seja A uma K-dlgebra basica e com dimensdo global finita, entdo pode-se definir a
forma Z-bilinear {_, ) o por (x,y)a = x(Cgl)tyt, para quaisquer vetores x,y € Z". A forma quadrdtica

associada, denotada por xa, € dada por

xa(@) = (z,2)4 = 2(C;")"a",

e recebe o nome de Caracteristica de Fuler de A.
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Lema 2.4.5. Nas mesmas condi¢oes da defini¢cdo acima, dados A-mddulos X eY , temos que dim X, dimY €

Z"™, logo pode-se calcular o valor de (dim X, dimY') 4; além disso vale a segquinte propriedade homoldgica

(dim X,dimY)4 = > (—1)'dimgExt’y(X,Y).
i>0

Demonstragao. Ver Lema 1.3, p.98 de [14]. O

2.5 Algebras Hereditarias

Nesta secao consideraremos K um corpo algebricamente fechado e A uma K-algebra bésica e
conexa de dimensao finita. Para os resultados iniciais apresentados aqui nao hé necessidade de assu-
mir que os moédulos sao finitamente gerados, portanto, quando for pertinente faremos mencao a esta

necessidade.

Definigao 2.5.1. Uma K-dlgebra A € dita hereditdria o direita se todo ideal a direita de A é projetivo

como A-méddulo.

As dlgebras hereditdrias a esquerda podem ser definidas de maneira andloga. Como usamos
modulos a direita, faremos o mesmo com algebras hereditarias. Vale notar que tal distingao se mostra
desnecesséria a partir de certo ponto do texto, pelo resultado do coroldrio 2.5.5. Além disso, os resultados

apresentados possuem andlogos para algebras hereditarias a esquerda.

Teorema 2.5.2. Seja A uma dlgebra hereditdria o direita. Todo submddulo de um A-mddulo livre é

isomorfo a uma soma direta de ideais a direita de A.
Demonstracao. Ver Teorema 1.2, p. 244 de [4]. O

Corolario 2.5.3. A dlgebra A € hereditdria o direita se, e somente se, todo submddulo de um A-mddulo

projetivo é projetivo.
Demonstragao. Ver Corolario 1.3, p. 245 [4]. O

A definicio apresentada aqui, de dlgebra hereditdria a direita (ou a esquerda) parece nao

justificar tal nome. O coroldrio acima deixa clara a motivagao para o nome dado.
Teorema 2.5.4. Para uma dlgebra A, sdo equivalentes:

(i) A € hereditdria o direita.

(ii) gl.dim(A) < 1.

(iti) Todo submddulo de um A-mddulo projetivo é projetivo.
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(iv) Todo quociente de um A-mddulo injetivo € injetivo.

(v) Todo submddulo de um A-mddulo projetivo finitamente gerado € projetivo.

(vi) Todo quociente de um A-mddulo injetivo finitamente gerado é injetivo.

(vii) O radical de todo A-mddulo projetivo indecomponivel finitamente gerado é projetivo.
(viti) O quociente de todo A-mddulo injetivo indecomponivel finitamente gerado pelo seu socle € injetivo.
Demonstragao. Ver Teorema 1.4, p. 245 de [4]. O

A equivaléncia entre (i) e (it) serd muito utilizada no decorrer do trabalho, muitas vezes, sem
referéncia ao teorema acima. Além disso, tal equivaléncia nos permite demonstrar resultado a seguir.
Para nao causar confusao, note que estamos trabalhando com algebras bésicas, conexas, de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado. O teorema acima e o corolario que segue, bem como

outros resultados aqui apresentados, podem nao ser verdadeiros em casos mais gerais.

Corolario 2.5.5. Uma dlgebra A € hereditdria a direita se, e somente se, € uma dlgebra hereditdria a

esquerda.

Demonstragao. Note que a condigao (i¢) do teorema 2.5.4 ndo muda de acordo com o lado dos ideais
ou médulos considerados, ou seja, é uma propriedade simétrica. Assim, usando o analogo do teorema
2.5.4, temos que ser uma algebra hereditaria a direita ou a esquerda é equivalente a ter dimensao global

no maximo 1. Logo, toda dlgebra hereditaria a direita é hereditaria a esquerda, e vice-versa. O

Com o resultado do corolario acima, a partir deste ponto podemos usar o nome algebra
hereditaria, sem distincao de lado.
O resultado abaixo afirma, em outras palavras, que uma algebra é hereditaria se, e somente

se, é uma algebra de caminhos de um quiver finito, conexo e aciclico.

- -
Teorema 2.5.6. (a) Seja A um quiver finito, conexo e aciclico, entaéo A = KA € uma dlgebra here-

tdri A . o =
ditdria e, sendo A 4 o quiver ordindrio de A, temos A = A 4.

(b) Seja A uma dlgebra bdsica, conexa e hereditdria com {e1,...,ey} um conjunto completo de idem-
potentes ortogonais primitivos. Entao o quiver ordindrio A o de A € finito, conexo e aciclico, além

disso A = KX A
Demonstragao. Ver Teorema 1.7, p. 248 de [4]. O

O teorema acima mostra que, para os casos estudados aqui, algebras hereditarias sao as
algebras de caminhos de quivers sem relagoes. Tal fato serd usado livremente, sem referéncia ao teorema
2.5.6. Como trabalharemos, constantemente, com o quiver de Auslander-Reiten de uma &algebra, é

interessante salientar as seguintes propriedades das algebras hereditarias.



Definicoes e Resultados Preliminares 22

Proposicao 2.5.7. Sejam A uma dlgebra e T'(modA) seu quiver de Auslander-Reiten, entio sdo equi-

valentes:
(i) A € hereditdria.

(ii) Os antecessores dos pontos de I'(modA) que correspondem aos mddulos indecomponiveis projetivos

correspondem a modulos projetivos.

(11i) Os sucessores dos pontos de T'(modA) que correspondem aos mddulos indecomponiveis injetivos

correspondem a mddulos injetivos.

Demonstragdo. Ver Proposicao 1.10, p. 251 de [4]. O

— —

Teorema 2.5.8. Sejam A um quiver finito e A = KA a dlgebra de caminhos hereditdria associada a
%

A. Se € é uma subcategoria de modA fechada para extensdes e somas diretas, que contém um ciclo,

entdo existe um A-médulo Z € € tal que EndZ # K.

Demonstragdo. Ver Teorema 2, p.160 de [14]. O

2.6 Grafos de Dynkin e o Teorema de Gabriel

Ao ponderar a respeito da categoria de mddulos (finitamente gerados) sobre uma &lgebra,
é natural perguntar quando o numero de classes de isomorfismo de mddulos indecomponiveis nesta
categoria é finito. Além disso, tal informagao facilita a construcao do Quiver de Auslander-Reiten da
algebra. Nesta secao apresentamos o resultado que responde parcialmente tal questao, demonstrado por

Peter Gabriel em [10].

~ . ~ . . .
Definicao 2.6.1. Dado um quiver A, seu grafo subjacente, denotado por A, € o grafo que possui 0s
— —
mesmos vértices de A e uma aresta no lugar de cada seta. Ou seja, € o grafo dado por A ao se ignorar

a orientacao das setas.

Certos tipos de grafos sdo recorrentes em diferentes dreas da matemética; para este trabalho
serao importantes os grafos conhecidos como diagramas Dynkin. Listamos abaixo tais diagramas.

A, 1— 23 n—2

n—1

n,comn > 1.

n—1 n, com n > 4.
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6
Eg 1 2 3 4 5
7
Er : 1 2 3 4 5 6
8
Es : 1 2 3 4 5 6 7

Chamaremos os quivers cujo grafo subjacente é um dos grafos A,,, D,,, Eg, E7 ou Eg de quivers
Dynkin. A importancia destes quivers fica clara no teorema a seguir, que é parte do resultado conhecido

como Teorema de Gabriel.

Teorema 2.6.2. A dlgebra de caminhos de um quiver finito e conexo € de tipo de representacdo finito

se, e somente se, o grafo subjacente deste quiver € um diagrama Dynkin.

Demonstragao. Ver teorema 8.12, p. 219 de [21]. O

2.7 Teoria Inclinante

Em certos contextos pode-se construir a partir de uma &dlgebra A uma nova algebra B de
forma que os médulos sobre A possam ser estudados via suas relagoes com mdédulos sobre B. A teoria

apresentada nesta secao vem de encontro a esta possibilidade.

Definicao 2.7.1. Seja A uma K-dlgebra. Um par de subcategorias plenas (7, %) de modA € dito par

de torc¢ao se satisfaz:

(a) Homy (M, N) =0, para todo M € F e todo N € .F;
(b) Se Homa(M,N) =0 para todo N € .F, entio M € T ;
(¢) Se Homa(M,N) =0 para todo M € &, entio N € F.

Deste ponto em diante, nos referiremos as subcategorias .7 e .%, respectivamente, como classe

de torgao e classe livre de torcao.

Exemplo 2.7.2. Dada uma classe arbitraria € de A-mddulos, pode-se induzir um par de tor¢ao da

sequinte forma:

Y
Il

{N;HomA(i,N)‘(g = 0}

g = {M;HomA(M,7)|9 = 0}.
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Neste caso T € a menor classe de tor¢cao que contém €. O dual desta construcao nos dd outro par de

tor¢ao, em que a classe livre de tor¢dao é a menor que contém € .

Exemplo 2.7.3. Seja A a K-dlgebra de caminhos do quiver 1 <——2<——3 , entdo podemos cons-
truir seu quiver de Auslander-Reiten e nele observar alguns pares de tor¢ao, como (1, F1) e (Fa, F2)

apresentados abaizo.

Definigao 2.7.4. Seja A uma K-dlgebra. Diz-se que um par de tor¢io (7 ,.F) cinde (ou € cindido) em

modA se todo A-mddulo indecomponivel pertence a T ou F.

Considerando a definigao de par de torgao cindido dada acima, vé-se que no exemplo 2.7.3 o

par de torgao (77,.%#1) é cindido, mas o par de torgao (Ja,.%#2) nao é cindido.

Definicao 2.7.5. Seja A uma K-dlgebra. Um A-mddulo M ¢é dito gerado (resp. cogerado) pelo A-
mddulo T se existem um inteiro d > 0 e um epimorfismo (resp. monomorfismo) T —s M (resp.

M — T?).
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Denotamos por GenT e CogenT as subcategorias plenas de mod A cujos objetos sdo A-mddulos

gerados e cogerados por T, respectivamente.

Exemplo 2.7.6. Considere a dlgebra A do exemplo 2.7.3 ¢ 0 A-mdduloT = 2@ 2 @? . O préprio mddulo
T pertence a GenT'; além disso 3,3 € GenT, pois existem epimorfismos de %’, e consequentemente de
T, para cada wm destes modulos. Como nao existe epimorfismo de T para 1, este mdodulo nao pertence

a GenT.

Escolhendo um A-médulo T qualquer, normalmente nao é possivel comparar as categorias de
moédulos modA e modEndT. Porém, quando o médulo T' tem certas propriedades esta comparacao é

possivel. Tendo em vista tais propriedades apresentamos a definicao a seguir.

Definigao 2.7.7. Um A-mddulo T ¢é dito inclinante parcial se satisfaz:
(T1) pdT < 1;
(T2) Extly(T,T) = 0.
Um A-mddulo T inclinante parcial € dito inclinante se satisfaz:
(T3) Existe uma sequéncia exata da forma 0 — Ay — T' — T" — 0, com T',T" € addT.

A proposicdo a seguir nos d4 uma maneira mais simples de verificar se um mdédulo inclinante
parcial é inclinante. Esta proposicao serd muito 1til no decorrer deste texto, principalmente quando

usada em conjunto com o Quiver de Auslander-Reiten de uma algebra.

Proposigao 2.7.8. Seja T um A-mddulo inclinante parcial. O mddulo T € inclinante se, e somente se,
o numero de somandos indecomponiveis, dois-a-dois nao isomorfos de T € igual ao nimero de classes
de isomorfismo de A-mddulos simples. Note que o numero de classes de isomorfismo de A-mddulos

simples € exatamente rk(Ko(A)).
Demonstragio. Ver Corolario 4.4, p. 217 de [4]. O

Na proposi¢ao acima utilizamos a notagao Ky(A), que se refere ao grupo de Grothendieck
da élgebra A (ou da categoria de médulos modA); a definigao de tal grupo serd apresentada em 2.8.1.

Usaremos esta proposi¢ao apara construir os exemplos de maneira mais compreensivel.

Exemplo 2.7.9. Toda dlgebra A admite um mddulo inclinante trivial, dado pela soma direta de um
representante de cada classe de isomorfismo de A-mddulos projetivos indecomponiveis. Porém, veremos
no decorrer deste trabalho, que estudar este modulo inclinante trivial nao serd de grande utilidade para
esta teoria. Isso ocorre pois a dlgebra de endomorfismos de um maodulo construido desta forma é isomorfa

a dlgebra A.
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Podemos tornar mais facil verificar, utilizando o Quiver de Auslander-Reiten, se certo médulo
¢é inclinante parcial. Os resultados a seguir cumprem este papel e, em conjunto com a proposicao 2.7.8,

serdo fortemente utilizados no decorrer do texto.

Proposigao 2.7.10. Sejam A uma K-algebra e M um A-mddulo. Entdo pdM < 1 se, e somente se,
Homy (I, 7M) = 0 para todo A-mddulo injetivo I.

Demonstragao. Fixado um A-médulo M, pelo item (a) do lema 2.2.5, temos que pdM < 1 se, e somente
se, Homy (DA, 7M) = 0. Note que o A-médulo A4 é a soma direta de um representante de cada classe
de A-modulos projetivos indecomponiveis, logo a dualidade padrao D leva este médulo na soma direta de
um representante de cada classe de A-mdédulos injetivos indecomponiveis. Assim, Homa(DA4, 7M) =0
se, e somente se, Hom 4 (J, 7M) = 0 para todo A-mdédulo injetivo indecomponivel J, mas isso equivale a

Homa (I, 7M) = 0 para todo A-médulo injetivo 1. O

Proposigao 2.7.11. Sejam A uma K-dlgebra e M um A-mddulo. Se pdM < 1, entdo existe um
isomorfismo K-linear Ext'y (M, M) = DHom (M, TM).

Demonstra¢io. Dado o A-médulo M, pelo teorema 2.2.9, temos que Extl, (M, M) = DHom (M, 7M).
Como pdM < 1, pela proposigao 2.7.10, temos Hom4(I,7M) = 0 para todo A-médulo injetivo I, logo
S (M,7M) = 0. Assim, Hom4 (M, 7M) = Hom (M, 7M), provando o resultado. O

Observagao: Nos exemplos a seguir utilizaremos o seguinte fato: Sejam A uma algebra de
tipo de representacio finito e M e N dois A-mddulos indecomponiveis. Se existe um morfismo nao nulo
M — N, entao existe um caminho de M para N no quiver de Auslander-Reiten da algebra A. Para

mais detalhes e uma demonstragao ver teorema 7.8, p.183 de [5].

Exemplo 2.7.12. Considere o quiver abaizo, com as relagoes aff = 6 e €d = 0.

7N
N, A
N

5

A dlgebra A = KX tem quiver de Auslander-Reiten da forma:
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5 4
/ ’ \ / ? \
? 3 23 !
1 \ 2 2 A 45
Considere os A-mddulos My, Ms, Ms e My dados por:
4
M, = %@213@213692@3
My = o3 o¥0203
4
My = 1oFolon0io;
4
M, = %@213@213692

Vamos verificar se estes modulos sao inclinantes usando o quiver de Auslander-Reiten de A e as pro-

posicoes 2.7.8, 2.7.10 e 2.7.11.

(My) (T1) Homa(I,7M;y) =0, pois TM; = 1 & 3 e, pela observagio acima, claramente nao hd mor-
fismo de um mddulo injetivo para este mddulo. Logo My tem a propriedade (T'1) dos mddulos
inclinantes.

(T2) Homa(My,7M;) =0, pois TMy = 1 & 3 e nao hd morfismo de My para este mddulo. Logo
My tem a propriedade (T2) dos mddulos inclinantes.

(T3) My possui cinco somandos indecomponiveis nao isomorfos, logo tem a propriedade (T'3) dos

modulos inclinantes.
Assim, My € um mddulo inclinante e, consequentemente, um mddulo inclinante parcial.
4
(Ms) (T1) Homa(I,7Ms) # 0, pois TMy = 1 @ 44 @& 3 e hd morfismo do mddulo injetivo 23 para este
mddulo. Logo Ms ndo tem a propriedade (T'1) dos mddulos inclinantes.

Assim My nao € um mddulo inclinante parcial e, consequentemente, ndao € inclinante. Note que
neste caso, como pdMs > 1, nao podemos usar as proposicoes 2.7.11 e 2.7.8 para verificar se Mo

tem as propriedades (T2) e (T3).
(Ms) (T1) Homa(I,7Ms3) =0, pois TM3 = 1 ® 2 e nao hd morfismo de um mddulo injetivo para este
mddulo. Logo Ms tem a propriedade (T'1) dos mddulos inclinantes.

(T2) Hom s (Ms, 7M;) # 0, pois TM3 = 1 & 2 e hd morfismo de Ms para este mddulo. Logo Ms

ndo tem a propriedade (T2) dos mdédulos inclinantes.
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Assim Mz nao é um mddulo inclinante parcial e, consequentemente, nao € inclinante. Nao pode-

mos verificar a propriedade (T'3) usando a proposi¢ao 2.7.8, pois Mz nao € inclinante parcial.

(My) (T1) Homa(I,7My) =0, pois TMy = 1 @ 3 e claramente nao hd morfismo de um mddulo injetivo

para este mddulo. Logo My tem a propriedade (T'1) dos mddulos inclinantes.

(T2) Homa(My,7My) =0, pois TMy = 1 & 3 e ndo hd morfismo de My para este mddulo. Logo

My tem a propriedade (T2) dos mddulos inclinantes.

(T3) My possui quatro somandos indecomponiveis nao isomorfos, mas, pela proposicao 2.7.8,

deveria ter cinco para ter a terceira propriedade dos modulos inclinantes.

s

Logo My € um mddulo inclinante parcial, mas nao é inclinante. Podemos ver que o maddulo
My pode ser completado a um moddulo inclinante, ou seja, ha um mddulo que somado com My
resulta em um mddulo inclinante. Note que My & § = My, que é um mddulo inclinante. Tal
completamento de um maodulo inclinante parcial a um inclinante sempre existe; este resultado

serd apresentado no final desta secdo.

Sendo 7" um modulo inclinante parcial, pode-se construir pares de tor¢ao interessantes a partir

de T'. Os préximos resultados discorrem sobre tais pares de torcao.

Lema 2.7.13. Se T' é um mddulo inclinante parcial, valem as sequintes afirmacoes:

(a) A subcategoria GenT € uma classe de tor¢ao cuja classe livre de tor¢ao correspondente € F(T) =

{MA|HOIHA(T, M) = 0}

(b) A subcategoria Cogen(tT) € uma classe livre de tor¢ao cuja classe de tor¢ao correspondente é

T(T) = {M4|Exty (T, M) = 0}.
Demonstragao. Ver Lema 2.3, p. 194 de [4]. O

Exemplo 2.7.14. Seja A a dlgebra de caminhos do quiver 1 2 3 4. O quiver de

Auslander-Reiten desta dlgebra estd representado na figura abaixo. Nesta figura também destacamos o
par de tor¢ao (GenT, F(T)), sendo T o mddulo inclinante parcial T = 1 & 2 @ % Vale notar que T é
um A-mddulo projetivo, portanto, pelas propriedades da transla¢do de Auslander-Reiten, temos T = 0;

assim Cogen(tT) =0 e T (T) contém todos os A-mddulos.
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Lema 2.7.15. Se T' ¢ um A-mddulo inclinante parcial, sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
(i) T é um A-mddulo inclinante.
(i1)) GenT = 7(T).

(iii) F(T) = Cogen(rT).

(iv) Para todo A-mddulo M € T (T) existe uma sequéncia exata curta da forma 0 — T — T —

M — 0, em que T € addT e T € T(T).
Demonstragao. Ver Teorema 2.5, p. 197 de [4]. O

Definigao 2.7.16. Seja T uma A-mddulo inclinante. Chamamos de par de tor¢do induzido por T em

modA o par (7(T), F(T)).

Exemplo 2.7.17. Seja A a dlgebra de caminhos do quiver 1 2 3 4. O modulo

4

T=2®20 % @ 3 € um mddulo inclinante sobre a dlgebra A. Vemos abaizo o quiver de Auslander-
1

Reiten desta dlgebra e o par de tor¢ao (7 (T),.Z(T)) induzido por T. Este par de tor¢ao € cindido, mas

isso nem sempre ocorre com pares induzidos por mddulos inclinantes (ver exemplo 2.7.21).
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Teorema 2.7.18. Sejam A uma K-dlgebra, T' um A-mddulo inclinante e B = EndT'. Entdo o A-mddulo
T induz um par de tor¢ao (2 (T), % (T)) em modB, em que:

Z(T) = {Xg|Hompg(X, DT) = 0}

% (T) = {Yp|Extp(Y, DT) = 0}.
Demonstragao. Ver Corolédrio 3.6, p. 205 de [4]. O

Definigao 2.7.19. Sejam A uma K-algebra, T um A-mddulo inclinante e B = EndT. Entdo:

(a) Diz-se que T € um mddulo separante se o par de tor¢ao induzido (7 (T),.7(T)) é cindido em modA.

(b) Diz-se que T é um mddulo cindido se o par de tor¢ao induzido (2 (T), % (T)) € cindido em modB.

A seguir enunciamos o teorema conhecido como Teorema de Brenner-Butler ou Teorema In-

clinante.

Teorema 2.7.20. Sejam A uma K-dlgebra, T wm A-mddulo inclinante e B = EndT. Denotando por
(7(T), F(T)) e (Z(T),#(T)) os pares de tor¢ao induzidos por T em modA e modB, respectivamente,

valem as segquintes propriedades:

(a) BT € um mddulo inclinante e o homomorfismo de K-dlgebras candénico A — End(gT)°?, dado por

a+— (t —> ta), € um isomorfismo.
(b) Os funtores Homa(T, ) e _ @p T induzem equivaléncias quase inversas entre 7 (T) e % (T).

(c) Os funtores Ext' (T, ) e TorP(__,T) induzem equivaléncias quase inversas entre F(T) e 2 (T).
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Demonstragao. Ver Teorema 3.8, p. 207 de [4]. O

Exemplo 2.7.21. Este exemplo foi retirado de [3]; para outros exemplos consultar exemplo 4.8, p.53
de [3] ou exemplo 3.11, p.211 de [}]. Seja A a dlgebra de caminhos do quiver abaizo, munido da relag¢do
af =0.

Escolhendo o mddulo inclinante T = 1 &® 511 & %@ 4, obtemos o par de tor¢ao nao cindido (I (T), Z(T))

representado abaizo.

A dlgebra B = EndT serd equivalente a dlgebra de caminhos do quiver 1" <——2 m 3 : 4

4/
com a relagio pv = 0. Temos as relagoes Homa(T,1) = 1/, Homu (7T, 3) = 2/, Homa(7T,4) = 3,
2/
Hom (T, %) = f: , Homu (T, %)) = 2; e Homa(T,3) = 3. Tais relagoes nos indicam quais sao os B-
mddulos na classe % (T). Para encontrar os B-mddulos de 2 (T) utilizamos as relagoes Extl (T,2) =

‘;i e Exti‘(T, 3) = 4. Assim, o quiver de Auslander-Reiten da dlgebra B, com o par de tor¢ao

(Z(T), % (T)) representado, tem a forma:
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O resultado abaixo, conhecido como Lema de Bongartz, serd usado na demonstracao do teo-

rema principal desta dissertagao.

Lema 2.7.22. Sejam A uma K-dlgebra e T um A-mddulo inclinante parcial. Entdo existe um A-mddulo

E tal que T ® E € um A-mddulo inclinante.
Demonstracao. Ver Lema 2.4, p.196 de [4]. O
O modulo E nas condi¢oes do lema acima é conhecido como complemento de Bongartz de T'.

Definigao 2.7.23. Sejam A uma K-dlgebra, T um A-mddulo inclinante parcial e E o complemento de
Bongartz de T. A sequéncia exata curta 0 — A — E — T4 — 0, em que d = dim Ext! (T, A), ¢

chamada de sequéncia exata de Bongartz.
Como corolario da demonstragao do Lema de Bongartz obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.7.24. Dada a sequéncia exata de Bongartz de um A-mddulo inclinante parcial T, aplicando

o funtor Hom (T, ) a esta sequéncia, pode-se obter a sequéncia exata longa:

-+ — Homu(T, E) — Homu (T, T%) - Ext! (T, A) — Ext' (T, E) —> -+

que € bem definida pois a aplicagdo § € sobrejetora.

2.8 Grupo de Grothendieck

Definicao 2.8.1. Seja A uma K-dlgebra. Denote por F o grupo abeliano livre cuja base € o conjunto

de todas as classes de isomorfismo M de A-mddulos M finitamente gerados, e por F' o subgrupo de F
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gerado pelos elementos da forma M — L — N, correspondentes a todas as sequéncias exatas curtas 0 —

L— M — N —0 emmodA. O grupo de Grothendieck de A é o grupo abeliano Ky(A) =F/F’.

Denotaremos por [M] a imagem da classe de isomorfismo M pelo epimorfismo de grupos

candnico F — F/F’.

Teorema 2.8.2. Sejam A uma K-dlgebra bdasica e {Sy, Sa, ..., Sp} o conjunto completo de classes de
isomorfismo dos A-mddulos simples. Assim, o grupo de Grothendieck Ky(A) é um grupo abeliano livre
que tem como base o conjunto [S1], [Sa], ..., [Sn]. Além disso, existe um dnico isomorfismo de grupos

dim: Ko(A) — Z" tal que dim[M] = dim M para todo A-mddulo M.
Demonstragao. Ver Teorema 3.5, p. 87 de [4]. O

A partir desta segdo, para facilitar a escrita, dada uma &lgebra A, denotaremos por n(A) o

nimero de classes de isomorfismo de médulos indecomponiveis sobre A.

Proposigao 2.8.3. Sejam A uma dlgebra e B = EndT, com T um A-mddulo inclinante separante.

Entio n(A) < n(B).

Demonstragio. Como T é um A-médulo inclinante separante temos que indA = (Z(T)J.Z7 (T)) Nind A,
sendo (7 (T),.Z#(T)) o par de tor¢ao (cindido) induzido por 7" em modA. Além disso, pelo teorema
2.7.18, o médulo T também induz um par de tor¢ao (2 (T),# (T)) em modB. O Teorema 2.7.20
nos dé equivaléncias entre J(T) e #(T) e entre F(T) e 2 (T). Desta forma, a cardinalidade do
conjunto & (T)UZ (T) é igual a cardinalidade do conjunto .7 (T)U.Z (T) que, por sua vez, é igual a
n(A). Como podem existir B-mddulos indecomponiveis que nao pertencem ao conjunto % (T)U2 (T,

podemos garantir apenas que n(A) < n(B). O

Definicao 2.8.4. Sejam A e B duas K-dlgebras bdsicas. Diz-se que Ko(A) € isométrico a Ko(B) se

existe uma bijecao linear f: Ko(A) — Ko(B) tal que, para quaisquer x,y € Ko(A), vale

(z,y)a = (f(z), f(¥))B-
Neste caso, diz-se que [ € uma isometria entre A e B.

A proposigao a seguir utiliza uma nomenclatura que sé serd apresentada na defini¢ao 3.2.2,
porém sua estreita relacao com o conceito de Grupo de Grothendieck e o niimero de classes de isomor-

fismo de moédulos simples sobre uma &dlgebra faz com que seja conveniente enuncia-la nesta secao.

Proposigao 2.8.5. Sejam A e B duas K-dlgebras bdsicas de dimensdo finita e A com dimensdo global
finita. Dada uma equivaléncia triangulada F: DY(A) — DY(B), existe uma isometria f: Ko(A) —
Ko(B) tal que dim F(X*) = f(dim X*), para todo X* € D*(A). Em particular, o mimero de classes de

1somorfismo de A-mddulos simples € igual ao de classes de isomorfismo de B-mddulos simples.
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Demonstragao. Ver Proposicao 1.5, p. 101 de [14].

34
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3 CATEGORIAS TRIANGULADAS

Neste capitulo apresentamos definigoes e resultados sobre um tipo de categoria com uma
estrutura adicional, os triangulos exatos. Esta estrutura tem uma papel semelhante ao das sequéncias
exatas em categorias abelianas, como a categoria de médulos sobre uma dlgebra. A estrutura triangulada
serd importante no estudo de categorias derivadas, pois estas categorias em geral nao sao abelianas.
Desta forma, os triangulos exatos e certos funtores que levam tridngulos exatos em sequéncias exatas
serao usados para nos dar mais informagoes sobre as categorias derivadas.

Vale ressaltar que a definigao de categoria derivada nao sera apresentada neste texto. A escolha
por nao inclui-la aqui ocorreu pois as construgoes necessarias para apresentar tal definicao nao serao
pertinentes para o restante deste trabalho. A demonstragao do teorema 5.1.18, resultado principal do
texto, nao utiliza a definicao de categoria derivada, apenas propriedade das dlgebras hereditarias por
partes de tipo X Para detalhes sobre a construcao de categorias derivadas deixamos como referéncias

[1] e [17], que também foram as principais referéncias para este capitulo.

3.1 Triangulos Exatos

Em todo este capitulo serd adotada a notagao de concatenacao de fungoes ao invés da notagao
de composi¢ao usual. Ou seja, sejam f: X — Y e g: Y — Z duas fungoes, a composta de f com g
serd denotada por fg: X — Z.

Sejam, pelo restante desta secdo, ¥ uma categoria aditiva e T': € — % um automorfismo,
chamado de funtor translacao. Note que por ser um automorfismo, faz sentido aplicar tal funtor sucessi-
vas vezes. Neste caso, dado X um objeto de &, em certos momentos utilizaremos a notagdo T" X = X|[n],

para qualquer n € Z. Denotaremos o inverso de 7" por 1T~ ".

Definicao 3.1.1. Um triingulo em € € uma séxtupla (X,Y,Z u,v,w) em que X,Y,Z sdo objetos de

Ceu X —Y,viY —Zew: Z— TX sao morfismos na mesma categoria.

H& duas notacoes usuais para triangulos, a primeira
Z
“o N\
(1]
m Y

explica a motivagao para o nome dado a tais estruturas, porém nao deixa claro que w é um morfismo de

X

Z para TX. Por este motivo e pela brevidade da escrita, adotaremos a notacio X — Y —» 7 — TX.
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/ /

Definicdo 3.1.2. Dados dois tridngulos X — Y - 7 5 TX e X' Y 5 7 25 TX em
€, um morfismo de triangulos é uma tripla (f,g,h) de morfismos em € tal que o sequinte diagrama

comuta.

Y TX

N

X’ Y’ 4 TX'

Um isomorfismo de tridngulos é um morfismo de tridngulos (f,g,h) em que f, g e h s@o

isomorfismos em % .

Definigao 3.1.3. Um conjunto 7 de triangulos em €, cujos elementos chamaremos de triangulos exatos,

€ uma triangulag¢ao de € se satisfaz:

(TR1) (a) Todo triangulo isomorfo a um triangulo exato é um triangulo exato, ou seja, ™ € fechado por

isomorfismos de triangulos.
(b) Para todo objeto X em € o triangulo X X 50— TX éum triangulo exato.

(¢) Dado qualquer morfismo u: X — Y em €, existe um triangulo exato X —=Y — 7 —
TX.

(TR2) Se X %Y -5 Z 5 TX ¢ um tridngulo exato, entio Y —— 7 - TX Y TY também ¢
um triangulo exato.

’ ’ ’

(TR3) Dados dois triaingulos exatos X —=Y —» Z 5 TX e X' 5 Y' 25 7' 25 TX' e morfismos
[+ X — X gV —Y' em € tais que fu' = ug, existe um morfismo h: Z — Z' em € que

faz o sequinte diagrama comutar.

X*tsy -7 "sTX

T

X' Y 7' ——>TX'

u v w

(TR4) Sejam X L5y 52/ —TX, X 525y 5 TX ey % Z -5 X' — TY trigngulos

exatos com h = fg. Tais triangulos exatos formam o sequinte diagrama:
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xJtoy ey TX
llx l lm
X-Llsz oy TX
T
Y Z X' TY.

g c

Entdo existem morfismos u, v e w em € e um triangulo exato Z' —=Y' —» X' =5 TZ' que

completam o diagrama

X Yy —%s 7/ TX

1x g u T1lx
X-trez boy TX

f 1z v Tf
Y —>7——>X TY

a b 1yr Ta
7 —Y —> X ——>TZ

Além disso, as triplas (1x,g,u), (f,1z,v) e (a,b,1x/) sdo morfismos de triangulos.

A categoria € munida de um funtor translacao e de uma triangulacdo w é chamada de categoria

triangulada.

A propriedade (T'R2) é conhecida como axioma da rotagdo. Sabe-se que vale a reciproca deste
axioma de categorias trianguladas, por isso alguns autores, como Milicic em [17], colocam tal reciproca
como parte do axioma. Assumiremos que a reciproca vale; para uma demonstragdo ver Lema 1.3, p. 6
de [14].

A propriedade (T'R4) é conhecida como axioma do octaedro. Este axioma pode ser reformulado
de outras maneiras e nao é necessario para a demonstracao de diversas propriedades que enunciaremos
a seguir. Para mais detalhes sobre tais reformulagoes e resultados indicamos [14], [17] e [1].

Dada uma categoria % com um funtor translacao T e triangulacao 7, nos referimos a categoria
triangulada por %, sem especificar o funtor translagao e a triangulacao. Isso serd feito neste texto para
simplificar a notagao e, pois nos casos trabalhados aqui, a estrutura de triangulacao estara clara. Vale
notar, entretanto, que a estrutura da triangulacao nao é intrinseca a uma categoria, ou seja, ha categorias

com mais de uma triangula¢do. Um exemplo disso pode ser encontrado em [7].
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3.2 Funtores e Categorias Trianguladas

Definicao 3.2.1. Sejam € e 9 categorias trianguladas. Um funtor aditivo F': € — & € dito exato se
existe uma transformag¢ao natural invertivel a: FTy — ToF tal que FX B py B gz Y ToFX

¢ um triangulo exato em 2 sempre que X — Y —— 7 —5 TX ¢ um triangulo exato em €.

Definigao 3.2.2. Um funtor exato F: ¢ — 2 € dito uma equivaléncia triangulada, ou triangulo

equivaléncia, se € uma equivaléncia de categorias.

Outra forma de ver equivaléncias trianguladas é como equivaléncias de categorias que preser-
vam triangulos exatos e comutam (a menos de isomorfismo) com os funtores translacdo. Olhando para

equivaléncias trianguladas desta forma, obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.2.3. Sejam F': € — 2 uma equivaléncia triangulada e G: 9 — € sua quase inversa. Entao

G é uma equivaléncia triangulada.

Definicao 3.2.4. Seja H: € — o/ um funtor aditivo de uma categoria triangulada € para uma
categoria abeliana &/ . Diz-se que H é um funtor (covariante) cohomoldgico se para todo triangulo exato

X 5Y -5 Z 55 TX a sequéncia

ng) H(ii)u) Hﬂw)

- — H(T'X) H(TY) H(T'Z) H(T™"'X) — -

€ exata.
Diz-se que H é um funtor (contravariante) cohomoldgico se para todo tridngulo exato X LN
Y % Z % TX a sequéncia

H(T'u)

s BT X)) " gz ") g(Tiy) H(T'X) — ---

é exata.

Teorema 3.2.5. Sejam € uma categoria triangulada, X — Y —= Z - TX wma tridingulo exato e

M um objeto em €. Entao:
(a) uwv =vw = 0.

(b) Homg (M, ) e Homg(__, M) sdo funtores cohomoldgicos covariante e contravariante, respectiva-
mente.

’ ’ ’
u v w

(c) Seja (f,g,h) um morfismo de triangulos de X ——=Y —*» Z - TX para X' = Y' 25 7/ 5

TX'. Se [ e g sao isomorfismos em €, entao (f,qg,h) € um isomorfismo de tridingulos.
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Demonstragao. (a) Mostraremos apenas que uv = 0, pois pelo axioma da rotagdo (TR2) temos um

triangulo exato Y — Z — TX Ty,

Por (TR1), X X 50— TX éum triangulo exato. Logo temos o seguinte diagrama:

XX x 0 TX

- e

X—>Y —>7——>TX.

Por (TR3), existe f: 0 — Z que completa o diagrama e o faz comutar. Claramente f é o morfismo

nulo e, assim, uv = 0.

Mostraremos apenas que Home (M, ) é um funtor cohomoldgico. O caso de Home (__, M) é dual.
Para isso basta mostrar que a sequéncia

Home (M, T%u) Home (M, T v)
— —

Homy (M, T X) Home (M, TY) Homy (M, T Z)

é exata para todo i € Z. O item (a) garante que I'mHome (M, T'u) C ker Home (M, Tv), logo
resta mostrar que ker Home (M, T%v) C ImHome (M, T u). Note que é suficiente fazer tal prova

para i = 0, pois se a sequéncia for exata em Home (M, Y) também serd em Home (M, T7Y).

Seja f: M — Y pertencente a ker Home (M, v), ou seja, fv = 0. Considere o seguinte diagrama

em que as linhas sao triangulos exatos:

M2 M 0 TM
v
X—>Y—>7— >TX

Por (T'R2), podemos rotacionar as linhas do diagrama acima, obtendo novos triangulos exatos que

formam o diagrama:

M 0 T™M =24 T
|

if \L \Tg le
Y

Y= Z > TX —=TY

Tal diagrama pode, por (T'R3), ser completado com o morfismo T'g, que o faz comutar. Como vale
uma reciproca do axioma da rotagao (T'R2), podemos voltar aos tridngulos exatos iniciais, obtendo

o diagrama comutativo:
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M —Mo 0 0 ™

O A A

X Y Z TX
u v w

Logo existe g: M — X tal que f = gu = Home (M, u)(g). Assim, ker Homy (M, v) C ImHomey (M, u),

donde a sequéncia

Homez (M, T ) Home (M, T v)
— —

Home (M, T X) Home (M, T'Y) Homey (M, T Z)

é exata para todo i € Z.

(c) Sejam f e g isomorfismos e o diagrama comutativo abaixo, cujas linhas s@o triangulos exatos.

X—tsy Yoz "oTX
O O
X —Y —= 27 ——>TX'

Aplicando o funtor cohomoldgico Homg (Z’, _ ) obtém-se o diagrama comutativo

Home (2, X) —— Home (Z',Y) —— Home (Z', Z) —— Homg (Z', TX) — Homg (2!, TY)
Home (Z',f) Home (Z',9) Hom:gv(Z’,h) Hom:gi/Z’,Tf) Hom<gilZ',Tg)
Home (Z', X') —— Home(Z',Y') —— Home (2, Z') —— Homy (Z',TX') —— Homy (2", TY")

que, pelo item (b), tem linhas exatas. Como f e g sao isomorfismos, Home (Z’, f), Home(Z', g),
Home (Z',Tf) e Homg(Z',Tg) também sao isomorfismos. Logo, pelo Lema dos 5 (ver lema
3.5, p. 31 de [2]), Homg(Z',h) é um isomorfismo. Em particular, existe ¢ € Homg(Z', Z)
tal que ¢h = 1z. Por um argumento andlogo, aplicando Home(_ , Z), prova-se que existe

¥ € Home (Z', Z) tal que hip = 1z. Portanto, h é um isomorfismo.
O

O teorema acima é importante, pois mostra que triangulos exatos em categorias trianguladas
tém propriedades similares as de sequéncias exatas em categorias abelianas. O papel dos funtores
cohomoldgicos é fazer esta ligagdo entre tais objetos. Além disso, o item (c¢) do teorema evidencia
que o terceiro objeto de um triangulo exato é unicamente determinado, a menos de isomorfismo, pelos

anteriores.

Corolério 3.2.6. Sejam € uma categoria triangulada ¢ X —Y — Z %5 TX um triangulo exato

em €. Entao sao equivalentes:
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(i) w=0.
(ii) u € uma segdo.
(iti) v € uma retracao.

Demonstrag¢ao. Provaremos apenas as implicagoes (i) = (ii) e (ii) = (i), pois as demais sdo demons-

tradas de forma andloga.

(1) = (i1) Seja w = 0. Por (T'R1), temos o diagrama abaixo, cujas linhas sao triangulos exatos.

Xty Y7 YTX

NN

X X 0 TX

1x

Aplicando uma rotagao e utilizando (T'R3), temos que existe f: Y — X que faz o diagrama

comutar. Logo uf = 1x e, assim, u é uma segao.

(#4) = (i) Se u é uma segao, existe f: Y — X tal que uf = 1x, logo hd um morfismo de tridngulos (1x, f,0)

de X %Y % Z % TX para X -5 X -% 0 -% TX. Portanto, wlryx = 0, donde w = 0.

O

Corolario 3.2.7. Sejam € uma categoria triangulada, X —— Y —= Z - TX wm tridngulo exato e

M um objeto em €. Sao equivalentes:
(i) Se f: M — Z nao é uma retragdo, entao existe f': M — Y tal que f'v = f.
(ii) Se f: M — Z nao é uma retragao, entao fw = 0.

Demonstragao. Pelo item (b) do teorema 3.2.5, temos a sequéncia exata

Home (M, V) "8 Home (01, 2) "8 Home (M, TX).

Logo ker Home (M, w) = ImHome (M, v). Assim, (i) = (4i) decorre de ImHome (M, v) C ker Home (M, w)
e (it) = (i) decorre de ker Home (M, w) C ImHome (M, v). O
Corolario 3.2.8. Sejam € wuma categoria triangulada e u: X — Y wum morfismo em €. FEntdo

u , “ A ’ .
X —Y —0—TX € um triangulo exato se, e somente se, u € um isomorfismo.

Demonstragao. (=) Se X Y — 0 — TX é um triangulo exato, temos o morfismo de triangulos

(u,1x,0) como no diagrama

XY 0 TX
-
Y Y 0 TY
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Com uma rotagao e o item (¢) do teorema 3.2.5, temos que u é um isomorfismo.

(<) Se u é um isomorfismo, entdo X — Y — 0 — TX é isomorfo a Y’ MY 50— TY. Logo,

por (TR1), X %Y — 0 — T'X é um triangulo exato.

3.3 Somas Diretas em Categorias Trianguladas

Como estamos trabalhando com categorias aditivas com uma estrutura adicional, os triangulos,
é natural buscar saber como esta estrutura se comporta em relagao a somas diretas. Nesta secao
apresentaremos alguns resultados que mostram como os triangulos se relacionam com somas diretas e,
consequentemente, nos permitem construir novos triangulos. Além disso, o ultimo resultado desta secao

caracteriza os monomorfismos e epimorfismos em uma categoria triangulada.

/ ’ ’
u v w

Teorema 3.3.1. Sejam X Y 5 Z 5 TX e X' 5 Y 5 722 X5 TX! trigngulos exatos em
uma categoria triangulada €. Entdo
XX "yoy " 2o 2" 7(X o X')

também € um triangulo exato em €.

Demonstra¢io. Dado o morfismo u @ u': X @ X' — Y @ Y’, por (TR1), existe um tridngulo exato

’
uPu

XoX =YaeY —M —>TXeX). Sendop: XX — Xeq:Y®Y — Y as projegoes

canodnicas, temos o diagrama

XoX YoV —>M—>T(XoX)

| | I |

X Y Z TX

u v w

que, por (TR3), pode ser completado com um morfismo r: M — Z que faz o diagrama comutar.
Estabelecemos, assim, um morfismo de tridngulos (p, g, r). Analogamente, com as projec¢oes candnicas

P XX — X' eqd:YBY — Y/ podese construir o morfismo de tridngulos (p’,¢’,7’) de

’ ’
v w

XoX ““yaoy M —T(X®X)paa X' -5y 5 720 S 1x0,

Seja p = (r 1')': M — Z & Z'. Entao temos o seguinte diagrama comutativo.

XoX “Syay M T(X & X')

llx@x/ lly@y/ J(Lp iTlX@X/
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Seja N um objeto em €. Aplicando o funtor cohomolégico Home (N, ), obtemos o diagrama

comutativo a seguir, que denotaremos por (x):

THome, (N, x@x7)

Home (N, X @ X') Homg (N, X @ X')

Home (N,u®u’) Home (N,u®u’)

THome (N, y@Y/)

Homg (N, Y &Y’) Hom¢ (N, Y @ Y”)

Home (N, v@v’)

Home (N, )

Homg (N, M) Home (N, Z & Z')

Home (N, wdw")

THome (N, T(X® X))

Home (N, T(X @ X)) Home (N, T(X @ X'))

Home (N, T (udu')) Home (N, T (u®u'))

THome (N, T(Y®Y'))

Home (N, T(Y & Y")) Home (N, T(Y ®©Y"))

Como a primeira coluna do diagrama vem de um triangulo exato, pelo teorema 3.2.5, esta

coluna é exata. Pelo mesmo teorema, temos as sequéncias exatas longas:

-+ — Home (N, Y) Home (V) Home (N, Z2) Home (Vo) Homg (N, TX) — -

++ — Homeg (N, Y7) "8 Home (N, 27) "8 Home (N, TX') — -

A segunda coluna do diagrama (%) é a soma direta destas duas sequéncias exatas, logo é uma sequéncia
exata. Pelo Lema dos 5, temos que Homg (N, ) é um isomorfismo.
De maneira andloga, usando o funtor cohomoldgico Home (__, N), prova-se que Home (p, N)

é um isomorfismo.
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Tomando N = Z @ Z’, temos que Home (Z & Z', ¢) é bijetora, logo existe a: Z @& 2/ — M
tal que ap = 1zg7/. De forma semelhante, escolnendo N = M, obtemos que Home (p, M) é bijetora,
logo existe 8: Z & Z' — M tal que o8 = 1p;. Assim, ¢ = u @ v’ é um isomorfismo. Como
XeX "yay " 702" (X ¢ X')

é isomorfo a um tridngulo exato, por (T'R1), também é um tridngulo exato. O

Corolario 3.3.2. Sejam i: X — X ®Y ep: X BY — Y a inclusio e a projecdo canoénicas,

respectivamente. Entao X XY 5Y -5 TX éum triangulo exato.

Demonstragdo. Basta ver que, por (T'R1) e (TR2), X N X 50— TXe0—Y 25 Y —0sio

triangulos exatos. Logo, pelo teorema 3.3.1, X S Xxovy Yy -5 TX éun triangulo exato. O

Corolirio 3.3.3. Seja X — 7 -5 Y 2 TX um triangulo exato em €. Entao existe um isomorfismo

p0: X DY — Z que completa um isomorfismo de triangulos (1x, ¢, ly), como no diagrama abaizo.

X—“Xxov 2ty Y7x
\LIX \Lﬁp \Lly \LTIX
X—>Z—f>Y —>TX

Demonstragao. Pelo corolario 3.3.2, X S XeY 5y -5 TX éum triangulo exato. Logo, aplicando

uma rotagao e (T'R3), vé-se que o diagrama

p 0

B

X—5xovy sy Y-Tx
I

\le "2 J{ly \LTIX
v

X——sZ—>Y ——>TX

pode ser completado com um morfismo ¢: X @Y — Z que o faz comutar. Logo, (1x,p,1ly) é um

morfismo de triangulos e, pelo teorema 3.2.5, é um isomorfismo. O

i 0 , x (. .

Como X — X®Y Y — TX éum triangulo exato, pelo corolério 3.2.6, temos que i é

uma se¢ao (monomorfismo que cinde) e p é uma retracao (epimorfismo que cinde). A préxima proposi¢ao
nos diz que todo monomorfismo ou epimorfismo em uma categoria triangulada é uma composigao de ¢

ou p com um isomorfismo apropriado.

Proposigao 3.3.4. Sejam ¢ uma categoria triangulada, v: X — Y um monomorfismo e u': X' —

Y’ um epimorfismo em €.

(a) Ezistem um objeto Z em € e um isomorfismo p: XBZ — Y tais que u € a composi¢ao da inclusao

canonica i: X — X & Z com .
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(b) Ezistem um objeto Z' em € e um isomorfismo : X' — Y' & Z' tais que u' € a composicao de 1

com a projecao candnica p:Y' & Z — Y.

Demonstra¢ao. Demonstraremos apenas (a), pois a demonstragao de (b) é andloga.

Seja u: X — Y um monomorfismo em %, entdo, por (T'R1), existe um triangulo exato
X 5 Y %5 Z - TX. Aplicando uma rotacio, como a composicao de morfismos consecutivos em
um tridngulo exato é zero, vé-se que T 'wu = 0. Como u é um monomorfismo, temos T~ 'w = 0 e,
portanto, w = 0.

Pelo corolario 3.3.3, existe um isomorfismo de tridngulos (1x, ¢, 1) como no diagrama:

X—“Xeoz?2 o7 % 7Xx
\le 2 \Lly \LTlx
XV ——27——>TX

Logo i¢p = 1xu, ou seja, u = ip.

O

Neste trabalho as categorias trianguladas que nos interessam sao categorias derivadas de ca-
tegorias de modulos finitamente gerados sobre uma K-dlgebra. A estrutura triangulada serda importante
na categoria derivada, pois tais categorias em geral nao sdo abelianas (para mais detalhes ver [17]).
Para comparar categorias derivadas, utilizaremos funtores que preservam tridngulos exatos, como as
equivaléncias trianguladas. Tentar estabelecer estas relagoes entre categorias derivadas é o que motiva

a discussao inicial do proximo capitulo.
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4 ALGEBRAS HEREDITARIAS POR PARTES DO TIPO K
E MODULOS APR-INCLINANTES

1 —
4.1 Algebras Hereditarias por Partes do Tipo A

Nesta secao discutiremos o conceito de algebra hereditéria por partes do tipo K, sendo K
um quiver finito e aciclico. Estas algebras estao, de certo modo, ligadas as dlgebras hereditarias por
propriedades comuns das categorias derivadas de suas categorias de médulos. Como nos capitulos
anteriores, K denotarda um corpo algebricamente fechado e A uma K-algebra de dimensao finita.

Antes de apresentarmos o conceito de algebras hereditarias por partes, para que faga sentido
a definicao de algebras hereditdrias por partes do tipo X, vamos definir reflexdes em um quiver. Seja
X um quiver finito e aciclico com grafo subjacente A. Sejam a um pogo e b uma fonte em K, definimos

- -
os quivers o (A) e g, (A) por:

e O grafo subjacente de 03‘(2) e ab_(z) é A

e Dada uma seta v: z — y em A, se y # a, entao v': z —> y é uma seta em o (

)
)

%
A);
_ , =
e Dada uma seta y: x — y em A, se x # b, entdo 7' x — y é uma seta em o, (A);

!

, -
e Dada uma seta a: x — a em A, o/: a — x é uma seta em o} (A);

1

X
X
X
X

e Dada uma seta 8: b — y em A, f': y — b é uma seta em o, (A).

Estas transformagoes de um quiver sao chamadas de reflexdes. Vemos que reflexoes mantém
o grafo subjacente, trocam o sentido das setas que chegam (se for um pogo) ou saem (se for uma fonte)
do vértice escolhido e mantém as demais setas inalteradas.

. . ~ . ~ . A -
Dizemos que um quiver A pode ser transformado no quiver A, via uma sequéncia de reflexoes

. ’ . . 7’ %

se existem vértices x1, o, . .., T, em A tais que cada x; é um pogo ou uma fonte em ai_l Ui,_2 S ai (A1)
. - - - - . ..

e vale a igualdade Ay = 0;[" aikl ... 0;'[1 (Aq). Se A; pode ser transformado em A, via uma sequéncia

. — —
de reflexoes, escrevemos Ay ~ Aj.

Para que a definicao principal desta secao faca sentido precisamos do seguinte resultado.
~ - o . - L —
Proposicao 4.1.1. Se D*(KA ) € tridngulo equivalente a D*(KAy), entdo Ao ~ Aj.

Demonstragao. Ver corolario 5.7, p.56 de [14]. O
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— — —
Dado um quiver A, a categoria derivada D*(KA) de modKA (médulos finitamente gerados
sobre uma dlgebra hereditdria) é bem conhecida. Por isso faz sentido tentar obter propriedades de
%
categorias derivadas de outras categorias de médulos comparando-as com DP(KA). Isso motiva a

defini¢ao a seguir.

%
Definigao 4.1.2. Sejam A uma K-dlgebra e A um quiver finito e aciclico. Dizemos que A é hereditdria

- -
por partes do tipo A se a categoria DP(A) € triangulo-equivalente a D(KA).

Note que, na defini¢ao acima, K é unicamente determinado, a menos da relagao ~.

Observagao: Dada uma dlgebra A hereditaria por partes do tipo X, nos casos em que nao ha
possibilidade de confusao, a fim de facilitar a notacao, pode-se dizer que a algebra é apenas hereditaria
por partes, sem referéncia direta ao quiver em questao. Esta omissao também pode ocorrer quando
sabe-se que existe tal quiver, porém nao ha mais informagoes sobre ele, ou estas informacgoes nao sao

necessarias.

Lema 4.1.3. Sejam A uma K-dlgebra hereditaria por partes, X e Y dois A-mdédulos indecomponiveis

et > 1. Entao:
(i) Exty(X,X) =0;
(ii) Se X eY aparecem em um mesmo ciclo em modA, entdo Exty(X,Y) = 0.
Demonstragao. Ver Lema 1.9, p.156 de [14]. O

Definicao 4.1.4. Dada A uma K-dlgebra, um A-mddulo X € dito brick se a dlgebra de endomorfismos

de X € isomorfa a K, ou seja, EndX = K.

Para a demonstracao do préximo teorema usaremos um lema técnico cuja demonstragao nao

é pertinente, apenas o enunciamos a seguir.

Lema 4.1.5. Sejam A uma K-dlgebra e 0 — X LB Y 50 wma sequéncia exata curta em

modA. Entdo:
(i) Se X € indecomponivel, entao cada morfismo coordenada de g é nao nulo.
(i) Se'Y ¢ indecomponivel, entdao cada morfismo coordenada de f € nao nulo.
Demonstragao. Ver Lema 1.1, p. 3 de [8]. O

Teorema 4.1.6. Sejam A uma K-dlgebra hereditdria por partes e M um A-mddulo indecomponivel que

nao ¢ brick. Entao existe um A-mdédulo X tal que:

(i) X € brick;
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(ii) Exty (X, X) #0;
(iii) X C M.

Demonstragao. Provaremos este resultado encontrando um submédulo préprio indecomponivel X (nao
necessariamente brick) de M tal que Ext} (X, X) # 0. Isso é suficiente, pois se X for um médulo brick
nao ha mais o que mostrar; caso contrario, basta repetir o processo e, em um nimero finito de repeticoes,
obtém-se um submaddulo simples que, consequentemente, é brick.

Seja f € EndM nao nulo tal que Imf = S tem comprimento minimal. Desta forma S é
indecomponivel, pois uma decomposicao em soma direta implicaria que hé endomorfismo cuja imagem
tem comprimento menor. Se Extllﬁ‘(S, S) # 0, basta tomar X = S; caso contrdrio, tome o mddulo
indecomponivel X C N = ker f de comprimento minimal tal que Hom(S, X) # 0 # Ext} (S, X).
Vamos provar que um mddulo X nestas condicoes existe.

Sejam N = éNi com cada NN; indecomponivel e denote por p; a projecao canénica de N em
N;. Desta forma, exisiczrln modulos F;, para 1 < i < r, tais que o diagrama abaixo tem linhas exatas e

comuta.

0 N—tom-tog 0
lpi \Lh lls
0 N, E, S 0

Mostremos que a sequéncia 0 — N; iy E; — S — 0, denotada por (x) ndo é cindida. Suponha,
por contradi¢do, que (%) cinde, logo I; é uma secdo, ou seja, existe ¢;: E; — N; tal que l;t; = 1n;,.
Como o diagrama comuta, temos que pht; = p;, donde ht; é uma retracao. Ou seja, IN; é um somando
de M, que é indecomponivel, logo N; = M. Desta forma temos N = M, donde f = 0, o que contradiz a
escolha de f e finaliza a prova de que (%) nio cinde. Logo Ext} (S, N;) # 0 para todo 1 < i < r. Como
S = Imf, temos que Homu4 (S, N;) # 0 para ao menos um . Existe, desta forma, um médulo X nas
condicoes desejadas.

Provemos agora que, para um submoddulo X com as caracteristicas descritas acima, temos
Ext! (X, X) # 0. Seja g € Homy(S, X) ndo nulo. Como S tem comprimento minimal, vé-se que g é
injetivo. Também, como Ext} (X, X) # 0 e Ext’(S,5) = 0, nio pode existir um isomorfismo entre X e
S, logo g nao é bijetivo. Desta forma é possivel encontrar um médulo @ # 0 e um morfismo ¢g: X — @

tais que a sequéncia abaixo é exata.

0—85-5HX-5HQ—0 (%)

Aplicando Ext! (S, ) a (%), temos a sequéncia exata Ext!(S,S) — Ext}(S,X) — Ext!(S,Q).
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Como Ext! (S, X) # 0 e Ext4(S,S) = 0 temos que Ext} (S, Q) # 0. Ou seja, existe uma sequéncia
exata nao cindida da forma 0 — @ — EF — S — 0, sendo F um A-médulo.

Provemos que ) é um A-médulo indecomponivel. Suponha, por contradicao, que existe uma
decomposigao @ = éQi, com cada Q; indecomponivel e n > 1. Podemos assumir que Ext}L‘(S, Q1) #0.

=1
Denote por pq a inclusao de Q1 em @ e considere as sequéncias:

0 I 1’ Q1 0 (1)
0 S X Q 0 (2)

Pode-se provar, com um argumento muito parecido ao utilizado para provar que a sequéncia (x) nao é
cindida, que a sequéncia (1) (obtida via pullback) néo cinde, pois X é indecomponivel. Pelo lema 4.1.3,
temos que Ext?(S,S) = 0. Aplicando Hom4(S,_) a (1), temos a sequéncia exata Ext}(S,Y) —
Exth (S, Q1) — Ext% (S, S), portanto Ext!(S,Y) # 0. Seja Y = éYi, com cada Y; indecomponivel.
Como (1) nao cinde, pelo lema 4.1.5, Homu4 (S,Y;) # 0 para todoﬁlg 1 < t. Entao existe ao menos
um 1 < j <t tal que Ext}(S,Y;) # 0 # Homa(S,Y;). Além disso, como (1) e (2) sdo sequéncias
exatas, temos que (V) = I(S) +1(Q1) e I(X) = I(S) + I(Q). Como Q; é um somando direto de @Q,
o comprimento de () é estritamente menor que o de @, donde I(Y;) < (V) < I(X). Isso contradiz
a escolha inicial de X como submoédulo com comprimento minimal com tais caracteristicas. Logo @ é
indecomponivel.
Voltemos agora a demonstracio de que Ext’, (X, X) # 0. Como existe a sequéncia nio cindida
00— Q — EF — S — 0, para cada somando indecomponivel E' de E, temos a sequéncia (nao
necessariamente exata) Q — E' - S A LN Q. Como @ é indecomponivel, u e v sdo nao nulas
e nio invertiveis, esta sequéncia nos dé um ciclo em modA. Pelo lema 4.1.3, temos Ext?(Q, X) = 0.
Aplicando Ext’(__, X) a sequéncia (*) obtém-se a sequéncia exata Ext! (X, X) — Ext} (S, X) —
Ext%(Q, X). Sendo Ext%(Q, X) = 0 e Ext} (S, X) # 0 deve-se ter Ext’, (X, X) # 0, provando o teorema.
O

Teorema 4.1.7. Seja A uma K-dlgebra. Se existe um A-médulo X que € brick tal que Ext (X, X) # 0

e Ext% (X, X) =0, entdo A é de tipo de representacdo infinito.
Demonstracao. Para provar que A é de tipo de representacdo infinito construiremos indutivamente
A-médulos indecomponiveis X; para i > 0 e extensoes nao cindidas

Eil OHXi_ngli)X()—)O

para i > 1, tais que dimg Hom4(Xo, X;) = 1 e Ext?(Xo, X;) = 0 para todo i > 0.
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Sejam Xg = X e By € ExtlA(Xo,Xo) uma extensao nao cindida Fi: 0 — Xj LN X,
Xy — 0. Aplicando o funtor Hom(Xo, ) a E; e considerando que End X, = K e Ext% (Xo, Xo) = 0

temos a sequéncia exata
0 — K — Homu (X0, X1) — K -2 Ext}y (X0, Xo) — Ext}y (X0, X1) — Ext (X0, Xo) — 0.

Notando que 0 é uma transformacao linear, seu dominio tem dimensao igual a 1, logo ¢ é injetora ou a
aplicagao nula, mas pela definicdo de § sabemos que esta aplicagdo nao é nula. Sendo § injetiva, temos
que dimg Hom 4 (X, X7) = 1.

Vamos mostrar que X7 é indecomponivel. Suponha, por absurdo, que existe uma decomposigao
X7 = X| ® X{. Logo a extensdo E; pode ser reescrita por 0 — X EEN X! o X! 25 Xy — 0, sendo
fi=(f1 fiHt com fi: Xog — X e f{': Xo — X}. Como F; nao cinde e X é indecomponivel, pelo
lema 4.1.5, temos f{ # 0 e f{’ # 0. Desta forma terfamos dois morfismos linearmente independentes
de Xy para X1, o que contradiz o fato de que dimg Hom4 (X, X1) = 1. Logo X; é indecomponivel.
Também vale notar que, como EX‘GZ(XO, Xp) = 0, vendo o restante da sequéncia exata longa acima
temos Ext% (Xo, X;) = 0.

Provado o caso inicial, vamos provar que o passo de indugao funciona. Seja a extensao nao
cindida B;_1: 0 — X,;_o f—_1> X, 5 X, — 0, com X;_; indecomponivel, dimg Hom 4 (Xo, X;_1) =
le Exti (Xo0,Xi—1) = 0 e suponha que as mesmas propriedades valem para todo nidmero menor ou
igual a i — 2. Pelas suposicdes anteriores, temos Ext? (Xo, X;_2) = 0, logo Ext! (X, gi_1) é sobrejetora.
Assim, existe certo E; € Exti(Xo, Xi—1) que é pre-imagem de E7, donde obtém-se o seguinte diagrama

cujas linhas sao extensoes nao cindidas

B 0 Xo—1s X, 25 X 0
S
Ei : 0 Xi,1 X,L - XO 0
fi gi

Aplicando Hom 4 (X, ) a Fj;, temos a sequéncia exata:

0 — Homus(Xo, Xi 1) — Homu(Xy, X;) — Homa(Xo, Xo) —— Exty(Xo, X;_1)
—  BExth(Xo, X;) — Ext} (X0, Xo) — Ext? (Xo, Xi—1) — Ext% (X0, X;)
—  Ext}(Xo, Xo).
Como dimg Hom 4 (Xg, X;—1) = 1 e End X, = K, vemos que ¢ ¢ injetora. Assim, dimg Hom 4(Xo, X;) =
1, o que mostra que X; é um mddulo indecomponivel. Além disso, temos que Exti (X0, Xi—1) =0¢e
Ext? (X0, Xo) = 0, logo Ext? (Xp, X;) = 0. Isso conclui a inducdo.
Tal processo indutivo mostra que A admite mdédulos indecomponiveis com comprimento ar-

bitrario (o crescimento do comprimento dos médulos é uma consequéncia do Teorema de Jordan—Hdélder,
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que pode ser encontrado na pégina 17 de [4]), logo hd infinitas classes de isomorfismo de A-médulos

indecomponiveis. O

Corolério 4.1.8. Seja A uma dlgebra hereditaria por partes. Se A € de tipo de representagao finito,

entao todo A-mddulo indecomponivel € brick.

Demonstra¢ao. Seja M um A-mddulo indecomponivel que nao é brick. Entao, pelo teorama 4.1.6, M
contém um submédulo brick Z tal que Ext’(Z, Z) # 0. Pelo lema 4.1.3, temos Ext?(Z, Z) = 0. Como

A é de tipo de representacao finito, isso contradiz o teorema 4.1.7, logo M deve ser brick. O

- -
Lema 4.1.9. Sejam A um quiver Dynkin e KA a dlgebra de caminhos (hereditdria) associada a este

H
quiver. Se X é um KA -mddulo indecomponivel, entao X € brick.

— —
Demonstragao. Como KA é uma algebra hereditaria, sabemos que é hereditéria por partes de tipo A.
Além disso, pelo teorema 2.6.2, tal dlgebra é de tipo de representagao finito. Logo, pelo corolério 4.1.8,

%
temos que todo KA-mddulo indecomponivel é brick. O

Defini¢ao 4.1.10. Um caminho na categoria ‘6 é uma sequéncia de objetos indecomponiveis (X;)o<i<r

e morfismos f;: X; — X; 11 ndo nulos e nao invertiveis, para cada 0 < i <.

Para simplificar a notacao, em casos em que nao seja necessario explicitar os morfismos,

denotaremos um caminho apenas pelos objetos envolvidos, como no caso abaixo.

Defini¢ao 4.1.11. Diz-se que um caminho (Xo,...,X,) é um ciclo se Xo = X, er > 0. A categoria

€ ¢ dirigida se nao contém ciclos.

%
Proposigao 4.1.12. Seja A uma K-dlgebra hereditdria por partes do tipo A. Se A € de tipo de

representacao finito, entdo modA € dirigida.

Demonstracao. Provaremos um resultado mais geral do qual este corolario é um caso particular. Seja
7 uma subcategoria de modA fechada para extensoes e somas diretas. Como A é hereditaria por partes
de tipo Z, existe uma equivaléncia triangulada F': DY(A) — Db(KZ)). Seja um ciclo Xg — X7 —
oo — X,, — Xg em % . Obtemos um ciclo associado em Db(KZ)) que, pelo corolério 5.3, p.50 de [14],
pode ser considerado como um ciclo F(Xy) — F(X;) — -+ — F(X,,) — F(Xy) de K A-médulos
indecomponiveis.

Seja ¥ a menor subcategoria plena de rnod]KZ> que é fechada para extensoes, para somas
diretas e que contém F'(X;) para todo 0 < i < n. Provemos agora que dado Y € € existe um A-mdédulo
Y’ € % tal que F(Y') =Y. Sejam Yj, Yy € € tais que 0 — Y] - YV - Yy — 0 é exata em
modKK. Pela escolha da subcategoria €, podemos assumir que Y7 = F(Z1) e Yo = F(Z3) para certos

A-médulos Z; e Zs que estdo em % . Nestas condigbes temos:

Ext, < (Ya, Y1) = Hom (Y2, TY1) = Hompe(a)(Z2, TZ1) = Ext}y(Z2, Z1).

Db (KR)
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Seja w € Hom Y5, TY7) o elemento correspondente & sequéncia 0 — Y] —— YV -

Db(KZ’)(
Y, — 0. Entdo w = F(w') para certo w' € Homps(ay(Z2,TZ1). Também existe um elemento
correspondente em Extle‘(Zg, Z1), que denotaremos por 0 — 73 Sy g Zy — 0. Como Y' € %,
temos o triangulo Z L5 Y %5 7z, s TZ, em DY(A). Logo F(Z1) "B Fy"y P9 p(zy) 1)
F(TZ,) é um triangulo em Db(KX) e, por construcdo, é isomorfo a Y] — Y — Y, = TY;. Em
particular F(Y') =Y.

Assim, pelo teorema 2.5.8, existe um médulo indecomponivel em % tal que EndZ # K. Pelo
que foi mostrado acima, existe Z’ € % tal que F(Z') = Z e assim EndZ’ # K. Isso contradiz o coroldrio
4.1.8, pois neste caso Z’ nao seria brick. Logo nao h4 ciclos em %/. Para provar o resultado basta tomar

% = modA.
O

- -
Proposigao 4.1.13. Sejam A um quiver, A uma K-dlgebra hereditdria por partes de tipo A e X um

A-mddulo indecomponivel. Entdo:

. ~ . .
(a) Se o quiver A é Dynkin, entio End, X = K.
(b) xa(dimX) =1.

_)
Demonstragao. (a) Como A é uma K-dlgebra hereditdria por partes de tipo A, existe uma equivaléncia

%
triangulada F': D*(A) — D?(KA). Logo

Enda X = Homps(4)(X, X) = Home(Kz)(F(X),F(X)).

; —
Como X ¢é indecomponivel, F(X) = T"X;, para algum i € Z e algum KA-médulo indecomponivel

X;. Entao, usando o lema 4.1.9, temos

Hom ), ) (F(X), F(X)) = Hom,, (Kz)(TiX,», T'X;) = Hom % (X;, X;) = K,

donde End4 X = K.

(b) Ver Corolério 1.5, p. 360 de [4].
O

_>
Teorema 4.1.14. Seja A um quiver finito e aciclico. Dadas A e B duas K-dlgebras hereditdrias por

%
partes de tipo A, temos que Ko(A) e Ko(B) sdo isomélricos.

%
Demonstracao. Como A e B sao ambas dlgebras hereditarias por partes de tipo A, temos equivaléncias
- —
trianguladas F;: D*(A) — DY(KA) e Fy: D*(B) — DY(KA). Logo, pela proposicio 2.8.5, Ky(A) e
%
Ky(B) sao ambos isométricos a Ko(KA). Portanto Ky(A) e Ko(B) sao isométricos. O
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4.2 Mobdulos APR-inclinantes

Os modulos inclinantes tém um papel importante no estudo de categorias de médulos de certas
algebras e sao 1teis para a construcao de novas algebras com caracteristicas semelhantes a algebra que
queremos estudar. Neste capitulo estudaremos um tipo particular de mdédulo inclinante, introduzido
por Auslander, Platzeck e Reiten em [5], e que recebe o nome de médulo APR-inclinante. Tal médulo
pode ser construido facilmente sobre qualquer algebra cuja categoria de médulos contenha um maédulo

simples projetivo e nao injetivo.

Definigao 4.2.1. Seja A uma K-dlgebra. Diz-se que um A-mddulo T é APR-inclinante se é da forma

T(S)=r"Se PP |,
1=1

em que S é um A-mddulo simples projetivo e {P;}1<i<m um conjunto completo de representantes das

classes de isomorfismo de mddulos projetivos indecomponiveis nao isomorfos a S.

~ o L= . .
Proposigao 4.2.2. Dada uma dlgebra A hereditdria por partes do tipo A e de tipo de representacao

finito, existe um A-maddulo S simples, projetivo e nao injetivo, e portanto, um A-médulo APR-inclinante.

Demonstra¢ao. Como A é hereditdria por partes de tipo de representagao finito, pelo corolario 4.1.12,
a categoria modA é dirigida. Assim sendo, o quiver de Auslander-Reiten I'(modA) é aciclico, finito e
conexo. Um quiver com tais caracteristicas deve possuir ao menos um vértice que nao recebe flechas.
Ou seja, hd ao menos uma classe de isomorfismo de A-médulos indecomponiveis S onde nao chegam
morfismos irredutiveis; esta classe deve ser de médulos simples e projetivos. Além disso, os médulos
em S devem ser nao injetivos, caso contrario, o quiver I'(modA) seria apenas um ponto. Assim, hd um

A-médulo simples projetivo e, portanto, pode-se construir um A-médulo APR-inclinante. O

Teorema 4.2.3. Todo mddulo APR-inclinante T é um mddulo inclinante e o par de tor¢ao (7 (T), % (T))
€ cindido.

Demonstra¢ao. Seja A uma K-dlgebra. Se T é um A-mdédulo APR-inclinante, entdo existe S um A-
mdédulo simples projetivo e {P;}1<i<m um conjunto completo de representantes das classes de isomor-
fismo de médulos projetivos indecomponiveis nao isomorfos a S tais que T'= 7715 ® (@Z’;l H). Assim,
como 771 é um médulo indecomponivel e ndo-projetivo, pelo teorema 2.2.11, existe uma sequéncia de

Auslander-Reiten da forma

0—S5 115 0.

Além disso, pelo teorema 2.1.6, o morfismo f é irredutivel. Vamos mostrar que esta sequéncia

nos déd uma resolucio projetiva de 7=1S. Suponha, por absurdo, que E ndo é projetivo, logo E =
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@, E; com cada E; indecomponivel e certo E; nao projetivo. Como f ¢é irredutivel, a componente

fj+ 8§ — E; também ¢ irredutivel. Logo existe uma sequéncia de Auslander-Reiten da forma

g

(% »)

g
0—7E; — 7 SeG "— E; —0,

com h;: TE; — S irredutivel, portanto, nao nulo. Como S ¢é simples, h; é um epimorfismo. Logo
h; cinde, pois S é projetivo, o que é uma contradicao, j& que h; nao pode ser irredutivel e a0 mesmo
tempo cindido. Assim, o A-médulo E deve ser projetivo, e portanto obtemos uma resolucao projetiva
de 7718, donde pdr—1S < 1.

O argumento acima prova que o médulo APR-inclinante T tem a propriedade (T1) dos médulos

inclinantes. Logo, pela proposicao 2.7.11, temos

Ext} (T, T) = DHom (T, 7T) = DHom(T, S) = 0.

Vale notar que, na expressao acima, a tultima igualdade decorre do fato de S ser um A-mdédulo simples
projetivo e nao existir somando direto indecomponivel de T isomorfo a S. Logo T possui a propriedade
(T2) dos médulos inclinantes.

Como o numero de somandos indecomponiveis de T' é igual ao nimero de médulos simples
sobre a &lgebra A, entdao T possui a propriedade (T3) dos mddulos inclinantes e, portanto, é um A-
modulo inclinante.

Provemos, agora, que o par de tor¢ao (7 (T),.#(T)) ¢ cindido. Seja M um A-mdédulo inde-
componivel. Como T é médulo inclinante temos que M € 7 (T) se, e somente se, Ext! (T, M) = 0.
Como dpT < 1, temos os isomorfismos ExtYy (T, M) = DHomu(M,7T) = DHom4(M, S), mas este
dltimo termo é nulo se, e somente se, M 2 S. Logo todo mdédulo indecomponivel nao isomorfo a S
pertence a 7 (T) e, como nao ha morfismos de .7 (1) para S, temos S € .#(T'). Desta forma esta
provado que o par (7 (T),.#(T)) cinde. O

Corolario 4.2.4. Sejam A uma dlgebra de tipo de representacdo finito, S um A-mddulo simples proje-

tivo e T(S) o mddulo APR-inclinante obtido a partir de S. Entao sao equivalentes:
(i) idaS > 1
(i) A dlgebra B = End(T(S)) € de tipo de representagao infinito ou n(B) > n(A).
Demonstragao. Ver Corolario 4.14, p. 126 de [14]. O

Um fato interessante sobre os médulos APR-inclinantes é que, dada uma algebra A baésica,

nao simples e hereditaria, a algebra de endomorfismos End7T" de um moédulo APR-inclinante T' tera o
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quiver ordinario muito parecido com o de A. Para ser mais preciso, o quiver Qgnqr tera os mesmos
vértices que o quiver @4, porém as setas que chegam no pocgo usado para construir 7" serao invertidas,
e as demais setas se manterdo inalteradas. Este fato estd demonstrado no teorema 5.3, p.280 de [4].

Vejamos um exemplo facil deste resultado.

%
Exemplo 4.2.5. Seja A a K-dlgebra de caminhos do quiver A : 1 2 3. Desta

forma obtém-se o quiver I'(modA):

%
Temos apenas um pogo em A, o vértice 1. Logo construimos o médulo APR-inclinante T = 2& 2 @ % A

dlgebra de endomorfismos deste médulo terd quiver ordindrio A’ : 1’ 2/ 3.
Ou seja, o quiver € como esperado.
Vamos construir mais um exemplo usando a dlgebra de caminhos do quiver A', cujo tinico

%
poco € o vértice 2'. O quiver de Auslander-Reiten de KA’ ¢ da forma:

3/

Construindo o mdédulo APR-inclinante T = ; & 1;?’/ D g;, a dlgebra de endomorfismos do

P Lo L p
mddulo T" terd quiver ordindrio A" : 1" 2" 3", que é como esperado.
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5 ALGEBRAS INCLINADAS E INCLINADAS ITERADAS

Neste capitulo demonstraremos, seguindo os passos da demonstragdo de Happel em [14], o
—
resultado principal deste trabalho, que diz: Se B é uma dlgebra hereditaria por partes do tipo A, entao
—
B ¢ uma dlgebra inclinada iterada do tipo /. Posteriormente, este resultado serd usado para mostrar

que toda algebra hereditdria por partes do tipo Dynkin é APR-inclinada iterada do tipo Dynkin.

5.1 Resultados Gerais

Definicao 5.1.1. Diz-se que uma K-dlgebra A € inclinada se existem uma K-dlgebra hereditdaria H e

um H-mddulo inclinante T tais que A = Endy(T).

Exemplo 5.1.2. Seja A a K-dlgebra de caminhos do quiver 1 <"—2 o 3 <

4<% 5 coma
relagdo dyBa = 0, entao A é inclinada. De fato, seja H a K-dlgebra (hereditdria) de caminhos do quiver

sem relagoes

Assim, o quiver de Auslander-Reiten de modH ¢é da forma

\/\/\/\
\/\/\/\

oW

o8t

5 45 45 15
3 3 33 3
2 2 22 2

/ 1 \ 1 / 1 \ / \ / \
3 45
5 2 3
1 2
45

Escolhendo o H-mddulo inclinante T = 5 ® 3 ® 435 @4 @4 temos que EndT = A, provando
1

que A € inclinada.
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- g . . iy ~ . . .
Definicao 5.1.3. Seja A um quiver finito e aciclico e KA a dlgebra de caminhos associada a este

quiver. Dada uma K-dlgebra A de dimensao finita dizemos que:

— —
(a) A € uma dlgebra inclindvel a KA, ou inclindvel de tipo A, se existe uma sequéncia finita de triplas
_>
(Ai, M;, Aiv1 = EndM,)o<ick, onde Ag = A, A = KA e para cada 0 < i < k temos que M; é um

A;-mddulo inclinante.

%
(b) A éuma dlgebra inclinada iterada de tipo A se existe uma sequéncia finita de triplas (A;, M;, A;pq =
_)
EndM,;)o<i<k, onde Ag = A, A, = KA e para cada 0 < i < k temos que M; é um A;-mddulo

inclinante separante.

_>
(c) A éuma dlgebra APR-inclinada iterada de tipo A se existe uma sequéncia finita de triplas (A;, M;, Aiy1 =
%
EndM,;)o<i<k, onde Ag = A, Ay, = KA e para cada 0 < i < k temos que M; é um A;-mdédulo APR-

inclinante.

%
Exemplo 5.1.4. Vejamos, agora, wm exemplo de dlgebra inclindvel de tipo A que também € inclinada

%
iterada de tipo A. Dado o quiver (com relagoes)

seja B a K-dlgebra de caminhos associada. Entdo o quiver de Auslander-Reiten da dlgebra B € da

forma:

2
1

SN N
NSNS
N,/

(a) Primeiramente, veremos que a dlgebra B é inclindvel de tipo As. Tomando o B-mddulo inclinante

s

M=2®:2d § @ 4 @ § obtemos a dlgebra EndM. Note que o par de tor¢ao (Z (M), F(M)),
induzido por M em modB, ndo € cindido. EndM € isomorfa a dlgebra de caminhos do quiver com

relagoes

O quiver de Auslander-Reiten desta dlgebra é
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(b)

NSNS
N,/

Escolhendo o mddulo inclinante M’ = izf O3P3d5D AZL, temos a dlgebra EndM’ que € isomorfa

a dlgebra de caminhos do quiver abaixo.

1 2 3 4 )

Como o quiver nao tem relagdoes vemos que esta dlgebra é hereditdria, portanto B é uma dlgebra

inclindvel de tipo As.

Vejamos agora que, fazendo uma escolha diferente de modulos inclinantes, mostra-se que B € uma
dlgebra inclinada iterada de tipo As. Tome o B-mddulo inclinante T = 2 & 2 & 3 & % @& 5. Este
mddulo é APR-inclinante, logo o par de tor¢cao (7 (T), F(T)), induzido por T em modB, € cindido.

A algebra EndT ¢é isomorfa a dlgebra de caminhos do quiver com relag¢oes

cujo quiver de Auslander-Reiten tem a forma:

1

AN

W

2
2
1
\ 3
2
1

RO
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4
. . 4 . . .
Escolhendo o médulo inclinante T' = 3 & 30 3@ 4@, que é separante, obtém-se a dlgebra EndT".
1
Esta dlgebra € isomorfa a dlgebra de caminhos do mesmo quiver sem relagoes apresentado no item

(a), logo é hereditdria. Isso prova que B € uma dlgebra inclinada iterada de tipo As.

Note que as trés definicoes acima sao muito parecidas; isso ocorre pois toda algebra APR-
inclinada iterada de tipo Z ¢é inclinada iterada de tipo X e consequentemente inclinavel a Kz. Além
disso, sera mostrado, como corolario do teorema principal desta se¢ao, que os conceitos de dlgebra incli-
nada iterada de tipo Z e inclinavel a ]KZ> sao equivalentes. Porém, estes conceitos nao sao equivalentes

%
ao de dlgebra APR-inclinada iterada de tipo A, o que pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 5.1.5. Seja A a dlgebra de caminhos do quiver 1<—<a2<v—3 , com a
B

relagdo ya = vf. E posstvel mostrar que esta dlgebra é inclinada (e consequentemente inclinada iterada)

— —
de tipo A, com A sendo o quiver:

Os mddulos projetivos, radicais dos modulos projetivos e modulos injetivos da dlgebra A sdo:

P = 1 rad(Py) = 0 L = 2

P, = 2 rad(P) = 1@ 1 L = 3
3

Py o= 3 rad(P;) = 2 I; = 3

Como existe apenas um po¢o no quiver ordindrio da dlgebra A, sabemos que existe apenas um mddulo
APR-inclinante em modA, que serd construido com o transladado inverso do mddulo projetivo corres-
pondente ao vértice 1.

A dlgebra A € a extensao por um ponto da dlgebra de Kronecker (ver exemplo 2.3.12). O
conceito de extensao por um ponto nao serd trabalhado neste texto; para mais detalhes ver capitulo XV
de [22]. Para nosso objetivo basta saber que o inicio da componente pds-projetiva de T'(modA) coincide
com o do quiver do exemplo 2.3.12. Temos que 7~ (P1) = P, portanto o médulo APR-inclinante é
dado por M = 24 @© 34 @ :13 O quiver ordindrio da dlgebra EndM serd exatamente o quiver ordindrio
de A, com a mesma relacao. Logo EndM =2 A, e assim, nao € possivel chegar a uma dlgebra hereditdria

por meio de passos APR-inclinantes. Isso mostra que, apesar de ser uma dlgebra inclinada iterada de

— —
tipo A, A nao é APR-inclinada iterada de tipo A.
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A seguir enunciamos um lema técnico, cuja funcao é deixar claro que o conceito de dlgebra
inclinada pode ser entendido de uma forma diferente. Ou seja, ao invés de comegar com uma &algebra
hereditaria H e, via processo inclinante, obter uma &algebra A inclinada, podemos fazer o caminho

contrario e ainda afirmar que A é inclinada.

Lema 5.1.6. Uma dlgebra A ¢é inclinada se, e somente se, existe um mddulo inclinante T tal que

H =End(T4) ¢é hereditdria.

Demonstra¢ao. Suponha que A é inclinada. Entdo existem uma algebra hereditaria H e um mddulo
inclinante Uy tais que A =2 EndUy. Como H é hereditaria, idUy < 1, logo Uy é coinclinante (dual
do conceito de inclinante). Em virtude (do dual) do lema 4.2, p.49 de [3], oAU é um A°P-mddulo
coinclinante e H = (EndU)°P. Consequentemente, o médulo Ty = D(4U) é um A-médulo inclinante

e H = EndD(4U) = EndTy4. A reciproca pode ser provada de maneira andloga. O

Tendo em vista o lema acima e o exemplo 5.1.2 vamos construir um exemplo de &dlgebra

inclinada.

B ¥

Exemplo 5.1.7. Mostraremos que a K-dlgebra de caminhos do quiver 1 <>— 2 3 d

4 5
com a relagao 6yBa = 0, que denotaremos por A, € inclinada. O quiver de Auslander-Reiten de modA

tem a forma

3

N
v

2

1 5

N /

3

o

%/2
\‘S’

1

SN
\../

DN Lo Ut

NS
/N
N,/

=N O

. . o 4 5 4 .. .
Assim, escolhendo o A-mddulo inclinante T = 2 @ 5 @ 30 3@ 3 temos que EndT € isomorfa a dlgebra
2 1
de caminhos do quiver

4

/
N\

1 2 3

portanto € hereditdria, provando que A € inclinada.
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~ . - . . L. . . . .
Definicao 5.1.8. Sejam A um quiver finito e aciclico e i € Z. Definimos J€[i] como a subcategoria

- , —
plena de D*(KA) formada pelos complexos X*® que sao isomorfos a T'X para algum X € modKA.

. . e ,
Note que os complexos indecomponiveis em D’(KA) sio complexos stalk, com um médulo
indecomponivel em uma entrada e zero em todas as outras. Assim, cada complexo indecomponivel X*®

em Db(KZ) estd em apenas um 2[i].

%
Definigao 5.1.9. Sendo A uma K-dlgebra hereditdria por partes de tipo A, existe uma equivaléncia
_>
triangulada F: D¥(A) — DP(KA). Denotamos, para cada i > 0, por % a subcategoria plena de mod A

formada pelos mddulos indecomponiveis X tais que F(X) € i), conhecida como a i-parte de modA.

%
Lema 5.1.10. Sejam A uma K-dlgebra hereditaria por partes de tipo A e uma equivaléncia triangulada
N l
F: D°(A) — DY(KA) tal que, para todo indecomponivel X € modA, temos F(X) € \/ S]i] para
i=0

algum 1 > 0. Entao temos que:
(a) Se X € %;, entio pdX <i+1eidX <l—i+1.
(b) Se X € U e¢Y € Uy, entio Ext),(X,Y) =0 para todo j > i —r+ 1.

%
Vale notar que se existe uma equivaléncia triangulada F entre D°(A) e D’(KA) é sempre
possivel escolher F' da forma descrita acima. Uma equivaléncia triangulada F' tal que para todo in-
1
decomponivel X € modA, temos F(X) € \/ #]i], para algum [ > 0, é chamada de equivaléncia
i=0

normalizada.

_>
Demonstragao. Sejam A uma K-algebra hereditaria por partes de tipo A e X € %;, para certo i € Z
fixado.

. —
(a) Como X € %; temos que F(X) € J]i], ou seja, F(X) = T*X’ para certo KA-médulo indecom-
ponivel X’. Tome Y € indA. Desta forma, F(Y) =T"Y’, para algum r» > 0 e Y/ um Kz—médulo

indecomponivel. Seja j > 0, entao

Ext/, (X,Y) = Hompsa)(X,T7Y)

Hom ), F(X),T?F(Y))

&2

— Home(M)(TiX’,TWY’)

Ext]g XY

1%

% s
Como KA é hereditdria temos que se r+j—i > 1, entao Ext;rz? “(X',Y')=0. Logoser+j—i > 1,
entao Extf;l(X, Y) =0. Como r > 0, temos em particular que j > i+ 1 implica em Exti‘(X, Y)=0.

Sendo Y um objeto genérico em indA, isso implica que pdX < i+ 1.
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De forma andloga, temos que

Ext/, (Y, X)

Il

Hom pe(4)(Y,T7 X)

2

Hom (F(Y), T"F(X))

Db (KZR)

= Hom ez, (T7Y/, T7HX)
~ Jti—r / /
= EXth (Y ,X )

= 0,

paraj>r—i+1. Como0<r <l entaor—i+1<1—1i+1. LogoExtQ(Y,X):Oparatodo
j>1—1+4+1,donde idX <l —i+1.

» -
(b) SeX € % eY € U temos F(X)=T'X'e F(Y) =T"Y’, para certos KA-mddulos indecomponiveis
X’ e Y. Pelo mesmo argumento usado no item (a), temos Ext?, (X,Y) = Extﬁ%‘%_i(X’,Y’). Tal

expressao é nula se j +7 — ¢ > 1. Logo Extf;l(X, Y) =0, para todo j > i —1r+ 1.
O

Lema 5.1.11. Sejam A uma K-dlgebra e X*® um objeto de D°(A). Entdo X*® estd na imagem da

inclusdo candnica de modA em DP(A) se, e somente se, Hompu(4)(T"A, X*®) = 0 para todo i # 0.

Demonstragio. Se X*® estd na imagem da inclusio canonica de modA em DY(A), entdo é isomorfo a

algum A-médulo X. Logo

10

Hompu(4)(T*A, X*) = Homps4)(T"A4, X)
>~ Ext,"(4,X)

= 0.

A igualdade acima ocorre para todo i # 0, pois se ¢ > 0 a expressao é nula pela defini¢do do espago de
extensoes e, se i < 0, o fato de A ser projetivo em modA garante a igualdade. Assim, estd provada a
primeira implicagao; provemos a reciproca.

Seja X* € DY(A) tal que Home(A)(TiA,X‘) = 0, para todo ¢ # 0. Entdo X°® é quase
isomorfo a um complexo limitado superiormente P®* = (P7,d?), com cada P/ um A-médulo projetivo.

Vamos mostrar que H'(P®) = 0 para todo i # 0. O complexo P*® tem a forma abaixo.

i— P2 —pt PP Pt P2
-2 -1 o &

Sejam i # —1 e P um A-médulo projetivo do qual existe sobrejecio para kerd'™'. Logo,
pode-se construir um morfismo de complexos f®: T~""!P — P°, que é, por hipétese, homotépico a

Zero.
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0 0 0 0 P 0
/
|
/
! £° I 7i g// ker di*! pit2
/
/
¥
p-1 PO Pl pi . pitl : pit2 _
d—l dO dl dl dH»l d1,+2

Neste caso existe g: P — P’ tal que gd' = f**'. Isso mostra que Imf't' C Imd’, mas
Imfit! = kerd'*!, donde kerd'*! C I'md'. Assim, H'(P®) = 0 para todo i # —1, o que mostra que
X*® é quase isomorfo a um complexo stalk, logo estd na imagem da inclusao candnica.

O

Definicao 5.1.12. Sejam A uma K-dlgebra e X uma A-mddulo. Definimos a categoria perpendicular

X+ como a subcategoria plena de modA cujos objetos sio dados por

X+ ={Y € modA|Hom4(X,Y) = 0 = Ext! (X, Y)}.

Note que além de plena, a subcategoria M+ de modA também é abeliana, exata e fechada
para extensoes.

Apresentadas as defini¢oes pertinentes, deste ponto até o fim desta secao nosso objetivo serd
demonstrar o teorema 5.1.18. Para isso, serao necesséarios alguns resultados, que enunciaremos e de-

monstraremos a seguir.

Proposigao 5.1.13. Sejam A uma K-dlgebra hereditaria e M wm A-mddulo inclinante parcial indecom-
ponivel. Se A tem n classes de isomorfismo de mddulos simples, entdo existe uma K-dlgebra hereditdria

H de dimensao finita e com n — 1 classes de isomorfismo de mddulos simples, tal que M~ = modH.

Demonstracao. Dado M um A-mddulo inclinante parcial, seja £ o médulo que completa M para formar

um modulo inclinante £ & M. Entao, existe a sequéncia exata de Bongartz

0—A—F—M"—0 (%)

com m = dimExt! (M, A). Aplicando Hom4 (M, ) & sequéncia (*) obtemos a sequéncia exata de

cohomologia

0 —s Homu(M, E) — Homa (M, M™) -2 Extly (M, A) — Ext! (M, E) — 0.

Note que Homy (M, A) = 0, pois Hom (M, A) = Homu (771 (7 M), A) e, como A é hereditéria, segue

do lema 2.2.5 que Homy4 (M, A) = 0. Pela forma como foi construido, vide coroldrio 2.7.24, temos que
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§ é sobrejetor. Logo Exth (M, E) = 0. Além disso, vé-se que dim Hom (M, M™) = dim Ext} (M, A)
(note que tais dimensoes sao de K-espagos vetoriais), logo § é injetora. Assim, Hom4 (M, E) = 0, donde
Ee Mt

Para cada X € M fixado, aplicando Hom(__, X) & sequéncia (), obtemos a sequéncia

exata longa de cohomologia

oo Exti (M™, X) — Ext) (B, X) — Ext}y(4,X) — -

Como X € M*, temos Extl(M™, X) = 0, e Ext!{(4,X) = 0, pois A é projetivo. Logo temos
Ext!(E,X) = 0. Isso implica que todo médulo X € M* estd na classe de torgio do par (T (F @
M), Z(E @ M)). Logo X é gerado por E @ M. Como Hom4 (M, X) =0, vé-se que X é gerado por E.

Denote por H = EndFE a élgebra de endomorfismos do A-médulo E. Vamos mostrar que
M+ =~ modH. Seja F = Homyu(E,_): M+ — modEndFE, provaremos primeiramente que este funtor
é fiel e pleno e depois que é denso.

No caso em que X € addFE, temos, pelo lema 3.1, p.202 de [4], que F se comporta como
funtor fiel e pleno. Sabendo disso, mostremos que F' é realmente fiel e pleno. Fixado um objeto X em
M, sabemos que X também estd em GenkE, logo existe um epimorfismo f: F4 — X. Como M é
abeliana, temos ker f € M=, e isso nos permite construir uma sequéncia exata E;, — Ey — X — 0,
com F, Ey € addF.

Dado Y € M~ aplicando Hom4(__,Y’) & sequéncia exata acima obtemos a sequéncia

Homa(X,Y) — Homa(Ep,Y) — Homyu (F1,Y).

De maneira anéloga, aplicando a 1 — Ey — X — 0 o funtor Hom 4 (E,_) e, posterior-

mente, o funtor Homg (_ ,Hom 4 (FE,Y)), obtemos o diagrama de colunas exatas:

Homy (X,Y) — — > Homg (Homa (F, X), Hom4 (E,Y))

|

Homy (Ey,Y) —— Homg (Homa (F, Ey), Homy (E,Y))

|

Homa(E1,Y) —— Homg (Homu (E, E1), Homy (E,Y))

Como FEy, Fy € addE, e sabemos que F' = Homyu(E, ) é fiel e pleno nesta subcategoria,
existem isomorfismos a:: Homa(Fy,Y) — Homg (Homa (F, Ep), Homy (E,Y)) e f: Homa(E1,Y) —
Homg (Homa (E, Eq),Homa(E,Y)) que fazem o quadrado acima comutar. Logo existe um isomorfismo
¢: Homy (X,Y) — Homg (Homy (E, X),Hom4(E,Y)), que faz o diagrama comutar. Isso prova que F

é fiel e pleno.
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Provemos, agora, que F' = Homu(E,_ ) é denso. Se B = EndE, pelo lema 3.1, p.202 de [4],
F age como uma equivaléncia entre addE e addB. Sejam X € modB e a sequéncia exata P; s Py —>
X — 0, com Py, P; € addB (uma resolucao projetiva de X). Como F' age como equivaléncia, existem
Ey,Ey € addE e f: E; — Ej tais que g = F(f), e a sequéncia F; AN Ey — Coker(f) — 0 é exata.

Aplicando F' a esta sequéncia obtemos:

F(E,) — F(Ey) — F(Coker(f))
|
| | !
P, Py X

Pela maneira como definimos Ey e E7, as duas primeiras setas verticais do diagrama sao
isomorfismos que fazem com que o quadrado mais a esquerda seja comutativo, logo hd um isomorfismo
F(Coker(f)) — X que faz o diagrama comutar. Assim, F' é um funtor denso e, portanto, uma
equivaléncia.

Sabendo que M+ = modH, resta mostrar que H é hereditaria. Para isso mostraremos que
para todo X € M*, existe uma sequéncia exata 0 — E' — E* — X — 0, com E', EY € addE.
Ou seja, mostraremos que existe uma resolucao projetiva com comprimento menor ou igual a um para
a imagem de X em modH.

Seja {f1, f2,..., fr} umabase de Hom 4 (F, X ). Como F gera X, existe um morfismo sobrejetor
¢: E™ — X. Podemos ver que este morfismo se fatora pelo morfismo f = [f1, fa,..., fr]t: E" — X.

Logo, como ¢ é sobrejetora, f é sobrejetora e temos a sequéncia exata

0—kerf — E" L5 X — 0. (+%)

Aplicando Hom4 (M, ) & sequéncia (**) obtemos a sequéncia exata longa

0 — Homa (M, ker f) — Homa (M, E") — Homa(M,X) — BExt! (M, ker f)

—  Ext4(M,E").

Como E, X € M* temos Hom4 (M, E"), Hom4 (M, X) e Ext’y (M, E") iguais a zero. Logo Hom 4 (M, ker f) =
0 = Ext!, (M, ker f), donde ker f € M.

Pelo modo como f foi construida, temos um epimorfismo ¢g: Homu (E, E") — Homyu (E, X).
Logo aplicando Hom 4 (E, ) & sequéncia (s%), temos que Ext!y (E, ker f) = 0. Aplicando Hom4(__, F)
A sequéncia () vé-se que Extli(ker f, E) = 0. Logo ker f € addE, e assim a sequéncia exata 0 —»
ker f — E” Jy X —4 06 da forma desejada. Portanto, todo H-médulo tem dimensao projetiva

menor ou igual a um, donde H é uma algebra hereditaria.
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— —
Lema 5.1.14. Sejam A um quiver finito e aciclico com n vértices e X um KA-mddulo. FEscreva
t
X = @X]" com cada X; indecomponivel, r; > 1 e X; 2 X; sei # j. Se Ext! (X;, X;) = 0 para
i=0
1<i<telX; € Xj- para i < j, entio X+ = modH para alguma K-dlgebra H hereditdria e de

dimensao finita. Além disso, temos que (a menos de isomorfismo) hd n — t H-mddulos simples.

Demonstracao. Este resultado segue por inducao da proposicao 5.1.13.

O

Lema 5.1.15. Sejam A uma K-dlgebra hereditdria e B uma K-dlgebra. Se existe F': D*(B) —s D'(A)

uma equivaléncia triangulada tal que F(Bg) = @TJXJ, para certos A-mddulos {X;}o<;<r, entao:
=0

(a) Homa(X;,X,) =0, para i # j;
(b) Exty(X;, X;) =0, parai+1# j;
(¢) Ser =0, entdo Xy € um A-mddulo inclinante.

Demonstracao. Como F é uma equivaléncia triangulada, entao admite uma quase inversa G. Vale
lembrar, ainda, que %; é a subcategoria plena de modB que tem como objetos os B-moédulos indecom-
poniveis X tais que F(X) € modA[i]. Vé-se que para todo X; em modA tem-se que G(T7X;) € %;
e é B-mddulo projetivo. De fato, FG(T7X;) = Id(T7X;) = TV X, logo G(T7X;) € %;. Além disso,
B = GF(B) = éG(Tij), entdo G(T7X;) é somando direto do B-médulo projetivo B, portanto é

§=0
projetivo.

(a) Como a categoria derivada mantém os morfismos da categoria original, temos:

Homa (X;, X;) = Homps(a)(Xs, Xj)
o Home(A)(T Xl,TX )
= Hompua)(T"X;, T (17 X;))
=~ Homps(p) (G(T'X,), T (G(TIX,)))

1

Ext’; 7 (G(T'X;), G(T? X;)).

Mas temos que Extgj (G(T"X;),G(T? X;)) = 0 para quaisquer i e j, com i # j. De fato, no caso
em que i < j temos, pelo teorema 5 da p.167 de [11], que a afirmacao vale. Quando i > j temos que
G(T'X;) e G(TVX;) sao projetivos, assim a afirmagcao segue. Logo, pelas igualdades e isomorfismos

acima, se ¢ # j obtemos Hom 4 (X;, X;) = 0.
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(b) Temos que:

EXth(Xi,Xj) = Home(A)(Xi7T1Xj>

Hompo(4)(T"X;, T 1TV X))

1

Exts /T G(TX;), G(T? X;)).
Logo as igualdades e isomorfismos acima implicam que se i + 1 # j, entao Extk (X, X;)=0.

(c) Agora temos todas as ferramentas para mostrar que no caso r = 0 o A-médulo X é inclinante.
Observe que se r = 0, temos F(Bp) = éTij = X, que tem dimensao projetiva menor ou igual

i=0
a 1, j& que A é hereditéria. Além dissoJ, mostramos no item (b) que Ext}(Xo, Xo) = 0. A terceira
condigao para que o mddulo seja inclinante decorre da igualdade F(B) = X e do fato de que F é
uma equivaléncia de categorias, pois deste modo o nimero de somandos indecomponiveis de X e

de classes de isomorfismo de B-mddulos simples é o mesmo, o que finaliza a demonstragao.

O

Lema 5.1.16. Sejam A = KZ) uma K-dlgebra, B uma K-dlgebra e F: D*(B) — DY(A) uma equi-
valéncia triangulada. Se {X;}o<i<, € um conjunto de A-mddulos tal que F(Bp) = @T"X;, entdo existe
i=0

uma K-dlgebra hereditdria H tal que (X1 ® Xo @ -+ ® X,_1 ® X,)* =2 modH.

Demonstracao. Para demonstrar este resultado faremos uma reordenagao dos moédulos X7, Xo, ..., X,
de forma que seja possivel usar o lema 5.1.14. Pode-se escrever cada X; como soma direta de A-mddulos

indecomponiveis da forma:

X1 = YVeYe --eY,
X, = Yoo eV,
X, = er@}q@'”@y;mr'

~

Caso existam Y;* = Y7 podemos excluir um dos médulos sem alterar a categoria perpendi-
cular. Desta forma, temos um numero finito de médulos indecomponiveis dois-a-dois nao isomorfos
em uma categoria triangulada. Em cada conjunto {in}lﬁjﬁm podemos dar uma ordenagao adequada,
de forma que nao existam morfismos nao nulos de cada in para seus predecessores. Ou seja, com 0s
indices j4 alterados para esta nova ordem, temos conjuntos {Y{', Y5, ..., Y}, {Y2 Y2 ... )Y2} ...,
{Y7,Yy,..., Y } tais que para todo 1 < i < r vale HomA(Y,jJ’f) =0, se k > j. Como, pelo lema
5.1.14, Hom 4 (X;, X;) = 0 se i # j, temos que nao hd morfismos nao nulos entre médulos de conjuntos

distintos. Logo, é possivel ordenar os médulos da seguinte forma Y; = Y}, Yo = Yo, ..., Y, = Ynll,
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Y41 =Y2 Yoo =Y3, ..., Yo 4ngtoqm, = Y, . Denotando ny 4+ ng + -+ + n, = n, obtemos um

conjunto ordenado de médulos indecomponiveis, dois-a-dois nao isomorfos, {Y7,Ys,...,Y,} tal que
e Homy(Y;,Y;) =0,se i< j.
o Exth(Y;,Y;) =0,sei<j.
e (X1 X))t Me -aY,)?t

Assim, Y; € YjL se i < j, logo pode-se usar o lema 5.1.14. Dessa forma, existe uma K-algebra hereditéria

Htal que (Y1 @Yo @ --- @ Y,)" 2 modH. Pela forma como {Y7,Ya,...,Y,} foi construido temos:

XieXoe X, 1 0X) 2V eYe® - 6Y,)" ¥ modH.

O

A partir do lema a seguir, voltaremos a utilizar a notacao adotada em 5.1.8. Ou seja, Ji]
denotard a subcategoria plena de DY(A) formada pelos complexos X*® que sdo isomorfos a T°X para

algum X € modA.

Lema 5.1.17. Sejam A = KX uma K-dlgebra hereditaria, H uma K-dlgebra hereditdiria tal que mod H
¢ uma subcategoria plena de modA, B uma K-dlgebra e F: DY(B) — DY(A) uma equivaléncia tri-
angulada com quase inversa G: D*(A) — D®(B). Denotando por Q o cogerador injetivo de modH
formado pela soma direta dos H-mddulos injetivos indecomponiveis, vale:

r

(a) Se F(Bp) = @T?X;, para certo conjunto de A-mddulos {X;}o<j<r, € Xo € um H-mddulo incli-
3=0

nante, entdo Hom po(p) (T°B,G(Q)) =0, para todo i # 0.

(b) Se S é um B-mddulo simples, projetivo e nao injetivo tal que F(S) é um somando direto de @,

entdo F(771S) ndio é um A-mddulo, ou seja, F(7=1S) & 50].

Demonstragdo. (a) Como @ é injetivo, temos que E){‘L}LI(XO7 Q) = 0. Logo

Q € 7(Xo) = {M € modH|Ext}; (X, M) = 0}.

Pelo lema 2.7.15, existe uma sequéncia exata curta da forma 0 — X — X — Q — 0, com X},
e X!/ em addX,. Tal sequéncia exata induz um tridngulo X}/ — X} — @ — T X na categoria
derivada D’(A). Aplicando o funtor Hom pe 4y (T°F(B), __ ), com i # 0, a este tridngulo obtemos

a sequéncia exata:
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Hom po(4)(T"F(B), X() — Hompu4)(T'F(B),X;) — Hompsa)(T'F(B),Q)

—  Hompu(a)(T"F(B), TX{).

Mas pelo lema 5.1.15, o segundo e tltimo termos da sequéncia séo nulos, logo Hom p(4)(T"F(B), Q) =

0 para todo i # 0. Portanto, temos:

Homps () (T"B,G(Q)) = Hompp) (T"GF(B),G(Q))
=~ Hompsa)(T"F(B), Q)

= 0.

(b) Considere a sequéncia de Auslander-Reiten da forma
0—S-LpP—rls—o.

Seja S Jop 7718 — TS o tridngulo induzido por esta sequéncia em DY(B), aplicando
F temos o triangulo F(S) — F(P) — F(r7'S) — TF(S) em D”(A). Aplicando o funtor

cohomoldgico Hompr(4)(A, __ ) a este triangulo obtemos a sequéncia exata longa

Homps(4) (A, T7'F(r71S)) = Hompe(4)(A4, F(S5)) N Homps 4y (A, F(P)).

Suponha, por absurdo, que Hompy(4)(A, T~ F(7715)) = 0. Logo 8 ¢ uma aplicagao injetiva. Nao
se pode dizer, diretamente, que isso induz uma injegao de F(S) em F(P), pois este segundo objeto
pode nao ser um A-médulo (neste contexto, quando nos referimos a um A-mdédulo queremos dizer
um complexo stalk em [0]). Seja P’ o maior somando de P tal que F(P’) é um A-mddulo,
ou seja, tal que F(P’) é somando direto de (). Assim, a aplicacdo injetiva § induz uma injegao
w: F(S) — F(P'). Como p é um monomorfismo comecando em um médulo injetivo, 4 cinde, logo
é uma segao. Denote por 7 a projegao de P em P’, logo F(w) é uma aplicagao sobrejetora. Assim,

o seguinte diagrama comuta.

Idp(s) Idp(s) F(Tr)




Algebras Inclinadas e Inclinadas Iteradas 70

Denotamos por p' a aplicagdo inversa pela esquerda de pu, que existe pois p é uma segao. Pelo

diagrama, F'(m)u'Idp sy é uma inversa & esquerda de F'(f), logo F'(f) é uma secdo.

Uma equivaléncia triangulada como F (ou sua quase inversa) leva secao em secgdo, logo f é uma

secao e, consequentemente, a sequéncia exata
0—S-L P15 0

cinde. Como esta é uma sequéncia de Auslander-Reiten (quase cindida), isso é uma contradicao.
Assim, Hompu(a)(A, T F(7715)) # 0. A existéncia de morfismos néo nulos entre A e T-'F(7715)
garante que T~ F(171S) & #[—1], logo F(r718S) ¢ 70].

O

Enunciados os lemas acima, podemos finalmente demonstrar o resultado principal desta secao.

N
Teorema 5.1.18. Se B ¢ uma dlgebra hereditaria por partes do tipo A, entao B € uma dlgebra inclinada

—
iterada do tipo A.

Demonstra¢ao. Sejam a algebra A = Kz e F': DY(B) — D’(A) uma equivaléncia triangulada normali-
zada com quase inversa GG, como no lema 5.1.15. Sendo X*® = F(Bpg), temos que X°® = éTij, em que
cada X; é um A-médulo e Xy # 0 # X, (estes médulos X; ndo sdo necessariamente inagcomponiveis).
Procederemos por indugao em r. Pelo lema 5.1.15, quando r = 0 temos que Xy é um A-médulo
inclinante, logo B ¢ inclinada. Como toda &dlgebra inclinada ¢ inclinada iterada, o resultado segue.
Assuma que o teorema vale para os casos em que o numero de shifts que aparecem na soma

T
direta F(Bp) = @77 X; é menor que o niimero r, ou em que o nimero de shifts é igual a r mas Xo

Jj=0
possui menos somandos indecomponiveis. Note que o passo inicial da inducao neste segundo caso recai

no primeiro caso, pois se X tem zero somandos ha um shift a menos na soma direta.
Vejamos que X estd na categoria perpendicular (X; @ --- @ X,.)*. De fato, pelas férmulas

do lema 5.1.15, valem as igualdades

Homa (X @ - @ X, Xo) = @HomA(Xj,XO) =0
j=1

Exty (X1 @ -+ @ X, Xo) = @Ext} (X;, Xo) = 0.

Desta forma Xg é um médulo em (X; @ --- @ X,.)*.

Pelo lema 5.1.16, sabemos que existe uma K-algebra hereditaria H tal que (X; ®--- @ X,)*+ =
modH. A categoria modH é uma subcategoria plena de modA; por este motivo objetos e morfis-
mos de modH estdo em modA. Mostraremos, agora, que Xg é um mdédulo inclinante em modH. A

primeira propriedade dos médulos inclinantes é satisfeita, pois H é hereditaria. Temos também que
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Ext} (X0, Xo) = 0, portanto Ext}; (X0, Xo) = 0, satisfazendo a segunda propriedade. Pelo lema 5.1.14
sabemos que o nimero de médulos simples (néo isomorfos) em modH é o nimero de simples (nao iso-
morfos) em modA menos o nimero de somandos indecomponiveis nao isomorfos de (X; @ -+ @ X,.)*.
Como D°(B) = DY(A) temos, pela proposicao 2.8.5, que 7k(Ky(B)) = rk(Ko(A)). Logo o ntimero de
somandos indecomponiveis nao isomorfos de X, ¢é igual ao nimero de médulos simples (nao isomorfos)
em modH, assim Xy é um H-mddulo inclinante.

Sabe-se que o H-mdédulo Qy dado pela soma direta de todos os H-moédulos injetivos inde-
componiveis (sem repeticao) é um cogerador injetivo minimal de modH. Além disso, pelo item (a) do
lema 5.1.17, temos que Home(B)(TiB, G(Q)) = 0 para todo ¢ # 0. Logo, pelo lema 5.1.11, G(Q) estd
na imagem da inclusdo de modB em D?(B). Com certo abuso de notacio, diremos que G(Q) € modB.

Sendo .
F(Bg) = PT1'X;,
=0

existem B-mdédulos projetivos P e P’ tais que F(P) = Xy e B = P ¢ P’. Vale notar que a maneira

como este médulo P foi escolhido implica em

P=G(X,) e P=G | EP1X;
j=1

Para simplificar a notagao, denotemos Y = G(Q). Tome o B-médulo M =Y @ P’. Mos-
traremos que M é um mddulo inclinante e que o par de torcao (7 (M), .#(M)) cinde em modB. Pela
forma como foi definido Y, temos que F(Y) = F(G(Q)) =2 Q. Logo Y € % e, pelo lema 5.1.10, vé-se
que pdgY < 1. Sendo P’ um B-mddulo projetivo, tem-se que pdgM < 1, satisfazendo a primeira

propriedade dos mdédulos inclinantes. Além disso,

Exth(M,M) = Exth(Y@P,Y®P)
Extp(Y,Y ® P') @ Extp(P,Y @ P')
= Extp(Y,Y @ P)
Extp(Y,Y) @ Extp(Y, P)
(

= Extp(Y,P'),

ou seja, temos que Ext (M, M) = Exth (Y, P’). Denotando por {Py}xea o conjunto de somandos inde-
componiveis dois-a-dois nao isomorfos de P’, para cada \ fixado vale Ext}g (Y, P\) =2 Hom Db (B) (Y, TPy =
Hom po(ay(Q, TFPy). Como Py é indecomponivel, F'(Py) € [j] para algum j > 1. Logo F(Py) =
T7 X, para certo objeto X em modA, assim, Exty (Y, Py) = Hompe(p) (Y, TPy) = Extﬁ“(@, X,). Este
tiltimo termo é nulo, pois j > 1 e A é uma dlgebra hereditaria, logo Ext (M, M) = 0 e M é um médulo

inclinante parcial.
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Para provar que M é um B-médulo inclinante resta mostrar que o numero de somandos
indecomponiveis nao-isomorfos de Y é o mesmo de Xj. Sendo G uma equivaléncia triangulada, temos
que o numero de somandos indecomponiveis nao-isomorfos de Y é o mesmo de @), mas este cogerador
injetivo é a soma de todos os injetivos indecomponiveis de modH e Xy é um H-mdédulo inclinante, logo
os numeros coincidem e, assim, M ¢ inclinante em modB.

Agora mostremos que o par de torgao induzido por M é cindido (M é separante). Tome Z um
B-médulo indecomponivel tal que Z ¢ .7 (M), ou seja, Extp(M, Z) # 0. Sabe-se que F(Z) pertence a
A[i] para algum i € Z. Além disso, como P’ é projetivo, temos Ext (Y, Z) # 0. Como Y € %, usando
o mesmo argumento da demonstracio do lema 5.1.10, Exth (Y, Z) = Exti;ri(FY, T~iFZ) # 0 implica
em 0 <14 ¢ <1, portanto ¢ = 0 e, consequentemente, F(Z) € J[0]. Provemos agora que F(Z) é um

objeto na categoria (X; @ --- @ X,.)* =2 modH. Para cada i, com 1 <i <7, e r vale:

HOIDA(XZ‘, F(Z)) = HOHlDb(A) (Xi, F(Z)) = HOHlDb(B)(G(Xi), Z)

Como T'G(X;) estd na imagem da inclusdo de mod B em D(B), podemos dizer que G(X;) estd no shift
—i. Logo Hom pu(5)(G(X;), Z) é isomorfo a um somando de Hom peg)(T'B, Z) = Ext% (B, Z). Como
1 <i<re B é projetivo, temos Ext’y(B, Z) = 0, assim, Hom4 (X, F(Z)) = 0. Pelo mesmo argumento

usado acima temos:

1%

Exth (X, F(Z)) Hompu(4) (T~ ' X;, F(Z))

1

Hompu(p) (T~ G(X;), Z)

1

Hompo () (T~ ' T'G(X;), Z)

12

ExtL ™ (T'G(X,), Z)

= 0.

Logo F(Z) é um objeto na categoria (X; @ --- @ X,)* = modH. Como Exty(Y,Z) # 0, temos que
Exty(Q, F(Z)) # 0, logo F(Z) nao é injetivo em modH.

Vamos mostrar que Hompy (Q, F(Z)) = 0. Seja g: Q@ — F(Z) um morfismo, logo pode-
se construir a sequéncia exata 0 — Ker(g) — @ — Im(g) — 0 e a sequéncia exata longa de

cohomologia:

Exty (X, Q) — Exty (X, Im(g)) — Ext3; (X, Ker(g)),

para cada H-médulo X. Além disso, Extl (X, Q) = 0, pois Q é injetivo e Ext?; (X, Ker(g)) = 0, pois H
é hereditaria. Logo Ext}, (X, Im(g)) = 0 para todo X € modH. Assim, I'm(g) é um H-médulo injetivo.
Sejam ¢': Q@ — Im(g) o morfismo induzido por ¢ na sua imagem e u: Im(g) — F(Z) a

inclusao, assim o diagrama abaixo comuta:
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Im(g)
Sendo p um monomorfismo, p é uma segao. Assim, Im(g) é isomorfo a um somando de F(Z), um inde-
componivel. Desta forma temos duas possibilidades; Im(g) = 0 ou Im(g) = F(Z). Neste segundo caso
terfamos F'(Z) (que j& provamos ser nao injetivo) isomorfo a um mdédulo injetivo e isso nao pode ocorrer.
Logo temos I'm(g) = 0 e assim nao ha morfismo néo-nulo de @ para F\(Z), ou seja, Hompy (Q, F(Z)) = 0.
Os morfismos em modH podem ser vistos como morfismos em DP(A), assim, aplicando G,

temos que Hompy (Y, Z) = 0 e, portanto, Homp(Y, Z) = 0. Desta forma

Homp(M,Z) = Homp(Y & P',Z)

Hompg(Y, Z) & Homp(P', Z)

Il

2

Homp (Y, Z)

= 0.

Note que o termo Homp(P’, Z) se anula na expressao acima, pois Homp(P’, Z) = Homps () (P, Z) =
Home(A)(éTij,F(Z)) = éEthj(Xj,F(Z)) = 0. Logo Z € .F(M) e, assim, o par de torgao
(7(M), F (M) cinde. !

Seja C = EndM. O funtor derivado RHomp(M, __ ): D*(B) — D%(C) é uma equi-
valéncia triangulada tal que RHomp(M, M) = Hompg(M, M) = C. Utilizando o funtor quase-inverso
de RHomp (M, __) e o funtor F, pode-se construir uma equivaléncia F': D*(C) — DP(A) tal que

F(C)2FM)=FUaP)=2FY)aFP)=Qa éTﬂ’Xj
j=1

Seja S um C-médulo simples projetivo e nao injetivo. Tal mddulo existe pois sabemos que
C' é uma &lgebra conexa e podemos excluir o caso trivial em que C' = K. Além disso, podemos tomar
este S de forma que F'(S) seja um somando direto de Q. De fato, se nao existir um médulo simples
projetivo desta forma, entao nao hd mdédulos indecomponiveis que sejam somandos de ), pois nao ha

morfismo irredutivel chegando em um maédulo simples projetivo. Desta forma, temos

F(C)= | P17X;
j=1

Note que a soma comeca em j = 1, ou seja, hd objetos em menos shifts do que em X°, assim, pela

hipétese de indugao, temos que C' é inclinada iterada, o que conclui a prova para este caso.
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Voltemos ao caso em que existe um C-médulo S simples projetivo e nao injetivo tal que
F'(S) seja um somando direto de ). Com este médulo S pode-se construir um médulo APR-inclinante
M(S)=71"1S® @ P;, em que cada P; é um médulo projetivo indecomponivel nio isomorfo a S. Deste
modo, segue do gfrsema 4.2.3 que o par de torgao (F(M(S)), F(M(S))) cinde em modC'. Além disso,
pelo item (b) do lema 5.1.17, temos que F’(7715) nao é um A-médulo.

Como F'(7718) & [0] e denotando por D = End(M (S5)), existe uma equivaléncia triangu-
lada RHom¢ (M (S),_): D*(C) — D?(D) com RHome(M(S), M(S)) = D. Usando a quase inversa,

temos uma equivaléncia triangulada F”: D°(D) — DY(A) tal que:

F'(D)y=F' (M) =F |[r'So PPr|=Fir"'Se | PF P
P;S P;S

Note que F’(S) € #0], pois tomamos S tal que F'(S) é somando de Q. Mas F'(771S) néo
pertence a #[0], assim F" (D) possui menos somandos indecomponiveis em J2[0] que F'(C'), entrando
na hipétese de indugao. Logo D é inclinada iterada e como os passos de B para D foram cindidos, temos

N
que B é uma algebra inclinada iterada do tipo A.

Como consequéncia imediata do teorema acima temos o seguinte importante resultado.
. . . ~ , , L L ,
Corolario 5.1.19. Sejam A uma K-dlgebra e A um quiver finito e aciclico. Entao sao equivalentes:
(i) A é uma K-dlgebra hereditdria por partes do tipo A.
(ii) A é uma K-dlgebra inclinada iterada do tipo A.

(iti) A é uma K-dlgebra inclindvel a KA.

5.2 O Caso Dynkin

Nesta secao trataremos de um caso particular de algebras hereditarias por partes, aquelas de
tipo Dynkin. Para tais algebras é possivel melhorar os resultados da secao anterior. Para delimitar o
tipo de algebras estudadas aqui precisamos do resultado a seguir, que é um corolario direto do teorema

5.1.18.

Proposigao 5.2.1. Seja B uma dlgebra hereditdria por partes de tipo Dynkin, entdo B € de tipo de

representacao finito.

Demonstracdo. Se B é uma édlgebra hereditaria por partes de tipo Dynkin, a categoria derivada D®(B)

— —
é triangulo-equivalente a categoria derivada D?(KA), para certo quiver Dynkin A. Sabemos, pelo
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%
teorema 5.1.18, que B ¢ inclinada iterada de tipo A e que toda &dlgebra hereditaria de tipo Dynkin é de
tipo derepresentacdo finito. Assim, existe uma sequéncia finita de triplas (A;, M;, Ait1 = EndM;)o<i<k,
_>
em que Ay = B, Ay = KA e cada M; é um modulo inclinante separante. Como os médulos M; sao

separantes, pela proposicao 2.8.3, temos que

n(B) =n(Ag) < n(A1) <n(Ay) <--- <n(A) = n(KX)

- -
Como A é Dynkin, n(KA) é finito, logo B deve ser de tipo de representagao finito. O

Vale notar que a reciproca do resultado acima nao é verdadeira, ou seja, existem &lgebras
hereditdrias por partes de tipo K que sao de tipo de representagao finito, mesmo com K nao sendo
Dynkin. E possivel, por exemplo, a partir da dlgebra de caminhos (de tipo de representacao infinito)
de um quiver Euclidiano X obter um modulo inclinante 7' cuja algebra de endomorfismos é de tipo
de representagao finito. Desta forma, End7T serd uma &lgebra de tipo de representacao finito que é
hereditaria por partes de tipo X sendo X um quiver nao Dynkin. Para mais detalhes sobre a construgao
de tal médulo de representagao inclinante ver proposigao 4.4, p.328 de [4].

Com o resultado acima, sabe-se que estudaremos nesta secao apenas algebras de tipo de

representagao finito. Para este estudo precisaremos, ainda, da definicao a seguir.

%
Definigao 5.2.2. Sejam A um quiver finito e aciclico e A uma K-dlgebra hereditdria por partes do tipo

X, Entao define-se TK(A) ={xeZ"/xa(x)=1}.

~ ~ . . . L .
Proposigao 5.2.3. Dado A um quiver e A uma K-dlgebra, se existe uma equivaléncia triangulada

F: DYA) — Db(Kz) entao rx(A) =1y (Kz), ou seja, o valor de rx(A) independe de A.

Demonstracao. Sejam K um quiver e A uma K-algebra. Se existe uma equivaléncia triangulada
- —

F: D°(A) — D"(KA) entdo, pela proposicao 2.8.5, existe uma isometria f: Ko(A) — Ko(KA)

tal que dim F(X*®) = f(dim X*), para todo X* € D(A). Assim, para cada X*® € D’(A) temos que:

XA(dim X®) = (dim X°®, dim X®) 4
= (f(dim X*), f(dim X*)), =

= (dim F(X*),dim F(X*)), 3

X & (dim F/(X*®)).

Logo x4(dim X*) = 1 se, e somente se, X, x (dim F(X*)) = 1. Isso mostra que os valores

%
r3(A4) e 73 (KA) sao iguais, provando o resultado. O

Pela proposicao acima sabemos que o valor de TZ)(A) independe da algebra A escolhida,

variando de acordo com o quiver A tomado. Por este motivo, podemos denotar apenas por rz (A4) = TR
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Além disso, no caso dos quivers do tipo Dynkin, pelo teorema 5.10 da pégina 291 de [4], o conjunto
_>
{z € Z"|xa(z) = 1} ¢é sempre finito e os valores de 7z sao conhecidos. Seguem os valores para A

Dynkin
ra, =n(n+1)/2 | rp, =n?>—-n |, rg, =36 , rg, =63 , 1rg, =120.

%
Teorema 5.2.4. Sejam A wum quiver do tipo Dynkin e A uma dlgebra hereditaria por partes de tipo

X, ou seja, DP(A) = Db(KZ)). Entao A é APR-inclinada iterada de tipo X.

Demonstracao. Pela proposigao 4.2.2, hia em modA um médulo simples projetivo e nao injetivo S, e
portanto, um médulo APR-inclinante M (S). Desta forma pode-se obter a dlgebra B = EndM (S) que,
pelo coroléario 5.1.19, também ¢é hereditaria por partes de tipo X

Sendo M (S) um médulo APR-inclinante, pelo teorema 4.2.3, o par de torcao (.7 (M (S)), F (M(S)))
é cindido. Logo, usando as proposigoes 2.8.3 e 4.1.13, temos que:

rz > n(B) > n(A).

Sabemos que B é de tipo de representacao finito, logo, pelo corolario 4.2.4, temos a desigual-
dade estrita n(B) > n(A) se, e somente se, idaS > 1.

Se A é uma algebra hereditdria, ndo hd o que provar; caso contréario, a dimensao global de
A é maior que 1, ou seja, existe algum A-mddulo simples com dimensao injetiva maior que 1. Porém
nao ha garantias de que este médulo seja o médulo projetivo S a partir do qual é obtido o médulo
APR-inclinante M (.S). Neste caso existe uma sequéncia finita de triplas (A;, M;, Air1 = EndM;)o<i<k,
em que Ag = A, A; e A;41 sao algebras hereditarias por partes de tipo X para cada i e cada M; é um
médulo APR-inclinante, além disso, n(Ag) > n(Ax_1), ou seja, com finitos processos APR-inclinante
obtemos uma dlgebra cujo nimero de classes de isomorfismos de médulos indecomponiveis é estritamente
maior que o de A (ver prova do Teorema 4.15, p.126 de [14]).

Repetindo este processo, se necessario, pode-se obter uma algebra C' com categoria de modulos
derivadamente equivalente a de A tal que rz = n(c) > n(A). Como 7% ¢ um limitante superior para
o numero de classes de isomorfismos de mdédulos indecomponiveis sobre as dlgebras em questao, nao
é possivel, a partir da algebra C, continuar este processo. Logo todo médulo simples sobre C' possui
dimensao injetiva menor ou igual a 1, donde gl.dimC < 1 e portanto C é hereditaria. Isso conclui a

_>
prova de que A, nas condic¢oes acima, ¢ APR-inclinada iterada de tipo A. O

Para ilustrar esta propriedade das dlgebras hereditarias por partes do tipo Dynkin, retomamos
a algebra do exemplo 5.1.4. Ja sabemos que esta algebra é inclinada iterada do tipo As, e por ser Dynkin,
o teorema 5.2.4 garante que também serda APR-inclinada iterada do tipo Ajs. Apresentamos abaixo a

construgao das algebras e modulos APR-inclinantes que provam tal propriedade.
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Exemplo 5.2.5. Dado o quiver (com relagoes)

1 / 2 > 3 % 4 > 5,

seja B a K-dlgebra de caminhos associada. Entdo o quiver de Auslander-Reiten da dlgebra B € da

forma:

. . . . . 4 .
Podemos ver que o tunico B-mdédulo APR-inclinante é Ty = 2 & 2 @ 3 @ 3@ 5. Assim, obtemos a

dlgebra EndTy que € isomorfa a dlgebra de caminhos do quiver com relacoes

e, portanto, nao é uma dlgebra hereditiria. O quiver de Auslander-Reiten da dlgebra EndTy € da forma:

s

t

%
Y

SN

VIS

N
\/
/

4
Novamente temos apenas um mddulo APR-inclinante, dado por To = 2 & 3 @ % ®3d 3. A dlgebra de
1

endomorfismos EndTy € isomorfa a dlgebra de caminhos de

portanto, nao € hereditaria. O quiver de Auslander-Reiten desta dlgebra € da forma
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5
4

N

3 4 5

e

=N

S
N\

=W

SN

N
\éz/
N

Continuamos o processo tomando o mddulo APR-inclinante Ts = %3 © 2 @ 3 @ % @ 3, cuja dlgebra de

endomorfismos ainda ndao é hereditdaria, pois € isomorfa a dlgebra de caminhos de

2 1 3 z 4 = 5.

Esta dlgebra tem o quiver de Auslander-Reiten dado pelo quiver abaizo.

5
4

| N
NSNS
/NN
NN

Note que hd dois mddulos simples, projetivos e nao injetivos, ou seja, existem dois modulos APR-

5

=N O

inclinantes, que sao Ty = 2 & % ) % @il el; =30 %’ ® 3@ 3@ 5. Como nosso objetivo é mostrar
que a dlgebra B é APR-iterada incllinada, e qualquer um destes mddulos deve nos levar a uma dlgebra
hereditaria, a escolha € livre. Porém sequiremos utilizando o mddulo Ty, pois desta forma chegaremos a
dlgebra hereditdria com menos iteragoes (sabemos disso apenas apds testar ambos os caminhos possiveis).

Tomando o mddulo APR-inclinante Ty temos que a dlgebra EndTy € isomorfa a dlgebra de

caminhos de
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cujo quiver de Auslander-Reiten € da forma

NSNS
NN
/NS

Novamente temos dois modulos APR-inclinantes que podem ser escolhidos para construir a nova dlgebra.
4

Seguiremos com o médulo Ts = 1 ® 2 & 3 @ % &) %. A dlgebra EndTs € isomorfa a dlgebra de caminhos
1

=D O
w

4

=W

do quiver:

GQl—>W

e, portanto, nao € hereditdria. Prossequimos encontrando o quiver de Auslander-Reiten desta dlgebra,

que € apresentado a sequir.
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NS
SN

NN
N\,

N\

5
Eziste apenas um mddulo APR-inclinante, o mddulo Ts = 2 & 3 @& ? ® 3@ 4. Tal mddulo nos dd uma
1

=Nt

dalgebra de endomorfismos EndTy isomorfa a dlgebra de caminhos do quiver

que ainda nao € hereditdria e tem o quiver de Auslander-Reiten da forma apresentada abaizo.
5 / 5
2 /

Ha apenas uma op¢ao de modulo APR-inclinante para seguir o processo. Com o modulo Ty = 3 &2
1

N W

w
=Nt

1

N LUt

3@ 3 @ 4, obtemos a dlgebra EndTy isomorfa a dlgebra do quiver com relagoes a sequir.
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1 ' 2 4 5

Tal quiver possui relagoes, logo a dlgebra de caminhos associada nao é hereditdria. FEsta dlgebra tem

quiver de Auslander-Reiten dado por:

[\JUCIN
ot

Ju
[N

=N
[N
w

=0 Ot

%
NN
/SN
NN

Novamente temos duas opcoes para a escolha de um mddulo APR-inclinante. Escolhendo o mddulo

Ty = 4211 G455 é temos a dlgebra EndTy que é isomorfa a dlgebra de caminho do quiver seguinte.

3 2 1 4 5

Este quiver nao possui relacoes, logo a dlgebra EndTy € hereditdria, encerrando nossas iteragoes. Isso
mostra que a dlgebra inicial B, assim como todas as outras que encontramos em cada iteragdo, é APR-

inclinada iterada.

Sao pertinentes algumas observagoes sobre o exemplo 5.2.5. Pelos quivers de Auslander-
Reiten apresentados, podemos saber quantas classes de isomorfismo de médulos indecomponiveis hé na
categoria de moédulos de cada algebra construida no exemplo.

Note que a categoria de moédulos da algebra inicial B possui dez classes de isomorfismo de
modulos indecomponiveis, mas este nimero aumenta para doze na categoria de médulos sobre a algebra
EndT;. Este incremento do nimero de classes de isomorfismo de médulos indecomponiveis aparece na
demonstracao do teorema 5.2.4. Tal incremento é o que nos permite finalizar a prova, pois sabemos
que ha um limitante superior para o nimero de classes de isomorfismo de médulos indecomponiveis na

categoria de médulos de uma &algebra hereditaria por partes do tipo Dynkin.
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Outro fato interessante que pode ser observado no exemplo 5.2.5 é que em certas iteracoes o
nimero de classes de isomorfismo de médulos indecomponiveis na categoria de médulos nao é alterado.
Isso ocorre, por exemplo, com as algebras EndT;, EndT, e EndTj;, que possuem doze classes de isomor-
fismo de médulos indecomponiveis na categoria de médulos, e com as algebras EndTy, EndT5 e EndTj,

que possuem treze classes de isomorfismo de médulos indecomponiveis na categoria de médulos.
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