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RESUMO

Estados quanticos emaranhados sdo considerados muito importantes, tanto a partir
do ponto de vista fundamental quanto quando se considera suas possiveis aplicacdes
tecnoldgicas. A importancia desses estados pode ser ilustrada pelo seu papel funda-
mental na compreensao do famoso debate gerado por Einstein, Podolsky e Rosen, em
1935. Além disso, eles estao entre os protagonistas nos estudos relativos a implantagao
da computacdo quantica. Através de uma revisdo de conceitos fundamentais para o
estudo do emaranhamento, introduzimos propriedades basicas de vetores no espacgo de
Hilbert, bem como definimos o operador densidade nesse espago. Em particular, para
estados puros compostos por duas partes, ainda mostramos como obter o operador
densidade reduzido, quantidade fundamental para a quantificacdo de emaranhamento.
Em seguida, discorremos sobre o conceito de entropia, abordando-se a entropia de
Shannon e a de von Neumann, da qual obtém-se a entropia linear. Esta ultima, quando
aplicada ao operador densidade reduzido, torna-se uma expressao simples de quan-
tidade de emaranhamento. Motivado por uma bem-sucedida conexao entre o topico
de particao de inteiros e a descricao quantica de um gas de bdsons, investigamos um
sistema fisico particular para o qual € possivel estabelecer uma conexao entre fatoracao
de inteiros e propriedades da dindmica de emaranhamento. Embora ndo tenhamos
estabelecido uma ligacao clara entre os dois assuntos, neste trabalho indicamos um
caminho a seguir.

Palavras-chaves: Emaranhamento. Entropia linear. Fatoracéo de inteiros.



ABSTRACT

Entangled quantum systems are considered very important, both from the fundamental
and technological point of view. The importance of these states can be illustrated by their
crucial role in comprehension of the famous debate brought by Einstein, Podolsky and
Rosen, in 1935. Furthermore, they are among the protagonists in the study related to the
implementation of quantum computing. Throughout a revision of fundamental concepts
to study entanglement, we introduce basic properties of vectors in a Hilbert space, as
well as define density operators in this space. Particularly, for pure states composed
by two parts, we also show how to obtain the reduced density operator, a fundamental
quantity for the quantification of entanglement. Thus, the concept of Shannon and von
Neumann entropy are shown, from which we obtain the linear entropy. This last one,
when applied to the reduced density operator, becomes a simple expression to quantify
entanglement. Motivated by a successful connection between the integer partition topic
and a bose gas description, we investigate a particular physical system, for which it
is possible to establish a connection between integer factorization and properties of
entanglement dynamics. Although we did not find a clear connection between these two
subjects, in this work we indicate a route to follow.

Key-words: Entanglement. Linear entropy. Integer factorization.
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1 INTRODUGAO

Historicamente, o conceito de emaranhamento comegou a receber sua devida
importancia a partir do famoso artigo de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR), intitulado:
Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?,
publicado em 1935 [1]. Naquela época, esta propriedade de estados quanticos ainda
ndo era conhecida por esse nome. Nao havia sequer uma formalizacdo de suas carac-
teristicas, porém atualmente reconhecemos a sua importancia, por exemplo, quando
buscamos compreender os incObmodos gerados pela Mecéanica Quantica, levantados
por EPR. Um exemplo tipico deste conflito é a existéncia de estados quéanticos que
violam desigualdades de Bell, que sao construidas exclusivamente através de hipbteses
amplamente aceitas no mundo classico, conforme comentaremos logo abaixo.

EPR utilizaram-se dos conceitos de realidade e localidade para concluir que
a mecanica quantica estava incompleta. Afinal, embora seus argumentos tenham
chegado na conclusao de que, por exemplo, momento e posicdo de um sistema
possam ter valores bem definidos, outros resultados, como o Principio de Incerteza
de Heisenberg, implicavam no contrario. Os autores sugeriram que a solugéo para o
impasse seria se se tivesse o conhecimento do que foi chamado de variaveis ocultas,
as quais, se fossem conhecidas, completariam a mecéanica quantica, eliminando aquela
contradicao. Os conceitos de realidade e localidade apresentados por EPR foram
debatidos por muitos autores, sendo que é possivel encontrar uma andlise detalhada
sobre ambos na referéncia [2].

Por décadas, esse impasse gerado por EPR provocou desconfortos na comu-
nidade cientifica, até que comecgou a ser efetivamente respondido por John Stewart
Bell em 1964 [3]. No artigo, Bell baseou-se em argumentos probabilisticos de modo a
colocar um limitante superior em uma determinada funcéo de correlagdo que envolvia
medidas em um sistema de duas partes. Neste trabalho, ele levava em consideragao
as hipéteses de localidade e realismo. Bell também mostrou que estados quénticos
poderiam violar aquela desigualdade, concluindo que aquelas hipbéteses nao valeriam
para a Mecéanica Quantica [4]. Mais tarde, experimentos concordaram com o seu resul-
tado avassalador, violando desigualdades similares, que atualmente sdo chamadas de
desigualdades de Bell. Exemplos com a descricdao desses experimentos podem ser
encontrados nas referéncias [4, 5, 6], que envolvem medi¢des da polarizagédo de fotons.

A partir de entéo intensificou-se a importancia do conhecimento sobre o ema-
ranhamento, pois é possivel demonstrar [7, 8] que, ao se considerar estados puros,
0s Unicos que violam as desigualdades de Bell sdo os chamados estados emaranha-
dos. Tais estados implicam que suas partes, apds interacao, estdo correlacionadas,
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ou seja, o conhecimento de alguma quantidade fisica de uma das partes implica em
algum conhecimento sobre a outra. Para ilustrar correlagcdo em um contexto classico,
considere a seguinte situagao [9, p. 87-88]: na cidade de Curitiba, duas meias, uma
verde e outra vermelha sdo postas em duas maletas distintas. Entdo, uma das maletas
€ enviada para o Japao, enquanto que a outra permanece em Curitiba. Se alguém
abrir uma das maletas no Japao e constatar que a meia € vermelha, instantaneamente
sabera que a meia verde estd em Curitiba. Ou seja, mesmo que as duas meias estejam
arbitrariamente afastadas, o conhecimento da cor de uma implica no conhecimento
de outra, exemplificando a ideia de variaveis correlacionadas. Neste exemplo, a cor-
relacéo foi atribuida as meias localmente, quando ambas ainda estavam em Curitiba.
Além disso, montada uma mala, sabemos que a sua meia esta definida, de modo
que observar a sua cor significa apenas revelar aquela propriedade. Esta maneira
de entender as propriedades dos sistemas, grosso modo, é sinbnimo do conceito de
realismo. Ja no contexto da Mecanica Quéantica, dizemos que estados emaranhados
violam a desigualdade de Bell pois ndo sao regidos por tais principios, 0os quais muitas
vezes sdo chamados de realismo local. As correlagdes quanticas, portanto, podem ir
além das correlacdes classicas, uma vez que incluem aspectos relacionados a nao
localidade e irrealismo.

O conceito de emaranhamento, além do que foi mencionado nos paragrafos
anteriores, € fundamental no estudo da computag¢ao quéntica. Por exemplo, propicia o
estudo de teletransporte quantico, algoritmos quéanticos rapidos e correcao de erros
quéanticos. De acordo com a referéncia [10] essa é uma area que ainda requer muita
exploracgao.

Neste trabalho, veremos como quantificar emaranhamento em alguns estados
quanticos especificos, os chamados estados puros e bipartidos. Estados puros sao
estados completamente descritos por um vetor que o representa em seu espago de
Hilbert; enquanto que estados bipartidos sdo aqueles em que ha interesse em apenas
duas partes distintas do sistema. Apesar da maneira simplificada abordada aqui, os
conceitos apresentados podem ser estendidos a sistemas quanticos mais complexos.

Para descrever emaranhamento, utilizamos do conceito de entropia, em particu-
lar, a entropia linear Sy, obtida a partir da entropia de von Neumann. O nosso objetivo
esta focado na dindmica de emaranhamento de um sistema quantico especifico, a
qual pode ser caracterizada ao se analisar os estados reduzidos do sistema original.
Finalmente, para um hamiltoniano particular, mostraremos que os modos de Fourier
associados a Sj, estao ligados ao problema de fatoracdo de inteiros. Esta é uma
contribuicao original do trabalho.

Nossa motivacao para indicar esta conexao entre a entropia linear e a Teoria
de Numeros se origina em um outro cendrio, em que relaciona-se a densidade de
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niveis de energia a sistemas de muitos corpos. Ali, aproximag¢des semiclassicas con-
tribuem para encontrar expressdes assintoticas de interesse, inclusive para a teoria
matematica. Embora a particido de numeros inteiros pareca estar bem estruturada
no mundo matematico [11], quando comparada a fatoracao [12], esta ainda tem um
potencial para se desenvolver e este trabalho aponta uma possivel maneira disso
ocorrer. Assim como a investigacdo de assuntos especificos da Mecanica Quantica
trouxe um desenvolvimento na particdo de inteiros, espera-se que esse trabalho aponte
para uma possivel contribuicao ao estudo da fatoracao.

O trabalho inicia-se com uma revisdo sobre estado puro de tipo produto e como
descrevé-lo, no capitulo 2. Entao, apresenta-se a definicdo de estados emaranhados
e o0 operador densidade, que é apropriado no célculo da entropia de estados puros.
Mostra-se como se da a descri¢cao de estados separaveis a partir desse operador.

Em seguida, no capitulo 3, € apresentada uma revisao sobre a entropia de
Shannon e a entropia de von Neumann; enquanto a primeira é utilizada majoritariamente
para a descricao de sistemas classicos, a segunda é utilizada exclusivamente para
sistemas quanticos. Ainda assim, utilizamos uma entropia mais simples associada
a entropia de von Neumann: a entropia linear. Com ela, ja no capitulo 4, através de
um estudo de caso, vemos condicoes necessarias e suficientes para que um sistema
bipartido, com dois niveis cada um, seja emaranhado. Esse estudo de caso prossegue
pela descricdo da dindmica de emaranhamento. Consideramos que os estados sdo
regidos por um hamiltoniano que nao depende do tempo. Assim, através de um caso
particular, vé-se como o emaranhamento de determinado sistema relaciona-se com a
fatoracao de numeros inteiros.

Por fim, no capitulo 5, com a motivacao de que a mecéanica quantica promoveu
um desenvolvimento e aplicagdo da particdo de numeros inteiros, pretende-se espe-
cular como o problema apresentado nesse trabalho pode contribuir para o estudo da
fatoracao de inteiros.



13

2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Para que seja possivel estudar a entropia e 0 emaranhamento, se faz necessa-
ria a utilizagao de conceitos matematicos. Estados quanticos sao descritos utilizando-se
um espaco vetorial especifico sobre C, o chamado espaco de Hilbert. No caso geral,
estados quanticos sdo descritos através de operadores, 0s quais podem ser represen-
tados por matrizes. No caso particular de estados puros, além da utilizacdo de matrizes,
pode-se associa-los a um vetor. Nesse trabalho, utilizaremos a notacao de Bra-ket, de
modo que o vetor sera denotado por ).

2.1 ESTADO PRODUTO

Para iniciar nossa discussao sobre estados produto, consideramos um espago
de estados de um sistema de dois objetos quéanticos, como dois fétons. Trabalhamos
com as definicbes de espaco de Hilbert, que sera denotado pela letra 7. Neste caso
bipartido, o espago de Hilbert associado a cada parte € expresso por .77, com j = 1
ou 2. Considerando dois vetores, |¢) € J4 e |¢) € %, sendo que 0s espagos tem
dimensdes N e M, respectivamente, consideramos o conjunto {|¢), |¢)} como um
vetor produto de um espaco vetorial de dimensao N - M, denotado por 4 ® 7. Para

melhor exemplificar, considere {|n)}, comn =1,--- , N, uma base para o espago ./,
e {|m)},comm =1,--- M, uma base para o espacgo .7%. Podemos entao escrever:
N M
[6) =D culn) € ) =D dm|m), (2.1
n=1 m=1

de forma que o par {|¢), |¢)} seja definido como:

[6) @ [9) =D cadm In) © |m) . (2.2)
Utilizaremos simplesmente a notacao |¢) para se referir a |¢) ® |¢) e, assim, para o
par de vetores que define o estado produto.

2.2 ESTADOS EMARANHADOS

Assim como na secao anterior, aqui trabalhamos com um sistema quantico
bipartido, porém nos restringiremos a N = M = 2. Conforme tratado em [9], podemos
considerar que esses objetos quéanticos sao dois fétons, com dois possiveis estados
individuais de polarizagéo linear, a saber, |h) (horizontal) e |v) (vertical). A base de
vetores para o espaco produto quadridimensional é dada por {|hh) ,|hv),|vh), |vv)}.
Nesse espaco vetorial, um estado puro geral pode ser definido pelo vetor:

(W) = ans [1B) + ap [10) + agp [0h) + ag, |o0) (2.3)
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Agora, o questionamento que surge é saber se qualquer vetor que tem a
forma (2.3) pode ser escrito como o produto de dois vetores individuais, um para cada
féton. Isto é, se, a partir desse estado geral, podemos escrever:

¢) = awn|h) +ar [v) € |¥) =amm|h) + asv), (2.4)
que nos leva a:

|pw) = aypagy |hh) + aipasg, |hv) + ayaon [vh) 4+ ajyag, [vv) , (2.5)

também chamado de estado fatoravel. Ao compara-lo com o estado geral (2.3), vemos
que, para que este seja fatoravel, seus coeficientes devem respeitar:

Aph = A1pA2h, Gy = A1pA2y,  Ayh = A19A2h, € Qyy = A1yA2y,

a partir das quais, conclui-se que a,a.,, = a1pa0,a1,02, = anya,,. Portanto, um estado
expresso por (2.3) s6 pode ser produto de estados de dois objetos quanticos individuais
se arelacao

AphQyy = QpyQyh, (2-6)

for respeitada. Caso isto ndo ocorra, o estado é dito estado emaranhado.

Um exemplo de estado emaranhado € dado por:
_ |hv) —|vh)
=%

em que a condi¢do (2.6) € claramente violada.

|U) (2.7)

2.3 OPERADOR DENSIDADE

No estudo de estados quanticos, nem sempre conseguimos descrever todas as
informacgdes relevantes se expressamos tais estados através de vetores no espago de
Hilbert [9]. Por isso precisamos de um outro objeto, obtido com a utilizagdo do operador
densidade (também chamado matriz densidade). Este objeto se faz necessario para
o estudo de estados mistos e, mesmo ndo sendo fundamental para estados puros,
continua valida sua utilizacao para estes. Adiante, veremos que o emaranhamento de
um estado quéntico, para estados puros e bipartidos, pode ser quantificado através
do operador densidade reduzido obtido a partir do operador densidade original. Para
prosseguir, vejamos as definicdes do operador e dos estados puros e mistos.

2.3.1 Operador densidade em estados puros

Definimos um estado puro como aquele que pode ser representado por um
vetor |¢) em um espago de Hilbert 7. Esse estado também pode ser representado
por:

p=1v) (Yl (2.8)
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que recebe 0 nome de operador densidade.

A primeira observacao a ser feita é que, quando utilizamos o operador densi-
dade, a fase de um vetor mostra-se claramente irrelevante. Considere, por exemplo,
um vetor |¢)) no espago de Hilbert .77. Ao adicionarmos uma fase alfa, ele passa a ser
representado por:

e ). (2.9)
Para o operador densidade /’, levando em conta a fase, obtemos:
pr=e ) (ple™ = p. (2.10)

Outro ponto importante a ser ressaltado é que, considerando o estado |¢)) normalizado,
o operador densidade é uma projecdo (somente para estados puros), pois:

P2 =0) (i) (W] = ) (W] = ps o' = . (2.11)

Podemos agora verificar que quantidades mensuraveis, como o valor esperado,
por exemplo, podem ser obtidas em termos do operador p. Para isso é importante
relembrar o conceito de traco de um operador A, denotado por tr(A). Considerando
uma base {|n)} para o espago de Hilbert, obtemos:

tr(A) = " (n| An). (2.12)

n

Com essa observagdo, podemos escrever o valor médio de um operador A para o
estado |/) como (consideramos I como um operador identidade):

(A) = (Y| A ) = (| TAI |[¢) . (2.13)

E lembramos que, como {|n)} € uma base para o espago, a seguinte igualdade é valida:

=Y "|n)(n|. (2.14)

Como (|, [¢)) e A sdo independentes dos indices dos somatérios, podemos escrever
o valor médio de A como:
(A) = (@l Alm) (mlv) = (mlv) (W] Alm) = (m| pA|m). (2.15)

E, portanto, obtemos:
(A) = " (m| pA|m) = tr(pA). (2.16)

m

Para a préxima observagao sobre o operador densidade, note que, uma vez
definido um conjunto ortonormal para o sistema {|n)}, podemos definir:

) = (nly) n) = eqln), (2.17)

n n
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com > |c,|* = 1, porque estamos considerando (¢|¢) = 1. Desta forma, o trago de p é
igual a 1:

te(p) = Y (nlg) (Wln) =Y leaf* = 1. (2.18)
Por fim, conseguimos escrever 5 em termos de uma matriz de coeficientes.
Para isso notamos que ()| pode ser escrito como:

1
W =)' = (ch |n>> => (nlc;. (2.19)

n n

Com isso, obtemos:

p=10) (W= enc, In) (ml. (2.20)

n,m

E, entéo, os coeficientes da matriz /) sdo dados por:

* *
C1€1 (1G9

cac cacy - | (2.21)

~

Prm = CnCr, OU P

onde o simbolo (=) foi utilizado para identificar ) como uma matriz.

Ressaltamos que as entradas da diagonal principal da matriz 5 sdo chamadas
de populagdes ou numeros de ocupagdo, enquanto as outras entradas recebem o
nome de coeréncias ou termos de interferéncia.

Agora vamos ver um resultado para a matriz densidade de um estado puro,
que sera importante posteriormente, na comparacao da matriz densidade quando o
estado & misto.

Para isso, consideramos um vetor |¢) no espago de Hilbert bidimensional. O
operador p é descrito como:
o= G ) (2.22)
CoC]  CaCy

Note que, considerando |¢) # 0, a matriz p apresenta uma das entradas nao
nulas ou todas as entradas nao nulas. De fato, se ¢, c; # 0, entdo todas as entradas
sdo nao nulas. Se ¢; = 0, entdo apenas cych # 0; analogamente para ¢, = 0, nesse caso
a unica entrada ndo nula é ¢, ;.

2.3.2 Operador densidade em estados mistos

De maneira geral, ndo se sabe se determinado estado quéntico esta precisa-
mente descrito por um estado |¢), como é o caso, por exemplo, do estudo de um gés
a partir da Teoria Cinética dos Gases [9, p. 120-123]. Nesse caso, somente o estado
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macroscopico € conhecido e, normalmente, existe uma infinidade de configuracdes
microscépicas |¢,) (n = 1,...) capazes de respeitar tal vinculo. Consideramos que a
probabilidade do sistema estar no estado microscépico |¢,,) € p,, onde 0 < p, < 1.
Assim, uma completa descricdo do sistema pode ser descrita pelo seguinte operador:

ﬁstat = an ’wn> <¢n| . (223)

Por exemplo, assumindo que um estado € descrito por {|¢1), |¢9)}, onde |i;) =

1 0
[0],%):lll,plngzé,segueque:

0 1

L0
ﬁstat - 2 . (224)
2

Note que é impossivel escrever a matriz em (2.24) como uma matriz densidade obtida

a partir de um dnico |¢), devido a restrigao imposta por (2.22).

No decorrer deste trabalho, estados mistos voltarao a aparecer somente em
algumas descri¢cdes de estados reduzidos. Portanto, uma analise mais detalhada
destes estados, neste ponto, ndo é necessaria para o desenvolvimento dos objetivos
propostos.

2.4 EXEMPLO: OPERADOR DENSIDADE APLICADO A ESTADOS SEPARAVEIS

Considere o estado representado pelo vetor |I) em (2.3). Nesse caso, o vetor
representa o estado geral da polarizacao de dois fétons. O operador densidade definido
para esse vetor € dado por:

p=[¥) (¥l (2.25)
Matricialmente, p pode ser representado por:

lapn|®  annay, annal, apnal,
@l |anl®  GRo@l),  anoasl, (2.26)

* * 2 *
Aon@hy,  AuhGhy, | Gunl AyhQyy,

* * * 2
Qoo ool Qoo |o]

p=

Vejamos agora como ficam os operadores p1 = |¢1) (1] € p2 = |1h2) (12, €m
que |¢y) e |¢,) assumem a forma de |¢) e |¢), respectivamente, segundo a equa-
¢ao (2.4). Encontramos:

p1 = |1) (Y]
= (a1p |h) + a1, [v))(aiy, (R| + aj, (v])

_ [ anl* - amai, ] (2.27)

a1y, |a1v|2
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Analogamente:

P2 = [th) (1a]
= (agn |h) + az, [v))(ay, (h] + a3, (v])
_ [ |agnl?  agnas,

A2y Ay, |agy |2

(2.28)

Lembramos agora que, se |V) = |¢) ® [¢9), 0s coeficiente acima satisfazem:

App = Q1pA2h, Qhy = A1pA2y,  OQyh = A1yA2h, € Ayy = A19A2y- (229)

Podemos definir o trago parcial sobre a segunda variavel, definido segundo a
operacao: )
tr(p)a = Y _ (ily A1)y, (2.30)
i=1
onde {|i),} = {|h), |v)} diz respeito & segunda variavel dos vetores da base do espago
original, isto é, atua-se somente na segunda parte do sistema. No préximo capitulo,
sera demonstrado com mais detalhes o calculo do trago parcial de um operador p em
um estado puro e bipartido. Vemos que essa operacao, ao contrario do trago usual de
um operador, que resulta em um escalar, fornece um novo operador com dimensao
igual a da parte nao tracada. Analogamente, definimos o trago parcial sobre a primeira
variavel. Esses operadores resultantes do traco parcial sdo denominados operadores
densidade reduzidos.

Dito isso, segue que:

|ahh\2 + |ahv|2 CthCLzh + ahvafw

tr(p)z = (2.31)

a;;havh + aZva’UU |a’uh|2 + |avv|2

Ainda, € possivel reescrever tr(p), para o caso do estado produto. Para isso, note
que, como os vetores |1;) e [¢») sdo normalizados, tem-se que |ai,|> + |a,|? = 1 €
lagn|? + |asg,|* = 1. Ent&o:

* Entrada (tr([))g)ni

|ann|” + |ane|® = lainasn)® + larnaz,|* = |ain*[lagn|® + |ago|?] = Jan|*.  (2.32)

« Entrada (tr(p)z2)1o:

* * * % * % * 2 2 *
A Gyp, + Qholy, = A1RA2R01,00p + Q1702001 0o, = alhalv[|a2h| + |a21)| ] = A1h0Aqy-

(2.33)
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» Entrada (tr(ﬁ)g)zl:

* * * * * * * 2 2 *
Aol + A Gy = 505010021, + Q08 Q10020 = A5, a1,[|azn|” + |az,|] = aij,a1,-

(2.34)
* Entrada (tr(ﬁ)g)gg:
|@unl® + lav|* = |a1,a20]* + |a1oa2,[* = |ar,[*[lazn]? + a2, |*] = |aw[*.  (2.35)
Assim, escrevemos tr(p), como:
2 *
tr(p)s = "j“l' iy (2.36)
aipar  |ag|

Note que tr(p), € escrito completamente em termos dos coeficientes de |¢,),
ou seja, nao ¢é influenciado por |¢). Mais ainda, tr(p), = p;, conforme (2.27). Isso era
de se esperar, pois o estado inicial | V) é separavel e, ao tomar o trago parcial sobre a
segunda varidvel, estamos reduzindo o sistema somente a primeira parte. Veremos, no
préximo capitulo, um caso em que, assumindo um estado geral, ndo € possivel obter
essa mesma conclusao.

2.4.1 Dinamica quantica

Em determinados sistema quanticos, € relevante considerar a evolugéo tempo-
ral. Para isso, podemos utilizar a representacao de Schrddinger, onde a dependéncia
temporal de um sistema representado por um vetor |¢) é descrita através dos coeficien-
tes de sua expansao em alguma base. Por exemplo, sendo {|n)} uma base ortonormal
para o vetor |¢)), podemos escrevé-lo como:

() =D cnlt) [n). (2.37)

Consequentemente, o operador densidade p também apresenta dependéncia temporal,
pois p = |1(t)) (¥(t)|. A partir desse operador, podemos analisar como se da a dindmica
de emaranhamento de determinado sistema, conforme descrito no capitulo 4.
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3 ENTROPIA

O conceito de entropia assume diferentes significados para areas distintas
da Fisica. Por exemplo, para a Termodinamica, entropia diz respeito a desordem de
um sistema, esta relacionada ao numero de configuragbes microscépicas possiveis
para um conhecido estado macroscépico [13]. Na teoria da informacgao classica, a
entropia utilizada é a entropia de Shannon, que diz respeito a incerteza acerca de uma
variavel antes de se realizar sua medida. De maneira similar, para sistemas quanticos,
a entropia utilizada de maneira geral é a entropia de von Neumann, que € caracterizada
através do operador densidade de determinado sistema. Podemos dizer que, nesses
sistemas, a entropia também esta relacionada com o numero de microestados, porém,
neste contexto, 0 microestado é caracterizado por um vetor de estado no subespaco
de Hilbert do sistema [10].

Neste capitulo, serdo apresentados conceitos e resultados acerca da entropia
de Shannon e de von Neumann, bem como uma verséo simplificada motivada pela
ultima, chamada de entropia linear, que sera a mais conveniente para o alcance dos
objetivos propostos pelo trabalho.

3.1 ENTROPIA DE SHANNON

De acordo com a referéncia [10], entropia € a medida de quanta incerteza ha
no estado de um sistema fisico. Em particular, a entropia de Shannon é fundamental
para o entendimento da teoria da informacéo classica. De maneira geral, tomando-se
uma variavel aleatéria X, a entropia de Shannon de X indica a quantidade de incerteza
sobre X, antes de uma medicao de seu valor, ou a quantidade de informagéao ganha
apo6s a medicao da variavel. Ela é definida em termos das probabilidades (pi, - - - , p»)
da variavel assumir determinados valores (z1, - - - , x,), respectivamente. A entropia de
Shannon é definida por:

H(X)=H(pi, - .pn) = — Y _pilog, pi. (3.1)
=1
Escrita desta forma, a entropia tem unidade de "bit", enquanto que na base natural a
unidade é "nat". Note que, como a probabilidade p; de um evento ocorrer pode ser nula,
definimos:

p;log, p; = 0log, 0 =0, pois lirr(l)mlogx =0. (3.2)
z—

A definicdo de entropia é construida assim para que seja possivel quantificar os
recursos necessarios para armazenar informacoes.
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I[remos agora tratar de alguns exemplos para nos familiarizar com este conceito
de entropia. Suponha que uma variavel X seja tal que apenas um unico evento possa
acontecer. Isto é, ha 100% de chance dele ocorrer. Nesse caso ndo ha entropia no
sistema pois H(X) = 1 -log, 1 = 0. Concluimos, entdo, que a entropia € nula para
variaveis que estdo 100% determinadas antes da medigao.

Outro exemplo tipico consiste no langcamento de uma moeda justa, onde ha
50% de chance de obtermos coroa e 50% de chance de se obter cara. Entao, temos
que a entropia associada ao langamento vale:

H(X) = —% log, (%) — %log2 (%) =1 (3.3)

Portanto, apds ler a face da moeda, teremos ganho um bit de informacéo. E se, por
algum motivo, a probabilidade de sair cara fosse 75% e a de sair coroa fosse de 25%,
entdo a entropia associada ao sistema seria:

1 1
H(x) = —7 logs <Z> — zlogg G) ~0,811. (3.4)

Agora considere o exemplo do langamento de um dado justo. Cada face do
dado tem uma probabilidade de 1/6 de aparecer apds o langamento. Entdo a entropia
associada ao langcamento do dado é:

6
H(X)=-> % l0g, (%) = log,(6) ~ 2,585. (3.5)

3.1.1 Entropia binéria

Quando a entropia de uma variavel aleatéria depende somente de duas proba-
bilidades, como no caso da moeda mostrado acima, nomeamos a entropia de Hy,, que
pode ser definida como:

Hyin(p) = —plogp — (1 — p)log(1l —p), (3.6)

em que 0 < p < 1. Tomando a derivada desta funcéo, temos: H,,(p) = —log(p) — 1 +
log(1—p)+1 = log(1—p)—log(p). Essa derivada é igual a 0 quando log(1—p) = log(p) =
(1-p) =p= p=1/2. Ou seja, a entropia bindria apresenta valores estacionarios
somente quando p = 1/2. Para verificar que esse valor € um maximo global, tomamos
a segunda derivada da entropia binaria, dada por:

(A7) R s ik Gk )

1-p p  pl-p)  p(-p) ©-7
Como H{},(1/2) < 0, concluimos que, de fato, o ponto 1/2 maximiza a entropia binaria.
Isso concorda com o que foi ilustrado anteriormente, no caso do langamento de uma
moeda. A situagdo com maior entropia entre os dois exemplos analisados foi aquela
em que consideramos uma moeda justa, com 50% de chance de se obter cada uma
das faces.
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3.2 ENTROPIA DE VON NEUMANN

Dado que estamos interessados em estados bipartidos, uma versao quantica
da entropia binaria mostrada acima é desejada. Assim como a entropia de Shannon
mede a incerteza associada a uma probabilidade classica, a entropia de estados
quanticos & medida através de entropia de von Neumann. Para isto, € necessario
utilizar o operador densidade p estudado nas se¢des anteriores. Como tal operador
geralmente é representado por uma matriz e a definicdo de entropia envolve logaritmos,
precisamos definir o logaritmo de um operador A qualquer:

0o N k

In(A) = Z(—nkﬂ#. (3.8)

k=1
Note que In(A), dentro de certas condigbes de convergéncia', também é uma matriz.

Agora podemos definir a entropia de um estado quantico p. Tal medida é dada
pela formula:

S(p) = —tr(pIn(p)). (3.9)

Se )\, sdo os autovalores de j entao a entropia de von Neumann pode ser reescrita
como:

S(p) == AInl,. (3.10)

Vamos ver uma prova para a igualdade acima, no caso particular que In(p)
converge. Como a matriz p € complexa, esse € o caso onde p é invertivel. Sabe-
mos que qualquer matriz quadrada é semelhante a uma matriz de Jordan [15]. Mais
precisamente, para uma matriz A quadrada qualquer vale a seguinte igualdade:

A=V1JV, (3.11)

onde V' é a matriz de autovetores (ou autovetores generalizados) de A e J, a matriz de
Jordan, € uma matriz diagonal superior, cuja diagonal principal contém os autovalores
da matriz A e as entradas da diagonal secundaria superior sdo 1 ou 0.

Outro resultado importante é o binbmio de Newton. Sejam a, b € C. Temos que:

n
(at+b)m=3" (") (@™ - bP). (3.12)
p=0 p
Esse resultado pode ser estendido também para o caso de matrizes, onde, ao
invés de considerarmos a e b numeros reais, consideramos matrizes quadradas A e B
de dimensao m, desde que elas comutem, isto é, que AB = BA. Em nosso caso, uma
das matrizes é a identidade, por isso a extensao valera.

1

Uma matriz A com entradas complexas tem um logaritmo se, e somente se, € invertivel [14].
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Seja p o operador densidade descrito por p = V~1JV. Pelas equagdes (3.8) e
(3.12) podemos escrever:

A - k+1 . k“ . p k sk—p 1D
np=>Y (-1) Z > (-1 (p)(p 7). (3.13)
k=1 k= =0

1 p=

Agora note que I? = I para qualquer valor de p. Utilizando a igualdade p = V-1JV
na relagédo acima, e observando que p» = (V-1 JV)(VLJV) .- (V7LIV) = VLRV,
podemos escrever:

ﬁ=i kﬂi 1>p(k)<V‘IJ’f‘pV> (3.14)
p=0 p

Agora, como estamos considerando o caso em que In p converge, podemos escrever
tr(pIn p) como (utilizando que o trago da soma de matrizes é igual a soma dos tragos):

k+1 k k
tr(pln p) = tr ( 1JVZ > 1)P(p> (V1J’”’V)>
p=0
=1
Aqui utilizaremos a propriedade ciclica do trago para um produto de matrizes:
tr(VLIF PRV = tr(VV L gL = g (JRP ). Além disso, como J é triangular supe-
rior, se A € um elemento da diagonal principal de J*7*!, entdo A = \7*, onde X\, é 0

elemento da entrada correspondente de J e m = k — p + 1. Como a diagonal principal
de J é composta de autovalores de p, que serdo denotados por \;, podemos escrever:

X NEk+1 k m
apmp) = Y- S e (8) T
m oo k k —
=22 Z(_l)p(p)A? "
m © o aNk+1 k
:ZAJ.Z( 1]2 ’ > (ﬁ)Af—p(—m (3.16)

Novamente, utilizando a equacéo (3.12), escrevemos:

k’+1

k
> (—1y (ﬁ) tr(VLJEPrLY)), (3.15)
=0

p=

>~

k+1
tr(pln p) = Z Z —1)*
j=1 k=
Z Al ), (3.17)

0 que prova a igualdade. Este ultimo resultado também pode ser obtido, de maneira
mais direta, tomando o tragco da equacao (3.9), utilizando a base que diagonaliza 4.
Aqui, optamos por demonstrar tal resultado através desta maneira alternativa.
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No caso em que p nao é invertivel, a mesma demonstracdo nao se aplica,
mas, nesse caso, sabemos que o0 operador apresenta algum autovalor nulo. De fato,
se pv = 0 para algum vetor v ndo nulo, entdo podemos escrever 0 = 0 - v = pv. Nesse
caso, ainda assumimos que a equacao (3.10) vale, considerando que 0 - In0 = 0, uma
vez que lim zlnz = 0.

z—0t

3.3 ENTROPIA LINEAR

Vimos na secao anterior que a entropia de von Neumann € dada pela expres-
sao (3.9). A partir dela, definimos a entropia linear associada ao operador p, notando
que, para uma aproximagao de primeira ordem em z, In(1 + z) ~ =z, para z sufici-
entemente pequeno. Estendendo esta condicdo diretamente a matrizes, podemos
aproximar:

S(p) = — tr(pIn(p)) = — tr(pIn(1 — (1 - p)))
~ —tr(p(—(1— p)) = — (5 — p) = tr(p) — (5) = L —e(7?),  (3.18)

onde utilizamos que tr(p) = 1, conforme equagao (2.18).

Definimos ~(p) = tr(p*) como a pureza de um estado p, chamando de entropia
linear o numero Sin(p) = 1 — v(p). Apesar do motivagéo para se definir esta entropia
ter partido da aproximagao acima comentada, salientamos que o seu uso continua
valido para situacbes que vao além desta restricdo. Em outras palavras, Sj, ainda se
caracteriza como uma entropia, mesmo que fora daquele limite.

Verifica-se que ~(p) = 1 se, e somente se, p for um estado puro, conforme
equacao (2.11). Consequentemente, Siin(p) = 0 para qualquer estado puro.

Este resultado ndo nos surpreende porque, se temos um estado puro, entéao
seu vetor de estado é conhecido, de modo que n&o ha falta de informagéo. Na verdade,
poderiamos dizer ainda que ha uma incerteza genuinamente quantica presente no
vetor de estado, mas esta nao é contemplada pela entropia linear.
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4 ENTROPIA LINEAR E O EMARANHAMENTO

Conforme abordado no capitulo anterior, a entropia linear é mais simples de
ser calculada e € util no estudo de emaranhamento de sistemas quéanticos, como
veremos a seguir. No capitulo 2, definiu-se o estado reduzido de um operador. Neste
capitulo, retornamos a esse conceito e mostraremos sua importancia na quantificagcao
de emaranhamento.

Antes, porém, para nos familiarizar com os conceitos, vejamos um estudo de
caso baseado em spins de dois elétrons.

41 UM ESTUDO DE CASO

Considere um sistema formado por dois elétrons, para 0s quais apenas o grau
de liberdade de spin nos interessa. Podemos considerar que, em determinada direcao,
cada elétron pode ter spin up, que sera denotado por + e spin down, que sera denotado
por —. Podemos entédo definir o vetor estado puro geral como:

[V) = al++) +b|+—) +c|—+) +d|——). (4.1)

Entao identificamos os quatro vetores de base acima com as seguintes matrizes:

= L= =) =

o o o =
o o = O
o = O O
— o O O

O operador p = [¢) (1| sera dado por:

p=(al++)+b|+=) +c|—+) +d|—=))(a" (++] + 0" (+=| + " (=] + d" (——])
=al++) (@ (++] + " (= + " (=+] + d" (——])
+b|+=) (@ (4] + 0" (=] + " (=+] + d" (——])
+c|=+) (@ (++][ + 0" (+=] + " (=+] + d" (——])
+d|=—) (@ (++] + 0" (+=| + " (=] + d" (——]). (4.3)

Vejamos inicialmente qual o valor do primeiro termo da equagéo acima, pois 0s
outros sao analogos a este:

al++) (@ (++| + 0" (+—|+ ¢ (—+| + d" (——|) =
la? [+4) (4] + ab* |[++) (+—| + ac* |[++) (—+| + ad* |[++) (—] . (4.4)
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Utilizando a representacao matricial, a ultima linha da expressao acima resulta

na matriz:
la|> ab* ac* ad*

0O 0 0 0
(4.5)

0 0 0

0 0 0

Utilizando a mesma ideia para os outros termos de p, podemos escrever esse

operador como:
la|?> ab* ac* ad*
R ba* |b|> be* bd*
p= § . ) E (4.6)
ca* cb* | ed
da* db* dc* |d|?
Como estamos considerando que o vetor |¢) estd normalizado, é imediato ver que
tr(p) = 1.
Informacdes relevantes acerca do emaranhamento das duas partes de p sao
obtidas quando analisamos os operadores reduzidos.

Assim, podemos definir o trago parcial sobre a segunda variavel, ao considerar
a operacao:
tra(p) = Z (ily 1)y = (Hla p1+H)g + (=la P =) (4.7)

i=+,—

Para o primeiro termo da soma acima, temos:

(2 14+) = (+, {a [+ (@ Gt 4+ (=] e (= 4 d (=] )

+b|4+-) <a* (++H] + 0" (= + " (=+| + d" <——|)

+c|—+) (a* (FH + 0" (= + " =+ + d" (——])

d|==) (@ (b + B (=] (] 0 )} +),
:{a +)1 <a* (4] + 0" (+—| 4+ " (—+| + d" (—] )

+c|-), (a* (+4] + 0" (+—| + (=] + d* (——] ) } 4+,

=al+), (a* (+, + ¢ <_|1) +c|-), (a* (+ly + ¢ <_|1>' (4.8)
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Para o segundo termo de try(p) temos:
<—bﬁ+ﬁ2=<—b{aH4»(ww++w+w<+—w+a<—+w+w<——0

+bl+-) (a* (| + 0" (= + " =+ + " (——])

+c|—+) (a* (4] 4+ 0" (=] + " (=+| + d” <——|>

+d|——) (a* ([ + 0" (= + (=] +d" (——] )} B
:{b|+>1 <a* (F+][ +0" (+—| + " (—+] + d(——|>

+d|-), <a* (4] + 0" (=] + " (=] + d (——]| )} =),

—bl)y (B CHh (=) +d =) (0 (L) (49)

Identificando os termos |+), (+,, |+); (=, ,|—); (+], € |—); (~|, com as matri-

[1 o]’ 01]’ oo]elo o]’ (4.10)
00 00 10 01

respectivamente, temos que tr(p), pode ser representado por:

la|®> + [b]*  ac* + bd*

= p1. 4.11
a*c+b*d |c]* +|d|? P (411)

tr(p)e =

De forma analoga, podemos escrever:
la]? + |c]*  ab* + cd*

= . 4.12
atb+c'd [bf? + |dJ? P2 4-12)

tr(p), =

Note que ambos os tragos parciais acima dependem dos 4 coeficientes do vetor
de estado original. Conforme comentado anteriormente, isso ocorreu porque o estado
inicial ndo é necessariamente separavel. Entdo, medidas somente sobre o elétron 1 ou
2, dependera da configuracao inicial de ambos, donde concluimos que o estado inicial
€ emaranhado. Em outras palavras, ndo conseguimos escrever os estados p; como
pi = i) (¥4, onde |1;) seria uma das partes do estado separavel |¢) ® [¢s).

Chamamos de preq 0S tracos parciais p; € p» acima. Mostraremos que uma
medida possivel de emaranhamento para um estado puro, € tomar Sjin(fred)-

Note também que tr(p;) = tr(p2) = 1, uma vez que o vetor |/) € normalizado.
Agora perceba que:
0 t2, + (ac* + bd*)(a*c + b*d) tap(ac* + bd*) + teq(ac* + bd*)

PEZ (0t + bt + (| + [dP) (e + b*d)  (ac + bd*)(a*c + bd) + 12,

?

(4.13)
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em que t,, = (|a|> + [b]?) € tea = (|c|* + |d|?). Entao,

tr(p]) = (Ja|® + |b]*)? + 2|a)?|c|* + 2|b|?|d|* + 2ab*c*d + 2a*bed”* + (|c|*> + |d|*)?. (4.14)

Analogamente, obtemos:

tr(p5) = (|a]* + |¢|*)* + 2|al*|b]* + 2|c]*|d|* + 2ab*c*d + 2a*bed” + (|b]* + |d[*)?.  (4.15)

Comparando os termos da equagéo acima, é possivel demonstrar que tr(p?) =
tr(p3). Mais ainda, esse resultado pode ser generalizado para qualquer operador /
obtido a partir de um estado puro. Vejamos aqui uma demonstracdo desse fato, através
do Teorema da decomposicdo de Schmidt [10, p. 109-110]:

Suponha que |¢) € um estado puro de um sistema composto de 2 partes A e
B. Entdo existem estados ortonormais |i), para o sistema A, e estados ortonormais
lig), para o sistema B, tais que:

min{m,n}

v) = Z i lia) lig) (4.16)

onde \; sdo valores reais ndo-negativos que satisfazem >, |\;|> = 1, os quais sao
conhecidos como coeficientes de Schmidt, e m e n sdo as dimensées de A e B,
respectivamente.

Para demonstrar esse enunciado, vamos utilizar a decomposi¢do de uma matriz
em valores singulares.

Toda matriz A € C™*™ com coeficientes reais ou complexos apresenta uma
decomposicdo em valores singulares, isto é, A pode ser escrita como A = UXVT,
emque U € C™*™ e V € C™" sdo matrizes ortogonais, e ¥ € R™*™ é uma matriz
diagonal cujos elementos sdo ndo negativos; tais elementos sdo chamados de valores
singulares da matriz. Suponha entdo que estamos trabalhando com dois sistemas A
e B, cujas bases ortonormais séo |j) e |k). Dessa forma, o vetor de estado geral |)
pode ser representado por:

) = ap i) k). (4.17)
jk

Considerando uma matriz com entradas a;;, sabemos que ela pode ser escrita
como ), u;;0;v;, de acordo com sua decomposi¢cdo em valores singulares. Aqui,
assumimos que os valores i sdo tais que 1 < i < p, onde p = min{m,n}. Assim, o
estado |¢) assume a forma:

|¢> = Z U530 4 Vik |]> ‘k> : (4.18)

ijk
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Agora definamos |i4) = Zj wji |7), lig) = >, vir |k) € i = 0;;. Desta forma:

= Z/\ lia) i) - (4.19)

Sabemos que cada \; > 0 e verificamos se 0s conjuntos {|i4)},{|ip)} s&o
ortonormais.

De fato, note que:
(14]ia) Z ug’z’ ('l Zujz 7) = Z U;wuﬁ (J'l7) = Z u;k'i’uji = Oyri (4.20)
3'j J

onde a ultima igualdade segue da ortonormalidade das colunas de U
Similarmente, vemos que {|ig)} é ortonormal.

Como estamos inicialmente supondo que o estado |¢) € normalizado, segue
que (¢|¢) = 1, de forma que:

L= (y|e) = ZX“ (U4l (iplim) lia) = Y INf, (4.21)
como queriamos.

Vejamos agora como fica o operador densidade associado ao estado |¢):

p= ) (W] = Zw lia) lis) (4] (i) - (4.22)

Sendo assim, o operador densidade reduzido sobre a segunda variavel se
torna:

pa = trp(p) = Z (JBloliB)
j
=Y NNy (slia) lis) (4] (75178)
758,
= Z Nl Jia) (ia) - (4.23)
Da mesma forma,
pp=tra(p) =Y (jalplia)
j
= XA (alia) lis) (4]5a) 1i7)

Jisi!

- Z IN|? Jig) (il (4.24)
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Utilizando a ortonormalidade dos conjuntos |i4) € |ip), nota-se que:
Pa = Nl lia) Gial e pp =D [Nl*lis) (i (4.25)

Dai, verifica-se que os autovalores de /% e /% séo reais e iguais. Além disso, como o
trago de uma matriz € a soma de seus autovalores, segue que tr(p?%) = tr(p%).

Voltando ao nosso problema, como o trago de cada um dos estados reduzidos
€ 0 mesmo, vejamos as condicdes necessarias e suficientes para que a sua entropia
linear seja 0, ou seja, para que Siin(preqd) = 0.

Estamos supondo que o estado |¢)) é normalizado, ou seja, que |a|* + |b|*> +
|c|? +1]d]* = 1, independentemente se o estado é separavel ou ndo. Dessa forma, segue
que:

(|a* + |b]*)* + 2(ac* + bd*)(a*c + b*d) + (|c|* + |d|*)?

(lal* + [61%)* + (le|* + [d*)* + 2(lal*|c|* + ab*c"d + a”bed” + [b*|d]*)

(la® + )% + (le” + [dI*)* + 2(Jal?|c|* + [p*|c]* + |af*|d[* + [b]*]d]?)

+ 2(ab*c*d + a*bed* — [b|*|c|* — |al?|d[?)

=[(laf* + [o]*) + (|c]* + [d[*)]* + 2(ab"c*d + a*bed™ — [b]?|c]* — |a[*|d]?)

=1+ 2(ab*c*d + a*bed* — |b]?|c|* — |al?|d|?). (4.26)

tr(pr)

Das relagbes acima, segue que tr(p?) = 1 se, e somente se ab*c*d + a*bed* — |b|*|c]* —
la||d|* = 0. Mas isso implica que:
ab*c*d + a*bed* — |b*|c|* — |af*|d)* = 0 &
(ad)(be)* + (ad)* (be) — (be)(be)* — (ad)*(ad) = 0 <
(ad)[(be)” — (ad)*] + (be)[(ad)” — (be)"] = 0 &
[(be)* — (ad)*|(ad — bc) = 0 <
ad = be. (4.27)

Mas a expressao acima € justamente a obtida em (2.6), a condicdo necessaria e
suficiente para um estado bipartido quadridimensional ser separavel.

Concluimos entdo que estados reduzidos de um sistema sdo sensiveis ao
emaranhamento entre as partes do estado puro total, pois, dessa forma, a entropia
linear desses estados sera 0 se, e somente se, 0 estado é separavel. Esta concluséao
qualifica a entropia linear do estado reduzido a um sensor de emaranhamento de
estados puros e bipartidos.

4.2 DINAMICA DE EMARANHAMENTO

A partir de agora, vamos considerar que o vetor de estado |¢) carrega depen-
déncia temporal. Assumimos que o sistema descrito esta sujeito a um hamiltoniano H,
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responsavel por sua dindmica, e leva em consideracao as interagées, tanto internas
guanto externas ao sistema. Para simplificar o problema, consideramos que o operador
H é independente do tempo. Além disso, no instante inicial, o estado é representado
por |1). Podemos escrever |¢(t)) como:

() = e # 1 o)) . (4.28)

Para entender melhor como se da essa dinamica, vejamos o significado do
operador e, Utilizando série de Taylor, podemos escrever:

o0

—LiHt _ 1 i\

n=0
Segue que o comportamento temporal do sistema esta diretamente relacionado com .

Assim como vimos nas segfes anteriores, podemos associar | (t)) ao operador
densidade /(t), dado por:
p(t) = [4(2)) (L ()] (4.30)

Escrevendo U = e~/ e notando que (Y(t)| = (| UT, segue que:
pt) = U Jho) (| U™, (4.31)

Na secédo anterior, definimos a entropia linear associada a um operador p e
aos operadores reduzidos. Podemos fazer a mesma analise na dindmica temporal,
mas agora a entropia também serd uma fungao do tempo, digamos S(t). Estamos
interessados, em particular, em estados inicialmente separaveis, mas que tornam-se
emaranhados no decorrer do tempo, devido a interagéo entre as duas partes estudadas.
Vejamos como se da esse comportamento na se¢ao seguinte, para um hamiltoniano
especifico.

4.3 ENTROPIA LINEAR E A FATORAGAO DE INTEIROS

Considere um sistema consistindo de duas partes, A e B, sujeitas ao hamilto-
niano H = H, + Hy + Hp. Definimos que os autoestados do observavel H 4 constitui
uma base {|n4)} com autovalores ¢, ,. De maneira analoga, consideramos 0 mesmo
para os autoestados de Hp.

Entéo, para o espaco de Hilbert total, definimos a base {|n4,n5)}, para a qual
o termo de interagdo H . serd assumido como:

Hap |na,ng) = NH 4, @ Hp |na,mp) = Nen, €y INA,TB) (4.32)

Aqui, vamos considerar o caso especifico em que H4 e Hy se referem ao
hamiltoniano do oscilador harménico, isto é ¢,,, = hwy(n; + %), parai = A, B.
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Conforme descrito na subsecao anterior, estamos estudando o caso dinamico
4(t)) = e~ 71 |¢)), uma vez que H é independente do tempo. O nosso objetivo agora
€ calcular a entropia linear dos estados reduzidos em funcdo do tempo. Para isso,
vejamos qual é a forma do estado reduzido associado a p(t) = |¢(t)) (¥ ()|, tomando o
traco parcial sobre a segunda variavel. Por simplicidade, vamos denotar |¢7) = [¢(t)) e
pr = p(t), de modo que:
Pry = Z (nplvr) (Yring) . (4.33)
ng
Porém, no calculo da entropia linear, precisamos da pureza de pr,, a qual sera
denotada por ~(t) = tr(p7, ). Assim, obtemos:

P, = [Z (nslYr) <¢T|RB>] [Z (mp|Yr) (Yr|mp)

np mp

= 3" (uslvr) (rlns) (malvr) (rlm) (4.34)

np,mp
Resta tomar o trago de /7., , que pode ser calculado como

v(t) = tr(ph,) = Z (nal o7, Ina)

nA

- Z (nal [ Z (nplvr) (brng) (mplir) <wT‘mB>] |1a)

nA np,mp

- Z (nanpltr) (Wrlng) Ia (mplir) (brinams)

naA,MB,MB

= Y (nanglr) (Urlng) [Z\?’WO (mA!] (mp|Yr) (Yrlnamp)

na,MB,mMpB mA

= Y (nanslvr) (rlmang) (mamplr) (rlnams) . (4.35)

ma,nA,MB;NB

Agora lembramos que |¢) = e~ #1t [4)), para encontrar:

(nanplyr) = (nanp|e 7 i) (4.36)
= ; % (nang| (——Ht) |%0)
B > 1 iEnAnBt>n| >
= 2 m nAnB| (—T (o
= <nAnB| exp{ ZE”A”B } |77Z)0> (437)

= (nanglio) exp {—%} ; (4.38)
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COM € np = €ny + €ny + Aen,€ny. De forma andloga, verificamos que (Yr|nang) =
+7"€”A”Bt
(Yo|nang) exp — 0 ("

Dito isso, podemos escrever ~(t) da seguinte maneira:

Yty = > (nanplto) (olmang) (mamplio) (olnamsg)

ma,nA,MB,NB

AL
exp { — %[EnAEHB — €ma€ng + €ma€mp — emBenA]}. (4.39)

Recordando que estamos considerando (para o caso que os dois tém a mesma
frequéncia angular wy) €,, = Awy(na + 3), € 0 Mesmo para e,;, obtemos:

V&)= Y (nanplve) (Golmans) (mamplie) (Golnams)

maA,NA,MB,NB

exp { N KnA + %) (np —mp) + (mA + %) (mp — nB)] }

= Z (nang|io) (Yolmang) (mampg|ibo) (Yo|namp)

ma,nA,MB,NB

exp{ — iNAwgt {(”B —mp) <nA + % s AT %>] }

= Z (nang|o) (Yolmang) (mamg|io) (Yolnampg)

ma,nA,MB;NB

exp { — iAwat[(np — mp)(na — mA)]}. (4.40)

Por fim, reescrevendo a exponencial acima e nomeando w = Mw?, obtemos a
seguinte expresséo para a pureza de pr, :

()= Y (nanslve) (olmang) (mams|do) (Yolnamp) e~ e mmeazma),
ma,nA,MB,NB

(4.41)
Esta expressao deve ser inserida na férmula da entropia linear, fornecendo uma maneira
de quantificar dinamicamente o emaranhamento do sistema em questdo. Note que,
dado o estado inicial, todo o comportamento do emaranhamento em fung¢do do tempo
esta definido. Para realizar a conexao deste problema com a Teoria de NUmeros, em
particular com a fatoracao de inteiros, precisaremos introduzir os modos de Fourier para
esta dindmica. Para isso, a seguir, tomaremos a transformada de Fourier de (4.41).

4.3.1 Transformada de Fourier

Inicialmente vamos considerar uma fungdo f, = e~** e tomar sua transformada
de Fourier, a qual sera denotada por fq.
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Para uma funcao real g : R — R, dentro de certas condi¢cdes de convergéncia,
a sua transformada de Fourier é definida como [16, p. 260—-276]:

a(Q) = Q /_ o g(t)e™dt, (4.42)

[e.e]

onde ), € uma constante dimensional. Dessa forma, a fungéo f € dada por :
fQ — QO/ e—zwtethdt — QO/ 6—zwt629tdt + QO/ e—zwtethdt
—00 —00 0

0 Ry — . . +OO . . .
= lim QO / e—z(w—i—ze)tethdt + lim QO / e—z(w—ze)tethdt
e—0 0

e—0

0 +o00
= lim QO / e—l(U—He—Q)tdt + lim QO / e—z(w—zs—Q)tdt
e—0 oo e—0 0

+o0o

. 0 .
Qoe—z(w—Q)teet Qoe—z(w—Q)te—et

— i I
D@ rie— Q)| N i@ —ie— ) i
Clim gy, (4.43)

e—0 (W+ie—Q) =0 (w—ic—Q)

em que a operagado envolvendo o numero ¢ — 0, para ¢ > 0, foi inserida por uma
questao de especificagdo da técnica de integragédo, que garanta a sua convergéncia.

Para os proximos passos, usaremos quatro identidades:

1 1 w— Q) Fie w— 1€
= = ;. (4.44
w—Q+tie wW—Q+icw—QFie (5—9)24—62:':(@—9)24—62’ (4.44)
ii)
T — - sew#0
lim _w—Q = e w7 ; (4.45)
0@ QP+ )0, sew=0
iii)
0, sew #
€ )
lim——— = ; (4.46)
=0 (W — ()% + € liml, sew =1
e—0 €
iv)
lim +m¢_' /Jrooﬂ_hm T dy
B Goapre N, @rre SN, pel
400 /2
— 21im Qdy :2/ o =, (4.47)
=0y y*+1 0

em que consideramos as mudancas de variaveis: y = Q—f e y = tané.
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Usando a identidade i) obtemos:

fo = lim i€ B i
TS0 | @rie— Q) (w—ie—9Q)
 lim Q) w— B l€ B w— B 1€
T o0 M @-02+e @-Q2+& @-Q2+& (W—Q)2+e
202
= lim e (4.48)

Usando a notagéo ¢ para a distribuicdo delta de Dirac, podemos escrever a ultima
igualdade da seguinte maneira, devido a igualdade iii):

€

m) x 6(@ — Q) = ad(@ — Q). (4.49)

fo = lim 29 (
e—0
Pela definicdo da delta de Dirac [16, p. 221-231], sabemos que:

/ @ Q)dQ = 1, (4.50)

Segue que, através da identidade iv):

20T = a/ 5(@ — Q)dQ = a. (4.51)

— 00
Portanto, a transformada de Fourier fg assume a forma:

fo = 2mQ00(@ — Q). (4.52)

4.3.2 Modos de Fourier e a fatoracao de inteiros

Agora, aplicaremos a transformada de Fourier da entropia linear de /r,, dada
por Sin(t) = 1 — ~(t). Note que, pela equagéo (4.52) fazendo w = 1, segue que a
transformada de Fourier da fungédo constante igual a 1 é 27Q,d(—£2). Por [16, p. 221-
231], tem-se que 6(—£2) = §(Q2). Sendo assim:

+o0o +o0

Sin(Q) = Qo / Sin(t)e™dt = Qq / (1 —~(t))e™Hat. (4.53)

—0o0 —00

Utilizando a pureza do estado pr, em (4.41) e a transformada de Fourier obtida
em (4.52), segue que:

Sin(Q) = 2790{5(9)—

> (nanplto) (Wolmang) (mamplio) (Golnamp) dlw(ng — mp)(na —ma) — Q]}-

Ay np

(4.54)
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Para simplificar, assumiremos uma escala de tempo tal que w = 1, de forma que a
transformada de Fourier acima pode ser escrita como:

Sin(Q) = 27‘(’90{5(9)—

Y. (nanslvo) (bolmang) (mamslio) (Yolnamsg) 6l(ns — mz)(na —ma) - Q]}-

ma,mA,MB,NB

(4.55)

Para continuar a andlise do problema, suponha que o estado inicial |i) € da
forma [ig) = |na,np,). Sendo assim, a expressdo do somatorio acima assume a forma:

<nAnB|nAonBo> <nA0nBo|mAnB> <mAmB’nAonBo> <nA0nBo’nAmB> =

S(HA - nAO)S(nB - nBo)g(nAo - mA)g(nBo - mB)? (456)

onde a notagdo ¢ foi utilizada para a fungéo delta de Kronecker. Desta forma, segue
que a expressao acima so e diferente de zero se ny = m4 € ng = mp, 0 que implica
que:

Sin(Q) = 27Q6(Q) (5(Q) — 6(Q)) = 0. (4.57)

Esta expressao é entendida quando verificamos que este estado inicial é separavel, e
que sua a entropia linear é independente do tempo, de acordo com a equacao (4.41).
Como este resultado ndo nos interessa, pelo excesso de simplicidade, vamos passar a
a considerar que o estado inicial |¢y) é 0 estado coerente, o qual é escrito como:

nAO TLBO

0

|Uo) = |2402B,) = e~ 21740”3125 Z “ho B [na,nB,) , (4.58)

pome =0 V10! yers

em que z4, € zp, S&o parametros complexos. Estados como estes estao presentes
em uma vasta literatura especializada (veja [17], por exemplo). Dentre 0s seus usos
mais marcantes, ressaltamos suas aplicagdes ao estudo do limite semiclassico da
Mecanica Quantica. De fato, sua indicacao para este tipo de problema é justificada pois
trata-se dos estados quanticos mais proximos da descricao quantica. Eles possuem
a menor incerteza possivel no espaco de fases, segundo o Principio de Incerteza
de Heisenberg, e, quando sujeitos a um hamiltoniano apropriado, desenvolvem uma
dindmica que segue, com boa precisao, a trajetéria do problema classico analogo.
Infelizmente, no entanto, por falta de tempo, ndo conseguiremos discuti-los neste
trabalho mais detalhadamente. Note que o estado inicial |¢y) em (4.58) satisfaz a
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seguinte relagéo:

(nang o) (Yolmang) (mampliho) (Yolnamsp)

na ng *mog *np ma mpg *N 4 *mp
6—2|zA0 [2—2|zp,|? Ao By Ao By Z Ao By *Ao "By

Vil vng!vmal vng! vmal vmp! Vil vVmpg!
2n 4 2np 2m4 2mp
_ 6_2|ZA0|2_2|ZBOI2 |ZA0‘ ‘230’ |ZA0‘ |ZB()’
ny! ng! my! mpg!
|ZAO|2(”A+mA) |ZB0 |2(nB+mB)

— 6_2|ZA0 |2_2|ZBO |2

(4.59)

nalma! nglmp!
Assim, S, (Q) para tal cenario pode ser escrita como:
Sin(Q) = QWQO{5<Q)
|ZA0 |2(nA+mA) |ZBO |2(HB+mB)

_ e 2lzag P 2]z, |? — — —
e Ag By Z nA!mA! nB!mB! (5[(713 mB)(nA TTI,A) Q]}

ma,naA,MB,NB

(4.60)

Neste ponto, devemos notar, através de uma simples inspecao nesta equagéo,
que Sin(Q) pode assumir valores néo nulos somente quando a sua variavel Q for um
numero inteiro. Pensando na transformada inversa de Fourier, em que a funcao original
Sin(t) é escrita como uma integral sobre S, (Q), verificamos que apenas os modos de
oscilacao para frequéncias (2 inteiras devem ser considerados. Mostraremos agora
que o célculo da amplitude destes modos (ou termos) de Fourier envolve estratégias
extraidas dos estudos sobre a fatoragdo de numeros inteiros.

Para uma primeira ilustracdo, considere, em particular, o calculo de S;, para
valores 2 = P, x P, > 0 em que P, < P, sdo primos distintos. Sendo assim, temos que
Q) =0ed((ng—mp)(na—ma)—N) #0se (ng —mp)(na —ma) = P, X P», donde
consideramos np = P, + mg € ny = P, + m4. Entdo a expressao anterior torna-se:

—270 6_2|ZA0|2_2|ZBO‘2 Z |ZA0|2(P2+2mA) |ZBO|2(P1+2mB)
O ma,mp (P +ma)tmal (Pr+mp)imp!’

(4.61)

Em (4.60), também poderiamos ter assumido que ng = Pa+mpeny = Pi+may,
0 que resulta em:

2(
—2mQpe 220l 2z 20 .
0 2 (Pr + ma)lma! (P +mp)mp!

P1+2mA) |ZB ‘2(P2+2m3)
0

(4.62)
ma,mp

A partir das expressoes (4.61) e (4.62), segue que Si,(Q2 = P, x P,) estad bem
definido:

Slzn(Q) = _27TQ[)6_2‘ZA0|2_2|ZBO|2
Pot2ma) |z g, |H(Pr+2ms) |2 [2F1H2mA) |z 2Pt 2mE)

|ZA0|2(
_|_
Z |:(P2 +ma)lma! (Pr+mp)!mp!  (Py+ma)!mal (P + mp)mp!

ma,mp

(4.63)
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No caso geral, um namero inteiro €2 pode ser fatorado como 2 = P/ x P35 X
.-+ x P*, onde cada «; € um numero natural e {P;} € um conjunto finito de primos
distintos. Nesse caso, € um simples problema de combinatéria rearranjar os fatores
de 2 de modo a escrevé-lo como produto de dois numeros inteiros e o valor de
Sin(€2) assume uma forma semelhante & apresentada em (4.63). Por exemplo, para
Q) = 16 = 24, temos as seguintes combinagdes:

0=2%1
—93.91
=22.92% (4.64)

Nesse caso, o tratamento para S;,(£2) é similar, mas n&o idéntico, ao célculo realizado
acima para ) = P, x Ps.

Sin(Q) depende de quantas maneiras o nimero inteiro Q2 pode ser fatorado no
produto de outros dois numeros inteiros, a partir da fatoragcdo em nameros primos. O
questionamento que surge aqui é: sera que este resultado, que poderia ser, inclusive,
obtido experimentalmente ajustando apropriadamente os parametros envolvidos, pode-
ria trazer novos elementos para o tema? Apesar de ser apenas uma especulagao, nosso
trabalho aponta para uma aplicacao da fatoracdo de numeros inteiros na caracterizacéo
dos modos de Fourier da entropia linear de um sistema especifico.

A reposta para a pergunta feita anteriormente ndo é dada nesse trabalho, mas
discorremos sobre o0 assunto no préximo capitulo, onde também discutimos trabalhos
similares, em que quantidades quanticas conectam-se, ndo com a fatoragdo, mas com
a particao de inteiros.
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5 PARTICAO E FATORACAO DE INTEIROS APLICADOS A MECANICA QUANTICA

Neste capitulo, veremos qual € a relagédo entre particdo de numeros inteiros e a
densidade de estados para um caso especifico de gas de bdsons. Entdo comentaremos
sobre as possiveis conexdes entre a Mecanica Quantica e a fatoracao de inteiros, tema
deste trabalho.

5.1 PARTICAO DE INTEIROS NA MECANICA QUANTICA

A particdo de um numero inteiro n € uma representacao de n através de somas
de numeros inteiros. Por exemplo, o nimero 4 pode ser representado por 5 partiges:

4=14 (particéo 1)
4=3+1 (particdo 2)
4=2+42 (particao 3)
4=2+1+1 (particao 4)
4=1+1+1+1 (particao 5). (5.1)
Dizemos que a parti¢cdo de 4, denotada por p(4), € 5. Paran =1,---,9, veja

o grafico da fungéo p(n) na Figura 1. Ressaltamos que o comportamento do grafico
para valores maiores de n ndo é tdo simples como visto na figura. Por exemplo,
p(100) = 190.569.292 € p(1000) = 24.061.467.864.032.622.473.692.149.727.991.

Em 1918, foi demonstrada uma férmula assintética para a quantidade de
particbes de um numero inteiro arbitrariamente grande [18]. A saber:

p(n) ~ 4n1\/§ exp (71’ 2%), para n — oo. (5.2)

Esse resultado volta a aparecer na Mecanica Quantica numa via totalmente
distinta da original. Ele surge, por exemplo, na descricao da densidade de energia de
um gas de bdsons [19] e de um gas de férmions [20]. Aqui, vamos abordar um caso
simplificado para ilustrar a relacéo entre os dois trabalhos.

Considere um gas rarefeito de N bdsons, para o qual podemos ignorar a inte-
racao entre particulas. O macroestado e o microestados do sistema sao determinados,
essencialmente, pela energia total e pelas configuracdes de energias individuais de
cada particula que constitui o gas, respectivamente. A quantidade possivel de microes-
tados de um sistema, para um dado macroestado, é dita densidade de estado. Sabemos
que para o caso quantico, a energia é quantizada. Perceba a analogia da densidade
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FIGURA 1 — Grafico da fungao particdo paran =1,---,9.
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Fonte: O autor (2021).

de niveis com o problema da particao de inteiros: O nimero de microestado para uma
energia macroscopica £ é o numero de possibilidades de distribuir as particulas em
cada nivel individual, restringindo a soma destas energias a E. Consideremos uma
escala de energia para qual a energia do estado fundamental é 0, os demais niveis
sdo 1,2,3,... e que a energia total do sistema seja de 4. Como descrito anteriormente,
podemos particionar o numero 4 de 5 maneiras distintas e, considerando que o gas
seja constituido de pelo menos 5 particulas, as 4 maneiras sdo possiveis. Por exemplo,
uma particula do gas poderia estar no nivel de energia 4 e as restantes no nivel 0; 2
particulas poderiam estar no nivel de energia 2 e as outras no nivel 0; poderia haver 4
particulas no nivel de energia 1 e as demais no nivel zero; e assim sucessivamente.
Aqui, ressalta-se a importancia de estarmos analisando um gas de bésons, pois, se
o gas fosse de férmions, haveria restricdes para a distribuicdo em niveis de energia
individuais, pelo Principio de excluséo de Pauli, e a conexao estudada nao seria tédo
direta. Além disso, considera-se o principio da indistinguibilidade, para que a escolha
de qual particula em um determinado nivel de energia seja irrelevante [21].

Para fechar nosso argumento sobre a equacéao (5.2), considere agora que a
energia total do sistema seja um inteiro £, onde E' € um namero arbitrariamente grande
e que a quantidade de particulas no gas também seja grande o suficiente, desde
que possamos desprezar as interagdes entre elas. Como dito anteriormente, ha uma
expressao assintotica para a particao de inteiros grandes (5.2), de modo que, a partir
dela, podemos saber qual € o numero de microestados do sistema. Note que isso esta
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relacionado com o conceito de entropia. Por outro lado, as condigbes consideradas sao
apropriadas para a aplicacéo de aproximagdes semiclassicas ao problema quantico. De
fato, abordagens semiclassicas para a densidade de estados de um sistema de muitos
bdsons nao interagentes, distribuidos em niveis de energia equidistantes, existem
e produzem resultados concordantes com a Teoria de Numeros. Em alguns casos,
inclusive, resultados quéanticos aproximados em problemas similares, mas distintos,
deste que discutimos, também encontram suporte nesta area de conhecimento da
matematica pura [22, 23]. Além disso, note que a aplicacao da expressao assintética
para a particdo na mecéanica quantica ocorre para sistemas com altas energias, ou seja,
no regime de validade do limite semiclassico.

5.2 DA MECANICA QUANTICA A FATORACAO DE INTEIROS

De maneira similar a particao, o numero 16 pode ser fatorado, como produto de
dois numeros inteiros, da seguinte maneira:

16 = 2*
=2'.1
_ 93,91
=22.2% (5.3)

Sendo f a funcédo que toma um namero inteiro positivo e retorna a quantidade
de maneiras que podemos fatora-lo no produto de dois numeros inteiros, temos que
f(16) = 3. Assim como as particdes de um numero N por N =a+be N =b+ a S&0
as mesmas, aqui também consideramos que as fatoracbesde N =c-de N =d - ¢
sdo as mesmas. Dessa forma f(p) = 1 sempre que p € um numero primo e, como ha
infinitos nimeros primos, é impossivel encontrar uma férmula assintética para f(n)
quando n — oo, assim como disposto em (5.2). Portanto, ainda néao estabelecemos
uma relagdo entre a fatoragdo de inteiros e emaranhamento com a mesma nitidez que
existe entre a particao de inteiros e a densidade de estados, como discutimos na secao
anterior. No entanto, especulamos que tal ligacao possa existir, trazendo vantagens
para qualquer um dos lados.

Com o exemplo simples visto na se¢do anterior, ja € possivel verificar que
o estudo da particao de inteiros esta relacionado com a densidade de estado de
sistemas quénticos. Apesar de existir uma expressao assintética para a particdo de
nameros inteiros, n&o ha uma resposta para o problema de fatoracao de inteiros [24].
Um problema relativamente conhecido da fatoracao de inteiros diz sobre a eficiéncia
de algoritmos desenvolvidos para realizar tal tarefa. Em particular, dado um inteiro
N, ndo se conhece um “algoritmo de tempo polinomial” para calcular a fatoragdo. A
saber, um algoritmo de tempo polinomial 7" é tal que seu tempo de execucao é limitado
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por uma expressao polinomial da variavel do input, ou seja, sendo N o input, segue
que T(N) = O(N*), onde ¢ é a ordem de grandeza do polinémio. Para os algoritmos
conhecidos, este tempo é significativamente maior, crescendo exponencialmente com
o tempo. Esta limitacdo operacional esta envolvida com, por exemplo, técnicas de
criptografia, que, por isso, permanecem em continua discussdo. Seria possivel que
um sistema quantico como o estudado no capitulo anterior venha a ser util nesta
discussao?

Assim como a Mecénica Quéntica mostrou uma aplicacéo da Teoria de Nu-
meros ao fornecer a expressao assintética mencionada anteriormente, encontramos
nesse trabalho uma aplicagdo da Mecéanica Quantica que se relaciona com a fatoracao
de numeros inteiros, mesmo que de maneira ainda fraca. Se essa relagédo pode ser
utilizada para resolver ou trazer uma aplicagao ao problema de fatoragao de inteiros,
nao ha como concluir a partir deste trabalho, mas espera-se que os tdpicos levantados
apontem para um caminho que possa contribuir para esse fim.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Uma hipo6tese que contradiz uma determinada teoria pode ter duas consequén-
cias: ou a hipotese é falha, ou a teoria é falsa ou incompleta. A abordagem apresentada
por Bell para a discussao levantada por EPR mostrou que até entdo nao se tinham
conhecimentos necessarios para que a hipotese levantada pelos autores fosse falseada.
Porém, a discusséao levou a uma série de indagacdes pela comunidade cientifica que
culminaram no desenvolvimento do estudo do emaranhamento, uma importante area
da Fisica que é fundamental, entre outras aplica¢des, na Computagdo Quantica.

Através de uma bela formulagdo matematica, partindo da definicao de vetores
em um espaco de Hilbert, podemos dizer que o estudo do emaranhamento em sistemas
quanticos puros ajuda a entender a nogao de entropia, em particular, a entropia
linear. Para isso, define-se uma operacao que modifica um operador e reduz sua
dimensao, semelhante ao traco, mas nao tdo amplamente conhecida: o trago parcial.
Com essa operacao sao obtidos os chamados operadores densidade reduzidos. A
entropia linear desse operador € interpretada como uma medida de emaranhamento.
Ainda que neste trabalho tenham sido abordados sistemas quénticos simples, como 0s
puros e bipartidos, o bom entendimento destes é de consideravel importancia para a
compreensao de sistemas quanticos mais complexos.

Assim como é possivel aplicar a teoria da particdo de numeros inteiros na Me-
céanica Quantica, ao estudar a densidade de estados de um gas de bosons ou férmions,
espera-se que esse trabalho contribua analogamente a fatoragdo de numeros inteiros,
em especial a problemas da area que ainda n&o foram solucionados. Ao que tange
as aplicacoes ja existentes na literatura apresentadas nesse trabalho, é fundamental
considerar o limite semiclassico. Da mesma maneira, o exemplo apresentado nesse
trabalho pode ser um caminho para a aplicagdo da fatoragédo de inteiros na Mecanica
Quantica. A exemplo do debate EPR, o que pode ser necessario para o0 proximo passo
do avancgo da Ciéncia ndo é uma resposta nova para um problema, mas sim uma
pergunta sobre aquilo que se conhece.

Ressaltamos aqui que esse trabalho foi realizado durante a pandemia da
COVID-19, a qual trouxe alteragdes para o calendario da universidade. Uma das con-
sequéncias dessas altera¢des foi o tempo reduzido de cada periodo académico, menor
que cada semestre letivo até o ano de 2019. Isso fez com que o tempo total disponivel
para a realizacédo das disciplinas TCC A e TCC B se reduzisse de aproximadamente
9 meses para 5 meses. Consequentemente, o aprofundamento de alguns tépicos
relevantes para o desenvolvimento desse trabalho ndo pode ser realizado.
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