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RESUMO

As algebras cluster foram introduzidas por Fomin e Zelevinsky no ano de 2002 como
uma Z-subélgebra do corpo Q(z1,x2,- -+ ,x,). A partir do conjunto inicial de varidveis
X ={xy, 29, -+ ,x,} construimos novas variaveis, chamadas varidveis cluster, utilizando
uma regra que ¢ chamada de mutacao de variaveis. Para defini-la, utilizamos um quiver
(grafo orientado) com n vértices, sem 2-ciclo e sem la¢o e um algoritmo chamado de
mutacao de quiver.

No caso desse quiver ser Dynkin tal processo de mutacao ¢ finito e, nessa situacao,
essa teoria se relaciona com sistema de raizes.

Um sistema de raizes ¢ um subconjunto finito gerador de um espago euclidiano (espago
vetorial com produto interno real usual) que satisfaz as seguintes propriedades: se « ¢ raiz,
o tinico multiplo de a no sistema de raizes ¢ —a e a reflexao sobre a deixa tal subconjunto
invariante.

O objetivo deste trabalho ¢ mostrar uma relacao entre as variaveis cluster e as raizes
do sistema de raizes.

Palavras-chave: Algebra cluster; Sistema de raizes; Relacao.



ABSTRACT

The cluster algebras were introduced by Fomin and Zelevinsky on the year of 2002 as a
Z-subalgebra of the field Q(z1, z2, - -+ ,x,). From the initial cluster X = {x1, 22, -+ ,zn}
we build new variables, called cluster variables, using a rule that we call variable mutation.
In order to define it, we use a quiver (oriented graph) with n vertex, without 2-cicle and
loop and an algorithm called quiver mutation.

When this quiver is Dynkin the mutation process is finite and, in that case, this theory
can be related to root system.

A root system is a finite subset generator of an Euclidean space (vector space with
real dot product) which suffices the following: if a is a root, the only multiple of « in root
system is —a the reflexion under « leave this subset unchanged.

The aim of this work is to exhibit a correlation between cluster variables and the roots
of root system.

Palavras-chave: cluster algebra; root system; correlation.
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Introducao

A Matemética é uma ciéncia composta por diversas dreas e subdreas que nao so escla-
recem as especificidades presentes nela, como também facilitam sua compreensao como
um todo. Dentre essas variadas divisoes, a area Algebra merece destaque nesse trabalho,
mais especificamente, dois assuntos que a constituem: a Algebra cluster e o Sistema de

Raizes.

A Algebra cluster, por ser um tema nao muito pesquisado ou estudado, existem pou-
cos registros quanto a sua definicao, porém analisando artigos e periddicos explica-se esse
assunto da seguinte forma: aplicando-se um processo especifico a um conjunto inicial de
variaveis, obtemos novas variaveis, que junto as inicias formam polinémios cujos coeficien-
tes sao niimeros inteiros. A respeito do sistema de raizes, define-se como: um subconjunto
de um espaco vetorial que satisfaz algumas propriedades, como se « é raiz, o inico miulti-

plo de a no sistema de raizes ¢ —a e a reflexao sobre « deixa tal subconjunto invariante.

Usualmente, ambos os assuntos explicados anteriormente sao ligados, separadamente,
a um terceiro tema também incluido na drea Algebra, chamado dlgebras de Lie. Contudo,
visto que esse assunto nao serd abordado neste trabalho, as propriedades especificas tanto
do sistema de raizes quanto da algebra cluster foram mais detalhadamente estudados,
buscando uma relacao direta entre esses dois topicos sem utilizar as algebras de Lie como

mediador.

Neste Trabalho de Conclusao de Curso (TCC), nos orientamos por meio do exemplo
de uma algebra cluster gerada a partir de um conjunto inicial de trés variaveis, e, ao final
do trabalho, relacionaremos por uma bijecao o total de varidveis cluster distintas obtidas
com um sistema de raizes cuja base ¢ de dimensao também 3. Diante disso, o objetivo
desse TCC foi obter uma rela¢ao entre as varidveis clusters distintas da algebra cluster e

de um conjunto especifico do sistema de raizes.



Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos fundamentais para este trabalho.

Definigao 0.0.1. Um grupo é um par que consiste de um conjunto G e uma operagao o

que associa a cada dois elementos x,y € G, um elemento x oy € G tal que
e xo(yoz)=(xroy)oz, Vr,y,z€G (associatividade);
e Eziste um elemento e € G tal que eox =xoe=x € G (elemento neutro);

o A cada elemento x € G corresponde um elemento x=' € G tal que roz™' =z lox =

e (elemento oposto).

Um grupo é dito abeliano se x+y=y+x, Vx,yedG.

Um grupo importante ¢ o grupo simétrico s,, cujos n elementos sao permutacoes
de um conjunto nele mesmo, ou seja, funcoes bijetoras. A operacao desse grupo ¢ a

composicao de funcoes.
Exemplo 0.0.1. O grupo linear geral (GL(E)) de grau n é o grupo formado pelas

matrizes n X n nvertiveis, com a opera¢ao de multiplicacao de matrizes.

Defini¢ao 0.0.2. Um dominio de integridade D ¢ um anel com unidade, comutativo

e sem divisores de zero, ou seja, para todo a,b,e,d € D:
1. (a+b)+c=a+ (b+¢) (associatividade da soma)
2. Existe 0 € D tal que a+0=04a = a (existéncia de elemento neutro para a soma)

3. Para todo x € D existe um tunico y € D, denotado por y = —=x, tal que x +y =

y+x =0 (existéncia de inverso aditivo)

4. a+b=>b+a (comutatividade da soma)

<

a(b+c) = ab+ac;(a+ b)c = ac + be (distributividade a esquerda e a direita)
6. Existe 1 € D,0+# 1, tal que 1 = 1z = =, para todo x € D (unidade)

7. Para todo x,y € D, xy = yx; (comutativo)
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8. zy,yeD, xzy=0=x=00uy=0. (sem divisores de zero)
Defini¢ao 0.0.3. Um corpo F é um conjunto nao-vazio munido das sequintes proprie-
dades:

e E um grupo abeliano em relagio a operacao adicao;

e A multiplicagao é comutativa zy = yxr Vx,y € F;

e A multiplicagao é associativa x(yz) = (xy)z Vx,y,z € F;

e Eziste um tdnico elemento nao nulo 1 € F tal que x1 = x € F}

o A cada elemento nio nulo x € F existe um x~' € F tal que zz™' =1;

o A multiplicagao € distributiva em relagao a adig¢ao, ou seja, x(y + 2) = xy +

xz Vx,y,z € F.

Definicao 0.0.4. Definimos o corpo de fragoes de um dominio de integridade D
da sequinte forma: considere D* = D\ {0} e definimos uma relagao de equivaléncia em
B =D x D*={(a,b) | a € D,b € D*} por

(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc

Sejam (a,b) = %, (e,d) = 5 € D x D*, definiremos as operagoes do corpo de fragoes:

e Soma:

a+ c ad + be
b d  bd
e Produto:
a ¢ _a-c
b d b-d

Exemplo 0.0.2. e Q € o corpo de fracoes de Z.

e O conjunto Q[x1,--- ,xp] de todos os polindmios com coeficientes racionais em n
varidveis, que é um dominio de integridade. Denotamos por Q(zy,- -+ ,xy) Seu corpo
de fragoes.

1 1429 1

Alguns de seus elementos sao : —, S — .
T3 T3 X4
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Definigao 0.0.5. Um espacgo vetorial consiste de um corpo F de escalares e um conjunto

V de vetores e de operacoes

e de adig¢ao de vetores, que associa a cada par de vetores x,y € V um elemento
x+y eV, denominado soma. Com essa opera¢ao, um espag¢o vetorial é um grupo

abeliano.

e de multiplicagao por escalar, que associa um escalar do corpo ¢ € F' e um vetor
de v € V denominado multiplicacao de ¢ por x. Para todo x,y € V e para todo
c,0,09 € F

—lz=2 VeV
— (c19)x = c1(eqx), Vey,co € F ¥z eV
—clzt+y)=cx+cy, Vee FVNzx,yeV

- (a+a)r=cr+cr, Ve,cp€ FVzxeV

Definigao 0.0.6. Seja F o corpo dos nimeros reais e seja V um espago vetorial sobre F.
Um produto interno sobre V é uma funcao que associa a cada par de vetores o, 3 €V

um escalar (o, 3) € F tal que
o (a+B,7)=(,7)+(B,7), VYa,BveV

o (ca, ) =c(a,3), Vee F\Va,BeV

(B,a) =(a,8), Ya,BeV

() >0,5e 0 #0, acV

(a,eB4+7v) =cla,B) + (a,7), Va,3,v€V,Vee F

Ou ainda, geometricamente por
(2, y) = [lz[H [yl cos &

Sendo 6 o dangulo entre z e y. Note que, o produto interno é bilinear.
O produto interno usual entre x = (x1,--+ ,x,) ey = (Y1, ,yn) em R" é definido
por

(z,y) =211 + -+ + Tnyn

Em particular, o produto interno entre x = (x1,79,23) ey = (y1,y2,y3) em R € dado
por

(T, y) = 101 + T2Y2 + T3Y3

12



Definigao 0.0.7. Um espago euclidiano é um espago vetorial real munido do produto

interno usual de R™.

Defini¢ao 0.0.8. Seja F' um corpo. Uma dlgebra sobre um corpo F ¢ um espago
vetorial &/ sobre F' com uma opera¢ao adicional dita multiplicagao, que associa a cada

par de vetores o e 3 € &7 o produto o3 de tal maneira que
1. (af)y=a(By) Va,B,ve€ o
2. af+y)=aft+aye(at+f)y=ay+ 5y Va,8,v€
3. clap) =(ca)f=alcf) Va,fed, VeeF

A dlgebra <7 € dita comutativa se aff = fa Vo, € &

13



Capitulo 1

Algebra cluster

As algebras cluster foram introduzidas por Fomin e Zelevinsky no ano de 2002 como
uma Z-subdlgebra do corpo F' = Q(xy,xy,--- ,x,). A partir do conjunto inicial de va-
ridveis X = {zy, 2y, - ,x,} construimos novas varidveis, chamadas varidveis cluster,

utilizando uma regra que é chamada de mutacao de variaveis.

Vamos ver nesse trabalho a algebra cluster definida de duas formas: com uma matriz

(.'.sp(.'.(:iﬁ(:a ¢ um qlli\-’(‘l’.

1.1 Algebra cluster com matriz

A matriz usada para definir algebra cluster ¢ chamada matriz antissimetrizavel e para
defini-la precisamos saber matriz antissimétrica.
Defini¢ao 1.1.1. e Uma matriz B ¢ antissimétrica se bj = —bj; e by = 0.

e Uma matriz B, B € M,(Z), é dita antissimetrizdvel se existe uma matriz diagonal
com entradas positivas D, tal que DB € uma matriz antissimétrica. Neste caso, D

€ a matriz antisstmetrizante de B.

Observacao 1.1.1. Toda matriz antissimétrica € antissimetrizavel, basta fazer D = Id

na definicao de matriz antissimetrizdvel.

0 3 00
Exemplo 1.1.1. Considere as matrizes B=| -3 0 5| eD=|0 2 0
0 =5 0 00 2

Vamos calcular DB:

0 6 0
DB=| -6 0 10|,
0 —10 0

14



DB € antissimétrica, portanto B € antissimetrizdvel.

Para encontrar as novas varidveis precisamos definir mutacao, o processo usado para
obté-las.

1.1.1 Mutacgao de variavel na direcao k

Considere B = (b;;),, uma matriz antissimetrizavel e o conjunto X = {xy,... , z, ..., Tn}
de varidveis algebricamente independentes, ou seja, nao podemos obter z; com uma com-

binagao de X \ {z;}. Para acharmos z} utilizamos a regra

T = H ;" + H x; "

i >0 by <0

Denotaremos ainda produtorio vazio como 1.

Apos amutacao teremos o conjunto X' = p(X) = X\{zpfU{z}} = {z1, ... 2}, ..., 20}

Exemplo 1.1.2. Dada a matriz antissimétrica, em particular antissimetrizdvel, B =
0O 1 0

—1 0 11| e o conjunto de varidveis X = {x1,x9,23}. Vamos encontrar a nova
0 -1 0
varidvel xy,. Logo,

THTy = H 22 4 H z;

bin =0 bin <0
!
ToTy = x1 + T3

Assim,
T+ 3

Entao o conjunto X' serd:

Lema 1.1.1. O conjunto X' = {z1, ..., ), ..., xn} gera o mesmo corpo F = Q(xy,--- ,xy,)

que o conjunto X.



Demonstragao:
Se F' = Q(x1, ..., ¥}, ..., Tn), devemos mostrar que F' = F'. Como z; € X e z; € X',

parat =1,....k—1,k+1, ..., n, temos que quaisquer combinacoes entre esses x; estao em

F e F', assim basta mostrar que z € F' e 2} € F.

De acordo com a regra de mutacao, temos que
TR = | I bk 4 | I a; bk
by =0 by <0
Como z; € F\Vi # k, entao zjz, € F.

o1
E como x, € F' e F ¢ corpo, entao — € F. Logo,
L

1
—apxy € Fea, € F
Tk

Analogamente mostra-se que, xj € F'.
Assim, F' = F'
[
Observacao 1.1.2. Como xj, s pode ser obtido com xy, seque que X' = X \{z}} U{xz}}

€ algebricamente independente.

1.1.2 Mutagao de matriz na direcao k

Através de uma regra também podemos mutar a matriz antissimetrizavel na direcao

k.
o —bij, sei=kouj==k
ij = bise|br; +bi b y
J bij + bk iy +bu b 5 ik e , caso contrario

sendo B’ = (b;) = pu(B).

0 0
Exemplo 1.1.3. Vamos mutar a matriz B=1| —1 0 1 | na direcao 2.
0 -1 0

B’ = pz(B)

Utilizando a regra trocamos o sinal dos elementos que estao na seqgunda coluna e na
sequnda linha e
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bi2|bar + b2 |bo; 1/(—1 1(—1
|12|21+12|21|:0+||( )+ 1 (—1)|

b"ll:bll—l— 5 5 =04+0=0
b12|b b12|b 11+ 11
bigzbla+| 12| 23; 12/bas| _ . [ 42r o121
baa|bay + b3z |ba; —1|(-1 1) -1
= o 4 Paelbon +bsalban| [ EDF DI
2 2
baa|b b3a|b =11+ (=11
’332633+|32| 28+ baalbas| o | (DM g
2 2
Portanto,

1.1.3 Propriedades da matriz antissimetrizavel

Proposicao 1.1.2. Se B = (bj), € uma matriz antissimetrizdavel entio by = 0, Vi =

1.+ ,n eparai# j tem-se que bjj = bj; =0 ou b;;b;; < 0.

Demonstracao:
Seja B = (b;;),, antissimetrizavel e D = (d;),, uma matriz diagonal positiva, tal que o
] ij)n i)n g I 3 1

produto DB seja uma matriz antissimétrica. Logo:
e dib; =0 Vie{l,--- n}, entdo, como d; ¢ maior que zero, implica b;; = 0.

[ dibij = —djbj,;
d.;

by = ——Lby
J Ji
d;
. d; .
Como kE > 0 temos que bj; = —kbj; e assim

bijbji = _kbjibji = —k‘b; <0

Entdo, b;jjbj; <0 Vie {1,--- .n}

Proposicao 1.1.3. A matriz B’ = ju(B) € uma matriz antissimetrizivel e B e B’ pos-

suem a mesma matriz antissimetrizante D.

17



Demonstragao:

Seja D = (d;),, a matriz antissimetrizante de B = (bjj)n, ou seja,

DB =C, com C = (¢;j), uma matriz antissimétrica.

Tanal AT . <3 Fe vy antor AT : Vo — e 07 e

Considerando a proposigao anterior, temos que ¢ = =dibjj = —djbji, sei # ji e
Cij = dibii = 0, se 1 = j

Seja B’ = (b};)n a mutaciao da matriz B. Consideremos o produto DB’

e Se i =k ouj=k, temos

dibgj = di(—bij) = —d;bij = —(—d;bj;) = d;bj; , e portanto
diby; = —d;bf;

e Se i,j # k, entao

diby; = d; (bij n |bik|bkj+bik|bkj|> — by + |dbik |brj ;‘dibikwkﬂ

— b b — diby b bldibes — bldibe
:_djbji+| !c!c|k32 kk|!cj|:_djbji_'_| k|kk;2 ki | s |

bl — dibie + b — dib; b bl — b,
= —djbji+| kil =4y Jk; kil — dibil _ —d;bji + d; (' il = J’CJZF il — J!c)

A A
— % ji + 2 = Tyl

Assim sendo, a matriz DB’ também ¢é antissimétrica. Logo, B’ ¢ antissimetrizivel

e D ¢, também, a matriz antissimetrizante de B’.

|
1.1.4 Mutacao de semente na direcao k
Definicao 1.1.2. Uma semente em um corpo F é um par (X, B) onde
o X ={mz, -+ ,z,} é um conjunto de varidveis algebricamente independentes e que

geram F;

e B ¢ uma matriz antissimetrizdvel de ordem n com entradas em Z.

O conjunto X ¢é chamado de cluster e cada variavel z;, i € {1,--- ,n}, é chamada

variavel cluster.

Seja S : (X, B) uma semente em F. Para cada k € {1,--- ,n} definimos uma mutacao

na direcao k por

18



(X, B) = (X', B')

Com X' = pui(X) e B' = pp(B) e como visto anteriormente X' gera F' e B’ ¢ antissi-
metrizavel.

Exemplo 1.1.4. Vamos mutar a semente

0 1 0
S| {z1,22,23},B=1| -1 0 1 na dire¢ao 2.
0 -1 0

- ) T+ 3 . T +x3
Como feito anteriormente, 5 = ———, entao X' = {xl, — ., T3 €

T )
0o —1 1
B=wB)=|1 0 -1
-1 1 0
Assim, se S" = us(S) = (X', B')
0 -1 1
S {m Bl m = 1 0
T3
-1 1 0

Proposigao 1.1.4. A mutagio é uma operagio involutiva, isto é, 2 (S) = (S).
Vamos calcular S” = p2S’.

e Do mesmo modo que calculamos x4 vamos calcular 3, assim

"woro_ fb;k "_b;k
TpTy = Tt + T

b, >0 b <0

"o by 1 —bl,
TyTy = Tt T;

—bin =0 —bix<0
" 1 —big thiz
wgry = [ 7+ ] =
bia<0 bin=0

rr ! !
TyTy = T3+ 1T
= T3+ 1
2 .4'5"2

19



y T3+ T1
$2 - Ta+Ty
b

e Do mesmo modo que calculamos B’ teremos que a segunda linha e a segunda coluna

da matriz B"” trocam de sinal novamente, logo voltam para o valor inicial e

2|05 + B2V | _

=11+ (=1)[1
=1+ (D

A 0 =04+0=0
1 =0+ 5 9 +
b5 | b + b5 | —1(=1)+(-1)| -1
ngbig+|12|23212|23|:1+| ( )2( N-U _ 1 _1_0
bbby + b | by 11T+ 11
’3’1:6’31+|32| 212 32 21|:_1+¥:_1+1:0
Ul b + Ui |V D) +1-1
y ,33+|32| b3 1 U3y 23|:0+||( ) +1i |:0_|_0:0
2 2
Portanto,
0 1 0
BH: _1 0 1 :B
0 -1 0

Portanto, S"(X, B) = S(X, B).

1.2 Algebra cluster

A partir de uma semente inicial S : (X, B), mutamos o conjunto de varidveis X e a
matriz B em todas as k dire¢oes repetidamente. Considere o conjunto formado por todas
as variaveis cluster obtidas, 4 Z-subéalgebra de F' gerada pelo conjunto de varidveis cluster

chamamos de dlgebra cluster.

Exemplo 1.2.1. O conjunto das varidveis obtidas com as mutagoes da semente

0 1 0
S ({;‘31,172,:83}, -1 0 1 )é :
0 -1 0

S $2—|—1 $2—|—1 T+ T3 $1+(1—|—$2)$3 xg—l—xl(l—i—xg) ($2+1)($1—|—$3)

20



E esse conjunto, a partir de combinagoes e operagoes do corpo Q(zy,--- ,x,) gera uma

algebra cluster.

Realizando mutacoes em todas as direcoes, obtemos os seguintes 13 clusters:

{1—|—$2 } { T + T3 } { 1—|—$2} {1—|—$2 $1—|—(1—|—$2)$3 }
$21$3 b 'I:J.'J 'J"T:S b xl'JxQ'J b b 'ng b
T2 T3 1 T1L2
{ l+(1+$2 T3 T+ T3 x } {;5‘ T+ T3 $3—|—(1—|—$2)$1}
7172 1 T 3 1y T 1 ToT3 1
{ T3+ 1—|—$2) T 1—|—$2} {1+$2 1—|—$2}
1, ; y 2 ;
Tl T3 I s
(.I‘l—f—.?:‘g (1—|—$2) :B3+(1—|—$2) 1 1—|—$2 1—|—.I‘2 ($1—|—$3)(1—|—.."32) 14 x4
T1T273 ’ 2923 1 T1T273 R ’
1 —H’:Q r1+ (1 + 5'32)5'33 (x1 + x3)(1 + x9) x1 + (14 x2) 5'33 1+ x3 (5'31 + x3)(1 + x2)
] T1T9 T1T9T3 T179 T9 T1T9T3 ’
o $1—|—(1—|—$2)$3 1+ a9 ($1—|—$3 1—|—$2
HisH ) €T ’ T1X9X3

1.3 Mudanca de matriz antissimétrica para quiver
Antes de explicar a mudanca, vamos definir quiver.

Definicao 1.3.1. Um quiver Q € uma quddrupla Q = (Qo, Q1,5,t) onde Q, e Q1 sao,
respectivamente, conjuntos de vértices e de flechas e s,t sao fungoes s,t : Q, — Q1.

Usaremos quivers finitos, sem lagos e sem 2-ciclo.

4
Exemplo 1.3.1. { . 9 —3

5
Definigao 1.3.2. Se @ é um quiver, entao um caminho em Q ¢ uma sequéncia de
flechas a, —> an_y — -+ — az — ay —> ay tal que a cabega de a;o 1 = a cauda de a;,

usando a convencao de concatena¢ao a1a2as - - - Ap—1an.

Observagao 1.3.1. O lago “ 1 > 7 é um caminho que comega e termina no mesmo
P ) ) ) . L .o .
vértice do quiver e 2-ciclo “ 1 - 2 7€ o caminho que tem duas flechas, uma flecha

comeca em i e termina em j € a outra comeca em j € termina em i.
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Assim como fizemos com matriz, podemos obter variaveis usando quiver.

A ordem da matriz B define a quantidade de vértices do quiver e cada elemento b;;
corresponde ao namero de flechas que vai do vértice ¢ para o vértice j.

A direcao da flecha ¢ determinada pelo sinal de b;;, se b;; ¢ positivo, entao temos b;;

flechas de 7 para j. E se, b;; ¢ negativo, entao temos | b;; | flechas de j para 7.

0 -2 0
Exemplo 1.3.2. Considere a matriz B=1| 2 0 1
0 -1 0

Como B tem ordem 3, teremos um quiver ¢ de 3 vértices. Temos byy = 2, entao hd
duas flechas com origem no vértice 2 que chegam no vértice 1. bys = 1 entao temos uma

flecha com origem no vértice 2 que chega no vértice 3.

Vemos que bis = 0, entao nao hd flechas ligando os vértices 1 ¢ 3 e ainda b; = 0, para

1 =1,2,3, logo nao temos lago nesse quiver.

Assim o quiver é

152 53

Observacgao 1.3.2. O quiver serd sem lacos e sem 2-ciclo devido a essa mudanca descrita

anteriormente.

e Se tivéssemos um quiver com laco, ao fazer a mudanga teriamos um elemneto na

diagonal principal diferente de zero, logo a matriz nao seria antissimétrica.

e Se o quiver fosse

“SERN
1 —— 2 3
N A

A matriz correspondente seria

Ou seja, nao seria antissimétrica.
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1.4 Algebra cluster com quiver

1.4.1 Mutacao de variavel na direcao k

Dado o conjunto X = {x1,--- ,x,}, 0 quiver Q e o vértice k definimos a nova variavel

xy. pela seguinte regra

s = Lo+ T

i—k k—i
Onde,
i — k : flecha do quiver que chega em k.
k — i : flecha que tem origem em k.

Além disso, convenciona-se produtorio vazio como 1.

Exemplo 1.4.1. Considere o conjunto de varidveis X = {xy,x9,23} € o quiver Q :

1 > 2 » 3 . Vamos mutar o conjunto X na dire¢cao 2, ou seja, achar uma nova

varidvel .

! — . .
$k$k—H$1+H$1 $’2$2:$1+$3
i—k k—t
! — . .
s T T o
2 25 Ty = ——=
T2

1.4.2 Mutagao de quiver na diregao k
Assim como mutamos uma variavel, podemos mutar um quiver na direcao k

1. Se temos um caminho passando por k& em @ da forma 7 — k — 7, entao acrescen-

tamos uma flecha entre seus extremos, i — j, em . (Q) = Q.
2. Inverter as flechas que chegam e saem de k.

3. Apagar 2-ciclo se tiver.

Exemplo 1.4.2. Vamos mutar o quiver ¢ : 1 > 2 3 na direcao 2, ou seja,
H2(Q) = Q.

1. Pelo primeiro passo devemos acrescentar uma flecha de 1 para 3




2. Pelo sequndo passo devemos inverter de sentido as flechas que saem e chegam em 2

/—\
1+ 2 < 3

3. Como nao hda 2-ciclo o quiver j,(Q) = Q" é:

/‘\

1< 2 < 3

1.4.3 Mutacao de semente na diregao k

Uma semente em um corpo F' é um par (X, Q) onde

e X = {x, -+ ,xx} ¢ 0 conjunto de varidveis algebricamente independentes e que

geram F';
e () ¢ um quiver finito, sem lacos e sem 2-ciclo.
O conjunto X ¢ chamado de cluster e cada variavel z;, i € {1,--- ,n}, ¢ chamada varidvel

cluster.

Seja (X, @) uma semente em F. Para cada k € {1,--- ,n} definimos uma mutag¢ao na
direcao k por
(X, Q) = (X', Q)
Com X' = pp(X) e Q" = i (Q) como definido anteriormente.

Exemplo 1.4.3. Com isso obtemos da semente S : ({x1, 29, 23}, 1 2 3)a

semente mutada na diregao 2, S" = pa(S), que usando os cdlculos anteriores temos

¢ 2 < 3

pa(S) {331, MJS} o1
T
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Capitulo 2

Sistema de raizes

Neste capitulo usaremos alguns resultados de Algebra Linear, que podem ser encon-

trados na referéncia [4|.
Definigao 2.0.1. Chamamos de reflexdao de 3 por « a aplica¢ao o, definida por

oa(B) =08 — (3, 0)a

em que (3, a) = 2

Ei’i% e (.,.) € o produto interno real usual.

A reflexao o, fixa um hiperplano P, = {f € E | (f,a) = 0}, ou seja, se § €
P,, o,(B) =75.

Definigao 2.0.2. Um subconjunto ® de um espago euclidiano E é chamado de sistema

de raizes em E se possui as sequintes propriedades:
1. ® € finito, gera o espago vetorial E, e nao contém o elemento neutro 0 (zero).
2. Se a € ®, os 1unicos miltiplos de o em ® sao +a.
3. Se a € @, a reflexao o, deiza ® invariante.
4. Se a, B € P, entao (5, a) € Z.

Os elementos do sistema de raizes sao chamados de raizes.

Lema 2.0.1. Seja © um conjunto finito que gera E. Suponha que todas as reflexoes
0o (a € ®) deizam @ invariante. Se 0 € GL(E) deiza ® invariante, fiza um hiperplano
P de E, e manda algum elemento nao-nulo o € © para seu oposto, entao 0 = o,( € P =
FP,).



Demonstragao:

Seja T = 00, = 00!, pois a reflexdo é involutiva. Entdao 7(®) = @, pois ambas o e 0,
deixam @ invariante e 7(a) = a, pois 7(a) = oo(a) = o(—a) = a.

Entao 7 atua como identidade no espa¢o Ra = {ca | ¢ € R e a € O}, pois

T(ca) = oo4(ca) = cooy(a) = ca, pois 0,0, € GL(E) e 00,(a) =«

Ainda, atua como identidade no quociente E/R o De fato, seja v € E'\ {Ra}. Para

que 7(v) = v no quociente, devemos ter 7(v) — v € Ra.

ooa(v) —v=0(v — (v,a)a) —v=0(v) — (v,a)o(a) —v=0c(v) — v+ (v,a)a

Considere P = (a1, -+ , ) 0 hiperplano fixado por . Seja B = {a, a1, -+ , o, } uma
base de E, entao como o fixa um hiperplano de dimensao n temos o(a) = —a, 0(q;) =
a,Vie{l,---  n}

n
Assim, se v = aa + Y bav;,

1=1
n n
o(v) —v=—aa+ Zbi‘l’i —ao — Z b,a; = —2ac € Ra
i=1 i=1
Logo,
00,(v) —v=0(v) — v+ (v,a)a = —2aa + (v, a)a

C'rc'ro-('v) —v € Ra
Portanto, 7 ¢ identidade em E/R o
Assim, por um lado, 7 = (Id)(n+1), logo o polinéomio caracteristico é dado por (1 —
)n+1

T , entdo todos os autovalores sao 1 e o polinomio minimal de 7 divide (1 — z)"*L. (I)

Por outro lado, como ® é finito, para k& > card® e S € ® nem todos os vetores
B,7(8),---,7"(B), podem ser distintos. Entao alguma poténcia de 7 fixa j3.

De fato, suponha que 7™(3) = 7*(3), m > n, logo 7" "(3) = .

Entao escolha k grande o suficiente tal que 7% fixe todo 3 € ®. Como ® gera E, segue
que 7™ = (Id),+1, entao o polinémio minimal de 7 divide =% — 1. (II).

Com (I) e (IT), temos que 7 tem o polindmio minimal z — 1 = mde(z* — 1, (x — 1)"*1),

ou seja, T = Id.

Defini¢ao 2.0.3. Chamamos de grupo de Weyl # o subgrupo de GL(E) gerado pelas

reflexoes oo (o € ©), © um sistema de raizes.
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Como as reflexoes sobre as raizes deixam ¢ invariante, entao temos que o conjunto
formado por essas reflexoes, #, permuta o sistema de raizes.
Assim, vemos que # & subgrupo do grupo simétrico s,, e consequentemente, ¢ um

grupo finito.

Lema 2.0.2. Seja © um sistema de raizes em E, com grupo de Weyl #'. Se o € GL(FE)

deiza ® invariante, entao 0'00-0'_1

D.

= O4(a) POTG todo aem ® e (3, a) = (o(3),0(a)), Va,f €

Demonstracao:
Se 3 € @, entao o) € ®, pois o deixa ¢ invariante. Podemos aplicar § = 0o,0 !
em o(f3), logo

0(o(B)) = 00,0 (0(B)) = 00,(B) € @, pois o, também deixa ® invariante.

Mas isso € igual a
(%) ooa(B)=0(f—(B,a)a) =0c(8) — (#,a)o(a), pois o ¢ linear.

Como o(3) percorre ® como [3 percorre ¢ , temos que 6 deixa ¢ invariante, enquanto
fixa o hiperplano o(P,) e manda o (a) em —o(a). Entio, pelo lema anterior, § = oo,0~ ! =
Oa(a)-

De fato,

Se z € F,, entao (x,a) = 0 e portanto

0(o(x)) = 00,0 (0(x)) = 004(x) = o(x — (x,a)a) = o(x).

E,

O(o(a)) = ooaoo(a)) = 0oa(a) = o(—a) = —0(a).

Agora para a segunda afirmacao, calculemos

To(e)(0(8)) = o(B) = (0(B),0(a))o(a)

Comparando com (*), temos

(B,0) = (o(B),0(a))

2.1 Pares de raizes

. = o~ - ~ F.x) . . . .
Pela Definigao 2.0.1, se a e 3 sao raizes, entao (3, a) = 2% ¢ um numero inteiro,
?

isso limita os angulos possiveis entre a e /3.
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(8.0) = 2159 _pllBllllallcost _, 1Bl cos?

(@, ) Tk lal
(@.8) _lloll 8l cost o] cos

a, 3 =2

B =258 =2 52 131

(o, BY(B,a) =4cos’8 >0

Note que (o, 3) e (8, ) tém sinais iguais, pois o produto é positivo.

Considerando 8 # +a e que 6 ¢ o menor angulo entre ev e 3, temos os seguintes valores

T ww 2r 3m 5w
possiveis para 0, 0 = —, — —, —, —, —

6°4°3'2°37476°

De fato para esses valores de 0, vamos calcular os valores possiveis para (o, 5) (3, a) =
4 cos? 6.

5 V3 .
Para 0 = ~ ou —W, (a, B)(B,a) =4cos’ =4 | +— | =3
6 6 2
3 V2 ’
Para 0 = T ou —W, (o, B) (B, ) = eos?f=4+>=) =2
4 4 2
m 2w 9 1\ 2
Para 6 = 30U =, (o, B)(B,a) =4 cos"0 =4 ié =1

Para 6 = g, (o, BY(B, ) = 4cos’ O = 4 (0)2 =0

Para calcular as rcﬂcxécs sobre as raizes, precisamos dos valores de (a, 3) e (3, a), e

consequentemente de

|| || Bl = ||e]|) a fim de que sejam valores inteiros. Assim,
a

I8 _ slAl
“al o]

Portanto, pelo resultado do produto (a, 5) (3, a), temos

e Para § = g, (B, a) = 2cos

2
81 _ /5 ou seia, I8 _
fall = Y T o
E (a,8) = L.

solBl_ lBl
*al o

Portanto, pelo resultado do produto (e, 3)(3, a), temos

e Para 6 = ?—;, (B,a) =

2
1B _ /5 ou seia, 121
x| ' |12
E (a,f) =

28



5] 5]
e Para § = i, (B,a) = 20059”' | = I H
3 el e
Portanto, pelo resultado do produto (a, 5)(3, a), temos
2
||.3||2 =1, ou seja, ﬂ =1
x| ol
E (a,3) =1
o]
e Para 6 = E, (B,a) = QCDSGM =0.
2 ||

Portanto, pelo resultado do produto (a, 3)(3, a)

64
151 ¢ indeterminado.
x|
E |, temos (o, 3) = 2cos HZH =0
2 64 64
e Para § = _—W, (B,a) = 20059”' | =-1 I H
3 [lall [l

Portanto, pelo resultado do produto (a, 3)(3, a) temos

2
1A _ 1Al _
AT
ol ~ Tl
E (a,5) = —1.
e Para 0 = —W, (B,a) = QCDSQU — _\/Qu
[ [Jexll

Portanto, pelo resultado do produto (v, 3)(3, a) temos

3 B2
I8 _ /5. o sejn, 11
el la|
E (a,p) = —1.
5 o] 3
. Paraé':—ﬁ, <|3,Ct‘):20059||' I :_\/gH. H
6 el [ ev]]

Portanto, pelo resultado do produto (a, 3)(3, a) temos

2
1 _ /3. ou seja, JBI _
x| ’ e
E (a,f8) = —1.

Com isso, podemos montar a seguinte tabela:
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(@,8) (B.ay 0 |8/l
1 3 z 3
1 2 z 2
1 1 z 1
0 0 % Indefinido
-1 -1 s 1
-1 -2 STW 2

Lema 2.1.1. Seja ® um sistema de raizes e sejam «,[3 raizes ndao proporcionais. Se
(a,3) > 0, isto é, se o dngulo entre o e 3 é agudo, entdo a— 3 é uma raiz. Se (o, 3) < 0,

isto €, se o dngulo é obtuso, entao o + 3 € uma raiz.

Demonstragao:

Como (a, 3) > 0 se, e somente se, (o, F) > 0, a tabela de pares de raizes mostra que
(a, B) ou (B, a) ¢ igual a 1.

Se (o, B) =1, entao op(a) =a — (o, 8) 3 = a — [ € ©, pois 03 deixa ¢ invariante.

Analogamente, se (3, a) =1, entao 0,(3) = —a € ® e assim a — 3, que ¢ 0 oposto
de B — a, pertence a P.

Como (a, 3) < 0 se, e somente se, (o, F) < 0, a tabela de pares de raizes mostra que
(o, 3) ou (B, ) ¢ igual a -1.

Se (a, B) = —1, entdo og(a) =a— (o, B} =a+ 5 € .

Analogamente, se (5, a) = —1, entao 0,(8) =+ a € .

2.2 Base de um sistema de raizes
Agora, para construir um sistema de raizes, podemos definir uma base:
Definigao 2.2.1. Um subconjunto A de ® ¢ uma base do sistema de raizes ® se:

1. A € wma base do espago vetorial E.
2. cada raiz 3 pode ser escrita como 3 =) koo (a € A) com coeficientes inteiros ky ou

todos nao negativos (raizes positivas) ou todos nao positivos (raizes negativas).

Observagao 2.2.1. As raizes em A sao chamadas de raizes simples.
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Tendo em vista a unicidade da expressao de 3 na definicao de base, podemos definir

a altura relativa a A por ht = k.
acA
Daqui para frente denotaremos o conjunto de todas as raizes positivas por &7, e o

conjunto de todas as raizes negativas por @, além disso, por construcao do sistema de

raizes temos que @~ = —d7.

Lema 2.2.1. Se A é uma base de @, entio (o, 3) <0 para o # 3 em A, e a — 3 nao é

uma raiz.

Demonstracao:

Suponha por absurdo que (a, 3) > 0. Como o # 3 , por hipotese, e como a # —f3, (se
fosse, (a, 3) = (—f3,3) < 0) o que contradiz nossa suposi¢ao), pelo Lema 2.1.1. temos
que a — [3 ¢ uma raiz.

Comoa,feA;a—F=1-a+(—1)- 3, ou seja, a— 3 nao respeita a segunda condi¢ao
de base, logo nao ¢ raiz e portanto (a, 3) < 0.

Agora que sabemos o que é uma base, é natural perguntarmos se todo sistema de
raizes possui uma. O teorema a seguir mostrard, além da sua existéncia, a sua forma de

construcao. Antes disso, algumas definicoes:

Definigao 2.2.2. Para cada vetor v € E, definimos o conjunto ®7(v) = {a € ¢ |

(v,a) > 0} das raizes positivas em relagao a ~.

Definigao 2.2.3. Chamamos v € E de regular se v € E\ |J P., ou seja, (v,a) # 0
aed
para todo o € ®, e, caso contrdrio, chamamos de singular.

Defini¢ao 2.2.4. Chamamos o € () de decomponivel se o pode ser escrito como

a = B+ B2 para algum 3; € ®7(v) e, caso contrdrio, chamamos o de indecomponivel.

Definicao 2.2.5. O conjunto A(vy) € o conjunto formado por raizes o se o for uma raiz

indecomponivel em (7).
O lema a seguir ajudard na demonstracao do teorema:

Lema 2.2.2. Se¢ §; € a projegao de v; = Y rid; no complemento ortogonal de um subes-
ri=0
paco gerado por bases de vetores exceto {7;}.

31



Demonstragao:
Seja A = {71, -+ ,7} uma base de ®. Existe v € E tal que (v,a) > 0Va € A.
H; = (A — {~}) é um hiperplano. Entao seu complemento ortogonal tem dimensao
um e pode ser definido por
1 , L —
H™ = () (Jaill =1)

Ou seja, (aj,v) =0Vi#j

01 = proja,v1 = (M, a1)aq

02 = proja,v2 = (12, a2)a

0¢ = proja,Ye = (Ve, )y

Seja v € E tal que v = 8y 4+ 99 + - - - + ¢, entao

(7, 7) = (01.73)+(02,7i)++ - +(0e, %) = (71, 1) (ar, vi) +(v2, az) (q, ¥i) + -+ (Ve, ae) (e, 7i)

(v, 71) = (7 @) (i, %) = (7, 4)* > 0
(%) Se (v, i) = 0 entao &; = proja,vi = 0, o que implica v; L «;, portanto v € H,
contradicao.

Teorema 2.2.3. Seja v € E regular. Entao o conjunto A(vy) é uma base para ®, e toda
base de ¢ € obtida dessa forma, ou seja, toda base de ® € formada por raizes indecompo-

niveis que formam dngulo agudo com 7.

Demonstragao:

1. Cada raiz em ®*(v) € uma combina¢ao Z-linear nao-negativa de A(7).
Caso contrério, algum o € ®7(v) nao pode ser escrito como uma combinagao Z-
linear. Dentre elas escolha o tal que (v, a) é o menor possivel. Como « nao pode
estar em A(7), entao o = 1+ 3 (f1, B2 € 7(7)), porisso (v, a) = (v, 1)+ (7, B2).
Mas cada (7, 3;) é positivo (pela Definigdo 2.2.2.), entao 31 e 2 devem, cada um,
ser uma combinacao Z—linear nao negativa de A(~v), ou seja, /1 = yi1 +yz2 e 2 =

Y21 + 722, assim a = 711 + Y12 + Y21 + Y22 com cada 7;; indecomponiveis, logo
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(v, ) > (7,7:5). 1,7 € {1,2}, o que contradiz a minimalidade de a. a também ¢
escrito como uma combinacao Z—linear.
Se a, 3 € A7), entao (o, 3) <0 sempre que o # 3.

Caso contrario, pelo Lema 2.1.1., se @« # —f entao a — 3 ¢ uma raiz. Como [
nao pode ser —a, sendo pelo lema — || 3] > 0, entdo a — 5 ou 3 — a estd em D7 (7).
No primeiro caso, a = 4+ (a — f3), que diz que « é decomponivel, no segundo
caso, = a+ (8 —a) é decomponivel. Nos dois casos temos uma contradi¢ao com

a, B € AW).

A(y) € um conjunto linearmente independente.

Suponha > r,a =0 (a € A(y),7e € R). Separando os indices para os quais
INC)
ro > 0 dos quais r, < 0, podemos reescrever

Zsaa = Ztﬁ()’ com Su,t5 >0

Observe que os conjuntos de o’s e 3’s sao disjuntos.
Chamamos € = ) s,a. Entao,
(e,€) = (Z Salt, Ztﬁﬁ) = Zso.tg(a',ﬁ) < 0 por (2)
o, 3

Assim, (e,€) < 0= e= 0.
Entdo, como (7, a) > 0 Va € A(y), temos

0 - (AJ(I'J E) - ZSQ(“{', Q) = L 0

0= (ﬂf'ﬂ E) = Ztﬁ(ﬂfﬂ-ﬁ) =1lg= 0
A(y) € uma base para P.

Como ® = &7 (y) U—PT(7), a segunda condicio de base ¢ satisfeita pelo passo (1)
da demonstracao. Segue que A(y) gera E, o que combinado com o passo (3) satisfaz

a primeira condi¢ao de base (Definigdo 2.2.1.).
Cada base A de © tem a forma A(vy) para algum v € E regular.

Dado A, selecione v € E tal que (y,a) >0 Va € A (Lema 2.2.2.).
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Tendo em vista a segunda condigiao de base, v ¢ regular (pois (y,a) #0) e @7 C
(I’+(“,/), ¢~ C —(I’+(‘j/).

De fato, seja § € @7, tal que 8 =3 kaa.

(ﬂfﬂ 3) =" Z koo | = Z ka(“{', Ct') > 0.

acA
E ®7(vy) C @7, pois seja @ € PT(7), entdao se § = Y. kqo, ky > 0, temos
Qe (1)
3 € () e pela propria defini¢ao de 3, 3 ¢ uma raiz positiva.

Como @7 = &7 (), A consiste so de elementos indecomponiveis, isto ¢, A C A(y).

Suponha que os elementos de A nao sao indecomponiveis, considere a € A, em

particular, a € &7 (7).
o= .6)1 -+ Iﬁg .31, ,32 = (I>+(‘7')
Considere A = {a, ay,- -+, }, logo

mn mn
a = by a0+ Z bi, ai + bo,c + Z bi, v

a = (b, + bo,)x + zn:bgl —|—i:b@2 ot
i=1 i=1

Assim, como o lado direito deve resultar o, se by, =0=b,, =1l e by, = —b;, Vi=

1

1...1?’1

Logo, contradiz § € @7 = &7 (+). Portanto, o é indecomponivel.

Mas, cardA = cardA(vy) =1 (por A ser base de E), entao, A = A(7).

Observagao 2.2.2. O passo (3) mostra que qualquer conjunto de vetores em um lado do

hiperplano em E e formando dois a dois angulos obtusos, sao linearmente independentes.

Ou seja, as raizes simples formam entre si adngulos obtusos.

Defini¢ao 2.2.6. As componentes conexas de E\ |J P, sio chamadas de cdmaras de

acd

Weyl de E. E, ainda, definimos edmara fundamental de Weyl associada a base A

como o conjunto de pontos v € E tal que (v,a) > 0Va € A.
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Com isso, vemos que cada v € F regular pertence a uma camara de Weyl, que deno-
taremos por €(7).

Para dizer que dois vetores regulares tem camaras iguais, isto é, €' (y) = €' (7'), entao
(v,a) e (7/,a), a € @, sdo a0 mesmo tempo positivo ou negativo. Portanto, 7 (y) =
OT(+") (ou ainda, -®7(v) = —PT(4')), também A(~y) = A(y'), ou seja, cdmaras de Weyl

estao em bijecao com bases.

2.2.1 Lemas sobre raizes simples

Considere A uma base fixada de .

Lema 2.2.4. Se a € uma raiz positiva mas nao simples, entao o« — 3 é uma raiz (neces-

sariamente positiva) para algum 3 € A.

Demonstragao:

Se (a, ) <0, para todo 5 € A, a Observagao 2.2.2. seria aplicavel, mostrando que
AU {a} ¢ um conjunto linearmente independente. Isso ¢ absurdo, pois A ja ¢ base de E.
Entao (o, 3) > 0 para algum € A e assim, pelo Lema 2.1.1., a — J € .

SCICVe = by iy = . € ale f L,li‘ i { '.‘-

Escreva o kyy com todos k, > 0, algum k, > 0 para v # 3, ja que a nao ¢
YEA

simples. Subtraindo 5 de a temos uma combina¢ao Z—linear de raizes simples com pelo

menos um coeficiente positivo. Isso forca todos os coeficientes a serem positivos, pela
unicidade da expressao obtida na definicao de base.

Corolario 2.2.5. Cada € ®F pode ser escrito na forma ay + -+ - + oy (o € A, nao

necessariamente distintos) de tal modo que cada soma parcial oq + - - - + «; seja uma raiz.

Demonstracao:

Seja 8= > kyaeaalturade 8, ht(3) = > k,. Vamos fazer inducao sobre a altura.
acA aEA

Se ht(3) =1, entao 8 ¢ simples, = a1 € A e nao ha nada para fazer.

Hipdtese de Indugao: ht(3) = n, entao f = ay+- - -+, e cada soma parcial a3+ - -+
¢ raiz.

Seja 3 tal que ht(3) = n+ 1. Pelo Lema 2.2.4., 3e € A tal que [ — € ¢ raiz positiva.
Note que ht( — €) = n. Pela Hipotese de Indugao,

f—€e=a;+ -+ a, e cada soma parcial ¢ raiz. Chamando € = a1,

B=ai+ -+ ay +a,

e cada soma parcial ¢ raiz pela Hipotese de Inducao.



Lema 2.2.6. Seja a uma raiz simples. Entao o, permuta as raizes positivas diferentes

de o.
Demonstracao:
Seja f € @7 \{a}. =Y kyy (k, > 0), entao  nao é proporcional a a, por hipotese.
TEA

Portanto, k., # 0 para algum v # a.

0a(B) = B~ (B, a)a = X kyy—(S kyysada = X kyy =3 ky(y,0)a = X ky (7 — (1, @)a)

0a(B) = D ky0a(7)
Logo, 0,(3) tem pelo menos um coeficiente positivo k., ainda mais o,(3) # «, ja que
a ¢ a imagem de —a.
[ |
Corolario 2.2.7. Seja 0 = % Y 5. Entao 04(0) =6 — « para todo o € A.
[fed+

Demonstracao:

0a(20) = 04 Yoo B 4al| =04 > B ]+40. (@) onde pelo lema anterior,

[BEDT FFa BEDT B
Oa > (] ¢ a mesma raiz positiva e o,(a) = —« .
IBE(IJ+’IB¢Q-
Temos

04(20) = Z f—a+(a—a), como Z 8+ o = 26,
fedt+ fFa pedt,f#a

0a(20) = 20 — 2a
0.(0) =0 —«a

Lema 2.2.8. Seja oy, - ;04 € A (nao necessariamente distintas). Escreva o; = o,,.
Se o1+ 04 1(ay) € wma raiz negativa, entao para algum indice 1 < s < t,o1---0p =

010510541+ Op-1.

Demonstragao:

Escreva 3; = 0501+ 0-1(0y),0 < i <t —2 e B;_1 = o. Como fFy = o1+ 04_1(0v¢)
¢ negativa e f;_1 ¢ positiva, podemos achar o menor indice s para qual 3 seja uma raiz
positiva.

Entao, 04(f3s) = 050541+ - 0i—1(at) = fs—1 que é negativa, assim o Lema 2.2.6. nos

diz que por j, ser positivo, 3 = oy, € A. Em geral, 0 € # implica 044 = 0o,0
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(Lema 2.0.2.), entdo em particular, o, = 0,, = 05,, entao pelo lema

Os = .@%-;.35_1 = (g1 0-1)0¢(04-1 -+ O541)

O5(Os41°"0) = Os41° - 0041
(01 05-1)05(0s41 - 0¢) = (01 - 05-1) (0531 - - - Op-1)

010 = 01" Os10s541"" " O]

Corolario 2.2.9. Se o = 01 ---0y € uma expressao para o € # em termos de reflexoes

correspondentes a raizes simples, com t menor possivel, entao o(ay) € uma raiz negativa.

2.3 Grupo de Weyl

Teorema 2.3.1. Seja A uma base de .
1. Se v € E ¢ regular, entao existe o € W tal que (o(7),a) >0 Va € A.
2. Se A" € outra base de @, entao o(A") = A para algum o € W'.
3. Se a é uma raiz qualquer, entao exviste o € ¥ tal que o(a) € A.
4. W € gerado por o,(a € A).
5. Se o(A) = A, para algum o € ¥, entio o = 1.

Demonstragao:

Seja #" o subgrupo de # gerado por o,(a € A).

1. Escreva 6 = é > «, e escolha 0 € #' para o qual (o(7),d) ¢ o maior possivel. Se
ach+
, % ol 50 o eccnlh: o lics
a ¢ simples, entao 0,0 estd em #7, entao a escolha de o implica que

(0(7),9) 2 (0a0(7),9) = (9(7),0a(0)) = (0(7),0 —a) = (0(7),0) = (¢(7), @)

Logo, (o(v),) > 0, caso contrario, contradiz (o(v),d) ser o maior possivel, pois
se (o(v),a) <0, (a(y),0) = (0(7),0) — (o(7),) > (o(7),0) . Mas como v é
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regular, (o(v),a) # 0 Va, ou caso contrario 7 seria ortogonal a o~!(a), entio a

desigualdade ¢ estrita.
Portanto, o(7) esta na camara de Weyl fundamental, e 0 manda €’(y) em € (A).
o((7)) =o(C(AM)) =o({# € E| (B,a) > 0,Va € A(7)})

={o(B) e E|(f,a)>0Va e Ay)} ={o(B) € E| (0(8),0(a)) > 0,V € A(v)}

={feE|(B,a) >0,Vaco(A()) = Alo(1)} = C(A»)) =C(a(7))

. Como #' permuta as camaras de Weyl, por (1). Como cada base determina uma

camara, existe um elemento o € #" que leva a camara % (correspondente a base A)
a camara ¢’ (correspondente a A’ = A(y)). Pela indecomponibilidade de A e A',
elas devem ser a mesma, a menos de ordenacao, logo também permuta as bases de
P,

A = Ao(7)) = o(A(v))

Tendo em vista (2), basta provar que cada raiz pertence a pelo menos uma base.

Seja v € E tal que (v, ) = € > 0, o uma raiz qualquer e

(v, 3) |> € para toda raiz
[ # +a. Assim, a € ®T(v), existe a base A(y) formada por elementos de & ().
Suponha por absurdo que a ¢ A(v),

A(y) = {B1,- -+, B}

Assim, B; #ae f# —a, i €{1, -+ n}. Logo, podemos escrever

a= Y ksB(ks>0)

Bed+(v)

Portanto,

€= (ﬂf's Cf) 2 (ﬂf'ﬂ 31) > €
Absurdo, logo a € A(y).

Para provar que #' = #', basta mostrar que cada reflexao o, (o € ®) estd em #”.

Escolha o € #7 tal que = o(a) € A. Entao,

08 = Og(a) = 00,0 L, pelo Lema 2.0.2.
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Portanto, como o é invertivel,

Oq =0 togo €W’

5. Seja o(A) = A, mas o # 1. Se o é escrito como um produto de uma ou mais
reflexoes de raizes simples o = oy - - - 04, entao iria contradizer o Corolario 2.2.8.,
pois seja ar € A, o¢(ar) = —ay, logo esse elemento nao pertencerda a A. Portanto,

o=1.

Definicao 2.3.1. Um sistema irredutivel ¢ um sistema de raizes que nao pode ser
particionado na uniao de dois subconjuntos, tal que cada uma das raizes de um subconjunto

sejam ortogonais a cada raiz do outro subconjunto.

Defini¢ao 2.3.2. Fizada uma ordenada {on, - ,au} de raizes simples de um sistema de
raizes ®, a matriz C = (¢;j) = ({04, j)), € chamada a matriz de Cartan de . Suas

entradas sao chamadas intetros de Cartan.

Pelo Teorema 2.3.1. temos que a matriz de Cartan nao depende da escolha de base,

mas depende da ordenacao.

Definicao 2.3.3. Se a e  sao raizes positivas distintas, sabemos que (o, 3){3,a) =
0,1,2,3. Definimos o grafo de Cozeter de ® como sendo o grafo de ¢ vértices, com o

i-€simo vértice unido com o j-ésimo vértice (i # j) por (o, a;)(aj, a;) arestas.

Quando uma aresta dupla ou tripla ocorrer no grafo de Coxeter de ®, adicionamos
uma flecha apontando para a menor das duas raizes, isso faz recuperar os inteiros de
Cartan e ainda chamamos a figura resultante de diagrama de Dynkin.

A demonstracao do seguinte teorema ¢ longa e nao foi possivel estuda-la durante este
periodo, mas usamos esse teorema para que possamos nomear o sistema de raizes em
relacao aos diagramas de Dynkin.

Teorema 2.3.2. (Teorema da Classificagdo) Se ® é um sistema de raizes irredutivel

de dimensao n, seu diagrama de Dynkin é um dos sequintes (n vértices em cada caso):

Apn>0 O—O— +o0 —0—0 i

E,
L A>] OO e =} D) s b

C,n>»2 O—C i aiD ¢
/U Eg )_I

D,.n>3 0—0— o0 —C o—0—0—0—0—0—0
9]

: F, o—axrmn—o
E, :
: c;_c,_l_c_c G, &=
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2.4 Exemplo: Sistema de raizes Aj;

2
3

entre aq e ag, obtemos um sistema de raizes através das seguintes reflexoes:

entre aq € ag; € ay € az, € 5

Considerando a base A = {ay, a9, a3} e 0s angulos 5

Oa, (2) = a2 — (2, 1)1 = a2 +

Oar(—a2) = —(0q,(a2)) = (1 + a2)
Oa,(@3) = a3 — (a3, )z = az + a3
Oas(—3) = —(04,(a3)) = —(az + as)
Oas(@1 +a2) = o)) + 0ay(2) = 01 + ag + a3
Oas(—(01 + a3)) = —(0as(—(a1 + a2))) = —(1 + 2 + a3)
E quanto aos angulos que aq + as, as + a3z e ay + ag + ag formam com alguma raiz

simples:

o (a1 taz, ) = (a1,00) + (a2, 1) =2 -1 =1

o (anon oy =2 wtad) o (wa)tlamaey)
(a1 + ag, a1 + ag) (a1, 1) +2(aq, a2) + (a2, az)
2 2 2
Ha'lH - ||02L|| 9 ||0£|| B
2 floaal> Nt 1
2 [lan||” = 255 [l ||
o (g +ag,ag) = (a2, ) + (az,ag) =2—-1=1

o (g, a9+ az) = 2 (a2, a2 + a3) _ (a9, ag) + (g, ) _
| (az+az a3 +az)  (og,02) +2(az,03) + (a3, 03)
- lle | [l |I?
o ? — Lo L
2
2 ||ex || _2||0L|| et

o (a1 4+ a2+ a3, a1) = (a1, 1) + (a2, 1) + (a3, 00) =2 —1+0=1

o O+ O+
<Ct‘1,0t'1—|—0t'2—|—0t'3): 2 ( L1t Qg 3) —
(o1 + g + a3, a1 +az + az)

(0, 00) + (0n,09) + (00, ) I e i
(Q.]-'J Ctl) + (Q’Q, Ct‘?) -+ 2(6{'1, QQ) + 2(&’2,&'3) -+ (C’t’gj Q‘S) 3 ||Ctj_||2 -9 ||QJ_||2
[25] 2
22 s =1
v
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Entao pela tabela de pares de raizes vemos que os angulos formados sao de 3 radianos.

Portanto, obtemos o sistema de raizes.

+c:2+g1

-a

s+ ag)

A partir da tabela de pares de raizes sabemos que

(Ql,ag) = (Qg,al) =—1

(a2, a3) = (a3, 9) = —1

(C‘tl,ag) = (C‘tg,al) = 0

Com 1sso, obtemos a matriz de Cartan C do sistema de raizes.

Assim, vemos que

(Ctl,a2><ag, Ct1> =1

(QQ,Qg)(Qg, Ctg} = l
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(C’t‘l,a'g)(&g, Ct'1> =0

Portanto, obtemos o grafo de Coxeter onde temos ligacao entre os vértices 1 e 2; 2 e

3, mas nao temos ligacao entre os vértices 1 e 3.

1 — 2 ——-3

E podemos identificar este grafo com o diagrama de Dynkin As.

Ao listarmos as raizes de A3 vemos que as somas «g + a2, o + a3 ¢ a1 + a2 + Qg sao
raizes, mas a soma « + <3 nao se encontra nas raizes de Aj.

o) + o3 nao é raiz

Suponha por absurdo que «; + a3 ¢ uma raiz positiva, logo por [5|, o,, permutam as
raizes positivas, diferentes de o; para i = 1,2, 3. Entao, o, (a1 + a3) deve ser uma raiz
positiva.

Oy (01 + a3) = 04, (1) + 00, (3) = —a1 + a3 = a3 —

Mas a3 — a1 nao é uma raiz pois contradiz a segunda condicao de base. Portanto,

a1 + a3 nao é raiz.
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Capitulo 3

Relacao entre sistema de raizes e

algebra cluster

Para mostrar uma relacao entre sistema de raizes e algebra cluster vamos definir o
seguinte conjunto
(I’Z_l - (I’+ U {—A}
Ou seja, o conjunto das raizes positivas com as raizes negativas simples.

Podemos relacionar as variaveis cluster obtidas no Exemplo 1.5.1. e as raizes do

sistema de raizes A3z da seguinte maneira

1—|—x2
— 5 (3
T = —ag 3
T+ (1 —|—$2)$3
_ = a) + o
9 —Q T T2 1 2
T3 —Q w3+ (1 +x9)xy
3 3 = (vg + (3
1+ a9 o 23
1
1 (:r:2+1)(:r:1+:£:3)HCt t ot a
1 2 3
r1+ T3 ryrars3
— > Q9
T2

Ou seja, as variaveis cluster iniciais se relacionam com as raizes negativas simples, as
seguintes olhamos apenas para o denominador das variaveis, assim essa relacao independe
do quiver usado e do numerador de suas varidveis obtidas.

E definimos, para um « nesse conjunto ®-_;, uma funcao s; : ¢>_; — ®>_; como

si(a) = {Ji(a) se oi(a) € 0>

¥ caso contrario

Ao aplicar essa funcao em —A obtemos 13 clusters, conjuntos de raizes algebricamente
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independentes.

Sy (—A) = {alu —Qg, —0'3}

30‘2(_A) - {_0'110521 _C‘fa}

Sas(—A) = {—ay, —as, az}

SaySeyy (_A) = {Ofl + az, az, _Cfg}

SaSag (_A) - {Cfla a + g, _Q'S}

SazSay (TA) = Sa, Sy (A) = {0, =0, a3}

SazSan (_A) - {—Ct‘l, az + ag, Q'S}

80‘230'3(_A) = {—Ct'l, g, a2 + CfS}

SaySanSas(—A) = {ag, 01 + ag,0n + ag + a3}

SasSasSay (—A) = {a1 + ag, ag, as + asz}

Sz Sy San (_A) - {Cfla ] + o + g, Q'S}

SasSaySa, (—A) = {a1 + a2 + a3, g + a3, a3}

SapSazSay Sy (—A) = {ag +ag, 01 + az + a3, oy +az}
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A mesma quantidade de cluster que no Capitulo 1, ainda, as 9 raizes relacionadas com
as variaveis cluster (em negrito) sao obtidas através dessa aplicagao.
Essa bijecao nao vale apenas para esse exemplo, mas vale em geral para todo diagrama

de Dynkin.



Capitulo 4

Apéndice

4.1 O que aconteceria se mudassemos o anel de entra-

das da matriz B para o anel Z,, ?

Originalmente a mutacao estd definida pela matrizes antissimetrizaveis com entradas
em Z, mas durante o estudo nos perguntamos o que aconteceria se mudasse de Z para
/-

Definicao 4.1.1. Se J=mZ, a relagao = (mod m) pode também ser definida por
v, €L, x =1 (modm) < z—2z' €J

e nesse caso usaremos a notagao para classe de equivaléncia de x em rela¢ao a = (mod m).

Usaremos L, para simbolizar o conjunto quociente de 7 pela relagdo = (mod m).

Quando nosso anel era Z a regra de mutacao de matriz era dada por

- —bij, sei=kouy==Fk
i big|bri +0ir by 5 .
J bij + [bik b 5 ik b |, caso contrario

Agora considerando os elementos em Z,,, nao hé necessidade de modulos e nao esté definida
a divisao por 2, logo mudamos a regra para
' —byj,

N bij + birbr;, caso contrario

sei=kouyjy==%k

Analisando o caso em que i = k ou 7 = k temos que
f 1 T « o h.. 1
bij = —b;j ou ainda m — b;; e

b;g = —(m - sz) = b@j
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Ou seja, o elemento b;; serd seu oposto quando o nimero ¢ de mutacoes for fmpar e
ele mesmo quando ¢ for par, isto é
0 _ Op. -
by = (—=1)b;
Agora analisando o outro caso, temos
)
bij = bij + bixbyj e
et ! !
bl = bi; + Vbl

Substituindo o que temos

b;; = b1j + bikbkj -+ (_bik)(_bkj) = blj —+ 2bikbkj

Calculando a terceira mutagao obtemos

mo__ 1 w1 YN )

bij = b3 + by.by; = bij + 3birby;

Fazendo inducao sobre ¢ temos que

(£) )

bij = bij -+ €(bikbkj)

Vimos que a mutacao feita com matrizes em Z ¢ involutiva, ou seja, ;;.%(B) = B. Em
Zyy 0 processo também ¢ finito, mas depende da paridade de m.

e Se m ¢ par, a matriz voltard & matriz inicial apos £ = m mutacoes;

e Se m ¢ impar, a matriz voltard & matriz inicial ap6s £ = 2m mutacoes.
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