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Resumo

Neste trabalho exploramos a relagao existente entre aproximacao de niimeros
reais por racionais e a regularidade de solugoes de equagoes diferenciais parciais de
primeira ordem com coeficientes constantes no plano cartesiano. Para isso estudamos
o problema de melhor aproximagao de nimeros reais através de fragoes continuas e
seus convergentes. Um destaque desse trabalho é a prova rigorosa de que o operador
Oy + (a +1b)0,, com a e b reais, é globalmente hipoelitico se e somente se b # 0 ou

a é um numero irracional nao-Liouville.

Palavras-chave: Fracoes continuas, hipoeliticidade global, niimero de Liouville,

séries de Fourier.



Abstract

In this work we explore the relation between approximation of real numbers by
rational numbers and regularity of solution of first order partial differential equations
with constant coefficients in the Cartesian plane. For this we study the problem
of better approximation of real numbers through continuous fractions and their
convergents. A highlight of this work is the rigorous proof that the operator d, +
(a + ib)0,, with a and b being real numbers, is globally hypoelliptic if and only if

either b # 0 or a is an irrational non-Liouville number.

Key-Words: Continued fractions, global hypoellipticity, Liouville number, Fourier

series.
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Introducao

O principal objetivo dessa monografia é estudar a hipoeliticidade global de opera-

dores diferenciais parciais com coeficientes constantes definidos no plano cartesiano.

Dizemos que um operador diferencial P é globalmente hipoelitico se todas as
solucoes 2m-periddicas da equacao Pu = f, com f suave e 27-periddica, também

Sao suaves.

Esse estudo foi inspirado em trés artigos: Global hypoellipticity and Liouville
numbers e Hypoelliptic vector fields and continuous fractions, ambos de S. Green-
field e N. Wallach, ver [4] e [3|, além do artigo Hipoeliticidade Global no Toro
Bidimensional, de N. Bobko, ver [2]. O principal teorema desse trabalho é o se-

guinte:

-

0 0
Teorema 0.1. O operador diferencial L = — — (a + ib)—, com a,b € R, ¢

ox dy

globalmente hipoelitico se, e somente se

1. b#0 ou

2. a € um numero irracional nao-Liouville.

Para escrever esse trabalho foi preciso desenvolver um estudo cuidadoso de apro-
ximagcao de niimeros reais por racionais e relacioné-la com a transformada discreta

de Fourier.
Para isso organizamos esse trabalho da seguinte forma:

No primeiro capitulo falaremos sobre uma forma diferente de representar os ni-
meros reais, as fragoes continuas simples. Provaremos que qualquer ntmero real
pode ser representado dessa forma e apresentaremos alguns exemplos e resultados

necessarios ao desenvolvimento do trabalho.

No capitulo seguinte, estudaremos o problema classico de aproximar nimeros

irracionais por niimeros racionais. Estudaremos o teorema de Hurwitz, que garante
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que todo niimero irracional possui uma aproximacao de ordem 2, e apresentaremos
o exemplo do ntimero de ouro, v/5 4 1/2 que nio admite aproximacdes de ordens
superiores. Na sequéncia relacionamos a teoria das fragoes continuas com a teoria
das aproximacoes por racionais, obtendo uma nova ferramenta para o estudo de

aproximacoes.

O terceiro capitulo é dedicado ao estudo das séries e coeficientes de Fourier. Dada
uma funcio f : R? — C continua e 27-periédica, e um par (m,n) € Z?, definimos o

coeficiente de Fourier de ordem (m,n) da fungao f por

~

1 [ —i((m,n),(x
f(m,n) = W/—w - fla,y)e Cmm- ) dudy.

Mostraremos a relagao fundamental entre derivadas e coeficientes de Fourier,
obtendo informagoes sobre comportamento dos coeficientes de Fourier de uma fun-
¢ao suave e 2m-periorica quando |(m,n)| — oo. Na sequéncia mostraremos que a
transformada discreta de Fourier dessas fungoes estao em bijecao com as sequéncias

rapidamente decrescentes.

O 1ultimo capitulo deste trabalho traz a famosa condigao de Greenfield-Wallach,
que fornece condig¢Oes necessarias e suficientes para que o operador diferencial parcial
com coeficientes constantes em R? seja globalmente hipoelitico. A partir dessa
condig¢ao obtemos uma caracterizagao mais cuidadosa dessa propriedade em termos

de seus coeficientes.



Capitulo 1

Fracoes Continuas Simples

Neste capitulo serao introduzidos alguns resultados sobre fragoes continuas que

serao utilizados no estudo de aproximacoes de niimeros reais por racionais.

Para comecgar, podemos pensar em fracao continua simplesmente como uma

forma diferente de representar os niimeros, escrevendo-os na forma

by

aq + s (11)
by
as +
bs
ag + ————
b,
y—
am
com aj,b; € Z, para j =1,2,...,m.
Por exemplo:
3 47 2 9
24 ————=— e —3t——"=-z
4+ ——- 1+
3 3
44 —
* 2
Dizemos que a fra¢ao continua (1.1) é simples quando
by =by=---=by,=1ea; €N, para j > 2,

Esse é o tipo de fracao continua que trataremos nesse trabalho. Antes de pros-



seguir, vamos analisar mais um exemplo:

85 21 1 1 1
— =24 =2+— =2+ =2+
32 32 32 X 11 ' 1
11
1 1 1
1 1 1+
1+ 1+ 1
, 10 ) 1 L+ 1
+ — + — 1+ —
11 11 +1O
10

Recordando que uma fragao é dita “impropria’ quando o numerador é maior

que o denominador e “préopria” quando o numerador é menor que o denominador,

podemos descrever o processo acima do ponto de vista de algoritmos da seguinte

forma:

P1.

p2.

Dps3.

Se a fracao for impropria siga para o passo po; caso contrario inverta ela e siga

para o passo po;

transforme a fracao impropria em uma fragao prépria nao negativa subtraindo

sua parte inteira e siga para o passo ps;

Se o denominador da fracao impropria for 1 o processo encerra aqui; caso con-

trario retorne ao passo pj.

Apoés testar esse procedimento com alguns ntimeros racionais, ficamos com a

sensacao de que ele nos forneceré sempre uma fragao continua simples, porém varias

perguntas surgem naturalmente:

E possivel provar que qualquer ntimero racional pode ser representado por uma

fragao simples?

O que garante que o procedimento acima tem fim? Em outras palavras, o algo-

ritmo acima seré interrompido apds um nimero finito de itera¢oes?

E os niimeros irracionais, também podem ser representados por uma fragao sim-

ples? Em caso afirmativo, como obter a fragao simples que o representa?

Esta representagao em fracao continua simples é tnica?
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Para responder a essas perguntas vamos introduzir a defini¢cao precisa de fracao
continua simples e provar alguns resultados sobre representacao dos niimeros reais

nesse formato.

Definigao 1.1. Dados ay € Z e uma sequéncia (finita ou infinita) de nimeros

inteiros positivos ay, as, as, . .., chamaremos de fracao continua simples a expressao
1
an + . (12)
1
ay +
1
g+ ———
as+ ...

Como a expressao (1.2) depende apenas da sequéncia de inteiros a;, é costume

denotéa-la por

[ao;al,ama37~-]7

e chamar essa representacao de expansao em fracao continua simples.

1.1 Expansao de ntimeros racionais

Nessa secao mostraremos que qualquer ntimero racional possui uma expansao
em fragao continua simples finita. Também discutiremos a questao de unicidade de

representacao em fragoes continuas simples.

Teorema 1.2. Qualquer fracao continua simples finita representa um niamero ra-
cional. Reciprocamente, qualquer nimero racional pode ser representado por uma

fracao continua simples finita.

Demonstracao

A demonstracao da primeira parte é imediata. Para provar a reciproca, seja p/q
um namero racional qualquer. Pelo algoritmo da divisao, existem inteiros ag e 7o,

com 0 < ry < g, tais que p = agq + 79, Ou seja,

.
P+ (1.3)
q q

Se 9 = 0, 0 nimero p/q ¢ inteiro e o processo termina aqui. Neste caso p/q = ag

e a fragdo continua é a mais simples possivel: p/q = [ao].
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Caso contrario, podemos escrever

P 1
—=a+— 0<ro<gq
q q

To

Agora repetimos o mesmo procedimento acima com ¢/rg, ou seja, usamos o

algoritmo da divisao para encontrar a; e r; tais que

2:a1+ﬂ, 0<r <ro. (14)
To To

Se r; = 0, o processo termina. Neste caso basta levar (1.4) em (1.3) e teremos

D 1
- =ap+ — = |ag; a1
q ai

Se 11 # 0, repetimos esse mesmo procedimento com a fragdo ro/r;, e assim
sucessivamente.

Note que o processo termina quando obtivermos 7, = 0 para algum n, o que
ocorrera, pois

q>ry>r9>...20
¢ uma sequéncia decrescente de inteiros nao negativos.

Dessa forma temos

b To
= = ap+—, 0<ry<gq,
q q
q 1
— = a1+ —, 0 <7y <ro,
To To
To )]
— = a2+ —, 0<T’2<’/’1,
(A (A
T'n—3 Tn—1
= Qp-1+t ) 0< Tn—1 < Tp—2,
T'n—2 T'n—2
Tn—2
= Qp, T'n = 07
Tn—1

e portanto,
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p
azao-l- = [ag; ar, .. ., an). (1.5)

a; +
as +

Ap—1
O

Observagao: Na expressao (1.5), a tltima fragdo pode ser reescrita da seguinte

forma
1 1
anfl__ 1‘
(an_l - 1) + I
Isso significa que a expressao [ag;aq,...,a,—1 — 1,1] também é uma expansao

de p/q em fra¢do continua simples, ou seja, nesta situa¢ao nao temos unicidade de

representacao em fragoes continuas.

Com excecao deste caso especifico, em que expressamos o nimero inteiro k£ como
(k—1)+ 1, a unicidade da expansdo em fragao continua simples é consequéncia do

algoritmo da divisao.

Exemplo 1.3. As duas representacgoes abaizo correspondem ao mesmo nimero ra-

cional.

;2,34 =1+— =1+ = [1:2,3,3,1].

34— 34

e

(4-1)+

O proximo resultado apresenta uma relagao que escapa a nossa “intuicao deci-
mal”, mas ap6és pensar em um ou dois exemplos, vemos que realmente funciona e

temos a demonstracao em maos.
Proposigao 1.4. Sejam p,q € Z com p > q. Se p/q = [ag; aq, ..., a,], entao,

g = [O;ao,al,...,an].
p

Reciprocramente, se q/p = [0;ag, ay, ..., a,], entao p/q = |ag; ai, ..., a,).
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Demonstracao

Por hipodtese, p > ¢, entao podemos escrever

1
A -
p p
q
Como p/q = [ag; a4, . . ., a,), substituindo a representagao em fragao continua na
expressao acima teremos
q 1
-=0+ :[O;ao,al,...,an].
p 1
ap +
1
ay + s
2 ' 1
C—
Qn

Note que o mesmo raciocinio pode ser usado para a reciproca. De fato

q 1
= =1[0;a9,a1,...,a,] =0+ ,
D 1
Qo +
1
aq + ot
2 ‘ 1
o
an
Chamando de x = |ag;ay,...,a,| e substituindo essa expansdo na expressao
abaixo teremos:
p 1 B 1 B 1 B 1 B
-—=—-= = = — =1
q q 1 1 1
- 0+ 0+- -
p 1 r T
ag +
1
ay + P
2T 1
-
G,

O

Exemplo 1.5. Vamos expressar o nimero 87/59 e o seu inverso como fra¢ao con-
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tinua.

87 28 1 1
—=1l+—=14+—=1+
59 59 59 3
— 24—
28 +28
1 1
=1+ =1+ =[1;2,9,3].
1 1
2+ — 24 ——
28 9 1
3 T3

Agora, para escrever a expansao do inverso 59/87 basta fazer

59 1
— =1(0;1,2,9,3] =0+ ———
87 [7777] + 1

1.2 Expansao de ntimeros irracionais

Para construir a expansao de um numero irracional em fragao continua simples,
vamos adaptar o procedimento que usamos para os nimeros racionais da seguinte

forma:

Seja x um numero irracional qualquer e ayp = [x] o maior inteiro menor ou igual
a x, neste caso
1 1
r=ay+ —, com 0<— <1.
T T
Note que x; ¢ um ntmero irracional, caso contrario a identidade acima levaria a

uma contradicao.

Como x; = > 1, podemos escrever

T — Qg

1 1
rp=a+—, coma =[r]]>1le 0<— <1
i) i)

15



Da mesma forma x, =
Ty —

esse processo obtendo, sucessivamente, as equagoes

— 1
T o= a0+ o,
_ 1
Ty = a1+,
_ 1
Ty = ay+ o,
_ 1
T, = an+—xn+1

r1>1leag=
To>1lear =

T3 >1leay =

Tpi1 > 1 eay,

> 1 é um ndmero irracional e podemos repetir

(1.6)

Note que todos os nimeros a; sao inteiros, enquanto todos os nimeros x; sao

irracionais, logo o procedimento acima jamais termina. De fato, isso s6 ocorreria se

Tn = a, para algum n, o que é impossivel.

Fazendo substituicoes, obtemos uma fracao continua simples infinita associada

ao numero r da seguinte forma:

1
r=ay+— = ap+ =
I 1
CL1+_
o)
a; +
CL2+. 1
o
Qp+

= [ag; a1, as, . ..

A representacao de um irracional z em fracao continua simples infinita também

possui unicidade em sua representacao, uma vez que os valores x1, s, X3, ...

anicos.

Exemplo 1.6. Vamos obter a expansio de \/2 em fracio continua simples.

Comecamos observando que o maior inteiro menor que /2 € 1, logo

=ag :1/:51

1

16
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Logo,

1 1 1

V2=1+ ) [ S —
V241 2 +v2-1 9

- _ V241

Continuando esse processo indefinidamente teremos

V2=1+ = [1;2,2,2,..].
2+
1

24
+2+,

Neste ponto nao podemos deixar de expressar nossa admiragao com a expansao
em fracdo continua simples de /2. Essa é uma das boas surpresas que apareceram

nesse estudo.

Outros exemplos notéveis sao os seguintes

i e=[21,21,1,4,1,1,6,1,1,8,1,...];

—1
i, S =1[0;1,6,10, 14, 18,22, 26, 30, 34, 38, 42, . . .;
1
iii. eH = [0:2,6,10,14, 18,22, 26,30, 34, 38,42, .. ;
e

. Ve=1[1;1,1,1,5,1,1,9,1,1,13,1,1,.. ].

Mas nem todos os irracionais possuem representagoes como os acima, por exem-
plo:
T=1[3;7,15,1,292/1,1,1,2,...]

nao segue nenhum padrao em sua representagao.

Durante o desenvolvimento desse trabalho tivemos a oportunidade de estudar
esses padroes nas representacoes em fragoes continuas simples e entender um pouco
melhor esse assunto. Tendo em vista o foco de nosso estudo e os objetivos desse
trabalho, infelizmente nao poderemos nos aprofundar nessa dire¢ao, mas indicamos

para o leitor interessado no assunto as referéncias [1] e [10].

Finalizamos essa se¢ao com um resultado que é essencialmente uma releitura do

Teorema 1.2.
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Teorema 1.7. Um nimero real € racional se e somente se sua representagdao em

fracao continua simples for finita.

A demonstragao desse teorema é exatamente a mesma do Teorema 1.2. A opcao
por colocé-lo nesse ponto tem a ver com suas consequéncias, que nas primeiras

péaginas desse texto nao seriam tao claras:

> a expansao em fracao continua simples de um ntmero é infinita se,

e somente se, este niimero é irracional;

> todo nimero real possui expansao em fracao continua simples.

1.3 Convergentes de fragcoes continuas simples

Dada uma fragao continua simples infinita [ag; ay, ..., a,,...], seus convergentes

Sa0 0S numeros:

a
%:%:W
1
Cl = Qo + — = [ao;al]
ay
1
Cy = ag + ——— = [ap; a1, az]
aq + —
Qs
1
C, =ap+ ! = [ag; a1, az, ..., ay)
aq +
a9 + ' 1
—
an

Nosso objetivo é mostrar que estes convergentes fornecem boas aproximagcoes

racionais para o nimero irracional representado por essa fracao continua simples.

Note que, nao faz muito sentido considerar os convergentes de uma fragao con-
tinua simples finita, pois o objetivo da teoria de aproximagoes é encontrar boas

aproximacoes racionais para um numero irracional.
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Para analisar o comportamento da sequéncia de convergentes da fracao continua
associada a um ntmero racional, vamos definir duas novas sequéncias cuja utilidade

ficara clara no decorrer do texto.

Defini¢ao 1.8. Dada uma fra¢ao continua simples infinita [ag; ay, ..., ay,...|, defi-

nimos as sequéncias {p,} e {q.} da segquinte forma:

p-1=1, po = ao, g-1=0, q=1

(1.7)
DPn = QpPn-1 + Pn-2, n = GnGn—1 + Gn—-2.

Antes de provar o resultado que nos interessa sobre convergentes, vamos provar

uma féormula que seré 1til no prosseguimento desse trabalho.

Teorema 1.9. Para todo nimero real x vale a formula

. TPn—1 + DPn—2
[(Io, ag, ... 7an—17$] = .
Tdn—1 + dn—2
Demonstracao
TPy + p_ Tag+ 1 1
Para n = 1 temos PoT P12 =ay + — = [ag; x].
xqo + q_1 1l +0 x

Suponha agora que a férmula vale para n, entao

lag;ar, ..., 0p_1,0n, 2] = [ag;a1,...,0n_1,a, + 1/2]

(an +1/2)pn1 + Prs
(an +1/2)qn—1 + ¢n—2

ApPn—1 + pn—l/x + Prn—2
Andn—1 + Qn—l/m + dn—2

Pn +pn—1/x _ TPn +pn—1
Gn + Gn-1/7 TGn + G-’

o que conclui a prova.

Teorema 1.10. Dada uma fragio continua simples infinita [ag;aq, ..., a;,...], o

.. . Pn
n-ésimo convergente C,, € igual a —, n € N.
n

Demonstracao

19



Para n =1 temos p; = a1pg + p_1 = a1a9 + 1 e ¢ = a1qo + g_1 = ay, logo

ajag + 1 1
q1 (5] aq

Suponhamos, agora, que (1.7) seja valido para n < k e mostremos que vale para
n=k+1

1

Ak41

Cry1 = lag;ay, . .., g, apq1] = [ag; a1, ..., ap + | = laos a1, ..., a;] = C}.

Aqui, por motivos tipogréficos, cometemos um abuso de notacao chamando de

C} o k-ésimo convergente da fracao continua

1

Ak+1

. * * JR—
[ag; @y, ..., ag_1,a, Ggya, Grys, - -], naqual ap = ag +

Agora basta usar a hipotese de inducao no convergente Cj, obtendo

1
. (ak + —) Dk—1 + Pk—2
Ck+1 — C* — akpk—l —I—pk—Q _ a’k+1

Wqh-1 + Qo2 1
L ? (ak + ) Grk—1 + Qr—2
Ap+1
agPr—1 + Pr—2 + _
B EPk—1 T Pk—2 ak+1pk 1 B P + (1)1 )Pros
B 1 B 1 _
rQr—1 + qr—2 + G (/1) g
Qg1
_ Ok41Pk + Pk—1 _ Pi41
Ak1Gk + k-1 Gr41
O
Exemplo 1.11. Recordemos que a fragao continua simples [1;2,2,2,2,...] repre-

senta o numero real \/2. Agora, usando as formulas acima para o cdlculo dos con-
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vergentes, temos:

1
@ 1

b1 1 3
Ci=="=14+-=-=1,5
1 +2 2 9

q1

2.34+1 7
G2 axq1+q 22+1 5

D3 asps + p1 2.7+ 3 17
=1 = - — L 1, 4166667
ST 5 W@t @ 2542 12

217+7 41
o R Bt e Ui R YR e

241 +1
Oy =D _Gspatps  2ALHIT_ 99 ) 0y
¢ asqatgqs  229+12 70

o que fornece uma boa sequéncia de aprozimagoes para o valor de /2.

Para provar que os convergentes constituem de fato uma sequéncia de valores que
converge para o valor representado pela fragao continua simples, precisamos provar

alguns resultados preliminares.

Proposicao 1.12. Os termos das sequéncias {p,} e {q.} associadas a uma fragao
continua simples satisfazem a sequinte relagao, conhecida como Formula do deter-

minante:
Prln—1 — GnPn1 = (=1)"7', n>0. (1.8)

Demonstracao

Para n = 0, temos
Poqd—1 — GQop—-1 = CL().O —11=-1= (—1)71 = (—1)071.
Supondo que a férmula é valida para n temos,

Prn+19n — Gn4+1Pn = (an+1pn + pn71>Qn - (an+1Qn + anl)pn

= Un1(Pngn — @bn) — (Gn-1Pn — Pn—1¢n)

= (- = (p
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Proposicao 1.13. Os convergentes de fracoes continuas simples infinitas satisfazem

(-1

C,—-Ch1=—"—, n>1, (1.9)
dndn—1
e
" -1 n—2
o =D, (1.10)
Gndn—2
Demonstracao

Para n > 1, basta dividir ambos os membros da expressao (1.8) por ¢,¢,—1,

obtendo .
Pn Pn-1 _ (_1)n

qn qn—1 qndn—1 7

o que prova (1.9).

Para provar (1.10), comegamos com as equagoes (1.7) obtendo
Pndn—2 — gnPn—2 = (anpn—l + pn—2)Qn—2 - (anQn—l + Qn—2>pn—2
= an(panan2 - pananl) - an<_1)n72-

Dividindo os extremos da expressao acima por ¢,¢,_o obtemos

an(_ 1)n—2
qndn—2 ‘

Cn - On—? =

O

Teorema 1.14. Considere a sequéncia {C,} de convergentes de uma fra¢io conti-

nua simples infinita, entao:

i. a subsequéncia dos convergentes de ordem par {Ca,} € crescente;
ii. a subsequéncia dos convergentes de ordem impar {Co,y1} € decrescente;

14. todo convergente de ordem par € menor que qualquer convergente de ordem

impar; e

w. cada convergente C,, com n > 2, estd entre os convergentes C,,_1 e C,,_».
Logo, os termos da sequéncia {C,} satisfazem

Co<Cy< (i< ... <Oy <...<lypp1 <...<Cy < O3 < (.
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Demonstracao

Note que a,, > 0 paran > 1 e g, > 0 para n > 0, logo pela propriedade anterior

temos

a2n<_1)2n—2

Cop —Copg = ———— >0 = Cy,_2 <y,
q2nq2n—2
Aot _1 2n—1
Copy1 — Copq = (1) < 0= Copt1 < Cop1
q2n+192n—1

e, também da propriedade anterior, temos

_1\2n—1
CQn - CQn—l - L <0= CQn < CZn—la
d2nq2n—1

-y
CZnJrl - CZn =——>0= an < an+1.
Q2n+142n

Das duas primeiras desigualdades concluimos que {Cs,} é uma sequéncia cres-

cente e que {Cy,11}é uma sequéncia decrescente. Temos também que
Copn < Cyn < Copgr < Oy

Portanto, C), esté entre C,,_1 e C),_s.

Na ultima desigualdade, fazendo n = 1, obtemos Cy < Cy < C5 < (.

Para n = 2, temos Cy < C; < (5 < (3. Portanto,

CO<CQ<C4<C5<03<01.

Por indugao obtemos

OO<CQ<...<02n_2<OQn<...<02n+1<02n_1<...<03<017

o que conclui a prova o teorema. 0

Teorema 1.15. Os convergentes de uma fragao continua simples infinita convergem

e seu limite € dado por
[ = lim an = lim CQnJrl.
n—oo

n—oo

Demonstracao
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Como ¢ni1 = Api1Gn + Gn—1, COM Gp i1, Gn, Gn—1 € N, entdo {g,} é uma sequéncia

crescente de nimeros naturais, logo

—1
C2n - Canl = — Oa
d2nq2n—1

quando n — oo.

Segue do teorema dos intervalos encaixados que a sequéncia {C,} possui um

unico ponto de acumulacao e portanto é convergente.

O

Teorema 1.16. A sequéncia dos convergentes {C,}>2, converge para wm nimero

wrracional.
Demonstracao
Suponhamos que lim,, ., C,, =1 = g, p,q € Z. Logo,
q
Pon D . P41 D
lim — == e lim —— ==,
n—=00 (op q n=0 (op41 q

Do teorema 1.14 temos

Cyp = DP2n < p < DPon+1

q2n q q2n+1

< 02n+17 n > 0.

Logo,
P2nt1 P S 0= Pon+19 — PG2n+1 <0
q2n+1 q q2n+14
DPon+1 p
Mas, Pon+149 — PGan+1 S / € — 7é - L0g07 Pon+149 — PGan+1 Z 1.

q2n+1 q

Dividindo ambos os lados por ¢s,,+1q obtemos

P2n+14 — Pdant1 1
Q2n+19 = Qan1q
ou seja,
Pont1 P > 1 .
q2n+1 q q2n+19
Mas,
1
Pontt P Ponvl  Pon Cony1 — Copp = ———,
q2n+1 q qon+1 qon 2n+142n
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ou seja,
1 1
<

don+19 d2n+192n .

Portanto, ¢, < ¢ para todo n > 1. Contradi¢ao, pois {g,} ¢ uma sequéncia

crescente.
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Capitulo 2

Aproximacoes por Numeros

Racionais

Neste capitulo estamos interessados em estudar de que forma os ntmeros irraci-
onais podem ser aproximados por racionais, obtendo estimativas precisas e identifi-

cando casos de boas aproximacoes através de fracoes convenientes.

Intuitivamente, dado um irracional qualquer A, a primeira coisa que nos vem a

mente é: “\ esta entre dois inteiros consecutivos. Quais sao estes inteiros?”

Esse resultado pode ser chamado de aproximacao por inteiros e enunciado nos

seguintes termos: para cada ntmero irracional \, existe um tnico inteiro m tal que:

|A—m| < % (2.1)

Embora seja um resultado bastante intuitivo, sua demonstragao rigorosa nao é
tao trivial quanto possa aparentar. A localizacao do inteiro mais proximo e sua
unicidade passam pelo principio da boa ordenagdo. No livro de Niven, ver [9], ha

uma demonstragao bastante intuitiva deste resultado.

No restante do capitulo apresentamos resultados bastante gerais sobre aproxi-
magoes por racionais e suas limitacoes. Faremos uma conexao entre aproximacoes

e fracoes continuas e apresentamos o ntimero de Liouville.
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2.1 Aproximacoes de primeira ordem

Os dois resultados que veremos agora oferecem aproximacgoes de primeira ordem,

ou seja, aproximagoes melhores que o inverso de um polinémio de primeira ordem.

Nas se¢oes seguintes veremos que existem aproximacoes de ordens superiores.

Teorema 2.1. Para quaisquer numeros \ irracional e n natural dados, existe um

inteiro m tal que

m 1
A——‘<—.
‘ n 2n

Demonstracao

Como nA é irracional, seja m o inteiro mais proximo de n\, entao

1 m 1
A—m|< = = ‘)\——‘<—.
]n m| 2 n 2n

Teorema 2.2. Seja A um numero irracional e k um inteiro positivo, entdo eriste

um nimero racional m/n, com n <k tal que

m 1
)\——’<—.
‘ n nk

Demonstracao

Dado um ntumero irracional A e um inteiro positivo k, considere os k ntmeros

A 20, 3, R

O primeiro passo ¢ separar a parte inteira de cada um desses nimeros, ou seja,

escrever cada um destes niimeros como um inteiro mais a parte decimal.

A= wm+b == A—a = B
2\ = a2+52 = )\—CLQ = 52

kX = ak+ﬁk = )\—Clk = 5]@

sendo a; € Z e 0 < fB; <1, paratodo j =1,2,... k.
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A seguir particionamos o intervalo escrevendo

A partir deste ponto dividiremos a demonstragao em dois casos distintos, em

relagao ao subintervalo I;:

k.

Caso 1: O intervalo I, = [0, 1/k] contém algum f,,, com 1 < n <
1
k’

O resultado é imediato, pois 3, = nA — a, logo ’

Caso 2: O intervalo I; nao contém nenhum dos f,’s.

Neste caso, os k nimeros 3, estao nos k — 1 intervalos I;, segue do principio da
casa dos pombos que algum I;, contém dois ou mais ,’s. Vamos denotar por f3, e

Bs, com 17 < s, duas partes decimais que estao em um mesmo intervalo [;,, entao

18, — ] < % (2.2)

Como s = s\ —as e B, = r\ — a, entao
Bs —Br=(sA—as) — (rA—a,) = (s —r)A — (as — a,).

Denotandon =s—r € Nem =a; —a, € Z, de (2.2) temos

1
InA—m| < - = ‘)\—@‘<—
k n

Note que 0 < r < s < k, logo o denominador n = s — r < k, o que conclui a

prova do teorema. 0O

2.2 Aproximacoes de segunda ordem

A ideia aqui é mostrar que as aproximacoes de irracionais podem ser melhor

controladas, obtendo aproximagcoes por inversos de um polinémio de ordem 2.

Dado um ntmero irracional arbitrario, também mostraremos que, a menos de

uma constante, esse é o melhor tipo de aproximacao que é possivel obter.

Teorema 2.3. Para qualquer nimero irracional \ existem infinitos nimeros racio-
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nais m/n, com mde(m,n) =1,m € Z,n € N tais que

m 1
)\——‘ - 2.3
‘ n < n? (2.3)

Demonstracao

Primeiramente, observemos que qualquer nimero racional m/n, satisfazendo a
desigualdade do Teorema 2.2, automaticamente satisfara a desigualdade do Teorema

2.3. De fato, como k > n entao

‘ \ m‘ - 1 < 1

n kn ~ n?’

O problema do Teorema 2.2, é que m/n nao precisa estar na forma irredutivel e
nao fala nada a respeito de uma infinidade de racionais satisfazendo a desigualdade.

O restante desta demonstragao é dedicada a preencher estas lacunas.

Primeiro vamos mostrar que se um numero racional m/n qualquer satisfaz o Te-

orema 2.3, entao sua forma irredutivel satisfaz uma desigualdade na forma desejada.

Vamos denotar por M/N a forma irredutivel do nimero racional m/n; aqui

podemos supor n > N > 0.
Assim, se A satisfaz |\ —m/m| < 1/n?, entdo

M m 1 1
Ao :‘A——‘<—<—.
’ N‘ n n? =~ N2

Para provar que ha uma infinidade de racionais satisfazendo (2.3), vamos supor

que esse numero € finito, ou seja, que

my Mz M3 my

) ) DIRRRS) ) (24)
ny Nz N3 Ty
sao os Unicos nimeros racionais tais que
m; 1
J .
‘ ——<—2,j21,2,...,£.
Tomando k > max{ny,na,...,ne}, obtemos
m; 1
— > j=12,... .4 (2.5)
n]- k’
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Aplicando o Teorema 2.2 obtemos um novo nimero racional m/n, tal que
m 1 1
NP
‘ n kn ~ k
Segue de (2.5) que m/n nao é nenhum dos ntmeros da lista (2.4), o que contradiz

o fato desses ntimeros serem os inicos racionais com tais propriedades. 0O

O proximo teorema traz uma aproximagao um pouco melhor que aquela fornecida
pelo teorema 2.3. A prova desse resultado usa propriedades das fragoes continuas

apresentadas no capitulo anterior.

Teorema 2.4. (Hurwitz) Para qualquer nimero irracional A existe uma infinidade

de nimeros racionais p/q tais que

1
Vg2

‘A—j—g‘ < (2.6)

q

A estratégia da prova desse teorema é mostrar que, de cada trés convergentes
sucessivos da expansdo de A, pelo menos um satisfaz (2.6). Isso garante que a a
sequéncia de convergentes {C,, = p,/q,} possui uma subsequéncia {C,, }ren satis-
fazendo (2.6).

Para isso, primeiro provaremos dois lemas técnicos.

Lema 2.5. Seja A um nidmero irracional. Se a desigualdade (2.6) € falsa para dois

convergentes consecutivos

C’j_lzzE e Cj:&, com j € N,

qj—1 a;
entao
ri+rt < V5, sendo r; = 4 (2.7)
qj—1
Demonstracao
De fato, se (2.6) ¢é falsa para C;_; e C; entdo
Pj—1 Pj 1 1
A — + ‘)\ - == + .
' ¢j—1 qj VhiZ, Vo2
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Como A esté entre C;_; e C; entao

‘)\_Iﬂ 4_‘)\_& _ [Pzt P
dj—1 d; gj-1 Gy
Agora, pela Proposicao 1.13, temos que
Pj-1 _ Pj| _ 1
4G-1 G 4j-14;

Combinando as trés expressoes acima temos

1 n 1 < 1
Vg2, VBg? T gy’

e multiplicando a desigualdade acima por qj_lqj\/g obtemos

et = B I o
qj—1 d;

Como o lado esquerdo dessa desigualdade é racional entao essa desigualdade é

estrita, o que conclui a prova do Lema. 0O

No proximo lema, sera utilizado um ntmero conhecido como o ntimero de ouro,
V541 /2. Este nimero é bem conhecido devido as suas incontéaveis aplica¢oes, em

obras de arte, em construgoes, na natureza, etc.

Lema 2.6. Seja x > 1 um nimero real. Se x + x~1 < /5, entdo

\/3+1 —1 \/5_].

< > .
T 5 € T 5

Demonstracao

Para provar esse resultado, vamos analisar o comportamento da fungao

flx)=2+27" comx > 1.

Note que f(1) =2, e para 2o = (v/5 +1)/2 temos 5" = (/5 — 1)/2 e portanto
f(x0) =m0 + 75" = /5.

31



Como f'(x) =1+ 272> 0, para x > 1, entdo f & crescente. Logo

V5 +1

2<zt+z'<Vh = l<z< 5

e, invertendo a tltima desigualdade, temos

L <v€+1>” VB —1
1>27 > =

2 2

Demonstagcao do Teorema de Hurwitz

Suponha, por absurdo, que exista um j € N tal que (2.6) seja falsa para os trés

convergentes sucessivos

bj—1 by Pj+1
Cj,1 = J—, Cj = = (§] Cj+1 = L
qj—1 qj dj+1

Segue do Lema 2.5 que
Tj+7’j_1 < \/5 e Tj+1+T]-_J:1 < \/g,

e do Lema 2.6 que

J 2 2
De (1.7) recordamos que ¢; = ajqj_1 + ¢j—2, logo
. Q-1 aiq + -
aj+1+7“j1 = Q1+ It = = Tjt1.

45 4qj
Segue das duas expressoes acima que

Vi+1
2

_ -1
Tj+l = Qjr1 75

V5 —1

> i1t 5

VE-1 V541
2 2

> 1+

e isto é uma contradicao. 0

Teorema 2.7. A constante \/5 no teorema anterior € a melhor possivel. Em outras

palavras, o Teorema 2.4 ndo vale se substituirmos v/5 por um valor maior.
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Demonstracao

Note que, basta exibir um namero irracional A para o qual /5 seja a maior

constante possivel.

Considere o niimero irracional A = [1;1,1,1,...]. Como
1 1 V5 +1
A=14+—— =14+ -—=N=Af+1= )= :
oL ] T * 2

Seguindo o método de construcao da representacao de nitimeros irracionais em

fragoes continuas simples apresentado em (1.6), pagina 16, verifica-se (por indugao)

Vi+1
2

que \; = para todo 7 > 0. Entao

Agora, tomando py = qo = ¢1 = 1 e p; = g2 = 2 nas equagoes (1.7) que definem
D; € qj, teremos

Pj=DPj-1+DPj—2 € ¢ =q—-1+ qi—2,

segue por indugao matematica que ¢, = p,_1 paran > 1. Logo

R SR VA |
lim = lim = — = .
n—oo  (n n—o0 PDp_1 )\ 2

Daqui segue que

qn_1>_\/5+1+\/5—1_f

n
Pela definicdo de limite de uma sequéncia, dado qualquer ¢ > /5, existe apenas
uma quantidade finita de indices n tais que

qn—1

n

)‘n+1 +

> C.

Agora, segue dos célculos que fizemos acima e da representacao dada no Teorema
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1.9 que

'A CPa| _ AWatPar Pa_ —(Paln-1 — Pa-1n)
n A+ Gn1 G Gn(Aqn + Gn-1)
S 1 1

—= < _
Qn()‘Qn + Qn—l) qr%()\n—i-l + Qn—l/Qn) qu%
vale apenas para um nimero finito de valores de n.

. . , . . . . b .
Assim, ha somente um numero finito de nimeros racionais = satisfazendo
q

2.3 Numeros de Liouville

Apesar de nao ser possivel encontrar aproximagoes melhores para qualquer ir-
racional, existem véarios resultados nesse sentido para tipos especiais de niimeros

irracionais.

Por exemplo, se o niimero irracional A é algébrico de grau n (raiz de um polinémio
nao nulo de grau n com coeficientes inteiros) entao é possivel demonstrar que existe

c > 0 tal que

C
‘A—E >
q q"

para todo racional p/q. A demonstragao desse resultado pode ser obtida na referén-

cia [8], pag. 31.

Em contraposicao a esse resultado, dizemos que um nimero irracional o é apro-
ximéavel de ordem v se existe uma constante ¢ > 0 e uma sequéncia de niimeros

racionais distintos irredutiveis {p,/¢,}, com ¢, > 0, tais que

‘ P
a —_— —
Gn

1
< —, VneN.
qV

n

A ordem de aproximag¢ao do nimero « é definido como o supremo dos valores v

tal que «a é aproximavel de ordem v.

Na se¢ao anterior mostramos que todos os ntimeros irracionais sao aproximaveis
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de ordem 2, mas nao falamos nada da ordem desses irracionais. Na verdade esse
problema é bastante dificil. Por exemplo, Klaus Friedrich Roth recebeu a medalha
Fields de 1958 por ter demonstrado que todo niimero irracional algébrico o tem or-
dem 2. Para mais detalhes sobre esse e outros problemas de aproximacao indicamos

a referéncia [6].

Um nimero que nao é algébrico é chamado de transcendente. Em 1874, Ge-
orge Cantor provou que existiam ntimeros transcendentes dando uma demonstragao
indireta. Basicamente ele provou que o conjunto dos ntmeros algébricos é enume-
ravel e, como os reais sao nao enumeraveis, garantiu assim a existéncia dos nimeros
transcendentes. Porém ele nao apresentou nenhum exemplo concreto de ntmero

transcendente, apenas provou que existiam.

Foi o matematico francés Joseph Liouville que encontrou um exemplo de ntimero
transcendente e provou que esse niimero nao era raiz de um polinémio com coefi-

cientes inteiros. O numero em questao é conhecido atualmente como constante de

Liouvile
= : 1 1 1 1 1 1
— L - -
‘- leo = Tou 107 T 10 T 10f oo T 1oel ¢
‘7:
= 0,11000100...00100...00100...
possui digitos nao nulos apenas na 1%, 2%, 6*, 24*, 120?, ... casa decimal.

Em termos de aproximagao, a constante de Liouville é excepcionalmente bem
aproximéavel, na verdade pode-se provar que a constante de Liouville é aproximavel

de qualquer ordem que se queira. Isso inspira a seguinte definicao.

Definicao 2.8. Um nimero irracional o € dito nimero de Liouville se, para cada

N € N, existe C' > 0 e uma sequéncia de niumeros racionais distintos <&> tais
i)
JEN

que

a—Pil <
4d;

Vj e N.

71

Os nameros de Liouville desempenham um papel importante no estudo da regu-
laridade de solucao de equagoes diferenciais, conforme veremos no tltimo capitulo
desse trabalho.
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Capitulo 3
Séries de Fourier

Neste capitulo introduzimos notagoes e resultados fundamentais sobre séries e
coeficientes de Fourier de fungoes periddicas. Como estamos interessados no estudo
de equacoes diferenciais parciais peridodicas em R?, vamos introduzir a analise de

Fourier apenas para estas funcoes.

3.1 Coeficientes de Fourier

Denotaremos por C52(R?) o espago vetorial das fungoes f : R? — C infinitamente

diferenciaveis e 2w-periddicas.

Dada uma fungao f € C52(R?) e um par (m,n) € Z?*, definimos o coeficiente de

Fourier de ordem (m,n) da fungao f por

1 [ —i((m,n),(x
f(m,n) = W/_n - [, y)e mm @ dudy,

Observagao 3.1. Como o integrando acima € continuo e o dominio de integra¢cao
€ compacto, entdo os coeficientes de Fourier estao bem definidos e constituem uma
sequéncia {f(m,n)} de mimeros complexos indexada em Z*. Alguns autores se

referem a essa sequéncia como a transformada de Fourier discreta.

Uma das propriedades fundamentais dos coeficientes de Fourier, para quem es-

tuda equacgoes diferenciais, é a seguinte:

Proposigao 3.2. Se f € C5(R?) entdo suas derivadas parciais satisfazem a se-

guinte relagao:
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oxkoy*
para todo (m,n) € Z* e k,{ € Z,.

(m,n) = " “m*n’ f(m, n), (3.1)

Demonstracao

Basta provar que o resultado vale para k € N e £ = 0. De fato, a prova para
ocaso { € N e k =0 é completamente analoga e o caso geral k,/ € N segue da

linearidade da derivada.

A prova sera feita por inducao sobre £ € N. Para kK = 1, como f é suave,

integramos por partes em relagao a variavel x obtendo:

—

of L[ [mof —i{(mm) ()
_ i((mn),(2.9)) el
Linn) = s [ ety

1 " —i((m,n),(x
_ (27r)2/ (6 (ma) ) £ )

- / f<as,y)<—z’m>e—i<<mv”>v<w7y”dx) dy.

™

—T

Como f é periodica, e~ @v)) £ (3 q)
todo y, e

= 0, pois f(_ﬂ-7y) = f(ﬂ-?y)v para

s
—Tr

6—i<(m,n),(7r,y)) i e—i((m,n),(—w,y)) _ (e—imr . eim7r>6—iny _ —iny _

—2sin(mm)e ,
logo

é\ im " " —i((m,n),(z . £
a—i(mﬁ) = W/ / f@,y)e D dedy = im f(m, n). (3.2)

Suponha agora que a férmula seja valida para k € N, ou seja,

—

%(m,n) — (im)* f(m.n), (myn) € Z2, (33)

entao integrando por partes teremos
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S+l 7 o Ak k
u(m,n = gﬂ(m, n) (22 imﬁ(m, n)
Ozk+1 Ox Oz Oxk

(B3) .k — ik

2 in(im)* fm,n) = (im)* f(m, ),

o que conclui a demonstracao.

O

A principal aplicagao do Teorema acima é transformar uma equagao diferen-
cial em uma sequéncia de equagoes algébricas. Por exemplo, considere a equagao

diferencial parcial

ou

%(q;,y) + (a + z’b)g—Z(x,y) = f(z,y).

aqui a e b sdo constantes reais, f € C5°(R?) ¢ uma fungao dada e procuramos uma

fungao 2m-periddica u = u(zx,y) diferenciavel que satisfaca esta equagao.

Aplicando o Teorema 3.1 obtemos, para cada par (m,n) € Z?*, a equacao algé-
brica

ima(m,n) + (a+ib)ina(m,n) = f(m,n),

ou seja,
(im + (a + ib)in)a(m,n) = f(m,n).

Quando |[bn| + |m + an| # 0, podemos escrever

. B f(m,n)
ib(m, n) = —bn +i(m+an)’

e dessa forma obtivemos a sequéncia dos coeficientes de Fourier da fun¢ao v = u(z, y)

solugao da equacao inicial.

Para encontrar a solugao resta saber como encontrar a fung¢ao que possui tais
coeficientes de Fourier. Mostraremos adiante que a solugao é obtida através da Série

de Fourier.

3.2 Convergéncia de Séries de Funcoes

O método de resolucao de equacoes diferenciais através dos coeficientes de Fou-

rier passa pelo estudo da convergéncia de uma série de fungoes. Para desenvolver
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os resultados que precisaremos nesse trabalho vamos registrar aqui trés resultados

classicos de séries de funcgoes.

Também assumimos que defini¢oes usuais, como convergéncia uniforme e abso-
luta de sequéncias e séries de fungoes, sao de conhecimento do leitor. Recomendamos
o livro Curso de Andlise, volume 1, do Prof. Elon Lajes Lima, ver [7], para maiores

detalhes a respeito das defini¢oes e demonstragoes dos resultados abaixo.

Teorema 3.3. (Critério M de Weierstrass) Seja {fr} uma sequéncia de fungoes
definida em um conjunto B C R? e {My} uma sequéncia de mimeros reais nao
negativos tais que
sup | fr(x)| < My, Vk € N.
¢€B
Se a série numérica Y, , My € convergente, entao a série de fungoes > -, fx

€ uniformemente convergente em B.

Como a soma da série pode ser calculada em todos os pontos de B entao podemos

considerar a fungao s : B — R definida por

o0

s(x) = ka(x), r € B. (3.4)

k=0
Teorema 3.4. (Continuidade de uma fun¢ao definida por uma série)

Com as mesmas hipoteses do teorema acima, se f, € continua em um ponto
o € B, para todo k € N, entdo a fung¢io s = s(x) definida em (3.4) também é

continua em xg.

Note que o teorema acima é apenas uma versao para séries do resultado classico:
“o limite uniforme de uma sequéncia de fungoes continuas é uma funcao continua”.
No caso, a sequéncia de fungoes em questao é a sequéncia das somas parciais da série

de fungdes, que por hipotese, converge uniformemente para a fungao soma s = s(x).

O proximo resultado afirma que podemos derivar uma série de fungoes termo a

termo quando a série das derivadas converge uniformemente.

Teorema 3.5. (Derivagio Termo a Termo) Seja B C R? um conjunto aberto e
Y oreo fu(@,y) uma série de fungées definda em B que converge pontualmente para

uma funcao s : B — R2.

Se fi € de classe C' em B, para todo k € N, e a série Y ;- ,0fx/0x converge

uniformemente em B, entao a fungdo s = s(x,y) possui derivada parcial em rela¢ao
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a varidvel x e

ou seja,

Obviamente vale o analogo do resultado acima para derivadas parciais em relacao

a variavel y.

3.3 Séries de Fourier e Decaimento Rapido

A Série de Fourier de uma fungao f = f(z,y) em C52(R?) é a série

S fm,n)eitmn e,

(m,n)eZ?

na qual

1 g .
flm.n) = 7 fa,y)e e dgdy,

para cada (m,n) € Z?%.

Para garantir a convergéncia dessa série, e principalmente que f é igual sua série
de Fourier, vamos analisar o comportamento dos coeficientes de Fourier f(m,n)

quando |m| + |n| — oo.

Primeiramente, como f € C5°(R?) entdo para qualquer k natural temos

Y Y L :
— 7 _Z<(m’n)’(x7y)>d d
'—(QW)Q /_ﬂ /_7r Dk (z,y)e zdy
1 / i / "N ) o= Hmm. @0 |y
(27T>2 —T —T axk ’

™ ak
8_:10]’:(x’ y)| dzdy. (3.5)

5 (m,n)

o f
Oxk

—T —T

Como toda funcao continua em um compacto é limitada, entao existe M, > 0
tal que |8kf/8xk(a:,y)‘ < My, para todo (z,y) € [—m, m|>. Da periodicidade de f
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temos

ak
s o y>' < M, (3.6)
z,y)ER?
Pela Proposigao 3.1, temos:
. 1 okf
logo
5 ey
f(m7n)‘ = F @( n)

akf
5k B Y

(3.5)
<

27T / /
(3.6) 1 1 4 4
ST

M,
[m|*

‘ dxdy

Isso mostra que, para cada k natural fixado, a sequéncia de nimeros reais
{|f(m,n)|} vai para zero mais rapido que 1/|m|¥. Repetindo o argumento acima

prova-se que, fixado k£ natural, existe N, > 0 tal que

f(m,n)‘ < W

Finalmente, recordando que as normas em R? sao equivalentes, para cada k

natural, obtemos um C} > 0 tal que

Ch

—— (m,n) € Z* - {(0,0)}.
(|m! +[nf)*

As sequéncias que gozam dessa propriedade recebem um nome especial para dar

destaque a esse decaimento mais veloz que qualquer polindmio.

Definigao 3.6. Dizemos que uma sequéncia numeérica {a(mmn)}mmnczz € rapida-
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mente decrescente se, para cada k € N, existe um Cy > 0 tal que:

Cr

|CL m,n | < T N V(m,n) < ZZJ com ‘TTL| + |n| % 0.
S {(m, ) [F

Tendo em vista essa defini¢ao e os calculos do inicio dessa sessao, ficou demons-

trado o seguinte teorema:

Teorema 3.7. Se f € CS2(R?) entdo os coeficientes de Fourier definem uma sequén-

cia rapidamente decrescente.

Nosso objetivo agora é provar a reciproca desse resultado, ou seja,

Teorema 3.8. Se (G(m,n)) o2 € uma sequéncia rapidamente decrescente, entao

(m,n)
a func¢ao

9@ y) = D e ED (2,y) € R (3.7)

(m,n)€Z?

estd bem definida, € suave e 2m-periddica.

Demonstra¢ao

Primeiramente, vamos mostrar que g esta bem definida, ou seja, que a série

S el @)

(m,n)€Z?

converge pontualmente, qualquer que seja (z,y) € R2.
Por hipétese, para cada k € N, 4C} > 0 tal que

Ch

W, V(m,n) S Z2, m2 +n2 7& 0.

|a(m,n)| <

Em particular, para k = 2 temos

| € iy = <

= —, Vn e Z".
(m,n)[* m*+n? " w2

Como a série numérica Y, .. Co/n® & convergente e

[amn ] = | [P | = [ag | < =20 € 77,

entao pelo Critério M de Weierstrass (3.3), temos que a série de fungoes Y a(, e’ ™ @v))
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converge uniformemente a ¢; dessa forma ¢ estd bem definida em R2.

Para mostrar que g € C5°(R?), comegamos observando que as fungoes a(mm)ei«m’")’(‘”’y»
sao continuas em R? e g ¢ uniformemente convergente, logo pelo Teorema (3.4), g é

continua.

A seguir, notamos que a(y, e/ ™™ @) ¢ de classe C' em R? e g converge

uniformemente. Derivando a série termo a termo, temos

0 . ‘
E: or (a(m,n)ez«m’n)’(x’y))) = E A(rm,n) 11T glma+ny)
X

(m,n)€Z? (m,n)€Z?

Para verificar a convergéncia uniforme da tultima série acima, observe que

|a(m’n)imei(mx+ny)| = |a(m7n)| ‘m’

Como (a(mjn)) e € rapidamente decrescente, existe Cy > 0 tal que

(m;n)

Cy

|am,n‘<—'
N NDIE

Assim

C’4|m| < C4\m] < g

i(mz+ny) < <
(m? + n2)2 m* m?

A(m,n)ime

Segue do critério M de Weierstrass que dg/0dx converge uniformemente, e por-
tanto dg/0x é continua. Repetindo esse argumento para a derivada parcial em

relacao a y podemos concluir que g é de classe C'.
Seque por indugao que g é uma funcao suave em R2.

Para concluir a prova, falta verificar apenas que g é 2m-peridédica, ou seja, que

9((z,y) +27(r,s)) = g(x,y), para qualquer (z,y) € R? e (r,s) € Z°.

Note que o termo e*{(™™:@¥) aparece em todos os termos da série (3.7). Como

ei((m,n),(m,y)JrQw(r,s)) _ ei((m,n),(r+2r7r,y+2s7r))

— ezm(z+2r7r) ezn(y+2s7r)

imx i2mrn)

= ¢ e eznyez2sn7r — imzginy ez<(m,n),(r,y)).

O

Para concluir, vamos reunir os resultado desse capitulo em um tnico teorema,

para referéncia futura.
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Teorema 3.9. Seja f : R? se, e somente se, C uma funcio continua e 2w -periddica,
entao:

f € CE(R?) — {f(m,n)} ¢ rapidamente decrescente.

e neste caso

flay) =Y flmn)e e (g y) € R?,

(m,n)€Z?
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Capitulo 4

Hipoeliticidade Global

Neste capitulo vamos apresentar condicoes necessarias e suficientes para que o
operador diferencial
0

L=——a—, comacC,

Oz dy

seja globalmente hipoelitico.

Em particular, se @ ¢ um niimero irracional, essa caracterizacao depende de suas

aproximacoes racionais e o nimero de Liouville naturalmente aparece.

Dizemos que L é globalmente hipoelitico se todas as solugdes u = u(z,y) da

equagao Lu = f, com f € C5°(R?), também estao no espago C5°(R?).

Aqui, estamos chamando de solu¢ao apenas as solugoes cléssicas, ou seja, funcoes
continuamente diferencidveis e periddicas u : R?> — C que satisfacam a equacao
Lu=f.

0

Exemplo 4.1. L = — — 0— nao € globalmente hipoelitico.
ox dy

De fato, a funcio u(z,y) = |sen(y)|®, com (x,y) € R?, € 2m-periddica de classe

C' e satisfaz Lu = 0, porém u ¢ C°(R?).

Estamos cientes de que a definicao de hipoeliticidade global é bem mais geral por
considerar solugoes fracas (no sentido das distribuigdes). Nesse sentido, o presente
capitulo tera essa imprecisao de linguagem. Entretanto, todos os célculos desenvol-
vidos aqui, como o desenvolvimento formal em série de Fourier, sao coerentes com

a teoria de distribui¢oes e teoremas da analise funcional.
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4.1 Condicao de Greenfield-Wallach

No inicio da década de 70, os matematicos Stephen Greenfield e Nollan Wallach
publicaram uma série de trabalhos pioneiros sobre regularidade de solugoes periddi-
cas para equagoes diferenciais parciais com coeficientes constantes, dando inicio ao
estudo de hipoeliticidade global, ver [3] e [4].

O objetivo dessa secao é justamente apresentar esse resultado para o caso de
duas variaveis seguindo os trabalhos originais desses autores citados logo acima e a

referéncia [2|. Antes disso, precisamos fazer uma observagao.

Observagao 4.2. Se M é um operador diferencial com coeficientes constantes
agindo em fungoes complexas de duas varidveis entao existem ~, 3 € C, nao am-

bos nulos, tais que

0 0
M=r~y— — B—.
’Yax dy

Agora, se v # 0 entao M é globalmente hipoelitico se, e somente se, o operador

¢ globalmente hipoelitico.

De fato, suponha que M é globalmente hipoelitico. Se u = u(z,y) é solugao de
Y IMu= fe feCP(R?, entao u também ¢ solugao da equagao Mu = ~vf. Como
vf € C52(R?) e M ¢é globalmente hipoelitico segue que u € CS°(R?). Disso podemos

concluir que v~ 'M é (GH). A reciproca segue os mesmos argumentos.

Obviamente, se 5 # 0, vale o resultado analogo: M é globalmente hipoelitico se,
e somente se, 37 'M = (y3571)0/0x — 8/0y ¢é globalmente hipoelitico.

Dessa forma, estudar a hipoeliticidade global de um operador diferencial M com
coeficientes constantes agindo em fung¢oes complexas de duas varidveis é equivalente

a estudar a hipoeliticidade global de um operador que pode ser escrito na forma

0 0 \ 0 0
ox oy or Oy

com a, A € C nao nulos.

Mas, novamente, dividindo o segundo operador acima por A # 0, vemos que
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basta estudar a hipoeliticidade global de um operador da forma

0 0
L_%_aﬁ_y’ com « € C. (4.1)

para caracterizar a hipoeliticidade global de qualquer operador diferencial parcial

com coeficientes constantes em duas variaveis reais.

Teorema 4.3 (Greenfield-Wallach). O operador L dado por (4.1) € globalmente

hipoelitico se, e somente se, existem constantes positivas A e B tais que

|m —an| > LB, (4.2)
[(m, )|

para todo (m,n) € Z* com ||(m,n)|| # 0.

Demonstracao

(=) Suponha, por absurdo, que para cada A, B > 0 exista (mg,ng) € Z? tal que a
desigualdade (4.2) é falsa. Fixando A = 1, para cada B = j € N obtemos um par

ordenado de inteiros (m;,n;) # (0,0) tais que:

1

Im; —an;| < ———.
Tl mg )P

(4.3)

Considere agora a sequéncia {agy, )}, com (m,n) € Z?, definida por

1, se (m,n)=(mj,n;), para algum j € N
a m,n - s .
() 0, caso contrario.

Desta forma {a(m,)} nao é rapidamente decrescente e, pelo Teorema (3.7), a

T el @)

(m,n)€Z?

série de Fourier

nao corresponde a uma fungao de classe C**°.

Por outro lado, a representagao formal em série de Fourier de Lu(z,y) é

(Lu)(z.y) = Y. (L) (m, n)ei0mm @)

(m,n)€Z?

_ Z i(mj o a/nj)ei((mj,nj),(imy»7 (4.4)

jeN
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e pelo Teorema 3.9 temos

)= 3 flmn)eitmn e, (4.5)

Como estamos supondo Lu(z,y) = f(z,y), segue da unicidade de representagao

em séries de Fourier, que

A i(m; —an;), se (m,n) = (m;,n;), para algum j € N

f(m,n) — J J B VRRAY)
0, caso contrario.

Assim, para cada N € N, por (4.3) temos que

Flmy, )| = | [P
m;,n:)| =|m; —an; , ,
P M=y = | < e S Ty )

Vi>=N.  (4.6)

Além disso, para cada j < N, podemos encontrar uma constante C; que satisfaca

1 c;

[(mg, )l — [1(mg, ny)lIN

(4.7)

Tomando K = max{C1, Cs, ...,C,_1, 1}, teremos de (4.6) e (4.7) que

. K .
|f(mj7nj)| = |mj _O'/nj| < N J e N.

1G5, 15) |

Como para (m,n) # (m;,n;), para todo j € N, entdo

A K
[f(m,n)] =0 < —F—%.
[[(m, n) ||
Daqui segue que
. K )

()1

Pelo Teorema 3.9 segue que f € C°(R?*). Como u ¢ C* segue que L nao é

globalmente hipoelitico, o que contradiz a hipotese.

(<) Seja u = u(z,y) solugio de Lu = f, com f € C52(R?). Segue das expressoes
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(4.4) e (4.5) e da unicidade de representagao em série de Fourier que

f(m.n)

(m —an)u(m,n) = f(m,n) = |u(m,n)| = m—an)|’

(4.8)

Por hipotese, existem A, B > 0 tais que, para todo (m,n) € Z? com ||(m,n)]|| # 0.

A 1 (m, n)]|”
Im —an| > = < . (4.9)
[(m, n)||P [m — an| A
Finalmente, pelo Teorema 3.9 e Defini¢ao 3.6, existe C'g,n > 0 tal que
; CpiN
[f(m,n)| < — 575 (4.10)
[[(m, n)|[N+P

para todo (m,n) € Z* com ||(m,n)|| # 0.

Finalmente, combinando as informagoes acima temos

. (48) 5 1
a(m,n)| = [f(m,n)|————=
|( | £ ( “(m— an)|
) (m, n)||”
> IHm, )i
(410) Cpin  |(m,n)||”
= f[myn) VB A
_ CpvA?
| (m, )|
N G
[(m,n) ||

para todo (m,n) € Z* com ||(m,n)|| # 0.

Isso prova que a sequéncia {u(m,n)} é rapidamente decrescente, e portanto u €

CS°(R?) e L ¢ globalmente hipoelitico. O

4.2 Hipoeliticidade Global para 0, + a0,

A condi¢ao de Greenfield-Wallach, provada no Teorema 4.2, fornece uma carac-

terizacao algébrica da hipoeliticidade global do operador 0, + ad,. O problema
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¢ que essa caracterizacao em termos de aproximagao nao revela, a primeira vista,
toda a beleza desse resultado. Nessa secao pretendemos analisar mais a fundo essa

condicao e obter uma caracterizagao mais elegante.

A ideia é escrever &« = a + bi € C, com a,b € R, e analisar a hipoeliticidade
global do ponto de vista das partes real e imaginaria de a. O primeiro resultado

analisa o caso em que b # 0.

0 0
Teorema 4.4. Se a,b € R e b # 0, entao L = — — (a + ib)— € globalmente

Ox dy
hipoelitico.
Demonstracao
Para n # 0, temos |n| > 1 = m < 1. Assim
Im — (a + bi)n| = \/(m — an)? + (=bn)2 > \/(b)2 > L
[[(m, )]
E paran =0 e m # 0, temos
m— (a4 biJn] = m — (a+ bi)0] = |m| >
m— (a+bi)n| =|m — (a+b)0| = |m| > ———.
[[(m, 0)]]

Tomando A = min{|b|, 1} teremos

A

W,V(m,n) € 72 —{(0,0)}.

|m — (a + bi)n| >

Segue do Teorema 4.3 de Greenfield e Wallach que L é globalmente hipoelitico.

O

Logo o fato da parte imaginaria ser nao nula garante a hipoeliticidade global de

L. Vamos entao analisar o caso em que b = (. Nesta situagao teremos respostas

diferentes.
0
Teorema 4.5. Se a € Q, entao L = e oza— nao € globalmente hipoelitico.
T Y
Demonstracao
Tomando m = p e n = ¢ teremos ||(m,n)| = ||(p,¢)|| > 0, pois ¢ # 0, e
P 1 1
m—=-n = —(gm—pn) = —(gp—pg) = 0.
q q q
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Logo, dados qaisquer A, B > 0, tomando (m,n) — (p, q) teremos

A

=0 < —
(1m0, 10) (17

‘ p
m —_

q
Portanto, a condigao do Teorema 4.3 de Greenfield e Wallach é violada, o que

implica que L nao é globalmente hipoelitico.

Falta apenas analisar o caso b = 0 e a irracional.

o 0 0
Teorema 4.6. Se a é um numero irracional entao o operador L = 3 %3y €
z Y

globalmente hipoelitico se, e somente se, o numero a é um irracional nao-Liouville.

Demonstracao

(=) Pela definigdo de nimero irracional de Liouville, dado N € N, existe uma

constante C' > 0 e uma sequéncia de racionais {p;/ qj}j oy tais que

; C
a— Y < —>Vj € N.
q; ;
Logo,
P; c
pj —agjl = ¢; | = —a| < . (4.11)
J 4;
Como lim g; = +o0, entao existe jo € N tal que
j—00
C
— <1, j=Jo (4.12)
45
Logo, para todo 5 > jo temos
411) ¢ (412)

Ipj| — lalg; < |pj —ag;] < ey < g,
i

logo |p;| < ¢;(1+ |a).

De

(psa)ll = yJpj + ¢ < \/[(1+|04|)%‘]2+qu-

= ¢VIA+]a)P+1=¢D
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temos que

1 D
.2 (4.13)
qj (P, )|

Voltando em (4.11),

| <C 1 @) (C.DN!
p; — agj| < — < —.
T g [1(pj g1V

(4.14)

Tomando B = N — 3 e j suficientemente grande tal que

C DNfl
- T < 1,
A l(ps,45)||
teremos
| |(4-14) C.DN-1 C DN-1 A
p; —agj| < 4 = A —
’ ’ (g gV All(pg, a) 1P gy @)V 2
e portanto
| <1
b — Qag; AT
! o g ap)lIP

Isso contraria a condigao do Teorema 4.3 de Greenfield-Wallach, e portanto L

nao ¢ globalmente hipoelitico.

(<) Se « é nao-Liouville, entao N € N tal que VC > 0 e Vp,q € Z, g # 0 temos

C
-
q| ~ 4

Em particular, para C' = 1, segue:

Y(p,q) € Z* com q # 0.

|p—aq|=\q|\1—’—a VLIS S
q g l|(p, q)||

No caso em que ¢ =0 e p # 0, teremos:

1
lp —aq| = |p| > 77—
[[(p, 0)[|V—1

Tomando A =1e B= N — 1 temos

A
p—aq| > +———=,V(p,q) € Z* — (0,0).
Ip = adl 2y gyE VP 0) € 27 - (0.0)
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Segue do Teorema 4.3de Greenfield e Wallach que L é globalmente hipoelitico.

O

Para concluir esse capitulo, vamos reunir todos os resultados dessa secao em um

tnico resultado geral.

Teorema 4.7. O operador diferencial L = — — a— € globalmente hipoelitico se e

ox oy

somente se

1. Im(a) #0 ou

2. Re(a) € R — Q € nao-Liouville.
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Conclusao

No percurso deste trabalho tivemos a oportunidade de estudar mais a fundo
o problema de aproximacgao de nimeros reais de dois pontos de vista diferentes:
primeiro usando apenas as definicoes de anélise e na sequéncia de posse das fra-
¢oes continuas. Nos aprofundamos nesse estudo e aprendemos resultados realmente

interessantes e belos dessa teoria.

Na sequéncia, estudamos a transformada discreta de Fourier e através dos artigos
Global hypoellipticity and Liouville numbers de S. Greenfield e N. Wallach, ver [4],
e Hipoeliticidade Global no Toro Bidimensional de N. Bobko, ver |2], conseguimos
entender um pouco da profunda relagao que existe entre aproximacao de ntimeros

reais e regularidade de solugoes de equagoes diferenciais.

Infelizmente, para nos adequar aos prazos estabelecidos, decidimos interromper o
trabalho prematuramente e nao contemplar um tultimo assunto que constava no pro-
jeto que propusemos héa um ano. A proposta original previa um capitulo adicional
no qual irfamos explorar a relacao entre a representacao de ntimeros irracionais por
fragoes continuas e a hipoeliticidade global de operadores com coeficientes constan-

tes, conforme proposto no artigo Hypoelliptic vector fields and continuous fractions

de S. Greenfield e N. Wallach, ver [3].

Pretendemos continuar estudando nessa dire¢ao para no futuro entender melhor

essa relacao e poder assim cumprir essa etapa do projeto original.
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