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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo apresentar uma solucao para o problema da
conducao do calor em uma barra finita, composta de um material homogéneo, su-
jeita a condicOes de fronteira e inicial. Para isso, aplicaremos o Método de Separacao
de Variaveis que nos leva a necessidade do estudo das séries de Fourier. Feito isso, mos-
traremos a existéncia de solugao e utilizaremos o Principio de Maximo-Minimo para

mostrar a unicidade da solugao para o problema da conducao do calor.

Palavras-chave: Equacao do Calor. Séries de Fourier. Separagao de Variaveis. Equagoes

Diferenciais Parciais.



Abstract

This term paper aims to present a solution to the problem of heat conduction in a
finite bar, composed of homogeneous material and submitted to boundary and initial
conditions. For this, we will apply the Separation of Variables Method that leads us
to the need of studying the Fourier series. After that, we will show the existence of
solution and use the Maximun-Minimun Principle to show the unicity of solution of

the problem of heat conduction.

Keywords: Heat Equation. Fourier Series. Separation of Variables. Partial Differential

Equations.
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Introducao

O problema da conduc¢ao do calor em uma barra finita, unidimensional, composta
por um material homogéneo, cuja superficie lateral esta isolada termicamente, pode

ser descrito como um Problema de Valor Inicial e de Fronteira dado por

Uy, = Uy, O<zxz< L, t>0,
uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(x), 0<z<IL,

onde as condigoes de fronteira sdo homogéneas. KEsse problema tem como objetivo
encontrar uma funcao u(z,t) que satisfaga as condig¢oes acima, onde u(z,t) é a tempe-
ratura da barra no ponto z no instante ¢ e o é uma constante que depende do material
da barra. Usando o Método de Separagao de Varidveis na funcdo u(x,t), é possivel

chegar que a solucao do problema é dada por

> nmw
u(a,t) =) cpe @ T gen <Z> .

n=1

Esse foi o método utilizado por Jean Baptiste Joseph Fourier para resolver esse
problema no século XVIII. O método consiste em supor que a solu¢ao u(z,t) possa
ser separada em duas fungoes X (z) e T(t), que dependem de apenas uma varidvel,
com o objetivo de reduzir a EDP em problemas de autovalores para EDO’s. Feito
isso, é possivel encontrar uma familia de solugdes wu,(z,t) que satisfazem as condigoes
de fronteira. Em seguida, tomando essas solugoes, obtém-se um candidato a solugao
u(z,t) que serd uma série de fungoes com coeficientes que dependem da condigao inicial,

ou seja, coeficientes ¢, que devem satisfazer a seguinte igualdade

s nwx
f(x) = cpsen - )
n=1
Entretanto nao é tao simples mostrar que vale a igualdade acima, isto é, que a série
converge. Se for possivel garantir a convergéncia dessa série, entdo o candidato u(z,t)
sera de fato solugdo do problema apresentado.

A discussao sobre a convergéncia dessa série, batizada de série de Fourier, e a



interpretacado matematica da Equacao do Calor, contribuiu para o desenvolvimento
de diversas teorias, como por exemplo, a Teoria da Integral de Riemann, a Teoria de
Conjuntos, Anélise Funcional e a prépria Teoria da Séries de Fourier, que é de grande
importancia para o estudo das Equagoes Diferenciais Parciais.

Portanto neste trabalho vamos estudar os conceitos matematicos necessarios para
obter a solucao da Equacao do Calor sobre determinadas condicoes de fronteira. Ini-
cialmente, no Capitulo 1, vamos apresentar o contexto histérico em que se originou o
estudo da Equacao do Calor através das séries de Fourier. Apresentaremos a deducao
matematica da equacao e a aplicacao do Método de Separacao de Variaveis para se
chegar a um candidato a solu¢ao do prolema de valor inicial e fronteira.

No capitulo 2 apresentaremos uma coletanea de resultados da Analise sobre con-
vergéncia pontual e uniforme a fim de facilitar as demostragdes e calculos durante o
trabalho.

Ja no Capitulo 3, iremos apresentar a série de Fourier e algumas de suas proprie-
dades além de calcularmos as séries de Fourier de algumas fungdes.

No Capitulo 4 estabeleceremos as condicdes necessarias para garantir a convergéncia
tanto pontual quanto uniforme da série de Fourier.

Por fim, no Capitulo 5, mostraremos que o candidato apresentado no Capitulo 1 é
nao somente solu¢ao do problema, mas também a tnica solu¢cdo. Em seguida, vamos

apresentar variagoes das condigoes de fronteira do problema.



Capitulo 1

A Equacao do Calor

1.1 Contexto historico

Durante o século XVIII, havia uma grande controvérsia sobre a possibilidade de
se expandir fungoes reais em séries trigonométricas. Essa discussao surgiu durante
investigagoes sobre a vibracao das cordas e ondas estudado por muitos matematicos
famosos da época como Euler, d’Alambert, Daniel Bernoulli e Lagrange. Nas primeiras

tentativas de solucionar a equacao da onda dada por
2
Utt = C Ugy,

Euler e d’Alambert chegaram a conclusao de que deveriam existir fungoes F' e G de

modo que a solucao seria da forma
u(z,t) = Fx + ct) + G(z — ct).

Enquanto Bernoulli, chegou que a solucao deveria ser

u(z,t) = i a, sen (nz) cos(nct).

n=1

Em 1759, Lagrange ainda jovem e desconhecido como matematico, comecgou a es-

tudar o problema e mostrou que a solug¢ao da equacao das ondas é dada por

u(z, t) = 2/ Z sen (nmz) sen (nwy) cos(nmet)) f (y)dy+

1 oo 1
+ 2/ (sen(nmx)sen(nmy)sen(nwct))g(y)dy,

onde a f é a posi¢ao inicial da corda (de comprimento 1) e g a velocidade inicial. Além
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disso, Lagrange mostrou que a expressao acima se enquadra na solu¢ao encontrada por
Euler e d’Alambert. Esse resultado levou alguns matematicos a atribuirem a Lagrange
a prioridade na prova do desenvolvimento de uma funcao arbitraria em uma série
trigonométrica, negando a importancia das descobertas feitas por Fourier.
Posteriormente, o desenvolvimento das séries trigonométricas se deu durante o
estudo do problema da expansao reciproca da distancia entre dois planetas. Em
1749 e 1754, d’Alambert e Euler publicaram respectivamente, discussoes sobre esse
tema, onde apresentava-se a ideia de utilizar expressdes com integrais para definir
os coeficientes das séries trigonométricas. Pouco tempo depois, Clairaut em 1757,
em um artigo, chegou perto de provar o resultado utilizando as ideias de Euler e
d’Alambert. Ja em 1777, Euler novamente, escreve um artigo, que fora publicado so-
mente em 1793, onde aplicou o método de multiplicar ambos os lados da igualdade
f(x) = ag + 2ay cos(x) + 2as cos(2z) + - -+ + 2a, cos(nx) por cos(nx), e integrar no

intervalo de 0 a 7, para obter

ay, = 71T/07T f(z) cos(nz)dz.

Esse resultado porém, nao surtiu efeito na discussao do problema das vibragoes das
cordas, que estava sendo estudado na mesma época. O que pode explicar isso é o fato de
que esses resultados nao foram bem aceitos e o método utilizado por Euler apresentava
apenas os coeficientes de expansoes cuja existéncia deveria ser demonstrada por outros

meios.

Figura 1.1: Jean Baptiste Joseph Fourier

Coube a Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) apresentar a teoria das séries
trigonométricas de maneira mais fundamentada. Em 1807, na sua Memoire sur la pro-

pagation de la chaleur dans les corps solides, a partir do estudo problema da conducao
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do calor, Fourier explicita de fato os coeficientes das séries trigonométricas, que fora
tentado anteriormente por Euler. Uma das afirmagoes contidas nesse trabalho é que
toda funcao definida em um intervalo finito podia ser expressa em uma série trigo-
nométrica. Essa afirmagao causou muita polémica, pois na época, ja haviam trabalhos
que afirmavam que algumas fungoes bem comportadas podiam ser expressas em séries
trigonométricas, mas Fourier ousou em estendé-la para qualquer fun¢ao definida em um
intervalo finito. Essa ousadia lhe custou a recusa da publicacdo de seu trabalho pelo
comité de avaliacao da Academia de Paris, composto por Laplace, Lagrange, Lacroix,
Monge e outros. Nao sé a recusa do trabalho, mas também recebeu criticas durissimas
devido a falta de rigor em seus argumentos.

O problema da conducdao do calor chamava a atencao de muitos pesquisadores
da época, e, em 1811, a Academia de Paris instituiu um concurso para escolher a
melhor explicagdo sobre o tema. Fourier ganhou o prémio, entretanto nao teve o
trabalho publicado. A partir de entao, comecou a escrever sua principal obra Théorie
Analitique de la Chaleur, que fora publicada somente em 1822, pouco tempo antes de
assumir a secretaria da Academia devido a morte de Delambre, que era até entao o
secretario. Somente apos isso, Fourier finalmente obteve o devido reconhecimento por
seus resultados e conseguiu publicar os trabalhos recusados anteriormente.

O trabalho de Fourier desencadeou varias discussoes posteriores sobre os resultados
apresentados em suas obras, principalmente sobre a questao da convergéncia das séries
de Fourier. Poisson em 1820, também tentou mostrar a convergéncia dessas séries e
utilizou argumentos a partir da série geométrica em vez de integrais para definir os
coeficientes da série de Fourier. Apesar de ter contribuido para os estudos da época
nao obteve sucesso. Apos Poisson, Cauchy em 1826, utilizou um argumento parecido
com o de Poisson, porém no contexto das varidveis complexas onde usava o recém
descoberto Teorema dos Residuos.

Ja em 1829, Dirichlet apresenta um artigo mostrando que a prova de Cauchy estava
incompleta e apresenta uma boa demostragao, segundo seus critérios, da convergéncia
da série de Fourier. Enquanto isso, a Andlise ganhava uma fundamentagdo mais ri-
gorosa devido aos trabalhos de Cauchy, Bolzano e outros matematicos. Foi isso que
proporcionou a Riemann buscar encontrar condi¢oes necessarias e suficientes para que
uma funcdo possa ser escrita por sua série de Fourier, e como para isso é necessario
integracao de fungoes, fez-se necessario a construcao de uma base firme para o Célculo
Integral a qual ele mesmo criou. Além disso, para resolver o problema da unicidade
da série de Fourier de uma funcao, contribuiu para que Cantor definisse os niimeros
reais como limites de sequéncias de niimeros racionais e criando a chamada Teoria dos
Conjuntos.

Por volta de 1880, o matematico du Bois-Reymond construiu uma fun¢ao continua
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cuja série de Fourier divergia em um dado ponto, e, mais tarde construiu uma funcgao
continua cuja série de Fourier divergia em um conjunto denso, o que contradizia o
critério de Dirichlet. Outros exemplos mais simples foram dados por Fejér por volta
de 1910. A partir disso, varios outros mateméaticos buscaram novos critérios para a
convergéncia da série de Fourier, dentre eles estao Dini, Jordan e Lipschitz.

Todas essas investigacoes conduziram a uma melhor compreensao das fungoes des-
continuas deram origem aos trabalhos de Harnack, Hankel, Borel e Lebesgue, que
culminaram com a introduc¢ao de um novo conceito de integral. E ai comecou a teoria

moderna das séries de Fourier.

1.2 Deducao da Equacao do Calor

Inicialmente deduziremos a expressao da equacao que governa a conducao do calor
em corpos solidos. Esta equacao é chamada de Equacao do Calor e é uma repre-
sentante classica das EDP’s parabdlicas. Para deduzirmos entdo a Equacao do Calor

utilizaremos alguns conceitos da fisica como,

QAt = cmAu  —  Calor durante um intervalo de tempo

m="Vp — Massa de um corpo

onde () = quantidade de calor, At = variacdo do tempo, m = massa, ¢ = calor
especifico, Au = variacdo de temperatura, VV = volume do material, p = densidade do
material.

Consideremos uma barra finita de comprimento L, cuja se¢do transversal tem area
A, composta de um material homogéneo. Suponhamos que a superficie lateral da barra
esteja isolada termicamente de maneira a nao permitir transferéncias de calor com o
meio ambiente. Suponhamos também que a barra seja extremamente fina, de modo
que a transferéncia de calor se dé apenas nas extremidades da barra.

Devido a homogeneidade do material e o isolamento térmico lateral, o fluxo do calor
se da somente na dire¢do longitudinal, temos assim um problema de conduc¢ao do calor

unidimensional.

Lei do Resfriamento de Fourier: Sejam P, e P, duas placas com dreas iguais a
A, mantidas constantemente as temperaturas Ty e Ty respectivamente. Se tais placas
forem colocadas paralelamente a uma distancia d, haverd uma transferéncia de calor

da placa mais quente para a mais fria, e a quantidade de calor, por unidade de tempo,
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transferida de wma placa para outra € dada por

o kA|T2d— n| 1)

onde k € a condutibilidade térmica do material entre as placas.

A equacgao diferencial que calcula a variagdo da temperatura ao longo do tempo,
nada mais é do que um equilibrio fisico fundamental: a taxa do fluxo do calor em uma
determinada parte da barra é igual a taxa de absor¢do de calor nesta mesma parte.
Para mostrar esse equilibrio, vamos calcular as duas taxas separadamente e mostrar
sua igualdade.

Para a taxa do fluxo do calor vamos considerar um elemento da barra que esta entre
a secao reta em x e x +d, onde x é um ponto qualquer no eixo da barra e d é pequeno.

As temperaturas neste elemento da barra variam com o tempo, ou seja, nao sao cons-
tantes como requer a Lei do Resfriamento de Fourier. Para superarmos esse obstéaculo,
fixaremos a varidvel t na equagao (1.1), fazendo Ty = u(x,t), To = u(x+d, t) e tomando

o limite quando d — 0 obtemos

lim O = lim kAlu(z,t) —u(z +d.t)] _ bA lim lu(z, t) — u(z + d,t)]

d—0 d—0 d d50 d - kA’u$<x> t) |

Definimos o fluxo do calor na diregao positiva do eixo x pela fun¢ao ¢(z,t) dada
por

q(z,t) = —kAlug(z,t)|.
A taxa de variagdo do calor no segmento da barra entre x e x + d é dado por
Q = q(x,t) — q(z + d,1). Logo,

Q= Q(x’ t) - Q<m +d, t) = kAHu:v(x +d, t)| - |uac(xvt)|]

A quantidade de calor que entra neste elemento de volume da barra em um intervalo

de tempo At é dado por
QAL = [q(z,t) — q(z + d, t)] At = kA]|ug(x + d, t)| — |ug(z, t)||At. (1.2)

Calcularemos agora a taxa de absorcao de calor. Retomando as equacoes da fisica
citadas anteriormente, podemos reescrever as formula da massa como m = dAp, onde
apenas usamos o fato de que V' = dA, onde d é a distancia e A é a area do elemento da

barra em questdao. Sendo assim, pela formula do calor em um determinado intervalo
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de tempo At, devemos ter

QAt QAL
em  cAdp’

QAt = cmAu = Au =

A variacdo média de temperatura Au no trecho da barra em consideracdo é a

variacao real num ponto intermediario (z + 6d), onde 0 < § < 1. Assim,

u(x 4+ 0d,t + At) — u(z + 0d,t) = Au = SquZ,
ou ainda,
QAL = [u(x + 0d,t + At) — u(z + 6d,t)|cAdp. (1.3)

Juntando as expressoes (1.2) e (1.3) obtemos a seguinte expressao

A1) — aa + d,t) = KAl (i + d, 1) — s, O] At
= u(x + 0d,t + At) — u(x + 6d, t)cAdp.

Dividindo a expressao acima por dAt e fazendo d — 0 e At — 0 obtemos
P Uyy = Uy, (1.4)

onde a? = k/pc é a difusibilidade térmica do material da barra. Esta é a Equacdo do
Calor de uma barra de um material homogéneo em uma dimensao.

A temperatura u(z,t) da barra deve necessariamente obedecer a Equagao do Calor
(1.4). Esta equagao possui uma infinidade de solugdes, sendo a mais simples o caso em
que u(zx,t) = ¢, onde ¢ é uma constante, ou ainda, o caso em que u(z,t) = cx.

E intuitivo que a distribuicao de temperatura da barra dependa de uma distribuicao
inicial de temperatura a qual matematicamente denotaremos u(z,0) = f(x) e chama-
remos de condi¢do inicial, onde a fungao f : [0,L] — R descreve a temperatura de
todos os pontos da barra no instante ¢ = 0.

Além da condigao inicial, precisamos também das informagoes a respeito das ex-
tremidades da barra, as quais nao estao isoladas termicamente, dessa forma podemos
ter saida ou entrada de calor. Isso influenciara diretamente na distribuicao de tempe-
ratura u(x,t). Tais informagoes serao chamadas condigoes de fronteira e veremos que
a equacao (1.4) juntamente com a condicdo inicial e a condi¢ao de fronteira terd uma

unica solucao. Iremos considerar 4 tipos de condi¢ao de fronteira:

TIPO 1 (Condigao de Dirichlet): Suponhamos que nas extremidades da barra,

a temperatura u(zx,t) seja conhecida, ou seja, quando a variagdo de temperatura nas
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extremidades é conhecida e da forma
u(0,6) = g(t) e u(L,t) = h(t),

onde g(t) e h(t) sdo temperaturas de cada uma das extremidades da barra e t > 0. Por

exemplo, se as temperaturas forem constantes em cada extremidade,
u((), t) = T1 (S U(L, t) = TQ,

onde 77 e T, sao conhecidas.

TIPO 2 (Condigées de Neumann): Suponhamos que nas extremidades da barra,
a fungao u,(x,t) seja conhecida, ou seja, o fluxo do calor que passa pelas extremidades
é conhecido. Por exemplo, se as extremidades da barra estao isoladas termicamente,

isto é, nao ha fluxo de calor, entao
u,(0,t) = u, (L, t) = 0.

TIPO 3 (Condigées Mistas): Suponhamos que o meio ambiente possua uma tem-
peratura ug e que haja transferéncia de calor entre a barra e o meio ambiente, regidas
pela lei

ku,(0,t) = e{u(0,t) —up},

—kug(L,t) = e{u(L,t) — up},

onde e é uma constante chamada de emissividade, que depende do meio ambiente e do
material da barra.

TIPO 4: Uma combinacao de duas condigdes anteriores, como, por exemplo
u(0,t) =0 e wu,(L,t)=0.

Juntando a equacgao diferencial parcial (1.4), a condigao inicial e uma das condigoes

de fronteira temos um problema para o qual precisamos nos atentar a algumas questoes:
i) Existéncia de solucao;
ii) Unicidade de solugao;
iii) Dependéncia da solugao nos dados iniciais e de contorno;

Nosso objetivo neste trabalho serd responder cada uma dessas questoes.
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1.3 Um candidato a solucao

O problema da condugao do calor consiste em determinar uma funcao real u(z,1)

definida em um retadngulo fechado Z que satisfaca a equacdo do calor
w = ug, em Z.

Além disso, tal fungao u(z,t) esta sujeita a condigoes de fronteira em cada extremidade
e a uma condigdo inicial de temperatura u(z,0) = f(x), em que f : [0, L] — R é uma
funcao dada. Temos entdo um Problema de Valor Inicial e de Fronteira, ou também

conhecido como Problema Misto.

tﬂ/

/

Figura 1.2: Retangulo %

Inicialmente, iremos considerar as condi¢oes de fronteira de Dirichlet onde as tem-
peraturas nas extremidades sao nulas, ou seja, vamos resolver a equacao do calor no
caso em que u(0,t) = u(L,t) = 0. Nosso objetivo é entdao resolver o problema da

conducao do calor numa barra homogénea dado por

0P Uyy = Uy, O<x< L, t>0,

u(z,0) = f(x), 0<z<IL, (1.5)
uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0.

A Figura (1.3) abaixo representa o problema homogéneo da condugao do calor numa
barra enunciado acima. Apds resolvermos este problema, iremos generaliza-lo para as
demais condicoes de fronteira.

Vamos aplicar em (1.5) o Método de Fourier, ou mais comumente chamado Método
de Separacao de Varidveis, que consiste basicamente em supor que existe uma solugao e

podemos escrevé-la como produto de duas outras fungdes que dependem apenas de uma
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uix 0=z}
[disnbugas da termperabura sueial)

woy=0 [ {1z wiL =0

Figura 1.3: Barra
Fonte: Wikipedia

varidvel, em outras palavras, vamos supor que u(z,t) = X (z)T'(t). Com isso, espera-se
que encontremos um candidato a solucao e, em seguida, mostrar que tal candidato é,
de fato, solug¢ao do problema.

Substituindo entdo u(x,t) = X (z)T(t) em a?uy, = u;, obtemos:

X"(x) 1 T(t)

X(2)T'(t) = > X" (2)T(t) <= X(2) ~ a2 1)’

onde X (x),T'(t) # 0.

Como o lado direito depende apenas da variavel £ e o lado esquerdo apenas da variavel
x, tanto o lado direito como o lado esquerdo devem independer de x e t respectivamente.

Disso, segue que
X"(x) 1 71(t)
X@ N @Tm N 0

onde A\ é uma constante de proporcionalidade.

A primeira equagao acima nos diz que a fun¢ao X deve satisfazer X" (x)—AX(z) =0
e pelas condigoes de contorno u(0,t) = u(L,t) = 0, temos que X (z) deve satisfazer
também X (0) = X(L) = 0, pois, caso contrario, terfamos u(0,t) = X (0)7'(t) = 0,
para todo ¢ > 0 onde X (0) # 0, o que implicaria em T = 0 e consequentemente
u = 0, que é a solugao trivial, a qual nao nos interessa, pois obrigaria f =0 em (1.5).
Iremos procurar valores para A que conduzem as solugdes X (x) do problema dado.
Além disso, perceba que nao nos interessa solugoes nulas para X (x), sendo teriamos
u(z,t) = X(x)T(t) = 0.

Precisamos entao encontrar A € R tal que o problema de valor de contorno

{X”(x) —AX(z) =0 an

X(0) =X(L) =0,
admita ao menos uma solucao nao trivial. Ha trés possibilidades para valores de A:

i) Se A > 0, entdo podemos escrevé-lo como A\ = p? e assim, chegamos que
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ii)

iii)

X"(z) — p?X(x) = 0. Logo, sua equagido caracteristica serd da forma
r? —u? =0 = r = £pu, e, por consequéncia disso, a solucao geral da equacao
sera dada por

X(z) = c1e"® + coe™H7,

Pelas condigoes de contorno tem-se que
X(0)=cie? + e’ =0 = ¢ =—c,

Portanto quando A > 0, a tnica solugao possivel sera apenas a trivial.

Se A = 0, entdo da equagao diferencial de (1.7) teremos X" (x) = 0, e, portanto,

a solucao geral sera da forma

X(x) =1z + co.
Pelas condigoes de contorno,
X0)=c0+c2=0=c=0¢ X(L)=c1L+ca=c1L=0= ¢, =0.

Disso, segue que a solug¢ao de (1.7) quando A = 0 serd apenas a trivial, o que nao

nos interessa.

Se A < 0, entdo podemos reescrevé-lo como A = —p?, assim a equacio diferencial
de (1.7) ficard da forma X”(x) + p?X(z) = 0 e, desse modo, a equagdo carac-
teristica serd r% 4+ p? = 0 admitindo apenas solucoes complexas. Disso, teremos
que

X(z) = ¢ cos(pz) + cosen (uz),

serd solucao de (1.7). Aplicando as condigoes de contorno,
X(0) =c1c08(0) + cesen(0) =0 = ¢ =0,

X(L) = cysen(pul) =0.

Para que a tltima condi¢ao de contorno seja satisfeita, ¢, deve ser nao nulo, pois
buscamos solugoes nao triviais. Logo, queremos que senul = 0, e portanto pul =
n?m?
5
que sdo chamados os autovalores do problema (1.7) e suas solugbes nao triviais

nm,n € N. Lembremos que A\ = —pu?, entdo para cada n teremos )\, =
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serao

X, (z) = cosen <nzx> . (1.8)

Tomando por simplicidade c; = 1 obteremos X, (z) = sen(nmxz/L) que sdo as

autofungoes do problema (1.7).

Resta-nos analisar a segunda equagao de (1.6), ou seja,

T'(t) — &*AT(t) = 0. (1.9)

Utilizando a expressao dos autovalores ), encontrados anteriormente, chegamos que

a equagcao diferencial em (1.9) ficard

n2m?

L2

T'(t) + o —-T(t) = 0.
A equagao diferencial acima é uma Equagao Diferencial Ordindria homogénea de pri-

meira ordem e sua solugao geral sera
T(t) = ce ™™o, (1.10)

Voltando ao Método de Fourier, substituiremos as solugoes de X" (z) — AX (z) =0
e T'(t) + A\a*T(t) = 0 encontradas em u(z,t) = X (x)T(t) obtendo:

a7, 1) = X (@)T(t) = casen (75 ) ce ™ot /1%

ou ainda, desprezando as contantes de proporcionalidade

Up(z,1) = e T e (T) :

) = e /L gen (nmx /L), chamadas solugdes fun-

Desse modo, as fungoes u,(z, ¢
damentais e satisfazem tanto a equacdo diferencial quanto as condi¢oes de contorno
do problema (1.5). Por fim, falta mostrar ainda que as fungdes w,(z,t) satisfazem a
condigao inicial u(z,0) = f(z) onde = € [0, L].

O Principio da Superposi¢cao de Solugoes nos diz que qualquer combinacao linear
de solugoes de uma equacao diferencial linear também satisfaz a equacao diferencial e

as condigoes de contorno. Por isso, vamos admitir que
Ui Ua nmwx
u(z,t) = Z Crtn (T, 1) = Z cntf"27’20‘2'5/L2 sen (L) . (1.11)
n=1 n=1

onde ¢, sao coeficientes indeterminados e m é um inteiro positivo. Temos entao que

u(z,t) satisfaz a equacao diferencial e as condi¢oes de contorno dadas em (1.5), porém
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para que seja solu¢do devemos investigar quais devem ser os coeficientes ¢, para que
a condigao inicial seja satisfeita. Desse modo, aplicando a condigao inicial em (1.11)

teremos que

u(z,0) = nf:lcn sen <m£$> = f(z). (1.12)

A menos que a fungao f seja uma combinagao linear de senos, nao sera possivel cumprir
a condicao inicial, entretanto estaremos restringindo muito a nossa funcao f. Estende-
remos entao o Principio da Superposicao de Solugoes para somas infinitas para corrigir

este impasse. Vamos supor entao que
> 2.2.24/72 nmx
u(z,t) =Y e VI sen (L) (1.13)
n=1

é uma solucao do nosso problema (1.5). Perceba que cada parcela individual da ex-
pressao acima satisfaz a equacao do calor e também as condigoes de contorno em (1.5).
Vamos admitir que esta série seja convergente, logo precisamos apenas verificar que a

funcao satisfaca a condicao inicial, ou seja,

u(z,0) = i Cp Sen <n7;x> = f(x). (1.14)

n=1
Assim, precisaremos determinar as constantes ¢, para que a série acima seja con-

vergente. Precisamos entao garantir a seguinte igualdade

nmx

flz) = ni_o:lcn sen (L) : (1.15)

Esta série é conhecida como série de Fourier em senos. Se conseguirmos garantir esta
igualdade entao o candidato (1.13) sera de fato uma solugao.
E com essa motivacao que estudaremos as Séries de Fourier, isto €, vamos estabelecer

condigbes para que a fungao f possa ser escrita da forma (1.15) acima.



Capitulo 2
Sequéncias e séries de funcoes

Para estudarmos a convergéncia das Série de Fourier precisamos de algumas ferra-
mentas e resultados classicos da Anéalise. Destinaremos este capitulo para apresentar

essas ferramentas e resultados, afim de facilitar a leitura dos capitulos seguintes.

2.1 Convergéncia simples e convergéncia uniforme

Consideremos X C R, definimos uma sequéncia de fungoes f, : X — R como
sendo uma correspondéncia que associa a cada n € N uma funcao f,,, definida em X e
tomando valores reais.

Iremos considerar duas formas de convergéncia para uma sequéncia de fungoes (f,,):

a convergéncia simples e convergéncia uniforme.

Definicao 2.1.1. Uma sequéncia de fungoes f,, : X — R converge simplesmente ou
pontualmente para uma funcdo f : X — R, quando fixado x € X a sequéncia de
nimeros (fi(x), fa(x),..., fu(x),...) converge para f(x). Ou seja, para todo € > 0
dado, existe np € N (que depende de € e de z) tal que para todo n > ny = |fu(x) —

flz)] <e.

Definicao 2.1.2. Uma sequéncia de fungoes f,, : X — R converge uniformemente para
uma fungao f : X — R, quando para todo ¢ > 0 dado, existe ng € N (que depende
apenas de ¢) tal que para todo n > ng = |f.(z) — f(z)| < &, para todo = € X.

Para sequéncias numéricas temos um tipo especial de sequéncias que sao as sequéncias

de Cauchy das quais temos o seguinte resultado.
Teorema 2.1.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Observacao 2.1.1. A reciproca desse teorema para sequéncias numéricas é verdade so-

mente em R, mas nao é verdade para, por exemplo, o conjunto dos niimeros racionais

15



Capitulo 2. Sequéncias e séries de funcdes 16

Q. De fato, consideremos a sequéncia de niimeros racionais x,, tal que 1i_>m T, = a, com
n [o.¢]
n
a € R—Q. (Por exemplo, a sequéncia z,, = (1 + %) € Q tal que 11_>m r, =e ¢ Q).
n oo
Como a sequéncia converge em R, entao ela é de Cauchy em R e consequentemente é

de Cauchy em Q. Porém, ndo é convergente em Q.

De modo analogo as sequéncias numéricas, podemos definir as sequéncias de Cauchy

para as sequéncias de funcoes.

Definicao 2.1.3. Uma sequéncia de fungoes f, : X — R chama-se uma sequéncia de
Cauchy quando, para qualquer € > 0 dado arbitrariamente, for possivel obter ng € N
tal que VYm,n > ng = |fm(z) — fu(z)| <e,Va € X.

Teorema 2.1.2. Uma sequéncia de funcoes f, : X — R é uniformemente convergente

se, e somente se, € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que f, converge uniformemente para a fungao f em

X, ou seja, f(r) = lim fn(x) para todo x € X. Entao dado ¢ > 0, existe um ng € N
tal que para todo n > nyg = |fn.(z) — f(z)] < g, para todo z € X. De igual modo se

m > ng, entao |f,(x) — f(z)| < %, para todo z € X. Disso segue que para n,m > ng

teremos

[fm (@) = fu()| = |fm(2) = f(2) + f(z) = ful2)]
< [fm(@) = f(@)| + |f(2) = ful)]

< = =ec.

2
Logo f,, é uma sequéncia de Cauchy.

(<) Suponhamos que f,, seja uma sequéncia de Cauchy, entao para todo x € X, f,(x)
é convergente. Seja f : X — R uma funcao tal que f(x) = r}grxgo fn(z) para todo x € X.
Como f, é uma sequéncia de Cauchy, por defini¢ao segue que dado € > 0, existe ng € N
tal que m,n > ng = |fm(z) — fu(z)] < e para todo x € X. Fixando n e x e aplicando
o limite com m — oo teremos que |f(z) — f.(z)| < € para n > ng e para todo x € X.

Portanto f, converge uniformemente para f. [ |

O Teorema (2.1.2) enunciado acima, é dito critério de Cauchy para convergéncia
uniforme. Segue desse critério o teste M de Weiestrass para a convergéncia uniforme e
absoluta de séries de fungoes. Mas antes, precisamos definir o que é a convergéncia de
séries de funcgoes.

Considerando f,, : X — R uma sequéncia de funcoes, a soma f : X — R dada por
f(z) = > fa(z) é um caso particular de um limite da sequéncia f(z) = Jim Sn(x),

n=1
onde s,(x) = fi(x)+- -+ fu(z) é a sequéncia das reduzidas ou soma parcial. Portanto,
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o0
faz sentido dizer que a série Z fu(x) converge pontual ou uniformemente no conjunto

n=1
X.

Definicao 2.1.4. Sendo f, : X — R uma sequéncia de fun¢oes definidas em X C R, a

série > fu(z) converge pontualmente ou simplesmente se a sequéncia s, (z) convergir

n=
pontualmente. A convergéncia serd uniforme se a sequéncia s, (x) convergir uniforme-

mente.

Definicao 2.1.5. Dizemos que uma série de fungoes Z fn converge absolutamente se

n=1
)

a série Y | fa| for convergente.

n=1

Teorema 2.1.3 (Teste M de Weierstrass). Seja Z fn(x) uma série de fungoes

fn: X — R. Suponha que existam constantes M, > O tazs que

(@) < My, Vo € X,

oo oo
e que a série numérica Z M,, convirja. Entdo, a série de funcoes Z fulz) converge
n=1 n=1
uniformemente e absolutamente em X.

k k
Demonstrag¢ao. Consideremos as somas parciais s (x Z ) ety(x Z | fr(z

Entao VN > k e Vx € X temos

N
< Z |[fa(2)] <D My,
n=k
ou seja,
N
[sv(z) = su(@)] < ltw(z) —tul(@)| < Y M.
n=k+1
(e.0)
Por hipétese do teorema, a série Z M, ¢é convergente, ou seja, dado € > 0, existe
n=1

ko € N tal que VN > k > kg, tem-se

Y M, <k,

n=~k

de onde segue que
lsn () — sk(z)] < |tn(z) —te(z)| <&, VYN >k>ky VrelX.

Portanto, ambas sequéncias convergem pelo Teorema (2.1.2). [ |
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Perceba que o teorema é muito 1til, pois ela reduz o problema de verificar a con-

vergéncia de uma série de fungoes em verificar a convergéncia de uma série numérica.

2.2 Propriedades da convergéncia uniforme

Vejamos agora algumas propriedades decorrentes da convergéncia uniforme de sequéncias

de funcoes.

Teorema 2.2.1. Se uma sequéncia de fungoes f, : [a,b] = R converge uniformemente
para uma funcdo f : [a,b] = R e cada f, € continua em |a,b] entao f é continua em
[a, 0].

Demonstracdo. Pela definicdo de convergéncia uniforme temos que dado € > 0, existe

ng € N tal que

|fu(r) = f(2)| < %, Vn > ng,Vz € [a,b].

Fixemos agora n; € N tal que ny > ng. Seja x¢ € [a,b], como f,, é continua em

la, b], entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo |h| < § temos

| fr (w0 + h) — fr, (z0)] < %

Logo, se |h| < 6,

|f(.7}0 + h) - f(l’o)’ = |f(l‘0 + h) - fm(x() + h) + fm(l’o + h) - fm(IO) + fm(x(]) - f(l‘o)‘
< |f(l’0 + h) - fm(xo + h)| + |fm(x0 + h) - fnl(x0)| + |fn1(x0) - f(xo)l

<§+§—I—§—s
3 3 3

Portanto, segue que a fungao f é continua em [a, b]. |

Teorema 2.2.2. Seja f, : [a,b] — R uma sequéncia de fungdes integrdaveis que con-

verge uniformemente para a funcao f:|a,b] — R, entao f é integravel e

i | " h (@) = / " ) 2.1)

n—oo

Demonstrag¢ao. Dado € > 0, existe ng € N tal que

£

) = F@) < G

Vn > ng, vV € [a,b].
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Portanto

quﬂdwj[fwﬂ

para todo n > ngy. Logo, segue que

tin [ fulade = [ f@)da
[

Teorema 2.2.3. Seja f, : [a,b] — R uma sequéncia de fungoes de classe C1, ou seja,
fn € [l sao continuas em la,b], tal que f,(zo) converge para algum x¢ € [a,b]. Se f
converge uniformemente para uma func¢ao g em [a,bl, entdo f, converge uniformemente
para uma funcdo f de classe C* em [a,b] com f'(x) = g(x),Vx € [a,b]. Isso significa

que

(hm fule ))' lim f(z), V€ |abl.

n—oo n—oo

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, para cada n € N e todo = €
[a, b] temos

Fula) = fuleo) + [ty

Como f] converge uniformemente para g e f,(x¢) é convergente, aplicando o limite
com n — 00 juntamente com o teorema anterior, teremos que para cada x € [a,b],

existe o limite f(z) = lim fulz), logo

fla) = o) + [ gltyds

Sendo assim, f'(x) = g(z). Mostramos entao a convergéncia pontual de f,(x) para

f(x), falta ainda verificar a uniformidade da convergéncia. Entao

(t)dt — / ’ g(t)dt|
< fulo) - xu+/v (0)ldr

(@) = f(2)] < [fn(20) = f(20)] +

Dado ¢ > 0, tomamos ny € N tal que Vn > ng = |fu.(x0) — f(zo)] < g e



Capitulo 2. Sequéncias e séries de funcdes 20

|fh(t) —g(t)] < 2([)6_00, para todo t € [a, b]. Entao

|fn(m)—f(x)|<;+/ab2(b5_@dt:5, Vn > ng,Vz € [a, b).

Proposu;ao 2.2.1. Suponhamos que as funcgoes f, sejam contmuas e que a Série

Z fn(x) convirja uniformemente. Entio a soma da série f(x Z fn(z) € também

uma funcao continua.

Demonstracao. Para cada n € N; a fun¢ado f, é continua, logo

- z_:lfn(x)

¢ uma funcao continua. Mas, se definirmos f(x) como f(z) = khm sk(z), teremos que
— 00
f(x) serd o limite uniforme da sequéncia si(x). Segue pelo Teorema (2.2.1) que f(z) é

continua. [ |

Proposicao 2.2.2. Suponhamos que as funcoes f, sejam integrdveis em um intervalo
[e.9]

[a,b] e que série Y fu(x) convirja uniformemente. Entdo

p [ oo (9]
[[(Ene)a-5
k 00
Demonstragao. Seja si(x Z S(z) = Z fa(z), entdo S(x) = lim si(x), ou

k—o0

seja,
> fa(z) = lim s(x).
el k—o00

Da linearidade da integral de Riemann obtemos

/: sp(z)dz = /abnzz fo(z)da = nz; /ab fo(z)dx

Observe que si(z) converge uniformemente para S(z), logo segue do Teorema (2.2.2)

que

lim sk dx—/ lim si(x
k—o0 k— o0
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Disso, tem-se

/ /hmsk )dz = lim b dx—hmZ/fn dx—Z/fn

k—o0 k—o00 k—o00

Por consequéncia disso, teremos

/ an Ydx = 71 /abfn(x)da:

[ |

Proposicao 2.2.3. Suponhamos que as funcgées f, definidas em um intervalo [a, ]

sejam continuamente derivdaveis e que a Série Z f1(x) das derivadas convirja unifor-
n=1

oo
memente. Suponhamos ainda que, para um dado xy € [a,b], a série Y  f,(x) convirja.

n=1
Entao
!/
= x
: (zf ) > file)
k
Demonstragao. Seja si(x Z fn(z). Como a sequéncia s)(x) = Z (x) converge

uniformemente em [a, b] para S'(z Z e para um zy € [a,b] fixado si(zg) =

k 9]

> fa(xo) converge para S(zg) = Y fu(zo), entdo pelo Teorema (2.2.3) a sequéncia
n=1 n=1

sk(z) converge uniformemente no intervalo [a, b] e

k—o00 k—o0

(hm sk(x)), = lim si(x), ou seja, ddx (ni_o:l fn(a:)) = gf;l(x)
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Série de Fourier

3.1 Funcoes Periddicas

O estudo das séries de Fourier estd inteiramente relacionado com as fungoes periddicas,
pois tal série é composta por uma combinacao de senos e cossenos que sao funcoes

periddicas.

Definicao 3.1.1. Uma funcao f : X — R é dita periddica, com periodo T" > 0, se para
todox € X tivermos z +71T € X e

[z +T) = f(a). (3.1)

O menor valor de T para o qual vale a equagao (3.1) é dito periodo fundamental de f.

Observagao 3.1.1. Se T' é um periodo de uma funcao f, entdo qualquer multiplo &7,
k € Z é também um periodo de f desde que x + kT € X.

Proposicao 3.1.1. Sejam [ e g funcoes periddicas de mesmo periodo T, entdo seu
produto fg e qualquer combinacdo linear c1f + cog também sao periddicas de mesmo

periodo T', onde c1,co € R.

Demonstracao. Seja hi(z) = f(z)g(x), entdo temos que
hi(z +T) = flz+T)glx +T) = f(x)g(x) = hi().

Logo, h; é periddica de periodo T'.
Dados ¢1, ¢ € R, defina agora a fungao he(z) = ¢ f(z) + c2g(x). De modo inteira-

mente analogo, temos
ho(z +T) = e1f(x +T) + cag(x + T) = 1 f(x) + c29(x) = ha(2).

Portanto, hy é também periddica de periodo T [

22
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Teorema 3.1.1. Seja f : R — R uma funcao periodica de periodo T e integravel em

qualquer intervalo. Entdo firado a € R, tem-se

/frT f(x)dx = /OT f(z)dx.

Demonstra¢ao. Suponha que para algum n € N tenhamos nT < a < (n+ 1)T. Logo,
teremos nT < a < (n+1)T <a+T < (n+2)T, e, disso, segue que

a+T (n+1)T a+T
/a f(z)dx = /a f(z)dx + f(z)dx.

(n+1)T

Além disso,

/a(n+1)T F(a)di = /n(n+1)T Fa)de /a f(2)dr.

T nT

Substituindo agora na primeira igualdade obtemos

[ Fwyr = [ [ rwyae - [ f(mdx] -

T nT n+1)T

Segue da periodicidade da funcao f que f(x) = f(x + 2T). Fazendo a mudanca de

variavel t = x — T devemos ter

/(M f(sv)d:v=/a f(t+T)dt:/“ F(b)dt.

n+1)T nT nT
Logo,
/anrTf(x)dw = [/n(;H)Tf(x)d:U - /nc; f(x)dx] + /T;;f(x)dx = /n(;H)Tf(w)dx.

Por outro lado, usando o mesmo argumento acima, qualquer que seja n temos

/n(nH)T f(z)dx = /OT f(z)dx.

T

Por fim
a+T T
/a f(z)dz :/0 f(z)dx.
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3.2 Ortogonalidade da funcao seno e cosseno

nmwx nmwx
A fim de descrever uma segunda propriedade das fungoes sen <L> e cos <L>’
generalizamos o conceito de ortogonalidade de vetores. Sejam u e v duas fung¢des no

espaco Cla,b] = {f : [a,b] — R; f é continua}, entao

(u,v) = /ab u(z)v(z)de,

define um produto interno no espago C([a, b]).
As fungoes u e v serdo ortogonais em [a, b] se o produto interno entre elas for nulo,

ou seja, se
b
/ u(z)v(z)dr = 0.

Definicao 3.2.1. Um conjunto X C C([a,b]) de fungdes é dito mutuamente ortogonal

se qualquer par de fungoes do conjunto X for ortogonal.

. . _ nmw nwr\
Em particular, o conjunto formado pelas fungoes sen (L) e cos <L> é mutu-
amente ortogonal no intervalo [—L, L]. Além disso, tais fungdes satisfazem as seguintes

relagoes de ortogonalidade:

/L cos <W> cos <m7rx> dx = { 0, se m#n. (3.2)

-L L L L, se m=n;

L
/ cos <n7r:c> sen (mmc) dr =0, para quaisquer m,n; (3.3)
-L L L
/L (mrx) (mmc) J 0, se m#n, (3.4)
sen [ —— ) sen xr = .
-L L L L, se m=n.

Para demonstrar essas relagoes, vamos utilizar algumas identidades trigonométricas,

integracao por partes e o fato de que

L

L

/_L cos (T) dx = % sen (7?) = % sen(nm) — % sen(—nm) =0 (3.5)
. L

/_L sen (T) dx = _n%r cos (T) = n% cos(nm) — n%r cos(nm) =0. (3.6)

1. Para verificar (3.2) utilizaremos as seguintes identidades trigonométricas:

cos(x) cos(y) = ;[cos(x —y)+cos(z+y)] e cos*(z)= 1+C(2)S(2$).



Capitulo 3. Série de Fourier 25

o Param # n:

[ o (5 o (2= [ oo (7)o (27|

e Param =n:

/L (nmc) S (W) dx = /L cos? (nmc) dx
L cos(—)Jeos( =/, 7

2. Para verificar (3.3) utilizaremos as seguintes identidades trigonométricas:
1 1
sen () cos(y) = §[sen(x —y)+ sen(x +y)] e cos(x)sen(x)= 5 sen (2z).

o Param # n:

/L (mrx)
cos | — ] sen
L L

e Param =n:

L nmwx mnx 1 L
/Lcos< 7 )sen< 7 )dw 2/7Lsen( x)dr =0

3. Por fim, para (3.4) utilizaremos as seguintes identidades trigonométricas:

1

sen (z)sen(y) = i[cos(x —y) —cos(z+y)] e sen’(z)= M.

2
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o Param # n:

e Param =n:

L nw nmw L, (nrx
J e (7)o (7 = [ ()

3.3 Coeficientes de Fourier

Se pudermos expressar uma fungao f como

flz) = ;ao + Z (an cos (m; ) + b, sen (n;x)) ) (3.7)

n=1
é de se esperar que a,, e b, estejam de alguma forma relacionados com a funcao f. Para
encontrar essa relacdo, vamos supor que a série acima convirja uniformemente. Como
f é combinacao de funcao periddicas (seno e cosseno) e tais fungoes sao continuas, da
Proposigao (2.2.1), segue que f é continua e, além disso, f deve ser também periddica

de periodo 2L. Pela Proposicao (2.2.2) temos que

/_LLf(x)dx:/_L 1a0dx—i—/ Zamcos< )dx—l—/ Z by, sen (m;m) dx

—/ d:p—l—Zam/ cos( )d +Zb/ sen<m£m)dx

= CLQL.

nmwx
Agora, multiplicando a expressdao (3.7) por cos (L) e integrando no intervalo
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[—L, L] ambos os lados da igualdade, obtemos

[ (5 = (5 5 (1) (1

[e.e]

mmx T
+me/Lsen<L)cos< 7 >d:v

m=1

Utilizando as relagoes de ortogonalidade (3.2) e (3.3), chegamos que

L
/ f(z) cos <n;r;:c> dx = a,L, n>1.
-L

Note que se n = 0 teremos a expressao de ag que serd dada por

apl = /_LL f(z)dx

De modo andlogo, multiplicando (3.7) por sen (nzx) e integrando no intervalo

[—L, L] ambos os lados da igualdade, teremos

/LL f(z) sen (7%;5) dor — > / sen (nza;> d:ﬁ—i Um /LL cos <ml7/T:c) sen <nL> do+

m=1
0 L
+ mz::l b [L sen (m;x) sen (n;x) dx

Utilizando as relagoes de ortogonalidade (3.3) e (3.4), chegamos que

L
/ f(z)sen (T) de =0b,L, n>1.
L

Resumindo, obtemos as seguintes expressoes para os coeficientes a,, e b,:

an =7 / ) cos ( x) dr, n >0, (3.8)

by, L/ ) sen ( mg) dr, n>1. (3.9)

Esses coeficientes sao chamados de coeficientes de Fourier e sao dados expressoes acima

que sao as Formulas de Fuler-Fourier.
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3.4 A Série de Fourier

Definicao 3.4.1. Uma funcao f é integrdvel e absolutamente integrdvel se tanto f

quanto |f| forem integraveis. Denotaremos
feL(a,b) = {f :[a,b] = R: f e |f| sdo integraveis em [a, b]}.

Definig¢ao 3.4.2. Dada uma fun¢io f : R — R no espaco L'([—L, L]) e periddica de

periodo 2L, definimos a Série de Fourier de f como

1 nwT nmwx
iao + Z (ancos< 7 > + b,, sen (L))

onde os coeficientes a,, ¢ b, sdo dados pelas expressoes (3.8) e (3.9) respectivamente.

Definic¢ao 3.4.3. Uma funcao f é dita seccionalmente continua em um intervalo [a, 0]

se ela possui um numero finito de descontinuidades, ou seja, existe uma particao a <

T < Tg < -+ <z, <b,afuncdo f é continua em cada intervalo (z;_1,z;) e existem
os limites f(z; 4+ 0) = hm f(a:) e f(x; —0) = lim f(x).

Definicao 3.4.4. Uma fungélo f serd seccionalmente diferencidvel se ela for seccional-

mente continua e sua derivada f’ também for seccionalmente continua.

Enunciaremos agora um resultado que nos fornece condig¢oes suficientes para a con-
vergéncia da série de Fourier de uma funcao f. A demonstracao deste teorema necessita

de varios outros resultados que deixaremos para o proximo capitulo.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma fun¢do seccionalmente
diferenciavel e periodica de periodo 2L. Entdao a Série de Fourier da funcgao f, converge

em cada ponto x, para 3[f(x +0) + f(xz — 0)], ou seja,

;[f(x+0)+f(x— —20+Z<ancos< 7 >+b sen<n2x>>.

Com esse teorema podemos agora calcular a série de Fourier de algumas funcdes:

Exemplo 3.4.1. Consideremos a funcao f dada por

—x, se —2<x<0,
flz) =
x, se 0 < x <2,

cujo grafico é dado pela figura (3.1) abaixo.
Perceba que f é peridédica de periodo 4, ou seja, f(x +4) = f(x). Neste caso

teremos que L = 2. Vamos admitir que exista uma série de Fourier que converge para
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YA

8y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.1: f(x) Exemplo 3.4.1

a funcao f e, a partir disso, iremos determinar os coeficientes de Fourier de f utilizando

as expressoes (3.8) e (3.9). Entao

1 /2
aozi/ f(z)dx / x)dr + = /xdx—1+1—2
-2
nww
an, 2/ cos< >d:v+2/xcos(2)da:.

Integrando por parte as integrais acima
9 0
1 1 (mrx) 2 (mrx)
an=—=|—zxsen|{—— | — | — | cos|——
2 2 2 nmw 2
9 2
2 (mrx) 2 <n7r:(:>
—axsen | — |+ | — | cos|{——
nmw 2 s 2 .
9\ 2 9\ 2 9\ 2 9\ 2
- () + () cos(nm) + () cos(nm) — <> ]
nmw nmw nw nmw

9 \?
) (cos(nm) —1), n=12,...
8

_|_
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Para os coeficientes b,, teremos

1 0 1 2
= o () [ ()
1 2

1 r2
:—/ T sen (mm)dx—/ T sen (mm>dx:0, n=12 ...
2 Jo 2 2 Jo 2

Dessa forma, concluimos pelo Teorema de Fourier que a série de Fourier da funcao f é

dada por

us n=1,3.5,... n?
8 & 1 (2m — 1)z
_ﬁmzzl (2m — 1)2 COS( 2 )

Exemplo 3.4.2. Seja f uma func¢ao periddica de periodo 2L dada por

0, se —L<x<O,
flx) =
L, se 0<zxz<L.

YA

Sy

—3L —2L —L L 2L 3L

Figura 3.2: f(x) Exemplo 3.4.2

Calculando os coeficientes da série temos

aozi/_];f(x):/oLdm:L.

1 /L L
an:L/Lf(x)Cos(nzm> dx:/o CcoS <nz:1:> dxr = 0.
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b, = 11;/LLf(x)sen <n;r;x> dx
L

nmnxr
- ) a
/0 sen( I ) X

= —|1 —cos

{1~ cos(nr)]
0, se n é par,

=9 2L , .
—, se n éimpar.
nmw

Pelo Teorema de Fourier segue entao que

L 20L& 1 (2k — D)7z
f(x)NQ—I—sz::l(Qk_l)sen( 7 )

Observacao 3.4.1. Perceba que na funcao do exemplo anterior colocamos o simbolo “~”
ao invés de igualdade entre a funcdo f e sua respectiva série de Fourier. Isso foi feito
pois a fungao possui descontinuidades nos pontos x = kL, onde k € Z e, pelo Teorema
de Fourier, a série devera convergir para a média dos limites laterais de f aplicada
nesses pontos. Ja nos pontos em que a funcdo é continua, mais especificamente nos

subintervalos (kL, (k 4+ 1)L) em que k € Z, a série de Fourier converge para os valores

().

3.5 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Proposicao 3.5.1.

i) A soma de duas fungdes pares é uma fungio par. A soma de dudas fungoes

impares € uma func¢ao impar.
it) O produto de fungdes pares é uma fungao par.
it1) O produto de fungdes impares é uma fungao par.

i) O produto de uma fungdo par por uma fung¢ao impar é uma fun¢do impar.

Demonstracgao.

i) Se f e g sdo duas fungdes pares e h = f + g, entao

h(z) = (f +9)(x) = f(2) + g(x) = f(=2) + 9(=z) = (f + 9)(=g) = h(=2).
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Portanto, h é uma funcao par. Agora, se f e g sdo duas fungoes impares, entao

sendo h = f + g, teremos

hz) = (f+9)(@) = f(z) +g(z) = = f(—2) —g(—2) = =(f + g)(—2) = —h(-2).
Logo, h é uma func¢ao fmpar.

ii) Se f e g sdo fungoes pares e h = f - g, entao

hz) = (f-9)(x) = f(z)-g(x) = f(=2) - g(=2) = (f - g)(=2) = h(—2).
Portanto, h é uma funcao par.

iii) Se f e g sdo fungdes impares e h = f - g, entdo

= f(=z)-g(=2) = (- 9)(—2) = h(—x).
Portanto, A é uma funcao par.

iv) Se f é uma fungao par, g é uma fungdo impar e h = f - g, entao

Portanto, h é uma func¢ao impar.

Proposicao 3.5.2.

i) Seja f : R — R uma funcao par e integrdavel em qualquer intervalo limitado.
Entao

/LL f(z)dz = Q/OL f(z)dz.

it) Seja f : R — R uma fungdo impar e integravel em qualquer intervalo limitado.

Entao

/L f(x)dx = 0.

—L

Demonstracao.
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i) Como f é uma fungao integravel e par, ou seja, f(x) = f(—x), entdo

/LLf(iL“)d:L“z/OLf(x)dx—l-/oLf(x)dx:—/D_Lf(x)dx~|—/0Lf(x)d;g

Fazendo uma mudanca de varidveis para —z na primeira integral obtemos

/LL flz)dz = — (/OL f(—m)(—dx)> + /OL fla)da
:/Lf—xda:—l—/Lfg;dx
_/ da:—l—/ /OL f(z)dz.

i1) Como f é uma funcado integravel e impar, ou seja, f(z) = —f(—x), entao

/_LL J(@)dr = /_OL f(@)de + /OL f(w)de = — /O_L f(@)da + /OL f(z)da

Fazendo uma mudanca de varidveis para —x na primeira integral obtemos

/_LL f(z)dx = — </OL f(_l‘)(—dx)> + /OL f(z)dz
:/L (—x) da:—{—/L
Z—/ dx—i—/

A partir dessas duas proposigoes, ao calcularmos a série de Fourier de fungdes pares

e impares obtemos:

o Seja f € LY([-L, L]) uma fungio par, periddica de periodo 2L. Segue da Pro-
. A . nrr\ |
posigao (3.5.1), que f(x) cos (L) ¢ uma fungao par e f(z)sen (L) é uma

fungao impar. Da Proposicao (3.5.2) devemos ter que

an L/ cos( )da: e b,=0.

Portanto, a série de Fourier da funcao f serd da forma

f(z) ~ ? + Z a, CoS (nzx) )

n=1

isto é, uma série de cossenos.



Capitulo 3. Série de Fourier 34

e Seja f € LY([—L,L]) uma funcio impar, periédica de perfodo 2L, de modo

andlogo ao anterior, pelas Proposigoes (3.5.1) e (3.5.2) obtemos

2 (L nmwT
Ay = 0 (& bn = ZA f(CC') Sen (L) s

e, dessa maneira, a série de Fourier de funcao f sera da forma

nmwx

f(z) ~ nf:lbn sen (L) :

isto é, uma série em senos.

Exemplo 3.5.1. Seja f : R — R uma funcao periédica de periodo 2L dada por
f(z) = x, para —L < x < L. Calcularemos a série de Fourier da f. Observe que f é
uma fungdo impar, pois f(—x) = —x = —f(x), e, por consequéncia disso, sua série de

Fourier serd uma série de senos e seus coeficientes serao da forma

2 (L nwr
b, = L/o T sen <L> dx.

. o . nmw
Para calcular a integral fazemos primeiramente uma mudanca de variaveis y = <
YA
I L | I
—3L o,  -L /o L 2L  13L
\ 1 _L 1 ‘

Figura 3.3: Exemplo 3.5.1

Teremos entao que
2L nm
(nm)? Jo

b, = ysen(y)dy.



Capitulo 3. Série de Fourier 35

Feito isso, vamos integrar por partes

2L nmw nm
b, = e [ycos(y)‘o +/0 Cos(y)dx}
2L nm
=53 {—mr cos(nm) + sen(y) . }
2L
= (nmz[—mrcos(mr)]
2L
== (-1
—(=1)

Portanto, a série de Fourier de f sera

f(z) ~ 2L i(_lr)bnﬂsen (mr:v)

T = L

Exemplo 3.5.2. Seja f : R — R periédica de periodo 2L dada por f(z) = z? para
—L <z < L, cujo gréfico é dado pela figura (3.4) abaixo. Note que f é par e, portanto,

teremos uma série em cossenos cujos coeficientes serao
2 L 22 2 L, nw
ag = — rider=—— e a,=— r-cos | — | dx.
L Jo 3 L Jo L

nmx o
Sendo y = ——, fazendo a mudanca de variaveis obtemos

L
oL? pum
Un = 53 ; y~ cos(y)dy.
Integrando por partes,
212 9 nm nmw
W =53 {y seny‘o o 2ysen(y)dy]
AL? pnm
=53 ysen(y)dy
4172 nmw nr
= [Fveost)) = [ = contwyan]
412
=53 [—nm cos(n)]
aL?
- _n27r2<_1) '

Dessa forma, a série de Fourier da funcao f é dada por

L? 412 & (—=1)»
Jw)~ 5+ 5 > cos (")

n=1
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Como consequéncia do Teorema de Fourier, podemos estabelecer a igualdade na ex-

pressao acima, ou seja,

L? 41?2 & (—1)"
f($)=?+ 2 Z(nQ) cos<n2x>.

n=1

YA

8y

Figura 3.4: Exemplo 3.5.2

Nos exemplos apresentados acima, todas as fungoes estavam definidas em todo R.
Porém, se tivermos uma fungdo de modo que esteja definida em um intervalo [0, L]
podemos estendé-la para toda a reta de modo que ela seja peridédica de periodo T > L,

e a definimos convenientemente no intervalo (L, T).

Exemplo 3.5.3. Consideremos a fungao f(z) = x, para 0 < x < 7. Calcularemos sua
série de Fourier em senos. Precisamos entao estender essa funcao de modo que seja
fmpar. Tomemos entdo f(x) = x, para —m < = < 7 e que seja periddica de periodo

2m. Dessa forma, os coeficientes serao

2 i
b, = —/ xsen(nx)dx
7w Jo
2 nmw
= 3. ) ysen (y)dy

n’m
2 nmw nm
+ / Cos(y)dy]
0 0

-2 Lot

n=m

= n227r[—n7r cos(n)]
= (-
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Logo, segue do Teorema de Fourier que

1 n+1
—22 sen(nz), para 0<uz <.

Observagao 3.5.1. Para fungoes definidas num intervalo [0, L], é possivel obter uma
outra série de Fourier apenas mudando o periodo escolhido para a fung¢ao. Vejamos o

exemplo a seguir.

Exemplo 3.5.4. Tomemos agora a mesma fun¢ao do exemplo anterior com periodo
47, entdao precisamos defini-la no intervalo (m,27] e garantir que ainda seja impar.

Consideremos a funcao

f(x):{ x, se 0<z<m

—x 42w, se W<z <2m.

Calculando os coeficientes b,

b, = 71T [/Oﬂa:sen (n;) +/:7r(—x+ 27) sen (?) dx} :

Utilizando integracao por partes podemos chegar que

> 1
f(x):inZansen (n;) sen (7;13)7 0<z<m.

Observe que para valores onde n é par a série se anula, pois sen(2k7r) = 0. Podemos
assim reescrever a série de Fourier da func¢ao f como

s )”Jrl (2k — 1)z
- <z <m.
z:: o 5 sen 5 , 0<z<nm

Exemplo 3.5.5. Dada a fungao f(x) = z, para 0 < x < 7 vamos calcular sua série de
Fourier em cossenos. Definimos entao a funcao f de modo que seja uma fungao par.
Dessa forma, seja f(z) = |z| para —7 < z < 7 uma fungao periddica de periodo 27
(se tomarmos outro periodo vamos obter uma outra série, como ocorreu no exemplo

anterior). Como a fungdo é par, calculando os coeficientes teremos que

2 ™
aoz—/ rdr =,
m Jo
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2 ™
a, = —/ x cos(nx)dx
7 Jo

= nir ly sen (y) ;wr + /Omr sen (y)dy]
= n? [cos(nm) — 1]
= {1 1]

Segue do Teorema de Foruier que

L2 "1]
7T

cos(nz), 0<z<m.

wm

Porém, note que para n par, os coeficientes a,, se anulam, e, com isso, podemos rees-

crever a série da seguinte maneira

cos((2k —1)z), 0<z<m.

Exemplo 3.5.6. Dada a funcao f(x) = x, para 0 < 2 < 7, podemos definir f para
outros valores de x de modo que f seja periddica de periodo 27 e f(x) = 0 para
—nm<z<0.

Calculando os coeficientes teremos

1 /7 1 /7
o W/—wf(x)m 7 Jo T 2’

9

an = ;/_: f(x) cos(nz)dz
1 nmw

= 2 0 y cos(y)dy
[ [ st
0 0

= o [pens
:ni [cos(nm) — 1].

n2m

Note que os coeficientes a,, se anulam para n par, e, para n impar, a, = o Para
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os coeficientes b,, temos

b, = —/ ) sen (nx)dx

= nQW ; " ysen(y)dy
1 nm nmw
= — [—y cos(y) +/ cos(y)dy]
n’m 0 0
1
= 5o nm cos(nm)
n
1
= —(=1)"*.
HE

Pelo Teorema de Fourier segue que,

T 2 [e%e) )n+1

f(a:)zz Z(Qkil)cos(%:—l i sen(nz), 0<az<m.

Observe que podemos obter essa série apenas somando as séries dos exemplos (3.5.3)

e (3.5.5) e dividindo por 2.

3.6 Integracao em Séries de Fourier

Suponha que a funcao f : R — R admita representagdo em série de Fourier para
todo ponto em seu dominio, ou seja, a série de Fourier da funcao f converge uniforme-

mente para f e dessa forma podemos escrever

—|— Z <ancos< Z ) + b,, sen <nzx>> )
Como a convergéncia é uniforme, vale entdo a Proposicao (2.2.2) e assim
/bf(x)dx = /b %o i ay, COS (mrw) + b, sen <n7mc> dx
a a2 " L L
@daz—i—/@ Z (ancos( 7 ) + b,, sen (nz )) dx
nmwx
_/ §d$+2/ (ancos< >+b sen( 7 ))dm (3.10)

Porém, a igualdade acima ¢ valida mesmo se nao houver a convergéncia uniforme. Para

isso mostraremos o seguinte teorema.

Teorema 3.6.1. Seja f : R — R uma funcdo periodica de periodo 2L e seccionalmente
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continua e seja

flx) ~ % + nz::l (an cos <m£x> + b, sen <n7[rlx>>

sua série de Fourier.

i) A série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada € a integral

da f; mais precisamente
b b ag s b nmw nwx
/f(x)dx:/—dx+z an/ cos( )dx—i—b/ sen( >dm .
a a 2 =1 a L L

it) A fung¢ao F(x) = / [f(t) - (;O} dt € periddica de periodo 2L, continua, tem
0

derivada seccionalmente continua e € representada por sua série de Fourier

[l 3amEE RS (o (52) 2 ()

7Tn1
bn 1/L
n 2LJ).L

Demonstracdo. Definamos uma funcao F': R — R continua dada pela expressao

o0

S =

—_

n=

F(z) = /0 [f(t) _ “20} dt.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, existe F’(x) para todo x em que a funcgao f
seja continua e, além disso, F'(z) = f(z) em tais pontos. Como, por hipdtese, f é
seccionalmente continua, entdo F” é também seccionalmente continua.

Perceba que a funcao F' é periddica de periodo 2L, pois

F(z+2L) — F(z) = /OML £y — 2 g - /0 {f(t) - “20} dt
_ /erQL f(t) B (1/0:| dt

= [ o

_/ dt—/ 90t — agL — agL = 0,
L 2

onde usamos o Teorema (3.1.1) em .
Portanto, temos que a func¢ao F é continua, possui derivada f seccionalmente
continua e é periddica de periodo 2L. Como toda fun¢ao continua é também seccio-

nalmente continua, entao F satisfaz as condi¢ées do Teorema de Fourier o que implica
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que

Flz i::(A Cos( ; )+B sen (an)>

A, L/ cos(mm>dx n>0
B, L/ sen(L)da: n>1.

Podemos relacionar os coeficientes de Fourier da F' com os coeficientes de Fourier

onde

da f utilizando a integracao por partes da seguinte formas:

o[ e ()

_ i lF(x)Lsen (””) "L P sen (”Z”"“) da:]

nmw L . nmwJ-L

AL L e (1)

1
= ——1ILb,, n>L
nm

Para encontrarmos A, fazemos x = 0, logo
A > 2L &b
FO) =3 +> 4 = A=""3"
n=1

De modo andlogo, utilizando o fato de que F(L) = F(—L) obtemos

B, = /L F(x)sen <n7gx> dx

—L

1 L nrx\ ¥ L (L nwx
_L[—F(x)mcos( 7 ) —L+E _LF(:c)cos( 7 )dx}
— lnﬂ/ f(z) cos (nzx) dx}

1
= —»~La,, n=>1.

nm

Juntando as igualdades encontradas, chegamos na seguinte expressao

que pode ser reescrita da seguinte forma

z T qg i kg nmt kg nmt
tdt:/ 90 4t / seos [V ar+ [ b, dt ) .
/Of() 3 —|—n§::l<oacos<L> —i—O sen<L> )
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Tomando a expressao acima quando x = a e quando x = b, subtraindo as expressoes

obtidas chegamos em

/_LL flx)dx = / dx + 2/ (ancos( ) + b, sen (nzx)) dr,

o que conclui a demonstracao. |

Observagao 3.6.1. Para as aplicagbes, o teorema anterior toma a forma pratica seguinte:

Se
ap nmwx nmwx
5 +nz:1<ancos< 7 >+b sen( 7 )),
entao
m@:/“ww—“ﬂﬁ
0 2
1/L 2)dr+ 2 Z b (m)+an (W)
=31/, x 2 " cos 7 —sen | — )
Aplicagoes:

i) Consideremos a fun¢ao f do Exemplo (3.5.1) dadas por f(z) = z, para —L <

r < L. Temos que

Logo,

e, portanto,

x? L? 2L2°° -1 nwx
?:7 WZZ ( )’

n=1

ii) Aplicando novamente o Teorema em (3.11), e sendo
e (2 L2 ¥ L*r 1 (L
F)= [ at=" -2 [ F@)de =0,
(=) o<2 6) 6~ 6 an/), fWd

:L'3 L2 203 X i nwx
nl - - —L<x<L. 12
5 =3 nZ:l sen ( 7 ) , <z< (3.12)

entao,
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iii) Aplicando mais uma vez o Teorema em (3.12), e como

e (3 L% zt L22 7L
F(x):/o (6_6>dt 24 12 2L/ A= 350

obtemos que

xt L22? 7L
24 12

00 1 n+1
Z cos <mLm;> . —L<z<L (313

Fazendo x = L, teremos o seguinte resultado

1
1 nt

3.7 Estimativa dos coeficientes de Fourier

Vamos utilizar essa secao para estabelecer estimativas para os coeficientes de Fourier
para uma classe de funcoes.

Inicialmente vamos considerar uma funcao f € L'([—L, L]) estendida de modo a
ser periodica de periodo 2L em R. Com tais hipéteses sobre nossa funcao, podemos

ver que imediatamente valem as seguintes estimativas

la,| = ‘}J/LL f(x) cos (n;x) dx| < L/ x)|dx,

b, = ‘i/_LL f(z)sen (T) dx| < L/ x)|dz,

lembrando que as fungées seno e cosseno sao limitadas, em valor absoluto, por 1. Sendo

L
M € R tal que M = / |f(z)|dx, o simples fato de f e |f| serem integraveis implica
-L

em

la,| <M e |b,| <M, VneN.

Suponhamos agora que a funcao f seja, diferencidvel e tal que sua derivada f’' €
LY([-L,L]) com f estendida de modo a ser periddica de periodo 2L em R. Logo,

integrando por partes para n > 1 obtemos que

L L nwT

_ L f'(x) sen <L> dz,

L nm J—L
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ou seja,
1 rL L
a, = —— f'(z) sen (m;x) dr = ——1U . (3.14)
L

nmw J— nm "

Tomando os valores absolutos,

lan| < 1/L ' (2)|da.

nw J-L
Analogamente,

L nwT

Lb, :/ f(z)sen () dx
—L L
L nrx\ | L - , nwx
= —Ef(x) cos (L) » + — . f'(x) cos (L) dx,

ou seja,

1 (L nwx L
b, = — ! ()d = —al. 1
— /. f'(x) cos 7 )de=—d, (3.15)
Tomando os valores absolutos obtemos
1 L,
bl <= [ 1/ @)ld.
nm.J-L

1 (L
Sendo M’ = —/ |f/(z)|dz e com a hipGtese de que a fungdo f é continua e f" e |f|
T J-L

sao ambas integraveis, obtemos as seguintes estimativas

! /

M M
‘(ln‘ S B € ’bn’ S -, Vn € N.
n n

Observe que acrescentando a hipotese da derivada melhoramos nossa estimativa.
Agora, vamos supor que a funcao f possua derivada continua e a segunda derivada

f" € LY[-L, L]), com f estendida de modo a ser periédica de perfodo 2L em R.

Com essas hipéteses, podemos melhorar as estimativas de a,, e b,, dadas anteriormente

fazendo mais uma integracao por partes. Entao para a, temos

ay = N [—f’(z)L cos (mr:c)

nm

L L nwT

» + LL 1" (x) cos <L> dx] .

Por consequéncia disso segue que
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logo,
[

[ 1@l

n2w? J_L

1 L

Portanto, se M" = —/ |f" ()|, a fungao f’ for continua e tanto f” quanto | f”| forem
w2 J-L

ambas integraveis teremos as seguintes estimativas para os coeficientes de Fourier:

i i

M M
la,| < — e b, | < — Vn € N.
n n



Capitulo 4

Convergéncia da Série de Fourier

4.1 Classes de funcoes consideradas

No capitulo anterior vimos que para definirmos os coeficientes de Fourier, e con-
sequentemente, termos a série de Fourier de uma determinada funcao f, necessitamos
minimamente que essa fungao seja periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente
integrével no intervalo [—L, L].

Para entendermos melhor as especificacoes para que uma funcdo f possua uma série

de Fourier, consideremos uma funcao f : [a,b] — R e uma particao
Pia=zxo<1 <<z, =0

Logo,

i) Se f é limitada, entao ela serd integravel se
n
sup > mj(z; — x;_1) = inf Y M;(x; — xj_1),
j=1

onde m; = inf{f(z) : z;_1 <z <uz;} e M; =sup{f(z): xj_1 <z < x;}.

ii) Se f nao é limitada, entdo f serd integravel se o intervalo [a, b] puder ser decom-
posto em um ntimero finito de intervalos I3, Is, . .., I,, com I, = [ay, bi], tais que,
para todos 0,0" > 0, a funcdo f seja limitada e integravel em [ay + 0, b, — '] e

existirem os limites

b b—o'
f(z)dx = lim f(z)dx.

a 3—0 ar+9
6'—0

Esse tipo de integral é chamado de integral impropria. Entao a integral impropria

46
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de f é . .
/Gf(a:)dx:’;/ak f(z)dz.

Fungoes continuas, e, mais geralmente, func¢oes seccionalmente continuas no inter-
valo [a, b] sdo limitadas e integraveis no sentido (i) ou (ii) acima. Vale observar também

que

(1) Se f for integravel e limitada, entdo f serd absolutamente integravel. Porém a

reciproca nao ¢é verdadeira.

(2) Se f nao for limitada entdo sua integrabilidade nao implica na integrabilidade de

/1.
Teorema 4.1.1. Seja f € L'([a,b]). Entdo, dado € > 0, existe uma funcio continua

Y [a,b] = R tal que

[17@) — vtz << ¢ vla)=vp)=0

Demonstracao.

1. Suponha que f seja limitada e integravel. Logo dado € > 0, existe uma parti¢ao
P do intervalo |a, b]

Pia=zy<xri<---<axp=0b
tal que

Y

/abf(ilf)dflj - imj(fcj —xj-1) <

DO ™

onde m; = inf{f(z) : z;o1 < z < xz;}. Tome a funcdo x(x) definida como

x(z) = mj, para z;_; < x < z;. Entao podemos dizer o seguinte

b

/abf(x)dx _ /abx(x)dx — / [f() = x(@))dz < . (4.1)

Vamos ilustrar com alguns graficos as ideias que usaremos para concluir a de-
monstracao. Suponhamos que a particio P possua quatro pontos e o grafico de

x(x) seja dado pela figura (4.1)
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Yy YA
my
mp p------- R GE—
1 1 meo
my Lo (R —— -~
a=x) T T r3=">0 T T
| H ms
L T S e TP -
Figura 4.1 Figura 4.2

e, para cada n, consideramos a func¢ao 1, obtida substituindo no grafico acima os

“retangulos” por trapézios como na figura (4.2). Assim, vamos definir v, como

sendo
nm;(x —x;_1), sex € [xj_1,T-1+ 1],
Yn(x) = mj, se x € [wj_1 + £, 1; — 2],
—nm;(z — z;), se x € [r; — 1, 1],
onde j = 1,...,n. Dessa forma, sendo M > 0 uma constante tal que |f(z)] < M

para todo x € [a, b], teremos que

M
n

[/ w0) = vt = 322 <

(4.2)

w\m

para algum n suficientemente grande.

De (4.1) e (4.2) temos que, dado £ > 0, existe uma fungao continua 1, : [a,b] — R
com ¥, (a) = 1, (b) = 0 tal que

[ @) = v@lde = [[17@) ~ x@)ldz + [ x(@) ~ o)l

SEE,
2 2
Essa func¢ao v, é a funcao ¢ do enunciado do teorema.

. Suponha que f nao seja limitada, mas esteja em L!([a,b]) no sentido das inte-
grais improprias. Por simplicidade, vamos supor f ilimitada nas vizinhancas dos

extremos do intervalo [a, b]. Portanto, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

[1s@lds = [ @)l

Como f é limitada e integravel no intervalo [a + 0,b — ¢], existe uma fun¢ao

= /aa |dx+/ z)|dr < 5 (4.3)
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continua ¥ : [a + §,b — §] = R com ¢(a + ) = (b — 0) = 0 tal que

[ vl < & (4.4

+4

Consideremos a funcao v : [a, b] — R dada por

~ Y(x), para a+6 <z <b—4,
0, para a<z<a+d eb—0<x<h.

Logo,

[ 15w = d@lar= [ l@lae+ [ 1@ - v@las+ [ 7@l

Utilizando (4.3) e (4.4), chegamos que dado & > 0, existe uma funcao continua i

tal que
/ () — d(@)|de < e.

Observagdo 4.1.1. O teorema acima nos diz que dada f € L!([a,b]), existe uma

sequéncia de fungoes continuas v, : [a,b] — R com ¥, (a) = ¥, (b) = 0 tal que

lim/ f(x ()|dz = 0.

n—oo

4.2 Lema de Riemann- Lebesgue

Lema 4.2.1 (Riemann- Lebesgue). Seja f uma fungdo no espago L([a,b]). Entdo

b

tllglo f(z) sen(tx)dx =0, (4.5)
tliglo ’ f(x) cos(tx)dx = 0. (4.6)

Demonstracdo. Vamos dividir essa demonstracao em duas etapas. Inicialmente vamos
supor que f seja limitada e no segundo momento, vamos supor f uma funcao qualquer
sobre as hipdteses do Lema.

a) Suponhamos entdo f limitada, ou seja, existe uma constante M > 0 tal que
|f(z)] < M, para todo = € [a,b]. Como f estd em L'([a,b]), por defini¢io, f serd

integravel, isto é, dado € > 0, existe uma particado P do intervalo [a, b]

Pia=zxy<z1<---<2x,=0
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tal que
S(f,P) —S(f,P) <g,
onde
S(f. P) =iMj(:cj—xj-1>, M; =sup{f(z):z;_; <z <a;}
j=1
s(f,P) = Zn:mj(%' — Zj-1), m; = inf{f(z) s x;01 <@ < a5}
j=1

sdo as somas superior e inferior associadas a particdo P. Vamos mostrar que a expressao

(4.5) é vélida. Para isso, consideremos a parti¢ao do intervalo [a, b] determinada pelos

pontos r; = a + ﬁ, para j = 0,1,...,n. Entao,

/abf(x) sen (tx)dr = > f(z;) /:jl sen (tx)dx

i=1 i-
+ Z/ ’ [f(z) — f(x;)]sen(tx)d. (4.7)
j=1 /i
Note que
z; — tr)|% 2

/ sen (tx)dr| = ‘ CO:( z) < 7 (4.8)

e também
\f(x) = f(z;)] < M; —m;, para z;_; <z <z, (4.9)

Juntando as expressoes de (4.7), (4.8) e (4.9) obtemos

" playsen(ta)de | < ]Zn‘i () / sen (¢z)dz| + ; / jil[f(a:) ~ f(z;)]sen(tz)dz
sz flay) [ sentato +z [ 15 = faplsen(ia)ds
< ]f:l|f(%)| [ senftays| + Z [ 1@ = s
< Q”tM +j§i‘,1(Mj —my)(z; — zj-1)
= S P) — s, P)

Dessa forma, dado ¢ > 0, tome n tal que S(f, P) — s(f, P) < =. Para esse mesmo n,

DN ™
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2nM

€
tome ty de modo que < 3 Logo, dado ¢ > 0, teremos que

0

/ab f(z)sen(tx)dx

€ 9

e, iSso, prova que

lim /a f(z)sen(tx)dx = 0.

t—o0 Jp

De modo inteiramente analogo prova-se que

a

Jlim A f(z) cos(tx)dx = 0.
b) Suponhamos que agora que a fungdo f seja uma funcio em L'([a, b]) qualquer. Pelo
Teorema (4.1.1), dado ¢ > 0, podemos tomar uma fungao continua ¥ : [a,b] — R de

modo que
/‘yf Dlde < . (4.11)

Como o intervalo [a, b] é compacto, da continuidade da funcao 1, segue que ¥ é funcao
limitada e integravel. Sendo assim, podemos aplicar a parte a) da demonstragao feita
anteriormente para a funcao . Devemos ter entao que existe um ty, tal que, para
t > 1g, tem-se

x)sen (tz)dr| < g (4.12)

Perceba que

/ab f(z)sen(tz)dx = /abw(x) sen (tx)dx + /ab[f(x) — (z)] sen (tx)dx,

e, disso, segue que

b

| 1f(@) = ¥(a)] sen(tz)dw

+ [ 1)~y

Utilizando as estimativas (4.11) e (4.12) teremos que dado € > 0, existe tg, tal que,

)sen (tx)dz| +

/abf(x) sen (tx)dx| <

)sen (tx)dz| +

para t > to devemos ter

/ab f(z)sen(tz)dz

<S4t
2 2 7
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ou seja, mostramos que vale

a

lim [ f(z)sen(tz)dz =0

t—oo Jp

para toda fungdo f em L!([a,b]). De modo inteiramente anilogo prova-se que

a

lim [ f(x)cos(tx)dz = 0.

t—o0 Jp

4.3 Convergéncia Pontual

Nesta secao estabeleceremos condigoes necessarias para que a série de Fourier de

uma fungdo convirja pontualmente. Para isso, faremos estimativas do valor

fz+0)+ f(z—-0)
5 ,

en(T) = su(x) — (4.13)

onde s,(z) é a soma parcial da série de Fourier da fun¢do f no ponto x, dada pela

seguinte expressao

sn(x) = % + Z”: (ak sen (T) + by, cos <k7[im>) ) (4.14)

k=1

Inicialmente escreveremos a soma parcial s,(z) de maneira conveniente para con-
seguirmos obter majoragoes de e, (z). Ao substituirmos os coeficientes ay, e by por suas

respectivas expressoes dadas em (3.8) e (3.9), obtemos

(@)= 5 [0y + 2

n

=£[}@@+éi[ﬁ@kw@?}w@f%—

4+ sen @ sen kﬂ
L L

Aplicando a identidade trigonométrica cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen (a) sen(b), tere-
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mos a seguinte expressao

ao=f 4]

Essa expressao é conveniente, pois dela podemos tirar algumas propriedades que

L, Z (’” = ”)] 7). (4.15)

serao cruciais para garantirmos a convergéncia pontual da série. Tais propriedades
decorrem do Nucleo de Dirichlet que é dado pela seguinte expressao

1 " kmrx
-+ cos | —
27

Dy(z) = + (4.16)

Proposicao 4.3.1.

i) Dy,(x) é uma fun¢ao par;

i) Dp(x) € uma funcgdo periddica de periodo 2L;

) D.0)="T2,

vi) Para v =0,£2,44, ..., temos

Demonstracao.

i) Como a fungdo cosseno é par, ou seja, cos(z) = cos(—z), temos que

Dy(x) = 2 Sy Z cos (’“”)

1 k
=1 —l—Zcos( wx)

Portanto, D, (x) é uma funcao par;

= D,(—x).
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i1) Integrando o Nicleo de Dirichlet (4.16) no intervalo [—L, L], obtemos

/LLDn(:lr)d:v:/L1 Loy

kmx
—LZ 5 ‘l'kglCOS ()

7 dx

L1 noorL kmx
/LQd:U—l—kz::l/Lcos (L) das] .

!
L

De (3.5) temos que

L 1 /L1 1
/ D, (z)dx = — =
L

i71) Tanto a soma como o produto de func¢ao continuas é também uma fun¢ao continua.

n

Sabemos que a fungao constante e a func¢ao cos(z) sdo continuas, logo Z coS
é continua. Logo,

D, (z) = 2

1 kmrx
5 + kz::l COS (L)

iv) Lembre que a fungdo cosseno é periddica de periodo 27 e consequentemente
cos(x + 2km) = cos(x), entao

é uma funcao continua.

1[1 @ k
D, (z+2L) = 713 + > cos (g(x + 2L)>
k=1
_1 " kmx
5‘*’]2(308 (L)

Logo, D, (z) é uma fungao periédica de periodo 2L.
v) Para x = 0 temos

I

= D,(x).

111 n 111 n 11
(0) 7 2+};COS() 7 2+kz::l Ll2+n1
Sendo assim, temos que

L
vi) Vamos calcular

Sn(0) =1+ En: cos(k0).

k=1

()
k=1 L

54
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Perceba que
Sn(0) = Re (1 +> e““e) .
k=1

Além disso, lembre que se z # 1 entao

1_Zn+1
l4z422 442" =—"—
1—z
Por isso,
1_6i(n+1)9
Sp(0) = Re | ————

1— 6i(n-l—l)G 6—1’0/2
1 — e o—if)2

o—i0/2 _ iln+(1/2)6
e—i0/2 _ i6/2

[cos(8) — isen(%)] — [cos((n + 1)8) +isen((n + 1)6)]
[cos(&) —isen(%)] — [cos(&) + isen(%)] '
para 6 # 0, £27, +47w, 87, .. .. Dal, segue que

sen (2 sen((n+ 1
Sn(0) = ) ;S6n<<9<) * 2)0)‘ (4.17)

Do nucleo de Dirichlet temos
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T
Utilizando a expressao encontrada para S, (#) onde § = —, obtemos

Feito isso, podemos reescrever a soma parcial da série de Fourier (4.14) utilizando

(4.16) da seguinte forma

onde na ultima igualdade fizemos a mudanca de variaveis y = x — t. Do fato de D,, e

f serem ambas periddicas de periodo 2L, e D,, ser uma funcao par, segue que

sn(z) = /_LL Do(t)f (& — t)dt
_ /_OL D) f(x — t)dt + /OL Do(t) f(z — t)dt
_ /OL Da()lf (& + 1) + f(x — D)]dt.

Finalmente, substituindo a tltima igualdade na estimativa (4.13) teremos

n(@) = [ DI +1) ~ fe 4O+ [f—1) = fa—Ode. (419

Definamos a funcao g(z,t) dada por

g(z,t) = [fz+1) = flz+0)] + [f(x — 1) — f(z = 0)].
Podemos entao demonstrar o seguinte lema, o qual é fundamental para garantir a
convergéncia pontual da série de Fourier.

Lema 4.3.1 (Teste de Dini). Seja f : R — R uma fungdo seccionalmente continua,

periddica de periodo 2L e tal que f € L'([—L, L]). Fizado x, em [—L, L], suponha que



Capitulo 4. Convergéncia da Série de Fourier 57

exista n > 0 tal que

/077 g(”:’t)|dt<oo. (4.19)
fl@+0)+ f(z —0)
2

Entao e,(x) — 0, ou seja, s,(x) — , quando n — 00.

Demonstracao. Precisamos mostrar que e, — 0 quando n — oo e, para isso, vamos

L
decompor e, (x) = / D, (t)g(z,t)dt em duas partes, onde vamos usar o item vi) da

Proposigao (4.3.1), obtendo

/tD xtdt+/ sen <n+1)mj Mdt.
2) L 2Lsen(%)

)

(1)

Vamos estimar valores para ambas integrais separadamente. Para a integral (), tome-

mos J convenientemente pequeno e utilizemos a hipdtese (4.19) donde devemos ter

sen (n + lﬂ)

EDn(8)] = 2L sen (2L>

t
2L sen (%)
t
= 2L sen (%)

IA

, telo,L].

Observe que a funcao |tD,,(t)| é continua e crescente em [0, L] e disso, obtemos

tD,(t)| < =, teo,L).

1
2’

Logo, dado € > 0, tome § = min{n, L} tal que

D, ( d L
t < -
[0l <5 |

que ¢ valido por (4.19).
Para a integral (1), vamos utilizar o Lema de Riemann-Lebesgue. Para esse ¢ fixado,

perceba que a fungao h(t) dada por

h(t) = m te s 1]

¢ integravel, pois a fungdo g(z,t) é integravel e o denominador nunca se anula no
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intervalo [0, L]. Entao para algum n suficientemente grande temos

L
/ sen <n+1> mt Mdt <<
y 2) L) 2Lsen (2L> 2
Das integrais (I), (I1) e da expressao (4.13), obtemos que

) = sala) - 10+ OS2 =0)

(" f(z+0)+ f(z—0)
= [ DuOf(a ~tydt - .

—/ fl@+1) = fz+0)] + [fa— 1) = f(z = 0)]}at
~ [ Duttrgte.
_/ tD,( dt+/ sen (<n+;> WLx) QLZ(;ZL)dt

<-+-=c¢
2+2 c

Portanto, e,(z) < € para n suficientemente grande, ou seja, quando n — oo entao

f(x+0)+ f(z - 0)
2

A partir dos resultados encontrados, podemos enfim demonstrar o Teorema de Fou-

en(x) — 0. Logo, s,(z) — quando n — oo. [

rier enunciado no capitulo 3, que estabelece condi¢bes necessarias para a convergéncia

pontual da série de Fourier.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma func¢ao seccionalmente
diferencidvel de periodo 2L. Entdo a Série de Fourier da funcdo f, converge em cada

ponto x, para L[f(z + 0) + f(z — 0)], ou seja,

;[f(:cw) +fl@-0))=% +kzl (a’fcos <k2x> esen <kzx>> |

Demonstra¢ao. Suponhamos que a fungdo f seja seccionalmente diferenciavel, entao,
por definicdo, sua derivada f’ é uma funcao seccionalmente continua e, consequente-
mente, as derivadas laterais

) r+1t)— f(x+0 ) r—1t)— f(x =0

t—0 t t—0 t
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existem em cada ponto x. Logo, as razoes

fla+t) = flat0)  fla—t)— flz-0)
t t

sao limitadas para t > 0 suficientemente pequeno. Mostraremos agora que a condig¢ao

de Dini (4.19) se verifica, ou seja, se fixado x, exista n > 0 tal que

[

onde g(z,t) = [f(z +t) — f(x +0)] + [f(x —t) — f(z — 0)]. Sendo ¢ > 0, temos

[

g(z,1)

‘dt<oo.

dt+

U@+ﬂ—f@+®%ﬂﬂm—ﬂ—ﬂx—®wﬁ</ﬂﬂx+ﬂ—ﬂw+®
t —Jo t
+Aﬂﬂx—ﬂ;f@—0mﬁ

Basta entao verificar que

[HEn—ferol, iD= fe-o,
0 t 0 t

sao integraveis. Definamos as fungoes

[f(z+1) = f(z+0)|
t

fa =)~ f=0)]

hl(xvt) = t

e ho(z,t) =

Suponhamos que em uma vizinhanga de um ponto x fixado, a fungao f’ seja continua.
Isso implica que a fung¢ao hy(z,t) é continua no intervalo (0, 7] para n suficientemente

pequeno. Por hipétese temos que

f'(q:):lim f(x+t)—f(x+0)

t—0 t

existe, e, disso, segue que hy(z,t) é continua em [0,n]. Logo, a fungdo hy(z,t) é
integravel.

Suponhamos agora que no ponto x, a fun¢ao f’ possua descontinuidade de primeira
espécie. De modo semelhante, hy(z,t) é continua no intervalo (0, 7] para n suficiente-

mente pequeno. Porém temos que

flx+1t)— f(x+0)

t—0 t

existe e, portanto, a func¢do hi(z,t) é continua em [0,7]. Entdo a funcdo hy(z,t) é

integravel.
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Portanto, qualquer que seja o ponto z fixado, sendo f’(x) continua ou possuindo
descontinuidade de primeira espécie, a funcao hi(x,t) é integravel. De modo inteira-
mente andlogo, mostra-se que a fungdo ho(z,t) é integravel.

Logo, ¢é possivel aplicar o Teste de Dini e, entao, segue que

flz+0)+ fz—0)
2

en(1) = sn(7) =

— 0, quando n — oo,

ou seja,

fla+0)+ flz—-0) a , & kmrx kmx
g () am ()

4.4 Convergéncia Uniforme

Na se¢ao anterior provamos que dada uma funcao f seccionalmente diferenciavel,
periddica de periodo 2L, a série de Fourier de f converge pontualmente e, nos pontos
de descontinuidade da funcao, a série converge para a média dos limites laterais da f
no ponto. Porém, precisamos garantir a convergéncia uniforme da série de Fourier para
que possamos utilizar a Proposi¢ao (2.2.3) na funcao (1.13), a fim de mostrar que tal
candidato ¢ realmente solu¢ao do nosso problema (1.5).

O objetivo desta se¢ao é mostrar que a série de Fourier converge uniformemente
sobre algumas hipdtese da funcao f. Obviamente as exigéncias para a convergéncia
uniforme sao maiores do que a convergéncia pontual da série, porém sao relativamente
razoaveis para nosso objetivo.

[remos majorar a série de Fourier e utilizar o Teste M de Weierstrass, garantindo
assim a convergéncia uniforme. Entretanto, precisaremos de algumas desigualdades
importantes como a Desigualdade de Bessel, Desiqualdade de Cauchy-Shwarz e Desi-
gualdade de Minkowsks.

4.4.1 Desigualdade de Bessel

Defini¢ao 4.4.1. Dizemos que uma fungao f : [a,b] — R é quadrado integrdvel se f e

| f|? forem integrdveis. Denotaremos como L?([a, b]) o espaco dessas fungoes.
Observacao 4.4.1.

1. Se f for limitada e integravel, entdo f estard em L?([a,b]), e

[ 17@Pdr < 2 - ),
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onde M = sup{|f(z)|;z € [a,b]};

2. Caso f ndo seja limitada, f pode ser L!([a,b]), mas ndao L?([a,b]). Por exemplo,

a fungdo f(z) =27 Y? para 0 < x < 1.

1 1 1
/ 2 Y2dx =2, porém / |22 2 = / o dr = .
0 0 0

3. Se f € L*([a, b]), entdo necessariamente f € L!([a,b]).

Definigao 4.4.2. Dizemos que uma sequéncia f,, de fungdes em L?([a, b]) converge em

média quadrdtica para uma funcao f quadrado integravel se

lim /ab fo(2) — fl@)2dz = 0.

n—0o0

A expressao
b
[ 1nl@) = ()
a
¢é chamada erro médio quadrdtico, na aproximacao de f por f,.
Vamos mostrar que a soma parcial s,(x) da série de Fourier de uma determinada

fungdo f € L%([—L, L]), sdo polindmios trigonométricos que melhor se aproximam da

fungao f.

Proposicao 4.4.1. Seja f : R — R uma funcdo periodica de periodo 2L e tal que
f € L¥([-L,L)). Se s,(x) é a soma parcial da série de Fourier da f e t,(x) é um

polinomio trigonométrico dado por

n k k
to(z) = % + E (ck cos (T) + dy, sen (7;3)) ,
k=1

L L
entdo para e, = / |5, (2) — f(2)?dx e &, = / tw(x) — f(2)?dz, temos que e, < &,.
-L -L

Demonstragao. Calcularemos €, utilizando as relagoes de ortogonalidade (3.2), (3.3),
e também as expressoes dos coeficientes de Fourier (3.8) e (3.9) vistas anteriormente.

Entao,
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e, abrindo o produto notavel obtemos

= { +cozn; (ck cos (TC) + dj sen (’”;)) eof (x) + f(x)*+

f
Zi:(kcos —i—dksn <kL>>—zz

Pela linearidade da integral segue que

1
6;:1/ dx+ch/ cos( >d —|—Zd2/ Sen2<k€$>dx—
kmx

—[ cof(x d:v++/ dx+Zcock/LLsen<L>dx—l—
kmx kmx
+kz::1cgdk/Lsen< 7 )dx—2ch/ cos( )f(x)dx—

n L kmx k k
—Q;dk/_Lsen< 7 > d;z:—i—Zchdl/ cos(?) sen (?)dw

k=11=1

Das relagbes de ortogonalidade (3.2), (3.3) (3.4) e pelas expressoes dos coeficientes

de Fourier dados por (3.8) e (3.9) teremos

L
—co chL—i-ZdzL—i—/ de—co/Lf( dx—2chLak—22dkLbk

k=1
L
§CO+LZ (c2 4 d2) —I—/ x)| dx—CQLaO—QLZ crag + diby).
k=1
E, disso, completando quadrados, chegamos que
. L n n L 2
€= (co—ap)? Z (cr—ay)? Z dy, —by) +/ r)[? dx_an LZ (a2+4b3).

Com um céalculo inteiramente andlogo chegamos que

—/|sn 7)|*dx

—ao—i-ZaiL—l—ZbQL—i-/ f(z :c—ao/ f(x)dz —2) " La; — 2> Lb;,
k=1 k=1
—/ |da:—§ag Z:ak—l—b2

Note que o menor valor de ¢, serd quando ¢y = ag, cx = apedy = by parak =1,2,...,n.
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Neste caso, €, coincidird com e, e como vale a igualdade, em geral, vale e,, < e,, como

queriamos provar. [ |

Para estabelecermos a desigualdade de Bessel basta observar que €, > 0 para
qualquer que seja a escolha dos coeficientes ¢, e di. Entao, para ¢y = ag,cx = ai €

drp = b onde kK =1,2,...,n, teremos

Aplicando o limite para n — oo, obtemos

w\ow

o0 L
R E i/_L]f(x)Fdx (4.20)

que ¢ a Desigualdade de Bessel.

4.4.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Tomemos dois vetores a, 8 € R? com a = (ay, az) e B = (81, 32). O produto escalar

entre o e 8 é definido por
- B =a1f+ afs. (4.21)

Definimos por |a| = (a? +a2)/? a norma do vetor @, sendo # o angulo entre o semieixo

positivo z e o vetor a.. Logo,
a = |al(cos(d), sen(0)).

De modo semelhante,

= |Bl(cos(¢), sen(¢)),

onde |3| = (87 + 32)/? ¢ a norma de 3 e ¢ é o Angulo entre o semieixo positivo x e o

vetor . Assim, podemos escrever (4.21) da seguinte forma
a- = |af[f|(cos(f) cos(¢) + sen(f) sen(¢)) = |af|3] cos(f — ¢). (4.22)
De (4.21) e (4.22) temos

arfi +afe < |al[B] & i +axf < (04% + ag)m(ﬁf + 52)1/2
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que é a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em R2.

Consideremos agora dois vetores a,b € R" com a = (a1,a9,...,a,) €
b= (b17 bQ, ce ,bn). EntéJO,
S(a; +th)? =Y (a? + 2taib; +120%) = S a? + 2t > agb; + 12> b2
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

Observe que o primeiro membro da igualdade acima é nao negativo para todo t € R.
Note ainda que o tltimo membro da igualdade é um polinémio do segundo grau em t

e, calculando o discriminante, devemos ter que ele serd menor ou igual a zero, ou seja,

Dai, obtemos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em R"

< (an af) 5 (Xn: bf) 5 . (4.23)

Agora, vamos tomar duas fungdes f e g em L?([a,b]). Com um célculo totalmente

n
Z (Zibi
=1

andlogo ao feito anteriormente, apenas substituindo a; por f(z), b; por g(z) e a soma
usual pela integral de Riemann no intervalo [a, b], obtemos a desigualdade de Cauchy-

Schwarz para funcoes de quadrado integravel dada por

< ([1rre) ([ ere)

4.4.3 Desigualdade de Minkowski

[ st

Uma outra desigualdade que também utilizaremos é a Desigualdade de Minkowski,
ou também chamada Desigualdade Triangular. Consideremos dois vetores a,b € R"”
arbitrarios com a = (aq, as, ...,a,) eb = (b1, by, ..., b,). Sejam |a| e |b| suas respectivas

normas. Entao a desigualdade triangular é dada por
la +b| < |a| +1b].

Visualmente em R? temos o seguinte
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y A
a+b
-7 PZ
b~ /
/
/
/
/
/
/
/
/

/

/
/
/
a

v
Figura 4.3
Consideremos o seguinte produto notavel
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

> (ai +b;)? Za +2Zab +Zb2
i=1

e, dai, segue-se que

NI

i=1 i=1

Isso ¢ equivalente a dizer que |a + b| < |a| + |b|.
Sejam f, g € L%([a,b]). Analogamente, é possivel mostrar a desigualdade de Min-

{z:(al + bl)2

kowski para fungoes de quadrado integravel. Para tanto, basta apenas utilizar a desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz em R"™ na seguinte expressao

/!f e \dx—/yf |dx+2/ dx+/]g )2de,
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obtendo

[ sspas] <[] vera) [ ers]

que é a Desigualdade de Minkowski para func¢oes de quadrado integraveis.

Proposigao 4.4.2. Seja [ uma func¢io em L?([a,b]). Entio exviste uma sequéncia de

fungoes continuas ¥y, : [a,b] — R, com ¢, (a) = 1,(b) =0, tal que

lim/|f ()|%dz = 0.

n—o0

Demonstracao.

1. Suponhamos inicialmente que f seja limitada. Como por hipétese f € L%([a, b])

entdo temos que f € L!([a,b]). Isso deve-se a seguinte expressao

|f(x)|dz < (b—a)'/? |f(z |dx1,
A NG

onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais tomando
g(x) = 1. Pelo Teorema (4.1.1), temos que para n € N existe uma sequéncia

de fungoes continuas 1, : [a,b] — R com 1, (a) = ¢, (b) = 0 tal que

1
/ |f(z 7)ldr < o2Mn’

onde M > 0 é uma constante tal que |f(x)| < M,Vx € [a,b], e, além disso, como

Y, aproximam f entao temos |¢,(z)| < M. Disso, segue que

[ 1@ = v = [ 17@) a7 @) ()
< [[15@) + a1 () — d(a)lda

b 1
< —.
< 2M/a £(@) = n(@)lde < 2M 5 = —
Logo,

lim / f(x ()|%dz = 0.

n—o0

2. Suponhamos que f nao seja limitada. Por simplicidade vamos considerar o caso

em que f seja ilimitada apenas nas vizinhancas de a e b. Entao dado € > 0,
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tomemos 0 > 0, de tal modo que

3

a+d 5 b )
/a f@)Pde <5 e /b_§|f(x)| dr <

<
3

Como acabamos de mostrar, existe uma fungao v : [a + d,b — 0] — R continua,
com ¢Y(a+9) =9(b—9) =0 tal que

b—6 c
|1 @) = v@)Pde < 2.

+0

1
Sendo assim, tomando 6 = — com n € N e definindo
n

0, se agxga—i-%,
Un =1 ¥(2), se at+y<z<b-g,
0, se b—%gxgb,

obtem-se

15@) = @iz = [ @) = va@Pd+ [ 17— o) ot

a a

[ 1) = (o) P

= [ urds [ 0 - s+ [ 1P

para algum n suficientemente grande. Portanto temos que

n—00

lim /ab f(x) — (2| dz = 0.

A partir desses resultados obtidos podemos finalmente demonstrar o seguinte teo-

rema que estabelece condigoes que garantem convergéncia uniforme da série de Fourier

Teorema 4.4.1 (Primeiro Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da Série de Fou-
rier). Seja f uma fun¢ao periddica de periodo 2L, continua e com derivada primeira de
quadrado integrdvel, ou seja, f' € L*([—L, L]). Entdo, a série de Fourier da f converge

uniformemente para f.
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Demonstra¢ao. Vamos considerar as séries de Fourier da f dada por

13 (s (P22 s (722

5 (o () s (7).

Lembremo-nos das expressoes que relacionam os coeficientes a,, com b/, e b,, com a/,

e da f’ dada por

dadas por (3.14) e (3.15) respectivamente. Perceba que

nmwx
b, —
sen (75

<1

< |bn|

nwx
ay, COS (L) <la,| e

(nwm) (nwx)
CcOos —L sen —L

Mostraremos agora que a série » (|a,| + |by|) converge. Das expressoes (3.14) e

n=1

desde que <le

(3.15) teremos

Sl + o) = 3° (\,fw

k=1 k=1

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz em R" que

ﬁ\h
w\H

CARNA) L(z,j) [ﬁ:<|ak|+|b |>] .

k=1

Usando agora o fato de que (|a| 4 [b])? < 2(a® + b?), obtemos

L{&1\*|& b onf(e1) :
W(Zkg) [Z |ay | + [0 ]) < — Zk,z) [ZQ|akl2+|b|)]
k=1 k=1 k=1
(e N e 1
< — Zp > (ap P + 0P| -
k=1 k=1

Sendo assim, chegamos na seguinte majoracao

N

3=l + 1) <“;L(Z k) [i<|az|2+|b;|2>] .

k=1

Porém, o segundo membro da desigualdade acima converge devido a desigualdade de
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Bessel dada em (4.20). De fato, da desigualdade de Bessel temos

2

a 1 rL a
02) < / 20, — %0
SR MICIISE

1 L
Lembre que ag = E/ f(x)dzx, logo
~L

on

Qa

2 2L2/ J 2L2/L’ ()P da

Substituindo na desigualdade de Bessel obtemos a seguinte majoragao

s 2L —1 L
S+t < S5 [ 1P

Como a funcio f’, por hipotese, ¢ uma fungdo que pertence ao espaco L*([—L, L]) e a
> 1

série Z 2 ¢ convergente, devemos ter que
k=1

™

& V2L Tran—1 L, 1
< —_— .
3 (lanl + I Zk o | 1@k <o

Por fim,

C;O + Z (ancos <n7£ ) + by, sen (nzz))‘ < |2n§:: lan| + |b,]) <
Concluimos entao que pelo Teste M de Weierstrass, a série de Fourier da fungao f

converge uniforme e absolutamente. [

Ha também um Segundo Teorema da Convergéncia uniforme da Série de Fourier.

Porém para demonstra-lo, utilizaremos o seguinte lema.

Lema 4.4.1. Seja v uma funcdo periodica de periodo 2L dada por

(1+7), —L<z<0,
b(x) = 0, z=0, (4.24)
1-%), 0<ax<L

N[

N[ =

Entdao a série de Fourier de 1 converge uniformemente para 1 em qualquer intervalo

que nao possua pontos da forma 2Ln, onde n € Z.

Demonstracdo. Calcularemos a série de Fourier da funcao . Note que a fungao v é

impar, pois ¥(—z) = —1(x), e, em razao disso, a série de Fourier de ¢ deve ser uma
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série em senos. Calculando entao os coeficientes b,, teremos

b, = E/OL@ZJ(x) sen <n;r;x> dx

2 ) (MY
7L 2 L)\ )"
1

nim

Dessa forma, a série de Fourier da funcao v sera
11
— > —sen (T) . (4.25)

Precisamos provar que essa série converge uniformemente para qualquer § > 0 tal

que 0 < ¢ < |z| < L. Para isso, mostraremos que a série

inf

3¢ (4.26)

n

converge uniformemente, onde 6 € [e, 7|, para algum ¢ > 0 qualquer, visto que a

série (4.25) é obtida da parte imaginaria da série (4.26) quando tomamos 6 = Uiy

L
Consideremos entao a funcao E,(#) dada por
E.(0)=> ekt
k=1
Logo
n 6ik9 n o1

> T > E[Ek(e) — E1(0)], (4.27)

k=m k=m
e, fazendo uma mudanca de indices teremos

S lEa= S B0

k=m k o j=m—1 j +1 ’ '
A partir disso, podemos chegar facilmente na seguinte expressao

n 61k9 n 1 1 1 1
= - — 0) + ——FE,(0) — —FE,_1(0). 4.28

Para tanto, utilizamos a formula de Abel de adi¢cdo por partes que é dada por

k;m ai(By — Bi-1) = k;(ak — a+1) By + mBn — EBm—ly
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" 1
onde (a,) e (b,) sdo duas sequéncias e B, = Y _ b;. Substituindo a, = — e B, = E,(6)
n
k=1
obtemos diretamente a expressao (4.28).

Procedendo com um argumento semelhante ao usado para obter o valor de S,(0)

em (4.17), teremos que para 0 < 6 < 27,

i _ piln+1)0

1— e

E.(0) =

e, tomando os valores absolutos, devemos ter

2 2 1

< —— = - - = .
’ = ‘1 _ e“’\ ’efze/z _ 619/2’ sen (g)

| En(6)

Portanto, segue de (4.28) que

" ekl 1 "1 1 1 1 2
— < —= = - + +—|=—.

Logo, para 0 < ¢ < 0 < 7, temos

ieike 2
= k| T msen(5)’

e dai, pelo critério de Cauchy, a série em (4.26) converge uniformemente, o que por
consequéncia, implica que a série em (4.25) converge uniformemente para 6 > 0 onde
o <|z| < L. [

A partir desse lema podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 4.4.2 (Segundo Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da Série de Fou-
rier). Seja f uma fungdo periddica de periodo 2L, seccionalmente continua e tal que
' € LA([~L,L)). Entdo, a série de Fourier da f converge uniformemente para f em

todo intervalo fechado que ndo contenha pontos de descontinuidade da f.

Demonstracao. Sejam x1, ..., x os pontos de descontinuidade da fungao f no intervalo
[—L,L). Definamos wq,...,w; o0s saltos da f mnesses pontos, ou seja,
wi = f(x; +0) — f(z; —0). A partir disso, temos que a fun¢ao w;i(x — z;) é des-
continua em todos os pontos da forma x; + 2Ln, onde n € Z e os saltos nesses pontos
¢ w; e a fungao 1, é a mesma fungao do enunciado do lema anterior dada por (4.24).
Observe que a funcao g;(z) = f(x) —w;¥(x — x;) é continua em todos os pontos em que
f € continua e em todos os pontos da forma x; +2Ln, onde n € Z. Criamos entao uma

fungdo com menos descontinuidades que a fungao original f. Repetindo esse mesmo
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processo k vezes, podemos definir a seguinte funcao

h(z) = f(z) — ;wﬂP(iU — ;)

que ¢é continua.

Aplicando agora o Primeiro Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da Série de
Fourier, teremos que a série de Fourier da funcao h deve convergir uniformemente para
h em toda a reta. Do lema anterior, temos que a série de Fourier da fungao ¢ (z — x;)
converge uniformemente em qualquer intervalo fechado que nao possua pontos da forma

z; + 2Ln. Como temos
k
@) =h(z) + D wip(x — ),
i=1

entdo a série de Fourier da f deve necessariamente ser a série de Fourier das fungoes
h(z) e wip(x — x;), onde i = 1,... k, e, portanto, ela converge uniformemente em
todo intervalo fechado que nao possua pontos da forma z; + 2Ln, onde ¢« = 1,...,k
en € 7Z, que sao os mesmos pontos de descontinuidade da funcao f e isso conclui a

demonstragao. [ ]



Capitulo 5
Solucao da Equacao do Calor

No Capitulo 1 quando deduzimos o problema da condu¢ao do calor em uma barra
homogénea cujas extremidades sao mantidas a temperatura de zero grau, vimos a
necessidade de estudar a teoria das séries de Fourier. Agora vamos usar essa teoria

desenvolvida para o problema da conducgao do calor.

5.1 Solucao do caso homogéneo

Lembre que nosso objetivo é encontrar uma fungao wu(z,t) definida para t > 0 e
0 <x < L tal que
Uy = Uy, O<z<L, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<L, (5.1)
u(0,t) =0, u(L,t) =0, t>0,

onde a constante o? e a funcdo f sao dadas. Esse tipo de problema é chamado de
Problema de Valores Inicial e de Fronteira, para o qual usamos a sigla PVIF. No
Capitulo 1 utilizamos o Método de Separacao de Variaveis e chegamos ao seguinte

candidato a solucao:

u(z,t) => cpe T L gop (T) : (5.2)

n=1
onde os coeficientes ¢,, sdo escolhidos de modo que

nmx

flz) = nij:lcn sen (L) : (5.3)

Entretanto, vimos que necessariamente os coeficientes ¢, devem ser os coeficientes de

Fourier da func¢do f que estd definida no intervalo [0, L] e é estendida para toda a reta

73
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real de modo que seja uma fungao impar e peridédica de periodo 2L. Dessa maneira

nmwx

Cp = E/OL f(z)sen (L) dz. (5.4)

Além disso, é importante lembrar que a igualdade nao é satisfeita para qualquer
funcao f, é necessario algumas hipéteses sobre essa fun¢ao. Pelo Teorema de Fourier,
a igualdade (5.3) se verifica para todo x € [0, L] se f for continua no intervalo [0, L],
f(0) = f(L) =0 e f’ for seccionalmente continua.

Perceba que 08 valores da fungao u(z,t) na regiao
R ={(x,t) eR?*:0 <z < L,t >0} estdo diretamente relacionados com as condigoes
iniciais e de contorno. Lembre também que Z = {(z,t) e R2: 0 <x < L,t >0} éo
fecho de Z#.

Definigdo 5.1.1 (Defini¢io (I) de Solugao de PVIF). Uma fungao u : Z — R é uma
solugdo do PVIF (5.1) se ela for continua em %, tiver derivadas parciais u; e u,, em

Z, e satisfazer as trés relagoes em (5.1).

Essa definigao de solugdo é bem natural e exige que a condigdo inicial f(z) seja
uma funcdo continua e f(0) = f(L) = 0. Contudo, a distribuigao inicial pode nao ser
uma func¢ao continua. Por exemplo, se a barra inicialmente estiver a uma temperatura
contante de f(z) = 30°C. Ou ainda, se duas barras de mesmo material (homogéneo),
onde uma esta a uma temperatura inicial de 30°C e a outra a 100°C, postas em contato
em uma de suas extremidades, formando assim, um tnico sistema constituido de uma
barra.

Precisamos estabelecer uma definicao de solu¢ao para nosso PVIF que atenda esse
tipo de situacao inicial. Definamos entao a regiao R = {(z,t) eR*: 0 <z < L,t >0}
Note que para contornarmos esse problema da continuidade da funcao f, precisaremos
abrir mao da igualdade (5.3), pois nao poderemos utilizar o Teorema de Fourier. Porém,
ainda é possivel calcular os coeficientes ¢, para uma grande classe de fungoes f, por
exemplo, se f e |f| forem integraveis, e, em particular, f seccionalmente continua.

Temos portanto que o candidato (5.2) ainda pode ser solugdo do nosso problema (5.1).

Definigdo 5.1.2 (Defini¢io (II) de Solugio do PVIF). Uma funcio continua u : Z — R
é uma solucao do PVIF (5.1), se

Uy, = Uy, O<ax<L, t>0,

u(0,t) = u(L,t) =0, t>0, (5.5)
L L

lim [ e, Op(@)de = [ f2)p(e)de,

t—0 Jo 0

para toda fungdo ¢ seccionalmente continua no intervalo [0, L].
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Perceba que a Definigdo (II) é uma extensao da Definigao (I), ou seja, se o PVIF
(5.1) possui solucao no sentido da definigao (I) entdo possui solugao no sentido de (II).

Precisamos ver que se verifica o seguinte limite

L L
lim [ u(x,t)p(r)de = / f(z)p(x)dz.
t—0 Jo 0
Sendo ¢ uma funcao seccionalmente continua no intervalo [0, L] e sejam [z;_1, ;], para
j = 1,...,k, intervalos disjuntos que formam uma particdo do intervalo [0, L] e tais

que a funcao ¢ seja continua em cada um desses intervalo. Observe que

Ty Ty

lim u(z, t)p(x)de = / f(x)p(x)de,

=0 Jz; 4 Ti1
para cada intervalo [z;_1,z;] e isso decorre do fato de que a funcdo u(x,t)p(z) é
uniformemente continua no conjunto {(z,t);x;_1 <z <z;,0<t <1},

Teorema 5.1.1. Se f for de quadrado integrdvel em [0, L], entdo a expressio (5.2)
define uma fungio em Z que € solucio do PVIF (5.1) no sentido (II).

Demonstracao. Queremos mostrar que a funcao
c —n o t/L2 (mrx
E n€ )
L

define uma solucao no sentido (II) para o PVIF (5.1) no conjunto Z.

Inicialmente mostraremos que u(x,t) é continua em 72 e, para isso, sera suficiente
mostrar que a série acima converge uniformemente em qualquer sub-retingulo %, =
{(z,t):0< 1 <x <2y < L0<t; <t <ty <oo}de Z%. Note que podemos majorar

o

- , . an? . .
a série dada em u(x,t) pela série Z e " que converge pelo critério da razdo, onde
n=1
7T2C¥2t1 . ;o
A= 2 Segue do Teste M de Weierstrass que a série

—n2r ont/L2 (TL?TIE)
Z Cne )

converge uniformemente no retangulo %1, o que, pela Proposiciao (2.2.1), implica que
a funcdo u(x,t) define uma fungdo continua no retangulo Z. Como a convergéncia é
uniforme, pela Proposi¢ao (2.2.3), podemos derivar a série termo a termo, chegando

em

2 2 o)
_ 2 2 nmxr
E cnn2 n’ra t/L Sen ()

e também,

3

b«

n s —n 7r2a2t/L2 (nw:p)
g COS 7[/ .
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Para essa tultima série, podemos usar o mesmo raciocinio feito anteriormente, utili-
(0.0

- —an? . - )
zando a série Z ne " . Do Teste M de Weierstrass segue que a série acima converge
n=1
uniformemente. Logo, podemos novamente derivar em relacao variavel x, obtendo

2 oo
s 2,2 2 2 nnx
_ E: 2 —n*m?a?t/L
Upyr = L2 cpn-e sen( I )

Temos que as séries em u; e u,, convergem uniformemente, pois podem ser majora-
™ 2&2t1
. Da
12

[o¢]
Ve . p— 2 ~
das pela série g n?e " que converge pelo teste da razio onde A =
n=1

uniformidade da convergéncia, segue que u; € Uy, sdo continuas em Z.
Precisamos ainda verificar que a fungao u(x,t) satisfaz as condigoes de fronteira do
problema (5.1). De fato,

u(0,t) =Y Cpe T gon (0) = 0,
n=1

u(L,t)=>" Cpe” T sen (n) = 0.

n=1
Logo u(0,t) = u(L,t) = 0.
Por fim, mostraremos que para qualquer funcdo ¢ seccionalmente continua no in-
tervalo [0, L], a fungdo u(x,t) satisfaz

L

lim | w(z, t)p(z)dr = /OL f(@)p(z)dz.

t—0 Jo

Sejam entao b, os coeficientes da série de Fourier em senos da funcao ¢, estendida

como funcao impar e periddica de periodo 2L. Logo a série de Fourier de ¢ sera dada
> nmx

por Z b,, sen (L)’ onde
n=1

2 L nmx
b, = z/o () sen (L) dx.

Como ¢ é uma funcao seccionalmente continua, entao segue que ela é limitada em cada
subintervalo de [0, L] em que ela é continua, além disso, os limites laterais existem para
todo ponto do intervalo [0, L] e, por isso, segue que ¢ é de quadrado integravel. Sendo
assim, como por hipotese f é de quadrado integravel, segue da desigualdade de Bessel
(4.20) que

L

<, 1L o 1
d b < / lp(z))Pde <00 e D < Z/ |f(z)|?dz < oo. (5.6)
n=1 n=1

—-L —L

|
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Por consequéncia disso teremos

Tomando

nf:ldn {Z b, sen (mrx)] [Z Cp, SEN (m;x)

n 1 _
d,(x) = Z by, sen (T) Cni1_k S€N (W)

k=1

onde

e utilizando o fato de que (|b,| —|c.])? > 0, ou seja, |b,||ca| < (|b >+ |ea]?), devemos

ter que

Szld |<Z|b llenl < 5 (Zb2+zc)-

Entretanto, vimos que essas duas ultimas séries convergem pela deigualdade de Bessel
em (5.6) e, pelo Teste M de Weierstrass, segue que »  d,(x) converge uniformemente.

n=1
Logo devemos ter pela Proposigao (2.2.2) e pela linearidade da integral que

/_Lngldn( D=3 /_LL [f: by sen <k2x> Coy1—k SeD (W)] dx

n=1 k=1
S L k 1—k

= Z Z biCpt1—k [/ sen <M> sen (ME) da:] . (5.7)
n=1k—1 —L L L

Pela relagao de ortogonalidade em (3.4) segue que

/L kmx (n+1—k)nx s 0, sen é par,
sen | — | sen | ——— =
-L L L L, sen éimpar.

Sendo assim, reindexando de modo conveniente a série em (5.7) tem-se

L ()
/L S dy(2)de = LS bca.
T n=1 n=1

Como ambas fungoes ¢ e f sdo impares segue da Proposicao (3.5.1) que o(z)f(z) é
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uma fun¢ao par e, pela Proposigao (3.5.2), teremos

[ @tz =2 [ ola) (o

—L

Segue portanto que

/OL o(x)f(x)de = g i byC.

Por outro lado, pela Proposicao (2.2.2)

L L >
/ u(z, t)p(r)dr = / > Cpe T gop (nzx) o(z)dz
0 0

n=1

© L
= Z/o Cpe T gon (nz:c) o(x)dx.
n=1

Pela expressao dos coeficientes de Fourier b,, da fun¢do ¢ temos

L
Cne—n2ﬂ'2a2t/L2/ QO(ZE) sen <W> dx
0

L
2.2 2 2 1 L
cpe et/ l2/ ©(x) sen (mlr/x) dx}

—L

L|1 (L nmx
—n2r2a2yr2 | 1 / < >
Cpe 5 [L . (x) sen - dx

22,24 /T2
nﬂat/Lb

/OL u(z,t)p(x)dr

1 112

1

3
Il

I
hE

1

3
I

Cne -

I
2o |t
WE

n=1

1
Observe que pela desigualdade |by]|c,| < §|bi + 2|, devemos ter

e 222,72 > 1 &
D bacae TN <Y balleal < 5 | D0 0+ <
n=1 n=1 2 n=1

sy el
2 n=1 n=1

As duas ultimas séries na desigualdade acima convergem devido a desigualdade de
[e.9]

1 ] 1 : ’ s . 2.2 2 2

Bessel e isso implica pelo Teste M de Weierstrass que a ¢ série » byc,e™™ ™ @ t/L

n=1
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converge uniformemente para t > 0. Logo, aplicando o limite com ¢ — 0 obtemos

L

. —n?n2a2t/L?
%g% ; u(z, t)p(x)de = hin chb e
- Z Cnb hm( —n?r a2t/L2)
n=1
L o0
== by,
2 n=1
L
= | f@)e(@)da
Finalmente
L L
lim [ u(x,t)p(r)dr = / f(z)p(x)dz.
t—0 Jo 0
Concluimos entao que a func¢ao u(x,t) define uma solu¢ao do PVIF (5.1) no sentido
(II). |
Observacao 5.1.1. Como as séries da forma Z ndcpe” O gon (m;x) para j =
n=1
0,1,2,..., convergem uniformemente em um sub-retdngulo %5, entdo segue que a

funciio u(z, t) dada por (5.2) define uma funcdo infinitamente diferencidvel em Z.

Teorema 5.1.2. Seja f : [0,L] — R wma fungdo continua com f(0) = f(L) =0 e
tal que a derivada f' exista em [0, L] e esteja em L?([0, L]). Entdo a expressio (5.2)
define uma fungdo continua em %, que é solu¢io do PVIF (5.1).

Demonstragdo. Como f é continua, entdo f ¢ integravel e, além disso, f € L?([0, L]).
Consequentemente pode-se aplicar o Teorema (5.1.1) e concluir que a expressao (5.2)
define uma solugao no sentido (II) para o PVIF (5.1). Entao, para provar esse teorema
basta mostrarmos que a fungao wu(z,t) definida por (5.2) é continua em ¢ > 0.

Observe que podemos majorar a série em (5.2) da seguinte forma

o0
2.2 2 2 nmwx
che n?ra’t/L sen< >

n=1

< Z lcal, Y(z,t) € Z.

oo

Vejamos que a série Z |c,| converge em Z. Seja d,, o coeficiente de Fourier da fungao
n=1

f" estendida para uma funcdo par, periddica de periodo 2L e cuja série de Fourier é

Z d, cos (nzx)

Lembremos da relagao (3.15) da Segdo 6 do Capitulo 3. A partir dessa relagao, chega-
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mos que
L
Cp = —

nm

dy,.

1 1 [ L?
Da desigualdade |a||b|] < §(a2 + b?), segue que |c,| < 5 ( 55t di), e, dai, obtemos
n?r

00 L2 [ee] 1 1 o] )
;|Cn‘§ﬁ;ﬁ+§;dn

Note que a primeira série no segundo membro da desigualdade acima é convergente.

Ja a segunda série, temos da desigualdade de Bessel, que

00 L
Sd2< [C1f @)
n=1 0

e como, por hipétese, f' é de quadrado integravel segue que

> len] <00, Y(z,t) € Z.

n=1

(e.]
z ~ s _m2.-2.2 2
Concluimos entao que a série E cpe et/

n=1
em Z, e, portanto, define uma funcao continua em % que é solugdo do PVIF (5.1). W

nmx ,
n{—7- converge uniformemente

Com esse tultimo teorema mostramos que o candidato a solugdo (5.2) é de fato
solu¢ao do nosso problema (5.1), o qual abordamos no Capitulo 1. No entanto, vamos
mostrar ainda que a solugao ¢é Unica e, além disso, podemos generalizar as condicoes

de fronteira do problema.

5.2 Unicidade da solucao

Suponhamos que u;(z,t) e uz(z,t) sejam duas solugdes do PVIF (5.1) no sentido

(I). Entao, a fungao u = u; — uy é continua em Z e satisfaz

Uy = Uy, O<z<L t>0,
u(0,t) =u(L,t), t>0, (5.8)
u(z,0) =0, 0<z<L.

A unicidade de solugdo do PVIF (5.1) no sentido (I) estard provada se conseguirmos
mostrar que as relagoes (5.8) implica v = 0. Contudo, isso é consequéncia do seguinte

teorema.

Teorema 5.2.1 (Principio de Maximo-Minimo). Seja u(x,t) uma fun¢ao continua no

retangulo %15 = {(z,t) 12y <2 < w9, ty <t < ty} e tal que satisfaca uy = Uy, para
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r, < x <9 ety <t <ty Entdo o mdrimo de u é assumido em um dos sequintes
lados de #1y:

h={s =, <t <ty}, lL={r1 <z <wt=1t},
ls ={x =22, t; <t <t}

Demonstragdo. Sejam M o maximo da funcdo u(z,t) no retAngulo %1, e m o maximo
da fungdo u(x,t) em [y Uly U l3. Mostraremos que M = m. Suponhamos entao, por
absurdo, que M > m e considere (xg,to) € %12 \ (1 Uly Ul3) tal que u(xg,to) é um

ponto de maximo. Definamos a funcao v dada por

v(x,t) = ulx,t) + NE (x — x0)7, (5.9)
onde L = 29 — x1. Como em [; U ly U l3 temos
M—m
t) < L* <M
v(z,t) <m+ N <M,

e, além disso, v(xo, to) = u(zo, o) = M, entdo o maximo de v é assumido em um ponto
(T,1) € Z12\ (L UL UI).

Seja ly = {w1 < o < x9,t = ty}, entdo se (T,f) € Z12 \ (L Ul Ul3 Uly), ou seja,
no retangulo %, sem as fronteiras, teremos pela definicio de ponto de maximo que
Vo(z,t) = (v.(Z,1),v(Z,t)) = (0,0), em particular v,(Z,f) = 0. Além disso, sendo
v (x) = v(x,t) definida no intervalo (x1,x3) devemos ter que ~; terd valor maximo
local em x = Z, e portanto segue que v,,(Z,f) < 0. Por outro lado, se (Z,t) € Iy
entao definamos v(t) = (Z,f + t) onde t € (—6,0]. Perceba que a fungao v(y(t)) é nao
decrescente e assume valor maximo quando ¢ = 0. Por consequéncia disso, segue da

regra da cadeia que

0< So(r(t)) = v (1)) -0 wr(1) -1 = w(E T4 1), Vi€ (~5,0]

Portanto teremos para (Z,%) € Z12 \ (I; Uly Ul3) que

w(T, 1) >0, e v,(T,t) <O0. (5.10)

Por outro lado, da expressao (5.9) teremos que

w (T, 1) = w(z, 1),
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M —n

0o (7, 1) = (7. 1) + =

Como a fungdo u satisfaz a equagdo do calor, entao

oM —m

2 < 0, (T, 1),

(T, 1) = &0, (T, 1) —
o que contradiz as desigualdades em (5.10). Portanto a fungdo u assume méaximo em
[y Uls Uls, o que conclui a demonstragao. [ |

Observacdo 5.2.1. E possivel provar que o minimo da funcdo u(x,t) também é atingido
em [;Ul,Ul3 apenas observando que —u também satisfaz a Equacao do Calor e tomando

min(u) = — max(—u), onde min(u) é o minimo e max(u) é o maximo de w.

A partir do Principio de Maximo-Minimo acima, vamos demonstrar alguns resul-

tados sobre a unicidade de solu¢do do problema (5.1).

Teorema 5.2.2. Seja f uma funcao de quadrado integravel em [0, L]. Entao a solugdo
do PVFI (5.1) no sentido (I), caso exista, € unica.

Demonstracao. Sejam uy(x,t) e ug(z,t) solugdes do PVIF (5.1) no sentido (I). Seja
u = u; — ug, entdo da continuidade u; e us entdo u é continua e satisfaz a equagao do

calor, pois como (u;); = @*(u;)e para i = 1,2, entao

Além disso, u também satisfaz as condigoes de fronteira, pois como w;(0,t) = u;(L,t) =

0 para ¢ = 1,2, entao
w(0,t) = u1(0,t) —ug(0,t) =0, e u(L,t) =u(L,t) —us(L,t) =0.
Assim, u(0,t) = u(L,t) = 0. Temos também que u;(x,0) = f(x) para i = 1,2, logo
u(z,0) = uy(x,0) —ug(z,0) = f(z) — f(z) = 0.

Do Teorema (5.2.1), segue que u = 0 e portanto u; = us. [ |

Para a unicidade da solucao no sentido (II) enunciamos o seguinte teorema.
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Teorema 5.2.3. Seja [ uma funcgdo de quadrado integrdvel em [0, L]. Entdo a solugdo
do PVIF (5.1) no sentido (II) € unica.

> nmT
Demonstracdao. J4 mostramos que che_"Q’TQaQt/LQ sen (L) é solucao do PVIF

n=1
(5.1) e ¢, é conforme (5.4). Mostraremos agora que se uma funcdo u for solugao

do PVIF (5.1) no sentido (II), entao u(z,t) = Cpe T gon <n7[rjx>
n=1
Temos que a fun¢ao u(z,t) é continua para t > 0 e diferenciavel para x € [0, L],

entao
nwL

u(z,t) = by(t) sen (L) , O<z<L, t>0,
n=1

onde b,(t) é coeficiente de Fourier de uma série de senos, logo

9 L
by (t) = Z/o u(z,t) sen (nzx) dx,

e, consequentemente
2 (L nww
b(t) = — / N <> dx,
(1) 7 ), u(x,t) sen T T

pois a fungao u; é continua para t > 0. Pelo fato de u ser solugao do PVIF (5.1) segue

que
2% (L 202n2n2 L
b, (t) = % ; Uge (T, 1) sen (T) dr = _%/0 u(z, t) sen (nzaﬁ) iz,
logo,
o2n2n?
V(1) = =5 —ba(t)-

Perceba que a expressao acima é uma EDO de primeira ordem homogénea e cuja
solugao é
2.2 2,/72
bu(t) = Bpe ™™ U 1 5.

Dessa forma, teremos que

u(z,t)=> Be Tt L gon <n7£x> ., O<ax<L, t>0.
n=1

. - . . mmnx ~
Precisamos mostrar entao que (3, = ¢,. Para isso, considere ¢(x) = sen (| —— |, entdo
L
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pela relagao de ortogonalidade (3.4)

/OL u(z,t)p(x)de = /OL u(z,t)sen <mzx) dr

[ o©
= / Z Bpe T gop (nzx) sen (mzx) dx

- [ ()

m2r2a?t L2
- §5m6 /

Portanto,

. L T L —m?r2a?t/L? _ L
lig [ e )p(o)de = lim 5 e =25
Como f estd definida em [0, L] podemos estendé-la de modo a ser impar e periddica de

mmx
periodo 2L. Além disso, temos que () = sen (L> e sendo ¢, os coeficientes de

Fourier da f teremos

Cm = i/oL f(z)sen (m;m;) dx = i/oL f(z)p(z)d.

Sen= [ f)ela)ds

L L
Porém, como %1_{%/ u(z, t)p(z)de = / f(z)p(x)dz, entdo segue que B, = cp.
0 0

Logo, chegamos que

Concluimos entdo que u(z,t) = > ¢, ™ /1 sen (mgx) ¢ solugao do PVIF
n=1
(5.1) no sentido (II) e, além disso, é a tnica solugao. [ |

Teorema 5.2.4 (Continuidade da solugdo com os dados iniciais). Sejam fi e fa fungoes

continuas em [0, L], para as quais os PVIF

Up = Uy, O<z<L t>0,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = fi(x), O<z <L,

com i = 1,2, tém solugdes uy € us no sentido (I). Entao,

max |ui(z,t) —ug(z,t)] < max |fi(z) — fo(z)].
(x,t)EZ z€[0,L]

A demonstracao do teorema acima decorre diretamente do Principio de Méaximo-
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Minimo em (5.2.1). Vamos utilizar esse resultado na demonstracgao do seguinte teorema.

Teorema 5.2.5. Seja f uma funcdo continua em [0, L] com f(0) = f(L) = 0, entdo

existe uma e somente uma solugdo do PVIF (5.1) no sentido (I).

Demonstragao. Pelo Teorema (5.2.2), garantimos que caso exista uma solu¢ao para o
PVIF (5.1) no sentido (I), ela é tinica. Mostraremos entao que tal solucao de fato
existe.

Do Teorema (5.1.1), segue que o PVIF (5.1) tem solu¢do u(x,t) no sentido (II),

onde u(z, t) esté definida no retdngulo Z e é dada por

u(z, t) =3 e, gon (T) :

n=1

nm
com € = - / f(y)sen ( Ly> dy. Como a série é uniformemente convergente para y

fixado desde que (y,t) € Z, podemos reescrever u(x,t) da seguinte forma
u(z,t) = /L = i e T/ gen (mr:x) sen <n7ry>
o | LA L L
onde (z,t) € Z. Definamos agora a funcao
2 o0
K(z,y,t =7 ; WAreRt/L? gon <n7gx) sen (n;y) )

Perceba que K(x,y,t) é uma fun¢do continua nas trés varidveis para ¢t > 0. Logo,

f(y)dy, (5.11)

devemos ter que
L
u(z,t) = /0 K(z,y,t)f(y)dy. (5.12)

A ideia principal da demonstragao é aproximar a func¢ao f por uma sequéncia de
fungoes continuamente diferenciaveis f, tais que fx(0) = fi(L) = 0. Tal aproximacao
deve ser uniforme, ou seja, precisamos mostrar que lim max |fi(z)— f(z)| = 0'. Para

k—o0 0<z<L

cada k o PVIF

U = Uy, O<ax<L t>0,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = fr(z), 0<z<L,

tem uma solucdo ug(x,t) que é continua no retdngulo % pelo Teorema (5.1.2). De

(5.12) teremos que tal solugdo pode ser expressa como

wrlest) = [ Ky, lo)dy (5.13)

'Esse resultado é semelhante ao Teorema 7 demonstrado no Apéndice C do livro [4].
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Aplicando agora o Teorema (5.2.4), temos

max |ug(x,t) —w(z,t)] < max |fi(x) — filz)], k,1€Z,
7 0<z<L

e isso implica que existe uma funcio continua v(z,t) em Z tal que
kh_glo uk(l'a t) = U(.Z', t)a

onde o limite é uniforme. Como as fungoes f; se aproximam de f de maneira uniforme
entdo temos de (5.13) e (5.2) que

L —
o t) = [ K@y 0)f )y, em 7

Assim, as expressdes (5.12) e (5.2) implicam que u(z,t) = v(z,t) em Z. Segue direta-
mente de (5.2) que v(z,0) = f(z). Logo, a fungdo v(z,t), continua em % é a solugio

do PVIF (5.1) no sentido (I), o que conclui a demonstragao. |

Os teoremas (5.2.2) e (5.2.3) nos garantem que se a funcao f for de quadrado
integravel, entdo as solugoes do PVFI (5.1) é tnica tanto no sentido (I) quanto no
sentido (II). J& o Teorema (5.2.5), nos garante a unicidade da solugdo no sentido (I)

apenas exigindo que a funcao f seja continua no intervalo [0, L] e f(0) = f(L) = 0.

5.3 Solucao nao Homogénea

Até agora mostramos a existéncia e unicidade de solugdo do nosso PVIF (5.1).
Vamos estabelecer agora outras condices de fronteira para o problema e utilizar a

mesma técnica utilizada para condi¢ao de Dirichlet.

5.3.1 Condicoes de fronteira nao homogéneas

Vamos considerar o problema da conduc¢ao do calor em uma barra composta de um
material homogéneo, cujas extremidades estao submetidas a temperaturas nao nulas.

Nosso problema é entao determinar uma funcgao u(zx,t) tal que

U = 0P Uyy, O<z<L t>0,
u(0,t) = ho(t), wu(L,t)=hy(t), t>0, (5.14)
u(z,0) = f(z), 0<xz<L.

onde as fungoes f, hg e hy sdo dadas.



Capitulo 5. Solu¢do da Equacio do Calor 87

Para resolver esse problema vamos transforméa-lo em um problema com condigoes
de fronteira homogénea, através de uma mudanca de variavel que depende da funcao
u. Suponhamos entao que é possivel encontrar uma fungao v(z,t) que possua segunda
derivada continua em Z tal que v(0,t) = ho(t) e v(L,t) = hi(t).

Sendo u a solugdo do PVIF (5.14), entao a fungdo w = u — v satisfaz o seguinte
problema

wy = QPwy, + g(x, ), O<ax<L t>0,
w(0,t) = w(L,t) =0, t >0, (5.15)
w(x,0) = f(x) —v(x,0), 0<z <L,

onde g(x,t) = a®vye — v;. Se v for determinada de modo a ser solugido da Equagio do
Calor, entao teremos que g = 0, e, assim, a funcao w serd solucao de um problema do

tipo do PVIF (5.1).

Exemplo 5.3.1. Suponhamos que ho(t) = T; e hi(t) = Ty, onde T} e T; sdo constantes.

(T, = Th)
L

Se tomarmos a fun¢ao v como v(zx,t) =T + ! x, entao ela satisfaz a Equacao

do Calor e, portanto, a func¢ao w é solucao do problema

wy = Wy, + g, 1), O<x<L t>0,
w(0,t) = w(L,t) =0, t >0,
w(:c,O):f(x)—Tl—%x, 0<z<L.

Como ja vimos, a solugao deve ser entao

o0
22,2 2 nmtx
w(z,t) = cpe " T sen (L)’
n=1

(T; —Th)
L

onde ¢, sao os coeficiente de Fourier da fungao f(x)—17 — x. Logo, a solugao

do PVIF (514) para ho(t) = T1 [§ hl (t) = T2 é

(Ta —Th)

u(z,t) =T + 7

o
222 2 nmrx
x—i—che nrtalt/L gon (L)

n=1
desde que a condigao inicial seja f(z) — v(x,t).

Exemplo 5.3.2. Suponhamos agora que ho(t) = a1 + ast e hy(t) = by + byot. Note que

nao podemos tomar v como no exemplo anterior, pois caso contrario teriamos

ho(t) — hq(t by —
v(x,t) = ho(t) + Mm = U =0, e v =ay+ (Zﬂx,
logo, v satisfaz as condi¢oes de fronteira mas nao a Equagao do Calor.
Consideremos entdo uma funcio y(x) tal que o’v,, = as + T . v(0) =
L(b2 — ag)
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~v(L) = 0. A partir disso, definimos a fungao v dada por

ol ) = ho(t) + I (t) = ho(B)] + (),

onde )
2 2 — Q2 2 2
v(z) = ngfc(f’c - L)+ 6o z(z® — L7),
x
que é obtida ao integrarmos duas vezes a expressao o’v,, = as + m Assim,
2 — a2

a fungdo v satisfaz a Equagao do Calor e as condigoes de fronteira v(0,t) = ho(t) e
v(L,t) = hy(t). Logo a funcdo w = u — v é solu¢do de um problema do tipo do PVIF
(5.1).

De modo geral, é dificil encontrar tal funcao v que satisfaca essas propriedades.
Se tomarmos uma fungdo v que satisfaca as condigoes de fronteira v(0,t) = ho(t) e
v(L,t) = hy(t), entdo a resolu¢ao do PVIF (5.14) serd reduzida a encontrar a solucao
do PVIF (5.15), pois, u = v+w. Contudo, o PVIF (5.15) possui condigbes de fronteira

homogéneas, mas a equac¢ao ja ndo é homogénea pois possuird um termo g(x,t) a mais.

5.3.2 Barra sujeita a outras condic¢oes laterais

Veremos agora outros tipos de condigoes de fronteira envolvendo o fluxo de calor
dado por u, em uma ou em ambas extremidades da barra. Utilizaremos a mesma

técnica de resolucao feita no Capitulo 1.

Exemplo 5.3.3. Consideremos o caso em que a barra estd isolada termicamente
também nas extremidades, ou seja, sujeita as condigoes de Neumann. Precisamos

entdo determinar a funcio u(z,t) em Z tal que

U = 0P Uyy, O<ax<L t>0,
u(z,0) = f(x), 0<z<L.

Utilizando o Método de Separagao de Variaveis, fazendo u(z,t) = X (z)7T'(t), obtemos

EY — 2 ) _ X'"z) _
X(2)T'(t) = " X" ()T (t) <= 2T() ~ X(2) =\,

onde A é uma constante de proporcionalidade. Logo, temos as seguintes equagoes
X"(z) = AX(z) =0, 0<z<L, (5.17)

T'(t) — AT (t) =0, t>0. (5.18)
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Precisamos determinar A de modo que as solugbes da equacao (5.17) satisfacam as

condigbes de fronteira X'(0) = X'(L) = 0, ou seja, procuramos os autovalores A que

satisfacam o seguinte problema de autovalores

{ X"(z) — AX (2) = 0, (519

X'(0) = X'(L) = 0.

Temos trés possibilidades para valores de A:

i)

ii)

iii)

J& as solugoes T'(t) da equagao (5.18) serao T, (t) = e

An-

Se A > 0, entdo podemos reescrevé-lo como A = p?, onde p ¢ um nimero real
positivo. Entao a equagao diferencial (5.19) fica da forma X" (x) — p?>X (z) = 0.
Logo, a equacdo caracterfstica serd r? — p? = 0, cuja solucdo é r = +u, e,

portanto, a solugao geral X (x) serd dada por
X(z) = c1e"® + coe™ 7,

Aplicando as condigbes de contorno teremos que ¢; = ¢ = 0, e, consequente-

mente, u = 0.

Se A = 0, entdo a equagao diferencial em (5.19) fica X”(z) = 0, e, isso, implica
que X (x) = c;z+co é a solugao geral. Porém, aplicando as condigoes de contorno

teremos que ¢; = 0, contudo nao podemos determinar a constante cs.

Na equagao (5.18) teremos que T'(t) = k; é solugdo e juntando X (x) teremos que

u(z,t) = C, onde C' é uma contante

Se A < 0, entdo podemos escrevé-lo como A = —u?, onde p é um nimero real
positivo. Entao a equagao diferencial em (5.19) fica da forma X" (z)+p>X (z) = 0.
Logo, a equacao caracteristica é r? + u? = 0, cujas solucoes sao complexa o que

implica que a solugao geral X (x) da equagao diferencial é da forma
X(z) = ¢y sen(pux) + co cos(ux).
- nm
Pelas condicoes de contorno chegamos que ¢c; =0 e p = T Logo, os autovalores

n’n?

L2

< - . - nw
Sa0 A, = — e as autofungoes associadas sdo X,,(z) = cos ()

L

2.2 2 2
nmeat/L7 para esses autovalores

Disso, segue que as solugoes fundamentais do PVIF (5.16) sao

up(z,t) = et/ L2 (g (nzx) , n=0,1,...
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Semelhantemente ao PVIF (5.1), precisamos obter os coeficientes ¢, tais que

f(z) = nf:l Cp, COS (T) : (5.20)

Certamente esses coeficientes serdo os coeficientes de Fourier da fun¢do f definida em

[0, L] e estendida de modo a ser uma fun¢ao par e periddica de periodo 2L, ou seja,

1 rL 2 L nwx
w=1 [ f@ir e =7 [ f@yeos (") dr n=12...

Sendo ¢, os coeficientes de Fourier e se f satisfazer as condi¢Ges para a convergéncia

uniforme da série de Fourier, entdo, a solugdo para o PVIF (5.16) sera

u(z,t) =3 e T cos (nzx) : (5.21)
n=1
Exemplo 5.3.4. Consideremos a barra com uma de suas extremidades isolada e a
outra mantida a 0°C . O problema agora é encontrar uma funcdo u(z,t) definida em
Z tal que

Uy = Uy, O<z<L t>0,
u(0,t) = u,(L,t) =0, t>0, (5.22)
u(z,0) = f(x), 0<z<L.

Pelo Método de Separacao de Varidveis fazemos u(z,t) = X (x)T'(t), e dai, chegamos

no seguinte problema de autovalores

{ X"(z) = AX(z) =0, (5.23)

X(0) =X'(L) =0.
Semelhantemente ao exemplo anterior, temos trés possibilidades para os valores de A:

i) Se A > 0, entdo podemos escrevé-lo como A = p? onde p é um real positivo.
Logo, a equacgdo caracteristica da equacao diferencial em (5.23) serd r? — p? = 0
e isso implica que

X(x) = c1e'® + coe 12,
Aplicando as condi¢oes de contorno teremos que ¢; = ¢ = 0, e, portanto, u = 0.

ii) Se A =0, entao a solugao da equagao diferencial em (5.23) serd X (z) = 1z + cs.

Aplicando as condi¢oes de contorno teremos que ¢; = ¢ = 0, e, portanto, u = 0.

iii) Se A < 0, entdo podemos escrevé-lo como A = —p? com pg um nimero real

positivo. A equagio caracteristica da equacao diferencial em (5.23) serd r?+pu? =
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0 e isso implica que

X(x) = ¢y sen(pux) + co cos(px).

Das condigbes de contorno teremos que X (0) = 0, ou seja, c; = 0. Por outro

2n — 1
lado, X'(L) = ¢y cos(puL) = 0 e, por consequéncia disso pu = <712L>7T Logo,
~ (2n — 1)?72 ~
os autovalores A, serao A\, = T n € N, enquanto que as autofuncoes
serao ( )
2n — 1)z
X, (x) = — .
(x) = sen ( 5T >

Para esses valores de A, teremos que

Tn(t) _ e—(2n—1)27r2a2t/(4L2)

Devemos ter entao que as solugoes fundamentais do PVIF (5.22) serao

2n — 1)z
. t) = —(2n—1)%272a2t/(4L?) (
up(z,t) =€ sen ( ————— |

e, utilizando o Principio de Superposi¢ao de Solugoes e estendendo para soma infinita,

tem-se que

u(x,t) = i ¢, e~ Cn=D?m?a’t/(4L?) gopy <<2”;L1)7m> (5.24)
n=1

deve ser a solucao desde que os coeficientes ¢, satisfacam

s 2
n—1)rx
f(z) => ¢psen (2n = mz : (5.25)
— 2L
n—
Entao, os coeficientes ¢, devem ser os coeficientes de Fourier da funcao f que deve ser
estendida de modo a ser impar e periddica. Perceba que neste caso 2L representa L
dos exemplos anteriores. Mas, se seguirmos o mesmo raciocinio dos outros exemplos,

f deveria ter periodo 4L, porém, se isso acontecer, f nao estara definida em toda reta,

kmx
pois no intervalo [L,2L] a série de f conteria todos os senos da forma sen % ,
k = 1,2. Como nao desejamos senos com k par, definimos entdo f(z) = f(2L — x),

para x € [L,2L], e, assim, para k = 2m,m = 1,2,..., tem-se

/02L f(x)sen <k27er> dx = /02L f(x)sen (27;596) dx

= — ’ f(2L — x) sen <m7r(2£ — :C)) dx

2L
21

= / f(z)sen <2m7r - m;rx) dx.
0
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Utilizando a identidade trigonométrica sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a) ob-

/02L f(x)sen (?Z) dx = —/02L f(x)sen (mzx) dx

temos

e, dessa forma,

2L k
/ f(z)sen oy dr =0, k=2m, m=1,2,...
0 2L

Entéo, a expressao (5.25) se verifica quando f for uma fungao continua em [0, L] com
[ seccionalmente continua, f(0) = 0, impar e periddica com f(x) = f(2L — x). Por

consequéncia disso, segue que os coeficientes ¢,, serao dados por

2 2 (2n — )7z
Cp = ﬁ/o f(z)sen <2L> dx.

Portanto a funcdo u(z,t) dada em (5.24) é solugdo do PVIF (5.22).

Observacao 5.3.1. Nos dois exemplos anteriores também ¢é possivel mostrar a con-
vergéncia uniforme e a unicidade das solu¢des de modo inteiramente analogo ao feito

no problema (5.1).



Conclusao

Conforme visto neste trabalho, dado o problema da conducgao do calor em uma barra
unidimensional, se garantirmos a convergéncia uniforme da série de Fourier da fun¢ao
f que representa a distribuicao inicial de temperatura do problema, entao a solucao
do problema existe e é tinica. Vimos também que podemos tomar outras condicoes de
fronteira e que ainda assim vale a existéncia e unicidade de solucao.

O estudo das séries de Fourier é de grande importancia para o desenvolvimento
de técnicas de resolugao de EDP’s, visto que estao diretamente relacionadas a um dos
métodos mais importantes e classicos de resolugao o qual aplicamos nesse trabalho,
o Método de Separacao de Varidveis ou Método de Fourier. Esse método apesar de
limitado, possui uma caracteristica muito importante que é apresentacao da expressao
analitica da solucao da EDP. Do ponto de vista numérico, saber a expressao analitica da
solucao ¢ de grande importancia para saber o quanto um método numérico se aproxima
da solugao original.

As séries de Fourier possuem aplicacoes ndo somente no estudo das EDP’s, mas
também em outras dreas como, por exemplo, a Analise Harmonica e Analise Funcional,
além de diversas aplicagdes como previsao de eventos climaticos, actstica, propagacao
de ondas de radio, compressao de arquivos MP3, JPG, AVI e muito mais. A grosso
modo, tudo que possui algum tipo de periodicidade ou se propaga por meio de algum
tipo de onda como ¢ o caso do calor, luz, som, pode ter alguma relacdo com a série de
Fourier.

A Equacao do Calor é uma das equacdes mais importantes no estudos das EDP’s
lineares sendo uma representante das equagoes parabdlicas, ou equagoes de difusao,
que sao estudadas nos cursos de EDP’s.

Nesse sentido, este trabalho pode ser considerado uma introducao a resolucao de
Equagoes Diferenciais Parciais, ou ainda, uma motivagao ao estudo das séries de Fourier

a partir da Equacao do Calor.
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