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Resumo

Nesse trabalho iremos estudar como obter uma solucao para o problema da equacao da onda,

de uma corda vibrante, utilizando o método de Fourier.



Abstract

In this work, by using the Fourier method, we will study how to find a solution for the

problem of the wave equation of a vibrating string.
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Introducao

Uma das equagoes diferenciais parciais (EDP) mais antigas e com grande influéncia historica
é 0 modelo da equacdo da onda, que foi desenvolvida por Jean d’Alembert em 1746 para descrever

o movimento de uma corda vibrante, que é dada pela seguinte formula

Pu 0

a2~ < o2 0, (1)

onde u(z,t) denota o deslocamento vertical da corda na posi¢do x, no tempo ¢ e ¢ é uma constante
fisica.

Tomando como base essa EDP, e mais algumas outras, como a equacao do calor, o matemético
Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768) desenvolveu um método para expressar uma solugdo para
esse problema. Tal método consiste em duas etapas, a primeira é realizar uma separac¢ao de
variaveis, de modo a obter problemas de autovalores em equacoes diferenciais ordinarias que esta
diretamente ligada & EDP e que satisfagam todas as condigbes de fronteira.

Em outras palavras buscamos uma funcao u(x,t) que seria igual a produto de duas fungoes
F(zx) e G(t), ou seja, queremos que u(z,t) = F(z)G(t).

A segunda etapa consiste em utilizar a fun¢do encontrada para compor uma funcio que
também satisfard as condigoes iniciais. Dessa forma conseguimos obter um candidato & solucgao
que é uma série onde podemos notar elementos da série de Fourier nela, mas por obtermos um
candidato & solugdo ainda surgem questionamentos sobre ela para que ela possa realmente ser
uma solugdo, dentre esses questionamentos tem sobre a sua convergéncia.

Nesse ponto, fica claro a necessidade do estudo da série de Fourier representada por

f(z) ~ %ao + i (an cos (?) + by, sen (ﬂL"E)) . (2)

n=1

Motivados por isso, nesse trabalho, iremos estudar séries de Fourier e suas principais propriedades



no Capitulo 1. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em livros que tratam de
equagoes diferenciais como [1, 3, 4, 6] e resultados auxiliares de analise podem ser encontrados
em [2] e [5].

Em seguida, no Capitulo 2, iremos analisar quais 820 as condi¢gdes necessarias para garantir a
convergéncia pontual e também quais condigdes asseguram a convergéncia uniforme dessa série,
sendo a referéncia principal o livro [1].

Por fim, no Capitulo 3, vamos aplicar o método de Fourier para solucionar o problema da
equacao da onda utilizando os resultados apresentados nos capitulos anteriores, que dardo mais

consisténcia matemética na modelagem do problema e na sua demonstracao.



Capitulo 1

Séries de Fourier

Antes de introduzirmos a série de Fourier iremos definir algumas ferramentas e propriedades

importantes para a melhor compreensao do que ocorrerd ao longo do trabalho.

1.1 Sequéncias e séries de fungoes

Defini¢ao 1 (Convergéncia pontual). Uma sequéncia de fungées fr, : X — R, n € N, con-
verge pontualmente para o funcao f : X — R, se para cada x € X a sequéncia numérica
fi(z), fao(@),..., ful@),... converge para f(x).

Ou seja, fn — f converge pontualmente se dado € >0 e x € X, existe ng € N (que depende

de ¢ e de z) tal que n > ng = |fr(z) — f(z)| <e.

x
Exemplo 1. Seja a sequéncia de fungoes f,, : R — R definida como f,(x) = —. Note que essa
n
sequéncia converge para a fun¢do identicamente nula, pois para cada x € R fixado, dado € > 0
basta considerar ng > /e e assim teremos que |f,(x)| < e, para todo n > ng, logo f, — 0

pontualmente.

Uma convergéncia mais restrita do que a convergéncia pontual é a convergéncia uniforme,

que definimos agora.

Defini¢ao 2 (Convergéncia uniforme). Uma sequéncia de fungoes f, : X — R, n € N, converge
uniformemente para a funcao f : X — R, quando para todo ¢ > 0, existir um ng € N (que

depende apenas do €) tal que n > ng = |fu(x) — f(z)| < &, para qualquer x € X.

Um outro modo de pensar seria no plano R?, basta considerar ¢ > 0, logo a faixa de raio e

10



em torno do grafico de f serd o conjunto

F(f;e)={(z,y) eER*z € X, f(z) —e <y < f(z)+e}.

Logo, dizer que f,, — f uniformemente em X significa que, para todo € > 0, existe ng € N

tal que o grafico de f,, para todo n > ng, esta contido dentro da faixa F(f;¢).

Figura 1.1: Gréfico de f,, dentro de F(f;¢)

Exemplo 2. Seja a sequéncia de funcoes do Exemplo 1. Note que essa sequéncia nao converge

uniformemente para 0, pois ndo existe nenhuma faixa de raio € em torno de f que contém o
x

grafico de f,(x) = —. Por outro lado, se X C R é um conjunto limitado e |z| < ¢, para todo
n

- . . c -
x € X, entao f,, — 0 uniformemente em X, pois dado € > 0, e tomarmos ng > —, entdo
€
z| _ |z

Definicao 3. Podemos somar a sequéncia de fun¢ao para cada n que tomarmos, mais ainda

podemos ESCrever essa soma como
N
E fn(2),
n=1

essa soma € chamada de soma parcial. Por exemplo, se N = 3 teremos
3
> fal@) = fi(@) + fa(x) + f3(x).

n=1

FE ainda, podemos tomar a soma infinita e nesse caso teremos a série de sequéncias de fungoes,

ou seja,

D fal).
n=1

11



o0
Definigao 4 (Convergéncias das séries). Uma série de fungdes zun(m), onde up : X - R €

n=1
uma sequéncia de funcées reais, converge pontualmente se, dado € > 0 e g € X fizado, existe

m
N € N que depende de € e x, tal que Zuj(:vo) < g, para todo m >n > N.
Jj=n
Jd a convergéncia uniforme ocorre quando dado € > 0, existe N € N que depende apenas de

m
g, tal que Zu](x) <&, para todo m >n > N e para todo x € X.
j=n

Note que essa parte é bem semelhante as convergéncias das sequéncias de fungoes.
Agora enunciaremos uma importante ferramenta chamada de Teste M de Weierstrass que
garante a convergéncia uniforme de séries de funcoes.
[e.e]
Teorema 1 (Teste M de Weierstrass). Seja E un(x) wma série de fungoes definida X ; Agora

n=1
suponha que existam constantes M, > 0, tais que

|Un(-r)‘ < My,

[o.¢] oo
para todo x € X, e suponha também que a série numérica g M, convirja. Logo a série g un ()

n=1 n=1
converge uniformemente e absolutamente em X.

Segue agora algumas proposi¢des sobre séries de fungdes as quais nao serdo demonstradas

nesse texto. Essas podem ser encontradas no livro [2].

oo
Proposicao 1. Suponha que as fungdes u, sejam continuas e que 6 sua SErie g un () convirja

n=1

[e.@]
uniformemente. Entdo a soma da série u(z) = E un(x) também € uma fungao continua.
n=1

Proposicao 2. Suponha que as funcdes uy, sejam integrdveis no intervalo I e que o série
oo
E un(x) convirja uniformemente. Entdo podemos trocar de posicao o somatorio com a inte-

n=1
gral, ou seja,

/1 ni::lun(m) dng/lun(a:)dx.

Proposicao 3. Suponha que as fungoes u, definidas no intervalo I sejam derivdvies e que a
(o] o

série Zu’n(a:) convirjam uniformemente. Suponha também que dado xo € I a série Zun(aso)
n=1

= n=1
convirja. Entao

n=1

n=1
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1.2 Funcoes Periédicas

Iremos inicialmente relembrar a definicdo de funcao periédica.

Definicao 5. Uma funcdo f : R — R € dita periddica se existe uma constante T > 0 tal que
fx+T) = f(x), para todo x € R. Diremos nesse caso que f é T—periddica. O nimero positivo

T é chamado de periodo da funcdo f e o menor entre todos os periodos é chamado de periodo

fundamental.
N nwx
Exemplo 3. Dada a funcao f(z) = sen < podemos encontrar o periodo fundamental ao
nm(x +T) nwr
resolvermos sen ——* = sen ——.
L L
Logo
nwT nl L nwT nmTl nmwT (1.1)
sen cos cos sen = sen . .
L L L L L
Assim, para r = —, iremos obter
2n
T nmT T
sen — cos = sen —.
2 L 2
Ou seja
nrl
cos =1. 1.2
7 (1.2)

Utilizando a identidade sen? @ 4 cos? @ = 1, teremos

nmT
= 0. 1.
sen 0 (1.3)

Como queremos o menor 7" > 0 que satisfaga (1.2) e (1.3), e que o periodo fundamental do

seno e cosseno é 2w, temos que

T
%:271
Logo
2L
T=—,
n

nnx

nwT
é o periodo fundamental tanto de sen T quanto de cos I
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1.3 Coeficientes de Fourier

Seja a funcdo f(x) dada por uma série de senos e cossenos, expressa como

1

f(z) = 500 + i (an cos <n—zx) + by, sen (?)) : (1.4)
n=1

Para descobrirmos quais as relagoes os a, € b, possuem em relacdo a f, vamos supor que a

igualdade em (1.4) é valida e que a série do segundo membro convirja uniformemente.

Logo pela Proposicao 1, temos que f € continua e portanto integravel, note também que essa

funcao é 2L—periodica. Logo integrando (1.4) obtemos

/_LLf(x)da::;ag/_LLdm—Fni::l(an/_];cos (?) daz+bn/isen<nzx> dm).

Entao temos que

L
L
/ cos (@) dr = — sen (@) =0,
I L nmw _I
L f—
/ sen (@) dx = —L cos (w) =0,
I L nmw _I
e
L
/ dx = 2L
L
Portanto
1 L
ap =+ [ flz)dx (1.5)
LJ L

Pelo fato de

/_i cos (%ﬂ) dr = /LL sen (?) dr = 0. (1.6)

14



Para calcularmos os outros coeficientes utilizaremos as seguintes relagoes de ortogonalidade:

L
/ cos (m) sen (@) dx =0sen,m > 1; (1.7)
L L L
L Lsen=m2>1,
/ cos (W) cos (w) dx = B (1.8)
—L L L Osen#men,m2>1;
L Lsen=m2>1,
/ sen (@) sen (@) dr = B (1.9)
L L L

Osen#men,m>1.
Para mostrar (1.7) usaremos a identidade trigonomeétrica

sen(a) cos(b) = %[sen(a —b) +sen(a + b)].

Logo

L nmw mmrx 1/L (:mr(m—n)) (:mr(m—i—n))
cos | —— )cos(——)dz = = sen ( —— | +sen | —— | dz
[ oo (T ) eos (") e = 5 [ sen (P ;

([ (Y e [ (Y 0,

Chamando 7 =m —n e s = m + n, temos que vale (1.6), assim se verifica (1.7).

Mostremos agora (1.8). No caso n = m teremos a seguinte integral

L 9 NTT
cos® ——dzx.
L L

14 cos(2a)
B 2

L L
o NTTX 1/ <2n7mc>
cos” —dr = - 1+ cos dzx
/_L I 3/, I
L L
= 1 </ d:r—l—/ cos <2n7rx> d:r) .
2 L L L

No lado direito, a primeira integral vale 2L e a segunda é igual a zero por (1.6). Logo temos

Assim, usando cos?(a) , teremos

que para n = m a integral (1.8) vale L.

15



Agora vamos verificar o caso em que n # m. Para isso usaremos
1
cos(a) cos(b) = §[cos(a —b) + cos(a + b)].

O calculo para demonstrar esse caso é semelhante ao utilizado na prova de (1.7), assim temos
que (1.8) vale zero, o que conclui a demonstragao.

De modo andlogo ocorre a prova de (1.9). No caso em que n = m a integral fica da seguinte

L o NTT
sen” —dz.
_r L

1-— 2
Assim, usando sen?(a) = w, onde o céalculo é semelhante a (1.8) quando n = m,

forma

temos que essa integral vale L.

Agora quando n # m usamos

sen(a) sen(b) = %[cos(a —b) —cos(a + b)].

E seu calculo é obtido de modo anélogo a (1.7).

Voltando aos coeficientes, se multiplicarmos a equagao (1.4) por cos e integrando, iremos

obter

/LL f(z) cos <m;r:1:) dx = ap, L. (1.10)

E de modo andalogo, obtemos

L
mmx
Portanto, temos que
1 L nmx
n L/_Lf(x)cos< I)de 20, (12
1 (L
o f e (a2 o9

~ 1 o .
Observagao 1. O fato de ter 3 multiplicando o termo ag nos garante uma tfinica féormula para

an € by.

16



Logo se f: R — R for uma fung¢ao dada por (1.4), temos que os ntimeros a, e b,, dados em

(1.12) e (1.13), sdo definidos como coeficientes de Fourier da fungao f.

1.4 Série de Fourier

Dada f : R — R uma funcao 2L-periédica, integravel e absolutamente integravel, com os

coeficientes de Fourier dadas em (1.12) e (1.13), escrevemos

f(z) ~ %ao + i (an cos (?) + b, sen (?)) , (1.14)
n=1

onde o lado direito é a série de Fourier de f.
Nessa secao iremos ver condigoes suficientes para que a fungdo f seja igual & sua série de
Fourier, além disso vamos considerar que a série convirja. Para isso precisaremos definir func¢ao

seccionalmente continua e funcdo seccionalmente diferenciavel.

Definicao 6. Uma funcio f : R — R ¢ seccionalmente continua se ela tiver um nidmero
finito de descontinuidades, todas de primeira espécie, em qualquer intervalo limitado, ou seja,
dados a < b, existem a < a1 < ... < ap < b, tal que f € continua em cada intervalo aberto

(aj,aj4+1), para todo j =1,...,n — 1 e existem os limites laterais

fah) = lim f@) e fla;)= lim fa).

+ —
l’*ﬂlj :1:~>aj
Observacao 2. Obviamente, toda funcdo continua é seccionalmente continuas.

Definicao 7. Uma fungdo € dita seccionalmente diferencidvel, se ela e a sua primeira deri-

vada forem seccionalmente continua.

Perceba que f’ pode néo estar bem definida em toda a reta. Por exemplo, f'(x) pode néo
existir quando f é descontinua em x, ou ainda, f’(x) pode nao existir mesmo nos pontos onde a

f é continua.

Exemplo 4. Considere a seguinte funcao

V1—22 se|z] <1;

e periddica de periodo 2.

fz) =

17



Note que ela é continua, mas ela ndo é seccionalmente diferencidvel. Pois

—2x —x

Vi—z2 J1—z2

N | —

fi(x) =

Logo
. —x . —x
Iim —— = —© e Iim —— = o0.

r—1 \/1 — ‘/EQ rz——1 1 _ x2

Portanto temos que f’ é descontinua, e a sua descontinuidade é de segunda espécie.

Enunciaremos agora o Teorema de Fourier.

Teorema 2 (Fourier). Seja f : R — R uma fun¢do seccionalmente diferencidvel de periodo

2L. Entao a série de Fourier da funcao f, dada em (1.14), converge em cada x para o walor

St + 7)), isto ¢

%[f(xﬂ + f(z7)] = %ao + g (an cos (nfzx) + by, sen (?)) : (1.15)

A demonstracdo do Teorema de Fourier, enunciado acima, requer varios resultados prelimi-

nares e serd feita no Capitulo 2. Nesse momento vamos apenas usa-lo para apresentar alguns

exemplos.

1, 0<x <
Exemplo 5. Calculemos a série de Fourier de f(z) =< 0, —7 < z < 0;

27 periddica.

Primeiramente, calculamos os seus coeficientes. Comegamos com n = 0, por (1.5) temos

1 i 1 0 ™
ap = — f(z)de = — Odx + ldz ) = 1.
T™J-m ™ -7 0

Agora com n # 0, usando (1.12) e (1.13), obtemos que

1 [/7 1 [ 1 T

an = — f(z) cos(nz)dx = / cos(nz)dr = —sen(nz)| =0, Vn € Z,
L - T Jo nm 0
1 /7 1 (7 —1 T 1

by = — f(z)sen(nx)dx = — | sen(nz)dr = — cos(nx)| = —(1 — cos(nn)).
TJ) T Jo nm o nm

Note que podemos reescrever b, como bgp, = 0 € bop_1 = W Portanto temos que a
—1)m

18



sua série de Fourier seréa:

1 o0
2—1—; 2k—1 sen[(2k — 1)z].

~ . ™ .
Observacao 3. Se considerarmos x = 5 no exemplo anterior, teremos que, pelo Teorema de

Fourier, a série serd igual a 1. Logo

1=—-+

ot

sen [(% - 1)H ,

1 2
2 (2k — 1)m

o que implica
1 2 2 1
g — 2k —1)—] .
2 7 ; (2k — 1) sen {( )7T:|

Sendo assim, segue que

77 11 2 (—1)kt
—=l—-c4_-——+4...= —_—
4 3'5 7T 2k — 1

1.5 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Inicialmente relembremos a definicdo de uma funcao par e de uma funcao impar.

Definicao 8. Uma funcio f : R — R é dita par se f(x) = f(—x), Vo € R. Uma funcgao
f:R =R € dita impar se f(z) = —f(—x), Vo € R.

Agora que sabemos o que sdo as fungoes pares e impares, segue alguns resultados sobre elas.
Proposicao 4. As seguintes afirmagoes sao vdlidas em relagdo as fungbes pares e impares:

(1) A soma de duas fungdes pares é uma funcio par e a soma de duas fungées impares é uma

funcdo impar;
(i1) O produto de duas fungoes pares é par;
(#i7) O produto de duas fungdes impares € par;
(iv) O produto de wma fungio par com wma funcao impar é impar.
Proposicdo 5. Seja f : R — R uma fungdo 2L—periddica e integrdvel no intervalo [—L, L].

Entao:

19



(1) Se a fungao f for par, temos que

/_LL f(z)dx = /_OL f(z)dx + /OLf(:v)dx = /O_L —f(z)dx + /OL f(z)da.

Fazendo uma mudanga de varidvel, vamos ter
L L L
| s@ie= [ fenan [

E como f € par, teremos entao que

/_LL Fa)da = 2/0L F(@)da.

(ii) Se a fungao f for impar, usando uma ideia semelhante a anterior, teremos que
L
/ f(x)dx = 0.
—L

Agora usaremos as proposi¢des acima junto com o calculo da série de Fourier das fungoes
pares e impares. Considerando f : R — R uma funcao 2L—peri6dica, integravel e absolutamente

integravel teremos que:

a) Caso f for par, os coeficientes de Fourier serao
2 L nwT
an:L/O f(x) cos (T) dx e by, = 0.
b) Caso f for impar, os coeficientes de Fourier serdo

2 [F nwT
an =0 e by, = L/o f(z)sen (T) dzx.

1.6 Calculo de algumas séries de Fourier

Nessa secao iremos mostrar como calcular as séries de Fourier de algumas funcdes.

Exemplo 6. Seja f: R — R, 2L periodica, definida como f(z) = x para —L < z < L. Como

20



essa funcdo é impar, iremos ter uma série de senos e seus coeficientes serao

nmwx nm
Se realizarmos a mudanca de variavel y = I dessa forma teremos dy = fdx, logo

2 (™ Ly L
b, = — ——seny dy.
L J, nmnm

Portanto
2L nm
bn, / y seny dy.
0

n2m2
Dessa forma podemos realizar a integracao por partes e obtemos

nm nm
+ / cosy dy.
0 0

nm
/ y seny dy = —y cosy
0

Note que a integral do segundo membro é zero independente do valor de n, sendo assim

—2L

b, =
n= cos(nm),
ou ainda
2L
by = —(—=1)",
" mr( )
Portanto a série de Fourier da f seré
2L K (—1)H nmx
o) 3 e ()

Exemplo 7. Seja g : R — R, 2L—periddica, definida como

L—x,80<2< L
g9(x) =
L+x se —L<x<0.
Note que a g é uma funcao par, logo teremos uma série de cossenos e a sua série de Fourier
terd apenas o coeficiente a,, com n > 0.

Para n = 0 teremos

apg —

L
/ L —xdx
0
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e é facil de verificar que ag = L. Agora para n # 0 teremos

2 [ nwr
n =7 L— (7) )
a 7 /0 (L — x) cos 7 dz

realizando a mesma mudanca de varidvel que no exemplo anterior, obteremos

2 ("L L
an:/ (L—y>cosy dy,
L)y, nm nm
2 nm L nm
an:</ Lcosy dy—/ 1 COS Y dy).
nm 0 nm 0

Note que a primeira integral, do lado direito, é zero, logo basta calcular a segunda integral

ou ainda

utilizando a integracao por partes

nm nmw
— / seny dy.
0 0

Note que a primeira parcela é nula para qualquer n € Z e calculando a integral da funcao

nm
/ ycosy dy =1y seny
0

seno, obtemos

2L
an =33 [1 — cos(nm)],
ou
2L
Qp = n2n2 [1 - (_1)%]
. .. 4L
Realizando uma mudanca de variavel, teremos que asy = 0 e asp_1 = ———————, para
(2k — 1)272
k > 1. Sendo assim a série de Fourier da funcdo g seré
(@)~ Ly 4L — (2k — Dnm
PRI, 2k —1)? L ‘

Observacao 4. Nas séries anteriores, as funcoes eram definidas na reta dentro do intervalo
[—L, L] e sendo 2L—periddica.

Caso tenhamos uma func¢do f definida no intervalo [0, L], podemos escolher um periodo
qualquer T, com T > L, e redefinirmos a funcao da forma que for mais conveniente no intervalo

(L,T) e depois periodiza-la.

Exemplo 8. Dada f(z) =z, em 0 < 2 < 7, vamos obter a sua série de Fourier em senos. Para

isso precisamos redefinir a f para valores de x € [—, 0], de modo que ela seja impar.
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Tomando f(z) = x para —m < z < 7, ela serd 2r—periodica e a sua série ja foi calculada no

exemplo 6, sendo assim, substituindo 7 no lugar de L, temos que

1 n+1

~ 2 Z sen(nz).

E pelo Teorema de Fourier temos que

1 n+1
—22 sen(nx), para0 <z <.

Exemplo 9. No exemplo anterior poderiamos ter escolhido um periodo maior que 27w. Por
exemplo 47, desse modo ¢ preciso definir f no intervalo (m,27], de modo que essa ainda se

mantenha impar. Considerando a funcao definida em —27 < z < 27 pelo grafico abaixo.

L . SO

—2m

qf————————-

—————————— —m

Figura 1.2: Grafico do exemplo 9

Desse modo o coeficiente b,, assumindo L = 27, serd dada por

9 27
b, = — T sen (E) dx
2 0 2

= 2] s () [ () ar].

onde —z + 27 é a equagdo da reta do grafico acima no intervalo (, 27]. Logo se realizarmos
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ne n
uma mudanca de varidvel y = 5 assim dy = §dx, obtemos

nm/2 9 9 4 nm/2
/ —y—senydy = — y seny dy
0 n n n 0
4 TL7T/2 n7r/2
= — [(~ycosy) +/ cosy dy
n 0 0
4 nm/2
= — seny
n? 0

4 (nﬂ)
= — sen|(—
n2 2

e
nmw -9 9 4 nmw 4 nm
/ <y+27r) seny dy = —— Yy seny dy+—7r seny dy
nmw/2 n n n= Jox/2 n Jnr/2
4 nm nm 47_[_ nm
= —— [(~ycosy) + seny — —cosy
n nw/2 nm/2 n nw/2
—4 ( (n) (mr)) 4r (n)
= — |—n7m cos(nm) —sen|—) ) — — cos(nm
n? 2 n
4 <nﬂ>
= — sen|—].
n? 2
8 nmw . . .
Logo temos que b, = —— sen o5 Portanto a sua série de Fourier sera
n4m
8 = 1 (mr) (nx)
— — sen | —)sen|—).
v n? 2 2
n=1

Pelo Teorema de Fourier, temos que vale a igualdade, pelo fato da f ser continua e conside-
nmw
rando que sen o> ¢é alternada, podemos fazer a mudanca de varidvel n = 2k — 1. Desse modo,
temos que
8 o= (—1)kt1 (n:v)
=— ————— sen .
™ (2k —1)?

T
k=1

1.7 Integracao da série de Fourier

Se uma func¢do f : R — R for igual a sua série de Fourier

f(z) = %ao + i (an cos <n—zx> + by, sen (%)) ,

n=1
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e supondo a convergéncia uniforme, entdo podemos usar a Proposi¢do 2 e assim concluir que

/ab f(z)dz = /ab %dw —1—2 </aban cos (?) dx + /ab by, sen (Zﬂ) dac) . (1.16)

Nessa secao mostraremos que (1.16) é valida mesmo que a série de Fourier ndo convirja
uniformemente para f, ou ainda mesmo que a série de Fourier ndo convirja para f. Isso mostra
que a série de Fourier ¢ um tipo muito especial de série e rica em propriedades interessantes.

Comecamos com a funcao f : R — R que seja 2L—periodica e que seja seccionalmente

continua. Agora definimos a funcao F : R — R por

z) = /Oxf(t) - %dt, (1.17)

a qual é continua. Pelo Teorema Fundamental do Cadlculo, temos que F’(x) existe em todos os
pontos z onde f é continua, além disso, nesses pontos temos que F’'(z) = f(z). Logo nesse caso
temos que F' é seccionalmente continua.

Note que F'(x) é 2L—periodica, pois
T+2L
F(x+2L)— F(x) = / f(t) — —dt / f(t) (1.18)
xX
onde foi utilizado o fato de que f(t) — % ser 2L periddica e de que
a+L L
[ o=l
a—L —L

para toda funcdo g que é 2L—periddica e todo a € R fixado.

—i/_LLf(t)dt,
/f (t)dt = apL = /L“;dt

e com isso concluimos que a expressao (1.18) é igual a zero.

Perceba que, como

entao temos que

Sendo assim temos que a fungdo F definida em (1.17) é continua e que a sua derivada F’ é
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continua por partes e ainda 2L—peridédica. Logo, pelo Teorema de Fourier, temos que
Plz) = 20 4 fo: (A ("m) +B ("”)) (1.19)
= — — nl— .
x 2 T ncos |~ n S€ 17 ,

onde os coeficientes de Fourier A,, e B,, sdo dadas por

1 [ nwx
_ 1 nme > .
A, L/_LF(:E)COS( : )dx, n>0, (1.20)

1 L
B, = T /_L F(z)sen <?) dr, n > 1. (1.21)

Note que podemos relacionar os coeficientes de Fourier da F' com aqueles da f, basta utili-

zarmos integracao por partes.

b= (o)

Il
=
—
~ ~
—
=
)
|
|8
~—
T
—
‘3

3

8

~—
jo 8

| I

Il
S
~ ™~
N2
3 |o
5|8
12}
@D
=}
N
3
=~ 3
8
N—
QU
S
|
~ ™~
g
oS
IS
12}
@
=}
N
‘3
3
8
N—
ISH
S
—_

Logo
L
Ap=—"by, n>1. (1.22)
nmw
De modo anélogo, concluimos que
L
B, =— ap, n>1. (1.23)
nmw

Para calcular o coeficiente Ag, fazemos x = 0 em (1.19) (lembrando que F'(0) = 0).

Ay — Ay = L 2L X by,
0=—" A, — 2= "1, Ag= =N 2, 1.24
>t y 2y A=) (1.24)
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Dessa forma, se usarmos (1.17) e (1.19), juntamente com os coeficientes de Fourier obtidas

em (1.22), (1.23) e (1.24), obtemos

o0

/Oxf:a;—i-i;b;:—i-ﬁ 3 (_:ncos(TTU)—i-C:sen(?le;)),

n=1

ou ainda

/Om f(t)dt = /OI %dt +1§ </0w ap, COS (?) dt + /Ox by, sen (?) dt> . (1.25)

Teorema 3 (Integracao da série de Fourier). Seja f : R — R uma funcdo 2L—periddica e

seccionalmente continua. Seja também

% + i (an cos (?) + b, sen (?)) (1.26)

n=1

a sua série de Fourier. Entao:

(1) A série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada € a integral de f, ou

seja
/bf(:v)dx—/baod:p—ki a /bcos<m>daj—|—b /bsen<m) (1.27)
a B a 2 ot " a L " a L . .

x
(ii) A fungao F(z) = / flt)— %dt ¢ 2L—periddica, continua, possui uma derivada F' secci-
0

onalmente continua e é representada por sua série de Fourier

v L=b,  L~{( b, n
/0f(t)—azodtzﬁnzz:ln+W;<—ncos(7?)+ilsen<?>>, (1.28)

onde

LN b, 1
b e F(z)dx. 1.29
anln oL |, (z)dx (1.29)

Observagao 5. Para as aplicagoes, o teorema acima acaba tomando a forma prética seguinte:

se
00

15 43 (oo () b ()

3
Il
—
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entao
Flz) = /Of(t)—a;dt
1 L

LK [ —b, nwx an, nwT
= 37 LF(a:)dx+7TZ< - cos(—L )+;sen(—L ))

n=1

Aplicacoes. Considerando as funcoes sendo 2L —periddicas.

(1) Seja f(x) = x para —L < x < L. Como a série de Fourier ja foi calculado anteriormente,

temos que
2L
b, = %(_1)71—1—1
e
2L K (—1)" nwx
f(x)w?z n sen(L)
n=1
x ao
Logo, usando F(z) = ft) — oL temos
0
T 0 .’132
F = t—— = —
@=[t-5-3
e
1 [t L?
— F(z)dx = —.
op ), F@de =
Portanto
2 L7 202 K (-1)" nmx
==t 5—cos (“7), ~L<a <L, (1.30)
-
(73) Aplicando novamente o teorema em (1.30), temos
T2 L2 3 Lz
F(z) = — = —dt=—— —.
@=1 3% 6 6
» 1t 202 (—1)"
Como F(z) é impar, temos que — F(z)dr =0 e temos que — ~——— = a,. Logo
2L L s n
3 L2z 203 K (—1)" nmwx
F—T:F n3 Sen(L),—LngL. (131)

n=1
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(737) Aplicando novamente o teorema em (1.31), teremos que

[ 1 L 7LA

— | F - :
2% 12 ‘oL ), 360

F(z) =

Logo

24 12 360 * 4 nt

xt L2 7L 20 K (—1)n (mr:c
cos
n=1

Fazendo x = L em (1.32), teremos
4 [ee]
s 1
0= 2t
n=1
1.8 Estimativas dos coeficientes de Fourier

Nessa secdo mostraremos como obter certas estimativas sobre os coeficientes de Fourier da

funcdo dada a partir da hipotese sobre derivabilidade da mesma.

(1) Supondo que f seja 2L—periddica, integravel e absolutamente integravel, podemos obter

imediatamente as seguintes estimativas:

lan] = H / LLf(fr) cos ("7 dx‘ </ i\f(w)dw, (1.33)
b = ’i/_if(x)sen iy dx’ < i/_LL|f(x)|d;v. (1.34)

Logo, pela hipotese de integrabilidade de f e |f|, concluimos que existe a constante M =
L

1

L/ | f(x)|dx, satisfaz |a,| < M e |by| < M, para todo n.
~L

(74) Suponhamos agora que f seja 2L—periddica, derivavel e tal que f e |f’| sejam integraveis.

Desse modo se integrarmos por parte, obtemos, para n > 1

L L L

“or )L f'(z) sen (?) dx,

_, nm -

Fan = /LL Flaycos ("7 dw = 2 fw) sen ("20)
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(iid)

ou seja,
ap = —— ' f'(x) sen (—x) dx (1.35)
n » 7 : :

Logo

De modo anélogo, obtemos

L
=i | f@)eos (7) dz, (1.36)

e assim

nm

1 L
bl < - / I @)

Portanto, pelas hipoteses sobre a f e o fato dela ser continua, concluimos que existe uma

1 L
constante M, com M = / |f/(x)|dx, tal que
T™J-L

M
€ ‘bn| < —

|G‘TL| S )
n n

(1.37)

Para todo n > 1.

Se supusermos que f seja 2L periddica com primeira derivada continua e a segunda derivada
integravel e absolutamente integravel, podemos melhorar as estimativas (1.37), realizando

mais uma integragdo por partes em (1.35) e (1.36). De fato, em (1.35), obtemos

ap, = _ L <—f’(m)Lcos (?) )iL + L if”(:ﬂ) Cos (?) d:c) ,

nmw J_

desse modo temos

E de modo analogo, em (1.36), obtemos

L
ba] < — / () d.
L

n2m?

30



L L
Portanto existe M = 2/ |f"(z)|dz tal que
™ J-L

M M
lan| < nZ € |bn| < w2
para todo n > 1.
1.9 Forma complexa da série de Fourier
Usando a formula de Euler
e = cosf +isend
e as representacoes de cosseno e seno
it 4 o—ib oi0 _ =i
cos = —— e senf) = ————
2 21

podemos escrever

nmTL nwx a b ) a b )
oo () s () = (5 + 5 e (5 - 3 )

Logo o coeficiente ¢,, de e™™/L

Cn = %L + Z—Z = %(an —iby) = 21L/_LL f(zx) (cos (nfzx) —isen (?)) dz,

é dado por

ou seja,

_1/L f( ) —z’mrm/Ld
Cn—2L . xI)e xZ.

Definimos também que

ag 1 L
== dz.
=5 QL/Lf(ﬂf)UU

Resumindo, mostramos que se f : R — R for 2L—peri6dica, integravel e absolutamente

integréavel, entdo a série de Fourier de f pode ser escrita na forma
oo

§ : cnemmv/L,

n=—oo
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onde

_1/Lf()in7rac/Ld
cn—2L » T)e x,

para n € Z.

1.10 Identidade de Parseval

Dada uma fungdo 2L—periodica f : R — R | tal que f e |f| sdo integraveis, vimos anterior-
mente que podemos calcular os coeficientes de Fourier a, e b,. Dessa forma é valida a identidade

de Parseval dada por
1 s 1 (f
2 Z 2 2y _ 2

n=1 —-L

Segue algumas aplicacoes dessa identidade.

I. Cdlculo de soma de séries. Tomando como exemplo a expressao (1.31), temos que os
coeficientes de Fourier da funcio f(z) = 2 — L?z, 2L—periddica, sdo
—1)"12L3
Ay = 0 e bn = %

n3mw

Fazendo a aplicacao direta da formula (1.38), obtemos

o
14415 1 L
Z ﬁ = Z / .1’6 — 2L2x4 —+ L4x2dfﬁ
n=1 nem —-L
_ (a7 2n0 L
L\ 7 5 3 o

L\7 5 3 7 5 3
_16LS
105
Logo
ii o
né 945
n=1

I1. Calculo de algumas séries. Seja f : [0, L] — R uma fun¢do continuamente derivavel, tal
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que £(0) = f(L) = 0, e seja

= E/OL f(x)sen (?) dz.

o
Provaremos que g |bn| < 00, e para isso integraremos por parte o coeficiente by,.

’ + /OL f’(m)% cos (?) dac] :

0

Logo b, = / f'(z cos( )dx Nesse caso, se f for impar, f’ for par e ambas

2L— perlodlca concluimos que
by, = —a,, (1.39)

onde b, e a, sdo coeficientes de Fourier de f e f’, respectivamente. Se utilizarmos a

1
desigualdade ab < §(a2 + b%) em (1.39), obteremos

I? 1
bn| < 7f+f| a8

Portanto
o0 o0 oo
L? 1 1 )
E |bn| < Gy E ) + B E |az|
n=1 n=1 n=1

onde a segunda série converge em virtude da identidade de Parseval.
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Capitulo 2

Convergéncia das séries de Fourier

2.1 Classes das funcoes consideradas

Para definirmos os coeficientes de Fourier, e obtermos a série de Fourier da funcdo f, as
hipoteses minimas que temos que exigir sdo periodicidade (2L), integrabilidade e integrabilidade
absoluta no intervalo [—L, L].

A integral que usaremos nesse trabalho é a integral de Riemann, estudada nos cursos de
calculo. Consideramos fungoes f : [a,b] — R definidas no intervalo limitado [a,b]. Assim temos

dois casos a considerar.

(1) A fun¢ao f é limitada. Neste caso ela € integravel se o supremo das somas inferiores é igual

ao infimo das somas superiores.

(1) A fungao f nao é limitada. Neste caso ela é integravel (integral impropria) se o intervalo
[a, b] puder ser decomposto em um namero finito de intervalos I1,. .., I, com I = [ag, by],
tais que, para todo § > 0 e ¢ > 0, a fungdo f é limitada e integravel em [ax + 6,b — '] e

os limites abaixo existem

by, by, —&’
/ f(z)dx = lim f(z)dx.
ag
Neste caso a integral improépria de f €

bk o0 bk
f(x)de = Z/ f(x)da.
k k=1"%

a
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A funcao f serd absolutamente integravel se o valor absoluto |f| for integravel no sentido (7)
ou (7i) acima.
Funcoes continuas e fungdes seccionalmente continua no intervalo [a, b] sdo limitadas e inte-

gréaveis no sentido (7) e (ii) acima.

Observagao 6. 1) Se f for integravel e limitada, entao, f serda absolutamente integréavel.

Porém a reciproca nao é verdadeira.
2) Se f nao for limitada, a sua integrabilidade nao implica em sua integrabilidade absoluta.

3) Concluimos que existem funcoes f integraveis tais que |f| ndo é, e funcdes f que ndo é

integravel mas |f| é.

Definicao 9. Dizemos que f serd uma funcio L' se, e somente se, f e |f| forem integriveis.
Resumindo, se f : [-L,L] — R for uma funcio de L1, entio os coeficientes de Fourier de f

estio bem definidos.

Teorema 4. Seja f : [a,b] — R uma fungio de £*. Entio, dado ¢ > 0, existe uma fungao

continua ¥ : [a,b] — R, tal que

b
/ (@) — d(@))dx < e,

Demonstragao. (i) Suponha inicialmente que f seja limitada e integravel. Logo dado € > 0,

existe uma particdo a =g < 1 < ... <z, = b tal que

b k
€
dx — (7 —wj_1) < = 2.1
/a f(x)dx j;mj(fﬂj Zj 1)<2a (2.1)
onde m; = inf f(z) : xj_1 < a < z;. Agora designe x(z) a fun¢ao assim definida por
x(x) =mj, para z;_; <z < ;. (2.2)

Entdo o somatorio em (2.1) é a integral de x(z) em [a,b], e assim podemos reescrever essa

expressao como

/ab f(z)dx — /ab x(z)dz = /abf(x) — x(z)dz < % (2.3)
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Antes de prosseguirmos vamos ilustrar com uns graficos simples a ideia que sera explorada

para concluir a demonstracao.

Suponha que a parti¢ao tenha quatro pontos e o grafico x(z) seja como a figura abaixo.

Yh
MpF=—————— —— —
| 1
| |
Mgk -m ek —_—
[ ] I
i 1 ]
1 L .
T="; X X b=x; *
1 i
1 |
! |
b |
Ml—— e e e e = ——— - S — |

Suponha também que para cada n consideremos a func¢ao v, obtida, e substituindo no grafico

acima os ‘retdngulos” por trapézios, cujos lados inclinados possuem inclinacao n.

b:x_]

=Y

Usando essa ideia para uma func¢ao x(z) qualquer, como definida em (2.3), temos

b kom2
X () = u(2)|de =y — (2.4)
a < gn
7=1
Seja M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo z € [a,b]. Logo de (2.4) temos
b 2
kM
| @ =@l < T (25)
Portanto, como k é fixo, existe um n tal que
b £
| @ —ba@lar < £, (2.6
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de (2.3) e (2.6) obtemos que, dado ¢ > 0, existe uma fun¢ao continua v, : [a,b] — R, com

Yp(a) = ¥, (b) = 0 tal que
/ |f(x x)|dr < e.

Essa funcao 1, é a funcdo v citado no teorema.
(7i) Suponha agora que f nao seja limitada, mas que seja integravel e absolutamente integravel
no sentido de integrais impréprias. Para facilitar, suponha também que f se torne ilimitada

apenas nas vizinhancas de a e b. Portanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que

\Lﬂﬂ@ux—L:ﬁﬂMWx

Como f ¢ limitada e integravel no intervalo [a 4+ d,b — J], entdo existe uma fun¢do continua

Y :fa+0,b—0] = R, com ¢(a+0) =1(b—09) =0 tal que

< (2.7)

£
>

b—6 c
| 1@ - v@lds < 5. (2.

a+d

Considere a funcao 1 : [a,b] — R definida como

1[}(%): Y(x), paraa+ 6 <x <b—J,

0, prraa<z<a+deb—>6<z<h

Temos entao

[0 dpae= [ [ @i [0 el

+4

assim, usando (2.7) e (2.8), obtemos

O

Observacao 7. 1) O teorema diz que, dada uma funcdo de ' f : [a,b] — R, existe uma

sucessao de fungbes continuas 1, : [a,b] — R, com ¥, (a) = 1, (b) = 0, tal que

hm/ |f(z x)|dx = 0.
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2) Suponha que f : R — R seja uma funcio 2L—periodica e de £ em [~L,L]. Entdo
existe uma sucessao de fun¢des continuas v, : R — R, também de periodo 2L, basta tomar

n(a) = 1 (b) = 0, para todo n, tal que

lim ' |f(x) — Yp(z)|de = 0.

n—oo J_p,

3) Dada uma sucessdo de fungdes continuas v, : [a,b] — R, dizemos que ela converge no

sentido L', se

b
lim / (oo () — o ()] = .

0,1 —+00

Nesse caso pode existir uma fungao f : [a,b] — R integravel e absolutamente integravel tal

que

b
Jim / (@) — bu(2)]dz = 0, (2.9)

e dizemos que f é o limite de v, no sentido de L!. Em geral, nio existe tal f. Entretanto se
usarmos o conceito de integral de Lebesgue, entdo existird uma funcao f integravel & Lebesgue
tal que (2.9) seja verdade, entendendo a integral como a integral de Lebesgue. Logo as fungoes
integréveis & Lebesgue em [a, b] sdo os limites no sentido do L! de sucessdes de funcdes continuas
em [a,b].

O espaco da funcdes integraveis a Lebesgue em [a, b] é designado por L![a,b]. Isso se trata

de um espaco vetorial e, a expressao

b
1]l = / 1 ()d,

define uma norma. Desse modo L'[a, b] ¢ um espago normado, e esse item nos diz que as funcdes
continuas formam um conjunto denso nele.
2.2 Convergéncia pontual da série de Fourier

Nesta secao daremos condigoes suficientes sobre a fun¢do f que garantam para cada x a
1
convergéncia da série de Fourier para i[f(er) + f(x7)]. Além das hip6teses minimas que sdo

necessarias para que se possa definir os coeficientes de Fourier, faremos outra hipétese sobre o
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comportamento da f nas vizinhangas do ponto z. Nosso objetivo é fazer estimativas do valor

f@) + f(a7)

en(x) = sp(x) — 5 ,

onde
1 " kmx kmx
sn(x) = 540 + ,;_1 (ak cos <L> + by, sen <L>) )

Vamos inicialmente escrever a soma parcial s, de modo mais conveniente com o propésito
de obter majoracoes para e,. Usando as expressdes dos coeficientes de Fourier e a identidade

trigonometrica cos a cosb — senasen b = cos(a — b), obtemos

o= [}

A expressdo abaixo é conhecida como ntcleo de Dirichlet

D, (z) = % (; + ;cos <kzx>> , (2.11)

que possui as seguintes propriedades:

% + ;COS (W)] f(y)dy. (2.10)

(1) Dy(zx) é uma funcgdo par;

L

11) Usando as relacoes de ortogonalidade cos nre sen mre dr=0sen,m>1e
(i2) G g 7
L

L nwT mnx L,sen=m2>1
/ cos (—) cos < ) dr = , obtemos
L L 0, sen#m>1

L
/ Dy (x)dz = 1;
-L

(#i7) Dy (x) é uma funcao continua;

(iv) Dy(x) é uma funcdo 2L—periodica;
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(vi) Vale a seguinte expressao compacta de Dy, (z) para  # £2tL, L > 0

n 1\ 7mx
sen | n - | —
1 2) T
2L sen ~¥

2L

D, (z) =

(2.12)

Para provar (2.12) calcularemos a expressao
n
Sn(0) =1+ ) cos(ko).
k=1

1— zn—‘rl

——— para z # 1.
—z

Observe que S,,(0) = Re (1 +Zeik9> equel+2z+...+2" = 1

k=1
Logo
1 _ eiln+1)0 e—10/2 _ gi(n+1/2)0

1_o0 Re o—i0/2 _ gif/2

Sn(0) = Re

para 0 # +2kw e k > 0, logo temos

o4 + D)
sen — sen | n —=
2 2

Sn(0) =

)

2sen —
2

e usando isso em (2.11), obtemos de imediato (2.12).

Voltando a (2.10), usando (2.11) e (2.12), e utilizando a mudanca de variavel y = x — ¢,

obtemos

L
on(z) = /_L Du(t) f(z — t)dt. (2.13)

Usando o fato de que D, (t) é uma fungao par, podemos reescrever a integral de (2.13) como

0 L L
/ Dn(t)f(a;—t)dt+/ Dn(t)f(a:—t)dt:/ Da()[f(z + 1) + f(z — )]dt.
L 0 0

Logo

L
o () :/O Da()lf (@ + 1) + flx — B)]dt. (2.14)
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Sendo assim a expressao da estimativa fica da seguinte forma

L
en(x) = /0 Dn()[f(x +1) = @) + [f(w —t) — f(z7)]dt. (2.15)

Definindo a funcao

g(z.t) = [f(x+1) = f@)] + [f(z —1) = fa7)],

podemos definir um resultado sobre a convergéncia da série de Fourier no ponto x.

Teorema 5 (Teste de Dini). Seja f : R — R uma funcdo periddica de periodo 2L e de L' em

[—L, L]. Fizando um x, em [—L, L], suponha que f(z~) e f(zT) existam e que exista n > 0 tal

que
n t
/ g(x’)‘dt < 0. (2.16)
0 t
+ —
Entao e, (x) converge para 0, ou seja, sp(x) converge para z7) ; @) quando n vai para

o infinito.

Para demonstrarmos o Teste de Dini precisaremos usar o Lema de Riemann-Lebesgue, que

enunciaremos a seguir.

Lema 1. Seja f : [a,b] — R uma fungio de L' em um intervalo [a,b]. Entdo

b

tliglo/a f(z)sen(tz)dz = 0, (2.17a)
b

tlggo/a f(z) cos(tx)dx = 0. (2.17b)

Demonstra¢ao. (a) Suponhamos inicialmente que f seja limitada, ou seja, que exista um M > 0
tal que |f(z)| < M para todo z € [a,b].

Se essa fungao f for integravel, entao dado um e > 0, existe uma parti¢ao 7 no intervalo [a, b]

Tra=x9<x1<...<Tp=2>b

tal que
S[.ﬁﬂ—} - S[f,’]'('] <g,
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onde

n

S[f.m] =) Mj(wj — xj-1); Mj =sup[f(z) : wj-1 <z < 2]
j=1

n

slif,m] =Y my(w; — xjo1); my =inf[f(z) s xj < 2 < ay
j=1

sa0 as somas superiores e inferiores & particao 7.

Vamos agora demonstrar (2.17a). Considere a parti¢ao do intervalo [a, b] determinada pelos

pontos z; = a + l(b —a), paraj =0, 1,..., n. Entao
n
b n z; n z;
/ f(z)sen(tz)dr = Z f(x])/ sen(tx)dr + Z/ [f(x) — f(zj)] sen(tz)dx. (2.18)
a j=1 Tj—1 j=17%i—1
Observe que
i 2
/ ’ sen(tz)dr| = ‘ _ cos(ta) < - (2.19)
Tj—1 t t
e que
|f(x) — f(zj)] < Mj —mj, para zj_1 <z < xj. (2.20)
Usando as estimativas (2.19) e (2.20) em (2.18), obteremos
b 2nM -
f(z)sen(tz)dz| < 5 + > (M —mj)(z; —xj-1), (2.21)

j=1

note que a somatorio acima ¢ a seguinte diferenca S[f, 7] — s[f, 7].

€
Logo, dado € > 0, tome um n tal que essa diferenca seja menor que 5 Em seguida, com esse
2nM €

< —-.
to 2

n fixado, tome tg tal que
Logo

)

‘ /abf(x) sen(tx)dx

para todo t > tg, o que conclui a demonstra¢ao para (2.17a). A demonstracdo de (2.17b) segue
de modo andloga.

(b) Suponhamos que f seja uma fun¢ao de ' qualquer. Entdo dado € > 0, tome uma funcgio
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continua 1) : [a,b] — R tal que

b 9
[ 15 = vtalar < £ 222

Como toda func¢do continua num compacto é limitada e integravel, podemos aplicar a parte

(a) da demonstragao e concluir que existe um tg tal que para t > tg, temos

’ / " () sen(ta)da

£
—. 2.2
< (2.23)

Como

b

b b
/ f(x) sen(ta:)dx:/ () sen(ta:)da:—i—/ [f(z) — ¢ (z)]sen(tx)dx,

temos que

/abf(x) sen(tx)dzr| < ‘/abw(x) sen(tx)dz| + /ab f(2) — (z)|dz.

Logo, utilizando as estimativas (2.22) e (2.23), concluimos que dado € > 0, existe ¢y tal que
para todo t > tg, se tem

<e,

‘ / b () sen(tz)dx

o que finaliza a demonstracdo do lema. O
Agora demonstraremos o Teste de Dini.

Demonstragao. A ideia é decompor o termo e, (x) em duas partes:

g L
t 1\ =t ¢
en() :/ t Dn(t)g(i’)dt—i—/ sen [(n + 2) 72] Lzrtdt'
‘ J 2L sen —
2L

A primeira integral serd feita pequena ao tomarmos ¢ convenientemente pequeno e usando
(2.16). Quanto a segunda integral, usaremos o lema de Riemann-Lebesgue. Vamos aos detalhes,

como

t
|t Dy(t)] < — (2.24)
2L sen —

2L

e a funcdo do segundo membro de (2.24) é continua e crescente em [0, L], obtemos a seguinte
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estimativa

|t Dn(t)] <

N

para t € [0, L].

Logo, dado ¢ > 0, tome § < min(L,n), tal que

1 1)
’/ tDn(t)g(x’t)dt‘ gl/
0 t 2 Jo

que é possivel gragas ao Teste de Dini. Agora com ¢ fixado, olhemos para a segunda integral.

g(:ﬂ,t)'dt< €

t 2

Para podermos aplicar o Lema de Riemann-Lebesgue, basta verificar se a funcao

t
h(t) = %, para t €[5, L),
2L sen —
oL

é integravel. Mas isso é imediato pelo fato do denominador nunca zerar para t € [, L] e g ser

integravel. Logo, para n suficientemente grande, temos

L 1\ nt] g(x,t) €
‘/5 sen |:<7"L+ 2) L:| Mdt‘ < 5,

L S -
sen o
e o teste de Dini fica provado. O

O teste de Dini pode ser utilizado para obter condigoes suficientes para convergéncia da série
de Fourier, tais condic¢bes facilitam a verificacdo da convergéncia, por exemplo:
(A) Suponha que f seja Holder continua na vizinhanga do ponto «, isto é, que existam « > 0,

6 >0, k> 0 tais que
|f(t) = f(s)| < klt —s|%, (2.25)

para t, s € [x — 0,z + d]. A desigualdade acima implica que f seja continua em z, e portanto

f(xz™) = f(z7) = f(x). Isso juntamente com (2.25) implica em

l9(z, )] < [f(z+1) = f(@)] + [f(z = 1) = fz)] < 2kt

r

Logo
g(z,1)

9
’dt < 2k:/ t*ldt < o0,
0
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e assim a condicao (2.16) do teste de Dini se verifica.

(B) Suponha que f tenha derivada em z. Neste caso, se pode provar que a desigualdade
como (2.25) se verifica em a = 1. E o resultado segue de (A).

(C) Suponha que f seja seccionalmente continua e que as razoes incrementais

flx+1t) = fa?) flz—1t) = f(z7)
2 2

sejam limitadas para t > 0 suficientemente pequeno. Em particular isso é verdade se as derivadas

laterals em x existirem

@)= i LEFO=I@D gy gy, @m0 2 IETD)

t—0+ t t—0— t

Nessas condigoes é facil ver que a condicdo de Dini se verifica. Portanto isso estabelece a

validade do Teorema de Fourier.

2.3 Desigualdade de Bessel

Definicao 10. Uma fungdo f : [a,b] — R é chamada de quadrado integrdvel se f e |f|? forem

integrdveis. Usaremos a nomenclatura fungio de £? para designar tal funcéo.

Observagao 8. 1) Se f for limitada e integravel & Riemann, entdo f serd de quadrado inte-

gravel e

[ 15@Par < 120 )
onde M = sup |f(z)|; = € [a,b].

2) No caso de f ndo ser limitada, pode acontecer que f seja de ', mas ndo seja de .£2. Por

exemplo, seja f(x) = =12 para 0 < z < 1. Assim

1
/ 2P de =2
0
1 1
/ |27 1/22dx :/ zldx = oo.
0 0

3) Seja f de £?, entdo f ¢ necessariamente de .Z!. A demonstracio desse fato é realizada

mas

pelo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, que diz:

45



Seja f e g funcoes de quadrado integraveis em um intervalo [a, b]. Entao fg é absolutamente

integravel e

1/2

/ | @)@z < Ji ’ )] - i b ooPds]| (2.26)

Logo, considerando g(z) = 1, teremos que

/ | F@)lde < (b—a) [ / b |f<:c>2dx] 1/2,

o que demonstra a assertiva acima.

Uma sucessao (f,) de funcoes de quadrado integraveis, em um intervalo [a, b], converge, em

meédia quadratica, para uma funcao f de quadrado integravel, se

b
Jim / fulz) — F(2)|2dz = 0.

n—0o0

b
A expressio / | fu(x) — f(x)|?dx é chamada de erro médio quadrdtico, na aproximacio de f
a
por fp.
Mostraremos agora que as reduzidas s, (z) da série de Fourier de uma fungao f de £ sdo os
poliémios trigonométricos que melhor aproximam f em média quadratica. Mais precisamente,

considere o seguinte polindmio trigonométrico de ordem n

- k k
tn(x) = %0 + Z (ck cos <2x> + dj, sen (?)) ,
k=1

e designamos por

Entao o que provaremos é que
en < én. (2.27)
Para demonstrar a desigualdade acima, calcularemos é, usando as relagoes de ortogonalidade
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(1.9) e (1.10),

/L nwT mn Lsen=m2>1;
sen (—) sen <7) dr =
L L L Osen#men,m>1,

/_LLf(:n)cos (@) dx = ay, L

respectivamente, do capitulo anterior e as expresstes dos coeficientes de Fourier. Desse modo

obtemos

L & L -
é, = Ecg + LZ(C% + d%{) + /L \f(m)]de — Lagcg — 2L Z(akck + bidy).
k=1 - k=1

Assim, completando quadrados, temos

) I n n L I CL2 n

én = 5 (co— a0)’ + LY (o —ar)® + LY (dp — be)* + /L |f(2)]Pde — =2 — L) “(aj + b3).
k=1 k=1 k=1

Note que o menor valor de é, serd quando ¢y = ag, ¢cx = ap e dp = by, para k =1,...,n

Nesse caso temos que é, = ey, € desse modo temos que, em geral, e, < é,.
Para estabelecer a desigualdade Bessel, desigualdade (2.29) abaixo, observamos que é, > 0,

para qualquer escolha dos coeficientes ¢ e di. Portanto
L L a0 2
0<e,= | |f(x)]da LZ a3 +b}) (2.28)
—L

e assim
n

a% 2 2 1k 2
90 1Y a2 02) <+ / | () d.
2 L),

k=1

Como essa desigualdade vale para todo n, podemos concluir que

Teorema 6. Seja f(x) de £? e sua série de Fourier, teremos a validade da desigualdade de

Bessel, ou seja, vale a sequinte desigualdade

2 L

a > 1
" +kZ_1 (@ +82) < / 1 (2)|2dx. (2.29)

—L

Observagao 9. Note que a Identidade de Persival é um caso particular onde vale a igualdade.

Vamos considerar .#? como o espaco das funcdes f : [~L,L] — R que sdo de quadrado
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integravel. Na proxima se¢ao mostraremos que se f e g forem de quadrado integravel, entdo
f + g também sera. Além disso af serd de quadrado integrével se f também for e o for uma
constante. Desse modo concluimos que .£? é um espaco vetorial.

Note que as fungdes 1, cos ?, sen ?, para n > 1, estdo em Z? e sdo linearmente
independentes. Logo, para cada n fixado, o subespaco E,, de .#? gerado por

jrx JjmT .
B=11 ——, sen —; =1,..., ,
{ , COS i3 sen 7 J n}

contém tanto s,(x) quanto t,(z).

Podemos também definir uma norma no espaco .2 por

1/2

=] [ e

que é demonstrada usando a desigualdade de Minkowski. Desse modo temos que .£2 ¢ um espaco
normado e assim nos permite de falar em distancia entre duas funcdes f e g de .£? dada por
Ilf = gll2. Portanto, o que foi provado anteriormente é que s, é o elemento de E,, que esta mais
proximo de f. Podemos também usar a nogao de ortogonalidade em .#? de duas funcdes f e g,

dado por

L
/‘fumquza
-L

Assim podemos definir a projecao ortogonal de f sobre E,, como sendo o elemento g € F,, tal
que f — g € ortogonal a todo h € E,. Logo, teremos que s, é a projecdo ortogonal de f sobre

E,,. Para isso basta notar que

para cada funcao de Z.
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2.4 Desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Minkowski

Sejam a = (ai,...,an) € b = (by,...,b,) dois vetores em R"”. A desigualdade de Cauchy-

Schwarz para vetores do R" tem a seguinte forma

1/2 1/2

> al P (2.30)
j=1 j=1

n

E Cijj S
Jj=1
Para demonstrar essa desigualdade, consideremos a expressao

n a; + tb;) a? +2ty ajb; —|—t2 b2 (2.31)
Z J Z Z J
j=1

Olhando a primeira parte de (2.31), vemos que esta ¢ sempre > 0, para todo t € R. J& a
segundo parte, reconhecemos um trinémio do segundo grau em t. Logo esta parcela é sempre

> 0, e isso implica que seu discriminante deva ser < 0, isto é,

2

Qiajbj —4 ia? ib? SO
7j=1 7j=1 7j=1

O que implica na desigualdade (2.30).
Sejam agora f : [a,b] — R e g : [a,b] — R fungbes de quadrado integravel. Entdo a

desigualdade de Cauchy-Schwarz para estas fun¢des tem a forma
1/2

J<]f b )] " | b oo)Pds]| (2.32)

A demonstragdo é analoga ao caso anterior, basta considerar

b
/ f(@) + g(x)de.

Uma outra desigualdade, bastante atil é

. 1/2 1/2 1/2

PBCEIDN N DI B DI
s j=1

j=1

que é conhecida como a desigualdade do tridngulo ou desigualdade de Minkowski. Esse nome vem
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1/2

do fato de que a? é o modulo do vetor a = (aq,...,a,) em R™, que representaremos
J ) ) )
=1
como |a|. Logo essa desigualdade pode ser escrito como

|a+ 0] < |a] +[b].

A demonstracao dessa desigualdade em R”, segue de

Zaj—kb Za +2Za]b +Z
j=1

onde usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos
2 1/2

Zaj—&—b <Za+ Za Zb? —&-Zb?.
J=1 j=1

Note que a segunda parcela dessa desigualdade é o quadrado de |a| + |b], logo, tomando a
raiz quadrada, fica concluido a demonstracao.
De modo analogo, podemos demonstrar a desigualdade de Minkowski para funcoes de qua-

drado integravel, que é

U |f(x) + g(x \da:]l/Q U |fx |d4

Basta utilizar a identidade

b b b b
/ (@) + g()Pdz = / (@) P + 2 / f(@)g(@)dz + / 9(x) 2,

e usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

1/2

[ b o(o) e "

Proposicdo 6. Seja f : [a,b] — R uma fungdo de quadrado integrivel. FEntdo existe uma

sucessao de fungoes continuas vy, : [a,b] — R, com ¥ (a) = 1, (b) = 0 tal que

hm/ |f(z (x)|dz = 0.

Demonstragdo. (i) Suponha inicialmente que f seja limitada. Como f é de quadrado integravel,
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segue que f é absolutamente integravel pois

jﬁb|f<a»|da:f;<b-— a)\/? [jib|f<a0|2dm}l/2,

que é uma consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Usando o Teorema 4, temos que dado € > 0, vai existir uma fun¢do continua v : [a,b] — R

com (a) = 1(b) = 0 tal que
[ 15@) - vtz < =

Olhando a demonstragao desse teorema deve ser o suficiente para observar que |[¢(z)| < M,

onde M é constante, tal que

|f(z)] < M,

para todo x € [a, b].

Essas majoracgoes de ¢ e f nos permitem escrever

/|f |d$<2M/ |f(z) — ¢(z)|dx < 2Me,

logo se segue a conclusao da proposi¢ao neste caso.
(7i) Suponha agora que f nao seja limitada. Para esse caso basta considerar que f nao seja

limitada apenas nas vizinhancas de a e b. Sendo assim, dado € > 0, vamos ter um ¢ > 0 tal que

a+o b
/a |f (2)Pda < % e /H I (2)[2dz < %

Além disso, pelo caso anterior, podemos determinar uma funcao 1 : [a, b] — R continua, com
¥(a) =1(b) = 0 tal que
b—§
€
| 1@ —v@pPde < S

+6 3

Portanto se definirmos

0,sea<zx<a+d
Y(r) =< (), sea+d<x<b—90

0, seb—0<x<b,

/]f z)2de < e,

obtemos



o que conclui a demonstragao. O

2.5 Convergéncia uniforme da série de Fourier

Nessa secao estudaremos as condicbes necessarias para que a série de Fourier de uma funcao

2L—periddica f, convirja uniformemente. A ideia é utilizar o teste M de Weierstrass. Como

by, sen (TLLE) ' < |bn|,

nwx
ap, COS (T) < |an| e

devemos obter condigoes para que a série numérica

o0

> (lan] + [ba]), (2.33)
n=1
seja convergente.
Teorema 7 (Primeiro teorema de convergéncia uniforme da série de Fourier). Seja f uma fungdao
2L—yperiddica, continua e com a primeira derivada integrdvel e absolutamente integrdvel. Entdo

a série de Fourier da [ converge uniformemente para f.
Demonstracio. Suponha que f seja continua e que a sua derivada primeira seja de .Z!. Entdo

usando as relagoes ja obtidas no capitulo anterior, temos que

(2.34)

/
an = ——b, e b, = —a
nmw nmw

onde a), e b, sdo os coeficientes de Fourier de f’. Logo a reduzida de oredem n de (2.33) é

n

L 1
> ajl +1b0) = *Z* EARSE (2.35)
i=1 T
que é majorada por
1/2 1/2
L1 =
XE] [ (2:36)
j=1 J=1

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R™. A seguir usaremos a desigualdade

de Cauchy-Schwarz em R? que é (|a| + |b])? < 2(a® + b%), em (2.36). Logo obtemos a seguinte
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majoracao de (2.35)

. 1/2 . 1/2
L2 1
USSR )
=17 j=1
Portanto
- /3 . 1/2 . 1/2
L2 1
Z(Ian\+!bn|)é7 ZF (AR
n=1 7=1 7=1

onde ambas as séries, da direita, convergem, com a segunda convergindo pela desigualdade de

Bessel. O

Lema 2. Seja ¢ a fungdo 2L—periddica definida como

1
—i(l—i-%), se —L<z<0;
Y=< 0, sex=0; (2.37)
1
5(1—%), se0<x < L.

Entao a série de Fourier da ¢ converge uniformemente para ¥ em qualquer intervalo que ndo

contenha os pontos da forma 2Ln, para n € Z.

Demonstragao. Vamos calcular a série de Fourier da 1) definida em (2.37). Note que a v é pimpar

e desse modo teremos uma série de seno, e com um calculo simples teremos

2 k1 T nmwx 1
[ O-mae
b L/02< p)senp )= o

Dessa forma teremos que a série de Fourier da 1) é
11 nmwx
— —sen (| — | . 2.38
s Z n ( L ) ( )
n=1
Para demonstrar o lema, basta mostrar que para qualquer § > 0, a série acima converge
uniformemente para 0 < 0 < |z| < L. Para isso basta mostrar que a série
inf

i en , (2.39)

n=1

converge uniformemente, para 6 € [e, 7], com € > 0 arbitrario, pois a série (2.38) ¢ a parte
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imaginaria de (2.39) quando 6§ = % Seja

E,(0) =) €™ (2.40)
k=1
Logo
n eikG n 1
= E[Ek(e)_Ekfl(m]v (2.41)
k=m k=m
Ccomo
—E_1(0) = —E;(9),
k:mk j:mflj—i—1
obtemos
e " /1 1 1 1
_ e ) EO) + ——FEn6) — —Epn_1(0). 2.42
T =2 (1 w1) O B0~ ) (2.42)

Por outro lado, usando um argumento semelhante ao da se¢do 2.2 para obter S, (f), temos,

para 0 < 0 < 27
i _ pilnt1)0

En(0) =

e assim
2 2 1

11— €| - le=16/2 — ¢i0/2| - sen(0/2)’

|En(0)] <
Logo, de (2.42)
n eik@

Tk

k=m

1 “ (1 1 1 1 2
= sen(6/2) Lzr:n <k‘_ k?+1> + n+1 +m] - msen(6/2)’

e para 0 < e <0 <7, temos que

m s
ezk@

k

2
[ —
~ msen(e/2)’

k=n

e pelo critério de Cauchy, temos a convergéncia uniforme da (2.39) e a demonstragdo do lema

estd completa. O

Observagao 10. A passagem de (2.41) para (2.42) é um artificio conhecido como férmula de
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n

Abel de adi¢ao por partes. De modo geral, se (a,) e (by) sao duas sucessoes e By, = an, temos

k=1
i ak(Bk — kal) = i(ak —ak + 1)Bk + LBR — iBm_l.
k=m k=m n+l m

Note que no teorema acima se pede que f seja continua em toda reta. Mas e se f for continua
no intervalo fechado [a, b], serd que a sua série de Fourier da f converge uniformemente para f

nesse intervalo? A resposta é sim e vale o resultado a seguir.

Teorema 8 (Segundo teorema de convergéncia uniforme da série de Fourier). Seja f uma funcdo
2L—periddica, seccionalmente continua e tal que a primeira derivada € integrdvel e absolutamente
integrdvel. Entao a série de Fourier da [ converge uniformemente para f em todo intervalo

fechado que ndo contenha pontos de descontinuidade de f.

A demonstracao segue do lema anterior.

Demonstragio. Sejam x1,...,x, pontos do intervalo [—L, L), ondef é descontinua, e sejam
wi, ... ,wy 08 saltos da f, que sdo os pontos de descontinuidade, isto é, w; = f(x;4+0)— f(z; —0).
Logo a funcéo wi(x — x;) é descontinua nos pontos da forma z; £ 2Ln, com n = 0,1,..., e 0

salto nesses pontos é w;.
Entao a fungao f(z)—w;y(z—x;) é continua nesses e em todos os pontos onde f ja é continua.
Desse modo, produzimos uma func¢ao com menos descontinuidades que a fungdo original f. Para

eliminar todas as descontinuidades, repetimos esse processo k vezes e assim teremos a funcao
k
g(x) = f(z) = Y wi(x — ),
Jj=1

que ¢ continua para todo x € [—L,L). Portanto podemos aplicar o primeiro teorema sobre a
convergéncia uniforme da série de Fourier, para verificar que a série de Fourier da g realmente
converte para g em toda reta.

Pelo lema, temos que a série de Fourier da ¢(x — x;) converge uniformemente em qualquer
intervalo fechado que nao contenha os pontos de descontinuidade, que sdo da forma x; + 2Ln
com n > 0.

Note que a série de Fourier da f ¢ a soma das séries de Fourier da g e da wjiy(x — x;), para

j=1,...,k, logo ela converge uniformemente em qualquer intervalo fechado que ndo contenha
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os pontos da forma x; & 2Ln para j = 1,...,k e para n > 0, que sdo justamente os pontos de

descontinuidade da f. O

2.6 Nrucleo de Dirac

A funcdo impulso unitario, conhecido também de “funcdo” § de Dirac, € “definida” a partir

das seguintes propriedades:

d(z) = (2.43)

/OO d(x)dx = 1. (2.44)

Note que esse d ndo é uma funcao, pois co ndo é um numero, e além disso, como J vale zero
em toda a sua reta, exceto em um finico ponto, entdo a sua integral devia ser zero ao invés de 1.
Entretanto, por exemplo, essa definicao funciona bem em mecénica ondulatoéria.

A propriedade importante do 0 é a seguinte: se ¥ (x) for uma fungao real continua que é nula

fora do seu intervalo limitado, entao

/  S(@)(@)dz = (0). (2.45)

—00

Mas como 0 nao é uma funcao, é preciso dar algum sentido matematico para essa integral.
Um modo satisfatério para isso é usando a teoria das distribuicées, criada por Laurent Schwartz,
que também explica outras expressoes formais como (2.45) envolvendo inclusive as derivadas de
6. Mas nessa secao faremos algo menos ambicioso que serd o suficiente para justificar a expressao
(2.45).

A ideia é o seguinte: tomaremos uma sucessdo de fung¢oes continuas k, : R — R, com as

seguintes propriedades:
(D1) kn(z) = 0;
(D2) / kn(z)dr = 1;

—00
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(D3) dados € > 0 e n > 0, existe ng tal que para n > ng se tem

/ kn(x)dx < e.
|z|>n

k2
ky

Figura 2.1: Representacao grafica das ky,

Agsim o primeiro membro de (2.45) pode ser definido como

[e.9]

/_OO d(z)y(x)dx = lim kn ()Y (z)dz. (2.46)

n—oo J_
Logo precisamos mostrar que a partir de (2.46), temos a validagao da (2.45).

Definicao 11. Uma sucessao de fungoes k, : R — R seccionalmente continuas e satisfazendo

(D1), (D2) e (D3) acima é chamada uma sucessao de nicleos de Dirac.

Exemplo 10. Seja k : R — R uma funcao seccionalmente continua, ndo-negativa e tal que
o0
0< / k(x)dx < co. Em particular, essa integral sera, de fato, finito se k(x) se anular fora de
—00
seu intervalo limitado.
o

Logo, tome « tal que o = / k(z)dz, entao as fungoes

—0o0

formam uma sucessao de nucleos de Dirac.

De fato, (D1) e (D2) s@o conferidas facilmente. Para demonstrar (D3), veja que
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o0

Por outro lado, como / k(s)ds < oo isso implica que existe um r > 0 tal que
—00

/ k(s)ds < ea.
|s|>r

. . r
E assim se verifica (D3), caso tomemos ng > —.
n
A propriedade béasica do nucleo de Dirac estd contido no resultado do seguinte enunciado

Teorema 9. Sejam (k) uma sucessao de nicleos de Dirac e f : R — R uma fun¢ao seccional-

mente continua e limitada. Entao:

(a) As fungées f,, abaizo estao bem definidas
fnlx) = / kn(z — s)f(s)ds. (2.47)

(b) Supondo que k,, seja par, entdo para cada x temos

lim f,(z) = L&D+

n—oo 2

(¢) A sucessio (fy) converge uniformemente para f em todo intervalo limitado e fechado I que

nao contenha pontos de descontinuidade da f.

Observagao 11. A funcao f,, definida em (2.47), é chamada de produto de convolucao de k,, e
f, e usamos a notacao f, = k, * f.

Obviamente esse produto pode ser definido para classes mais amplas de fungoes. Por exemplo,
sejam f: R — R e g: R — R funcoes absolutamente integraveis e uma delas limitada. Logo o
produto f * g estard bem definido.

Uma propriedade do produto de convolucao é que vale
frg=gxf
ou seja,
|- = [~ st - s -
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que é facilmente demonstrada fazendo uma mudanca de varidvel.

Demonstra¢ao. O item (a), do teorema, é imediata, pois o integrando de (2.47) é uma funcéo

seccionalmente continua, para cada x fixado, e integravel. De fato, temos que

‘ /_Z kn(z — ) f(s)ds

<M / Fon 1)y,

onde M > |f(x)|, para todo x € R.
[f(zT) + f(z7)] para facilitar a

N

Para demonstrar o item (b), usaremos a notacio f(z) =
escrita. Para isso precisamos de uma majoracio de f,,(z) — f(x). Comecemos escrevendo f, em

vista de (2.48),

Usando isso e a condi¢ao (D2) do nucleo de Dirac, obtemos

[e.9]

Fule) — F(z) = / kn(8)f (& — 5) — F(x)]ds. (2.49)

—00

A ideia para majorar (2.49) é quebra-la em duas partes. Com um § > 0 a ser escolhido mais

adiante, temos

fu(z) = f(@) = /|s|>5 kn(s)[f(z — 5) = f(2)]ds + /|s|35 kn(8)[f (z = s) = f(2)]ds = I + I».

Como k, & par, entao

5 5 0
122/0 kn(s)f(:c+s)ds+/0 kn(S)f(x—S)dS—/O kn(8)[f(2 ) + fa7)]ds.

Logo
é

1
I < /0 kn(s)|f (2 + 5) — f(27)|ds +/0 kn(8)|f (& = s) = f(a7)|ds.
Usando o fato de f ser seccionalmente continua, temos que, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
[fle+s)=flaN)l<e e |flx—s)=flz7)<e

para 0 < s < 4. Logo
6 00
|I5] < 25/ kn(s)ds < 6/ kn(s)ds = e.
0

— 00
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Agora, com esse §, majoramos I

L <2M [ ka(s)ds
|s|>0

e usando o (D3) do ntcleo de Dirac, temos que vai existir um ng tal que n > ng implica em
|I1‘ S 2Me.

Portanto temos

[fu(z) = f2)] < (1+2M)e,

que prova o item (b).

Para mostrar o item (c¢), vamos decompor (2.49) em duas partes. Sejam a e b as extremidades
do intervalo I, ou seja, I = [a,b]. Podemos tomar um ponto 1 > 0, tal que o intervalo fechado
I' = [a—n,b+n] que também nao contera os pontos de descontinuidade da f. Logo dado & > 0,

existe 0 > 0 tal que z1,29 € I' e |x1 — x2| < 0, entdo |f(z1) — f(z2)| < e. Assim

fulz) - f(z) = /| U = s) = f@lds + / () [f (2 — 8) — f(a)lds.  (2.50)

|s|<é

Logo

fule) — f(2)] < 2M / s+ /| Ea(8)| (& — 8) — f(x)lds. (2.51)

[<o

Tomando § < 7, segue que x — s varia em I’ se x percorrer em I. Logo, da segunda integral

de (2.51), obtemos
5/ kn(s)ds < 5/ kn(s)ds = e.
[s|<d —00

Usando (D3) do nucleo de Dirac, temos que para a primeira integral de (2.51), com o e > 0

dado e 0 § > 0 obtido, determinamos ng tal que vale (D3). Portanto
[fu(z) — f(2)] < (1+2M)e,

para todo x € I e todo n > ng, que garante a convergéncia uniforme de (f,,) em I. O
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Voltando a explicagdo de (2.45). Sendo v continua e limitada, segue do teorema acima que

[e.9]

»(0) = lim kn(—s)u(s)ds.

n—oo | _

Logo, se os ntcleos também forem pares, obtemos (2.46).

2.7 Teorema da aproximacao de Weierstrass

Vamos usar o Teorema 9 visto na secao anterior para provar o Teorema de aproximagao de

Weierstrass.

Teorema 10. Seja f : [a,b] — R uma fungdo real continua, definida no intervalo [a,b]. Entdo

existe uma sucessao de polinémios P, que converge uniformemente para f em |a,b].

Demonstracdo. Vamos usar o Teorema 9, tomando um ntucleo de Dirac especifico, conhecido

como nicleo de Landau

L(z) = Cn (2.52)

1
onde ¢, = / (1 — 2?)"dx.
-1
E imediato que (L) satisfaz as propriedades (D1) e (D2) dos ntucleos de Dirac.

Mostremos entdo que satisfaz (D3). Observe que

2
n+1

1 1
on = 2/0 (1—2)"(1 4 2)"dz > 2/0 (1— 2)dz = (2.53)

Logo, como ¢, é uma func¢io par, temos, para 0 < § < 1

1 1— 2\n
/ Ly (z)dx = 2/ &dw,
|z|>6 ) Cn

e como (1 — 2%)" ¢ decrescente em x, temos que

/ Lo(z)dz < (1 — 82)"(1 — 5).
|z|>d

Cn
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Assim, usando (2.53),
/ Ly(z)dz < (n+1)(1 —6%)"(1 = 9). (2.54)
|x|>0

Sendo ¢ < 1, entao dado € > 0, temos que o segundo membro de (2.54) é < €, para n > ng
de um certo ng. E assim se verifica (D3).
Iniciaremos a demonstrar o teorema com [a,b] = [0, 1], com f(0) = f(1) = 0. Definindo a

funcéo

z), se x € [0,1];
pay | f@sezeion
0, sex<0oux>1,

que é continua e limitada em toda reta. Definimos também as func¢oes

Pelo Teorema 9, essas fungoes convergem uniformemente para f(x) no intervalo [0, 1]. Preci-
samos entdo mostrar que Fy,(x) é um polindémio em z, quando z € [0, 1].

Note que

para x € [0, 1], temos que |z — s| < 1. Logo temos que

Folx) = /0 1~ (x— )" f(s)ds.

Note que

n 2n
[1—(z—s)?" = Z a1 F(z — 5)?F = Z a;z" 87,
k=0 J=0

logo F,(z) é uma soma de integrais da forma

1
ajl‘”j/ s7f(s)ds
0

com j =0,1,...,2n, o que faz de F,, um polinémio de grau 2n.

Caso [a,b] # [0, 1], consideramos a fungao
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que é continua para y = [0,1]. Portanto, se tivermos uma sucessao de polinomios P, (y) que

converge uniformemente para g(y), entao os polinémios

Qu(z) = Py (Zj__;‘)

convergirdo uniformemente para f(z) em [a,b]. Agorase f(0) e/ou f(1) forem diferentes de zero,

considere a seguinte fungao

que é continua em [0,1] e h(0) = h(1) = 0. Portanto, se tivermos uma sucessao de polinémios

R, (z) aproximando uniformemente & h(z), entdo os polindmios

Sn(x) = RBn(x) + f(0) + z[f(1) — £(0)]

aproximarao uniformemente a funcao f. O

2.8 Teorema de Fejér

Em geral, apesar das séries convergentes serem mais utilizadas, iremos ver que as algumas

vezes as séries divergentes também sao uteis e podemos fazer bom uso delas.
o0 n

Quando temos uma série g an, sabemos que ela converge se a sua reduzida A, = E a;
n=1 j=1
convergir. Fazemos desse modo pois o conceito resultante é til, mas e se houver a necessidade

de outro tipo de convergéncia de série, por qué nao usa-lo?
o0

Por exemplo, a série E (=1)"*! diverge no conceito acima. Entretanto Euler e outros ma-

n=1

: . . : . 1
teméticos observaram que a média aritmética de suas reduzidas convergem para R De fato as

suas reduzidas sdo A1 =1, Ao =0, A3 =1, A4, =0, ..., e assim a sua média aritmética
Al +...+ An
op =
n
sa0
n n
O2p—1 = € O2p = 75—
" 2n — 1 " on’

que formam a sucessao (o0y,,), que convergem para 5
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Quando uma série converge nesse sentido, dizemos que ela é Cesaro-somdvel, e a soma da
série, no sentido comumni, € igual ao limite da sucessdo das médias aritméticas das reduzidas. E
isso nos mostra que o conceito de somabilidade de Cesaro é bom, pois ela torna soméavel as séries
divergentes, sem perturbar as que convergem.

Ja vimos que uma funcgéo continua f : R — R e 2L—peri6dica, possui a sua série de Fourier,
e que nem sempre converge no sentido comum, mas vem o seguinte questionamento, ela pode ser
Cesaro-soméavel? Quem respondeu essa questao foi Fejér em 1904 e o seu teorema também diz
algo sobre a convergéncia nos pontos de descontinuidade.

Consideremos uma funcao f : R — R seccionalmente continua e 2L periédica. Representamos

por s,(x) a reduzida de ordem n

sp(x) = %ao + Z (ak cos (T) + by sen <k7£$>)
k=1

e por op+1 a média aritmética de sq, ..., S,

On4+1 = (50+---+5n)-

n+1

Como vimos na secao 2.2

L
5n(z) = / Dule =) ).

onde D,, é o nucleo de Dirichlet que vale

Sen —

2L

Duw) = 7 (1 £ s (m>> o [(n +7r%v> H : (2.55)

para x # 2nL, com n € Z. Logo, as médias aritméticas também possuem uma representagio

integral
L
Onr(z) = / Frale =) )y, (2.56)
onde
Fni@) = —— 3" Dya) (2.57)
n+lx_n+1k_0 k\T), .



que é o nicleo de Fejér.

Lema 3. O nicleo F,1(x) de Fejér é uma fungao par, continua e 2L—periddica que podemos

ETPressar como

2

(n+1)rx

1 sen —— -
F = 2.58
n+1(l’) 2L(n + 1) sen T ) ( )

2L
para x # 2nL, com n € Z, e tal que
n+1

Fr1(0) = —7—- (2.59)

Demonstracao. Segue da definicao que F,y; é continua, par e 2L—periddica, pois D; possui

essas mesmas propriedades. Assim de (2.55) e (2.57) segue que

sen k—i—l ™
1 - 2) L

2L(n+1) mr
k=0 sen o7,

Fn+1($) =
Portanto devemos obter uma expressao para
A(f) = isen (k: + 1) 0
= 5 )0
k=0
Note que A(f) é a parte imaginaria de

n n i(n+1)0
i(k+1/2)0 _ i6/2 ko _ g2l — € (1)
E e =e E e ="t
1 — e
k=0 k=0

i0/2
realizando um ajuste na fracao 1o obtemos
—e

1— ei(n+1)9 1— ei(n-‘rl)@
e~i0/2 _ ¢i6/2  _2jsen(6/2)
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. ~ . i
Logo, multiplicando a expressao acima por o

sen 22 2

_ 1—cos[(n+1)0] 2

A®) = 2sen(0/2) seng ’
2

para 6 # nmw, com n € Z. Fazendo 6 = % obtemos (2.58). Para (2.59), observamos que
_J+1)2
L

D;(0) e o lema esta demonstrado. O

O lema acima ¢ essencial para demonstrarmos o seguinte teorema.

Teorema 11 (Fejér). Seja f : R — R, uma fungdo seccionalmente continua e 2L—periddica.

Entao
1
i) Para cada z, lim o, (z) = §[f($+) + f(z7)];
i1) A sucessao de (0y,) converge uniformemente para f em todo intervalo fechado I que nao

contenha pontos de descontinuidade da f.

Demonstra¢do. Comecemos observando que, de (2.56), temos

L
51@) = [ Fua)f @ )y

—L

Logo, se definirmos as fungoes

Foii(x), se —L<z<1IL;

(I)n—i-l(m) =
0, se |z| > L,
teremos que
o
mniala) = [ Bay)f(a = )y (260)
—o0

Para aplicar o teorema 9, devemos mostrar que (®,,41) ¢ uma sucessao de ntcleos de Dirac.
A propriedade (D1) é imediata, ja que (®,,41) > 0.
Vejamos entdo a propriedade (D2), queremos mostrar que a integral impropria de (®p41)

vale 1. De fato, note que

—00

[e's) L 1 n L
&, (x)dz = | E, - Dy (z)dz,
| tun@e= [ P n+1kzo/—L (a)da
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mas como i
L L .
1 1
/LDk(ar)dx: L/L2+ E cos <T) dr =1,
J=1

portanto temos que

/ O, p1(x)de =1

—0o
que era 0 que queriamos mostrar.

Para verificar a propriedade (D3), sejam dados € > 0 e § > 0. Teremos que

onde usamos

(n+ 1)mz
n
se o 1
sen i B w3\ ?
2L (Sen 2[/)
que ¢ vélida para x € [4, L]. Logo
L-§

/ Py (2)dr < 5\ 2

|z|>d m

L 1 —
(n+1) (sen 2L>

sendo assim, para um n suficientemente grande a condigao (D3) do nticleo de Dirac é satisfeita.
Desse modo o teorema 9 se aplica de imediato, o que conclui a demonstracdo do teorema de

Fejér. 0

2.9 Demonstracao da identidade de Parseval

Nesta tltima secao iremos provar a validade da identidade de Parseval e em seguida mostrar
a unicidade da representacdo da série de Fourier.

Na Secdo 2.3, estabelecemos a relacao (2.28) que nos diz que

2
_Lag

L n
_ 2 2 2
0< e, = / @Pde = =58 = L5 (et + 1),
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Sendo assim, d4 para perceber que as duas assertivas abaixo sdo equivalentes

lime, =0 (2.61)

n

ag 2 2 1 [t 2
— + (aj +by) = / |f(x)|*dx. (2.62)
2 — L]

Perceba que a relacao dada em (2.62) é a identidade de Parseval. Mostraremos, a seguir, que

a relagao (2.61) ocorre, ou seja,

L
lim |sn(2) — f(x)]*dz = 0, (2.63)

n—oo |

para toda funcio de .2, em [—~L, L]. Como consequéncia, ird seguir que a identidade de Parseval

vale para tais fungoes f. A expressdo (2.63) também pode ser escrita como

ag " ) kmx ) kmx
5 + ; <akcos <L> + by sen (L))] ,

onde [.i.m. s3o as iniciais da expressdo inglesa limit in (the) mean.

Teorema 12. Seja f : R — R uma funcdo 2L—periddica, e de £? em [—L,L]. Entio a série

de Fourier da f converge em média quadrada para f, ou seja, € vdlida a relagio (2.63)

Demonstracao. (i) Caso f seja continua.
Pelo teorema de Fejér, a sucessdao (0,) das médias aritméticas das reduzida s, convergem

uniformemente para f em [—L, L], isto &,

_pax on(z) - f(2)] =0,

quando n — oo.

Como
[ toute) - st@ar <201 s loate) - 517
temos que
/LL lou(x) — f(2)Pdz — 0 (2.64)
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quando n — oo.
Por outro lado, como o, (z) ¢ um polindémio trigonométrico de ordem n, entdo temos que,

pelo resultado da secao 2.3

L L
S$—372 O'IIZ—.Z'2CC
/|n<> f()!S/LIn() f@)Pd

—L

e usando (2.64) segue (2.63), sendo assim a assertiva do teorema é valida.

(73) Caso geral.

Vimos na secio 2.3 que toda funcao f de .£?, de quadrado integravel, pode ser aproximada
em média quadrada por funcoes continuas 1. E além disso, se f for 2L—periédica, entao o

também serd. Sendo assim dado € > 0, devemos mostrar que existe um ng tal que

L
/ |sn(z) — f(z)]2dx < ¢, (2.65)

—L

para n > ng.

Logo, existe uma funcao 1 : R — R continua e 2L—periddica tal que

62

L
| 1) = vio)ae < 5 (2.66)

Por outro lado, usando o caso anterior, temos que existe um ng, tal que para n > ng, temos

2

L 13
/_L [9(r) — Su(a) Pdr < (2.67)

onde s, é a reduzida de ordem n da série de Fourier da . Usando a desigualdade de Minkowski,

temos

[/L |f(z) — én(:zr)|2d:v} v < [/L |f(z) — wn(l‘)|2d$:| v + [/LL () — B0 (2) 2

L L —

1/2

Logo, usando (2.66) e (2.67), se tem

/L |f(z) — 8n(x)]*dr < 2 < ¢,

—L
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se € < 1. Dos resultados da se¢ao 2.3, como §, é um polinémio trigonométrico de ordem n, entao

L L
/ (@) — su(@)2da < / (@) — Gula)Pde < e,
—L —L

para todo n > ng, ou seja, vale (2.65), o que conclui a demonstracao. O

Dado um conjunto {1, } de fungdes quadrado integravel em [—L, L], dizemos que esse con-

junto é um sistema ortogonal se

L
/_L Y (2) 1 (x)dr =0, se n #m

L
/ V2 (x)dx = ¢, #0.
L

F recebe o0 nome de ortonormal se ¢, = 1, para todo n. J& vimos que o sistema trigonométrico

1, cos knrix sen kﬂ
) L ) L )

para todo k > 0 é ortogonal. Decorre das relagoes de ortogonalidade que

1 1 (k‘mc) 1 <k7rx> (2.68)
——,—cos| —),—sen| — |, .
V2L V2 L )"\2 L
para todo k > 0, é um sistema ortonormal.

Definigao 12. Um sistema ortonormal é dito completo se para uma funcao f de £* em [—L, L],

tivermos

L
/ fion =0, Vn, (2.69)
—L

entao f =0, ou seja, significa que f(x) =0 em todos os pontos de continuidade.
Teorema 13. O sistema trigonométrico (2.68) é completo.

Demonstracao. A demonstracio decorre de imediato usando a identidade de Parseval, pois, neste

caso, (2.69) diz que todos os coeficientes de Fourier de f se anulam. Portanto

L
/ () P = 0

—L
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o que implica em f = 0. De fato, se z( for ponto de continuidade da f e f(xg) # 0, entdo existira

um intervalo [zg — 0,9 + 6] onde f(z) # 0. Logo

o< [ = [ i@par=o

0 que é absurdo. O

Teorema 14 (Unicidade da série de Fourier). Sejam f e g fungées 2L—periddicas e de L2 em
[—L,L]. Suponha que as suas séries de Fourier sejam as mesmas. Entao f(x) = g(z) em todos

0s pontos de continuidade da f e da g.
Demonstracao. Seja h = f — g. Como os coeficientes de Fourier de f e g sd0 0os mesmos, entao

L
/ hi, = 0, para todas as 1, do sistema trigonométrico. Logo, pelo teorema anterior, temos
L

que h = 0, sendo assim temos que f = g. O
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Capitulo 3

Equacao da onda

Neste capitulo iremos modelar o problema da corda finita vibrante, também utilizaremos o
Meétodo de Fourier para resolver o problema de valor inicial e de fronteira envolvendo a equacao
da onda tanto no caso homogéneo quanto em um caso nao homogéneo. Também mostraremos

que a solucdo encontrada por esse método é tinica.

3.1 Equacao da corda vibrante

Nessa secao estudaremos o problema das pequenas vibragoes transversais de uma corda per-
feitamente flexivel.

O fen6émeno ocorre no plano (x,u) e se supde que a corda vibre em torno da posi¢ao de
repouso ao longo do eixo x. Tem se como hipoétese que as particulas da corda se desloquem
apenas no eixo u. Iremos também considerar que a corda nao ofereca resisténcia & flexao.

Para deduzir a equagdo diferencial que deve satisfazer a fun¢ao u(z,t), que representa a
posicao do ponto x da corda no instante ¢, utilizaremos a seguinte lei de Newton: "a derivada
com relagdo ao tempo da quantidade de movimento do corpo é igual & soma das forgas aplicadas".
Como as grandezas envolvidas nessa lei sao vetoriais, precisaremos ter um cuidado especial com
direcdo e a orientacao das forgas, velocidades, aceleracoes, etc.

Aplicaremos essa lei em um sistema mecanico constituido por um trecho de corda entre dois
pontos arbitrarios, z € [a, b]. Denotaremos por p(x,t) a densidade da corda e, pelo que vimos na
hipotese, como a corda se desloca em uma direcao normal a x, temos que a densidade independe

de ¢, ou seja, podemos simplesmente denotar a densidade por p(x). Desse modo a quantidade
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de movimento da corda entre os pontos a e b é dada por

b
M(t) = / o()us (s D)da, (3.1)

onde w;(x,t) é a velocidade do ponto = da corda no instante ¢.

Note que nao ha componentes da velocidade na direcao x, pelo fato das vibracdes serem
transversais. Com isso existem duas forgas a serem consideradas. Primeiro, a acdo do resto da
corda sobre o trecho entre a e b, que é representada por forgas de tensdo na direcao tangente as

forcas F, e Fp, indicadas na figura abaixo.

Representando por f(a,t) e f(b,t), respectivamente, as intensidades dessas forcas, e 6, e 6,
os angulos tangentes a corda com o eixo x nos pontos a e b, respectivamente. Usando a lei de

Newton enunciada e usando o fato de que ndao ha movimento em x, obtemos que
f(b,t)cosby, = f(a,t)cosb,,

onde concluimos que a componente horizontal da secao, independente do ponto x, é uma funcgio
que depende apenas do tempo, denotando assim por 7(t). Sendo assim, a resultante vertical das
forgas de tensdo no trecho [a,b] é

r=b

b
F(#) 180y — (1) teba = T(Oua(z, t)| = / ()1t (1) . (3.2)

r=a

Além das forcas de tensao, o sistema pode estar sujeito & acdo de forcas externas como
gravidade, resisténcia ao movimento, ou forcas que tendem a restaurar a posi¢ao de equilibrio da

corda. Denotaremos por hy(z,t,u) a densidade linear dessas forcas e utilizando a lei de Newton,
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junto com (3.1) e (3.2), temos

d b

b b
& [ oy, = / T (#) e (2, ) + / b (2,1, ) da (3.3)

Supondo que uy(z,t) seja continua, podemos comutar a derivada com a integral da equacao

acima. Além disso, como a e b sdo arbitrarios, de (3.3) obtemos a equagao da onda
P($)Utt = T<t)urr + hl(flf, t, U),

ou seja,

U = gy + hz,t ), (3.4)
onde () = T Ly et
de c*(z,t) (0) h(x,t,u) OR

Citaremos algumas equagdes da onda de acordo com o tipo das forgas externas.
1) Vibragoes livres: Suponha que as tnicas forcas atuantes sejam as de tensdo, dessa forma

temos
U = gy, (3.5)

onde podemos supor também ¢ constante, caso a corda seja homogénea, p(x) = constante, e caso
suas vibragoes possuam amplitudes pequenas, 7(t) = constante.
2) Vibragédes for¢adas: Suponha que nesse caso a corda esteja sujeita a uma forga externa,

que pode variar com x e t, dessa forma temos
Ut = gy + h(z,1). (3.6)

3) Vibragoes amortecidas: Suponha que a corda esteja imersa em um fluido, podendo ser
o ar, em que exista uma resisténcia ao movimento. Nesse caso, existe uma forca externa que
depende da velocidade, que suporemos ser da forma h(z,t) = —bu(x,t), comb > 0, dessa forma

temos
U = gy — buy. (3.7)

4) Vibragoes sob ac¢ao de uma forga restauradora: Suponha que exista um dispositivo que
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produza uma forga que colocard a corda na posi¢ao u = 0, dada por —au(x,t), dessa forma temos
U = CUgy — Q. (3.8)

Em resumo, provamos que uma corda, que vibra em torno da posicao u = 0, tem a sua
posi¢ao u(x,t) governada pela equagao (3.4) das ondas. O que nos falta dizer é sobre a extensao
da corda e sobre o tipo de articulacdo das extremidades. Consideremos alguns casos.

1) Corda finita com extremidade fiza: Suponha que a corda tenha comprimento L, e que,
quando em posi¢ao de repouso ela ocupe a porcao do eixo x entre 0 e L. Assim a hipdtese dasa

extremidades fixas implica que
u(0,t) = u(L,t) =0, (3.9)

para t > 0, essas condicOes s@o chamadas de condigdes de fronteira. Sob o ponto de vista
matematico, o que nos interessa ¢ o deslocamento inicial da corda, u(x,0), e 0 modo como a

corda ¢é solta nessa posi¢ao, u¢(x,0). Desse modo precisa ser fornecido

u(z,0) = f(z), para0 <z < L, (3.10)

ut(x,0) = g(z), para 0 <z < L, (3.11)

que sdo as condicOes iniciais. Portanto o problema da corda vibrante finita, com extremidades
fixas, consiste em determinar uma funcao u(z,t) para 0 < x < L e t > 0, que satisfaca & equagao
(3.4) com as condigbes de fronteira (3.9) e que satisfaca as condigoes iniciais (3.10) e (3.11). Um
problema desse tipo é conhecido como um problema de valores iniciais e de fronteira (PVIF).
2) Corda finita com extremidades livres: Considere uma corda de comprimento L e cm suas
extremidades forcadas a nao se afastarem de trilhos colocados perpendicularmente & corda, no

plano (z,u) de vibracao. Isso implica em
uz(0,t) = ug(L,t) = 0, (3.12)

que sao as condicoes de fronteira desse problema. Supondo as mesmas condicdes iniciais do
caso anterior, temos que o PVIF é determinada pela funcdo u(x,t) que satisfaca (3.4) com as
condigbes iniciais (3.10) e (3.11) e as de fronteira (3.12).

3) Outras condigdes de fronteiras: Podemos ter o caso de vibragoes de uma corda cujas as
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extremidades se movem transversalmente, de acordo com as leis conhecidas. Por exemplo
u(0,t) = a(t) e u(L,t) = b(t),

para t > 0.
Outra possibilidade seria aquela em que a extremidade, x = 0 por exemplo, tenha uma

conexao elastica, que implica na condi¢ao de fronteira u,(0,t) + hu(0,t) = 0.

3.2 Resolugao por séries de Fourier

Nessa secdo veremos como o método de separagao de varidveis e o estudo das séries de Fourier

sao utilizadas para resolver o seguinte problema da corda vibrante finita com extremidades fixas.

Uty = CQU:ccm em %,
u(0,t) = u(L,t) =0, para t > 0, (3.13)

U(.Z‘,O) = f(.%’), Ut(ﬂj‘,()) = g($)7 para 0 <z < L,

onde supomos ¢ constante e % ¢ a semi-faixa {(x,t) € R%; 0 <x < Let >0}

Resolu¢do formal: Utilizaremos o método de Fourier que consiste em usar a separagao de
variaveis para determinar funcoes do tipo u(z,t) = F(x)G(t) que satisfagam a equagao da onda e
as condigoes de fronteira do problema (3.13). Feito isso, utilizaremos essas fungoes para compor
uma funcao que também satisfard as condicoes iniciais.

Primeiramente, substitui-se a funcdo u(z,t) = F(z)G(t) na equacdo da onda, obtendo-se
seguinte relacao

d*G(t)

2 T
F) T — 2 T

dx?
Logo temos que F(x)G"(t) = 2G(t)F"(x), ou ainda

F//(:L,) B G//(t)

F(z)  2G(t)’ (314)

Note que o lado esquerdo de (3.14) depende apenas de z, e o lado direito depende apenas de
t, portanto ambos os membros dessa equacao independem de x e ¢t. Sendo assim cada um dos
lados pode ser igualado a um pardmetro o, que independe de z e ¢, o qual serd determinado de

modo que as condigoes de fronteira sejam satisfeitas por u(z,t) = F(x)G(t). Logo, de (3.14),
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obtemos

F" —oF =0, (3.15)

G" = oc%G. (3.16)

Das condigoes de fronteira, temos que 0 = u(0,t) = F(0)G(t) e 0 = u(L,t) = F(L)G(t), o
que implica em F(0) = F(L) = 0, pois caso G(t) = 0, terfamos que u(z,t) = 0 pata todo = e t,
mas esse caso nao nos interessa.

Logo chegamos ao seguinte problema de autovalores

F'—ocF =0
F(0)=F(L) =0,

(3.17)

com F(x) # 0, onde o é chamado de autovalor e F'(x) é chamado de autofungao. Para isso
precisamos considerar os possiveis casos para o

Caso I: Se o0 > 0 temos que a equacao caracteristica da equacao diferencial ordinaria (EDO)
F" —oF =0, sera

5527(7:0,

e essa equagao possui duas raizes reais distintas, sendo assim a sua solucao geral é dada por
F(z) = c1eV7% + cpe Vo7,
Logo o par (c1,c2) deve satisfazer as condigoes de fronteira, ou seja,

c1+c=0
c1eVol 4 cpeVIL = 0,

que sé possui solucdo trivial, ¢; = co = 0, e nesse caso temos que F' = 0 o que implica em
u(z,t) = 0, para todo x e t, o que nao nos interessa.
Caso I1I: Se o = 0 temos que a sua equacao caracteristica possui duas raizes reais idénticas,

logo temos que a sua solucao geral sera

F(x)=ciz+c

77



e obtemos o seguinte sistema de equagoes, para satisfazer as condigoes de fronteira

co = 0;

c1 L+ cyg =0,

nesse caso nos deparamos novamente com a solucdo trivial.
Caso II1: Se 0 < 0 a equacdo caracteristica possuird duas soluctes imaginérias, e tomando

0 = —)\2, teremos que a solucio geral serd

F(z) = ¢ cos(Az) + casen(Ax),

e o sistema de equacoes para as condicdes de fronteira serd

01:0;

casen(AL) = 0.

Como queremos que cg # 0 teremos que sen(AL) = 0, ou seja, AL = n7w, com n € Z*. Logo,

como o = —\2, temos
n’n?
on = T
comn > 1.
Portanto temos que
nwT
F,(z) = sen (T)

Utilizando o o, dado, conseguimos obter a seguinte solugao para (3.16)

t t
Gy (t) = ay cos (mzc ) + b, sen <n7£c > ,

onde a, e b, sao constantes arbitrarias.

Logo, para cada n, a funcdo dada por

t t
Un(x,t) = an sen (nzx) cos <n7£c ) + b, sen <?> sen (m;c ) , (3.18)

¢ solucdo da equacao da onda e satisfaz as condigoes de fronteira do PVIF (3.13).
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Pelo Principio da Superposi¢cio temos que para cada N € N a expressao dada por

i A, SEN <@> COS nmct +b sen (nﬂm)sen net
" L L " L L ’

n=1

ainda é uma solucdo para a equacao da onda e também satisfaz as condi¢oes de fronteira do
PVIF (3.13). Porém, de forma geral, a expressdo acima nao iréd satisfazer as condi¢oes iniciais
do PVIF (3.13), a menos que as fun¢des f e g sejam dadas por uma combinagao linear finita de
Senos.

Devido a esse problema, o préximo passo do método de Fourier é considerar
oo

u(x,t) = Z [an sen (%ﬂ) cos <n7£ct> + by, sen (?) sen (m;ct)} ) (3.19)

n=1

onde as constantes a,, e b, precisam ser determinadas de modo a satisfazer as condic¢oes iniciais
do PVIF (3.13).

Isso implica em
> nwT
flx) = Zan sen (T) , (3.20)
n=1

e dessa forma é necessario que

an = E/OL f(x)sen (%) dx. (3.21)

Para determinar b, iremos obter u;(x,t) derivando, termo a termo, a série (3.19), obtendo

assim
g =Y %bn sen (”%x) . (3.22)

Logo

onde obtemos

9 L
bp=— [ g(x)sen (?) dx. (3.23)
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Ou seja, a solucao formal do PVIF (3.13) é dada por (3.19) onde os coeficientes a,, e b, sdo
calculados em (3.21) e (3.23), respectivamente.

O termo “solucao formal” é usado no sentido de que se o problema tiver uma solucao, e para
tal se deve impor condigoes em f e g, entdo ela sera dada pela expressao (3.19). Sendo assim,
temos que (3.19) junto com (3.21) e (3.23) é um candidato & solucao do PVIF (3.13), e com isso

surgem algumas questdes naturais:
i) A série (3.19) converge?
ii) Ela define uma funcio continua em %7
iii) Ela ¢ uma funcio de classe C? em %, que ¢ solucio do PVIF (3.13)?
iv) Quais as condigoes sobre f para que (3.20) ocorra?

v) Quais as condigoes sobre g para que (3.22) ocorra?

Esses questionamentos sao respondidas no resultado enunciado a seguir.

Teorema 15. Suponha que [ e g sejam fungoes dadas em [0, L] tais que f, f', ", g, ¢ sejam
continuas e ", ¢" sejam seccionalmente continuas. Além disso, suponha que f(0) = f(L) =

17(0) = f"(L) = ¢g(0) = g(L) = 0. Entao:
i) an € by estao bem definidos em (3.21) e (3.23), respectivamente;

i1) as igualdades (3.20) e (3.22) ocorrem;

iii) a expressio (3.19) define uma funcio continua em %, de classe C* em %, que satisfaz

todas as condigoes do PVIF (3.13).

Demonstragao. O item (i) segue de imediato pelo fato de f e g serem continuas em [0, L], o que
implica que as integrais em (3.21) e (3.23) convergem.

O item (i) segue da hipétese de f e g serem de classe Ct em [0,L] e que f(0) = f(L) =
g9(0) = g(L) = 0, entdo f e g podem ser estendias continuamente a reta toda de modo a serem
funcGes impares e 2L periddicas.

Para mostrar que (3.19) define uma funcdo continua em %, pelo M Teste de Weierstrass

oo
basta mostrar a convergéncia da série Z(]an] + |bnl|), pois ela majora a série (3.19).

n=1
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Realizando a integracdo por partes em (3.21), trés vezes, usando as hipoteses f(0) = f(L) =

n
17(0) = f"(L) = 0, e utilizando a notagao 7 =@ para facilitar a escrita, teremos que

) L
an, = / f(z)sen arzdr
L 0

_ 2 (—f(z)(am) "t cos amz) L—i—/L f'(z)(am)™! cos arzdr
= 7 0
= z( )~ (f'(x)(am) " sen )L—/Lf"( )(am) ! sen amad
= flom x)(am)” " sen arx A x)(an)” " sen arrdr
2 Lr
= —z(onr)_2 [(—f”(x)(aw)_lcosaﬂx) —I—/ f”’(x)(om)_lcosamrdx]
o Jo
= —%(aﬂ’)_?’ /L " (x) cos amxdz,
0
ou seja,
2 mrx
= jgag/ f(x )dx. (3.24)

De modo andlogo, integrando por partes (3.23), duas vezes, obtemos

2r? (L, nmwT
by, = — /0 9" (z) sen (T) dx. (3.25)

n3m3c

Logo de (3.24) e (3.25) obtemos a seguinte relacao

k K
lan| < ) € |bn| < w3

onde k e k' sdao constantes.
Sendo assim as séries > (|an| + |bn]) € D (nlan| + n|by|) convergem, o que mostra que u é
continua em Z e de classe C' em %#. E mostra que as derivadas primeiras de u podem ser

obtidas derivando-se (3.19) termo a termo, sendo elas

% = Z <ann£r cos (”Lﬂ) cos (mj;ct) + bnn% cos (?) sen (m;ct)) , (3.26)

?;; = 1 <_ann;rc sen (n—zx> sen <n7£ct> + bn% sen (ﬂLx) cos <n7£ct>> . (3.27)
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De (3.24) e (3.25), obtemos

X K
lan| < $|Cn‘ e bn| < ﬁmn‘, (3.28)

onde ¢, e d, sao os coeficientes de Fourier de ' e ¢”, respectivamente. Logo, utilizando a

1
desigualdade ab < §(a2 + b%) em (3.28), temos que

9 1 1 9 9 " 1 9
n|an|§2(nQ—|—|cn|) e n|bn|§2<nQ+\dn|>.

Portanto

o0

2 2y < VAR (YL S 2 S 2 3.29
(n |an|+n|n|)_T Z$+Z\0n| +Z|n| > (3.29)
n=1 n=1

n=1 n=1

onde as duas ultimas séries de (3.29) convergem em virtude da desigualdade de Bessel

o0

ao 2 2 I 2
9 L5 a2 +02) <+ / (),
2 L J_;

n=1

vale ressaltar que f”/ e ¢” sao seccionalmente continuas e portanto sao funcoes de quadrado
integravel. Logo a série da esquerda em (3.29) converge, o que implica que u ¢ de classe C2 em
Z e a segunda derivada de u pode ser obtida derivando (3.26) e (3.27) termo a termo. Com isso

se verifica que wu satisfaz a equacdo da onda, o que conclui a demonstracao.

3.3 Energia da corda vibrante

Nessa se¢do iremos estudar um pouco sobre a energia da corda vibrante e usaremos esse
estudo para demonstrar a unicidade da solucao encontrada pelo método de Fourier.

Seja u(z,t) uma solugdo da equagao da onda, p(z)uy = 7(t)uz,s + b1 (2, t,u), com a hipGtese
adicional de 7(t) = 7 ndo depender de t. Mais precisamente, suponhamos que u seja uma funcao
de classe C! em Z e de classe C? em %, e que satisfaca a equacdo da onda em Z#. Assim, se

multiplicarmos essa equacao por u; e integrando com relacdo a x entre 0 e L, temos

L L L
/ p(x)uyurde :/ Tumutdx—l—/ hi(x,t, u)updz. (3.30)
0 0 0
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Observe que ugus = 5( 2); e se realizarmos a integracdo por partes na segunda integral de

(3.30), teremos

1d (L L L L
—— p(x)uldr = (Tugus)| — / T Uz Utg AT —i—/ hi(z,t, u)upde,

0

- 1 .
que usando a relacdo upuy = i(u’%)t pode ser escrito como

3 ) oniio [ i
— | = plx)ujdr + = TULAT | = TUgUt
dt |2 /o t 2 Jo

A equagdo (3.31) é chamada de equacdo de energia e as expressoes

L L
+/ hi(z, t, u)ude. (3.31)
0

0

L
K(t):% /0 p(z)lds e (3.32)
V(t) = % /0 ' Tulde, (3.33)

sdo a emergia cinética e a energia potencial da corda, respectivamente. A expressao dada por
E(t) = K(t) + V(t) é a energia total da corda.
Seja u a solugdo do PVIF (3.13), obtido na se¢do anterior, nesse caso temos que h; = 0 e

ut(0,t) = ue(L,t) = 0. Logo podemos reduzir (3.31) para

d[l/L (z)uld +1/L Qd] 0 (3.34)
— | = P\T )uy AT - TU,axr| = U, .
dt |2 /o t 2 Jo

o que implica que a energia E(t) é constante em relagdo o tempo. Assim, temos um principio
de conservacao de energia para o fenémeno de vibracao da corda com extremidades fixas, e sem
acao de forcas externas, isto é, h = 0. Também se diz que o sistema é conservativo. A mesma,
conclusao temos para o caso de vibracao da corda, sem acao de forcas externas, e com condicoes
de fronteira u;(0,t) = ugy(L,t) = 0.

A energia da corda vibrante no instante inicial £ = 0 é dada por

L L
E0) = ;/0 p(m)g(:v)de—i—;/o 7f'(x)%dz, (3.35)

e o principio de conservagao de energia no PVIF (3.13) diz que essa energia ¢ mantida. O

resultado de unicidade de solucao serd demonstrado usando esse principio.
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Teorema 16 (Unicidade). A solu¢iao do PVIF abairo, caso exista é unica:

p(x)utt = TUgy + kl(x7t)> em X%,
w(0.1) = (1), w(Lt) = ha(t), £ >0, (3.36)

u(z,0) = f(z) u(x,0) =g(x), 0 <z < L.

Demonstrag¢ao. Suponha que o PVIF (3.36) tenha duas solugdes u; e uy. Por solucdo estamos
entendendo uma funcdo de classe C? em Z e continua em % que satisfaz todas as relaces de
(3.36). Observe que isso requer as seguintes relagoes de compatibilidade entre os dados iniciais
e os de fronteira: h1(0) = £(0), ha(0) = g(L). E facil ver que a fungio u = u; — ug é de classe
C? em %, continua em Z e satisfaz ao seguinte PVIF, o qual ¢ do tipo (3.13):

p<x)utt = TUgyx
u(0,t) =u(L,t) =0

u(x,0) = uy(z,0) = 0.

E claro que nesse caso a energia inicial E(0) é zero. Logo, pelo principio de conservagao de

energia concluimos que

L 1 L
E(t) = / p(x)uids + / Tulde =0,
2Jo 2Jo

para todo t > 0, o que implica que u(x,t) = uz(z,t) = 0, para todo (x,t) em Z, uma vez que
p(x) e T sdo positivos. Logo u(x,t) ¢ igual a uma constante em %, e usando a continuidade de
u em #, com as condicoes iniciais nulas no PVIF acima, concluimos que v = 0 em %, ou seja,

uy = ug. Assim temos a unicidade de solugao no PVIF (3.36).

3.4 Harmonicos, frequéncia, amplitude

Pelo método de Fourier obtivemos fun¢oes

nmnx nmct nmx nmct
un(x,t) = an sen (T) cos < 7 > + b, sen (T) sen ( 7 ) ,

84



que sdo solucdes da equacio da onda uy = c*ugy, e que satisfazem as condicoes de fronteira

kL
u(0,t) = u(L,t) = 0. Essas funcoes sdo chamadas de ondas estacionarias, pois para x = —,
n
nmT
com 0 < k < n, teremos que sen I = 0. Portanto apenas esses pontos permanecem parados

caso a vibracao da onda é descrita pela funcao wu,. Esses pontos sdo chamados de nés da onda
estaciondaria, os pontos médios de dois nés consecutivos sdo os antinés ou ventres e o dobro da
distancia de dois nés consecutivos é o comprimento de onda.

A fungao wu, recebe o nome de n-ésimo harmoénico ou n-ésima tonica. A primeira tonica é

conhecido como ténica principal ou harmoénico fundamental, e os demais sdo as supertonicas.

Seja ay, = y/a2 + b2. Considerando os valores

temos que X2+ Y2 = 1, ou seja, o ponto (X, Y,) estd sobre a circunferéncia de raio 1 centrada

na origem. Portanto, existe 6, € [0, 27], chamado de fase, tal que

X, = cosf, e Y,, = sen6,,.

a
Segue entdao que a, = o, sen by, b, = a, cosb, e tgh, = b—n

n
Substituindo essas relagdes em u, obtemos

nmct nmwe
un(x,t) = ayy sen < T + 9n> sen (T) . (3.37)

Note que o movimento da corda a cada ponto x obedece uma lei senoidal de amplitude

nmwx . — nc A
ay, sen —— de periodo T, = — e de frequéncia w, = T,;! = ——, desse modo a frequéncia de
L ne 2L
vibragdo é a mesma para cada x. Logo
nc <HFI)
Wy = — e apsen | —
2L L

sao, respectivamente, a frequéncia e a amplitude do n-ésimo harmonico. Observe que a frequéncia
da supertonica é miltiplo da frequéncia da ténica principal.

A energia do n-ésimo harménico: Considere o m-ésimo harmoénico u, gerado pela corda
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vibrante com extremidades fixas e usando a expressao (3.37) obtemos

nmwe nmct nmwe
cos < 7 + 9n> sen <T) ,

ouy,

O 0,7
"L

0 t

Tt = anTsen (U740, ) cos ("))

Para calcular a energia de u,, usamos as expressoes (3.32) e (3.33) para obter

1 L 2 L 2
B, = 5 [/0 p(x)ai (%) cos? 3, sen’ (nfzw) dx +/0 Toc,% (%) sen? /3, cos? (?) dw]

t
onde 3, = % + 6,. Supondo p e T constantes, temos
2,2
n
B, = 42 ai(ch cos? B, + T sen? Bn)

2 1

e como ¢® = 7p~ 1, ou ainda 7 = pc?, segue que

2.2
L
Ep =" 2 pn%a2 = Mr?a2w? (3.38)

onde M = Lp é a massa da corda, w, é a frequéncia do n-ésimo harménico e o, é a amplitude
maxima desse harmonico.

A energia da corda é a soma das energias dos vdrios harménicos: De fato, basta calcular a
energia com t = 0, ji que a corda vibrante, com extremidade fixa, forma um sistema conservativo.

Logo a energia da corda é

1

L 1 (L
E = / pg(z)2dx + / 7f(x)?dz.
2.Jo 2 Jo

Usando as expressoes (3.20) e (3.22) e as relagdes de ortogonalidade, temos

1 & (nre)\? oL 1 nm\2 5L
oS () 155 )
2Zp< L ) "2+2n ) 9

ou seja,
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3.5 Equacao da onda nao homogénea

Vamos agora estudar o seguinte caso de PVIF envolvendo uma equagao da onda nao homo-

génea.

U = gy +9(z), em %,
u(0,t) =u(L,t) =0, parat >0, (3.39)

u(z,0) = fo(z) e w(x,0) = fi(x), para0<az<L.

Note que se g = 0 e assumindo as mesmas hipdteses do Teorema 15 para fy e f1, vimos que

a solucao desse PVIF é dada por

u(x,t) = Z [an cos (m;ct) + by, sen (mlidﬂ sen (”Lﬂ> .

n=1

Motivados por isso, vamos procurar uma solugdo na forma,

t) = i cn(t) sen (TLLﬂ> : (3.40)
n=1

Vamos supor que g seja uma fun¢ao 2L—periodica e continua, com ¢’ seccionalmente continua
no intervalo [0, L], entdo temos que ¢’ é de quadrado integravel e assim vale o teorema da

convergéncia uniforme da série de Fourier, ou seja,

o
nmx
x) = Zgnsen (—L ) ,
n=1

converge uniformemente, sendo

9 L
Gn = L/o g(x) sen <?> dz.

Substituindo (3.40) na equagao do PVIF (3.39) obtemos

ic’ sen( ) 22 L220n(t)sen<mm) Zgnsen(mm>

n=1 n=1
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Assim, para cada n € N temos
cn(t) + Tcn(t) = 9n; (3.41)
ou ainda, usando o fato da frequéncia do n-ésimo harmonico ser w, = %, escrevemos
cp(t) + (27Twn)20n(t) = 9n-
Note que obtemos uma EDO de segunda ordem, cuja solugao geral é dada por
cn(t) = ap cos(2mwpt) + by, sen(2mwpt) + é,(t),

sendo cos(27mw,t) e sen(2mwy,t) duas solugoes linearmente independentes da equagao homogénea,
associada a (3.41). O termo ¢&,(t) é uma solucdo particular de (3.41), que pode ser obtida usando

o Método de Variacao dos Pardmetros conforme a férmula

3 27wnt)gn 2mwnt)gn
en(t) = —cos(27rwnt)/wn(7w]dt+sen(2ﬂwnt)/cos(ﬂw°;)gdt7

onde W é Wronskiano entre as solucdes cos(2mwpt) e sen(2mwy,t), isto €,

cos(2mw sen(2mw
W = det ( n) ( n) = 27wy,
—27twy, sen(2mwy,) 2wy, cos(2mwy,)
Logo
A gn 2 9n 2 9n
)= —— 2 — 2 = ——.
én(t) G2 cos“(2mwy,) + G 2 sen”(2mwy,) G )2
Assim
cn(t) = ap, cos(2mwpt) + by, sen (2w, t) + (257”)2 (3.42)
n

Usando a notagdo a, e b, para os coeficientes de Fourier de fy e f; respectivamente, pelas

condig¢bes iniciais obtemos
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Logo

__ 9
n 2 n 27
; (2meon) (3.43)

" (27wy,)”

S
3

|
N

Dessa forma, o candidato a solu¢ao do PVIF (3.39) é dada por (3.40), onde ¢, (t) é dada por
(3.42) e ay, b, em (3.43).

Teorema 17. Sejam fo, f1 e g fungoes definidas em [0, L] tais que fo, f}, [, fr, f1, g sejam

Y [ e g’ sao seccionalmente continuas. Além disso, suponha que fo(0) = fo(L) =

continuas e f’,
J(0) = fl(L) = f1(0) = fi(L) = g(0) = g(L) = 0. Entdo a expressao dada por (3.40) onde
cn(t) € dada por (3.42), a, e b, em (3.43) define uma funcio em C(Z) N C*(Z) que satisfaz o

PVIF (3.39).

Demonstragdo. Primeiramente mostraremos que u(z,t) é continua em Z%.

e (3.40) e (3.42) temos

NE

u(z,t) = {an cos(2mwnt) + by sen(2mwpt) + (277_9;11)2] sen (?)

n=1

I
NE

[dn cos(2mwnt) + by, sen(2mwyt) — (27Tngn)2 cos(2mwnt) + 9”)2} sen (nzx) )

I
—

n

Agora note que
o0

|9n]
) < e, )< 3 (] + il 25,50 )
logo, pelo M teste de Weierstrass, basta mostrar que
- |9n]
Z |an| + |bn | +2 " ) < .
(27wn,)
n=1

Note que, como an € by, 530 0s mesmos coeficientes que aparecenl no Teorema 15, entao temos

\9\

que a série Z |éin| 4 |bp|) converge. Portanto, basta apenas mostrar que Z Gron)?
7’L

converge.

n=1
nc

— logo temos que
oL’ g q

Lembremos que w,, =

i |gn| Z |gn| 4L _ % i@
— (2mwn,)? A2 n2¢2 722 — n?’
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[0.9] o

L. L. L. |gn’

Como |gy| é limitado e a série E — converge, temos que a série E
n

n=1 n=1

Sendo assim temos que a funcdo u é continua em Z.

também converge.

Agora vejamos que a funcdo u é de classe C! em %, para tal mostraremos que a série
o0

nlan| +n I~9n + nﬂ converge. E como vimos no Teorema 15, temos que
> (lanl + bl 4 ng g temos g
n

n=1

o0 o
nlan| + n|bn|) converge e portanto precisamos mostrar que a série n‘gin‘ converge.
(2mwy,)?
n=1 n=1 n
Temos entao que
o0 2 o0
S e = 2 2
(2mwy,) m2c2 n
= n=1
Realizando a integracao por partes obtemos
2 nme L L L nme
mo= 7 <—g(gv)mr cos <—L )) . —i—/o '(x)E cos <—L > dac]
L2 [t
= mrL/O g (x) cos (?) dx. (3.44)
Logo segue que
kL 1
|9n| = — | -,
n

onde |g,| é o coeficiente de Fourier da derivada ¢’ e k € uma constante.

Portanto

:“h

- < — <
R W E
Assim temos que u é uma funcio de classe C' em Z e que a suas derivadas primeiras podem

ser obtidas derivando a v termo a termo.

Para mostrar que a u é de classe C? em Z precisaremos mostrar a convergéncia de

o0

2|~ 27 > |gnl

n=1

Novamente em virtude do que ja foi mostrado no Teorema 15, temos que a série numérica

o o
Z(nQIdn] +n2|by|) converge e, portanto, basta conferir apenas a convergéncia de Z n2(2|gn|)2.
Tw,

n=1 n=

Nesse caso temos que

2 |gn . L2 &
Z (21w, )2 w2c? Z 9l
n=1

n=1
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De (3.44) temos que

k/
/
|gn| < g|gn’7
1
com k' constante. Usando a desigualdade ab < §(a2 + b%), temos

o1
lgn| < 5(@ + (g, [%),

entao
0o % 00 1 00 )
/
Z‘gn| < 5 (Zn2+2‘gn| ) :
n=1 n=1 n=1
Lembrando que ¢’ é seccionalmente continua, entdo em particular ¢’ ¢ de quadrado integravel,

entdo pela desigualdade de Bessel temos
SlgP <y [ l@lds <o
n=1 L 0

o0
Logo, temos que Z |gn| converge e portanto a funcio u, dada em (3.40) ¢ de classe C? em Z.
n=1
Temos também que u é solugdo do PVIF (3.39) e que ela respeita as condi¢oes de fronteira
e as condicoOes iniciais, que é facilmente verificado por causa de sua construcdo. Vale ressaltar

também que pelo Teorema 16 a solucdo u dada em (3.40) é a tnica solucao do PVIF (3.39).
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Conclusao

Conforme visto nesse trabalho, ao garantirmos a convergéncia da série de Fourier da fungao
f que representa a vibracdo de uma corda, podemos encontrar uma solucdo para o problema da
corda finita vibrante e além disso conseguimos garantir que ela é a tnica solugao desse problema
usando o método de energia.

Como vimos também, as séries de Fourier se relacionam com os harmoénicos e com isso temos
que tais séries podem ser utilizadas nos estudos da Andlise Harmonica, além disso por causa de
sua periodicidade, e podendo ser utilizada com propagacao de ondas, ela pode ser utilizada em
outros estudos que tenham relacdo com ondas.

A equacdo da onda é uma das mais importantes equacoes no estudo das EDP’s. Nesse sentido,
podemos considerar que este trabalho pode ser uma porta de entrada para o estudo de EDP’s de

uma forma mais aprofundada e também para o estudo de uma anélise de Fourier mais avancada.
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