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Resumo

Este trabalho foi conduzido em meio a pandemia gerada pela COVID-19. Visto a necessidade
de estudar modelos que se ajustassem aos nimeros de casos e Obitos pela doenga decidimos
trabalhar com o Método dos Quadrados Minimos, cientes da existéncia de modelos mais
apropriados. A escolha por este método € devida a sua aplicacdo em diversas situacdes e
pela possibilidade de revisar conceitos de Calculo e Algebra Linear de forma aplicada. Este
método consiste em modelar uma funcdo f que se ajuste a um conjunto de pontos de coor-
denadas (x;,y;) de maneira que a soma dos quadrados da diferenca entre f(z;) e y; seja o
menor possivel. Apresentamos este método e aplicamos aos niimeros de casos e 6bitos por
COVID-19 em Curitiba, Parana e no Brasil.

Palavras-chave: Método dos Quadrados Minimos, modelagem matematica, COVID-19.
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1 Introducao

A COVID-19 € uma doenca causada pelo coronavirus denominado SARS-CoV-2, que foi
identificado pela primeira vez em Dezembro de 2019, em Wuhan na China. O surto dessa
doenca aqui no Brasil iniciou em Marc¢o de 2020 [7].

Diante dos niimeros alarmantes relacionados ao niimero de casos e dbitos pela doenca,
decidimos estudar o método de Quadrados Minimos para buscar modelos que se ajustassem a
eles. Estamos cientes de que existem modelos mais apropriados como SI, SIR, SIRS e SEIR
[1, 6, 5] usados em epidemiologia. Escolhemos o método de Quadrados Minimos por sua
facilidade de compreensao e entendimento para modelagem de dados de modo geral.

O método de Quadrados Minimos [8] constitui em modelar uma fungdo f que se
ajuste a um conjunto de pontos dados de coordenadas (x;, y;) de maneira que o erro da soma
dos quadrados da diferenga entre f(x;) e y; seja o menor possivel. As abscissas podem
representar semanas, por exemplo, e as ordenadas o nimero de novos casos da COVID-19
numa determinada localidade na semana correspondente.

Nossa inten¢do ndo € usar esses modelos para previsoes. Nossa motivagdo foi rever
conceitos estudados nas disciplinas de Célculo e Algebra Linear e aplici-los na fundamentagio
do Método dos Quadrados Minimos, tendo como plano de fundo o momento vivido pela
pandemia. Assim, o objetivo deste trabalho €, estudar o método de Quadrados Minimos e
aplica-lo aos dados da COVID-19.

Seguindo as ideias de [2, 8], no Capitulo 2 apresentamos a fundamentacao do Método
de Quadrados Minimos. Iniciamos com o modelo linear usando ferramentas de Calculo Di-
ferencial de varias varidveis. A partir do caso linear obtemos o modelo exponencial para a
modelagem do conjunto de pontos dados. Generalizamos o caso linear para modelos polino-
miais tendo como base conceitos de Algebra Linear. Discutimos os casos em que é possivel
garantir a unicidade do modelo desejado e quando ha uma infinidade de solu¢des o que de-
pende da disposi¢do dos pontos dados.

O Capitulo 3 € dedicado a aplicacdo do Método dos Quadrados Minimos para mo-
delar o nimero de casos confirmados e mortes pela COVID-19, no periodo de marco a agosto
de 2020, em Curitiba, Parand e Brasil, com dados obtidos de [11], [10] e [7], respectivamente.

A pandemia imp0s a sociedade restricdes de convivio social levando a substitui¢do
de atividades presenciais por remotas. Com a suspensao do calendario académico na Uni-
versidade Federal do Parand participamos da oferta remota do curso de extensao intitulado
Modelagem Matemdtica em época de quarentena com o médulo de Quadrados Minimos.

Essa experiéncia esta registrada no Capitulo 4.



Finalmente, conclusdes do trabalho s@o apresentadas no Capitulo 5.



2 Meétodo dos Quadrados Minimos

Dados n pares de pontos (z;,y;) € R%,i = 1,...,n, desejamos obter uma fun¢do f : R — R
de modo que f(x;) seja 0 mais préximo de y;. Nosso trabalho aqui serd encontrar esta f.
Para isso vamos utilizar o Método dos Quadrados Minimos, que consiste em minimizar a
soma do quadrado das distancias entre os pontos (x;,y;) e (x;, f(z;)). Note que esses pares
de pontos tém abscissas coincidentes, e diferem nas ordenadas. Considerando o vetor cujas
componentes sdo os valores de f(x;) e um outro vetor y com coordenadas y;, o problema é

equivalente a minimizar a norma da diferenca entre estes vetores, ou seja, minimizar:

n

D= Y (f(z:) —w) 2.1)

i=1
Podemos considerar D como o erro absoluto dessa aproximagdo. Como minimizar ||u|| é o

mesmo que minimizar ||u||?, minimizar D equivale a minimizar
n
E=> (flx:) =), (22)
i=1

que é a soma do quadrado das distincias entre os pontos (z;,y;) € (z;, f(z;)). Na expressdo
do erro (2.2) poderiamos pensar em usar o valor absoluto de cada parcela do somatério ao
invés do quadrado, no entanto, isso tornaria a expressao nao diferencidvel.

O erro relativo da aproximacao € definido como a razdo entre o erro absoluto D e a

norma do vetor y, ou seja:

—_— D —_—
Iyl

> (@)~ )’

E, (2.3)

O erro relativo reflete melhor a qualidade da aproximacao da fung¢do f em relagao aos pontos
dados pois leva em consideracdo a ordem de grandeza dos dados.

Neste capitulo discutimos diferentes modelos para a funcido f, tendo como prin-
cipais referéncias [2, 8]. Deduzimos as expressdes dos coeficientes para os modelos afim,
exponencial, geométrico, polinomial e exponencial de uma quadrética. Para essas dedugdes
usaremos a minimizacdo do erro (2.2), enquanto o erro relativo (2.3) € usado para a andlise
dos resultados. Apresentamos um exemplo para cada modelo discutido, utilizando o software
Excel para determinar os coeficientes a partir das expressoes deduzidas e tracar os graficos

dos modelos.
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2.1 Modelo Linear

Primeiro iremos trabalhar esta aproximacao por:
flx)=ay+ a1z, (2.4)

ou seja, vamos supor que ao analisar estes pares de pontos notamos que eles podem ser

ajustados graficamente por uma reta. Neste caso o erro (2.2) € da forma:

n

E(ag,a,) = Z(ao + a1 T — yi)2 . (2.5)

i=1

Queremos entdo encontrar os coeficientes ay € a; de modo a minimizar E(ag, a;). Um can-

didato a minimizar o erro deve anular as derivadas parciais de E(ag, a1), ou seja,

a n
8_a0E(a0’ ar) = ; 2(ao + a1 w; — i) =0
a n

a—alE(ao,al) = 22(% +ayr; —yi)(zi) = 0.

=1

Provamos, na Se¢do 2.4.2, que de fato esse candidato minimiza a fun¢do. Reescrevendo como

um sistema nas variaveis ag € a; temos:

n n
nao‘f’i T;a; = E Yi
i=1 =1

n n n (2.6)
inaoﬂLZ%?CH = ZIzyz
i=1 i=1 i=1
Este sistema pode ser escrito na forma matricial
Az =0, 2.7)
em que
0 51 >
A il z= [ °] e b= (2.8)
a1

= n n = n .
2

Resolvendo o sistema (2.7) através do método de Gauss-Jordan [9], vemos que se

a=det(A) = nzn:asf — (Zn: a:l> #0, (2.9)
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a solucdo do sistema € tnica e € dada por:
n n n
nE TilYi — E ng Yi
=1

Dy wl= ) w) wy
_ =l =1 i=1 =1 . a =L izl (p10)

« (6]

(%}

Apresentamos a seguir um exemplo de ajuste linear de um conjunto de pontos. Apos

o exemplo, iremos discutir o caso em que o = 0.

Exemplo 1 A partir da Tabela 1 vamos determinar a reta que melhor se ajusta aos dados.

Para obter a aproximacao linear, basta determinar a; € a pelas igualdades (2.10). Para tanto

x
Y

1123 14|5]|]6| 7 9110
1{314(3]7[8|10|12]10

Tabela 1 — Dados do Exemplo 1.

calculamos:

10 10 10 10
D w=55, Y y=73, Y 27=38 e Y ziy =520;
=1 =1 =1 =1

logo:
apg=—-0,6 e a3 =1,436364.

Sendo assim o modelo linear que se ajusta aos dados pelo método dos quadrados minimos €
da forma:
f(z) = —0,6 + 1,436364 x . (2.11)

Os pontos dados na Tabela 1 estdo representados por circulos na Figura 1. A curva continua
€ o grafico do modelo linear (2.11) que se ajusta aos dados. Os pontos de coordenadas
(x;, f(x;)), parai = 1,. .., 10, estdo indicados por tridngulos.

Das expressoes (2.1) e (2.3) obtemos:

D =3,727051 e E,=0,139189.
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16

14

12 )

10 . )

° «—f(xi)
™ yi

Figura 1 — Modelo linear para os dados da Tabela 1.

Caso em que ha infinitas solucoes.

Vimos que a solug@o do sistema (2.7) € tnica quando « # (. Veremos a seguir que
esta condi¢cdo ndo ¢ satisfeita, se e somente se, as abscissas de todos os pontos coincidem.
Note que na pratica ter distintas medidas da ordenada para uma mesma abscissa, em geral,
nao acontece. Mas como nosso interesse estd na formalizacao matemadtica, iremos provar este
e outros resultados, que dependem de alguns conceitos de Algebra Linear como veremos a

seguir.

Definicao 1. Seja A uma matriz n x m. O niimero de linhas ndo nulas apds seu escalona-
mento é chamado de posto, e denotado por posto(A). Ou seja, o posto de uma matriz é a

dimensdo do seu espago linha.
Segue desta defini¢do que
posto(A) = posto( AT A). (2.12)

Definicao 2. O niicleo da matriz A € R™"*™ é um subconjunto de R™ formado pelas solugdes
de Ax =0, e serd denotado por N'(A).

Segue destas definicdes que
N(A) = N(AT A) e dim(N (A)) + posto(A) = m. (2.13)

A dimensao do ntcleo coincide com o grau de liberdade do sistema. As demonstragdes dos

resultados (2.12) e (2.13) podem ser vistas em [4].



13

Lema 1. O sistema (2.7) pode ser reescrito da forma

XTXz=X"Ty,
onde
1 Y1
X = 1 2 e y=1|"|. (2.14)
1 z, Yn
Demonstragdo. Trivial. 0

O lema anterior serd util para provar os seguintes resultado.

Lema 2. Considere o escalar o definido em (2.9). Assim o = 0, se e somente se, t1 = r9 =

Demonstracdo. Escalonando a matriz A temos:

n
i=1
0 «

1
n

Entdo a = 0 implica em posto(A) = 1. Pelo Lema 1 e (2.12), temos que
posto(A) = posto(X' X) = posto(X) .

Como os elementos da primeira coluna da matriz X sdo todos 1 e os elementos da segunda
coluna s@o as abcissas dos pontos, temos que todas as abscissas coincidem. Para provar a
volta basta notar que se 1 = x5 = - -- = x,, pela defini¢cdo de o dada pela expressao (2.9),

temos o« = 0. L]

O préximo lema mostra que quando as abscissas sdo coincidentes o sistema (2.7) é
possivel e hd uma infinidade de retas que satisfazem a condi¢do de quadrados minimos. Além

disso todas essas retas passam pelo ponto cuja ordenada é a média das ordenadas dos pontos
dados.

Lema 3. Suponha que todos os pontos (z;,y;), i = 1,--- ,n, possuem a mesma abscissa,
ou seja, r1 = x9 = -+ = x,. Entdo, existem infinitas retas cujos coeficientes (ag, a)

minimizam o erro (2.5). Além disso todas estas retas passam pelo ponto (x1, M), onde

1 & : :
M = — %" y; é a ordenada média de todos os pontos considerados.
n =1
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Demonstragdo. Pela hipétese temos que o = 0, pelo Lema 2 o escalonamento da matriz

ampliada do sistema (2.7) resulta em:

Z Yi
i=1

n

00 | o0

1.731’

Ou seja, seu posto € 1 e consequentemente o grau de liberdade do sistema também € 1 indi-
cando uma infinidade de solugdes (ag, a;) que satisfazem ag = M — a;x;. Substituindo na

expressao do modelo (2.4), temos que
f(x) =M+ ay(v — 1)

que sdo retas que passam pelo ponto (x1, M), para todo a; € R. 0

2.2 Modelo Exponencial

Suponha que todos os valore de y;, ¢ = 1, ..., n, ttm o mesmo sinal. Neste caso, talvez seja

interessante aproximar os pontos dados por um modelo exponencial da forma
f(z) =age™™. (2.15)

Suponha, sem perda de generalidade, que todas as ordenadas y; sdo positivas. Neste caso, ag
serd positivo e f(x) > 0, para todo = € R.
Desejamos determinar expressoes para os coeficientes ag € a; de modo a minimizar

o erro (2.2) dado, neste caso, por

n

E(ap,a1) = Z (age™ ™ — yi)z. (2.16)

i=1
A fim de aproveitar o que foi desenvolvido na secao anterior, aplicamos logaritmo neperiano
a ambos os lados de (2.15), obtendo:

In f(x) =In(age™®) =Inag + ay x.

Veja que recaimos em (2.4) com In f no lugar de f e com coeficiente linear In ay ao invés de
ap. Se x1 = - -+ = x,, como visto no Lema 3 temos infinitas exponenciais que satisfazem o

ajuste de quadrados minimos. Caso contrdrio obtemos In a( e a; das igualdades (2.10), com
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In y; no lugar de y; e o definido em (2.9):

ilnyiix? — Zn:xizn::cilnyi
i=1 i=1 i=1  i=1

Inag = e
«

(2.17)

anlnyizn:x? — Zn:%i%hlyi
i=1 i=1 i=1 =1

«

In ag =
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Exemplo 2 A partir da Tabela 2 vamos determinar a curva exponencial que melhor se ajusta

aos dados.

z]1]2[3] 4] 5
y|1/3]6]|10]15

Tabela 2 — Dados do Exemplo 2.

Para tanto calculamos:

5 5 5 5
n=53 ;=153 Iny;=7,901007,) 27 =55 e Y z;lny =30,32309.

i=1 =1 i=1 i=1

Portanto das expressoes (2.17):
ap = 0,662007 e Inag= —0,40582,

entdo ayp = 0,66643. Substituindo em (2.15), temos o modelo exponencial que se ajusta aos

dados pelo método dos quadrados minimos:
f(z) = 0,66643 062007 (2.18)

Os pontos dados na Tabela 2 estdo representados na Figura 2 por circulos. A curva continua

20
15 ™
Y 10 ®
(xi)
5 y o yi
Y
*
0
0 2 4 6

Figura 2 — Modelo exponencial para os dados da Tabela 2.

€ o grafico do modelo exponencial (2.18) que se ajusta aos dados. Os pontos de coordenadas
(@i, f(x;)), parai = 1,...,5, estdo indicados por tridngulos. Das expressdes (2.1) e (2.3)
obtemos 0s erros

D =3,542772 e E,=0,183931.
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Modelos exponenciais equivalentes
Discutimos a seguir modelos exponenciais equivalentes a (2.15). Considere o mo-

delo exponencial com base qualquer, ou seja, da forma
f(z) = by by . (2.19)

Desejamos obter os termos by e b; pelo método dos quadrados minimos. Para tanto, basta

notar que (2.19) pode ser reescrito como
f(z) = by bf = age™®,

com by = ag e by = e*'. Assim Inb; = a, e dessa forma, por (2.17):

ilnyiix? - ixiixilnyi
=1 =1 1 =1

Inby = : =l e
Q
(2.20)
n E x; Iny; — E Iny; g z;
i=1 i=1 i=1
h’lbl == 3
«

com « definido em (2.9).

2.3 Modelo Geométrico

Suponha agora que todos os valores de x; sdo positivos e y; t€m o mesmo sinal. Neste caso o

ajuste dos pontos (z;,y;) pode ser feito por um modelo geométrico da forma:
f(z) = agx™. (2.21)

Suponha, sem perda de generalidade, que todas as ordenadas y; sdo positivas. Neste caso, ag
serd positivo e f(z) > 0 para todo = € R.
Precisamos determinar os coeficientes ag € a; de modo a minimizar o erro (2.2)

dado, neste caso, por:

n

E(ag,a) = Y _(apf —y;)*. (2.22)
i=1

Como na sec¢ao anterior aplicamos logaritmo neperiano a ambos os lados de (2.21), obtendo:
In f(z) =Inay+a;Inz.

Veja que recaimos em (2.4) com In f e In x no lugar de f e x, respectivamente e com In ag

ao invés de ay. Minimizando esse erro, como In € injetora, pelo Lema 3,temos que se z; =
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- = x,, entdo haverd infinitas curvas geométricas que satisfazem o ajuste de quadrados
minimos. Caso contrdrio obtemos In ag e a; das igualdades (2.10) com In x; e In y;, no lugar

de z; e y;, respectivamente:

In ag = — s

(2.23)

nZlnxllnyl ZlnylZlnmz
lnxl (Z ln@)

Exemplo 3 Considere os dados da Tabela 3. Vamos determinar a curva geométrica que

z'

melhor se aproxima a esses dados no sentido de quadrados minimos.

x| 1123 [4|5]6[7] 8| 9|10
y105|1/3]4[4|5[8]10] 1415

Tabela 3 — Dados do Exemplo 3.

Neste caso n = 10. Para determinar os coeficientes ag e a; da curva (2.21), calcula-

mos o0s somatorios auxiliares:
10 10

D Inz; =15,104412, > Iny; = 14,516626,

i=1 i=1
10

D () =27,650244, > Ina;lny; = 29,112256.

i=1 i=1

Substituindo em (2.23), obtemos
Inag = —0,792720 e a1 =1,485912,

( consequentemente
ap = 0,452612.

Sendo assim o modelo geométrico para os dados da Tabela 3 € da forma
f(z) = 0,452612 21485912, (2.24)

A Figura 3 mostra em circulos os pontos dados na Tabela 3 que foram ajustados pelo modelo
geométrico (2.24) cujo gréfico € representado pela curva continua. Os pontos de coordenadas

(x;, f(x;)), parai = 1,. .., 10, estdo indicados por tridngulos.
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16
14 .
12

y 10 |

@ yi
¢ f(xi)

[ TR (N T <Y
*
[

Figura 3 — Modelo geométrico para os dados da Tabela 3.

Das expressoes (2.1) e (2.3) obtemos o valor dos erros:

D =3,133082 e L, =0,122677

2.4 Modelo Polinomial

Nesta secdo discutimos o modelo polinomial para ajuste dos pontos dados (x;,v;), i =
1,...,n, através do método de quadrados minimos. Para m < n, considere o modelo poli-

nomial de grau m da forma:
f(x) =ao+ a1w + ax® + - - + ™. (2.25)

Desejamos determinar os coeficientes ag, a1, ...a,, de modo a minimizar o erro

n

E(ag, ar, ...y am) = ¥ _ (f(z:) — i) . (2.26)

=1

Calculando as derivadas parciais £ e as igualando a zero, obtemos um sistema com (m+1)
a .

J
equacdes. Observe que no caso linear m = 1 e portanto nosso sistema recaia em 2 equagdes.

Vamos discutir a seguir o caso em que f € um polindmio quadratico. Na Se¢do 2.4.2 genera-

lizamos para um polindmio de grau m > 1, usando uma linguagem matricial.

2.4.1 Modelo Quadratico

O modelo quadrético € da forma:

f(z) =ag+ a1z + ay 2°. (2.27)
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De modo anélogo ao caso linear queremos minimizar o erro (2.26), que se escreve como
n
2 2
Emmmﬂg:§ (a0 + a1z + azzl —y;)" . (2.28)
i=1
O candidato a minimizar o erro deve anular as derivadas parciais de F, assim obtemos o

sistema:
( n

Z((LQ—FCLlSL’i—FCLQl’?—yi) =0
i=1

{ Z(a0+alxi+a2$?_yi>xi:0
i=1
Z(ag—kalxi—l—agx?—yi)x?:()

\ =1

Reescrevendo na forma matricial temos
Az=0, (2.29)

onde

n Zn::cz Xn:x? _ Xn:yz _

n iil izl ap 7z;:l

A=Y > al D 2 z=a| e b=|> iyl . (2.30)
i=1 i=1 i=1 =1

ag

n n n n
2 3 4 2
i=1 i=1

L =1 . Li=1 .

O lema a seguir sera util para reescrevermos esse sistema de forma conveniente.

Lema 4. Considere as matrizes A € R™*™ ¢ X € R"™ ™ os vetoresb € R ey € R" e
os conjuntos S} = {z ER™ | Az =b}eSo={w eR" | Xw=y} SeAd=X"Xe
b= X"y, entdo S; = Ss.

Demonstragdo. Sendo A = XT X, por (2.13) temos que
N(A) = N(XTX) =N (X).

Setew € Sy, entdo (t — w) € N(X) = N(A), ou seja

At —w) =0
At=Aw
At=X"Xw
At=XTy

At=b,
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logoset € Sy entdot € S, ouseja Sy C 5.
Reciprocamente se z € S;ew € Sy C S entdo A (z —w) € N(A) = N(X), logo

X(z—w)=0
Xz=Xw
Xz=y.
Portanto S; C Sy, isso implica em S; = .S5. L]

Note que
A=XTX e b=X"y

com,
1z, 23 Y1
1 xy 22
x=| "7 e y=|"|. (2.31)
1z, 22 Un

Disto e do Lema 4, temos que o sistema (2.29) € equivalente ao sistema
Xz=y.
O proximo resultado apresenta o caso em que a solucdo do sistema € unica.

Lema 5. O sistema (2.29) ¢ possivel e determinado, se e somente se, existem pelo menos trés

abscissas distintas entre os pontos dados.

Demonstragdo. O sistema (2.29) € possivel e determinado, se e somente se, o posto da matriz

A e da matriz ampliada do sistema é 3. Mas
posto(A) = posto(XT X) = posto(X) = 3,
o que equivale a existir pelo menos trés abscissas distintas. [

Os dois préoximos lemas discutem a situacdo em que ha infinitas solu¢des. O lema a
seguir mostra que se as abscissas de todos os pontos dados coincidem, entdo existem infinitas
quadraticas que satisfazem o ajuste de quadrados minimos, sendo que todas elas passam pelo

ponto desta abscissa coincidente e ordenada média dos pontos dados.

Lema 6. Suponha que os pontos (z;,vy;), i = 1, -+ ,n, possuem a mesma abscissa, ou seja,
ry = -+ = x,. Entdo existem infinitas curvas quadrdticas cujos coeficientes (ag, ai, az)

minimizam o erro (2.28), ou seja, o sistema (2.29) é possivel e indeterminado, com solugdo

n
1
CL[):M—Cllflfl—CLQZE% com M:—E Yi,
n
i=1
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e ay, ay arbitrdrios. Além disso, todas as quadrdticas passam pelo ponto (1, M).

Demonstracdo. Pelos Lema 4 para encontrar as solugdes de Az = b basta olhar para o sis-
tema Xz = y, pois ambos tem o mesmo conjunto de solugdes. Por hipétese posto(X) = 1

entdo, podemos reescrever o sistema Az = y da seguinte forma:

n (ag + ay 1 + ay x7) :iyi
i=1
ap + a1 x1 + as xf =M. (2.32)
Portanto o sistema possui infinitas solucdes com
aon—alxl—agxf,
e o modelo quadrético € da forma:
M + ay(z — x1) + ap(2® — 23) =y, (2.33)
e todas as curvas passam por (x1, M). O

O lema a seguir garante que se os pontos estdo distribuidos em apenas duas abscissas
distintas, entdo existem infinitas quadraticas que satisfazem o ajuste de quadrados minimos e

que passam pelos pontos dessas abscissas e ordenadas médias correspondentes.

Lema 7. Suponha que os pontos (x;,y;), i = 1,--- ,n, estdo em duas abscissas, ou seja,
Ty =" =Ty # Tpp1 = -+ = Ty. Entdo existem infinitas curvas quadrdticas cujos coefici-

entes (ag, a1, ay) minimizam o erro (2.28), ou seja o sistema é possivel e indeterminado, com

solucdo
ag = My — Wz, + as 11 T, e a; =W —ag(z1 + ) .
. 1 »
Além disso todas estas curvas passam pelos pontos (x1, My) e (x,, Ms), onde My, = — > y;
P i=1
n
e My = —— > y; sdo as ordenadas médias dos pontos considerados.
N =D i=p+1

Demonstragdo. Como vimos, pelo Lema 4 os sistemas Az = be Xz = y t€ém o mesmo

conjunto de solugdes. Por hipétese posto(X) = 2, logo o sistema X z = y equivale a:

/

ap+ T1a; + 23 ay = i

p

"

i=1

(2.34)

]_ n
2
ap+ Tpa) +xhag = —— .y
N =P i=p+1

\
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Portanjt\(} se [L’M =+ =T, # Tpy1 =+ = Tp, O sistema € possivel e indeterminado. Sendo
1 — M ~ . ~
W = ————= as solug0es do sistema X z = y sdo

T1 — Tn

ag = My — W z,, + as x1 2, e a; =W —ag(z1 + ),
e o modelo quadrético é da forma
y=(My—Wax, +ayx,2,) + (W — ag(x; +2,)) x + ag 2 (2.35)
Ou seja, todas as solu¢des passam por (x1, M7) e (z,,, Ms). O

A seguir, vamos apresentar as expressoes dos coeficientes ag, ai, as em todos os

casos possiveis. Para tanto, considere a matriz ampliada [A|b] escalonada

n n n
E E 2 E
i=1 =1 i=1

: (2.36)

1
n |0 « I5; 0
0 B Yool

em que « estd definido em (2.9) e
n n n n n 2
B:an?—szfo, 727123:?—(237?) ,
i=1 i=1 =1 i=1 i=1
Gznixiyi—ixiiyi e nznix?w—ix?iyi. (2.37)
i=1 i=1 =1 i=1 i=1 i=1

Temos alguns casos a considerar:

Caso1 a = (. Pela expressao (2.9), segue que o quadrado da segunda coluna € igual ao
produto da primeira e terceira colunas da matriz (2.36). De onde segue que 8 = 0.
Vamos provar que v = 0. Suponha por contradi¢do que v # 0. Neste caso, posto(A) =
2ecomo A = XTX, posto(X) = 2. Sendo assim 1 = ... =T, # Tpy1 = ... = Tp.

Usando isto e o fato de oo = 0, temos que

0=a=n(pzi+(n—p,) = (pr1+ (- p)z.)’ = (np—p°) (21— 2a)",

de onde segue que r; = x, € consequentemente r; = 1, paratodo: = 1,...,ne
posto(X) = 1, o que é uma contradi¢do. Assim, nesse caso, « = [ = v = 0, e segue

do Lema 6 que o sistema tem infinitas solu¢des da forma

n
1 2
GOZE E Y — Q11 — A2,
i=1

com aq, ao arbitrarios.
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Caso 2 o # 0. A matriz ampliada (2.36) se reescreve como:

B n n n T
E E 2 E
i=1 i=1 i=1

0 1 B : : (2.38)
g 03

0O 0 y—— :n——

L 0 o

S|

2
e Sey— o 0, neste caso posto(A) = 2 e por (2.12) posto(X) = 2. Segue do
a

Lema 7 que ha infinitas solu¢des da forma

ag = My — W x,, + as 11 x,, e a; =W —as(z1 + ),

My, — M,y o
com W = ——= e a9 arbitréario.
X1 — Ty

2
e Se v — — # 0 o sistema é possivel e determinado. Temos entdo:
o

_047]—95 _9—025

= a1 =
ay— 32’ ! a

aozni%_% o (iﬁ-éi}:) . (2.39)
=1 =1 =1

i=1

a2

Apresentamos a seguir um exemplo de ajuste quadritico de um conjunto de pontos.

Exemplo 4 Considere os dados da Tabela 4 para que sejam ajustados por um polindmio

quadrético.

T 0 0,25 | 0,5 0,75 1
yi | 2,7183 | 1,284 | 1 2 12,7183

Tabela 4 — Dados do Exemplo 4.

Neste caso m = 2 e n = 5. Calculamos os somatdrios auxiliares:

5

5 5 5
=25, > y;=9,726, » 27=1875, 3 af=15625,
i=1 1=1 i=1

i=1

5 5 5
Soat=1,382812, > 4,y =50303 e Y Py =4,17355.
=1

i=1 i=1
Das igualdades (2.39) temos

ap = 2,599377, a; = —6,101257 e ay = 6,387657.
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Portanto o modelo quadratico que se ajusta aos dados é da forma
f(x) =2,599377 — 6,101257 x + 6, 387657 2% (2.40)

A Figura 4 mostra em circulos os pontos dados na Tabela 4 que foram ajustados pelo modelo

quadratico (2.40) cujo gréfico € representado pela curva continua. Os pontos de coordenadas

(x;, f(x;)), parai = 1,...,5, estdo indicados por tridngulos.
4
3
L L
y) °
Y ® i
L ]
1 ¢ f(xi)
0
0 0,5 1 1,5
X

Figura 4 — Modelo quadrético para os dados da Tabela 4.

De (2.1) e (2.3) obtemos os valores dos erros dessa aproximagao:

D =0,496305 e E,=0,053213.

2.4.2 Solugao Matricial

Nesta secdo, generalizamos a obtengdo dos coeficientes do polindmio (2.25) para m > 1,
usando uma linguagem matricial. Temos n pontos (z;,y;) com z;, y; € R e queremos deter-
minar uma funcio polinomial f : R — R de grau m < n que se aproxime destes n pontos,
sendo:

fl@)=ay+arz+ ...+ anz™.

Desejamos determinar os coeficientes ag, a1, ...a,, de modo a minimizar o erro

n

E(ag, ar, ooy am) = > (f(z:) = i)° .

i=1

Considerando:
1 = xy" ao n
1z oo ay ay Y2
X = , Z= e Y= ,

1z, - Ao, Un
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a expressao do erro I se escreve na forma matricial como

E=|Xz-yl? (2.41)
em que | - || representa a norma euclidiana. Como ||v||* = v* v, para qualquer vetor v, temos
que

E = [IXz—ylf

(Xz-y)(Xz-y)
"X —y") (X 2 —vy)
'y —y!' Xz —2T XTy+2TXTX 2
= X" X2z-2(XT )T 2+ 94T y.
A dltima igualdade segue do fato da comutatividade do produto interno, ou seja, y’ Xz =
(XTy)Tz e 2T XTy=(X2)Ty =y’ X 2; pois (X 2) e y sdo vetores do R" .
Para determinar os candidatos a minimizadores da func¢do erro £ basta calcular os pontos que

anulam o gradiente de F, sendo assim:
VE=2X"X2-2X"y=0
Se XT X ¢ invertivel, temos que o minimizador global de £ é dado por
z=(XTX)'XTy. (2.42)

Assim os coeficientes do modelo polinomial sdo obtidos pela expressao matricial acima.
Abordagem Geométrica

Vimos que uma maneira de encontrar z é calculando os pontos que anulam o gra-
diente £/. Faremos uma abordagem geométrica para compreender 0 que acontece com 0s
vetores e verificar se a solu¢do encontrada € minima. Vamos revisar, inicialmente, alguns

conceitos de Algebra Linear.

Definicao 3. O conjunto dos vetores Ax é o espaco imagem de A, denotado por Im(A).
Im(A) ={Az |z € R™}.

Dada X € R"*"™ ey € R", queremos determinar z € R™ que minimize || X z — y||.
Em outras palavras, queremos determinar o vetor do espaco /m(X) de forma que o vetor
(X z — y) seja de minima norma. Basta entdo projetar y no espaco Im(X). A Figura (5)
ilustra a projecdo de um vetor y € R3 no espago imagem de uma matriz X representado por
um plano.

Note que o vetor (X z — y) é ortogonal ao espago Im(X), e portanto ortogonal

a todos os vetores da Im(X). Cada coluna wy de X pertence a Im(X), para provar basta
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Figura 5 — Projecio do vetor y € R3 na imagem de X € R3*2, com 2z € R2.

tomar vy, o vetor com 1 na posi¢do k e 0 nas demais, o produto X - vy, estd na I'm(X) e resulta

na coluna wy. Assim, (X z — y) deve ser ortogonal a todas as colunas de X. Ser ortogonal

implica no produto interno usual entre (X z — y) e wy, igual a zero. Como wy, € R", temos

paratodo k =1,...,m,

O que equivale a

wi(Xz—1y)=0.

XT(Xz—-y)=0
XTX2=X"Ty.

Se X7 X é invertivel, recaimos na expressdo (2.42), ou seja z = (X7 X)~' X7 y. Abrindo a

expressao:
Qo 1 1
ai T T2
ap, R

ou seja,

1 1 T
Tn 1 29
Ty 1 z,

1

1 1
Tn :
1

" 1
Ty T
m m
T, Xy
-1
1 1
L1 T2
—1 n

1 U1
Tp Yo
xy Yn
Yo
1 {7
Ty, ’
Un
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que recai nas expressoes (2.10). De forma andloga podemos achar os coeficientes para
equacao quadratica, e também chegariamos nas igualdades (2.39).

O préximo lema mostra quando X7 X € invertivel.

Lema 8. Seja X uma matriz n x m + 1. Temos que X* X é invertivel, se e somente se,
posto(X) =m + 1.

Demonstragcdo. Temos que X T X é invertivel, se e somente se, X© X z = 0 admite apenas
a solugdo trivial. Ou seja, N'(X7T X) = {0}. Consequentemente, por (2.13) N'(X) = {0}, 0
que equivale a posto(X) = m + 1. O

Como vimos nas Segdes 2.1 e 2.4.1, para o posto(X) ser menor que m + 1 vai
depender da disposi¢cao dos pontos. Se o nimero de linhas linearmente independentes da
matriz X for menor que (m + 1) a matriz ndo serd invertivel e teremos infinitas solu¢des que

satisfazem o ajuste de quadrados minimos.

2.5 Modelo exponencial de uma quadratica

Nesta se¢do discutimos 0 modelo exponencial de uma quadrética para ajuste dos pontos da-
dos, da forma
f(x) = eootmeta?, (2.43)

Do mesmo modo que no caso da exponencial, aplicamos o logaritmo na base e:

In f(z) = Inetotazas®

= a4+ a1 + a2’

Assim recaimos no modelo quadrético (2.27), mas com In f no lugar de f. Cabe ressaltar que
pelo Lema 8, se posto(X) < 2 teremos infinitas curvas que vao satisfazer o ajuste. Mas se
posto(X) = 3 temos que a soluc@o do do sistema € tnica. Neste caso, obtemos as expressoes

dos coeficientes através de (2.39), substituindo y; por In y;. Os coeficientes sao dados por

an—0p3 0—ayf
=g wT o

ag =n ilnyi_% - T — Qg <ixf—§izz> , (2.44)
i=1 i=1 i=1

=1
em que 3, v, 6 e i sdo definidos em (2.37).

Exemplo 5 Considere os dados da Tabela 5 para o ajuste a uma exponencial de uma quadratica.
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x| 1] 2 3 4 |5] 6 7 8 [9] 10
v |1 1L3 11,511,712 1,5)24(127|3]45

Tabela 5 — Dados do Exemplo 5.

Calculamos os somatorios auxiliares:

10 10 10 10
> wy=55, ) Iny; =6,768480, Y a7 =385, Y aj=3025,
i=1 i=1 i=1 i=1

10 10 10
> wf=25333, ) milny =48,764743 e Y a7 Iny = 390,975535;
=1 =1 =1

Substituindo nas expressoes (2.44) temos
ap = 0,198882, a3 =0,000161 e ay=0,012392.
Sendo assim o modelo exponencial da quadratica que se ajusta aos pontos € da forma:

2
f(.T) — 60,198882+0,000161 z+0,012392 = ) (245)

A Figura 6 apresenta em circulos os pontos dados na Tabela 5. A curva continua representa

o modelo (2.45) e os tridngulos representam os pontos de coordenadas (x;, f(x;)) parai =

1,...,10.
5
M
4
3 )
Y2 .. .
M ® i
.o‘ ™ .
1 | & f(xi)
0
0 5 10 15

Figura 6 — Modelo exponencial de uma quadratica aos dados da Tabela 5.

De (2.1) e (2.3) obtemos 0s erros:

D =0,782871 e E,=0,010871.






3 Aplicacao a modelagem dos dados
da COVID-19

Neste capitulo, aplicamos os ajustes de curvas pelo método dos quadrados minimos apre-
sentados no Capitulo 2 para modelar o nimero de casos confirmados e de mortes semanais
relacionados a COVID-19 em Curitiba, Parana e no Brasil.

Os dados da cidade de Curitiba foram extraidos da pigina da Secretaria Municipal da
Satde de Curitiba [11], os dados do estado foram retirados da pagina da Secretaria da Saude
do Estado do Parana [10] e os dados do pais foram obtidos da padgina do Ministério da Saide
[7] . Foram considerados os dados semanais visto que os didrios sdo afetados sobretudo pela
falta de registro durante os finais de semana, provocando um aumento irreal no nimero de
casos e mortes no inicio da semana.

Assim, neste estudo, a abscissa x; corresponde a i-ésima semana considerada, en-
quanto a ordenada y; corresponde ao dado daquela semana. Para obter os coeficientes dos
modelos: linear (2.4), exponencial (2.15), geométrico (2.21), quadratico (2.27) e exponen-
cial de uma quadrética (2.43) para ajuste dos dados pelo método dos quadrados minimos, foi

utilizado o software Excel.

3.1 Curitiba

Nesta secdo vamos aplicar os ajustes de curvas aos dados semanais de COVID em Curi-
tiba. Na primeira subsecdo discutimos os modelos para o nimero de casos confirmados; na
segunda, para o nimero de Gbitos e encerramos a se¢ao com a andlise dos erros relativos

obtidos e as expressdes dos modelos que melhor se ajustaram aos dados.

3.1.1 Numero de casos confirmados

A Figura 7, extraida de [11], exibe os nlimeros oficiais de casos confirmados de COVID-19
na cidade de Curitiba até 29/08/2020. Como as informacdes da dltima semana aparecem
incompletas, consideramos as 25 semanas do periodo de 01/03 a 22/08/2020. Com base
nesses dados, discutimos os modelos em duas situacoes. Na primeira situacdo, consideramos
os dados de todas essas semanas, enquanto na segunda situacao foram adotados os dados das

ultimas 15 semanas.



32

PAINEL COVID-19 CURITIBA

SRAG 2020 - DISTRIBUICAO DOS VIRUS RESPIRATORIOS ;
EM PACIENTES INTERNADOS POR SRAG, POR SEMANA EPIDEMIOLOGICA

M SARS-CoV-2

W Bocavirus

£ & 8

Coronavirus
Rinovirus
Metapneumovirus
= Adenovirus
250 ® Parainfluenza
200 W Virus Sincicial Respiratério
150 m Influenza B Yamagata
# Influenza B Victéria
Influenza A (ndo subtipado)
w Influenza AH3

® Influenza AHIN1

100

o - . = - -
‘,\d“ o ,,m",b\\ &" ‘p“ q" S 0% ot \,o"_o\v“sf:@@@e’ ,)e’ .,e“' @\f .)\*' S e‘" \,v’ & 1,\«- o &’9 Aﬂ éﬁ ,,ﬁ
ST df» o R IO 2y

Figura 7 — Ndmero de casos confirmados de COVID-19 em Curitiba até 29/08/2020 [11].

A Figura 8 mostra os modelos obtidos para o nimero de casos semanais confirma-
dos por COVID-19 na cidade de Curitiba no periodo de 01/03 a 22/08/2020. As abscissas
representam as semanas e as ordenadas, o nimero de casos semanais. Os pontos em azul in-
dicam os dados fornecidos pela Figura 7. Em cada um dos graficos esta representado um dos
modelos estudados que melhor se ajustou aos dados pelo método dos quadrados minimos.

A Figura 9 mostra os modelos obtidos para o nimero de casos semanais confirmados
por COVID-19 na cidade de Curitiba para as 15 dltimas semanas, ou sejam, no periodo de
10/05 a 22/08/2020. As abscissas representam as semanas € as ordenadas, o nimero de casos
semanais. Os pontos em azul indicam os dados fornecidos pela Figura 7. Em cada um dos
gréficos estd representado um dos modelos estudados que melhor se ajustou aos dados pelo

método dos quadrados minimos.
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600 600
400 400
—y ——y i
200 ——f(x_i) 200 f(x_i)
Sty
0 0 Lapat et
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
(a) Modelo Linear. (b) Modelo Exponencial.
600 600
400 400

—.—yi —.—\/i

200 \ flx_i) 200 —f{x_i)
/*..VJ./"/

0 P

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
(c) Modelo Geométrico. (d) Modelo Quadritico.
600
400
—.—y i

200 ——f{x_i)

0

0 5 10 15 20 25

(e) Modelo Exponencial de uma Quadratica.

Figura 8 — Ajuste de curvas aos dados semanais de casos confirmados de COVID-19 em Cu-
ritiba.

Comparando os graficos das Figuras 8 e 9, vemos que o modelo que melhor se
adequou ao ndmero de casos confirmados em Curitiba foi a exponencial de uma quadratica,

representado no item (e) da Figura 9.
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600 600

400 400

——y i

——f(x_i) 200 \ flx_i)
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200
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0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
(a) Modelo Linear. (b) Modelo Exponencial.
600 600
400 400

——y i ——y i
200 \ f(x_i) 200 —+—f(x_i)

=74

0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
(c) Modelo Geométrico. (d) Modelo Quadritico.
600
400
—.—y i
200 ——f{x_i)
0
0 5 10 15 20 25

(e) Modelo Exponencial de uma Quadratica.

Figura 9 — Ajuste de curvas de casos de COVID-19 das 15 dltimas semanas em Curitiba.

3.1.2 NuUmero de 6bitos

A Figura 10, extraida de [11], exibe os numeros oficiais de obitos semanais por COVID-19
na cidade de Curitiba até 05/09/2020. Como as informacdes da dltima semana aparecem
incompletas, foram considerados os dados das 21 semanas compreendidas no periodo de
05/04 a 29/08/2020.
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PAINEL COVID-19 CURITIBA

Distribuicio dos OBITOS com COVID-19 até 04/09/2020, residentes
em Curitiba, por semana epidemiologica de ocorréncia.

Ghitos
5

1.051 ébitos

105 102

»

®

-

m : |I I
,-i-.———..ll

05/abr 12/abr 19/abr 26/abr 03/mai 10/mai 17/mai 24/ma| 31/ma O7l]un 14/]un 21/1un ZS/JHI'I 05/Jul lZ/jIll 15/;u| 26/]u| Ozlagn 09/ago 16/agn 23/agu w/aga
a a a a a a a

11/abr 18/abr 25/abr 02/mai 09/mai 16/mai 23/mai 30/ma| Oﬁljun 13ljun ZD/jun 27/Jur1 04/qu 11/Ju| 18/Jul 25/1ul 01/%0 ua/ago 15/aga zzlago 29/@0 os/set

semana epidemiologica

Figura 10 — Numero semanal de 6bitos por COVID-19 em Curitiba [11].

Com base nesses dados, discutimos os modelos em duas situagdes. Na primeira
situacdo, consideramos os dados de todas essas semanas, enquanto na segunda situacao foram
adotados os dados das ultimas 15 semanas.

A Figura 11 mostra os modelos para o nimero de 6bitos em Curitiba para as 21
semanas de 05/04 a 29/08/2020. Os modelos se ajustam mais adequadamente aos dados

das primeiras semanas, no entanto, nas ultimas eles apresentam uma previsao muito além da
realidade.



36

120 120
90 90
—_— 1
60 = 60
——f(x_i)
30 30
P =
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(a) Modelo Linear. (b) Modelo Exponencial.
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60 e 60 =
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0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
(c) Modelo Geométrico. (d) Modelo Quadritico.
120
90
— i
60 i
——f(x_i)
30
0
0 5 10 15 20

(e) Modelo Exponencial de uma Quadrética.

Figura 11 — Ajuste de curvas aos dados de obitos semanais por COVID-19 em Curitiba.

A Figura 12 mostra os modelos para o nimero de 6bitos em Curitiba para as dltimas
15 semanas de 17/05 a 29/08/2020.
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(a) Modelo Linear. (b) Modelo Exponencial.
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——f(x_i)
30
0
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(e) Modelo Exponencial de uma Quadrética.

Figura 12 — Ajuste de curvas aos 6bitos de COVID-19 das 15 ultimas semanas em Curitiba.

Observamos, visualmente que o modelo que melhor se ajustou ao nimero de dbitos

em Curitiba é o exponencial de uma quadrética, mostrado no item (e) da Figura 12.
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3.1.3 Erros relativos

A Tabela 6 mostra o erro relativo de cada um dos modelos considerados tanto para o nimero
de casos confirmados como para o numero de obitos por COVID-19 em Curitiba, para o
periodo total considerado e para o periodo que abrange apenas as 15 dltimas semanas. Em

destaque estao os menores erros relativos.

Periodo total considerado 15 altimas semanas
Modelos — ——
casos obitos casos obitos
Linear 0,412926602 | 0,310562026 || 0,389541087 | 0,272714768
Exponencial 0,677809514 | 0,499587428 || 0,450409628 | 0,516300031
Geométrico 0,450665296 | 0,407732467 || 0,432636575 | 0,413170102
Quadratico 0,406347367 | 0,304284718 || 0,155887599 | 0,220464123
Exp. da Quadrética || 0,352329054 | 0,403260833 | 0,087947213 | 0,106114569

Tabela 6 — Erro relativo para os modelos de nimero de casos confirmados e Gbitos por
COVID-19 em Curitiba.

Os menores erros ocorreram quando foram considerados os dados das dltimas 15
semanas. Tanto para o niimero de casos confirmados como para o nimero de 6bitos, o modelo
que melhor se ajustou foi o da exponencial da quadratica. Este fato pode também ser inferido
a partir das Figuras 8-12. A expressao do modelo que melhor se ajustou ao nimero de casos

confirmados em Curitiba é:

f(SU) — e—5,573909666+1,195269825 1—0,030840812 22

em que z representa o nimero da semana, sendo que a semana 25 corresponde ao periodo
de 16 a 22/08/2020. Por outro lado, a expressdao do modelo que melhor se ajustou ao nimero

de 6bitos em Curitiba é:

f($) — 6—3,832128219+0,962451749 2—0,027140408 2>

em que x representa o nimero da semana, sendo que a semana 25 corresponde ao periodo
de 23 a 29/08/2020.

3.2 Parana

Nesta se¢do vamos aplicar os ajustes de curvas aos dados semanais de COVID-19 no Pa-

rand. Na primeira subse¢do discutimos os modelos para o numero de casos confirmados; na
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segunda, para o nimero de 6bitos e encerramos a se¢cdo com a andlise dos erros relativos

obtidos e as expressdes dos modelos que melhor se ajustaram aos dados.

3.2.1 Numero de casos confirmados

A Figura 13 exibe os nimeros oficiais de casos semanais confirmados por COVID-19 no
estado do Parana de 08/03 a 31/08/2020. Nela as semanas estdo numeradas de 11 a 36,
essa numeragdo vem da contagem das semanas epidemioldgicas disponiveis no Calendario
Epidemioldgico 2020 [3]. As semanas do grafico que foram consideradas sdo de 11 a 35,
pois a semana 36 estd incompleta. Com base nesses dados, discutimos os modelos em duas
situacdes. Na primeira situacdo, consideramos os dados de todas essas semanas, enquanto na
segunda situacdo foram adotados os dados das tltimas 15 semanas, denotadas no grafico da

Figura 13 de semana 21 a 35.
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Figura 13 — Numero de casos confirmados de COVID-19 no Parana até agosto [10].
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A Figura 14 mostra os modelos obtidos para o niimero de casos semanais confirma-
dos por COVID-19 no estado do Parana de 08/03 a 29/08/2020. Consideramos a semana 11
do grafico da Figura 13 como a primeira. As abscissas representam as semanas e as ordena-
das o numero de casos semanais. Os pontos em azul indicam os dados fornecidos pela Figura
13. Em cada um dos gréficos estd representado um dos modelos estudados que melhor se

ajustou aos dados pelo método dos quadrados minimos.
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(e) Modelo Exponencial de uma Quadrética.

Figura 14 — Ajuste de curvas aos dados de casos semanais confirmados de COVID-19 no
Paran4 até agosto.

A Figura 15 mostra os modelos obtidos para o nimero de casos semanais confir-
mados por COVID-19 no estado do Parand para as dltimas 15 semanas consideradas, que
consiste no periodo de 17/05 a 29/08/2020. As abscissas representam as semanas € as Or-
denadas, o nimero de casos semanais. Os pontos em azul indicam os dados fornecidos pela
Figura 13. Em cada um dos gréficos estd representado um dos modelos estudados que melhor

se ajustou aos dados pelo método dos quadrados minimos.
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(e) Modelo Exponencial de uma Quadrética.

Figura 15 — Ajuste de curvas de casos de COVID-19 das 15 ultimas semanas no Parana.

Comparando os graficos das Figuras 14 e 15, vemos que o modelo que melhor se
adequou ao niimero de casos confirmados no Parand foi a exponencial de uma quadratica,

representado no item (e) da Figura 15.
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3.2.2 NuUmero de 6bitos

A Figura 16 exibe os ntimeros oficiais de 6bitos semanais por COVID-19 no estado do Parand
de 08/03 a 31/08/2020. Como as informacdes da ultima semana parecem incompletas e as
duas primeiras semanas nao possuem Obitos, foram considerados os dados das 23 semanas

numeradas no grifico de 13 a 35. Como na subsec¢ao anterior, discutimos os modelos em duas
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Figura 16 — Obitos semanais de COVID-19 no Parand até Agosto. [10]

situacdes. Na primeira situacdo, consideramos os dados de todas essas semanas, enquanto na
segunda situacdo foram adotados os dados das ultimas 15 semanas, denotadas no grafico da
Figura 16 de semana 21 a 35.

A Figura 17 mostra os modelos para o nimero de ébitos no Parand para as 23 se-
manas consideradas. Esse periodo vai de 22/03 a 29/08/2020. Os modelos se ajustam mais
adequadamente aos dados das primeiras semanas, no entanto, nas ultimas eles apresentam

uma previsao muito além da realidade.
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Figura 17 — Ajuste de curvas aos dados semanais de 6bitos por COVID-19 no Parana.

A Figura 18 mostra os modelos para o niimero de 6bitos no Parand para as dltimas
15 semanas, denotadas no gréfico da Figura 16 por semana 21 a 35. Esse periodo vai de 17/05
a 23/08/2020. Visualmente, o modelo que melhor se ajustou ao nimero de 6bitos no Parana

€ o exponencial de uma quadratica, mostrado no item (e) da Figura 18.
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(e) Modelo Exponencial de uma Quadrética.

Figura 18 — Ajuste de curvas aos 6bitos por COVID-19 das 15 dltimas semanas no Parana.

3.2.3 Erros relativos

A Tabela 7 mostra o erro relativo de cada um dos modelos considerados tanto para o nimero
de casos confirmados como para o numero de 6bitos por COVID-19 no Parand, para o periodo
total considerado e para o periodo que abrange apenas as 15 dltimas semanas. Em destaque

estdo os menores erros relativos.
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Periodo total considerado 15 dltimas semanas
Modelos — —
casos obitos casos obitos
Linear 0,279860696 | 0,28511128 || 0,203238535 | 0,254461658
Exponencial 0,959863571 | 0,598992161 || 0,418382518 | 0,419408083
Geométrico 0,326550393 | 0,321203296 || 0,359222196 | 0,360958634
Quadritico 0,248064702 | 0,282516336 || 0,114571303 | 0,150446242
Exp. da Quadratica || 0,236125467 | 0,251723827 || 0,094850993 | 0,062573571

Tabela 7 — Erro relativo para os modelos de nimero de casos confirmados e Gbitos por
COVID-19 no Parana.

Os menores erros ocorreram quando foram considerados os dados das dltimas 15
semanas. Tanto para o niimero de casos confirmados como para o nimero de 6bitos, 0 modelo
que melhor se ajustou foi o da exponencial da quadratica. Este fato pode também ser inferido
a partir das Figuras 14-18. A expressao do modelo que melhor se ajustou ao niimero de casos

confirmados no Parana é:

f (:C) — 6—1,859476774+1,062376078 —0,024755107 22

em que x representa o nimero da semana, sendo que a semana 25 representa a semana de
23/08 a 29/08/202. Por outro lado, a expressao do modelo que melhor se ajustou ao nimero

de obitos no Parana é:

f (l’) — 6—3,222535031+0,946480426 —0,024830157 22

em que x representa o nimero da semana, sendo que a semana 25 representa a semana de
23/08 a 29/08/2020.

3.3 Brasil

Nesta se¢do vamos aplicar os ajustes de curvas aos dados semanais de COVID-19 no Bra-
sil. Na primeira subsecdo discutimos os modelos para o nimero de casos confirmados; na
segunda, para o nimero de 6bitos e encerramos a se¢do com a andlise dos erros relativos

obtidos e as expressdes dos modelos que melhor se ajustaram aos dados.
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3.3.1 Numero de casos confirmados

A Figura 19 exibe os nimeros oficiais de casos semanais confirmados por COVID-19 no
Brasil de 23/02 a 31/08/2020. Nela as semanas estao numeradas de 9 a 36, essa numeracao
vem da contagem das semanas epidemioldgicas disponiveis no Calendario Epidemiol6gico
2020 [3]. As semanas do grafico que foram consideradas sdao de 10 a 35, pois a semana
36 esta incompleta e a semana 9 ndo possui casos. Com base nesses dados, discutimos os
modelos em duas situagdes. Na primeira situacdo, consideramos os dados de todas essas
semanas, enquanto na segunda situa¢ao foram adotados os dados das dltimas 15 semanas,
denotadas no grafico da Figura 13 de semana 21 a 35.
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Figura 19 — Numero de casos confirmados de COVID-19 no Brasil de 23/02 a 31/08/2020
[7].

A Figura 20 mostra os modelos obtidos para o nimero de casos semanais confirma-
dos por COVID-19 no Brasil de 23/02 a 31/08/2020. Consideramos a semana 10 do grafico
da Figura 19 como a primeira. As abscissas representam as semanas e as ordenadas o nlimero
de casos semanais. Os pontos em azul indicam os dados fornecidos pela Figura 19. Em cada
um dos gréficos estd representado um dos modelos estudados que melhor se ajustou aos dados

pelo método dos quadrados minimos.
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Figura 20 — Ajuste de curvas aos dados semanais de casos confirmados de COVID-19 no

Brasil.

A Figura 21 mostra os modelos obtidos para o nimero de casos semanais confirma-

dos por COVID-19 no Brasil para as ultimas 15 semanas consideradas. Esse periodo vai de

17/05 a 31/08/2020. As abscissas representam as semanas € as ordenadas, o nimero de casos

semanais. Os pontos em azul indicam os dados fornecidos pela Figura 19. Em cada um dos

gréficos estd representado um dos modelos estudados que melhor se ajustou aos dados pelo

método dos quadrados minimos.
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Figura 21 — Ajuste de curvas de casos de COVID-19 das 15 tdltimas semanas no Brasil.

Comparando os graficos das Figuras 20 e 21, vemos que o modelo que melhor se
adequou ao numero de casos confirmados no Brasil foi a exponencial de uma quadrética,

representado no item (e) da Figura 21.
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3.3.2 NuUmero de 6bitos

A Figura 22 exibe os numeros oficiais de obitos semanais por COVID-19 no Brasil de 23/02
a 31/08/2020. Como as informacgdes da ultima semana parecem incompletas e as trés primei-
ras semanas nao possuem Obitos, foram considerados os dados das 24 semanas numeradas

no grafico de 12 a 35. Com base nesses dados, discutimos os modelos em duas situagdes.

Obitos de COVID-19 por Semana Epidemiolégica de notificagdo Ve

9 12 13 14

011 12 9 2021 22 23 24 25 26 27 28 29

Obitos

Semana Epidemiologica

Figura 22 — Obitos semanais de COVID-19 no Brasil 23/02 a 31/08/2020 [7].

Na primeira situacdo, consideramos os dados de todas essas semanas, enquanto na segunda
situacdo foram adotados os dados das ultimas 15 semanas, denotadas no gréfico da Figura 22
de semana 21 a 35.

A Figura 23 mostra os modelos para o numero de 6bitos no Brasil para as 24 se-
manas consideradas. Esse periodo vai de de 15/03 a 31/08/2020. A maioria dos modelos se
ajustam mais adequadamente aos dados das primeiras semanas, no entanto, nas Ultimas eles
apresentam uma previsdo muito além da realidade. O unico modelo que se ajusta quase por

completo aos dados € o quadratico representado no item (d) da Figura 23.
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Figura 23 — Ajuste de curvas aos dados semanais de 6bitos por COVID-19 no Brasil.

A Figura 24 mostra os modelos para o nimero de 6bitos no Brasil para as dltimas
15 semanas, denotadas no grafico da Figura 22 por semana 21 a 35. Esse periodo vai de de
17/05 a 31/08/2020.
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Figura 24 — Ajuste de curvas aos 6bitos por COVID-19 das 15 ultimas semanas no Brasil.

Visualmente, os modelos que apresentam a maios aproximacao sao o quadratico e o
exponencial de uma quadratica, mostrado no item (d) e (e) da Figura 24. Veremos, pelo erro

relativo, qual foi o0 modelo que melhor se ajusta.
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3.3.3 Erros relativos

A Tabela 8 mostra o erro relativo de cada um dos modelos considerados tanto para o nimero
de casos confirmados como para o nimero de 6bitos por COVID-19 no Paran4, para o periodo
total considerado e para o periodo que abrange apenas as 15 ultimas semanas. Em destaque

estdo os menores erros relativos.

Periodo total considerado 15 ultimas semanas
Modelos —__ ——
casos obitos casos obitos

Linear 0,181522424 | 0,249912686 || 0,131410845 | 0,050501103

Exponencial 1,923998618 | 0,819622838 || 0,15500427 0,0505199
Geométrico 0,696283429 | 0,551068588 || 0,136850097 | 0,050364971
Quadratico 0,180266946 | 0,111187726 || 0,074113243 | 0,028010908
Exp. da Quadrética || 0,377030624 | 0,363812576 || 0,069766872 | 0,028200833

Tabela 8 — Erro relativo para os modelos de casos confirmados e mortes por COVID-19 no
Brasil.

Os menores erros ocorreram quando foram considerados os dados das ultimas 15
semanas. Para o numero de casos confirmados o modelo que melhor se ajustou foi o expo-
nencial de uma quadratica e para o numero de 6bitos foi o quadrético. Este fato pode também
ser inferido a partir das Figuras 20-24. A expressao do modelo que melhor se ajustou ao

namero de casos confirmados no Brasil €:

f ((E) — 68,349656776+0,382360029 2—0,008587315 22

em que x representa o nimero da semana, sendo que a semana 25 representa a semana de
23/08 a 29/08/2020. Por outro lado, a expressao do modelo que melhor se ajustou ao nimero

de 6bitos no Brasil é:

f(z) = 2216, 957466 4 601, 5755495 x — 17, 73068843

em que x representa o nimero da semana, sendo que a semana 25 representa a semana de
23/08 a 29/08/2020.



4 Experiéncia Didatica em Tempos de
Quarentena

O calendario académico da UFPR - Universidade Federal do Parand foi suspenso a partir do
dia 15 de marco de 2020, por conta da pandemia causada pelo COVID-19. Com o objetivo
de propor horas formativas aos alunos do curso de Matemadtica Industrial, a Coordenagao
do curso aprovou a oferta de uma atividade a distancia com cinco médulos com o tema
“Modelagem Matemética em Tempos de Quarentena”. A atividade foi ofertada para todos os
alunos do curso, sem exigéncia de pré-requisitos. Tendo em vista que o tema deste TCC -
Trabalho de Conclusao de Curso se encaixava na proposta da atividade, propusemos ofertar
o primeiro moédulo intitulado “Método dos Quadrados Minimos”, sob responsabilidade da

minha orientadora, Professora Elizabeth Wegner Karas, e eu.

Os responsdveis por cada um dos médulos tiveram autonomia para decidir sobre a
metodologia adotada. A coordenagdo da atividade criou uma sala no “Google Classroom”
para disponibilizar os materiais dos cinco médulos. Houve no total 47 inscritos entre alunos
do curso e egressos.

Para o médulo de “Método dos Quadrados Minimos”, sob nossa responsabilidade,
optamos em preparar slides tendo como base o material apresentado no Capitulo 2 deste
TCC. Essa preparacdo dos slides foi fundamental para uma releitura e reescrita do proprio
capitulo. Para disponibilizar aos alunos optamos pela filmagem dos slides com gravagao de
explicagdes em dudio. Esta gravacdo foi feita pela professora com duracido de 49 minutos.
O material foi disponibilizado no dia 14/05/2020 na “Google Classroom” e no “YouTube”
através do link https://www.youtube.com/watch?v=1VArgkJEMNS.

Como meio de avaliagdo foi solicitado um relatorio de aplicacdo dos modelos es-
tudados numa base de dados escolhida pelo proprio aluno. A base de dados ndo precisava
ter relacdo com a pandemia. Com o objetivo de discutir e esclarecer eventuais duvidas os
participantes foram convidados para um momento sincrono pelo “Discord”, cinco dias apds
a publicacdo do material na “Classroom”. Essa discussdo ocorreu no dia 19/05/2020, no
horério marcado, com a participacdo de 18 alunos e da Professora Ailin Ruiz Zarate Fabre-
gas, responsavel pelo segundo mddulo. Os participantes eram de diferentes periodos desde
o primeiro semestre ao ultimo ano. A conversa no “Discord” foi coordenada pela professora
Elizabeth. Os alunos comentaram que gostaram da apresentacdo dos slides e demonstraram
interesse na discussd@o. Questionaram a obtencdo das férmulas (2.39) dos coeficientes do

modelo quadratico. Explicamos que a obtencdo dessas formulas segue da resolugdo de um
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sistema linear com 3 varidveis. No entanto exige varios passos de cédlculos e que os alunos
tinham toda razdo no questionamento. Em seguida foi compartilhada a tela com os trabalhos
ja postados até aquele momento. Em um deles havia a apresentagao do erro relativo (2.3)
dos modelos. A importancia deste erro para a andlise dos modelos foi evidenciada na dis-
cussdo. Dada sua relevancia decidimos incluir esta discuss@o no trabalho e nos slides. Os
alunos também foram orientados a discutir os erros relativos nos relatorios. Finalizamos a
conversa no “Discord” apds duas horas com a solicitacdo de “feedbacks”, os quais foram

muito positivos e incentivadores como mostra a Fig. 25.

Eu achei que ficou étimo os slides e ve lendo prof. Bem maravilhosa e didética

L
I -=rresenta todo mundo!

Gostei bastante dos slides e do formato da explicagdo, parecia mesmo uma aulz, e ndo achei que foi muito longo o video.

Eu amei, achei a explicacio super boa e super didatico, explicando com bastante calma pg mesmo quem jd sabe do assunto, é bom rever com mais
calma

Eu também gostei do fato de parecer realmente uma aulz...

Gostei muito dos slides e da video aula. Ficou bem didatico.

Professora, eu ja mandei o projeto, mas diretamente como uma publicacio no google classroom mesmo, gostaria de saber se essa é a forma correta
de mandar.

&

- Achei legal também o fato de explicar a forma mais fécil primeiro, mesmo sendo mais longa, pra depois partir pra forma matricial

. E interessante realmente parar em cada parte e tentar fazer... Na primeira vez que eu assisti o video, eu vi sem pausas e me perdi um pouco, mas
comecei a rever e parar em cada parte em que eram necessarias as contas, para entender melhor!

Figura 25 — Tela com “feedbacks’’recebidos no “Discord”.

Recebemos através da “Classroom” o relatério de 13 participantes. Alguns alunos
usaram mais de um banco de dados e os temas abordados foram variados, como mostra a
Tabela 9 que apresenta uma sintese dos trabalhos entregues. A primeira coluna (GRR) refere-
se ao ano de ingresso do aluno no curso. A segunda (Numero) representa o tema escolhido
para a base de dados, onde (A) representa “por ano”, (T) “por trimestre”, (M) “por més”, (S)
“por semana”, (D) “por dia” e (H) “por hora”. A terceira coluna (Prog.) indica o software ou
a linguagem de programacao utilizada pelo aluno. E finalmente a quarta (f) coluna indica o
modelo que melhor se ajustou aos dados do problema. O modelo estd indicado pela letra (L)
no caso linear (2.4), (Q) quadratico (2.27), (E) exponencial (2.15), (EQ) exponencial de uma
quadratica (2.43) e (O) indica outros.
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| GRR | Niimero Prog. | [ |
2016 | (A) aplicadores na B3 de 2002 a 2020. Excel | EQ
2016 | (S) casos de Dengue no Parana de 2015 4 2016 Julia 0]
2018 | (D) casos de COVID na Franca, de 18/03 a 18/05/2020. Octave | Q
2018 | (A) populagdo brasileira em milhdes, de 1872 a 2010. Octave | Q
2018 | (D) casos de COVID nos EUA de 04/03 a 03/04/2020. Oct/Exc | Q
2018 | (A) feminicidios no Brasil, de 2015 a 2019. Excel Q
2018 | (M) 0 a 100, de popularidade do veganismo e Julia Q
do vegetarianismo, de 03/2004 a 12/2019. Q
2018 | (T) porcentagem de desemprego no Brasil, de 2017 4 2020 | Excel | EQ
2019 | (A) mortes por desnutricao em Curitiba 1979 a 2017. Excel Q
2019 | (D) casos de Dengue no Parana 08/2019 a 05/2020. Excel | EQ
2019 | (D) mortes por COVID na Italia em abril de 2020. Octave | EQ
2020 | (A) populagdo Brasileira de 1500 a 2020 Python | E
(H) bactérias em uma amostra. EQ
2020 | (A) mortes no periodo neonatal no Haiti, de 1960 a 2018. Excel Q

Tabela 9 — Sintese dos Projetos.

Como mostra a Tabela 9, dos 13 participantes que entregaram o relatorio, 2 ingres-
saram no curso em 2016, 6 em 2018, 3 em 2019 e 2 em 2020. Cabe ressaltar que um dos
alunos que ingressou em 2020 ja é formado em Estatistica. Dos 12 trabalhos, 7 utilizaram o
“Excel” para realizar os calculos e fazer os graficos, 2 programaram em “Julia”, 4 em “Oc-
tave” e 1 em “Python”. Alguns alunos realizaram os cédlculos tanto da foram estudada nas
Secoes 2.1 e 2.4.1 como na forma matricial vista na Secdo 2.4.2. Um dos alunos também
inseriu em seu trabalho mais dois modelos de aproximacgdo a exponencial de seno e cosseno,
que para o caso dele foram os com menor erro. Inferimos dos relatérios que os participantes
conseguiram aplicar a metodologia estudada a diferentes bancos de dados. Nao houveram
erros recorrentes. Tivemos apenas trés trabalhos com algum equivoco no célculo de erros
que ndo condiziam com os graficos apresentados; na exponencial da quadrética, usando lo-
garitmo ao invés da prépria exponencial ou na plotagem dos graficos. Esses equivocos foram
solucionados apds nosso “feedback” individual ao aluno.

Como licencianda a experiéncia de pratica a distancia contribui de maneira signifi-
cativa para minha graduagiao, pois possibilita uma forma de ensino que complementa a que
vivenciamos em nossa formagao. Além disso muitos dos temas abordados sdo de grande re-
levancia para nossa sociedade e abrem espago para discussdes de extrema importancia para
o cendrio atual. Em um tempo de crise onde todos tivemos que nos reinventar, acredito que
este médulo foi de grande aprendizagem, ndo apenas para os alunos mas também para mim

como futura professora.






5 Conclusao

O surto da COVID-19 aqui no Brasil iniciou em meados de mar¢o e gerou uma série de
dilemas em nossa sociedade. Dentro deste cendrio é que foi construido este trabalho.

O objetivo deste trabalho foi de estudar o método de quadrados minimos e aplici-lo
no ajuste de dados de casos confirmados e 6bitos pela doenca em Curitiba, Parand e Brasil.

Iniciamos o Capitulo 2 partindo do modelo mais simples de compreensao, o linear,
e generalizando na forma matricial se baseando nos livros [2, 8]. Com a necessidade de
contetidos de Algebra Linear e de Calculo para a compreensdo dos conceitos envolvendo
solucdo de sistemas, propriedades das matrizes, posto, imagem, derivadas parciais e projecao
de vetores, outras referéncias, como [1, 4, 9, 12], complementaram o estudo. Ao aplica-los
neste trabalho tive a oportunidade de rever tais conteidos com mais aten¢do e cuidado, além
de vislumbrar aplicacdes a conceitos que podem passar despercebidos durante a graduacao,
contribuindo assim com um dos objetivos de um TCC.

Outro fator que contribuiu para a finalizagao do Capitulo 2 foi a criacdo e aplicagdo
do médulo “Método dos Quadrados Minimos™ descrito no Capitulo 4. Com a participagdao
dos alunos e a discussdo sobre o erro relativo (2.3), decidimos incorpora-lo a este trabalho,
dada a sua facilidade na comparacdo dos erros. Essa pratica de aula a distancia agregou a
minha graduacido como licencianda, visto que o momento propiciou uma maneira de dar aula
além da convencional.

No Capitulo 3 aplicamos os modelos estudados pelo método de quadrados minimos
ao numero de casos e 6bitos por COVID-19. Em um primeiro momento trabalhamos com
o numero de casos e mortes didrios. Durante a Semana da Matematica, proporcionada pelo
PET Matemaética da UFPR, assisti a palestra “Desafios da Modelagem Matematica aplicada
no COVID-19” conduzida pelos professores Roberto Ribeiro e Elias Gudifio da UFPR e Nara
Bobko da UTFPR. Nesta palestra foi comentado que os dados didrios sao afetados pela falta
de registro durante os finais de semana, provocando um aumento irreal no nimero de casos
e mortes no inicio da sema. Esse fato gera uma irregularidade nos dados. Isso foi crucial na
nossa decisdo em trabalhar com os dados semanais.

Dos modelos aplicados, o que se destacou foi o exponencial de uma quadratica,
por apresentar 0 menor erro na maioria dos casos. Esse fato condiz com o crescimento
exponencial da doenca. Tais modelos podem ser considerados como modelos de projecao
[5] ja que para previsdes a curto prazo o erro é pequeno. Mas como foi abordado, o foco
deste trabalho nao foi fazer previsdes mas apresentar o Método dos Quadrados Minimos e os

conteddos envolvidos que sdo estudados durante a graduacgdo.
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