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RESUMO

Nesta dissertacao relembramos a nocao de um grupoide de Lie e introduzi-
mos G-fibrados principais por meio de morfismos generalizados de grupoides.
Posteriormente, estendemos o estudo para o caso 2-categorico, primeiro ca-
racterizamos 2-grupoides de Lie em termos de modulos cruzados, depois
definimos uma noc¢ao de morfismo generalizado entre 2-grupoides e por con-
seguinte obtemos [G — H]-fibrados principais. Realizamos também um
paralelo, via nervo, entre o estudo de 2-grupoides e a abordagem simpli-
cial. Finalmente, discutimos extensoes de grupoides, suas equivaléncias de
Morita, e entao descrevemos explicitamente uma correspondéncia 1-1 entre
classes de equivaléncias de Morita de, por um lado, [G — Aut(G)]-fibrados

principais, e por outro, de G-extensoes de grupoides.

Palavras-chave: 2-grupoides de Lie; Extensoes de grupoides; [G — H]-
fibrados principais; [G — Aut(G)]-fibrados principais e G-extensoes.



ABSTRACT

In this dissertation we recall the notion of a Lie groupoid and introduce G-
principal bundles by means of generalized morphisms of groupoids. Later,
we extend the study to the 2-categorical case, first we characterize Lie 2-
groupoids in terms of crossed modules, then we define a notion of genera-
lized morphism between 2-groupoids, and consequently we obtain [G — H|-
principal bundles. We also performed a parallel, via a nerve construction,
between the theory of 2-groupoids and the simplicial approach. Finally, we
discuss groupoid extensions, their Morita equivalences, and then explicitly
describe a 1-1 correspondence between Morita equivalence classes of, on
the one hand, [G — Aut(G)]-principal bundles, and on the other hand, of

groupoid G-extensions.

Keywords: Lie 2-groupoids; Groupoid extensions; [G — H|-principal bun-
dles; [G — Aut(G)]-principal bundles and groupoid G-extensions.
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Introducao

De forma intuitiva um grupoide de Lie nada mais é do que um grupoide com uma
boa estrutura diferenciavel, em especial, um grupo de Lie pode ser visto como um grupoide
de Lie com um tinico objeto. De forma semelhante como no contexto puramente categoérico,
h& uma nocao de equivaléncia (suave) entre grupoides de Lie, nesse caso um morfismo
de grupoides de Lie é uma equivaléncia de Morita se, e somente se, é essencialmente
sobrejetor, fiel e pleno. No entanto, geralmente essas equivaléncias nao sao invertiveis,
o que nos leva a uma inversao formal desses morfismos, que sdo o que chamamos de
morfismos generalizados.

Grosso modo, um morfismo generalizado é dado primeiro substituindo um grupoide
de Lie por um grupoide Morita equivalente e, logo ap6s, mapeando esse tltimo por um
morfismo de grupoides de Lie. Essa nogao sugere uma abordagem de G-fibrados principais
realizada de maneira global, sem recorrer a cartas locais e cociclos. De fato, lembre que
um G-fibrado principal pode ser definido, a menos de isomorfismos, como uma cole¢ao
de funcoes de transicdo g;; : U;; — G sobre alguma cobertura aberta {U;}ier de M,
satisfazendo a condicao de cociclo g;;g;r = gir. Essa colecao de funcoes de transicao define
um morfismo de grupoides do grupoide de Cech || Ui; = 11U, associado a cobertura aberta

{Ui}ier para o grupo de Lie G = . Em particular, obtemos um morfismo generalizado:
(M = M) «~— (IIU; S 1) " (G = %),

onde a flecha para a esquerda é a equivaléncia de Morita canonica. Em outras palavras,
um G-fibrado principal sobre uma variedade M pode ser pensado como um morfismo
generalizado de M para o grupo de Lie GG, ambos considerados como grupoides.

Esse ponto de vista conduz a uma generalizacao direta para o contexto 2-categorico,
isto é, para uma nogao de fibrado principal de um 2-grupo de Lie. O estudo de 2-grupos de
Lie surge naturalmente na fisica matematica, especificamente, na teoria de gauge superior
fibrados de 2-grupos de Lie fornecem uma boa estrutura para descrever o transporte
paralelo de strings.

Em termos praticos, um 2-grupoide de Lie (estrito) pode ser considerado como a



versao superior de um grupoide de Lie. Concretamente, é um grupoide duplo da forma:

GQ:GO

I

Gl:;G[)

onde os grupoides que o formam sao de Lie. Com isso, um 2-grupo de Lie é um 2-grupoide
sobre um tnico objeto, ou em outros termos, um grupoide de Lie onde as variedades de
flechas e objetos sao grupos de Lie e os mapas estruturais sao morfismos de grupos de Lie.

E um resultado cldssico que 2-grupoides estdo em bijecio com médulos cruzados
de grupoides [11]. Conceitualmente, um médulo cruzado (G % H) é um morfismo de
grupoides p : G — H, junto com uma acao por automorfismos de H em G, satisfazendo
condi¢oes de compatibilidade adequadas. Além disso, essa bijecdo se restringe as sub-
categorias dos 2-grupos e dos modulos cruzados de grupos, onde o 2-grupo associado ao
médulo cruzado (G2 H) é denotado por [G' % H]. De modo geral, isso nos da uma
maneira simplificada de trabalhar com 2-grupoides, desde que as estruturas de um médulo
cruzado sao conhecidas.

A generalizacdo do conceito de morfismo generalizado para o caso de 2-grupoides
é direto: um morfismo generalizado de 2-grupoides de Lie G ~~ H é, a menos de equi-
valéncias, um par de morfismos de 2-grupoides G < G’ — H, onde G' = G ¢é uma
2-equivaléncia de Morita (uma equivaléncia "suave' de 2-grupoides). Entao, definimos
um [G % H]-fibrado principal sobre um grupoide de Lie H como sendo (a classe de)
um morfismo generalizado H ~ [G' 2 H], ambos vistos como 2-grupoides de Lie. Por
exemplo, um G-fibrado principal (de grupos) sobre M induz naturalmente um [1 — GJ-
fibrado principal (de 2-grupos) sobre M.

O conceito de nervo de grupoides de Lie se estende ao contexto 2-categérico como
um funtor da categoria dos 2-grupoides de Lie para a categoria das variedades simpliciais.
Na verdade, assim como no caso de grupoides esse funtor atribui 2-grupoides de Lie com
o que chamamos de 2-grupoides de Lie fracos, esses que nada mais sao do que variedades
simpliciais satisfazendo a condicdo de Kan suave em todas as dimensoes e a condicao
de Kan suave estrita para as dimensoes superiores a dois, veja [16]. Adicionalmente, o
nervo ¢ a ponte entre a teoria de homotopia dos 2-grupoides e a teoria de homotopia
de conjuntos simpliciais, em particular, um dos resultados desta dissertagao consiste em
relacionar 2-fibracoes de Morita de 2-grupoides de Lie com hypercovers de 2-grupoides de
Lie fracos.

A teoria de fibrados principais de 2-grupos esta intimamente relacionada com o

estudo de extensoes de grupoides. Explicitamente, uma extensao de grupoides é uma



sequéncia exata curta de grupoides de Lie sobre a mesma base M:

K G2

Um caso particular ocorre quando ¢ tem nucleo trivial, isto é, = M x GG, entao dizemos
que ¢ é uma G-extensao.

E possivel definir uma nocio de equivaléncia de Morita tanto para fibrados princi-
pais de 2-grupos quanto para extensoes de grupoides, isso é feito de maneira 6bvia: para
o caso de fibrados principais é preciso que ambos os 2-grupos sejam Morita equivalentes,
bem como os grupoides envolvidos, ainda, os fibrados principais devem ser equivalentes
como morfismos generalizados; ja para extensoes de grupoides, basta que exista um mor-
fismo de extensoes que é uma fibracao de Morita em ambos os argumentos.

O nosso caso de interesse esta em fibrados principais do 2-grupo de automorfismos
associado a um grupo de Lie G. Isto é, morfismos generalizados de um grupoide qualquer
‘H para o 2-grupo de Lie [G Ad, Aut(G)]. Mais precisamente, o principal resultado desta
dissertacao estabelece uma correspondéncia 1-1 entre classes de equivaléncia de Morita de,
por um lado, [G Ad, Aut(G)]-fibrados principais, e por outro, G-extensoes de grupoides.
Em termos simples, obtemos que um [G Ad, Aut(G)]-fibrado principal pode ser visto
como um certo morfismo de grupoides de Lie "sobrejetor', cujo nticleo é um fibrado em
grupos de Lie trivial.

O texto esta dividido em cinco capitulos que estao organizados como segue:

« Capitulo 1: E dedicado a um estudo preliminar para o desenvolvimento da disser-
tacao. Apresenta generalidades sobre grupoides de Lie e, em especial, uma discussao
autoral baseada em [11], acerca da defini¢do de fibrados principais como morfismos

generalizados.

o Capitulo 2: Apresenta a teoria de 2-grupoides de Lie e sua caracterizagao explicita
por meio de médulos cruzados de grupoides [27]. Além disso, introduzimos a nogao

de equivaléncia de Morita de [11] para o caso de 2-grupoides.

« Capitulo 3: Se refere a um breve estudo sobre objetos simpliciais [23], depois apre-
senta o nervo de um 2-grupoide [8], e entdo realiza um paralelo entre as teorias, por
um lado, 2-grupoides de Lie e seus morfismos, e por outro, suas versdes simpliciais

fracas.

« Capitulo 4: E estendido o conceito de morfismo generalizado para 2-grupoides,

entdo sao definidos e exemplificados fibrados principais de 2-grupos de Lie [11].

o Capitulo 5: Tem como foco o resultado principal. Primeiro sao introduzidos con-

ceitos relacionados a G-extensoes de grupoides, depois mostra-se uma detalhada

10



caracterizagao, a menos de equivaléncias, de fibrados principais do 2-grupo de auto-

morfismos por meio de G-extensoes.

11



Capitulo 1

Grupoides de Lie & Fibrados

principais

Neste primeiro capitulo sera realizada uma breve introducao a teoria dos grupoides
de Lie, suas equivaléncias de Morita e morfismos generalizados. Além disso, serao desen-
volvidos conceitos béasicos sobre fibrados principais, bem como uma abordagem de fibrados
principais por meio de morfismos generalizados de grupoides. Isso sera feito, objetivando
dar subsidio a teoria de ordem superior que sera desenvolvida nos préximos capitulos e,

sobretudo, visando fixar as notacoes e convengoes que serao utilizadas ao longo do texto.

1.1 Grupoides de Lie

Esta breve secdo ¢ padrao e utiliza como referéncias gerais [25], [22], [24], [21] e [6].
Um grupoide G é uma categoria pequena em que todos os morfismos sao iso-
morfismos. Explicitamente, um grupoide G consiste de um conjunto de objetos Gy e um

conjunto G; de morfismos (ou flechas), junto com mapas estruturais:

e s,t: G — Gy, denominados respectivamente, fonte e alvo. Em particular, para uma

flecha y <& z, tem-se s(g) = = e t(g) = y;

« uma multiplica¢do parcial - : G14x;G1 — G1, (g,h) — gh, que é associativa, isto é,

(gh)f = g(hf). Onde:
Gi1sx:G1 ={(g9,h) € G x Gy | s(g) =t(h)}

é o conjunto de flechas componiveis.

« um mapa unidade 1: Gy — Gy, x — 1,, tal que, para qualquer flecha y < z, tem-se

gl,=gelyg=g.

12



« um mapa inversdo i : G1 — Gy, g — g, tal que, para qualquer flecha y <= z, tem-se

g9t =1,eglg=1,.

Por vezes, denotamos um grupoide G por G; =% Gy, deixando implicito seus mapas

estruturais.

Definicao 1.1.1. Um grupoide de Lie G é um grupoide de modo que: Gy e G; sao
variedades diferenciaveis; os mapas estruturais -, 1,4, sao suaves; e os mapas s e t sao

submersoes sobrejetoras.

Um grupoide de Lie é, portanto, um grupoide com uma estrutura diferenciavel

compativel.

Exemplo 1.1.1. O grupoide de um ponto {*} = {x} é o mais simples exemplo de

grupoide de Lie, nesse caso todos os mapas estruturais sao triviais.

Exemplo 1.1.2. Para uma variedade diferenciavel M obtém-se o grupoide unidade

M = M, denotado por 1,; e cujos mapas estruturais sao todos identidades.

Exemplo 1.1.3. Para uma variedade M pode-se formar também o grupoide par M x

M = M, onde os mapas estruturais sao dados por:
« s(y,x) =z « Lz) = (z,2);
.« ty,x) = y; . iy, 7) = (v,9).
« (zy) (y,2) = (z,2);

Exemplo 1.1.4. Dados G um grupo de Lie e (g,z) — gz uma agao suave a esquerda
de G em M. Entao, pode-se associar o grupoide de agao G x M = M, denotado por

G x M e cujos mapas estruturais sao:
« 5(g,7) = o 1(z) = (e,2);
« g, %) = g; o i(g,x) = (97" g7).
« (¢,2) - (g9.7) = (99, 2);

Exemplo 1.1.5. Dada p : M — N uma submersao sobrejetora, o grupoide de sub-

mersao associado a p ¢ o grupoide M ,x, M = M, com mapas estruturais:
o s(y,x) = ; o 1(x) = (z,2);
° t(ya ZE) =Y ° Z(y>$) - (l',y)

° (Zay) ’ (y,x) = (Z,.’E);

13



Exemplo 1.1.6. Dada uma variedade diferencidavel M, o grupoide fundamental de
M ¢ o grupoide II(M) = M, onde II(M) é o conjunto de classes de homotopia de
caminhos suaves em M (com pontos finais fixos). Mais precisamente, dado 7 um caminho
representante da classe [y] € II(M), entao [y] tem fonte s([y]) = v(0) e alvo ¢([y]) = v(1).
J& o mapa unidade 1 : M — II(M), envia um ponto z na classe de homotopia do
caminho constante id(x). A multiplicagdo do grupoide nada mais é do que a classe da
concatenagao de dois caminhos e, finalmente, a inversao ¢ definida por i([7]) = [y™!], onde

v~1 é o caminho ¢ — (1 —t).

Um grupoide de Lie pode ser visto como uma generalizacao de um grupo de Lie

como sugere o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1.7. Um grupo de Lie G é um grupoide de Lie com um tnico objeto G = {x*}.
Os mapas fonte e alvo sdo as projegoes triviais, o mapa unidade 1 : {x} — G é dado pelo
elemento unidade do grupo, isto é, 1(x) = e, e a multiplicacao e inversao sao as herdadas

do grupo G.

Desde que um grupoide de Lie é uma categoria pequena com uma estrutura dife-
renciavel, é claro que um morfismo de grupoides de Lie deve ser definido como um funtor

que preserva estruturas diferenciaveis.

Definicao 1.1.2. Dados G e H grupoides de Lie. Um morfismo de grupoides de Lie

¢ : G — H consiste de dois mapas suaves:

G~ H,

o)

que comutam com todos os mapas estruturais de G e H. Mais precisamente, para todos

r € Gy, g€ Gye(g,h)€Gisx:Gr, 0s mapas ¢g e ¢ devem satisfazer:

« ¢o(s(g)) = s(¢1(9)); o 01(1e) = Loy
o Po(t(g)) = t(e1(9)); o ¢1(gh) = ¢1(g)91(h).

A categoria cujos objetos sao grupoides de Lie e morfismos sdo morfismos de

grupoides de Lie é denotada por Gpd.

Exemplo 1.1.8. Considere M uma variedade diferenciavel e II(M) = M seu grupoide

fundamental. Entao, os mapas fonte e alvo s,t : II(M) — M induzem naturalmente um

14



morfismo de [I(M) = M para o grupoide par M x M = M:

(M) - M ox M

I

id

Agora, recordemos a no¢ao de uma acao de um grupoide de Lie em uma variedade
diferenciavel, para isso serdo consideradas acoes a esquerda, mas os resultados a seguir

sao definidos analogamente para agoes a direita.

Definicao 1.1.3. Uma acao a esquerda de um grupoide de Lie G; = Gy em uma

variedade diferenciavel M é dada por:
e Uma submersao pu: M — Gy, chamada mapa momento;
« Um mapa de agao suave:
Gy xg, M — M
(9:%) =gz,
onde Gy xg, M = {(g,) € G x M | s(g) = ()},
sujeitos as seguintes condigoes:

 Para todo (g,2) € G xg, M:
plg - x) = tg);

e Dados g,¢9' € Gy e x € M, tal que (g9, x) € G1 xg, M, temos:
(99") - x=g-(g' ),
e para todo y € Gy, (1, - x) = x.

Ha um grupoide natural associado a uma a¢do de um grupoide em uma variedade

diferencidvel:

Exemplo 1.1.9. Considere G; = Gy um grupoide de Lie. Suponha que G age a esquerda
em uma variedade diferencidvel M, com acao (g,x) — gz e mapa momento u. Entdo,

pode-se formar o grupoide de agao G; x M = M, onde:

G x M ={(g,2) € G x M [ s(9) = p()},

com mapas estruturais:

15



e s(g, ) = x; o 1(z) = (14, 2);
. t(g,2) = g; « i(g,x) = (97", gx).
e (g,2) - (h,y) = (9h,v);

Observagdo 1.1.1. Observe que ao escolher G como sendo um grupo de Lie G, o grupoide

de acao associado a G é o grupoide de a¢do do Exemplo 1.1.4.

Existem também acoes de grupoides em grupoides, é de interesse o caso particular

de agoes de grupoides por automorfismos.

Definicao 1.1.4. Sejam G; = Gy e H1 = Hg grupoides de Lie. Diz-se que G age em
‘H por automorfismos se G age a esquerda em H; ao longo de yu : H; — Gy, e por
conseguinte em Hy < H;, com agao de g € G; em h € H; denotada por g>h e acao de
g € Gy em x € Hy denotada por g - x. Além disso, a acao deve satisfazer os seguintes

axiomas de compatibilidade:

« o0s mapas fonte e alvo s,t : Hy — Hy sao G-equivariantes, isto é:
s(gph)=g-s(h) e tlg>h)=g-i(h);

e aacao de G em H; é compativel com a multiplicagdo e unidade do grupoide H, isto
é:
(g>h)(ge f)=ge(hf) e grls=14a

Para o caso de a¢oes por automorfismos de um grupoide no outro também associa-

se um grupoide, esse que por sua vez é chamado de grupoide produto semi-direto, veja

134] e [25].

Definicao 1.1.5. Sejam G; = Gy e H1 = Ho grupoides de Lie. Suponha que G age em
‘H por automorfismos, entao o grupoide produto semi-direto de G por H é o grupoide
G1 X H1 = Ho, onde:

G1 x Hi={(g,h) € G X Hy | g h faz sentido}
e os mapas estruturais sao dados por:
* s(g,h) = s(h); « 1(x) = (1,1);
« (g, h) =t(g>h); o ilg,h) = (97" (9> b))

o (¢ 1) (g,h) =(dg, (g7 >h)h);
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1.2 Fibracoes de Morita & Morfismos generalizados
de grupoide de Lie

Esta secao destina-se ao estudo de certos morfismos de Morita de grupoides de
Lie, além de uma maneira padrao de inverté-los formalmente. Para tanto, esta secao ¢é
subdividida em duas subsegoes, com referéncias [13] e [24], além das padrdes, ja citadas

na Secao 1.1.

1.2.1 Fibracoes de Morita

Ha uma bem conhecida condi¢ao necessaria e suficiente para que um funtor seja
uma equivaléncia de categorias. Mais precisamente, uma equivaléncia entre categorias
pode ser pensada como um funtor que é fiel, pleno e essencialmente sobrejetor. No entanto,
para o caso de grupoides de Lie, apesar da condicao nao ser suficiente, define-se uma nocao
de equivaléncia pedindo que o morfismo seja fiel, pleno e essencialmente sobrejetor. Na

verdade, geralmente essa equivaléncia é induzida por morfismos de Morita.

Defini¢ao 1.2.1. Um morfismo de grupoides de Lie ¢ : G — H é um morfismo de

Morita, se satisfaz as seguintes condigoes:
1. O mapa Hj % 4,90 — Ho, dado por (g, z) — t(g) é uma submersao sobrejetora.

2. O seguinte diagrama ¢ um pullback de variedades diferenciaveis:

G o H,

(t’S)l J(ES)

Go % Go (¢ox o) Ho x Ho

Categoricamente falando, as condi¢oes 1 e 2 dizem que ¢ é essencialmente sobreje-
tor e fiel e pleno, respectivamente.

Estamos interessados em uma classe especifica desses morfismos, mais precisa-
mente, morfismos de Morita em que o mapa nos objetos ¢g : Gy — Hp € uma submersao
sobrejetora. Esses morfismos recebem uma outra nomenclatura e podem ser caracteriza-

dos utilizando o grupoide pullback.

Definicao 1.2.2. Sejam H um grupoide de Lie e f : M — Hy uma submersao sobrejetora.
Entao, o grupoide pullback f*H é o grupoide de Lie f*H; == M, onde:

JTHy =A{(y, h,x) € M x Hy x M [t(h) = f(y) e s(h) = f(x)},

com mapas estruturais:
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s(y, h,z) = x; o 1(z) = (z,1,2);

t(y, h,z) = y; o i(y,h,x) = (x,h 1 y).

(thvy) : (y7 h/rx) = (Za hh/7$>a

Diversos exemplos de grupoides de Lie podem ser construidos a partir de um pull-
back.

Exemplo 1.2.1. Nas condi¢oes da Definicao 1.2.2, se ‘H é o grupoide unidade 15 do
Exemplo 1.1.2, entdo o espago de flechas f*N = {(y,n,x) € M x N x M | f(y) =
n = f(x)} é difeomorfo a variedade M ;x M, isto é, obtém-se o grupoide de submersao
M xy M = M, veja Exemplo 1.1.5. Além disso, se H é o grupoide de um ponto {*} =
{x}, entao o grupoide pullback f*{x} é isomorfo ao grupoide par M x M = M.

Outro exemplo padrdo de um grupoide pullback é o grupoide de Cech.

Exemplo 1.2.2. Considere G; == Gy um grupoide de Lie. Sejam U = {U;};c; uma
cobertura aberta de Gy e m : [, U; — Gy a projecao. Entao, o grupoide de submersao
de G com respeito & cobertura U é o grupoide pullback 7*G e é denotado por G U).

Explicitamente:

Gu) =6 =11,
il
onde os objetos denotados por x; com i € I e x € U;, e flechas por g;; com 7, j € I, cujos
mapas fonte e alvo sao tais que s(g;;) = z; € U; e t(g;;) = y; € U;. Para o caso particular

do grupoide unidade 1,;, obtemos o grupoide de Cech:

ijel iel
onde U;; = U;NUj, as flechas sao pontos x;; € U;; e os mapas fonte e alvo sao as projecoes
s(x;;) = xj e t(x;;) = x;. Note que hd um tnico morfismo de z; para z; quando = € Uj;.

Agora, estamos prontos para definir a nogao de fibragdo de Morita [15].

Definicao 1.2.3. Um morfismo de grupoides de Lie ¢ : G — H é uma fibragao de
Morita se, ¢g : Gy — Ho é uma submersao sobrejetora e o grupoide G é isomorfo ao

grupoide pullback ¢

Diz-se que dois grupoides de Lie G e H sao Morita equivalentes, se existem:
um terceiro grupoide de Lie K e morfismos de Morita X — G e K — H. Note no
entanto que nao ha diferenca ao considerar fibragoes de Morita ao invés de simplesmente

morfismos de Morita. Isso ocorre pelo fato que, se dois grupoides de Lie sao Morita
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equivalentes G < K — H, entdo sempre pode-se escolher, um outro grupoide de Lie X',
tal que G + K' — H é uma equivaléncia de Morita com os mapas nos objetos sendo
submersoes sobrejetoras, veja [13]|, Proposigao 4.4.4, para detalhes. Portanto, pode-se

definir a equivaléncia de Morita em termos de fibragoes de Morita como segue.

Definicao 1.2.4. Dois grupoides de Lie G e H sao Morita equivalentes se existem, um

terceiro grupoide de Lie K e fibragoes de Morita K — G e K — H.

Observagdo 1.2.1. Em alguns trabalhos, morfismos de Morita sao definidos como o que

chamamos de fibragoes de Morita, veja por exemplo [19].

Exemplo 1.2.3. Dois grupos de Lie G = {*} e H = {*} sdo Morita equivalentes se, e

somente se, G e H sao isomorfos como grupos de Lie.

Exemplo 1.2.4. O grupoide par M x M = M ¢é Morita equivalente ao grupoide de um
ponto {x} = {x}. Para ver isso, note que para um mapa p : M — {x} o grupoide pullback
p*{*} éisomorfo ao grupoide par, explicitamente, para uma flecha (y, *, z) € p*{x} associa-

se o par (y,z) € M x M e vice-versa.

Exemplo 1.2.5. Seja p : M — N uma submersao sobrejetora. Entao, obtém-se uma
fibracao de Morita do grupoide de submersao para o grupoide unidade p : Mpyx, M — 1y,

com:
M, x,M —*— N

ol

M ——— N

Mais ainda, um grupoide de Lie G; == Gy é Morita equivalente a um grupoide unidade
N = N se, e somente se, G é isomorfo a um grupoide de submersdo com quociente

Go/G1 = N.

Exemplo 1.2.6. Geralmente, dado um grupoide de Lie H e f : M — Hy uma submersao
sobrejetora entao o grupoide pullback f*H é Morita equivalente ao grupoide H, cuja

fibracao de Morita é dada por:

FH 2 Hy

i

M — Ho

onde pr, : f*H, — H; é a segunda projecao.

1.2.2 Morfismos generalizados de grupoides de Lie

Fibragoes de Morita em geral nao sao invertiveis, o que pode ser visto no seguinte

exemplo:
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Exemplo 1.2.7. Dados uma submersao sobrejetora p : M — N e o grupoide de submer-
sao associado M ,x, M = M. Pelo Exemplo 1.2.5 tem-se a fibragao de Morita canonica
P Mpx,M — 1y. Suponha que exista um morfismo inverso de p:

s M,yx,M

:

==

_
g0

isto ¢, po g =1idy, e gop = idm,x,m- Entdao, como 1y é o grupoide unidade, obtém-se
que po g = idy,,, portanto gy : N — M ¢é uma secdo de p, mas p nem sempre admite uma

se¢ao, particularmente, caso N = [[; U; € claro que tal secao nao existe em geral.

No entanto, fibragdes de Morita podem ser invertidas formalmente, isso sera feito
durante esta subsecao. Grosso modo, um morfismo generalizado de um grupoide de Lie
G para um grupoide de Lie H pode ser pensado como uma sequéncia de dois passos: (i)
substitui-se o grupoide G por um grupoide Morita equivalente G’; (ii) mapeia-se G’ em H

por um morfismo de grupoides de Lie. Concretamente, obtemos a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.2.5. Dados G e H grupoide de Lie, um morfismo generalizado /¢ : G ~~

H é um par de morfismos de grupoides de Lie:

G2l g Yy

onde ¢ : G' = G é uma fibracao de Morita.

Exemplo 1.2.8. Qualquer morfismo de grupoides de Lie ¢ : G — H pode ser visto como

um morfismo generalizado ¢/idg : G ~~ H.

Acontece que dois pares ¥/, ¢ /¢’ © G ~~ H podem definir o "mesmo" morfismo
generalizado. Nesse sentido, faz-se necessario introduzir a definicao de equivaléncia entre

morfismos de grupoides.

Definicao 1.2.6. Dados ¢, : G — H dois morfismos de grupoides de Lie, uma trans-
formacgao natural 7 : ¢ = ¢ é um mapa suave 7 : Gy — H; de modo que, para todo
g c gli

isto é, para todo x € Gy, 7(x) € H; é uma flecha da forma:

D) < g(a).

Particularmente, diz-se que dois morfismos de grupoides de Lie ¢,v : G — H sdo equi-

valentes se existe uma transformacao natural ¢ = 1.
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Defini¢ao 1.2.7. Dois morfismos generalizados de grupoides de Lie /¢, ¢/ /¢’ + G ~~ H
sao ditos equivalentes se existem, um terceiro grupoide de Lie /U, um par de morfismos
de grupoides de Lie ¢ : K — G e &’ : K — G”, e um par de transformacoes naturais
T:poe=> ¢ oceyipoe =1 oc"

g/
/ Tax
g r K v H,
7 lﬁl /
G

de modo que £ := gpoe = ¢ o’ e y ;=1 oe =) oe’, se tornam um morfismo generalizado

x/€: G ~ H, como no diagrama:

Essa nocao define uma relagao de equivaléncia nos pares (¢, ), vide [13]. Par-
ticularmente, daqui em diante, um morfismo generalizado 1)/¢ representara a classe de

equivaléncia associada ao par ¢/ ¢.

Exemplo 1.2.9. Dadas M e N variedades diferenciaveis, considere ©/¢ : 1y ~~ 1y um

morfismo generalizado entre os grupoides unidades correspondentes. Entao, do Exemplo

1.2.5 obtemos um diagrama:

onde 1 G = MyxpM é um difeomorfismo e f : M — N é tal que fop = thoput.
Portanto, um morfismo generalizado entre variedades diferenciaveis M ~» N (vistas como

grupoides) é o mesmo que um mapa suave M — N.

Exemplo 1.2.10. Sejam G; == Gy e H1 = Ho grupoides de Lie. Fixe & uma cobertura
aberta de Gy e considere C;(L{) o grupoide de submersao de G com respeito a U, veja

Exemplo 1.2.2. Entao, é claro que o mapa obvio ¢ : Q(U) — G ¢é uma fibragao de
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Morita, vide Exemplo 1.2.6. Na verdade, qualquer morfismo generalizado G ~~ H pode
ser representado por uma certa cobertura aberta U de Gy, um mapa ¢ : G Uu)y - g

associado e algum morfismo de grupoides de Lie ¢ : g (U) — H, como no diagrama:
Gt GU) —— A
De fato, considere um morfismo generalizado 1/¢ : G ~ H, representado pelo diagrama:

G2 g Y

Entao, desde que ¢ : G — G é uma fibracdo de Morita o mapa ¢y : G, — Gy é uma
submersao sobrejetora, logo admite segoes locais o; : U; — G| sobre alguma cobertura
aberta U = {U, }icr de Gy. Mais ainda, denote por I' : G| — ¢5G; o difeomorfismo induzido
pela fibracao de Morita ¢. Agora, defina o mapa

&1t QV(L{) — gi
gij — T (04(t(9i7)), 9,0 (s(g37))),

entao, o seguinte diagrama é um morfismo de grupoides de Lie:

GU) — G

I

L Ui —— Gy

Assim sendo, obtemos uma fatoragdo ¢ o ¢ = ¢, e por conseguinte, um diagrama que

comuta:
e
AR
g c H,
gu)
onde £ = oe.

v v

Mais ainda, observe que um outro par /' : G(U') — G e £ : G(U') — H representa
o mesmo morfismo generalizado se, e somente se, em um refinamento comum de U e U’,

as restri¢oes de £ e & sdo relacionadas por uma transformacao natural:
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G —5— G H,
X { /
)

para ver isso compare com a Definicao 1.2.7.

E possivel formalizar a nocao de morfismo generalizado via célculo de fracdes.
Dada a categoria Gpd, considere Gpd,, a categoria quociente obtida identificando dois
morfismos de grupoides equivalentes. Seja MF a classe de flechas em Gpd, que sao
representadas por fibragoes de Morita em Gpd. Entao M F' é um sistema multiplicativo

em Gpd,, isto é:
e MF contém todas as identidades e é fechado sobre a composicao.

e Dada uma flecha ¢ : G — H em MF e qualquer flecha v : K — H, existe uma
flecha ¢’ : L — K em MF e uma flecha ¢’ em Gpd tal que o seguinte diagrama

comuta:
c-Ysg
I3
K — H

o Dados uma flecha ¢ : G — H em MF e um par de morfismos 1,¢ : K — G tais
que ¢ o) = ¢ o), existe uma flecha ¢' : L — K em MF tal que ¢po ¢’ =" o ¢

/ P
ﬁL]Cgﬂ ELNTS
,(Z)l

Agora, considere Gpdy[M F~!] a categoria de fragoes, obtida de Gpd, invertendo todas
as fibragoes de Morita. Portanto, uma flecha G — H em Gpd,[M F~'] é uma classe de

equivaléncia de pares de morfismos de grupoides de Lie:

G2l ¢ Yy

onde ¢ é uma fibragdo de Morita, isto é, um morfismo generalizado pode ser visto (a

menos de equivaléncias) como uma flecha em Gpd,[MF 1.
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1.3 G-fibrados principais

Nesta secao ¢ introduzida a nocao de G-fibrado principal de duas maneiras: primei-
ramente ¢ introduzido o conceito de maneira cléssica, seguindo a mesma linha que [25];
posteriormente ¢ dada uma caracterizagdo de maneira global remetendo a ideia de mor-
fismos generalizados de grupoides [11]. Para tanto, é realizada uma discussao acerca da
caracterizagao de G-fibrados principais em termos de fung¢oes de transicao, satisfazendo a

condigao de cociclo [18], [9].

Definicao 1.3.1. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciavel. Um G-
fibrado principal sobre M é uma tripla (P, 7, 1) onde P é uma variedade diferenciavel,
w1 P — M é uma submersao sobrejetora e p : P x G — P é uma agao a direita nas
fibras de =, isto é, m o u = 7w o pry, para o qual o mapa (u,pr;) : P x G — P X P é um

difeomorfismo.

Os espagos P e M sao chamados respectivamente de espacgo total e base de
(P, m, 1), m é chamada de projegao de (P, m, i), G é chamado de o grupo de estrutura
de (P, m, 1) e p é frequentemente denotada por (p, g) — pg.

O seguinte critério nos déa a possibilidade de definir um G-fibrado principal sobre

M de forma alternativa.

Proposigao 1.3.1 (Critério de Godement). Se uma relagio de equivaléncia R C M x M é
uma subvariedade mergulhada fechada e mi|g, ma|r : R — M sao submersoes, entao M /R

herda uma inica estrutura de variedade que torna a proje¢cio M — M /R uma submersao.

De fato, para que (P, m, i) defina um G-fibrado principal é necessario e suficiente

que:
o A G-agdo u seja livre e transitiva ao longo das fibras de 7, isto é, M ~ P/G,

o (P, 7, ) sejalocalmente trivial, isto é, para todo € M, existe uma vizinhanga U de
z, e um difeomorfismo G-equivariante ¥ : 7=1(U) — U x G chamado trivializagao

associada a U.

Exemplo 1.3.1. O mais simples exemplo de um G-fibrado principal é o G-fibrado
trivial sobre M. Nesse caso, a projecdo do fibrado é a projecdo do primeiro fator

pry: M x G — M, e a acao é dada por (z,9)g9 = (z,99).

Definigao 1.3.2. Um morfismo entre dois G-fibrados principais sobre M, (P, 7, u) e
(P, 7', 1), ¢ um mapa suave F' : P — P’ que é G-equivariante, isto é, para todos p € P,

g € G:
F(pg) = F(p)g-
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Além disso, (P, 7, pu) e (P, 7', i) sdo ditos isomorfos se existe um morfismo F': P — P’

cobrindo a identidade Id,;, isto é:

P, p

P
. |

M =g M

Dado (P, m, 1) um G-fibrado principal sobre M, considere {(U;, ¥;) };e; uma cober-

tura trivializante, onde escrevemos cada ¥; : 7= 1(U;) — U; x G como sendo:

Wi(p) = (7(p), ¥i(p)),

com 9; : U; — G. Observe que a cada trivializacao ¥; : 71 (U;) — U; x G pode-se associar
uma sec¢ao o; : U; — P, definida por:

oi(x;) = U, Ny, e).
Em particular, para todo z € U; e p € 7 !(x), tem-se:

Wi (oi(z)i(p)) = (z,vi(0i(x))vi(p)) = (7,%:(p)) = Wi(p),

logo, nesse caso
p = oi(x)¢i(p).

Suponha agora que z € Uj;, entdo todo p € 7 '(x) pode ser escrito de duas

maneiras utilizando as secoes o; e 0, isto é:

oj(2)0;(p) = p = oi(x)i(p),

portanto, é possivel relacionar ambas as se¢des da seguinte forma:

0;(x) = oi(x)¢s(p)v;  (p).

Particularmente, o produto v;(p)y; Y(p) é o que chamamos de fun¢édo de transigio:

Gij Uij — G
z = i(p)v; (p),

e a familia das funcoes de transigao associada a cobertura {U; };¢; é denotada por {g;;}i jer.
Acontece que essas fungoes de transicao desempenham um papel fundamental na
teoria dos G-fibrados principais. Primeiramente, esses mapas tornam possivel estabelecer

se dois G-fibrados principais sdo isomorfos.
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Proposigao 1.3.2. Sejam (P,m,p) e (P, 7', 1) dois G-fibrados principais sobre M, com
respectivas fungoes de transicio {gi;}ijer € {9i;}ijer definidas em relagio a mesma cober-
tura suave {U;}ier de M. Entao (Pym,pu) e (P, 7', 1) sao isomorfos se, e somente se,

existem funcoes suaves \; : U; — G de modo que, para x € Uy, i,5 € I:

gi; = Ni(2) " gy (2) A ().

Observagio 1.3.1. Mesmo que dois G-fibrados principais sobre mesma base possuam
funcoes de transicao relativas a coberturas distintas, sempre é possivel considerar um

refinamento comum e assim compara-las.

Até aqui obtemos que todo G-fibrado principal sobre M leva a uma familia de
funcoes transicdo {g;; }i jer, associada a uma cobertura {U; },c;. No entanto, pode-se dizer

mais do isso, a saber, a familia {g;;}:cs satisfaz a condi¢do de cociclo:
9ij 95k = Yik-
Ora, para todo x € Uy, e p € 7 () tem-se que:

9i5(2) g0 (x) = i)y () (p)v (p) = Yilp) Vi (p) = gin(x).

Reciprocamente, se sao dadas {U; };c; uma cobertura aberta de M e {g;; : U;; — G}
uma familia de fungoes suaves satisfazendo a condicao de cociclo, entao é possivel construir

um G-fibrado principal sobre M de maneira natural como segue:

e Defina:

P = (HUixGx{i}>/~,

el
onde:
(,9,9) ~ (2/,d,j) & x=1"eg =gug.
Em particular P é uma variedade diferenciavel;

o A projegio m: P — M ¢ induzida pelas projecoes pr : U; x G x {i} — U, isto &,
m([z,9,1]) = x;

e A acao livre e suave u é induzida por translagoes a direita de G' no segundo fator
de U; x G x {i}, isto é, [z, g,i] - h = [z, gh, 1].
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o As trivializacoes ¢; : 7 H(U;) — U; x G sao dadas por:

Logo, por construgao, a colecao de funcoes de transigao de P é precisamente {g;; }i jer.

Portanto, se {g;;}ijer ¢ uma familia de fungoes de transi¢do oriundas de algum
G-fibrado principal (P, 7, i), o G-fibrado principal associado a {g;;}ijer (dado pela cons-
trucao acima) é isomorfo a (P, , i), vide Proposigao 1.3.2.

Entao, G-fibrados principais sobre uma variedade M podem ser definidos, a menos
de isomorfismo, por uma colecao de fungoes de transicao g;; : U;; — G nas duplas in-
tersegoes U;; de uma cobertura aberta {U,;}ier de M. Mas, note que essas funcoes de
transicao constituem um morfismo de grupoides de Lie do grupoide de Cech associado a

variedade M para o grupo de Lie G

9ij
Hi,je] Uij » G

b

Wier Ui —— {*}
Assim sendo, o seguinte diagrama define um morfismo generalizado de grupoides:
(M = M) «=— (IIU; S 1Y) " (G = %), (1.1)

onde a flecha para a esquerda é a fibracao de Morita natural do Exemplo 1.2.6.
Além do mais, se {g;}ricx € uma colecao de funcoes transigao relativas a outra
cobertura {Vj }rex de M, entdo o morfismo generalizado induzido:
(M= M) «~— IV = Vi) % (G = #) (1.2)
é equivalente ao de (1.1) se, e somente se, em um refinamento comum {W, },cr de {U; }ier

e {Vi }rek, as restricoes de g;; e g, sao relacionadas por uma transformagao natural, como

no Exemplo 1.2.10:

(H Uj; =11 Ui)

/ I .

1M — (HWrstWr) T

T |

(I Vit = 1T Vi)

G = {+}).

s
No entanto, perceba que nesse caso uma transformacao natural 7 : g, = ¢, ¢ um mapa
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suave 7 : [[, W, = G, satisfazendo:

Grs (xrs)Tr (:Er) =T (xS)g:"s (mrs)a

isto ¢, para x € W, temos:

9ra(®) = (@) " grs(@) 7 (@),

ou seja, os morfismos generalizados (1.2) e (1.1) sdo equivalentes se, e somente se, 0s
G-fibrados principais induzidos pelas func¢oes de transi¢do sao isomorfos.

Portanto, um G-fibrado principal sobre M (a menos de isomorfismo) pode ser
pensado como a classe de um morfismo generalizado da variedade M para o grupo de Lie
(G, ambos considerados como grupoides de Lie. Assim dizendo, a discussao acima nada

mais é do que a afirmacgao do seguinte do resultado.

Teorema 1.3.1. Hd uma correspondéncia 1-1 entre classes de isomorfismo de G-fibrados

principais sobre M e classes de equivaléncia de morfismos generalizados de M para G:

{G-fibrados principais sobre M : (P, ju)} L1 {Morfismos generalizados : 1y ~ G'}

Isomorfismos Equivaléncias
Note que facilmente podemos generalizar essa nogao para outros contextos, especi-

ficamente, essa perspectiva é a base para o estudo de fibrados principais de 2-grupos dada

posteriormente no Capitulo 4.
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Capitulo 2

2-grupoides de Lie & Mabdulos

cruzados de grupoides de Lie

O conceito de uma 2-categoria sugere a generalizacdo de um grupoide de Lie para
a noc¢ao de ordem superior, isto é, de um 2-grupoide de Lie. Mais ainda, essa "extensao"
induz uma definicdo de um 2-grupo de Lie, que posteriormente, motiva uma abordagem
acerca de fibrados principais no sentido 2-categorico, assim dizendo, fibrados principais
de 2-grupos de Lie.

O enfoque deste capitulo esta tanto na definicao de um 2-grupoide de Lie quanto na
caracterizagao de 2-grupoides via modulos cruzados de grupoides. Mais precisamente, nas
Secoes 2.1 e 2.2 serao realizados estudos sobre 2-grupoides de Lie e médulos cruzados de
grupoides, respectivamente. Logo apds, na Se¢ao 2.3 sera desenvolvida uma equivaléncia
entre as categorias de ambos os objetos. Finalmente, a Secao 2.4 destina-se a uma nocao
de 2-equivaléncias de Morita, estendendo a definicdo de fibracdo de Morita para o caso

de 2-grupoides de Lie. Para tanto, as principais referéncias deste capitulo sao [11] e [27].

2.1 2-grupoides de Lie

Um 2-grupoide (estrito) G é uma 2-categoria pequena em que todos 1-morfismos e
2-morfismos sao isomorfismos. Concretamente, um 2-grupoide G consiste de: um conjunto
de objetos Go; um conjunto Gy de l-morfismos (ou 1-flechas); e um conjunto G5 de 2-

morfismos (ou 2-flechas), junto com mapas estruturais:

e sy e sy, chamados respectivamente mapas fonte vertical e fonte horizontal; ¢y
e ty, denominados respectivamente mapas alvo vertical e alvo horizontal, onde

sy,ty 1 Go = Gy e sy, ty : G1 — Gy e sdo tais que

SHOtV:SHOSV e tHOtV:tHOSV; (21)
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« uma multiplicacdo parcial - : Gy, X, G1 — G1, (g,h) — g - h, para a qual
SH
G —= Gy
H

é um grupoide, com mapa unidade 1 : Gy — Gy, =+ 1,;

o uma multiplicacao parcial °: Gasy X1, G2 — Ga, (o, f) — « ° [, chamada multi-

plicacao vertical, com respeito a qual:
EA%
Go —=3 Gy
\%4

¢ um grupoide, com mapa unidade 1: G; — Go, g — 1g;

o uma multiplicacdo parcial o Gasy X1, G — Ga, (o, ) — « ° B, chamada multi-

plicacao horizontal,

que satisfazem a lei de intercambio:
/ o / /
(8o 8)=(a'o8) o (aoh), (22)

quando os produtos fazem sentido.
H& uma maneira simples de caracterizar um 2-grupoide, isso ¢ feito usando uma

estrutura dupla, a saber um diagrama de estruturas compativeis:

s
Gy —/= Gy

oo v s f

SH
Gl e GO
te
onde "compatibilidade" quer dizer que os mapas estruturais horizontais sdo funtoriais com
respeito as estruturas verticais, especificamente essa estrutura recebe o nome de grupoide

duplo.

Observagdo 2.1.1. Note que é a caracterizagdo acima que motiva a nomenclatura dos
mapas estruturais de um 2-grupoide, ainda, observe que os mapas fonte e alvo do grupoide

G5 = G podem ser denotados por sy e ty, devido a condicao (2.1).

Ao longo do texto denotamos um 2-grupoide por G ou Gy = G = G deixando
implicito seus mapas estruturais. Ja em alguns exemplos e definigoes ¢ conveniente ex-

plicitar os mapas fonte e alvo e utilizar a notagao reduzida:

Gy —= Gy —3 G,

ty tH

Representamos os objetos do 2-grupoide por letras z,y, z,a, b, ¢, etc, 1-morfismos por
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letras g, h, f, etc, e 2-morfismos por letras gregas «, 3,7, etc. No que diz respeito a

diagramas, 1-morfismos e 2-morfismos sao expressos da seguinte forma:

g g
VRN DTS
y X y aﬂ x .
"' ~
h

A multiplicagao vertical pode ser vista como a concatenacao vertical de 2-morfismos:

g

———h— X — ao x
y ﬂ o y 14
[} 1% \_/
\?/ ;

enquanto a multiplicagado horizontal, como a concatenacao horizontal de 2-morfismos:

/ 99’

e . //\
z aﬂ Y a'ﬂ x — z  ape T .
Y _~ Y _~ " \_/
h b hh!

Finalmente, em termos de diagramas a lei de intercambio se refere a comutatividade do

grande diagrama:

g g g'g
z<—uf'—y<—f—x — 2 T3] ff—x
o a H W
y\h,/ y\h/ o
2| [#
g g g'g
ll RN — I T
> o’ of’ Y aof T — z Y xT
RN i ~
Y h h'h

Exemplo 2.1.1. Dada uma variedade diferenciavel M, um bigon parametrizado em
M é um mapa suave % : [0, 1] — M que é constante proximo de s = 0,1 e independente
de t préximo a t = 0,1. Denominam-se ¥(-,0) a fonte de ¥ e 3(-,1) de alvo de ¥. Para
dois bigons parametrizados ¥ : 71 — 72 e X' 1 9/ — 75, uma homotopia fina entre ¥ e ¥
é um mapa suave H : [0,1]> — M satisfazendo uma lista de propriedades (veja Exemplo
12, [1]). Um bigon ¢é uma classe de homotopia fina [3] de bigons parametrizados.

O 2-grupoide de caminhos de uma variedade diferenciavel M ¢é o 2-grupoide

P,(M) em que: os objetos sao pontos  em M ; morfismos sao classes de homotopia finas
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[7] de caminhos em M que sao constantes proximos de s = 0, 1; e 2-morfismos sao bigons:

(] (7]
/\ ‘/\
T e Y T Y [E]ﬂ T .

[v2]

Com mapas estruturais:

 sv([B) =l e tv([X]) = [l;
« su(h)) =z etu(h]) =y

][] = [y 0], onde (1 09)(s) = 71(2s) para 0 < s < 1/2; ¢ (71 072)(s) =
Y2(2s — 1) para 1/2 < s < 1;

. [21]8[22] = [X133], onde (X1%9)(s,t) = 31(s,2t) para 0 <t < 1/2; e (X13)(s,t) =
Yo(s,2t — 1) para 1/2 <t < 1;

o [X4] ° [Xo] = [X1 0 Xy, onde (X1 0 3y)(s,t) = 34(2s,t) para 0 < s < 1/2; e
(31 039)(s,t) = Xa(2s — 1,t) para 1/2 < s < 1.

Vé-se que os 2-grupoides sdo generalizacoes naturais dos grupoides, particular-
)
mente, assim como no caso dos grupoides ¢ de interesse o estudo de 2-grupoides com uma

"boa" estrutura diferencidvel.

Definicao 2.1.1. Um 2-grupoide de Lie G é um 2-grupoide de modo que: Gj, Gy e
(G5 sao variedades diferencidveis; todos os mapas estruturais sao suaves e todos os mapas

fonte e alvo sdo submersoes sobrejetoras.

Considerado como um grupoide duplo, um 2-grupoide de Lie é, portanto, um 2-
grupoide onde cada um dos grupoides que o formam é um grupoide de Lie. Entao, é claro

que um grupoide de Lie é um 2-grupoide de Lie.

Exemplo 2.1.2. Um grupoide de Lie G; = Gy pode ser visto como um 2-grupoide de
Lie:
id s

Gi Gi Go.

id t

Nesse caso, dados z,y € Gy e g :  — y, uma 2-flecha é uma identidade 1, : g = g¢:

\9/

denotamos um grupoide de Lie G visto como um 2-grupoide por G, também chamamos

G de 2-grupoide induzido pelo grupoide G.
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Com efeito, todos os grupoides de Lie exemplificados na Se¢ao 1.1 podem ser
vistos como 2-grupoides, em particular, qualquer variedade diferenciavel pode ser vista
como um 2-grupoide M = M = M, com todos os mapas estruturais sendo identidades.

Outro exemplo natural de um 2-grupoide de Lie é o seguinte.

Exemplo 2.1.3. Seja G; = Gy um grupoide de Lie regular, isto é, todas as érbitas de G
possuem mesma dimensao. Considere a subvariedade de G; que consiste de lagos fechados
Sg =19 €Gi|s(g) =t(g)}. Entao, Sg induz o 2-grupoide de Lie:

Sv s

Sg X gl gl gO-

ty t

Um 2-morfismo (g, h) € Sg x Gy, é representado da seguinte forma:

h
/\
Y (g,h)ﬂ T .
A
gh
E os mapas estruturais sao tais que:
« sv(g.h) =My * (¢',9h) o (9, h) = (9'g, );
* tv(g,h) = gh; « (9,h) o (g,h) = (g'Wgh'™", W'h).

Seguindo a mesma linha de raciocinio como nos grupoides, pode-se definir um

2-grupo de Lie como sendo um 2-grupoide de Lie com um tnico objeto.

Definicao 2.1.2. Um 2-grupo de Lie é um 2-grupoide de Lie com um tnico objeto

Gy = Gy = {+}.

Observe que um 2-grupo de Lie é um grupoide de Lie Gy = G, de modo que Go

e G1 sao grupos de Lie e todos os mapas estruturais sao morfismos de grupos.

Exemplo 2.1.4. Um grupo de Lie G induz o 2-grupo de Lie de automorfismos:

G x Aut(G) j:vi Aut(G) /= {x*}.

Em termos de diagramas, 1-morfismos ¢ € Aut(G) e 2-morfismos (g, ¢) € G x Aut(G)

sao da forma:

® ¢
A /ﬂ\
Adgoo

E os mapas estruturais sao dados por:
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o sv(g,0) = ¢: e (¢';Ady0 ) o (g,0) = (d'9,9);

v
e ty(g,¢) = Ad, o ¢; « (9,90 (9:0) = (9'0'(9), 0 0 9).

Observagao 2.1.2. Geralmente, dado um grupoide de Lie G podemos formar o grupoide de
automorfismos Aut(G), onde os objetos sao automorfismos do grupoide G e as flechas sao
transformagoes naturais, veja [7] para detalhes. Particularmente, obtemos um 2-grupo de

maneira natural:
Aut(G): —2 {*}

Il &

Aut(G)g —/—= {x}

Observe que caso G = G = {*} obtemos o 2-grupo (de Lie) de automorfismos do Exemplo
2.1.4. No entanto, nem sempre o 2-grupo (2.3) é de Lie. De fato, considere G = 1), o
grupoide unidade, entdao Aut(1y) = {Idy} x Diff(M) = Diff(M), isto é, Aut(1,) tem

dimensao infinita.

Como 2-grupoides sao 2-categorias pequenas, naturalmente, morfismos de 2-grupoi-

des de Lie sdo 2-funtores diferenciaveis.

Definicao 2.1.3. Um morfismo de 2-grupoides de Lie ¢ : G — H consiste de uma
tripla de mapas suaves:

GQLHQ

wllor ||

GlLHI

AT

GO&HO

que comuta com todos os mapas estruturais de G e H. Ainda mais, uma tripla (¢q, 1, ¢2)

¢ um isomorfismo de 2-grupoides de Lie se, para i = 0, 1, 2, ¢; ¢ um difeomorfismo.

Denotamos a categoria dos 2-grupoides de Lie e seus morfismos por 2Gpd e a

subcategoria composta dos 2-grupos de Lie por 2Gp.

2.2 Mobdulos cruzados de grupoides de Lie

Esta secao é destinada ao estudo dos médulos cruzados de grupoides, esses que
generalizam a nogao de médulos cruzados de grupos introduzida em [35]. Na verdade, a
abordagem considerada aqui é dada no contexto suave, isto é, todos os grupos e grupoides

sao de Lie.
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Defini¢ao 2.2.1. Um médulo cruzado de grupoides de Lie (G 2 ) ¢ dado por:

e Um morfismo de grupoides de Lie:

gli>,H1

Al ]

QOTHO

de uma familia de grupos de Lie G; — G, para um grupoide de Lie H; = H,, que

compartilham o mesmo espaco unidade Gy = Hy.

o Uma acao a esquerda por automorfismos de H; = Hy em G; — Gy, veja Defini¢ao
1.1.4:

Hi Xy G1 — G1
(h,g) — hrg.
Sujeitos as seguintes condigoes:

CM1. p preserva a agdo, i.e. para todo (h,g) € Hi X3, G1:
p(h>g) = hp(g)h™;

CM2. p(g') age por conjugagao, i.e. para todo (g,9’) € G1 X, G1:
p(d)pg=g99"

Se Gy = {*} = Ho, isto é, G e H sdo grupos de Lie, diz-se que (G % H) é um

modulo cruzado de grupos de Lie.

Observacdo 2.2.1. A condicdo CM2 é usualmente chamada de identidade de Peiffer.

Exemplo 2.2.1. Para um grupo de Lie G pode-se construir o médulo cruzado (G i, G),

cujo morfismo ¢é a identidade id : G — G e a acdo é dada por conjugagao (g, h) — ghg™'.

Exemplo 2.2.2. Dado H um subgrupo normal do grupo de Lie GG, o médulo cruzado
induzido (X = G) é o médulo cruzado cujo morfismo é a inclusdo i : H — G e a acio
é dada por conjugacio (g,h) — ghg™'. Em particular, se 1 é o subgrupo trivial de um

grupo de Lie G, entdo (1 — G) é um médulo cruzado.

Exemplo 2.2.3. Para um grupoide de Lie H; = H(, o mapa de inclusao das identidades

1:Ho — H; define um médulo cruzado (Ho 5 H1) com agao dada por conjugacao.
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Exemplo 2.2.4. Dado um grupo de Lie G, pode-se construir o médulo cruzado de

automorfismos:
G —2, Aut(Q)

(
IR

(¥} —— {=}

Com a agao natural de Aut(G) em G:

Aut(G) x G = G
(0,9) = o(g)-

Note que (G 2% Aut(G)) satisfaz trivialmente as condigdes de médulo cruzado. De fato,
a identidade de Peiffer é satisfeita diretamente, uma vez que Ady,(g) = hgh™!. Além disso,

CM1 segue do calculo simples:

¢poAdgod " (h) = d(go ' (h)g™") = d(9)hd(g™") = d(9)hd(9)™" = Ady( (h).

Exemplo 2.2.5. Seja G; = Gy um grupoide de Lie regular. Considere a subvariedade de

G1 que consiste de lacgos fechados:

Sg=1{9€Gi|s(g) =1t(g)}.

Entao, Sg — Gy é uma familia de grupos de Lie, além do mais G age por conjugacao em

Sg, isto é, (g, h) — ghg™!. Portanto, obtém-se um médulo cruzado:

-

Jo e o
denotado por (Sg 2 G) com i sendo o mapa de inclusdo.

A seguir, é definida a no¢do de morfismo entre moédulos cruzados, que nada mais
¢ do que um par de morfismos de grupoides satisfazendo as 6bvias condi¢oes de compati-
bilidade, isto é, o par de morfismos é compativel tanto com as agoes por automorfismos

quanto com os morfismos de grupoides dos médulos cruzados envolvidos.

Definigao 2.2.2. Um morfismo de médulos cruzados de grupoides de Lie (f1, f2) : (G &
H) — (G" S H') é um par de morfismos de grupoides de Lie f1 : G — G e fo : H — H’

de modo que:
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e O seguinte diagrama de grupoides de Lie comuta:

¢ g
p @ -
H Ly

» As agoes sao preservadas, i.e. para todo (h,g) € Hy X9, G1 temos:
filh>g) = f2(R) > fi(g)-

A categoria dos médulos cruzados de grupoides de Lie ¢ denotada por GpdXMod
e a subcategoria dos médulos cruzados de grupos de Lie por GpXMod. Ao longo do texto
sao omitidas as terminologias "de grupoide de Lie" e "de grupo de Lie", isto é, denomina-se

somente modulo cruzado.

2.3 Equivaléncia entre 2Gpd e GpdXMod

Ha uma bem conhecida equivaléncia entre as categorias dos 2-grupos e dos modulos
cruzados de grupos, veja por exemplo [30], [28] e [2]. Nesta segao realiza-se a construcao
superior para o caso de 2-grupoides e moédulos cruzados de grupoides. Na verdade, ¢é
construida a versao diferenciavel desse resultado, isto é, todos os grupoides e 2-grupoides

sao de Lie. Em resumo, esta secao é dedicada ao seguinte resultado.
Teorema 2.3.1. Hd uma equivaléncia entre as categorias 2Gpd ¢ GpdXMod.

Para isso, esta secao organiza-se como segue. Na primeira subse¢ao mostra-se
que todo 2-grupoide de Lie induz um médulo cruzado de grupoides de Lie. Na segunda
subsecao mostra-se o reciproco, isto é, todo médulo cruzado de grupoides de Lie induz
um 2-grupoide de Lie. Finalmente, na tltima subsecao estuda-se a correspondéncia entre

os morfismos de ambas as categorias.

2.3.1 2Gpd — GpdXMod

Considere G5 = G1 = G um 2-grupoide de Lie e defina a seguinte subvariedade
de Gs:

X ={a € Gy | sy(a) =1, para algum = € Gy}.

37



Note que em termos de diagramas, elementos em X sao da forma:

Entdo, X & Gy é uma familia de grupos de Lie pela multiplicacdo horizontal, onde a

projecao p é o mapa Obvio:

pla) =tu(tyv(e)) = su(tv(a)).
Mais do que isso, obtém-se um morfismo de grupoides de Lie pondo:

XL)Gl

S

Goi;d)Go

onde ty : X — (G é a restricdo do mapa alvo vertical do 2-grupoide G em X. Esse
morfismo torna-se um moédulo cruzado junto com a acao a esquerda de G = Gy em
X — Goi

G1XG0X—>X

(9,0) = lyoaoly

Traduzindo a ac¢ao em diagramas para simplificar a verificacao dos axiomas:

1y
1?! /T\
9 < lgoaol _1
y——z o a — y 955t Y
&Z/ W

Para CM1, dados (g, @) € Gy X, X:

1y
TR
gz .
9 ' -
h



pela flecha inferior, que é a mesma que a composi¢ao:

-1
g g
Yys——2 T Y,

isto é:
tv(1, cao 1,-1) = gty(a)g™".

Ja para a identidade de Peiffer CM2, considere (o, ) € X X¢g, X:

1, 1e
VTS VTS
€ aﬂ X X Bﬂ €T .
~~_Y ~ ~~_Y -
h !

Note que a acao de ty () = f em « é representada pela seguinte composicao horizontal:

! L S Lo
m SN TN T
T r o oz 1o — T Lrgagl—1 T .
\/ '\U/ Y H m
f ! fhf71

Em particular, é possivel reescrever o primeiro diagrama como uma composi¢ao vertical

da seguinte forma:

z*$<7lz*$<—11*$>—>l’ 1y X « T f1 €T .

\ffll/\aﬂ/ﬂ\ﬂ/ v R

h ft
Entao, a identidade segue do caso particular da lei de intercambio:
1o
ﬂ\ /@\ /ﬁﬂ\ /lﬂ\

r<—lae- T +——1la— <—

| I
f L ! Lo
SN TN TN T
x Ly x o z lp—1 T s T gl T
DRI S N " W
f h ! -1
Jhf
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Ora, comparando os diagramas conclui-se que:

Portanto, para cada 2-grupoide de Lie G associa-se um moédulo cruzado como da

forma acima, cuja notagao é dada simplesmente por (X v, G).

Observagao 2.3.1. Note que a validade da identidade de Peiffer esta estritamente condi-

cionada a lei de intercambio ser satisfeita.

2.3.2 2Gpd + GpdXMod

. . , p ~
Reciprocamente, considere um maédulo cruzado (G — H), entdo:

e Segue da definicao que H; = Hp é um grupoide de Lie com mapa fonte s e mapa

alvo t;

o Pode-se formar um grupoide de Lie de transformacao associado a acao de G em H1,
dada por (h,g) — p(g)h:

SV
g1 X Hi — = Ha,
ty
cujos mapas estruturais sao definidos como segue:

- SV(g7 h)
— ty(g,h) = p(g)h;
= (g p(g)h) o (g:h) = (¢'g, h).

I
=

Note que elementos (g,h) € G; X H; sdo multiplicagoes horizontais como no dia-

grama:
1y h h
b g b 1n a ’T> b (g;h) a . (24)
NG % H SR

p(9) h o(g)h

o Pode-se construir um grupoide produto semidireto do grupoide H; = H, por G; —
Go. Note em particular que o espaco de flechas G; X H; é o mesmo que o espaco de
flechas do grupoide de ac¢ao G; x H;, entao o grupoide produto semidireto é dado
por:

SH
gl X Hl t*> HO?
H

cuja multiplicacao é:

(9. h) o (g:h) = (¢'(' > g), W'h).
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Facilmente verifica-se usando o diagrama (2.4) que os mapas fonte (s e sy) e os

mapas alvo (t e ty) comutam no sentido de (2.1). De fato, para (g, h) € Gy X H;:

soty(g,h) = s(p(g9)h)
totyv(g,h) =t(p(g)h)

s(h) = sosy(g,h)
t(h) =tosy(g,h).

Além disso, a lei de intercambio (2.2) é satisfeita quando os produtos fazem sentido:

(g, p(g)h) o (K, p(K)D)) © ((9, 1) o (K, 1)) = (¢'(p(g)h > k'), p(g)hp(k)T) o (g(h > k), hi)
= (d'(p(g)h > K)g(h> k), hl)
= (g'(hek)g~ g(hv k), hl)
= (¢'g(h>K)(h> k), hl),
e por outro lado:
(g, p(g)h) o (9, 1)) o (K, p(K)D) o (K, 1)) = (9’9, h) o (K'k, 1)

= (g'g(hv (K'k)), hl)
= (¢'g(hv k) (R k), Rl).

Portanto, (G % H) induz o 2-grupoide de Lie:

g1><7'[14>7'[0

ol

7-[1?%0

que é chamado de 2-grupoide associado ao médulo cruzado (G LN H) e denotado simples-

mente por [G 2 H].

Observagao 2.3.2. Note que a lei de intercambio ¢ satisfeita se, e somente se, a identidade
de Peiffer o é:

9'(p(g)h>k)g(h> k) = g'g(g> (K'k)) < (p(9)h>k)g(h> k) = g(heK)(h k)
& (p(g)hek)g = g(h> k')

< (plg)h> k') = g(hvK)g™"

< (p(g) > (R k) = g(h>k)g™

Entao, dada a Observagao 2.3.1, pode-se dizer que a lei de intercambio é equivalente a
identidade de Peiffer.
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Observagao 2.3.3. Dado um 2-grupoide de Lie G considere o médulo cruzado associado
(X %% @). Entdo, o 2-grupoide [X % G] ¢ isomorfo ao 2-grupoide de Lie G. Explicita-

mente, tal isomorfismo associa:

« para um 2-morfismo « € Gy, 0 2-morfismo (« 3 1,-1,9) € X x Gy:

g g
/\ m

Y aﬂ T — y (a9l;-1.9) g
S~ S~

e epara (,9) € X X G1, o 2-morfismo ﬁlg 1, € Gy

g g

RN RN
Yy (8.9) x — Yy Bolg T .
\l_}/ W
tv(B)g tv(6)g

Essa correspondéncia torna possivel a construcao de uma grande gama de exemplos

de 2-grupoides de Lie, bastando tomar o 2-grupoide associado a um médulo cruzado.

Exemplo 2.3.1. Dado um grupoide de Lie H; = Hgy, o mddulo cruzado (H N Hi)
induz o 2-grupoide Lie H; = H1 = Ho.

Exemplo 2.3.2. O médulo cruzado (Sg AN G) do Exemplo 2.2.5, induz o 2-grupoide de
Lie [Sg - G], vide Exemplo 2.1.3:

A% s

Sg X Gy G o-

tv t

Além disso, a correspondéncia citada acima se restringe a uma correspondéncia
na subcategoria dos 2-grupos de Lie 2Gp com a subcategoria dos moédulos cruzados de
grupos de Lie GpXMod.

Exemplo 2.3.3. O médulo cruzado de grupos (G Ad, Aut(G)) do Exemplo 2.2.4, induz
o 2-grupo de Lie de automorfismos [G Ad, Aut(@)], vide Exemplo 2.1.4:

G x Aut(G) j:vi Aut(G) /= {x*}.
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2.3.3 Morfismos: 2Gpd < GpdXMod

Morfismos de 2-grupoides de Lie induzem morfismos em seus moédulos cruzados

associados. De fato, um morfismo de 2-grupoides (¢g, ¢1, ¢2) de G para H:

GQ&HQ

wlw e[

GlLHl

ol ol

G()LHO

induz um mapa:

XGLXH

wl =

G — H
1

onde ¢o 1 X — Xy representa a restricao de ¢ em X¢g. Entao, desde que (g, ¢1,p2) €
um morfismo de 2-grupoides o diagrama acima comuta, logo resta verificar que as agoes
sao preservadas. De fato, para (g,a) € G1 X¢g, Xa:

¢2(1g «Q 19[ 19*1) = ¢2(lg) 13 ¢2(04) I?I ¢2(1g*1) - 1(;51(9) 13 ¢2(04) I?I 1(191(9)71'

]
H
Por outro lado, para um morfismo de médulos cruzados (fi, f2) : (G & H) —

(G' & H'), pode-se construir um mapa nos 2-grupoides associados:

gl X Hl (f27fl) gi % 7_[3

I I

H, —I

I I

Hy —— H)

que claramente comuta com todos os mapas estruturais, isto é, o mapa induzido é um
morfismo de 2-grupoides de Lie.

Dados os resultados das Subsecoes 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3, e gracas a Observagao 2.3.3,
conclui-se que o funtor que associa a cada 2-grupoide de Lie G o 2-grupoide induzido
(X v, (] é uma equivaléncia entre 2Gpd e GpdXMod, mais ainda, o funtor se restringe
em uma equivaléncia entre 2Gp e GpXMod.
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2.4 2-fibracoes de Morita

Nesta secao estudam-se 2-equivaléncias entre 2-categorias, mais especificamente no
contexto de 2-grupoides de Lie. Geralmente, um funtor é uma equivaléncia de categorias
se, e somente se, ¢ fiel, pleno e essencialmente sobrejetor. Para o caso de 2-categorias
ha um resultado andlogo que caracteriza 2-equivaléncias, a saber, um 2-funtor é uma 2-
equivaléncia se, e somente se, é essencialmente sobrejetor nos objetos (i.e. sobrejetor a
menos de equivaléncias adjuntas), essencialmente completo nos 1-morfismos (i.e. sobre-
jetivo a menos de isomorfismos), e fiel e pleno nos 2-morfismos (i.e. uma bijegao), esse
resultado é chamado de Teorema de Whitehead para bicategorias, veja [17] para detalhes.

Para o caso especifico de 2-grupoides de Lie, pode-se considerar uma outra per-
spectiva, veja [11] e [14]. Essa abordagem, em particular, pode ser pensada como uma
andloga superior a nocao de morfismo de Morita de grupoides, mais especificamente fi-
bragoes de Morita. Para tanto, define-se o 2-grupoide pullback, que ¢é a versao 2-categorica

do grupoide de Lie pullback, veja Defini¢ao 1.2.2.

Definicao 2.4.1. Sejam H um 2-grupoide de Lie e f : M — Hy uma submersao sobre-
jetora. Entao, o 2-grupoide pullback f*H é o 2-grupoide de Lie:

ty SH
frH, = fH M,
H
onde para i =1, 2:

f*H; ={(m,h;,n) € M x H; x M | ty(h;)) = f(m) e sy(h;) = f(n)}.

Com mapas estruturais definidos como segue:

o sgy(m,hi,n) =n; o ty(m,h,n) = (m,ty(h),n);
® tH(ma hiu TL) =1m; ° (ma ha TL) }('-)I (n> h',p) = (m> h 2 hlap);
o sy(m,h,n) = (m,sy(h),n); e (m,h,n) ° (m,h',n) = (m,h‘gh/,n).

Observagao 2.4.1. Em termos de diagramas, 1-morfismos (m, hq, n) e 2-morfismos (m, ho, n)

sao da forma:

/hl\

om f(m) f(n) °n
‘/H\

°m fm) n f(n) on
V¥

Exemplo 2.4.1. Considere M uma variedade diferencidvel. Sejam U = {U,}ie; uma

cobertura aberta de M e m : [[; U; — M a projecdo. Entdo, o 2-grupoide de Cech é o
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2-grupoide pullback 7*M, isto é:

igel d - jer icl

Em particular, o 2-grupoide de Cech é o grupoide de Cech visto como um 2-grupoide,

veja Exemplo 1.2.2.

Do mesmo modo como nos grupoides de Lie, é possivel visualizar o 2-grupoide de
Cech como um caso particular de 2-grupoides de submersao com respeito a uma cobertura

aberta.

Exemplo 2.4.2. Seja Gy = G; = G um 2-grupoide de Lie. Considere U = {U; };c; uma
cobertura aberta de Gy e 7 : [[; U; — Gg a projecao. Entao, o 2-grupoide de submersao

de G com respeito a cobertura U é o 2-grupoide pullback 7*G:

Sy SH
TGy — G — HUz‘;
\% H

el

onde as flechas e 2-flechas sao denotadas por g;; e a;j, respectivamente. Em termos de

diagramas, g;; e o;; sao representadas da seguinte forma:

Gij 9ij
/_\ /\
Yi Zj Yi aijﬂ Zj
NV~
hij

Agora é possivel definir uma 2-fibracao de Morita de 2-grupoides de Lie.

Definicao 2.4.2. Um morfismo de 2-grupoides de Lie ¢ : G — H é uma 2-fibracao de

Morita se ¢ é a composicao de dois morfismos:

Gy —— ¢;Hy —— Ho

I

G, —— GbSHl — H

I

GO id GO ¢0 HO

onde Gy — Hy e Gy — ¢{H, sao submersoes sobrejetoras e

Gy —— ¢6H2

I

Gy — ¢5H1
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¢ um morfismo de Morita de grupoides.

Em outras palavras, ¢ : G — H ¢é uma 2-fibragao de Morita, se ¢y : Gy — Hy é

uma submersao sobrejetora e a restricao:
¢ : (G2 = G1) = (dgH2 = ¢pHi)

é uma fibragao de Morita. Ao longo do texto denotamos uma 2-fibracao de Morita entre

G e H como sendo uma flecha G = H.

Observagao 2.4.2. Observe que do ponto de vista de 2-categorias as condigbes para que
um morfismo de 2-grupoides seja uma 2-fibracao de Morita implicam diretamente que: ¢
é essencialmente sobrejetor nos objetos; ¢ é essencialmente completo nos 1-morfismos; e

que ¢ ¢é fiel e pleno nos 2-morfismos.

Observagao 2.4.3. Em termos de médulos cruzados, dizemos que um morfismo de médulos
cruzados é um morfismo de Morita, se o morfismo induzido nos 2-grupoides associados é

uma 2-fibracao de Morita como na Defini¢ao 2.4.2.

2-fibragoes de Morita de 2-grupoides de Lie induzem certas propriedades nos mor-
fismos de modulos cruzados induzidos. A seguir, serd apresentado um resultado especifi-

cando duas dessas propriedades que serao essenciais ao longo do Capitulo 5.

Proposicao 2.4.1. Seja ¢ : G — H uma 2-fibragcio de Morita de 2-grupoides de Lie.

Considere o morfismo de modulos cruzados induzido pela 2-fibracdo de Morita:

XGL)XH

Ji Jz
G 1
Entao:

1. Para todo m € Gy, ¢ mapeia bijetivamente 57 (1,,) para i~ (1yam));

2. ¢ induz um funtor do grupoide G1/j(Xq) para o grupoide Hy/i(Xpy) que € fiel, pleno

e sobrejetor nos objetos.
Demonstragao.

1. Dado m € G, desde que j e 7 sao os mapas alvo verticais dos 2-grupoides G e H,

os conjuntos j (1) e i ! (14(m)) correspondem aos subconjuntos de 2-flechas da

forma:
I Lo(m)
/\ ]
m T Tmoe e o] e
\1/ ~_ Vv -
m Lp(m)
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Mas, como ¢ é uma 2-fibracao de Morita, tem-se que ¢ ¢é fiel e pleno nos 2-morfismos,

isto é, dadas flechas g, h € Gy, o mapa:

¢ : Hom(g, h) — Hom(¢(g), ¢(h))

¢ bijetivo, em particular, pondo g = 1,, = h, o resultado segue.

2. Primeiramente, observe que os grupoides quociente G1/j(X¢) = Go e H1/j(Xu) =
Hy, correspondem aos grupoides G1/Gs = Gy e Hy/Hy = Hy, respectivamente. De
fato, por definicio g ~ h se, e somente se, gh~! € j(X¢), em outras palavras, g ~ h
se, e somente se, existe a € Gy de modo que sy (a) =1, e ty(a) = gh™!, em termos

de diagramas:

g 1n
/_\ /_\
n ~ m < n Haﬂ/ n .
\_/ \/
h gh71

Em particular, por composicao existe a 2-flecha « o lpth=g:

Por outro lado, se existe uma 2-flecha 5 : h = ¢, entdo a existéncia da 2-flecha

B ° 1,-1: 1, = gh™!, garante que g ~ h.

Portanto, o funtor induzido pode ser reescrito como:

Gl/GQ L Hl/GQ

Il Il

Gy — H,
Desde que ¢y : Gy — Hy é sobrejetora, basta verificar que esse funtor é fiel e
pleno. Para isso, observe que como ¢ é uma 2-fibracdo de Morita, ¢ : Gy — H; ¢é
sobrejetor, logo ¢ : G5 /Gy — Ho/H; também o é, garantindo que o funtor induzido
é pleno. Finalmente, do fato que ¢ é fiel e pleno nos 2-morfismos, segue que ¢
preserva isomorfismos de 1-flechas, isto é, se g,h € G sdo tais que existe uma 2-
flecha ¢(g) = ¢(h), entdo existe uma 2-flecha g = h, logo ¢ é injetivo nas classes

de equivaléncia de 1-flechas, em outras palavras, o funtor induzido é fiel. m

Observagao 2.4.4. Em termos de médulos cruzados, a condigao 1 significa que, para todo

m € Go o morfismo ¢ induz uma bijecao entre ker(j,) e ker(igim)). Ja a condicao 2, quer
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dizer que ¢ induz uma equivaléncia entre coker(j) e coker(i).

Exemplo 2.4.3. As propriedades induzidas nos médulos cruzados sdo semelhantes as
que ocorrem nos complexos de 2-termos no caso de equivaléncias entre 2-espacos vetori-
ais. Assim como no caso dos 2-grupoides e médulos cruzados de grupoides existe uma
equivaléncia entre as categorias dos 2-espacos vetoriais 2Vect e dos complexos de cadeia
de 2-termos 2Term. Na verdade, a correspondéncia 2Vect — 2Term ¢é feita de modo
bastante similar: um 2-espago vetorial V; = V| é associado ao complexo de cadeia de

t er(s . ~ . .
2-termos ker(s) Hherto), Vo, veja a construcao detalhada em [3]. No que diz respeito aos

t er(s . .

grupos de cohomologia, H°(ker(s) & Vo) equivale ao espago vetorial dos automor-
t er(s .

fismos de 0 € Vp e H'(ker(s) &) Vo) corresponde ao espago vetorial das classes de

isomorfismos de objetos em V; = V4 [29]. Com rela¢do aos morfismos, um funtor linear:

Vi 2wy

ol

VOTO’WO

induz o mapa de cadeias:

ker(sy) SN ker(sw)

tVlker(sv)l ltW|ker(sw) :
Vo —r Wo
Particularmente, uma equivaléncia entre 2-espagos vetoriais F' : V' — W é um funtor linear
que é essencialmente sobrejetor, fiel e pleno, o que no nivel de complexos de cadeia de 2-
termos corresponde a um quase-isomorfismo de complexos, ou seja, F' induz isomorfismos
Hy(ker(sy) — Vo) ~ Ho(ker(sw) — Woy) e Hy(ker(sy) — Vo) ~ Hi(ker(sw) — W),

compare isso com a Proposicao 2.4.1.

Uma 2-fibracdo de Morita de 2-grupoides é, portanto, uma 2-equivaléncia de 2-
categorias que preserva estruturas diferenciaveis, em particular, a relacdo de equivaléncia

gerada pelas 2-fibragoes de Morita é chamada de 2-equivaléncia de Morita.

Definicao 2.4.3. Diz-se que G e H sao Morita 2-equivalentes se existem, um terceiro
2-grupoide de Lie J e uma cadeia de 2-fibracoes de Morita G < J = H.

Observagao 2.4.5. Como o morfismo identidade id : G — G é uma 2-fibracdo de Morita
de 2-grupoides, segue que toda 2-fibragao de Morita ¢ : G — H induz uma equivaléncia
de Morita entre G e H pondo G d g H.

Exemplo 2.4.4. Dada uma variedade diferenciavel M, para qualquer cobertura aberta
U = {U;}ier de M, o 2-grupoide de Lie M = M = M é Morita equivalente ao 2-grupoide
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de Cech IL; Uiy = 11, Uiy = 1, Us, com a 2-fibragao de Morita natural:

]

i

ij

i

HU,-#M

Exemplo 2.4.5. Geralmente, dados um 2-grupoide de Lie H e uma submersao sobreje-
tora f: M — Hy, hd um mapa natural de f*H para H, dado por

f*H, 2 H,

Ll

f*H, _Pr2 H, -

ol

MLHO

Trivialmente esse mapa é uma 2-fibracao de Morita, logo f*H e H sao 2-grupoides Morita

2-equivalentes. Mais ainda, se U é uma cobertura aberta de Hy entao o 2-grupoide de
Cech de H é também Morita 2-equivalente a H.

49



Capitulo 3
Contexto simplicial

Assim como no caso dos grupoides, hd um conjunto simplicial naturalmente as-
sociado a um 2-grupoide, que, por simplicidade também é chamado de nervo. Acontece
que o nervo define um funtor fiel e pleno da categoria dos 2-grupoides para a categoria
dos conjuntos simpliciais, com efeito, é possivel realizar um paralelo entre o estudo de
2-grupoides e seus nervos.

A teoria de 2-grupoides de Lie (estritos) estd intimamente relacionada, via nervo,
com o que chamaremos de 2-grupoides de Lie fracos, que nada mais sao do que variedades
simpliciais satisfazendo a condi¢do de Kan (suave) em todas as dimensoes e a condigao
de Kan estrita para dimensoes maiores que dois. Particularmente, este capitulo busca
estabelecer essas relagoes entre os 2-grupoides de Lie e suas versoes simpliciais "fracas".

Para tanto, na Secao 3.1 é desenvolvida uma breve introdugao aos conjuntos sim-
plicias, e logo apods, na Secao 3.2 realiza-se a passagem para o contexto suave. Ainda
nesta sec¢ao, definem-se o nervo de um 2-grupoide de Lie, a nocao de hypercover e se esta-
bele a correspondéncia entre 2-grupoides de Lie e 2-grupoides de Lie fracos. Finalmente,
na Secao 3.3 mostra-se a correspondéncia entre 2-fibra¢oes de Morita e hypercovers de
2-grupoides de Lie fracos.

As referéncias gerais para a teoria dos conjuntos simpliciais sao [37], [23] e [31], j&
para o estudo do nervo, 2-grupoides de Lie fracos, e hypercovers, tém-se [8], [38], [6], [36]
e [16].

3.1 Conjuntos simpliciais

Defina A a categoria cujos objetos sao conjuntos ordenados, finitos, ndo vazios
[n] = {0,1,...,n}, e morfismos sdo fungdes que preservam ordem, isto é, fungdes « :
[m] — [n] tais que para cada 0 <i < j < m tém-se 0 < (i) < a(j) <n.
Observagao 3.1.1. Note que para m < n, um morfismo « : [m| — [n] pode ser descrito

como uma sequéncia de indices (kg, k1, ..., kp) satisfazendo 0 < kg < k; <--- < k,, <n.
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Ora, se m < n entdao a : [m] = a([m]) C [n] é uma bijecao, em particular «([m]) =

{ko, k1,...,kmn} descreve unicamente o morfismo .

Para cada i com 0 < ¢ < n, defina os morfismos d' : [n—1] — [n] e s' : [n+1] — [n]

COImo segue:

o Js se j <1 i J se j <
d'(j) =" e S =1" T
Jj+1, sej=>i, j—1, sej>i.

Um célculo simples mostra que tais morfismos satisfazem as seguintes relagoes:
dd = did’ 1 1< ]
sidt = d'sT1 1< ]

dej = 1[n] = dej+1

sidt = d~tsd 1>7+1

slst = gt Tl i <j.

Chamamos d’ e s’ respectivamente, de cofaces e codegeneracoes e as relacoes de iden-
tidades cosimpliciais.

As cofaces e codegeneracoes sao tinicas no seguinte sentido: a i-ésima coface d* é
o0 tnico morfismo injetivo [n — 1] — [n] que perde o ¢ em sua imagem, enquanto a i-ésima
codegeneragao é o unico morfismo sobrejetor [n + 1] — [n] que envia dois elementos em 1.
Observagio 3.1.2. As cofaces e codegeneracoes caracterizam todos os morfismos em A,
isto é, todo morfismo pode ser escrito de forma tinica como composigoes de cofaces e code-
generagoes, mais do que isso, sabe-se exatamente como ocorrem essas "decomposigoes’,
veja [23], Segao 2.

Com isso posto, é possivel definir um conjunto simplicial.
Definic¢ao 3.1.1. Um conjunto simplicial é um funtor contravariante X, : A°®? — Sets.

Sendo um funtor, para determinar um conjunto simplicial X, é preciso atribuir:
a cada objeto [n] em A um conjunto X, e a cada morfismo [m] — [n] em A°® uma
funcao X,, — X,, com condi¢oes, de modo que tornem tais atribui¢coes um funtor. Mas
como todo morfismo em A pode ser expresso unicamente como composicao de cofaces
e codegeneracoes, 0 mesmo ocorre para morfismos na categoria oposta AP entao para
determinar um conjunto simplicial X, é suficiente: atribuir a cada n um conjunto X,
e declarar os mapas d; = X,(d') e s; = X (s') que devem satisfazer por dualidade as

identidades simpliciais. Com efeito, pode-se reescrever a Defini¢ao 3.1.1 da seguinte forma:

Definicao 3.1.2. Um conjunto simplicial X, consiste de uma sequéncia de conjuntos

Xo,X1,..., e para cada n > 0, fungoes d; : X,, = X,,_1 e s; 1 X;, = X411, para cada i
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com 0 <1 < n, que satisfazem as seguintes identidades simpliciais:

did; = d;_1d; 1<
d;s; = sj_1d; 1< 7
djsj = 1x, = dj;115;

d;sj = sjd;i—y 1>7+1
8i8; = 8415 1< J.

Para cada n > 0, elementos em X,, sao chamados de n-simplices e os mapas d; e s; sao

denominados faces ¢ degeneracoes.

Levando em conta a primeira defini¢ao, é natural que um morfismo entre conjuntos
simpliciais (vistos como funtores) deva ser definido como uma transformacao natural entre
eles, no entanto, a segunda abordagem nos da a possibilidade de especificar como se dao

tais morfismos e se desvincular da linguagem categorica.

Definicao 3.1.3. Um mapa simplicial ¢ : X, — Y, consiste de um mapa ¢, : X,, — Y,
para cada n > 0, satisfazendo para cada ¢ com 0 < i <n, ¢,od; =d; 0 ¢ppy1 € ¢, 08; =

S; © ¢on_1, isto €, tais que o seguinte diagrama comuta:

Xn—l & Xn = Xn+1
¢n—1l ¢nl l‘ﬁn#—l
Xn—l Xn Xn+1

s

Frequentemente, um conjunto simplicial X, é denotado simplesmente por X, e
a categoria cujos objetos sao conjuntos simpliciais e morfismos sao mapas simpliciais é

denotada por sSets.

Exemplo 3.1.1. Um conjunto X pode ser visto como um conjunto simplicial constante
X,, onde para todo n > 0, tem-se X,, = X, e todos os mapas de faces e degeneragoes sao

identidades em X.

Exemplo 3.1.2. Para um grupoide G; = Gy, hd um conjunto simplicial G, chamado

nervo de G, dado explicitamente como segue:
o paran =0, Gy é conjunto de objetos do grupoide;

e paran = 1, G; é o conjunto de flechas do grupoide, em particular, um O-simplice
r € Gy tem degeneracao sy : Gg — G, © — 1,; e um 1-simplice g € G; tem faces

do: G1 — Go, g t(g) e di : Gi — Gy, g s(g);
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e para n > 2. G, é o conjunto composto de n flechas componiveis:
)

Gn = {<gn> e vgl) S (gl)n ’ S(Qi—i—l) - t(gi)ﬂ 1<i<n-— 1}7

com faces dy, ...,d, : G, = G,_1 e degeneracgoes sq, ..., S,_1:Gn_1 — G,, definidas

por:

d0(9n7"'7gl) = (gna--'agQ)
d](gnaagl) - (gn)"'agj-‘rlgj?'”agl) 1 S]Sn_l
dn(ﬂm,---,ﬂl) = (gnflv"'agl)'

SO(gn—lv s 791) = (gn—h - 01, 13(g1))
Sj(gn—h- e ng) - (gn—17 <o G541, 1t(gj)7gj7 s 791) 1 Sj S n—2

Snfl(gnfla cee 791) = <1t(gn,1)7 9n—1,--- 791)-

Por exemplo, um 2-simplice (gq, g1) € G2 pode ser representado como um diagrama:

x
92 91
(92,91)
L2 9291 Lo
cujas faces sdo os vértices opostos ao indicado pelo operador, isto é, dy(g2,91) = 9o,

d1<g2791) = 0201 € d2(92791) = 01-

A nocao de mapa simplicial torna possivel a definicdo de subconjuntos nesse con-

texto.

Definicao 3.1.4. Diz-se que Y é um subconjunto simplicial de X, se para cada n > 0,
Y, é um subconjunto de X,, de modo que as inclusoes i, : Y,, — X,, formam um mapa

simplicial 7 : Y — X.

Se X é um dado conjunto simplicial, frequentemente especificamos um subconjunto
simplicial dando um conjunto de geradores, esse que normalmente possui a forma de um

subconjunto S C X,,, para alguns n’s.

Definicao 3.1.5. O subconjunto simplicial de X gerado por S é definido por:
(S) :==(){SCY C X |Y éum subconjunto simplicial de X}.

Note que (S) é o menor subconjunto simplicial de X que contém S. Ademais,
elementos em (S) sdo elementos em X que podem ser escritos como composigoes de faces

e degeneracoes de elementos em S.
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Exemplo 3.1.3. Seja ¢ : X — Y um mapa simplicial. Entao, o conjunto imagem de ¢,

definido por:
Im(¢) = {Im(¢n) : n > 0},

¢ um subconjunto simplicial de Y.

Dados X um conjunto simplicial e x € X,, um n-simplice, sua n-ésima face de

fronteira 0,(x) ¢ a sequéncia de suas n + 1 faces:

On () := (do(x), ... ,dp(x)),

e seu k-ésimo chifre pr;(z), é a imagem da projecao de sua fronteira a essa mesma

sequéncia de faces, mas com a k-ésima face omitida:

A

pri(x) = (do(z), ..., dp(x),...,du(x)).

O n-ésimo espago de correspondéncia de X, denotado por M, (X), é o conjunto de
todas as sequéncias possiveis de (n — 1)-simplices que podem ser a fronteira de qualquer

n-simplice em X, isto é:
Mo (X) = {(x0, ..., 2n) € (Xpt)" | di(j) = dj_1(23), Vi < j};

Semelhantemente, o (n, k)-ésimo chifre de X, denotado por A} (X), é o conjunto de todas
as sequéncias de (n— 1)-simplices que podem ser a fronteira de um n-simplice, exceto pela

k-ésima coordenada, isto é:
AZ(X) = {(l’o, . ,.’L’Ak, o ,Z‘n) - (anl)n | dl(ﬂfj) = j,1<xi>,VZ' < j,Z,] 7é ]f}

Observagao 3.1.3. Note que as faces de fronteira tornam-se mapas naturais (dp, ..., d,) :
X, — M, (X), que juntamente com os chifres ddo origem a mapas naturais (do, . . . , di, ...,

d,) : X, — A} (X), dados pela seguinte composi¢ao:

X, 2 M, (X) 25 AZ(X).
Exemplo 3.1.4. Considere G um grupoide e G, seu nervo. Seja (g2,¢91) € G, entao

a 2-face de fronteira é dada por dx(g2,91) = (92, 9291, ¢1), enquanto, os k-ésimos chifres

Prk(92791)> para k = 0,1,2, sdo tais que pry(ge, 91) = (9291, 91), Pri(ge, 91) = (92,91)
prs(g2, g1) = (92, g201). Mais ainda, em graus baixos, os espacos de correspondéncia de G,
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sdo: Mi(Ge) = Go X Go € Ms(G,) é o conjunto que consiste de triplos (go, g1, g2) da forma:
Ty
y r& .
T2 7 To

Também em graus baixos, os chifres de G, sao: Aj(Gs) = Gy = A(Ge); A2(Gs) = G1sXs
G1, A2(Gs) = Gi1sx:G1 e A2(Ge) = G1¢x:Gy, isto é, para k = 0, 1,2, sdo os conjuntos que

consistem de diagramas da forma:

X T T
D
g1 Lo x2 Lo X2 g1

Os conjuntos M, (X) e A}(X) desempenham um papel fundamental na teoria das

i) To

fibragoes de Kan, na verdade, ambos os conjuntos podem ser vistos como morfismos entre

certos conjuntos simpliciais.

Definigao 3.1.6. O n-simplexo padrao é o conjunto simplicial A} que como um funtor,

é o funtor contravariante na categoria A, representada por [n], isto é:
Ay = Homa (=, [n]).

Entao, m-simplices em A™ sdo morfismos « : [m] — [n] em A, e os mapas de faces e

degeneracoes d; e s; sdo dados pelas pré-composicoes em A por d' e s', respectivamente.
)

Explicitamente, gracas a Observacao 3.1.1, para m < n:
A:Ln:{(ko,kl,k'm> ’0§k0§]€1 S Skmgn},

com faces d; : A}, — A7 _, e degeneragoes s; : A — AP | dadas por:

A

di<k07-~-7km>:(koa---7ki7-~-7km> Si(l{}(),...,k'm):(ko,...,ki,ki,...,km).

Observagao 3.1.4. Note que dado 1, = (0,...,n) € A7 o morfismo identidade, qualquer
elemento em A™ pode ser escrito como composigoes iteradas de faces e degeneragoes de
L)

Dado um conjunto simplicial X, o Lema de Yoneda nos d4 uma bijecao entre X,
e Homggets(A™, X)), em particular, para um n-simplice z € X,,, denotamos o morfismo
representante como ¢, : A™ — X, que é o tinico morfismo cujo valor na identidade é z, isto
é, tz(1)) = . Para uma breve explanacao acerca do Lema de Yoneda veja [31], Secao 3.

Além do n-simplice padrao, existem dois subconjuntos simpliciais de A™ que irao

desempenhar um importante papel na sequéncia desta subsecao.
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Definicao 3.1.7. Para cada n > 0:

o O subconjunto simplicial 0A™ de A™, chamado fronteira de A", é o subconjunto
gerado pelo conjunto {do(1py), ... . dn(1p))} € AL_;. Em outras palavras, 0A™ é o

menor subconjunto de A™ que contém todas as faces.

e O subconjunto simplicial A} de A", chamado k-ésimo chifre de A", é o subcon-
junto gerado pelo conjunto {do(1}),. .- ,czk(l[n]), o dp(1))} € Ar_. Em outras
palavras, A} é o menor subconjunto de A™ que contém todas as faces, exceto a

k-ésima.

Observe que, nesse caso, as faces de fronteira tornam-se mapas naturais 0 : A" —
OA™, bem como os chifres induzem mapas naturais pr; : A" — A7. Com efeito, a bijecao
entre X,, e Homggets (A", X) se restringe em bijegoes entre M, (X) e Homggets(OA™, X),
e entre A7(X) e Homggets(A}, X). De fato, para um elemento (xzo,...,z,) € M,(X), o

morfismo correspondente iy, . 4,) : OA™ — X ¢é o tnico morfismo de modo que:

(L(Z’o ----- xp) © a)<1[n]) = (IOa ce >xn)-

Enquanto para um elemento (xo,...,Zk,...,2,) € AP(X), o morfismo correspondente

L(zgydprman) - Ng — X, € 0 inico morfismo tal que:

(L(zo,“.,ﬁck,...,zn) o pr]%)(l[n]) == (1130, cee :i'lm s axn)'

Agora, estamos prontos para introduzir a teoria de Kan para conjuntos simpliciais.
Geralmente, diz-se que um conjunto simplicial X satisfaz a condicao de Kan se, qualquer
mapa simplicial o : A — X, paran > 1,e k=0,...,n, se estende a um mapa definido
em A™:

o

A} —— X
7

-
-
. e
(2 -
-
-
-

ATL
Porém, observe que é possivel reescrever a condi¢ao de Kan em termos dos conjuntos X,

e A} (X), utilizando as caracterizagoes citadas anteriormente.

Proposicao 3.1.1. Um conjunto simplicial X satisfaz a condicao de Kan se, e somente
se, para todo elemento (xo,...,%p,...,x,) € AY(X), existe um n-simplice x € X,,, de

modo que d;(z) = x; para todo i # k.
Demonstragao.
(=) Suponha que X é de Kan e considere (zq, ..., 2k, ..., z,) € A}(X). Entao, desde

que A7(X) = Homggets(A], X ), 0 mapa representante t(z,, .z, @ Af — X é um
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mapa simplicial. Mas como X é de Kan existe uma extensao §: A" — X, tal que

Blar = t@o,...ip,.zn)- Portanto, pondo z = B(1(,)), segue que para todo i # k:
di(z) = di(B(11)) = B(di(1n)) = taoridprozn) (di(1fn))) = 2.

(<) Como hé uma bijecao entre A} (X) e Homggets(A7, X), é suficiente verificar que para

possui uma extensao. De fato, por suposicao existe x € X,, de modo que d;(z) = x;,

todo (zo,...,2k,...,2n) € AR(X), 0 mapa representante t(y, ...

AR , -
logo o mapa representante ¢, : A™ — X é uma extensao para Oz, BhresTn) O

Com efeito, a condigao "para todo elemento (zg,...,3x,...,z,) € AR(X), existe
um n-simplice x € X,,, de modo que d;(x) = z; para todo i # k", pode ser traduzida na

seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.8. Um conjunto simplicial X é um conjunto simplicial de Kan se, e

somente se, os mapas naturais:
(doy ... di,...,dp): X, = AR(X)

sao sobrejetores para todon >0e 0 < k < n.

Observagao 3.1.5. Se para algum 0 < i < n, o mapa natural (do, ... ,cfk, condy) X =
Ai(X) for bijetivo, isto quer dizer de maneira classica que qualquer mapa simplicial « :

Al — X, se estende de maneira inica a um mapa definido em A™.

O mais simples exemplo de um conjunto simplicial de Kan é o nervo de um grupoide,
mas nesse caso particular os mapas naturais para n > 1 nao sao somente sobrejetores,

mas sim bijetivos, e é isso que motiva a definicdo de um grupoide no contexto simplicial.

Definicao 3.1.9. Dado um conjunto simplicial X, diz-se que X é um j-grupoide fraco

se 0s mapas naturais:
(do, ... dy,. .. dp): Xy — A(X)

sao sobrejetores para n > 0, e bijetivos paran > j,e 0 < k < n.

Uma importante classe de conjuntos simpliciais sao os n-coesqueletos, que, gragas
a correspondéncia bijetiva entre Homgges(OAF, X) e My(X), podem ser caracterizados

da seguinte maneira:

Definicao 3.1.10. Um conjunto simplicial X é um n-coesqueleto se, e somente se, os

mapas naturais:
(do, R, ,dk) : Xk — Mk(X)
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sao bijetivos para todo k& > n.

Agora, o foco a partir daqui serda em uma classe especifica de mapas simpliciais,
mais precisamente, mapas simpliciais ¢ : X — Y, tais que, para todo diagrama comuta-

tivo:
A — X

-

existe um mapa simplicial # : A™ — X, de modo que o diagrama comuta:

A} — X

ﬁ
0 .-
| 7]

A" —— Y

Um mapa que satisfaz essa condi¢ao recebe o nome de fibragdo de Kan, e do mesmo
modo como os conjuntos simpliciais, é possivel reescrever a condicao de maneira conjun-

tista.

Proposicao 3.1.2. Um mapa simplicial ¢ : X — 'Y € uma fibragdo de Kan se, e somente
se, para todo elemento (xg,...,Zk,...,x,) € AL(X) e todo n-simplice y € Y, tal que
di(y) = ¢(x;) para @ # k, existe um n-simplice v € X,,, de modo que d;(x) = z; para

i#k, eox)=1y.

A demonstracao é uma extensao do caso de conjuntos simpliciais de Kan, veja
Proposicao 3.1.1. Entao, assim como antes, esse resultado nos da a possibilidade de
reformular a condi¢do de Kan de um mapa simplicial, em termos da sobrejetividade de

mapas naturais.

Definicao 3.1.11. Um mapa simplicial ¢ : X — Y é uma fibracao de Kan se, e somente

se, 0s mapas naturais:
((d07 cee ,CZk, s 7dn)7 ¢) : Xn — AZ<X) XAZ(Y) Yn

sao sobrejetores para todon >0e 0 < k <n.

A categoria sSets possui uma estrutura modelo de Quillen, vide [32], Teorema 11.
Nessa estrutura, as fibragoes sao fibragoes de Kan e as equivaléncias fracas sao homotopias
simpliciais, veja [12], Capitulo 1, Secdo 6. Em particular, uma fibragao de Kan trivial é
portanto, uma fibracdo de Kan que é também uma homotopia simplicial. No entanto, ha
uma maneira simples de caracterizar uma fibragao de Kan trivial por meio de propriedades

extensao:
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Teorema 3.1.1. Uma fibracao de Kan ¢ : X — Y ¢é trivial se, e somente se, para todo

diagrama comutativo de mapas simpliciais:

OA" —— X

|

A" —— Y
existe um mapa simplicial 0 : A" — X, de modo que o diagrama comuta:

OA" —— X

bt
0 .-
|l

A" —— Y

A prova desse resultado é dada em [12], Teorema 7.10. Com efeito, assim como

nos outros casos, é possivel caracterizar uma fibragdo de Kan trivial de maneira simples:

Definicao 3.1.12. Um mapa simplicial ¢ : X — Y é uma fibracao de Kan trivial se, e

somente se, os mapas naturais:
((do, .. ,dn)7 qb) : Xn — Mn(X) X M, (Y) Yn

sao sobrejetores para todo n > 0.

Exemplo 3.1.5. Dado um morfismo de grupoides ¢ : G — H, em graus baixos a condi¢ao
para que o mapa induzido ¢, : Go — H,, seja uma fibracao de Kan trivial é equivalente aos

seguintes mapas serem sobrejetores, ¢g : Go — Ho € ((s,t),¢) : Gi — (Go X Go) X91ox3o Hi-

3.2 Variedades simpliciais

E possivel generalizar o conceito de conjunto simplicial para quaisquer categorias,
mais precisamente, para uma categoria C, um objeto simplicial em C é um funtor
contravariante X, : A°? — C, logo, todos os conceitos tratados anteriormente podem ser
passados para a linguagem dessa nova categoria C.

Esta secdo tem como foco o caso particular de um objeto simplicial na categoria
das variedades diferencidveis Man, especificamente, grande parte dos conceitos tratados

na Secao 3.1 serao reescritos no contexto diferenciavel.

Definicao 3.2.1. Uma variedade simplicial X é um conjunto simplicial onde para todo
n > 0, X,, é uma variedade diferenciavel e cujos mapas de faces e degeneragoes sao suaves.
E um morfismo de variedades simpliciais é um mapa simplicial ¢ : X — Y de modo que,

para todo n > 0, ¢, : X,, — Y,, é um mapa suave.
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Do mesmo modo como na categoria dos conjuntos simpliciais, denotamos a cate-

goria das variedades simpliciais por sMan.

Exemplo 3.2.1. Uma variedade diferencidvel M pode ser vista como uma variedade
simplicial onde, para todo n > 0, M,, = M e todos os mapas de faces e degeneragoes sao
identidades em M.

Exemplo 3.2.2. Os conjuntos simpliciais A", 0A™ e A} sdo variedades simpliciais com

suas topologias discretas.

Observagao 3.2.1. Para uma variedade simplicial X obtemos um difeomorfismo, induzido
pelo Lema de Yoneda Homgypan (A", X) = X,,.

Exemplo 3.2.3. O nervo de um grupoide de Lie G, é uma variedade simplicial. Ora,
para todo n > 0, o conjunto de n flechas componiveis G, ¢ uma variedade diferenciavel,

ainda, ¢ claro que os mapas de faces e degeneracoes sao suaves.

A partir daqui, serdo desenvolvidos conceitos separados em duas subsegoes, cada
uma com um objetivo especifico. A primeira subsecao é reservada para a definicdo da
variedade simplicial associada a um 2-grupoide de Lie, junto com ilustragoes de seus n-
simplices e exemplos basicos. Enquanto a segunda subsecao destina-se a passagem da
teoria de Kan (dada no contexto conjuntista) para o contexto suave, e & demonstragao do

fato que o nervo de um 2-grupoide de Lie é um 2-grupoide de Lie fraco.

3.2.1 O nervo de um 2-grupoide de Lie

Considere Gy = G1 = Gy um 2-grupoide de Lie, entdo o nervo NG ¢ a variedade

simplicial onde:
e NoG é a variedade de objetos Gy;

e NG é a variedade de flechas G, em particular um l-simplice 2, <2 z, tem faces:
do(gor) =1 e di(go1) = o.

o NoG é asubvariedade de Gy x Gy x Gy x G composta de diagramas A = (12; 912, Go2,

go1) da forma:
Ty

gi2 go1
Ocomﬂ

X 7 X
go2

com « : go12 = Goz, € cujas faces s@o os 1-simplices opostos aos vértices indicados:

do(A) = 012, d1(A) =do2 € dQ(A) = Jo1-
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o N3G ¢ a subvariedade de (G3)* x (G1)® composta de tetraedros "comutativos' © =

(04023, p12, (013, 1235 923, 913, 903, 912, 902, 901) da forma:

onde, ag23 : o2z = Go3, Q012 : Jo12 = Go2, Q013 : G013 = Go3 € (123 : G123 = gi3. Por

comutatividade do tetraedro queremos dizer que o seguinte diagrama de 2-flechas

comuta:
923;}04012
Jo123 —— G023
0612313901ﬂ ﬂamg
013
go13 =——— Jo3
isto é:

(923 1?1 06012) 8 Q23 = (04123 1?1 901) ‘C} 13-

Assim como nos outros casos, as faces sdo os 2-simplices opostos aos vértices indi-

cados pelos operadores:
— do(©) = (a123; 923, 913, g12) € a face esquerda:
L3
923

123 T

X2
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— d1(©) = (aw23; g3, Gos, Goz) ¢ a face frontal:

€3

Zo

— d3(©) = (a012; 912, Go2, go1) € a face baixa.
T

g12

e N,G para n > 3 é a variedade composta de todos os n-simplices tais que cada
subsimplice de dimensdo 3 é um tetraedro da forma acima, em outras palavras, NG

¢ um 3-coesqueleto.

Por exemplo, para n = 4, elementos em N,G sao compostos de cinco 3-simplices

colados simplicialmente:
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Observe que com a nossa notacao, dado n > 0 e um ¢ fixo, o mapa de face d; :

N, G — N,,_1G corresponde ao (n — 1)-simplice cujo indice nao contém o indice 7.

O mapa degeneracao sg : Gy — G é o mapa unidade 1 do grupoide G; = G,.

2 : go1 ~ ~
Dado um 1-simplice x1 <— x(, os mapas degeneracoes sg, s1 : G; — G5 sao dados por:

Zo €
go1 leg Loy go1
15701 19701
30(901) = Ty« ° X 81(901) = Ty« * o
go1 go1i

Ja as degeneragoes de grau 2, sg, s1, Sz : Go — N3G, para A = (ap12; ¢12, Jo2, Jo1):
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Observagao 3.2.2. Para um 2-grupoide de Lie G' todos os mapas de faces d; : N, G —

N,,_1G sao submersoes sobrejetoras, veja [16], Corolario 6.4.
Observagao 3.2.3. Note que podemos identificar NoG com Gy, X1, G, do seguinte modo:
um elemento («, g) € Gas,, X4, G1:
sv(a)
N
z aﬂ y (T X
Y
tv ()

¢ identificado ao diagrama (o o1y, sy(a),ty(a)g, g) € NoG:

Y
SVV II1 N
a;{ g
= tv(a)g .

e portanto, com essa identificagdo os mapas de faces sdo dados por:
o do(a,g) = sy(a);
o dia,g) =tv(a)g;

o do(a,g)=g.
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Observagao 3.2.4. Um 4-simplice & € N,G é totalmente expresso por quatro de suas cinco
faces. Ora, por exemplo a face do(P) (em azul) estd contida na unidao dy(P) U dy(P) U
d3(P) U dy(P), que é todo o 4-simplice:

Exemplo 3.2.4. Seja G = G; = G; = Gy um grupoide de Lie visto como um 2-grupoide.
Entao, note que para n = 0,1, tém-se NgG = Gy e N1G = G, além disso, desde que
2-flechas em G sao identidades, segue que os 2-simplices e 3-simplices sao isomorfos aos

seguintes diagramas: para n = 2:

9291
) i)

e para n = 3:

939291

R N
g291

Portanto, como NG é um 3-coesqueleto, facilmente verifica-se que N,G ~ G,,, isto é, o

nervo NG ¢ isomorfo ao nervo usual G,.

65



Observagdo 3.2.5. Assim como no caso das categorias, o nervo define um funtor fiel e
pleno, da categoria das 2-categorias pequenas para a categoria dos conjuntos simpliciais.
Mais ainda, esse funtor se restringe em um funtor da categoria dos 2-grupoides de Lie
para a categoria das variedades simpliciais. Com efeito, um morfismo de 2-grupoides de

Lie ¢ : G — H ¢é o mesmo que morfismo de variedades simpliciais ¢ : NG — NH.

3.2.2 2-grupoides de Lie fracos & Hypercovers

A abordagem utilizada na Secao 3.1, dada por meio da sobrejetividade de mapas
naturais, torna possivel uma mudanca da linguagem conjuntista para o contexto dife-
renciavel de maneira bastante simples. Na verdade, esse tipo de perspectiva remete a
definicdo de uma cobertura. Mais precisamente, dada uma categoria C, uma cobertura
é uma subcategoria de C, satisfazendo uma lista de axiomas, veja [36], Se¢ao 1.

Para o caso da categoria dos conjuntos Sets, a subcategoria com mesmos objetos e
cujos morfismos sao fungoes sobrejetoras define uma cobertura, entao, para realizar a pas-
sagem do contexto de conjuntos para o contexto de variedades diferenciaveis é necessario
utilizar uma cobertura compativel que nesse caso é a subcategoria das variedades diferen-
cidveis com morfismos sendo submersoes sobrejetoras.

Portanto, a mudanca deve ser feita considerando variedades simpliciais em vez
de conjuntos simpliciais; submersoes sobrejetoras em vez de simplesmente fungoes sobre-
jetoras; e difeomorfismos em troca de funcoes bijetoras. Em particular, a definicdo de

2-grupoides de Lie fracos segue diretamente.

Definicao 3.2.2. Seja X uma variedade simplicial. Diz-se que X é um 2-grupoide de

Lie fraco se cada espago A}(X) é uma variedade simplicial, e os mapas naturais:
(do, - dp, . dyn) = X — AP(X)

sao submersoes sobrejetoras para n > 0, e difeomorfismos paran > 2, e 0 < k < n.

Note que a tunica diferenca entre um 1-grupoide de Lie fraco e um 2-grupoide de Lie
fraco é que, para o primeiro caso, os mapas naturais (dy, .. ., (fk, cod) Xy — AR(X),
para k € {0,1,2}, devem ser difeomorfismos. Portanto, é claro que um 1-grupoide de
Lie fraco é também um 2-grupoide de Lie fraco, na verdade, o mais simples exemplo de
uma variedade simplicial que satisfaz as condigdes para ser um 2-grupoide de Lie fraco é

o nervo de um grupoide de Lie:

Exemplo 3.2.5. Se G; = Gy é um grupoide de Lie, entao seu nervo G, é um 1-grupoide
de Lie fraco. Mais ainda, se X é um 1-grupoide de Lie fraco, entao X é isomorfo ao nervo

de um grupoide de Lie.

Acontece que para o contexto de 2-grupoides de Lie, ha um resultado equivalente,

que, gracgas ao seguinte Lema, pode ser demonstrado de maneira simples.
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Lema 3.2.1. Para n > 4, os mapas naturais:
(do,....dg,...,d,): NG — APNG,

sdo difeomorfismos.

Observagao 3.2.6. O Lema 3.2.1 é uma versao para n = 3, suave, do fato que conjuntos
simpliciais que sao n-cosqueletos possuem preenchimentos tinicos para todos os chifres de
dimensao pelo menos n + 2, veja uma prova para n = 3 em [33], Corolario 4.2, e para o

resultado geral, veja [8], Se¢ao 2.3.
Agora, sera demonstrado o resultado principal desta subsecao, que caracteriza 2-

grupoides de Lie com suas versoes simpliciais (fracas).

Proposicao 3.2.1. G é um 2-grupoide de Lie se, e somente se, seu nervo NG é um

2-grupoide de Lie fraco.
Demonstracgao.

(=) Pelo Lema 3.2.1, é suficiente mostrar que os mapas naturais:
(do, ..., dy,....dy): NuG — AN(NG)

sao submersoes sobrejetoras para n = 0,1,2 e difeomorfismos para n = 3,4. O
caso n = 0 é trivial, além disso, desde que NG = G; e AJNG = Gy = A{NG,
o resultado para n = 1 segue do fato que os mapas de faces dy,d; : G; — Gy sao

submersoes sobrejetoras. Para n > 2, os mapas naturais:
(do, ..., dy,....dy): NuG — AN(NG)

satisfazem a condi¢ao como produto finito de submersoes sobrejetoras, restando
verificar que sao injetivos para n = 3,4. De fato, fixe k = 0, n = 3, e considere dois
diagramas ©,0" € N3G, isto é, © é composto por flechas g¢;; : z; = z;, e 2-flechas
Qijk * Yijk = Gik, com 4, j, k € {0,...,3} ei < j < k. Em termos ilustrativos, tém-se

que as imagens de © e ©' por (dy, ds, d3) sao da forma:

—
(d1,d2,d3)




—
(d1,d2,d3)

Suponha que (dy,da, d3)(©) = (di,dz,d3)(0’), entdo obtemos que g;; = g;; para
todos 4,5 € {0,...3}, com i < j, e gy, = aj; para todos i € {0,2,3} e j,k €
{0,...,3}, comi < j < k. Isto é, o requerimento que (dy, dy, d3)(0) = (dy, dy, d3)(0’),
diz que caso © e ©" sejam diferentes, diferem somente nas 2-flechas 23 : g123 = 913
e alo3 © G123 = (13, compare no diagrama acima. Mas como os diagramas sao

comutativos, segue que:

(a123 13 901) ‘C} Qp13 = (923 13 Oémz) 3 Qp23 = (0/123 2 901) ‘C/’ 013,

o que garante, pela invertibilidade das 2-flechas, que 23 = @45, € por conseguinte
© = ©', provando a injetividade de (dy,ds,d3). Observe que para k = 1,2,3, o
resultado é analogo, ora, a comutatividade dos diagramas garante a igualdade das
2-flechas que restam apds a remocao da face di. Finalmente, para n = 4, para
qualquer k = 0,....4, o mapa (do,....,dg,...ds) : NG — AL{NG) é sempre
injetivo, veja [8], Se¢ao 6.3. Isso ocorre pelo fato que quatro das cinco faces de um

4-simplice o descrevem totalmente, vide Observacao 3.2.4.

Suponha que NG seja um 2-grupoide de Lie fraco com G uma 2-categoria pequena.
Note que em particular, a construcao do nervo de uma 2-categoria pequena ¢é anélogo
ao de um 2-grupoide. Entao, considere g : * — y uma flecha em G. Como o
mapa natural (dg,d;) : NoG — AZ(NG) é uma submersao sobrejetora, existe um
2-simplice (a, g,1,, f) € N2G:

Isto é, f : y — x é uma inversa a direita de g. Similarmente, da sobrejetividade do
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mapa natural (di,dy) : NoG — A2(NG), existe um 2-simplice (3, h, 1,,9) € NoG:
Y
h g
s
T : T

logo, nos fornece uma inversa a esquerda de g, h : y — x, que na verdade é equiva-

lente a f, uma vez que:

f=1af = (hg)f = h(gf) = hls = h.

Com efeito, todo morfismo em G é um isomorfismo, restando verificar o mesmo para
2-morfismos. De fato, seja a : g = f uma 2-flecha em G. Desde que (dy, ds, d3) :

N3G — A (NG) é um difeomorfismo, existe um tinico 3-simplice em NG, da forma:

isto é, existe uma 2-flecha § : f = g que é uma inversa a direita de a. Do mesmo
modo, como (dy,dy,dy) : N3G — A3(NG) é um difeomorfismo, segue que existe um

unico 3-simplice:
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isto é, a é um isomorfismo. Finalmente, observe que a estrutura diferenciavel do

2-grupoide G, ¢é induzida pela estrutura diferenciavel do 2-grupoide de Lie fraco. [

Agora, vamos traduzir a nogao de fibracao de Kan trivial para o contexto de 2-

grupoides de Lie fracos.

Definicao 3.2.3. Seja ¢ : X — Y um morfismo de 2-grupoides de Lie fracos. Entao, ¢ é
uma hypercover se, o produto fibrado M, (X) X, (v) Y, ¢ uma variedade diferencidvel,

e 0s mapas naturais:
<<d07 cee adn)a ¢) : Xn — Mn(X) XM, (Y) Yn

sao submersoes sobrejetoras para todo n < 2, e difeomorfismos para n > 2.

Hypercovers podem ser vistos como fibragoes de Morita no contexto de grupoides
de Lie fracos, veremos isso com mais precisao na Secao 3.3.

Esses morfismos especificos de 2-grupoides de Lie fracos, satisfazem diversas pro-
priedades, veja [36], Secao 2, para algumas demonstragoes. Na verdade, a categoria dos
2-grupoides de Lie fracos é uma categoria de objetos fibrantes, que é essencialmente como
uma categoria modelo de Quillen, mas sem os axiomas referentes as cofibragoes. Para
uma explanagdo precisa, veja [4], Se¢do 3, mais especificamente a partir do Teorema 3.6.

Aqui, daremos enfoque somente as principais propriedades que fazem com que essa
categoria se torne de objetos fibrantes, particularmente as que darao subsidio a teoria das

proximas segoes.

Proposicao 3.2.2. Dadas duas hypercovers ¢ : X — Y e Y — Z, entao a composi¢cao
vo¢: X — Z éuma hypercover.

Demonstracao. Dado n > 0, o quadrado no seguinte diagrama comutativo é um pull-

back:
X, —— M,(X) XMy (v) Yn —————— Y,

Desde que v é uma hypercover, segue que 8 é uma submersao sobrejetora para n < 2 e
um difeomorfismo para n > 2, e por conseguinte o mapa pullback ~ satisfaz as mesmas
propriedades. Mas como ¢ é também uma hypercover, temos que « é uma submersao
sobrejetora para n < 2 e um difeomorfismo para n > 2, logo, do fato que o triangulo no
diagrama ¢é comutativo, o mesmo ocorre para A, como composi¢ao de « e 7. Portanto,

1 o ¢ é uma hypercover. O
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Proposicao 3.2.3. Sejam ¢ : X — Z wma hypercover e ¢ : Y — Z um morfismo de
2-grupoides de Lie fracos. Entao, a projecao mapa pry: X Xz Y — Y no pullback:

XxzV — X

pwl J¢

YTZ

¢ uma hypercover.

Demonstragao. Dado n > 0, o seguinte quadrado ¢ um pullback:

Xn XZn Yn Xn

| I

Mn(X Xz Y) XMn(Y) Yn —_— Mn(X> XMn(Z) Zn

Como ¢ é uma hypercover, 3 é uma submersao sobrejetora para n < 2 e um difeomorfismo
para n > 2, portanto, o mapa pullback « satisfaz as mesmas propriedades, isto é, pr, é

uma hypercover. O]

Proposicao 3.2.4. Se ¢ : X — Y e : Y — Z sdo morfismos de 2-grupoides de Lie

fracos tais que ¥ e 1 o ¢ sdo equivaléncias fracas, entdo ¢ € uma equivaléncia fraca.

Demonstracgao. Veja Lema 3.27 em [4]. O

3.3 2-fibracoes de Morita vs Hypercovers

O funtor nervo é a ponte entre a teoria de homotopia de 2-grupoides e a teoria de
homotopia de conjuntos simpliciais, veja [28] e [26]. Mais especificamente, fibragoes de
2-grupoides induzem fibragoes de Kan no nervo, e equivaléncias de 2-grupoides induzem
equivaléncias homotoépicas no nervo.

No nosso caso, uma 2-fibragao de Morita de 2-grupoides de Lie é um morfismo que
é tanto uma fibracao quanto uma equivaléncia de 2-grupoides e ainda é compativel com
uma estrutura diferenciavel. Além disso, uma hypercover é uma fibracao de Kan trivial
que ¢é suave. Portanto, é natural pensar que uma 2-fibracao de Morita de 2-grupoides
de Lie induz uma hypercover em seus nervos (que sao 2-grupoides de Lie fracos), bem
como, uma hypercover de 2-grupoides de Lie fracos torna-se uma 2-fibracao de Morita
nos 2-grupoides de Lie associados.

Para o caso de grupoides de Lie, na Secao 2.3, [6], é demonstrado o fato que fi-
brac¢oes de Morita induzem hypercovers de 1-grupoides de Lie fracos, bem como o reciproco

desse resultado, mais precisamente, demonstra-se o seguinte Teorema.

71



Teorema 3.3.1. Seja ¢ : G — H um morfismo de grupoides de Lie. FEntdao, ¢ é uma

fibracao de Morita se, e somente se, ¢o : Go — He € uma hypercover.

Nesta secao, vamos construir o resultado analogo superior, para 2-grupoides de Lie.
Para isso, primeiramente sera introduzido o seguinte Lema, que sera de utilidade durante

a prova do resultado.

Lema 3.3.1. Seja ¢ : X — Y uma fibracao de 2-grupoides de Lie fracos. Se o produto

fibrado M, (X) X, vy Yn € uma variedade diferencidvel e os mapas naturais:
<<d07 cee adn)a ¢) : Xn — Mn(X) XM, (Y) Yn

sao submersoes sobrejetoras para todo n < 2 e é um difeomorfismo para n = 2, entdo

¢: X =Y éum hypercover.

Demonstracao. E suficiente verificar que para n > 2, os mapas naturais:
((d07 B Jdn)7 ¢) : X’rL — Mn<X) X M (Y) Yn

sao difeomorfismos. De fato, dadon > 2ei € {0,...,n}, o quadrado no seguinte diagrama

comutativo é um pullback, veja Lema 3.12, [4]:

Xn - Mn(X) X M, (Y) Yn anl

T |

A?(X) XA?Y Yn f) Mn—l(X) XMn—l(Y) Yn—l

Além disso, como ¢ é uma fibracao, para todo n > 2, a é um difeomorfismo. Agora,
fixe n = 3, entao v é um difeomorfismo por suposi¢do, e desde que o quadrado é um
pullback, £ também o é. Portanto, como o diagrama comuta, S é um difeomorfismo, logo,

o resultado segue por inducao em n. O]
Agora, demonstraremos o resultado principal desta secao.

Teorema 3.3.2. Seja ¢ : G — H um morfismo de 2-grupoides de Lie. FEntao, ¢ é uma
2-fibragcdo de Morita se, e somente se, ¢ : NG — NH ¢é uma hypercover.

Demonstragao.

(=) E necessario mostrar que os mapas naturais:

sao submersoes sobrejetoras para n < 2 e difeomorfismos para n > 2. Por defini¢ao,
uma 2-fibragdo de Morita é, de modo que, ¢ : Go — Hy é uma submersao sobreje-
tora e cuja restricao ¢ : (Gy = G1) — (¢fHs = ¢5H1), ¢ uma fibracao de Morita,
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isto &, (tg, 1, sm) : G1 — ¢§H; é uma submersao sobrejetora e o mapa:

((sv,tv), (tm, @2, 8m)) : G2 = (G1 X G1) X2y xpn iy PoHa, (3.2)

¢ um difeomorfismo. Com efeito, os casos paran = 0, 1 em (3.1) s@o satisfeitos, logo,
é suficiente verificar que para n > 2, (3.1) é um difeomorfismo. Primeiramente, note

que o mapa natural:
((id,id), pry) : (G1 x G1) Xgzmxgpm PoHz — (G1 X G1) Xy xm, Ha, (3.3)

define um difeomorfismo. De fato, é claramente uma submersao sobrejetora, como
produto de submersoes sobrejetoras, logo, resta perceber que ¢é injetor. Para isso,

observe que elementos em (G x G7) X g Hy x g H ¢ Hy consistem de triplos

(gah7 (tH(g>7ﬁvsH(h))7

que em diagramas sao representados da seguinte forma:

g #(9)
NN R
y r oy dy) B b)) x.
x__“ Vv
h a(h)

Agora, sejam (g1, by, (L (g1), b1, su(h1)) e (g2, ha, (tr(g2), B2, su(h2)) elementos em
(Gl X Gl) X¢8H1X¢3Hl ¢8H2, de modo que:

((idaid)apr2)(gla hla (tH(gl)vﬁla SH(hl)) = ((idvid)7pr2)(927 h27 (tH(92)76275H(h2))7
entdo, segue que (g1, h1,01) = (g2, ho, f2), isto é, g1 = g2, hy = hy e 1 = [a,

logo, tr(g1) = tu(g2) e su(h1) = su(he), portanto, (g1, 1, (tu(g1), b1, su(h1)) =
(g2, ha, (ta(92), B2, s (ha)), garantindo a injetividade de (3.3).

Desde que (3.2) e (3.3) sao difeomorfismos, a composigao:

((sv.tv),¢2)
G2 u (Gl X Gl) X Hyx Hy H2

((svstv),(tar¢2,5H)) ((id,id),prs) (3.4)

(G1 x G1) Xz, xgym, PoHo

¢ também um difeomorfismo, mais ainda, (3.4) se restringe em um difeomorfismo
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nas identidades (G C Gs):
(id, ¢1) : G1 = G1 X g, Hi. (3.5)

Finalmente, pela Observacao 3.2.3, NoG pode ser identificado com G, Xy, G,

logo para n = 2, o mapa (3.1) pode ser reescrito como:
((do, dr,d2), p2 X ¢1)) + Gasy Xiy Gi— Ma(NG) X ay vy Ha sy X oy Hi,y

que nada mais é do que, uma restricio do mapa produto dos difeomorfismos (3.4)
e (3.5), e portanto, um difeomorfismo. Sendo para n = 2 um difeomorfismo, o

resultado segue do Lema 3.3.1.

Suponha que:
((do, R ,dn), ¢) : NnG — Mn(NG) X M, (NH) NnH

sdo submersoes sobrejetoras para n < 2 e difeomorfismos para n > 2. Entao,
pondo n = 0, 1, segue diretamente que ¢q : Go — Hy e (ty, ¢1,5n) : Gi — ¢5H; sdo
submersoes sobrejetoras. Logo, resta verificar que ¢ : (Gy = G1) — (¢5H2 = ¢{H1)
é uma fibracdo de Morita. Por suposi¢do, para n = 2 o seguinte mapa é um
difeomorfismo:
((do, dv,d2), (P2 X ¢1)) + Gasy Xey G1 = Ma(NG) X apy vy Ha sy Xty Hy
(@,9) = (sv(a), b (@)g, g, (6(), 61(9)))-  (3.6)

Entao, restringindo a variedade das 2-flechas G5, obtemos o difeomorfismo:
((sv,tv), d2) : Ga = (Gy x Gi) xm, Ha.

Note que essa restricao é feita utilizando identidades em um ponto, isto é, substi-

tuindo g em (3.6), por uma identidade 1,.

No entanto, esse mapa pode ser visto como a composicao:

((SV 7tV)7¢2)
AN (

Go G X G1) X i1y iy Ho

((Sv,tv),(tH7¢275H)) ((id,id),pI”Q)

(G1 X G1) Xggm <o, PoHo
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em particular, como ((id, id), pr,) é um difeomorfismo, veja (3.3), segue que o mapa:

((sv,tv), (ta, @2, 8m)) + Go = (G1 X G1) X xpn i oo,

¢ também um difeomorfismo, e portanto, ¢ : (Ga = G1) — (¢§H2 = ¢jH1) ¢ uma
fibracao de Morita. m

Essa nova caracterizacao das 2-fibragoes de Morita torna possivel a verificacao de
algumas de suas propriedades de maneira bastante simples, na verdade, basta tomar o

funtor nervo e verificar as propriedades no contexto simplicial.
Proposicao 3.3.1. As 2-fibracoes de Morita satisfazem as sequintes propriedades:

(1) Para todo 2-grupoide de Lie G, o morfismo identidade id : G — G ¢é uma 2-fibragao
de Morita;

(2) Dadas ¢ : G — H ey : H — J duas 2-fibragoes de Morita, entdo a composi¢ao
voop:G—J € uma2-fibracao de Morita;

(3) Dados ¢ : H — J wuma 2-fibragio de Morita e ¢ : G — J um morfismo de

2-grupoides de Lie, como no diagrama:

G-t g H

entdao existem, um outro 2-grupoide de Lie K, e um par de morfismos de 2-grupoides
de LieE - H— K ex:G— K, onde x € uma 2-fibragdo de Morita, isto €, existe
um diagrama:

G2+ K——H

~

de modo que o sequinte diagrama comuta:

xJ%

(4) Sejam ¢ : G — H uma 2-fibragao de Morita e 1,¢' : H — J um par de morfismos

de 2-grupoides de Lie, como no diagrama:

P
G2 H—J.
w/

Seop=10d¢, entio ) =)'
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Demonstragao.

(1)
(2)

Segue diretamente da definicao de 2-fibragdes de Morita, veja Definicao 1.2.3.

Fazendo uso da caracterizacao dada pelo Teorema 3.3.2, Y o ¢ : G — J é uma
2-fibragao de Morita se, e somente se, o mapa induzido ¥ o ¢ : NG — NJ é uma
hypercover. De fato, também pelo Teorema 3.3.2, como ¢ e v sdo 2-fibragoes de
Morita, segue que os mapas induzidos sao hypercovers, logo, o resultado segue da

Proposicao 3.2.2.

Defina o 2-grupoide de Lie do produto fibrado H x y G. Entao, o seguinte diagrama

comuta:
Hx;G LN & §

e
GTMI

Em particular, o diagrama comutativo induzido no nervo é um pullback:

NH xy; NG 5 NH

| |

NGTNJ

Pelo Teorema 3.3.2, segue que pr, : H X3y G — G é uma 2-fibragao de Morita se,
e somente se, pry : NH Xy5 NG — NG ¢ uma hypercover. Portanto, o resultado

segue da Proposicao 3.2.3.

Como 9 é uma 2-fibragao de Morita, ¢g : Go — H; e ¢1 : G; — H; sao sobrejetoras
e ¢ é fiel e pleno nos 2-morfismos. Portanto, para todo y € Hy, existe x € Gy de

modo que ¢o(z) = y, logo:
bo(y) = o 0 do(x) = ¥ © go(x) = Yy (y).

Similarmente, para h € Hy, existe g € Gy tal que ¢;(g) = h, donde segue que:
i(h) = 1o di(g) = ¥ o ¢i(g) = ¥y (h).

Finalmente, do fato que ¢ é fiel e pleno nos 2-morfismos, segue que para qualquer

[ € Hs, existe um tnico a € G, de modo que ¢9(a) = 3, e portanto:

Va(B) = 1y 0 da() = 1y 0 pa(a) = Y5(),

isto é, ¢ =" O
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Capitulo 4

|G — H|-fibrados principais sobre
grupoides de Lie

A nocao de um 2-grupo de Lie motiva uma definicao de fibrados principais nesse
contexto. Como ja visto na Se¢ao 1.3, um G-fibrado principal pode ser pensado como um
morfismo generalizado de grupoides, nesse sentido, é possivel generalizar essa abordagem
para o contexto 2-categérico, primeiramente definindo um morfismo generalizado de 2-
grupoides, para logo apds, tratar de [G — H|-fibrados principais, sempre realizando
um paralelo entre as abordagens de 2-grupoides e de médulos cruzados. Tudo isso sera

realizado durante este capitulo que tém como principais referéncias [11] e [27].

4.1 Morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie

Morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie sao uma direta generalizacao de
morfismos generalizados de grupoides de Lie. Mais precisamente, um morfismo genera-
lizado de 2-grupoides de Lie é dado, primeiro substituindo um 2-grupoide de Lie por um
2-Morita equivalente, logo apds, mapeia esse ultimo por um morfismo de 2-grupoides de
Lie.

Defini¢ao 4.1.1. Um morfismo generalizado de 2-grupoides de Lie ¢/¢ : G ~~ H, é

um par de morfismos de 2-grupoides de Lie:

G~ _-a¢ Y H

~

onde ¢ ¢ uma 2-fibragdo de Morita.

Observagio 4.1.1. E possivel reescrever a nocio de morfismos generalizados de 2-grupoides

de Lie no contexto de modulos cruzados. Mais especificamente, um morfismo generalizado
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de 2-grupoides de Lie:
GQ ¢2 G/2 ) H2

I

Gl 1 Gll 1 Hl

I

GO ¢0 G6 o HO

induz um morfismo generalizado nos médulos cruzados associados:

XG ¢2 Xgl ¢2 XH

W W] e

!
G 1 G 1 H

Dados dois morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie ¢/¢ : G ~~ H e ¢’ /¢’ :
H ~ J, o morfismo generalizado dado pela composicao ¢'/¢' o 1/¢ é definido por 9/’ o
pry/¢opry i G~ J:

XHH/

Lo
/\/\

Exemplo 4.1.1. Qualquer morfismo de 2-grupoides de Lie ¢ : G — H pode ser visto
como um morfismo generalizado ¢/idg : G ~» H. Em particular, para um 2-grupoide de

Lie G, o morfismo generalizado identidade é por defini¢ao id := idg/idg : G ~ G.

Uma 2-fibracao de Morita ¢ : G = H vista como um morfismo generalizado
¢/idg, é denotada por uma biflecha ¢/idg : G «~ H.

Exemplo 4.1.2. Dados H e G 2-grupoides de Lie e f : M — Hy uma submersao

sobrejetora. Entao, qualquer morfismo ¢ : ffH — G induz um morfismo generalizado

o/f : H ~ G, onde:

HQ <; fOH2 L GQ

TR

Hl &fé’(Hl%Gl :

L u

Hy 1 — M —2 . G,
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E possivel formalizar a nocao de morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie via
calculo de fragoes, assim como no caso dos grupoides de Lie. Para tanto, é necessario esten-
der a nog¢ao de equivaléncia entre morfismos de grupoides para o caso de 2-categorias, isto
é, introduzir o conceito de uma 2-transformacao natural entre morfismos de 2-grupoides
de Lie:

Definicao 4.1.2. Sejam ¢,v¢ : G — H morfismos de 2-grupoides de Lie. Entao, uma

2-transformacgao natural 7 : ¢ = ¢ é dada por um par de mapas suaves:

G Hy

L7

Gy H,

"]

Go Hy
sujeitos as seguintes condic¢oes:

 para todo x € Gy, 7(x) € Hy é uma flecha da forma:
(z)
(x) —— o(x)

« para toda flecha y < 2 € G4, 7(g) € H, é uma 2-flecha da forma:

P(g)7(z)

7(y)9(9)

« para todo par de flechas componiveis z < y Loz em G, a seguinte igualdade é

satisfeita em H':
T(gh) = 7(g) ° Lry-1 0 7(h).

H

o para toda 2-flecha em G:
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o seguinte diagrama de 2-flechas comuta em Hy = Hy:

g)T 1) —22— 7(y)p(g)

b(h)7(2) === 7(y)¢(h)

Grosso modo, uma 2-transformacao natural é dada por um par de transformacoes
naturais de morfismos de grupoides, uma em cada par de componentes do morfismo de
2-grupoides, junto com condigdes de compatibilidade com as multiplicagoes de flechas e
2-flechas.

Definicao 4.1.3. Dois morfismos de 2-grupoides de Lie ¢, v : G — H sao equivalentes,

isto é ¢ = 1, se existe uma 2-transformagao natural ¢ = .

Com isso posto, é possivel estender a nocao de equivaléncia de morfismos genera-

lizados para o caso de 2-grupoides:

Definigao 4.1.4. Dois morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie ©/¢, ¢ /¢’ : G ~~
H sao ditos 2-equivalentes se existem, um terceiro 2-grupoide de Lie K, um par de
morfismos de 2-grupoides de Liee : K — G'ee’ : K — G”, e um par de 2-transformacoes
naturais 7 : poe = ¢ o’ ey:poe =Y oe”

<

de modo que £ := ¢poe = ¢ oc’ e y :=1poe =1 0g’, se tornam um morfismo generalizado

x/€: G ~ H, como no diagrama:

Observagao 4.1.2. Note que isso define uma relacao de equivaléncia fraca que satisfaz as
trés seguintes propriedades: (1) Se existe uma 2-transformacao natural ¢ = 1, entéo ¢/id
e 1 /id sao equivalentes como morfismos generalizados; (2) Se ¢ é uma 2-fibragao de Morita,

entdo o morfismo generalizado ¢/¢ é equivalente ao morfismo generalizado identidade
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id; (3) As composigoes a direita e a esquerda com um terceiro morfismo generalizado
preservam a equivaléncia. Logo, a Defini¢ao 4.1.4 concorda com a nocao de equivaléncia

de morfismos generalizados dada em [11].

A partir daqui, assim como no caso de grupoides, consideraremos um morfismo

generalizado 1//¢ como sendo a classe de equivaléncia do par (¢, ¢).

Exemplo 4.1.3. Sejam ¢/¢, 1" /¢’ : G ~ H dois morfismos generalizados. Suponha que
existe um morfismo de 2-grupoides de Lie £ : G’ — G”, de modo que o seguinte diagrama

comuta a menos de 2-transformagoes:

G/
/ x
G 3 H
¢’ /
G//

Entao, ¢' o £ é uma 2-fibracao de Morita, e por conseguinte, ' 0 {/¢’ 0 : G ~» H é um

morfismo generalizado, isto é, /¢ e 1'/¢’ sdo equivalentes.

Exemplo 4.1.4. Sejam G e H 2-grupoides de Lie 2-Morita equivalentes, isto ¢, existe
um terceiro 2-grupoide de Lie J e uma cadeia de 2-fibra¢des de Morita G Lg% H
Entao, isso define dois morfismos generalizados ¢¥/¢ : G ~ H e ¢/v : H ~~ G, cujas
composigoes /¢ o ¢/ : G~ G e ¢/ op/p: H ~~ H sdo equivalentes aos morfismos
identidades.

Considere 2gpd, a categoria quociente obtida de 2gpd identificando dois mor-
fismos equivalentes. Seja 2F'M a classe de morfismos em 2gpd, que sao 2-fibragoes
de Morita. Note que pela Proposicao 3.3.1, 2F'M é um sistema multiplicativo na ca-
tegoria 2gpd,, logo, é possivel considerar a localizagao 2Gpdy[2FM 1] de 2Gpd, com
respeito & 2F M. Portanto, a nova categoria 2Gpd,[2F M '], possui os mesmos objetos
que 2Gpd, mas suas flechas sao classes de equivaléncia de morfismos generalizados. Logo,
um morfismo generalizado pode ser visto como uma flecha em 2Gpd,[2F M '] (a menos
de equivaléncias), ademais, um isomorfismo nessa categoria corresponde a (a classe de

equivaléncia de) uma 2-equivaléncia de Morita em 2Gpd,.

4.2 |G — H]-fibrados principais

Nesta secao sera dada uma definicao de fibrados principais de 2-grupos de Lie de
uma maneira global, formulada em termos de morfismos generalizados de 2-grupoides,
estendendo a nocao apresentada na Secao 1.3. Particularmente, durante esta se¢ao todos

os médulos cruzados citados serao médulos cruzados de grupos de Lie.
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Definig¢ao 4.2.1. Um [G — H|-fibrado principal sobre um grupoide de Lie H; = H,

¢ um morfismo generalizado:
B:H -~ [G— H,

onde H é o grupoide H; = H, visto como um 2-grupoide e |G — H] é o 2-grupo de Lie

associado ao moédulo cruzado (G — H).

Observagao 4.2.1. Ha também uma nocao de fibrados principais de 2-grupos de Lie dada
de maneira classica, remetendo a uma 2-a¢ao de um 2-grupo de Lie em um grupoide, veja
[5], Capitulo 3. No entanto, ndo hd conhecimento de que essas duas abordagens sejam

equivalentes.

Naturalmente, para fazer sentido com a definicao de morfismos generalizados, dois
|G — H]-fibrados principais B e B’ sobre um grupoide H; = H, sao isomorfos se, e

somente se, B e B’ sdo equivalentes como morfismos generalizados.

Exemplo 4.2.1. Seja [G — H| um 2-grupo de Lie, entdo um [G — H]-fibrado sobre
uma variedade M é um [G — H|-fibrado sobre o grupoide unidade M = M, isto é, um
morfismo generalizado de M = M = M para [G — H].

Exemplo 4.2.2. Seja B um [G — H]-fibrado principal sobre um grupoide de Lie
Hi = Ho. Se H) = Hy e [G' — H'] sao Morita equivalentes a Hy = Ho e [G — H]|

respectivamente, entao a composicao:
H s H o~ [G— H| o [G— H|,

define um [G" — H'|-fibrado principal sobre H]; = H; denotado por B por abuso de

notacao.

Qualquer G-fibrado principal sobre uma variedade diferenciavel M pode ser visto

como um [1 — GJ-fibrado principal sobre M.

Exemplo 4.2.3. Seja 7 : P — M um G-fibrado principal. Defina o 2-grupoide de Lie
P xy P = P x), P = P, com mapas estruturais verticais sendo identidades e cujos
mapas horizontais sdo sy (z,y) = z e ty(z,y) = y. Considere o seguinte par de morfismos
de 2-grupoides de Lie:

Mt PxyP-—1sa

I

M« pPxyP—1-¢G

|

M u P *
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onde ¢(x,y) = n(x) = 7(y) e z- f(x,y) = y. Na verdade, note que o primeiro morfismo
(¢, ¢, m) é uma 2-fibracdo de Morita. De fato, (¢, ¢, m) se fatora numa composicao da

projecao natural do 2-grupoide pullback com um isomorfismo de 2-grupoides de Lie:

onde %(x,y) = (x, 7(x),y) = (a,7(y). ). Portanto, (. f,")/(¢,,) define um morfismo
generalizado da variedade diferencidgvel M para o 2-grupo de Lie [I — @], isto é, um

[1 — G]-fibrado principal sobre M.

Exemplo 4.2.4. Sejam M uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Um 2-
cociclo em M com valores em G ¢é uma cobertura aberta {U;};e; de M junto com

uma colecao de mapas suaves:
Xij Uiy = Awt(G) e gk - Ui — G,

satisfazendo as seguintes relacoes:
Aij o Nji = Ad

gijn © Aik

Gist it = GiAi' (Giji)-

Acontece que um 2-cociclo define um [G — Aut(G)]-fibrado sobre M. De fato, defina o
2-grupoide de Lie:

HijUinGXGi:V>>HijUz’jXGj:>>H I1; Ui,
v H

com mapas estruturais:

o sv(wy,g,h) = (zij,9); o ta(wy) = x5
o ty(wij,g,h) = (55, h); o (5,9, h) o (xij, b, [) = (25,9, F);
o sy(zij) =y . (%m@%(%ph) = (xikagijko)\i_jl(g)h)'
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Entao, considere o seguinte par de morfismos de 2-grupoides de Lie:
M +———
M

M

—— [1;; Ui x G x G —— G x Aut(G)

! Il

—— I, Uy x G — Aut(G)
%

|

[1; U; *

onde LQ(xijvgvh) = T, Ll(xijmg) = T, fQ(xijaga h) - (hgil7Adg o )‘Z](x)) € fl(xuag) =
Ad, o \j;(z). Note que o primeiro mapa é uma 2-fibracdo de Morita, uma vez que se

decompoe numa composi¢ao da forma:

]_[”UUXGXG%]_[ Uij LIV

i I

H UZ_]XG—r>H UZ_]*>

I M,ﬁ

LU ———— LU —— M

onde claramente o seguinte quadrado é uma fibracdo de Morita de grupoides de Lie:

Hlle‘]XGXG%H UZJ

Il i

1L UUXG4>H Ui;

Portanto, isso define um morfismo generalizado f/t: M ~~ [G — Aut(G)].

Na verdade, estamos interessados em equivaléncias de Morita de fibrados principais

de 2-grupos de Lie.

Defini¢ao 4.2.2. Sejam B um [G — H|-fibrado principal sobre H; = Hy e B’ um
|G' — H'|-fibrado principal sobre H} = H{. Entao, diz-se que B e¢ B’ sao Morita

equivalentes se as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:
o Hi = Ho e H) = Hj sao grupoides de Lie Morita equivalentes;
e [G — H]e[G' — H'| sdo 2-grupos de Lie 2-Morita equivalentes;
o B e B sdo morfismos generalizados equivalentes.
Exemplo 4.2.5. Dois [G — H]-fibrados principais B e 9B’ isomorfos sdo Morita equiva-

lentes.
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Exemplo 4.2.6. Um G-fibrado principal = : P — M é Morita equivalente (como um
fibrado de 2-grupos de Lie) a um G’-fibrado principal 7’ : P’ — M’ se, e somente se, G e
M sao isomorfos & G' e M’ respectivamente, e 7: P — M e ©’ : P' — M’ sao isomorfos

como fibrados principais.

Exemplo 4.2.7. O [G — Aut(G)]-fibrado sobre M do Exemplo 4.2.4:

M 2 I, Uy x G x G —2 @ x Aut(@)

I
|

M <—L0 Hz UZ Jo *

é Morita equivalente ao [G — Aut(G)]-fibrado sobre o grupoide de Cech [[U;; = [T U;:

IL; Uy <2 11, Uy x G x G —25 @ x Aut(G)

Il i Il

i i I

LU «— 4 LU fo x

De fato, desde que o 2-grupoide de Cech associado a M é Morita equivalente a M, é
possivel reescrever ambos os [G — Aut(G)|-fibrados principais, sobre M, isto é, existe um
diagrama comutativo:
{Hi Ui — 1 Uij} *;T |:Hi Ui x G = 11;; Uy % G} e (G — Aut(G)]
~|4 id‘ id

(M — M] +—— [II;U; x G = 11;; Uy x G| —— (G — Aut(@)]

Portanto, o resultado segue do Exemplo 4.1.3.
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Capitulo 5

G-extensoes de grupoides de Lie &
|G — Aut(G)]-fibrados principais

Na Segao 4.2 foram apresentados diversos exemplos de [G — H]-fibrados principais
sobre grupoides. Percebe-se que casos bastante interessantes de fibrados principais de 2-
grupos ocorrem quando o 2-grupo de Lie é o 2-grupo de automorfismos, isto é, [G —
Aut(G)]-fibrados principais.

Acontece que [G — Aut(G)]-fibrados principais podem ser caracterizados a par-
tir de estruturas um pouco mais simples, que envolvem somente morfismos entre certos
grupoides de Lie. Mais precisamente, um [G — Aut(G)|-fibrado principal induz uma
sequéncia exata curta de grupoides de Lie em que o nticleo é um fibrado em grupos trivial,
que é o que chamamos de uma G-extensao de grupoides. Além disso, pode-se construir
um [G — Aut(G)]-fibrado principal dada uma G-extensao e essas correspondéncias sao
invariantes sob equivaléncias de Morita.

Portanto, este capitulo tem como objetivo geral estabelecer essa bijecao entre
classes de equivaléncia de Morita de [G — Aut(G)|-fibrados principais sobre grupoides
de Lie e classes de equivaléncia de Morita de G-extensoes de grupoides de Lie. Para
tanto, as Secoes 5.1 e 5.2 sao destinadas ao estudo de G-extensoes e suas equivaléncias
de Morita, enquanto as demais se¢oes destinam-se a demonstracao do teorema principal.

As referéncias gerais deste capitulo sao [19], [11] e [10].

5.1 Extensoes de grupoides de Lie e suas equivalén-

cias de Morita

Nesta secao é introduzida a definicio de uma extensao de grupoides de Lie, bem
como uma noc¢ao de equivaléncia de Morita entre extensoes. Na sequéncia, por vezes um

grupoide G = M sera denotado simplesmente por G.
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Definicao 5.1.1. Uma extensao de grupoides de Lie é uma sequéncia exata curta de

grupoides de Lie:

Ketsg—2%H

pgp tgs t]%s

onde K (ou ker(¢)) é o nicleo da extensao, ¢ : K — G é a inclusdo e ¢ : G — H ¢
um morfismo de grupoides de Lie cuja restricaio em M ¢ a identidade. Usualmente, uma
extensao de grupoides de Lie como acima, é denotada por G LN = M, ou simplesmente

por:

@
K——g H
uma vez que os grupoides considerados sao definidos acima da mesma base.

Aqui IC é definido por K = {k € G | ¢(k) = 1,4}, mais ainda, perceba que os
mapas fonte e alvo de K = M coincidem, isto ¢, o nicleo de uma extensao K = M ¢
um fibrado em grupos de Lie. Além disso, sendo um subgrupoide de G == M, é possivel
multiplicar elementos de G por elementos componiveis de K. Isso pode ser feito tanto a
direita quanto a esquerda, na verdade essas duas a¢des comutam e o espago quociente por

qualquer uma delas é H.

Observagao 5.1.1. Note que o grupoide G = M age em K — M por conjugacao, mais

precisamente, qualquer g € G induz um isomorfismo de grupos:

Ady = Kyg) = Ks(g)
ks gkg™'.

Exemplo 5.1.1. Sejam N uma variedade diferenciavel, f : N — M uma submersao
sobrejetora e G LAY = M uma extensao de grupoides. Entao, a seguinte sequéncia de
grupoides de Lie:

fR—— X = [y

I

N N 4 . N

é a extensao pullback de G S H = M por f, denotada simplesmente por f*G s,
f*H = N.

Exemplo 5.1.2. Seja (P, m, u) um G-fibrado principal sobre M e considere a ac¢ao diago-
nal de Gem Px P, isto é, (p,q)-g = (pg,qg). Entao, (Px P)/G = M define naturalmente
um grupoide de Lie, veja o Exemplo 2.2, [20]. Agora, considere a a¢ao de G em si mesmo,
dada por conjugacao, e tome (P x G)/G — M o fibrado associado a (P, 7, ) ao longo
dessa acao. Entao, elementos [p, g] em (P x G)/G sao orbitas [p,g] € P x G sob a agao
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(p,g)-h = (ph,hgh™'). Nesse caso, (P x G)/G — M ¢é um fibrado em grupos de Lie, logo,

obtemos uma extensao de grupoides de Lie, pondo:

(P x G)/G —— (P x P)/G —2» M x M

i i I

M , M

onde, ¢([p, q]) = (w(p), (q)).
Definigao 5.1.2. Um morfismo de extensoes de grupoides de Lie (fs, f1) : (G 5 H =
M) — (¢ LHw = M’) é um par de morfismos de grupoides de Lie fo : G — G' e

fi:H — H', de modo que o seguinte diagrama comuta:

G Jo G
I IN
M i » M’
¢ id
N H /i W
I N
M - M

Além disso, um isomorfismo entre extensoes de grupoides de Lie é, portanto, um mor-

fismo de extensoes onde f; e fy sdo isomorfismos de grupoides de Lie.

Ao longo do texto, um morfismo de extensoes de grupoides de Lie (fs, f1) como na

Definigao 5.1.2, serd representado por um diagrama:

f2 G

!
I

fO M/

~

fi
—

S X2—Q

Assim como no caso de fibrados principais de 2-grupos de Lie, estamos interessados

em certas equivaléncias de extensoes de grupoides de Lie.

Defini¢ao 5.1.3. Um morfismo de extensoes de grupoides de Lie (fa, f1) @ (G 51 =
M) — (G Do = M") é de Morita, se os morfismos de grupoides de Lie fo : G — G’ e
f1:H — H’ sdo fibragoes de Morita.

Exemplo 5.1.3. O morfismo identidade (id,id) : (G L= M) — (G LT M) é de
Morita.
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Exemplo 5.1.4. Considere G SH=Med LNy = M’ extensoes de grupoides de
Lie. Logo, existem difeomorfismos naturais # ~ G/ ker(¢) e H' ~ G’/ ker(¢’). Com efeito,
se f G — G é uma fibracao de Morita de grupoides, por definicao fo : M — M’ é
uma submersao sobrejetora e G ~ fFG’. Portanto, se f satisfaz f(ker(¢)) = ker(¢’) entao,

como ker(¢) é um subgrupoide de G, segue que ha um isomorfismo de grupoides de Lie
induzido ker(¢) ~ fiker(¢’), logo:

H = G/ker(9) = [5G/ ker(¢) = f5G'/ fi ker(¢)) = [ (G'/ ker(d))) = fgH’

isto é, f induz uma fibracao de Morita H — H', e por conseguinte um morfismo de Morita
entre as extensoes ¢ 2, H=Medg 2 H = M.

Definicdo 5.1.4. Duas extensoes de grupoides de Lie G S H=Meg YU = M sdo
Morita equivalentes se existem, uma terceira extensiao G” LNV = M" e morfismos
de Morita (fo, f1) : (G" L5 H" = M") = (G 5 H = M), (g2.g1) : (6" L W' =
M") = (G % H = M),

Fazendo uso do conceito de extensao pullback introduzido no Exemplo 5.1.1, é
possivel reescrever a nocao de equivaléncia de Morita de extensoes de grupoides de Lie do
seguinte modo: duas extensoes G LU= Me g’ LN H' = M’ sdo Morita equivalentes
se existem, uma variedade diferenciavel N, duas submersoes sobrejetoras f : N — M,
f'+ N — M’, e um isomorfismo de extensoes de grupoides de Lie entre f*G 2 ffH=2 N
e [ S [TH = N.

Exemplo 5.1.5. Desde que o morfismo identidade é de Morita, qualquer morfismo de
Morita de extensoes de grupoides de Lie (G L= M) — (G LH = M"), induz uma
equivaléncia de Morita entre as extensoes G i) H=Meqg i) H = M.

Observagdao 5.1.2. Como no caso de 2-fibragoes de Morita e 2-grupoides de Lie, os mor-
fismos de Morita de extensoes de grupoides de Lie formam um sistema multiplicativo na
categoria de extensoes e morfismos de extensoes. Com efeito, essa categoria pode ser
localizada por seus morfismos de Morita. Nesse caso, duas extensoes de grupoides de Lie

sao Morita equivalentes se sao isomorfas na categoria localizada.

5.2 (G-extensoes de grupoides de Lie

Para esta se¢do, fixe G um grupo de Lie. Geralmente, uma extensao de grupoides
de Lie G i> H = M é dita uma G-extensao se, seu nicleo K = M é um fibrado em
grupos localmente trivial, cujas fibras sao isomorfas a G, veja [19]. Note, no entanto, que
pela Proposigao 3.2, [19], qualquer G-extensao admite uma G-extensao Morita equivalente

cujo nucleo é um fibrado em grupos trivial.
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Como o nosso interesse esta no estudo de G-extensoes de grupoides de Lie a menos
de equivaléncias de Morita, assumiremos que uma extensido é uma G-extensido se seu
nucleo é um fibrado em grupos trivial M x G = M. Isto é, uma G-extensao ¢é uma

sequéncia exata curta de grupoides de Lie:

¢

MxG——g H
ol )
M M —— M,

aqui, flechas i(z, g) € G serao denotadas por g,.

Observagao 5.2.1. Note que a propriedade de ser uma G-extensao ¢ invariante sob equi-
valéncias de Morita. Mais precisamente, se uma extensao é Morita equivalente a uma

G-extensao, entao ela mesma é uma G-extensao.

Exemplo 5.2.1. Para um grupo de Lie G e uma variedade diferencidvel M, pode-se

formar a G-extensao trivial:

MxG 4y vxag 2y pm

el

Exemplo 5.2.2. Dados uma variedade diferenciavel M e um 2-cociclo em M com valores
em (G, veja Exemplo 4.2.4, obtemos uma G-extensao de grupoides de Lie do seguinte
modo:

pry xid

HUZXG%HUUXGLHUZ]

i i i

id id
v —— U, — 1u;
Essa G-extensao é Morita equivalente a G-extensao trivial.

E possivel relacionar a teoria de G-extensoes de grupoides de Lie com o estudo de

2-grupoides de Lie e modulos cruzados de grupoides.

Definigao 5.2.1. Dada uma G-extensao G S H= M , 0 2-grupoide de Lie associado
a ¢ ¢ o 2-grupoide:

GxnuG —— G —= M,

ty ty

onde G x4 G = {(91,92) € G x G | #(g91) = #(92)}, e os mapas estruturais sao definidos

COoImo segue:

o sv(g1,92) = 92; o tv(91,92) = g1;
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« sulg) = s(¢(9)); * (91.92) 0 (92, 95) = (91, 93);
e tulg) =t(o(g)): * (91:92) © (91,92) = (9191, 9592).

Note ainda, que o morfismo de 2-grupoides de Lie ¢ : G — H induz uma 2-fibragao
de Morita do 2-grupoide de Lie associado para o 2-grupoide de Lie induzido por H:

G —2

I

G —2*

I

M ——-

PR RS

Com respeito aos médulos cruzados, o 2-grupoide induzido corresponde ao 2-
grupoide de Lie associado ao moédulo cruzado (M x G AN G), onde a agao de G em
M x G é dada por conjugacao. Logo, a 2-fibragdo de Morita natural pode ser vista como
uma equivaléncia de Morita de mddulos cruzados entre (M x G — G) e (M — H), dada

explicitamente como segue:

MxG - M
I
@
G ——H
Particularmente, isso nos da a possibilidade de caracterizar G-extensoes de grupoides em

termos de mddulos cruzados.

Proposicao 5.2.1. Um morfismo de grupoides G % " = M ¢ uma G-extensio de
grupoides se, e somente se, (M xG - G) € um mddulo cruzado de grupoides com grupoide
quociente G/i(M x G) isomorfo a H.

Demonstracao.

(=) Sendo uma G-extensdo, pela discussdao acima, obtém-se um 2-grupoide de Lie as-
sociado e uma 2-fibracdo de Morita natural entre o 2-grupoide de Lie associado
e o 2-grupoide de Lie induzido por H. Em particular, pela Proposicao 2.4.1, a

equivaléncia de Morita de médulos cruzados:

MxG -2 M

F

G % H

induz uma equivaléncia de categorias entre G/i(M x G) e H /1y, isto é, G/i(M x G)

¢é isomorfo a H.
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(<) Sendo (M x G < G) um mdédulo cruzado com grupoide quociente G/i(M x G)
isomorfo a H, segue que o mapa de projecao G — G/i(M x &), torna-se naturalmente

a G-extensio:

MxG—=Gg—H.

5.3 Correspondéncia entre classes de equivaléncia de
Morita de G-extensées e de |G — Aut(G)|-fibrados
principais

Esta secao é dedicada a demonstracao do seguinte resultado.

Teorema 5.3.1. Hd uma bijecdo entre as classes de equivaléncia de Morita de G-extensoes
de grupoides de Lie e as classes de equivaléncia de Morita de [G — Aut(G)]-fibrados

principais sobre grupoides de Lie.

Para isso, esta organiza-se como segue: na primeira subsecao demonstra-se que
toda G-extensao induz um [G — Aut(G)]-fibrado principal e que esta correspondencia é
invariante sob equivaléncias de Morita; na segunda subsecao prova-se o reciproco, isto é,
todo [G — Aut(G)]-fibrado principal induz uma G-extensao, e que isso também ocorre
de maneira invariante sob equivaléncias de Morita; e, finalmente, na ultima subsecao

mostra-se que as correspondéncias das segdes anteriores sdao inversas uma da outra.

5.3.1 G-extensdes — [G — Aut(G)]-fibrados principais
Seja G % H = M uma G-extensio de grupoides de Lie. Considere o 2-grupoide
de Lie induzido pela extensao G x4 G = G = M e a 2-fibracao de Morita natural:

g "

1

o I N

I

M—4 M

e

Lembre que um [G — Aut(G)]-fibrado principal sobre H é um morfismo general-
izado H ~~ [G — Aut(G)], onde H é o grupoide de Lie H visto como um 2-grupoide e
|G — Aut(G)] é o 2-grupo de Lie do Exemplo 2.1.4. Entao, resta definir um morfismo



de 2-grupoides de Lie do grupoide induzido G x4y G = G == M para o 2-grupo de Lie
(G — Aut(G)]. Porém, o mapa:

Ad: G — Aut(G)
g — Ad,,

define canonicamente um morfismo de grupoides de Lie:

G —24 Aut(G)

Ll

Aqui, G ¢ identificado com G, C G para todo x € M, logo, o automorfismo Ad, ¢ definido,

de modo que, para hp), tem-se:

Adg(hs(h)) = ghs(h)g_1 = Adg(h)t(g)'

Na verdade, o morfismo Ad : G — Aut(G) se estende num outro morfismo de grupoides
de Lie:
G xn G —— G x Aut(G)

I Il

G —24 - Aut(G)

onde 1 : G x3 G = G x Aut(G), (g1,92) — (9. Ad,,). Aqui, 9195 = gi(er), entdo esse
mapa estd bem definido, ora ¢(g1) = ¢(g2), logo:

¢((91951)) = ¢(91)¢(92)71 = ¢(91)¢(91)71 = ls(g1)s

isto é, g1g, ' € G.

Lema 5.3.1. O mapa:
G x3 G —— G x Aut(G)

I o

G —A 5 Aut(G)
define um morfismo de grupoides de Lie.

Demonstragao. Sejam g € G e (g1,92) € G X34 G. Observe que v é suave, desde que os

mapas Ad e (g1, 92) — 195 - 0s sdo. Entdo, basta verificar que (1, Ad) comuta com todos
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0s mapas estruturais (verticais). Primeiramente, em rela¢ao aos mapas fonte e alvo:

sv(¥(g1,92)) = sv(g, Ady,) =Ady, = Ady (g1.9)
ty (¥(g1,92)) = tv(g, Ady,) = Ady o Ad,, = Adglggl o Ady, = Ady, = Adyy (g, 00);

com respeito as multiplicagoes:

D((91592) © (92, 93)) = (91, 93)

= (919517 Adgs)
= (919517 Adgz) 8 (929517 Adgs)

= ¢(91> 92) 3 ¢(927 93);

e, finalmente, com relacao as unidades:

U(lg) = (g, 9) = (99", Ady) = (L), Adg) = Laq(g)-

m
Observagao 5.3.1. Note que os grupoides envolvidos no mapa (5.1) correspondem as es-
truturas verticais do 2-grupoide de Lie induzido e do 2-grupo de Lie de automorfismos.

Finalmente, para que (¢, Ad,-) defina um morfismo de 2-grupoides de Lie resta
verificar a compatibilidade com as estruturas horizontais, isto é, que o seguinte par é um

morfismo de grupoides de Lie:

GxnG — G x Aut(G)

I i

Nesse caso, como G X Aut(G) = {*} é um grupo de Lie, basta analisar a multiplicagao

horizontal, de fato:

V((91,92) © (93, 94)) = (9195, 9291)
= (9193(9294) ", Adgyg,)
= (019395 95 ', Adgyy,)
= (9192 <g2(9394 )g;l),Adgwl)
= (9192 " (Ady, (9391 1)), Adgy,)
= (91957, Adg,) © (9395, Ady,)

w(gl,gz) ¢(93,94)-
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Portanto, os mapas ¥ e Ad constituem um morfismo do 2-grupoide induzido por ¢ para

o 2-grupo de Lie de automorfismos:

G xnG — G x Aut(G)

I Il

G —2 o Awt(@) - (5.2)

I Il

M —— {x}
E por conseguinte, o par:

G xu G~ G x Aut(G)
I Il
g
J

A Aut(G) (5.3)

g

.

¢ um morfismo generalizado H ~ [G — Aut(G)], isto é, um [G — Aut(G)]-fibrado
principal sobre H.

i

id M {*}

Observagao 5.3.2. O morfismo de 2-grupoides (5.2) corresponde, em termos de mddulos

cruzados, ao morfismo de médulos cruzados:

MxG—2"2,¢q

| |«

g —2d Aut(G)

Entéao, gragas a discussao realizada na Segao 5.2, o morfismo generalizado (5.3), pode ser

visto como o morfismo generalizado de mdédulos cruzados:

M2 rxa 22 @

AN

HP g A Aw(G)

Portanto, é possivel reescrever o morfismo generalizado (5.3), em termos de 2-grupoides

associados a médulos cruzados como segue:

[pr2 Ad]

M = H] B < 64 g P2 (G Aut(G)).
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Agora, vejamos que a correspondéncia acima é invariante sob equivaléncias de

Morita. Para isso, suponha que exista um morfismo de Morita entre duas G-extensoes:

Q

!/ .

Il

M~

f2
fi
—

2

i
|

—

Mais ainda, considere os [G — Aut(G)]-fibrados principais associados:

[pr2 Ad]

M = H) B g <64 gl P2 G Aue(@),

[pry,Ad]

M = H) E i« e g P G o Au(@)].

Entao, desde que (f3, f1) é um morfismo de G-extensoes, (fa, f1) comuta com as agoes de

G e G’ em G, logo, obtemos o seguinte diagrama comutativo:

M = H] 0 x 6 5 g) P G o Au(6)
[fo,fa] [~ ~ | [foxid, f2] d
M =R g [pr1 ¢l M’ x G = g] [pra,Ad] (G = Aut(G)]

isto é, pelo Exemplo 4.1.3, ambos os [G — Aut(G)]-fibrados principais sao Morita equi-

valentes.

5.3.2 G-extensoes < [G — Aut(G)]-fibrados principais

Reciprocamente, considere um [G — Aut(G)]-fibrado principal sobre H = M,

representado pelo morfismo generalizado:

2K, —5 G x Aut(G)

I
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Mais ainda, tome o morfismo generalizado de médulos cruzados induzido:

M ¢2 X 1!’2 G

| Jsa

H o1 Kl Aut(G)

—

U1

aqui X = {a € Ky | sy(a) = 1, para algum x € Ky}.

Observagdo 5.3.3. Observe que como ¢ é uma 2-fibracao de Morita, pela Proposicao 2.4.1,

para todo = € Ky, ¢ mapeia bijetivamente ;' (1,) para 171 (14(z)), ademais, o mapa:

Ky /tv(X) —2 #/1(M)

I 69

_—
Ko %0

¢ um funtor fiel e pleno.

Da Observacao 5.3.3, os seguintes resultados seguem de maneira direta.
Lema 5.3.2. O mapa ty : X — K € injetivo.

Demonstragao. Desde que 1: M — H ¢ uma inje¢ao, 17 (14,)) = {#(2)}, logo, dados
a, € X com ty(a) =ty (), segue que tv(agﬁ_l) = ls,(a), isto é, azﬁ_l € t;l(lsH(a)),

portanto, como ¢ mapeia bijetivamente ¢, (1,) para 171 (14(,)) tem-se:

¢(O{?I/B_1) = ¢(SH(Q)) = Oé[?[/B_l = 115H(a)7
isto é, a = [3. m
Lema 5.3.3. K;/ty(X) é uma variedade diferencidvel.

Demonstragao. Desde que H/1(M) é difeomorfo a H e (5.4) é fiel e pleno, segue que
o grupoide Ki/ty(X) = Gy é o grupoide pullback de H = M ao longo da submersao
sobrejetora ¢y : Ky — M, donde conclui-se que Ki/ty(X) = Ko Xy H Xy Ko é uma

variedade diferenciavel. O]

Agora, note que é possivel definir uma estrutura de grupoide em K; x G = K,

com mapa fonte s(k, g) = s(k), mapa alvo t(k, g) = t(k), multiplicagio parcial:

(k,g)- (K. g') = (kK. 1(K")[g] - ¢)

e inversa (k,g)™' = (k7,41 (k)[g7!]), para todos k, k' € K} e g, € G. Em termos de
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diagramas, uma flecha em K; x G = K, pode ser representada como sendo um par:

Mas, perceba que existem mapas naturais X LN Kie X LN G, logo, pode-se

definir o mapa:

E:X > K xG
a = (tv(a),ve(a™)),

que, na verdade, é um morfismo de grupoides de Lie do grupoide X = K, para o grupoide

K1XG:§K0.

Lema 5.3.4. O mapa:
X — 5 K x G
pllp tlls

KOT)KO

¢ um morfismo de grupoides de Lie.

Demonstracao. Dados © € Ky e o, € X. Observe que £ é suave, desde que ty e
1y os sdo. Entao, basta verificar que (&,id) comuta com todos os mapas estruturais.

Primeiramente, em relacao aos mapas fonte e alvo:
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com respeito as multiplicagoes:

B)a((arg B)™)

), U2(B7)a(a7))

), Adyy a1y (Y2(a™)) - a(B7))
), Uity (B) " [wha(a™)] - 42(87))
= (tv(a), ¥a(a™)) - (tv(B), ¢2(871))

e, finalmente, com relacao as unidades:

(1) = (tv(11,),¥2(11)) = (tv(11,),¥2(11,)) = (Ls,e).

]

Além do mais, a imagem de X por £ define um subgrupoide normal de K; x G =
K.

Lema 5.3.5. £(X) é um subgrupoide normal de K; x G = K.
Demonstracao. Dados a € X, k € Ky e g € GG, tém-se:
(k,g) - (tv(a), da(a™)) = (kty(a), ¢r(tv () ™)[g] - ¢2(a™))

= (ktV(a)> Adlﬂz(a*l)(g) : 11)2(04_1))
(kty(a),va(a™) - g),

e, por outro lado:

(ktv (), ¢a(a™) - g) - (k,9)7" = (kty(a), ¥a(a™") - g) - (K" ¢n(k)[g™"])
(k™ (k) [wa(a™) - g] - ¥ (R)[g™])

(a)k™" (k) [t )])

Li-1), Adyy,) (2(a7)))

L), da(Le)va(a o (1))

«v

isto é:
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Portanto, isso nos dé a possibilidade de agir com X em K; X GG a direita, com acao:
(k,g) o = (k,g) - &(a) = (k- tv(a), ¢a(a™) - g). (5.5)
Agora, considere a seguinte G-extensao:
Kox G —— K; x G 2 K,

e as inclusoes dos subgrupoides normais (X) < K; x G e ty(X) < Kj. Perceba que o

morfismo de grupoides da G-extensao:

K1XGL>K1

I

Ky —— Ko

entrelaga a agao a direita (5.5) de X em K; x G com a agao a direita de X em K;, dada

por:
kea=Fk-ty(a). (5.6)
De fato, dados a € X e (k,g) € K; x G, tém-se:
pri((k, g) e @) = pry(k - ty(a),¢2(a™") - g) = k- tv(a) = ke ty(a).

Particularmente, como ty : X — Kj é injetivo, a acdo (5.5) é livre, e o espaco
de érbitas (K7 x G)/€(X) é uma variedade diferencidvel, mais ainda, pelo Lema 5.3.3,
K, /ty(X) também o é. Portanto, passando aos quocientes, obtemos a seguinte sequéncia

de grupoides de Lie sobre Kj:
Ko x G —— (K, x G)/&(X) = Ky /ty(X) (5.7)

que também é uma G-extensao. Além do mais, perceba que o médulo cruzado correspon-

dente a G-extensao, via Proposi¢ao 5.2.1, é o modulo cruzado:

Observagao 5.3.4. Note que o quociente (K7 x G)/£(X) ndo mata o nicleo Ky x G da

pry

G-extensao Ky x G — K; =% K,. Mais precisamente, dados (1,,9) € Ko x G e (k,h) €
K, x GG, tém-se que:

(1,g) ~ (k,h) <= (1o, 9)(k,h)™" € &(X),
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mas COIo:

(1x>g)(k7h)_1 = (11"9) ’ (k_lvwl(k)[h_l]) = (k_17¢1(k>[gh_1])

segue que (1., g) ~ (k,h) se, e somente se, existe a € X, de modo que:

E(a) = (ty(a), da(a™)) = (K", v (k) [gh™")).

Simplicando a equagdo acima, o € X deve satisfazer ty(a) = k7! e:

ala™) = i (k)[gh™"] = ity (@) )gh™'] = Ady,a-1)(gh ") = el ) gh™ (),
isto 6, Yo(a™t) = gh™'.

Agora, considere (k,h) € Ky x G entao k = 1,, logo se (1,,9) ~ (14, h), existe

a € X tal que ty(a) =1, e o(a™t) = gh™!. No entanto, como ty é injetivo, segue que
a =1y, , com efeito:

gh™t = a(@™h) = 1hs(14,,) = e € G,
isto é, g = h.

A partir daqui, mostraremos que a atribuigao que associa um [G' — Aut(G)]-fibrado
principal sobre H, na G-extensao associada (5.7) é invariante sob equivaléncias de Morita.

Para isso, considere dois [G — Aut(G)]-fibrados principais sobre H Morita equivalentes:

M —H) 2 g -

G — Aut(G)],
(M —H] «2 [ =

~

G — Aut(G)].

Observe que isso é o mesmo que pedir que exista um morfismo de 2-grupoides de Lie

e: K — L, de modo que o seguinte diagrama comuta a menos de 2-transformacoes:

K
1 &)
(M — H| e G — Aut(G)].
®2 N I %

Portanto, é suficiente verificar que para qualquer diagrama como o acima, as G-extensoes

correspondentes aos morfismos generalizados ¥ /¢y e 1y /Py s@o Morita equivalentes.

De fato, como o diagrama comuta a menos de 2-transformacoes segue que ¢y o €
é uma 2-fibragdo de Morita.

Entao, tém-se ¢1, ¢o € ¢g 0 € 2-fibragoes de Morita, e
por conseguinte os mapas induzidos nos nervos sao hypercovers de 2-grupoides de Lie
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fracos, vide Teorema 3.3.2. Mas como hypercovers sao também equivaléncias fracas, da
Proposicao 3.2.4 obtém-se que o mapa ¢ : NK — NL é, também, uma equivaléncia
fraca, assim sendo, ¢ : K — L é uma equivaléncia de Morita de 2-grupoides de Lie.
Entao, particularmente, pode-se escolher € como sendo uma 2-fibragao de Morita.
Agora, denote por (Xx — K) e (X, — L) os mddulos cruzados associados a K e

L. Entao, € induz o seguinte diagrama comutativo de G-extensoes induzidas:

(Kl X G)/g(XK) —_— Kl/t\/(XK) :; K(]

(El,id)l EIJ sol

(L1 x G)/§(Xy) —— Li/tv(Xp) —= Lo

que é uma equivaléncia de Morita de G-extensoes, pelo Lema 5.3.3.

5.3.3 G-extensoes <> [G — Aut(G)]-fibrados principais

Nesta subsecao sera demonstrado que as correspondéncias das Subsecoes 5.3.1 e
5.3.2 sdo inversas uma da outra. Para isso, iniciemos com um [G — Aut(G)]-fibrado

principal sobre H = M, representado pelo morfismo generalizado:

(M — H] K G — Aut(G)],

~

Considere a G-extensao induzida, obtida na Subsec¢ao 5.3.2:
(K1 x G)/§(X) —— Ki/ty(X) /= Ko,
e lembre que a G-extensao acima corresponde ao médulo cruzado:
(Ko x G — (K7 x G)/¢(X)) .
Com efeito, obtemos o seguinte diagrama comutativo de médulos cruzados:

(M — H) = (X — Ky) (G — Aut(G))

NT J /

(Ko — Ky /ty (X)) «—=— (Ko x G — (K71 x G)/¢(X))

Portanto, o morfismo generalizado pelo qual iniciamos:

M — H] +—— [X = Ki] —— [G = Aut(G)],

102



é equivalente ao morfismo generalizado:
(M — H] +—=— [Ko x G — (K1 x G)/§(X)] — [G — Aut(G)],

isto ¢, ambos representam o mesmo [G — Aut(G)]-fibrado principal sobre H = M.
Reciprocamente, seja G LY = M uma G-extensao de grupoides. Entao, pela
Subsecao 5.3.1 associamos o [G — Aut(G)]-fibrado principal sobre H = M dado pelo

seguinte morfismo generalizado:
[pry,9)] L [pra,Ad]
M — H] +—— [M x G = G] —— [G — Aut(G)]. (5.8)
Mas, note que nesse caso, o mapa & : M X G — G x G ¢é definido como sendo:

§(z,9) = (i(z, 9), pra(z, 9)) = (9=, 9),

logo, a imagem de M x G por £ é isomorfa a G, assim sendo, o quociente (GxG)/E(M xG) é
isomorfo a G. Além do mais, como ¢ é uma G-extensao o quociente G /i(M x G) é isomorfo

a H, isto é, a G-extensao correspondente ao morfismo generalizado (5.8):

(GXQ))EM xG) —— GJi(M x G) —= M,

nada mais é do que a G-extensao G 2, H =M.
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