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RESUMO

Nesta dissertação relembramos a noção de um grupoide de Lie e introduzi-
mos G-fibrados principais por meio de morfismos generalizados de grupoides.
Posteriormente, estendemos o estudo para o caso 2-categórico, primeiro ca-
racterizamos 2-grupoides de Lie em termos de módulos cruzados, depois
definimos uma noção de morfismo generalizado entre 2-grupoides e por con-
seguinte obtemos [G → H]-fibrados principais. Realizamos também um
paralelo, via nervo, entre o estudo de 2-grupoides e a abordagem simpli-
cial. Finalmente, discutimos extensões de grupoides, suas equivalências de
Morita, e então descrevemos explicitamente uma correspondência 1-1 entre
classes de equivalências de Morita de, por um lado, [G→ Aut(G)]-fibrados
principais, e por outro, de G-extensões de grupoides.

Palavras-chave: 2-grupoides de Lie; Extensões de grupoides; [G → H]-
fibrados principais; [G→ Aut(G)]-fibrados principais e G-extensões.



ABSTRACT

In this dissertation we recall the notion of a Lie groupoid and introduce G-
principal bundles by means of generalized morphisms of groupoids. Later,
we extend the study to the 2-categorical case, first we characterize Lie 2-
groupoids in terms of crossed modules, then we define a notion of genera-
lized morphism between 2-groupoids, and consequently we obtain [G→ H]-
principal bundles. We also performed a parallel, via a nerve construction,
between the theory of 2-groupoids and the simplicial approach. Finally, we
discuss groupoid extensions, their Morita equivalences, and then explicitly
describe a 1-1 correspondence between Morita equivalence classes of, on
the one hand, [G → Aut(G)]-principal bundles, and on the other hand, of
groupoid G-extensions.

Keywords: Lie 2-groupoids; Groupoid extensions; [G→ H]-principal bun-
dles; [G→ Aut(G)]-principal bundles and groupoid G-extensions.
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Introdução

De forma intuitiva um grupoide de Lie nada mais é do que um grupoide com uma
boa estrutura diferenciável, em especial, um grupo de Lie pode ser visto como um grupoide
de Lie com um único objeto. De forma semelhante como no contexto puramente categórico,
há uma noção de equivalência (suave) entre grupoides de Lie, nesse caso um morfismo
de grupoides de Lie é uma equivalência de Morita se, e somente se, é essencialmente
sobrejetor, fiel e pleno. No entanto, geralmente essas equivalências não são invertíveis,
o que nos leva a uma inversão formal desses morfismos, que são o que chamamos de
morfismos generalizados.

Grosso modo, um morfismo generalizado é dado primeiro substituindo um grupoide
de Lie por um grupoide Morita equivalente e, logo após, mapeando esse último por um
morfismo de grupoides de Lie. Essa noção sugere uma abordagem de G-fibrados principais
realizada de maneira global, sem recorrer à cartas locais e cociclos. De fato, lembre que
um G-fibrado principal pode ser definido, a menos de isomorfismos, como uma coleção
de funções de transição gij : Uij → G sobre alguma cobertura aberta {Ui}i∈I de M ,
satisfazendo a condição de cociclo gijgjk = gik. Essa coleção de funções de transição define
um morfismo de grupoides do grupoide de Čech ∐

Uij ⇒
∐

Ui associado à cobertura aberta
{Ui}i∈I para o grupo de Lie G ⇒ ∗. Em particular, obtemos um morfismo generalizado:

(M ⇒ M)
(∐

Uij ⇒
∐

Ui

)
(G ⇒ ∗),∼ gij

onde a flecha para à esquerda é a equivalência de Morita canônica. Em outras palavras,
um G-fibrado principal sobre uma variedade M pode ser pensado como um morfismo
generalizado de M para o grupo de Lie G, ambos considerados como grupoides.

Esse ponto de vista conduz a uma generalização direta para o contexto 2-categórico,
isto é, para uma noção de fibrado principal de um 2-grupo de Lie. O estudo de 2-grupos de
Lie surge naturalmente na física matemática, especificamente, na teoria de gauge superior
fibrados de 2-grupos de Lie fornecem uma boa estrutura para descrever o transporte
paralelo de strings.

Em termos práticos, um 2-grupoide de Lie (estrito) pode ser considerado como a
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versão superior de um grupoide de Lie. Concretamente, é um grupoide duplo da forma:

G2 G0

G1 G0

,

onde os grupoides que o formam são de Lie. Com isso, um 2-grupo de Lie é um 2-grupoide
sobre um único objeto, ou em outros termos, um grupoide de Lie onde as variedades de
flechas e objetos são grupos de Lie e os mapas estruturais são morfismos de grupos de Lie.

É um resultado clássico que 2-grupoides estão em bijeção com módulos cruzados
de grupoides [11]. Conceitualmente, um módulo cruzado (G ρ−→ H) é um morfismo de
grupoides ρ : G → H, junto com uma ação por automorfismos de H em G, satisfazendo
condições de compatibilidade adequadas. Além disso, essa bijeção se restringe às sub-
categorias dos 2-grupos e dos módulos cruzados de grupos, onde o 2-grupo associado ao
módulo cruzado (G ρ−→ H) é denotado por [G ρ−→ H]. De modo geral, isso nos dá uma
maneira simplificada de trabalhar com 2-grupoides, desde que as estruturas de um módulo
cruzado são conhecidas.

A generalização do conceito de morfismo generalizado para o caso de 2-grupoides
é direto: um morfismo generalizado de 2-grupoides de Lie G � H é, a menos de equi-
valências, um par de morfismos de 2-grupoides G

∼←− G′ → H , onde G′ ∼−→ G é uma
2-equivalência de Morita (uma equivalência "suave" de 2-grupoides). Então, definimos
um [G ρ−→ H]-fibrado principal sobre um grupoide de Lie H como sendo (a classe de)
um morfismo generalizado H � [G ρ−→ H], ambos vistos como 2-grupoides de Lie. Por
exemplo, um G-fibrado principal (de grupos) sobre M induz naturalmente um [1 → G]-
fibrado principal (de 2-grupos) sobre M .

O conceito de nervo de grupoides de Lie se estende ao contexto 2-categórico como
um funtor da categoria dos 2-grupoides de Lie para a categoria das variedades simpliciais.
Na verdade, assim como no caso de grupoides esse funtor atribui 2-grupoides de Lie com
o que chamamos de 2-grupoides de Lie fracos, esses que nada mais são do que variedades
simpliciais satisfazendo a condição de Kan suave em todas as dimensões e a condição
de Kan suave estrita para as dimensões superiores a dois, veja [16]. Adicionalmente, o
nervo é a ponte entre a teoria de homotopia dos 2-grupoides e a teoria de homotopia
de conjuntos simpliciais, em particular, um dos resultados desta dissertação consiste em
relacionar 2-fibrações de Morita de 2-grupoides de Lie com hypercovers de 2-grupoides de
Lie fracos.

A teoria de fibrados principais de 2-grupos está intimamente relacionada com o
estudo de extensões de grupoides. Explicitamente, uma extensão de grupoides é uma
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sequência exata curta de grupoides de Lie sobre a mesma base M :

K G H.
φ

Um caso particular ocorre quando φ tem núcleo trivial, isto é, K = M ×G, então dizemos
que φ é uma G-extensão.

É possível definir uma noção de equivalência de Morita tanto para fibrados princi-
pais de 2-grupos quanto para extensões de grupoides, isso é feito de maneira óbvia: para
o caso de fibrados principais é preciso que ambos os 2-grupos sejam Morita equivalentes,
bem como os grupoides envolvidos, ainda, os fibrados principais devem ser equivalentes
como morfismos generalizados; já para extensões de grupoides, basta que exista um mor-
fismo de extensões que é uma fibração de Morita em ambos os argumentos.

O nosso caso de interesse está em fibrados principais do 2-grupo de automorfismos
associado a um grupo de Lie G. Isto é, morfismos generalizados de um grupoide qualquer
H para o 2-grupo de Lie [G Ad−→ Aut(G)]. Mais precisamente, o principal resultado desta
dissertação estabelece uma correspondência 1-1 entre classes de equivalência de Morita de,
por um lado, [G Ad−→ Aut(G)]-fibrados principais, e por outro, G-extensões de grupoides.
Em termos simples, obtemos que um [G Ad−→ Aut(G)]-fibrado principal pode ser visto
como um certo morfismo de grupoides de Lie "sobrejetor", cujo núcleo é um fibrado em
grupos de Lie trivial.

O texto está dividido em cinco capítulos que estão organizados como segue:

• Capítulo 1: É dedicado a um estudo preliminar para o desenvolvimento da disser-
tação. Apresenta generalidades sobre grupoides de Lie e, em especial, uma discussão
autoral baseada em [11], acerca da definição de fibrados principais como morfismos
generalizados.

• Capítulo 2: Apresenta a teoria de 2-grupoides de Lie e sua caracterização explícita
por meio de módulos cruzados de grupoides [27]. Além disso, introduzimos a noção
de equivalência de Morita de [11] para o caso de 2-grupoides.

• Capítulo 3: Se refere a um breve estudo sobre objetos simpliciais [23], depois apre-
senta o nervo de um 2-grupoide [8], e então realiza um paralelo entre as teorias, por
um lado, 2-grupoides de Lie e seus morfismos, e por outro, suas versões simpliciais
fracas.

• Capítulo 4: É estendido o conceito de morfismo generalizado para 2-grupoides,
então são definidos e exemplificados fibrados principais de 2-grupos de Lie [11].

• Capítulo 5: Tem como foco o resultado principal. Primeiro são introduzidos con-
ceitos relacionados à G-extensões de grupoides, depois mostra-se uma detalhada

10



caracterização, a menos de equivalências, de fibrados principais do 2-grupo de auto-
morfismos por meio de G-extensões.
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Capítulo 1

Grupoides de Lie & Fibrados
principais

Neste primeiro capítulo será realizada uma breve introdução à teoria dos grupoides
de Lie, suas equivalências de Morita e morfismos generalizados. Além disso, serão desen-
volvidos conceitos básicos sobre fibrados principais, bem como uma abordagem de fibrados
principais por meio de morfismos generalizados de grupoides. Isso será feito, objetivando
dar subsídio à teoria de ordem superior que será desenvolvida nos próximos capítulos e,
sobretudo, visando fixar as notações e convenções que serão utilizadas ao longo do texto.

1.1 Grupoides de Lie

Esta breve seção é padrão e utiliza como referências gerais [25], [22], [24], [21] e [6].
Um grupoide G é uma categoria pequena em que todos os morfismos são iso-

morfismos. Explicitamente, um grupoide G consiste de um conjunto de objetos G0 e um
conjunto G1 de morfismos (ou flechas), junto com mapas estruturais:

• s, t : G1 → G0, denominados respectivamente, fonte e alvo. Em particular, para uma
flecha y

g←− x, tem-se s(g) = x e t(g) = y;

• uma multiplicação parcial · : G1 s×tG1 → G1, (g, h) �→ gh, que é associativa, isto é,
(gh)f = g(hf). Onde:

G1 s×tG1 = {(g, h) ∈ G1 × G1 | s(g) = t(h)}

é o conjunto de flechas componíveis.

• um mapa unidade 1 : G0 → G1, x �→ 1x, tal que, para qualquer flecha y
g←− x, tem-se

g1x = g e 1yg = g.
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• um mapa inversão i : G1 → G1, g �→ g−1, tal que, para qualquer flecha y
g←− x, tem-se

gg−1 = 1y e g−1g = 1x.

Por vezes, denotamos um grupoide G por G1 ⇒ G0, deixando implícito seus mapas
estruturais.

Definição 1.1.1. Um grupoide de Lie G é um grupoide de modo que: G0 e G1 são
variedades diferenciáveis; os mapas estruturais ·, 1, i, são suaves; e os mapas s e t são
submersões sobrejetoras.

Um grupoide de Lie é, portanto, um grupoide com uma estrutura diferenciável
compatível.

Exemplo 1.1.1. O grupoide de um ponto {∗} ⇒ {∗} é o mais simples exemplo de
grupoide de Lie, nesse caso todos os mapas estruturais são triviais.

Exemplo 1.1.2. Para uma variedade diferenciável M obtém-se o grupoide unidade
M ⇒ M , denotado por 1M e cujos mapas estruturais são todos identidades.

Exemplo 1.1.3. Para uma variedade M pode-se formar também o grupoide par M ×
M ⇒ M , onde os mapas estruturais são dados por:

• s(y, x) = x;

• t(y, x) = y;

• (z, y) · (y, x) = (z, x);

• 1(x) = (x, x);

• i(y, x) = (x, y).

Exemplo 1.1.4. Dados G um grupo de Lie e (g, x) �→ gx uma ação suave à esquerda
de G em M . Então, pode-se associar o grupoide de ação G ×M ⇒ M , denotado por
G � M e cujos mapas estruturais são:

• s(g, x) = x;

• t(g, x) = gx;

• (g′, x′) · (g, x) = (g′g, x);

• 1(x) = (e, x);

• i(g, x) = (g−1, gx).

Exemplo 1.1.5. Dada p : M → N uma submersão sobrejetora, o grupoide de sub-
mersão associado a p é o grupoide M p×pM ⇒ M , com mapas estruturais:

• s(y, x) = x;

• t(y, x) = y;

• (z, y) · (y, x) = (z, x);

• 1(x) = (x, x);

• i(y, x) = (x, y).
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Exemplo 1.1.6. Dada uma variedade diferenciável M , o grupoide fundamental de
M é o grupoide Π(M) ⇒ M , onde Π(M) é o conjunto de classes de homotopia de
caminhos suaves em M (com pontos finais fixos). Mais precisamente, dado γ um caminho
representante da classe [γ] ∈ Π(M), então [γ] tem fonte s([γ]) = γ(0) e alvo t([γ]) = γ(1).
Já o mapa unidade 1 : M → Π(M), envia um ponto x na classe de homotopia do
caminho constante id(x). A multiplicação do grupoide nada mais é do que a classe da
concatenação de dois caminhos e, finalmente, a inversão é definida por i([γ]) = [γ−1], onde
γ−1 é o caminho t �→ γ(1− t).

Um grupoide de Lie pode ser visto como uma generalização de um grupo de Lie
como sugere o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1.7. Um grupo de Lie G é um grupoide de Lie com um único objeto G ⇒ {∗}.
Os mapas fonte e alvo são as projeções triviais, o mapa unidade 1 : {∗} → G é dado pelo
elemento unidade do grupo, isto é, 1(∗) = e, e a multiplicação e inversão são as herdadas
do grupo G.

Desde que um grupoide de Lie é uma categoria pequena com uma estrutura dife-
renciável, é claro que um morfismo de grupoides de Lie deve ser definido como um funtor
que preserva estruturas diferenciáveis.

Definição 1.1.2. Dados G e H grupoides de Lie. Um morfismo de grupoides de Lie
φ : G → H consiste de dois mapas suaves:

G1 H1

G0 H0

t s st

φ1

φ0

que comutam com todos os mapas estruturais de G e H. Mais precisamente, para todos
x ∈ G0, g ∈ G1 e (g, h) ∈ G1 s×tG1, os mapas φ0 e φ1 devem satisfazer:

• φ0(s(g)) = s(φ1(g));

• φ0(t(g)) = t(φ1(g));

• φ1(1x) = 1φ0(x);

• φ1(gh) = φ1(g)φ1(h).

A categoria cujos objetos são grupoides de Lie e morfismos são morfismos de
grupoides de Lie é denotada por Gpd.

Exemplo 1.1.8. Considere M uma variedade diferenciável e Π(M) ⇒ M seu grupoide
fundamental. Então, os mapas fonte e alvo s, t : Π(M) → M induzem naturalmente um
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morfismo de Π(M) ⇒ M para o grupoide par M ×M ⇒ M :

Π(M) M ×M

M M

(s,t)

id

.

Agora, recordemos a noção de uma ação de um grupoide de Lie em uma variedade
diferenciável, para isso serão consideradas ações à esquerda, mas os resultados a seguir
são definidos analogamente para ações à direita.

Definição 1.1.3. Uma ação à esquerda de um grupoide de Lie G1 ⇒ G0 em uma
variedade diferenciável M é dada por:

• Uma submersão μ : M → G0, chamada mapa momento;

• Um mapa de ação suave:

G1 ×G0 M →M

(g, x) �→ g · x,

onde G1 ×G0 M = {(g, x) ∈ G1 ×M | s(g) = μ(x)},

sujeitos às seguintes condições:

• Para todo (g, x) ∈ G1 ×G0 M :
μ(g · x) = t(g);

• Dados g, g′ ∈ G1 e x ∈M , tal que (gg′, x) ∈ G1 ×G0 M , temos:

(gg′) · x = g · (g′ · x),

e para todo y ∈ G0, (1y · x) = x.

Há um grupoide natural associado a uma ação de um grupoide em uma variedade
diferenciável:

Exemplo 1.1.9. Considere G1 ⇒ G0 um grupoide de Lie. Suponha que G age à esquerda
em uma variedade diferenciável M , com ação (g, x) �→ gx e mapa momento μ. Então,
pode-se formar o grupoide de ação G1 � M ⇒ M , onde:

G1 � M = {(g, x) ∈ G1 ×M | s(g) = μ(x)},

com mapas estruturais:
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• s(g, x) = x;

• t(g, x) = gx;

• (g, x) · (h, y) = (gh, y);

• 1(x) = (1x, x);

• i(g, x) = (g−1, gx).

Observação 1.1.1. Observe que ao escolher G como sendo um grupo de Lie G, o grupoide
de ação associado a G é o grupoide de ação do Exemplo 1.1.4.

Existem também ações de grupoides em grupoides, é de interesse o caso particular
de ações de grupoides por automorfismos.

Definição 1.1.4. Sejam G1 ⇒ G0 e H1 ⇒ H0 grupoides de Lie. Diz-se que G age em
H por automorfismos se G age à esquerda em H1 ao longo de μ : H1 → G0, e por
conseguinte em H0 ↪→ H1, com ação de g ∈ G1 em h ∈ H1 denotada por g � h e ação de
g ∈ G1 em x ∈ H0 denotada por g · x. Além disso, a ação deve satisfazer os seguintes
axiomas de compatibilidade:

• os mapas fonte e alvo s, t : H1 → H0 são G-equivariantes, isto é:

s(g � h) = g · s(h) e t(g � h) = g · t(h);

• a ação de G em H1 é compatível com a multiplicação e unidade do grupoide H, isto
é:

(g � h)(g � f) = g � (hf) e g � 1x = 1g·x.

Para o caso de ações por automorfismos de um grupoide no outro também associa-
se um grupoide, esse que por sua vez é chamado de grupoide produto semi-direto, veja
[34] e [25].

Definição 1.1.5. Sejam G1 ⇒ G0 e H1 ⇒ H0 grupoides de Lie. Suponha que G age em
H por automorfismos, então o grupoide produto semi-direto de G por H é o grupoide
G1 �H1 ⇒ H0, onde:

G1 �H1 = {(g, h) ∈ G1 ×H1 | g � h faz sentido}

e os mapas estruturais são dados por:

• s(g, h) = s(h);

• t(g, h) = t(g � h);

• (g′, h′) · (g, h) = (g′g, (g−1 � h′)h);

• 1(x) = (1, 1);

• i(g, h) = (g−1, (g � h−1)).
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1.2 Fibrações de Morita & Morfismos generalizados
de grupoide de Lie

Esta seção destina-se ao estudo de certos morfismos de Morita de grupoides de
Lie, além de uma maneira padrão de invertê-los formalmente. Para tanto, esta seção é
subdividida em duas subseções, com referências [13] e [24], além das padrões, já citadas
na Seção 1.1.

1.2.1 Fibrações de Morita

Há uma bem conhecida condição necessária e suficiente para que um funtor seja
uma equivalência de categorias. Mais precisamente, uma equivalência entre categorias
pode ser pensada como um funtor que é fiel, pleno e essencialmente sobrejetor. No entanto,
para o caso de grupoides de Lie, apesar da condição não ser suficiente, define-se uma noção
de equivalência pedindo que o morfismo seja fiel, pleno e essencialmente sobrejetor. Na
verdade, geralmente essa equivalência é induzida por morfismos de Morita.

Definição 1.2.1. Um morfismo de grupoides de Lie φ : G → H é um morfismo de
Morita, se satisfaz as seguintes condições:

1. O mapa H1 s×φ0G0 → H0, dado por (g, x) �→ t(g) é uma submersão sobrejetora.

2. O seguinte diagrama é um pullback de variedades diferenciáveis:

G1 H1

G0 × G0 H0 ×H0

(t,s)

φ1

(t,s)

(φ0×φ0)

.

Categoricamente falando, as condições 1 e 2 dizem que φ é essencialmente sobreje-
tor e fiel e pleno, respectivamente.

Estamos interessados em uma classe específica desses morfismos, mais precisa-
mente, morfismos de Morita em que o mapa nos objetos φ0 : G0 → H0 é uma submersão
sobrejetora. Esses morfismos recebem uma outra nomenclatura e podem ser caracteriza-
dos utilizando o grupoide pullback.

Definição 1.2.2. SejamH um grupoide de Lie e f : M → H0 uma submersão sobrejetora.
Então, o grupoide pullback f ∗H é o grupoide de Lie f ∗H1 ⇒ M , onde:

f ∗H1 = {(y, h, x) ∈M ×H1 ×M | t(h) = f(y) e s(h) = f(x)},

com mapas estruturais:
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• s(y, h, x) = x;

• t(y, h, x) = y;

• (z, h, y) · (y, h′, x) = (z, hh′, x);

• 1(x) = (x, 1, x);

• i(y, h, x) = (x, h−1, y).

Diversos exemplos de grupoides de Lie podem ser construídos a partir de um pull-
back.

Exemplo 1.2.1. Nas condições da Definição 1.2.2, se H é o grupoide unidade 1N do
Exemplo 1.1.2, então o espaço de flechas f ∗N = {(y, n, x) ∈ M × N × M | f(y) =
n = f(x)} é difeomorfo à variedade M f×f M , isto é, obtém-se o grupoide de submersão
M f×f M ⇒ M , veja Exemplo 1.1.5. Além disso, se H é o grupoide de um ponto {∗}⇒
{∗}, então o grupoide pullback f ∗{∗} é isomorfo ao grupoide par M ×M ⇒ M .

Outro exemplo padrão de um grupoide pullback é o grupoide de Čech.

Exemplo 1.2.2. Considere G1 ⇒ G0 um grupoide de Lie. Sejam U = {Ui}i∈I uma
cobertura aberta de G0 e π : ∐

i Ui → G0 a projeção. Então, o grupoide de submersão
de G com respeito à cobertura U é o grupoide pullback π∗G e é denotado por Ǧ(U).
Explicitamente:

Ǧ(U) = π∗G1 ⇒
∐
i∈I

Ui,

onde os objetos denotados por xi com i ∈ I e x ∈ Ui, e flechas por gij com i, j ∈ I, cujos
mapas fonte e alvo são tais que s(gij) = xj ∈ Uj e t(gij) = yi ∈ Ui. Para o caso particular
do grupoide unidade 1M , obtemos o grupoide de Čech:

∐
ij∈I

Uij ⇒
∐
i∈I

Ui,

onde Uij = Ui∩Uj, as flechas são pontos xij ∈ Uij e os mapas fonte e alvo são as projeções
s(xij) = xj e t(xij) = xi. Note que há um único morfismo de xj para xi quando x ∈ Uij.

Agora, estamos prontos para definir a noção de fibração de Morita [15].

Definição 1.2.3. Um morfismo de grupoides de Lie φ : G → H é uma fibração de
Morita se, φ0 : G0 → H0 é uma submersão sobrejetora e o grupoide G é isomorfo ao
grupoide pullback φ∗

0H.

Diz-se que dois grupoides de Lie G e H são Morita equivalentes, se existem:
um terceiro grupoide de Lie K e morfismos de Morita K → G e K → H. Note no
entanto que não há diferença ao considerar fibrações de Morita ao invés de simplesmente
morfismos de Morita. Isso ocorre pelo fato que, se dois grupoides de Lie são Morita
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equivalentes G ← K → H, então sempre pode-se escolher, um outro grupoide de Lie K′,
tal que G ← K′ → H é uma equivalência de Morita com os mapas nos objetos sendo
submersões sobrejetoras, veja [13], Proposição 4.4.4, para detalhes. Portanto, pode-se
definir a equivalência de Morita em termos de fibrações de Morita como segue.

Definição 1.2.4. Dois grupoides de Lie G e H são Morita equivalentes se existem, um
terceiro grupoide de Lie K e fibrações de Morita K → G e K → H.

Observação 1.2.1. Em alguns trabalhos, morfismos de Morita são definidos como o que
chamamos de fibrações de Morita, veja por exemplo [19].

Exemplo 1.2.3. Dois grupos de Lie G ⇒ {∗} e H ⇒ {∗} são Morita equivalentes se, e
somente se, G e H são isomorfos como grupos de Lie.

Exemplo 1.2.4. O grupoide par M ×M ⇒ M é Morita equivalente ao grupoide de um
ponto {∗}⇒ {∗}. Para ver isso, note que para um mapa p : M → {∗} o grupoide pullback
p∗{∗} é isomorfo ao grupoide par, explicitamente, para uma flecha (y, ∗, x) ∈ p∗{∗} associa-
se o par (y, x) ∈M ×M e vice-versa.

Exemplo 1.2.5. Seja p : M → N uma submersão sobrejetora. Então, obtém-se uma
fibração de Morita do grupoide de submersão para o grupoide unidade p : Mp×pM→ 1N ,
com:

M p×pM N

M N

p

p

.

Mais ainda, um grupoide de Lie G1 ⇒ G0 é Morita equivalente a um grupoide unidade
N ⇒ N se, e somente se, G é isomorfo a um grupoide de submersão com quociente
G0/G1 ∼= N .

Exemplo 1.2.6. Geralmente, dado um grupoide de Lie H e f : M → H0 uma submersão
sobrejetora então o grupoide pullback f ∗H é Morita equivalente ao grupoide H, cuja
fibração de Morita é dada por:

f ∗H1 H1

M H0

pr2

f

,

onde pr2 : f ∗H1 → H1 é a segunda projeção.

1.2.2 Morfismos generalizados de grupoides de Lie

Fibrações de Morita em geral não são invertíveis, o que pode ser visto no seguinte
exemplo:
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Exemplo 1.2.7. Dados uma submersão sobrejetora p : M → N e o grupoide de submer-
são associado M p×pM ⇒ M . Pelo Exemplo 1.2.5 tem-se a fibração de Morita canônica
p : Mp×pM→ 1N . Suponha que exista um morfismo inverso de p:

N Mp×pM

N M

g1

g0

isto é, p ◦ g = id1N
e g ◦ p = idMp×p M. Então, como 1N é o grupoide unidade, obtém-se

que p ◦ g = id1N
, portanto g0 : N →M é uma seção de p, mas p nem sempre admite uma

seção, particularmente, caso N = ∐
i Ui é claro que tal seção não existe em geral.

No entanto, fibrações de Morita podem ser invertidas formalmente, isso será feito
durante esta subseção. Grosso modo, um morfismo generalizado de um grupoide de Lie
G para um grupoide de Lie H pode ser pensado como uma sequência de dois passos: (i)
substitui-se o grupoide G por um grupoide Morita equivalente G ′; (ii) mapeia-se G ′ em H
por um morfismo de grupoides de Lie. Concretamente, obtemos a seguinte definição.

Definição 1.2.5. Dados G e H grupoide de Lie, um morfismo generalizado ψ/φ : G �
H é um par de morfismos de grupoides de Lie:

G G ′ H,
ψφ

∼

onde φ : G ′ ∼−→ G é uma fibração de Morita.

Exemplo 1.2.8. Qualquer morfismo de grupoides de Lie φ : G → H pode ser visto como
um morfismo generalizado φ/idG : G � H.

Acontece que dois pares ψ/φ, ψ′/φ′ : G � H podem definir o "mesmo" morfismo
generalizado. Nesse sentido, faz-se necessário introduzir a definição de equivalência entre
morfismos de grupoides.

Definição 1.2.6. Dados φ, ψ : G → H dois morfismos de grupoides de Lie, uma trans-
formação natural τ : φ ⇒ ψ é um mapa suave τ : G0 → H1 de modo que, para todo
g ∈ G1:

ψ(g) · τ(x) = τ(y) · φ(g),

isto é, para todo x ∈ G0, τ(x) ∈ H1 é uma flecha da forma:

ψ(x) φ(x).τ(x)

Particularmente, diz-se que dois morfismos de grupoides de Lie φ, ψ : G → H são equi-
valentes se existe uma transformação natural φ⇒ ψ.
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Definição 1.2.7. Dois morfismos generalizados de grupoides de Lie ψ/φ, ψ′/φ′ : G � H
são ditos equivalentes se existem, um terceiro grupoide de Lie K, um par de morfismos
de grupoides de Lie ε : K → G ′ e ε′ : K → G ′′, e um par de transformações naturais
τ : φ ◦ ε⇒ φ′ ◦ ε′ e γ : ψ ◦ ε⇒ ψ′ ◦ ε′:

G ′

G K H,

G ′′
φ′

φ ψ
ε

ε′
ψ′

τ γ

∼

∼

de modo que ξ := φ◦ε = φ′ ◦ε′ e χ := ψ ◦ε = ψ′ ◦ε′, se tornam um morfismo generalizado
χ/ξ : G � H, como no diagrama:

G ′

G K H.

G ′′φ′

φ
ψ

ε

ε′
ψ′

ξ χ

∼

∼

∼

Essa noção define uma relação de equivalência nos pares (φ, ψ), vide [13]. Par-
ticularmente, daqui em diante, um morfismo generalizado ψ/φ representará a classe de
equivalência associada ao par ψ/φ.

Exemplo 1.2.9. Dadas M e N variedades diferenciáveis, considere ψ/φ : 1M � 1N um
morfismo generalizado entre os grupoides unidades correspondentes. Então, do Exemplo
1.2.5 obtemos um diagrama:

G

1M Mp×pM 1N ,

1M

φ
ψ

f

p

μ

p

ψ◦μ−1

id
∼

∼

∼

∼

onde μ : G → Mp×pM é um difeomorfismo e f : M → N é tal que f ◦ p = ψ ◦ μ−1.
Portanto, um morfismo generalizado entre variedades diferenciáveis M � N (vistas como
grupoides) é o mesmo que um mapa suave M → N .

Exemplo 1.2.10. Sejam G1 ⇒ G0 e H1 ⇒ H0 grupoides de Lie. Fixe U uma cobertura
aberta de G0 e considere Ǧ(U) o grupoide de submersão de G com respeito a U , veja
Exemplo 1.2.2. Então, é claro que o mapa óbvio ι : Ǧ(U) → G é uma fibração de
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Morita, vide Exemplo 1.2.6. Na verdade, qualquer morfismo generalizado G � H pode
ser representado por uma certa cobertura aberta U de G0, um mapa ι : Ǧ(U) → G
associado e algum morfismo de grupoides de Lie ξ : Ǧ(U)→ H, como no diagrama:

G Ǧ(U) H.ι ξ

∼

De fato, considere um morfismo generalizado ψ/φ : G � H, representado pelo diagrama:

G G ′ H.
φ ψ

∼

Então, desde que φ : G ′ → G é uma fibração de Morita o mapa φ0 : G ′
0 → G0 é uma

submersão sobrejetora, logo admite seções locais σi : Ui → G ′
0 sobre alguma cobertura

aberta U = {Ui}i∈I de G0. Mais ainda, denote por Γ : G ′
1 → φ∗

0G1 o difeomorfismo induzido
pela fibração de Morita φ. Agora, defina o mapa

ε1 : Ǧ(U) −→ G ′
1

gij �−→ Γ−1(σi(t(gij)), g, σj(s(gij))),

então, o seguinte diagrama é um morfismo de grupoides de Lie:

Ǧ(U) G ′
1

∐
i Ui G ′

0

ε1

σi

.

Assim sendo, obtemos uma fatoração φ ◦ ε = ι, e por conseguinte, um diagrama que
comuta:

G ′

G H,

Ǧ(U)

φ

∼

ι
∼

ε

ψ

ξ

onde ξ = ψ ◦ ε.
Mais ainda, observe que um outro par ι′ : Ǧ(U ′)→ G e ξ′ : Ǧ(U ′)→ H representa

o mesmo morfismo generalizado se, e somente se, em um refinamento comum de U e U ′,
as restrições de ξ e ξ′ são relacionadas por uma transformação natural:
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Ǧ(U)

G Ǧ(U ′′) H,

Ǧ(U ′)

i

i

ι ξ

ι′′

ι′

∼

∼
ξ′

∼

para ver isso compare com a Definição 1.2.7.

É possível formalizar a noção de morfismo generalizado via cálculo de frações.
Dada a categoria Gpd, considere Gpd0 a categoria quociente obtida identificando dois
morfismos de grupoides equivalentes. Seja MF a classe de flechas em Gpd0 que são
representadas por fibrações de Morita em Gpd. Então MF é um sistema multiplicativo
em Gpd0, isto é:

• MF contém todas as identidades e é fechado sobre a composição.

• Dada uma flecha φ : G → H em MF e qualquer flecha ψ : K → H, existe uma
flecha φ′ : L → K em MF e uma flecha ψ′ em Gpd tal que o seguinte diagrama
comuta:

L G

K H

ψ′

φφ′

ψ

.

• Dados uma flecha φ : G → H em MF e um par de morfismos ψ, ψ′ : K → G tais
que φ ◦ ψ = φ ◦ ψ′, existe uma flecha φ′ : L → K em MF tal que ψ ◦ φ′ = ψ′ ◦ φ′:

L K G H.
φ′ ψ

ψ′

φ

Agora, considere Gpd0[MF −1] a categoria de frações, obtida de Gpd0 invertendo todas
as fibrações de Morita. Portanto, uma flecha G → H em Gpd0[MF −1] é uma classe de
equivalência de pares de morfismos de grupoides de Lie:

G G ′ H,
φ ψ

∼

onde φ é uma fibração de Morita, isto é, um morfismo generalizado pode ser visto (a
menos de equivalências) como uma flecha em Gpd0[MF −1].
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1.3 G-fibrados principais

Nesta seção é introduzida a noção de G-fibrado principal de duas maneiras: primei-
ramente é introduzido o conceito de maneira clássica, seguindo a mesma linha que [25];
posteriormente é dada uma caracterização de maneira global remetendo à ideia de mor-
fismos generalizados de grupoides [11]. Para tanto, é realizada uma discussão acerca da
caracterização de G-fibrados principais em termos de funções de transição, satisfazendo a
condição de cociclo [18], [9].

Definição 1.3.1. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciável. Um G-
fibrado principal sobre M é uma tripla (P, π, μ) onde P é uma variedade diferenciável,
π : P → M é uma submersão sobrejetora e μ : P × G → P é uma ação à direita nas
fibras de π, isto é, π ◦ μ = π ◦ pr1, para o qual o mapa (μ, pr1) : P ×G→ P ×M P é um
difeomorfismo.

Os espaços P e M são chamados respectivamente de espaço total e base de
(P, π, μ), π é chamada de projeção de (P, π, μ), G é chamado de o grupo de estrutura
de (P, π, μ) e μ é frequentemente denotada por (p, g) �→ pg.

O seguinte critério nos dá a possibilidade de definir um G-fibrado principal sobre
M de forma alternativa.

Proposição 1.3.1 (Critério de Godement). Se uma relação de equivalência R ⊂M×M é
uma subvariedade mergulhada fechada e π1|R, π2|R : R→M são submersões, então M/R

herda uma única estrutura de variedade que torna a projeção M →M/R uma submersão.

De fato, para que (P, π, μ) defina um G-fibrado principal é necessário e suficiente
que:

• A G-ação μ seja livre e transitiva ao longo das fibras de π, isto é, M 
 P/G;

• (P, π, μ) seja localmente trivial, isto é, para todo x ∈M , existe uma vizinhança U de
x, e um difeomorfismo G-equivariante Ψ : π−1(U)→ U ×G chamado trivialização
associada a U .

Exemplo 1.3.1. O mais simples exemplo de um G-fibrado principal é o G-fibrado
trivial sobre M . Nesse caso, a projeção do fibrado é a projeção do primeiro fator
pr1 : M ×G→M , e a ação é dada por (x, g)g′ = (x, gg′).

Definição 1.3.2. Um morfismo entre dois G-fibrados principais sobre M , (P, π, μ) e
(P ′, π′, μ′), é um mapa suave F : P → P ′ que é G-equivariante, isto é, para todos p ∈ P ,
g ∈ G:

F (pg) = F (p)g.
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Além disso, (P, π, μ) e (P ′, π′, μ′) são ditos isomorfos se existe um morfismo F : P → P ′

cobrindo a identidade IdM , isto é:

P P ′

M M

F

π π′

IdM

.

Dado (P, π, μ) um G-fibrado principal sobre M , considere {(Ui, Ψi)}i∈I uma cober-
tura trivializante, onde escrevemos cada Ψi : π−1(Ui)→ Ui ×G como sendo:

Ψi(p) = (π(p), ψi(p)),

com ψi : Ui → G. Observe que a cada trivialização Ψi : π−1(Ui)→ Ui×G pode-se associar
uma seção σi : Ui → P , definida por:

σi(xi) = Ψ−1
i (xi, e).

Em particular, para todo x ∈ Ui e p ∈ π−1(x), tem-se:

Ψi(σi(x)ψi(p)) = (x, ψi(σi(x))ψi(p)) = (x, ψi(p)) = Ψi(p),

logo, nesse caso
p = σi(x)ψi(p).

Suponha agora que x ∈ Uij, então todo p ∈ π−1(x) pode ser escrito de duas
maneiras utilizando as seções σi e σj, isto é:

σj(x)ψj(p) = p = σi(x)ψi(p),

portanto, é possível relacionar ambas as seções da seguinte forma:

σj(x) = σi(x)ψi(p)ψ−1
j (p).

Particularmente, o produto ψi(p)ψ−1
j (p) é o que chamamos de função de transição:

gij : Uij → G

x �→ ψi(p)ψ−1
j (p),

e a família das funções de transição associada à cobertura {Ui}i∈I é denotada por {gij}i,j∈I .
Acontece que essas funções de transição desempenham um papel fundamental na

teoria dos G-fibrados principais. Primeiramente, esses mapas tornam possível estabelecer
se dois G-fibrados principais são isomorfos.
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Proposição 1.3.2. Sejam (P, π, μ) e (P ′, π′, μ′) dois G-fibrados principais sobre M , com
respectivas funções de transição {gij}i,j∈I e {g′

ij}i,j∈I definidas em relação à mesma cober-
tura suave {Ui}i∈I de M . Então (P, π, μ) e (P ′, π′, μ′) são isomorfos se, e somente se,
existem funções suaves λi : Ui → G de modo que, para x ∈ Uij, i, j ∈ I:

g′
ij = λi(x)−1gij(x)λj(x).

Observação 1.3.1. Mesmo que dois G-fibrados principais sobre mesma base possuam
funções de transição relativas a coberturas distintas, sempre é possível considerar um
refinamento comum e assim compará-las.

Até aqui obtemos que todo G-fibrado principal sobre M leva a uma família de
funções transição {gij}i,j∈I , associada a uma cobertura {Ui}i∈I . No entanto, pode-se dizer
mais do isso, a saber, a família {gij}i∈I satisfaz a condição de cociclo:

gijgjk = gik.

Ora, para todo x ∈ Uijk e p ∈ π−1(x) tem-se que:

gij(x)gjk(x) = ψi(p)ψ−1
j (p)ψj(p)ψ−1

k (p) = ψi(p)ψ−1
k (p) = gik(x).

Reciprocamente, se são dadas {Ui}i∈I uma cobertura aberta de M e {gij : Uij → G}
uma família de funções suaves satisfazendo a condição de cociclo, então é possível construir
um G-fibrado principal sobre M de maneira natural como segue:

• Defina:

P :=
⎛
⎝∐

i∈I

Ui ×G× {i}
⎞
⎠ / ∼,

onde:

(x, g, i) ∼ (x′, g′, j) ⇔ x = x′ e g′ = gjig.

Em particular P é uma variedade diferenciável;

• A projeção π : P → M é induzida pelas projeções pri
1 : Ui × G × {i} → Ui, isto é,

π([x, g, i]) = x;

• A ação livre e suave μ é induzida por translações à direita de G no segundo fator
de Ui ×G× {i}, isto é, [x, g, i] · h = [x, gh, i].
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• As trivializações ϕi : π−1(Ui)→ Ui ×G são dadas por:

ϕi([x, g, i]) = (x, g).

Logo, por construção, a coleção de funções de transição de P é precisamente {gij}i,j∈I .

Portanto, se {gij}i,j∈I é uma família de funções de transição oriundas de algum
G-fibrado principal (P, π, μ), o G-fibrado principal associado a {gij}i,j∈I (dado pela cons-
trução acima) é isomorfo a (P, π, μ), vide Proposição 1.3.2.

Então, G-fibrados principais sobre uma variedade M podem ser definidos, a menos
de isomorfismo, por uma coleção de funções de transição gij : Uij → G nas duplas in-
terseções Uij de uma cobertura aberta {Ui}i∈I de M . Mas, note que essas funções de
transição constituem um morfismo de grupoides de Lie do grupoide de Čech associado à
variedade M para o grupo de Lie G:

∐
i,j∈I Uij G

∐
i∈I Ui {∗}

gij

.

Assim sendo, o seguinte diagrama define um morfismo generalizado de grupoides:

(M ⇒ M)
(∐

Uij ⇒
∐

Ui

)
(G ⇒ ∗),∼ gij (1.1)

onde a flecha para a esquerda é a fibração de Morita natural do Exemplo 1.2.6.
Além do mais, se {g′

kl}k,l∈K é uma coleção de funções transição relativas a outra
cobertura {Vk}k∈K de M , então o morfismo generalizado induzido:

(M ⇒ M) (∐
Vkl ⇒

∐
Vk) (G ⇒ ∗)∼ g′

kl (1.2)

é equivalente ao de (1.1) se, e somente se, em um refinamento comum {Wr}r∈R de {Ui}i∈I

e {Vk}k∈K , as restrições de gij e g′
kl são relacionadas por uma transformação natural, como

no Exemplo 1.2.10:

(∐
Uij ⇒

∐
Ui

)

1M (∐
Wrs ⇒

∐
Wr) (G ⇒ {∗}).

(∐
Vkl ⇒

∐
Vk)

gij

g′
kl

∼

∼

τ
∼

No entanto, perceba que nesse caso uma transformação natural τ : grs ⇒ g′
rs é um mapa
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suave τ : ∐
r Wr → G, satisfazendo:

grs(xrs)τr(xr) = τl(xs)g′
rs(xrs),

isto é, para x ∈ Wrs temos:

g′
rs(x) = τl(x)−1grs(x)τr(x),

ou seja, os morfismos generalizados (1.2) e (1.1) são equivalentes se, e somente se, os
G-fibrados principais induzidos pelas funções de transição são isomorfos.

Portanto, um G-fibrado principal sobre M (a menos de isomorfismo) pode ser
pensado como a classe de um morfismo generalizado da variedade M para o grupo de Lie
G, ambos considerados como grupoides de Lie. Assim dizendo, a discussão acima nada
mais é do que a afirmação do seguinte do resultado.

Teorema 1.3.1. Há uma correspondência 1-1 entre classes de isomorfismo de G-fibrados
principais sobre M e classes de equivalência de morfismos generalizados de M para G:

{G-fibrados principais sobre M : (P, π, μ)}
Isomorfismos

1-1∼= {Morfismos generalizados : 1M � G}
Equivalências .

Note que facilmente podemos generalizar essa noção para outros contextos, especi-
ficamente, essa perspectiva é a base para o estudo de fibrados principais de 2-grupos dada
posteriormente no Capítulo 4.
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Capítulo 2

2-grupoides de Lie & Módulos
cruzados de grupoides de Lie

O conceito de uma 2-categoria sugere a generalização de um grupoide de Lie para
a noção de ordem superior, isto é, de um 2-grupoide de Lie. Mais ainda, essa "extensão"
induz uma definição de um 2-grupo de Lie, que posteriormente, motiva uma abordagem
acerca de fibrados principais no sentido 2-categórico, assim dizendo, fibrados principais
de 2-grupos de Lie.

O enfoque deste capítulo está tanto na definição de um 2-grupoide de Lie quanto na
caracterização de 2-grupoides via módulos cruzados de grupoides. Mais precisamente, nas
Seções 2.1 e 2.2 serão realizados estudos sobre 2-grupoides de Lie e módulos cruzados de
grupoides, respectivamente. Logo após, na Seção 2.3 será desenvolvida uma equivalência
entre as categorias de ambos os objetos. Finalmente, a Seção 2.4 destina-se a uma noção
de 2-equivalências de Morita, estendendo a definição de fibração de Morita para o caso
de 2-grupoides de Lie. Para tanto, as principais referências deste capítulo são [11] e [27].

2.1 2-grupoides de Lie

Um 2-grupoide (estrito) G é uma 2-categoria pequena em que todos 1-morfismos e
2-morfismos são isomorfismos. Concretamente, um 2-grupoide G consiste de: um conjunto
de objetos G0; um conjunto G1 de 1-morfismos (ou 1-flechas); e um conjunto G2 de 2-
morfismos (ou 2-flechas), junto com mapas estruturais:

• sV e sH , chamados respectivamente mapas fonte vertical e fonte horizontal; tV

e tH , denominados respectivamente mapas alvo vertical e alvo horizontal, onde
sV , tV : G2 → G1 e sH , tH : G1 → G0 e são tais que

sH ◦ tV = sH ◦ sV e tH ◦ tV = tH ◦ sV ; (2.1)
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• uma multiplicação parcial · : G1sH
×tH

G1 → G1, (g, h) �→ g · h, para a qual

G1 G0
tH

sH

é um grupoide, com mapa unidade 1 : G0 → G1, x �→ 1x;

• uma multiplicação parcial ◦
V

: G2sV
×tV

G2 → G2, (α, β) �→ α ◦
V

β, chamada multi-
plicação vertical, com respeito à qual:

G2 G1
tV

sV

é um grupoide, com mapa unidade 1 : G1 → G2, g �→ 1g;

• uma multiplicação parcial ◦
H

: G2sH
×tH

G2 → G2, (α, β) �→ α ◦
H

β, chamada multi-
plicação horizontal;

que satisfazem a lei de intercâmbio:

(α′ ◦
H

α) ◦
V

(β′ ◦
H

β) = (α′ ◦
V

β′) ◦
H

(α ◦
V

β), (2.2)

quando os produtos fazem sentido.
Há uma maneira simples de caracterizar um 2-grupoide, isso é feito usando uma

estrutura dupla, a saber um diagrama de estruturas compatíveis:

G2 G0

G1 G0

sH

tH

sVtV idid
sH

tH

onde "compatibilidade" quer dizer que os mapas estruturais horizontais são funtoriais com
respeito às estruturas verticais, especificamente essa estrutura recebe o nome de grupoide
duplo.

Observação 2.1.1. Note que é a caracterização acima que motiva a nomenclatura dos
mapas estruturais de um 2-grupoide, ainda, observe que os mapas fonte e alvo do grupoide
G2 ⇒ G0 podem ser denotados por sH e tH , devido à condição (2.1).

Ao longo do texto denotamos um 2-grupoide por G ou G2 ⇒ G1 ⇒ G0 deixando
implícito seus mapas estruturais. Já em alguns exemplos e definições é conveniente ex-
plicitar os mapas fonte e alvo e utilizar a notação reduzida:

G2 G1 G0.
tV

sV

tH

sH

Representamos os objetos do 2-grupoide por letras x, y, z, a, b, c, etc, 1-morfismos por
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letras g, h, f , etc, e 2-morfismos por letras gregas α, β, γ, etc. No que diz respeito a
diagramas, 1-morfismos e 2-morfismos são expressos da seguinte forma:

y x y x

g g

h

α .

A multiplicação vertical pode ser vista como a concatenação vertical de 2-morfismos:

y x y x◦
V

g

f

g

f

h

β

α

α◦
V

β

enquanto a multiplicação horizontal, como a concatenação horizontal de 2-morfismos:

z y x z x

g′g

h′h

◦
H

gg′

hh′

α′α α◦
H

α′
.

Finalmente, em termos de diagramas a lei de intercâmbio se refere à comutatividade do
grande diagrama:

z y x z x

z y x z x

gg′

hh′

ff ′
◦
H

gg′

hh′

g′g

h′h

f ′f

g′g

h′h

◦
V

◦
V

◦
H

β

α

β′

α′

α◦
V

βα′ ◦
V

β′

β′ ◦
H

β

α′ ◦
H

α

γ

.

Exemplo 2.1.1. Dada uma variedade diferenciável M , um bigon parametrizado em
M é um mapa suave Σ : [0, 1]2 →M que é constante próximo de s = 0, 1 e independente
de t próximo a t = 0, 1. Denominam-se Σ(·, 0) a fonte de Σ e Σ(·, 1) de alvo de Σ. Para
dois bigons parametrizados Σ : γ1 → γ2 e Σ′ : γ′

1 → γ′
2, uma homotopia fina entre Σ e Σ′

é um mapa suave H : [0, 1]3 → M satisfazendo uma lista de propriedades (veja Exemplo
12, [1]). Um bigon é uma classe de homotopia fina [Σ] de bigons parametrizados.

O 2-grupoide de caminhos de uma variedade diferenciável M é o 2-grupoide
P 2(M) em que: os objetos são pontos x em M ; morfismos são classes de homotopia finas
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[γ] de caminhos em M que são constantes próximos de s = 0, 1; e 2-morfismos são bigons:

x • y x y x

[γ1][γ]

[γ2]

[Σ] .

Com mapas estruturais:

• sV ([Σ]) = [γ1] e tV ([Σ]) = [γ2];

• sH([γ]) = x e tH([γ]) = y;

• [γ1] · [γ2] = [γ1 ◦ γ2], onde (γ1 ◦ γ2)(s) = γ1(2s) para 0 ≤ s ≤ 1/2; e (γ1 ◦ γ2)(s) =
γ2(2s− 1) para 1/2 ≤ s ≤ 1;

• [Σ1]◦
V

[Σ2] = [Σ1Σ2], onde (Σ1Σ2)(s, t) = Σ1(s, 2t) para 0 ≤ t ≤ 1/2; e (Σ1Σ2)(s, t) =
Σ2(s, 2t− 1) para 1/2 ≤ t ≤ 1;

• [Σ1] ◦
H

[Σ2] = [Σ1 ◦ Σ2], onde (Σ1 ◦ Σ2)(s, t) = Σ1(2s, t) para 0 ≤ s ≤ 1/2; e
(Σ1 ◦ Σ2)(s, t) = Σ2(2s− 1, t) para 1/2 ≤ s ≤ 1.

Vê-se que os 2-grupoides são generalizações naturais dos grupoides, particular-
mente, assim como no caso dos grupoides é de interesse o estudo de 2-grupoides com uma
"boa" estrutura diferenciável.

Definição 2.1.1. Um 2-grupoide de Lie G é um 2-grupoide de modo que: G0, G1 e
G2 são variedades diferenciáveis; todos os mapas estruturais são suaves e todos os mapas
fonte e alvo são submersões sobrejetoras.

Considerado como um grupoide duplo, um 2-grupoide de Lie é, portanto, um 2-
grupoide onde cada um dos grupoides que o formam é um grupoide de Lie. Então, é claro
que um grupoide de Lie é um 2-grupoide de Lie.

Exemplo 2.1.2. Um grupoide de Lie G1 ⇒ G0 pode ser visto como um 2-grupoide de
Lie:

G1 G1 G0.
id

id

t

s

Nesse caso, dados x, y ∈ G0 e g : x→ y, uma 2-flecha é uma identidade 1g : g ⇒ g:

y x

g

g

1g ,

denotamos um grupoide de Lie G visto como um 2-grupoide por G, também chamamos
G de 2-grupoide induzido pelo grupoide G.
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Com efeito, todos os grupoides de Lie exemplificados na Seção 1.1 podem ser
vistos como 2-grupoides, em particular, qualquer variedade diferenciável pode ser vista
como um 2-grupoide M ⇒ M ⇒ M , com todos os mapas estruturais sendo identidades.
Outro exemplo natural de um 2-grupoide de Lie é o seguinte.

Exemplo 2.1.3. Seja G1 ⇒ G0 um grupoide de Lie regular, isto é, todas as órbitas de G
possuem mesma dimensão. Considere a subvariedade de G1 que consiste de laços fechados
SG = {g ∈ G1 | s(g) = t(g)}. Então, SG induz o 2-grupoide de Lie:

SG � G1 G1 G0.
tV

sV s

t

Um 2-morfismo (g, h) ∈ SG � G1, é representado da seguinte forma:

y x

h

gh

(g,h) .

E os mapas estruturais são tais que:

• sV (g, h) = h;

• tV (g, h) = gh;

• (g′, gh) ◦
V

(g, h) = (g′g, h);

• (g′, h′) ◦
H

(g, h) = (g′h′gh′−1, h′h).

Seguindo a mesma linha de raciocínio como nos grupoides, pode-se definir um
2-grupo de Lie como sendo um 2-grupoide de Lie com um único objeto.

Definição 2.1.2. Um 2-grupo de Lie é um 2-grupoide de Lie com um único objeto
G2 ⇒ G1 ⇒ {∗}.

Observe que um 2-grupo de Lie é um grupoide de Lie G2 ⇒ G1, de modo que G2

e G1 são grupos de Lie e todos os mapas estruturais são morfismos de grupos.

Exemplo 2.1.4. Um grupo de Lie G induz o 2-grupo de Lie de automorfismos:

G � Aut(G) Aut(G) {∗}.
tV

sV

Em termos de diagramas, 1-morfismos φ ∈ Aut(G) e 2-morfismos (g, φ) ∈ G � Aut(G)
são da forma:

∗ ∗ ∗ ∗
φ φ

Adg◦φ

(g,φ) .

E os mapas estruturais são dados por:

33



• sV (g, φ) = φ;

• tV (g, φ) = Adg ◦ φ;

• (g′, Adg ◦ φ′) ◦
V

(g, φ) = (g′g, φ);

• (g′, φ′) ◦
H

(g, φ) = (g′φ′(g), φ′ ◦ φ).

Observação 2.1.2. Geralmente, dado um grupoide de Lie G podemos formar o grupoide de
automorfismos Aut(G), onde os objetos são automorfismos do grupoide G e as flechas são
transformações naturais, veja [7] para detalhes. Particularmente, obtemos um 2-grupo de
maneira natural:

Aut(G)1 {∗}

Aut(G)0 {∗}
. (2.3)

Observe que caso G = G ⇒ {∗} obtemos o 2-grupo (de Lie) de automorfismos do Exemplo
2.1.4. No entanto, nem sempre o 2-grupo (2.3) é de Lie. De fato, considere G = 1M o
grupoide unidade, então Aut(1M) = {IdM} � Diff(M) ⇒ Diff(M), isto é, Aut(1M) tem
dimensão infinita.

Como 2-grupoides são 2-categorias pequenas, naturalmente, morfismos de 2-grupoi-
des de Lie são 2-funtores diferenciáveis.

Definição 2.1.3. Um morfismo de 2-grupoides de Lie φ : G → H consiste de uma
tripla de mapas suaves:

G2 H2

G1 H1

G0 H0

φ2

sV sV

tH tH

φ1

φ0

tV tV

sH sH

que comuta com todos os mapas estruturais de G e H . Ainda mais, uma tripla (φ0, φ1, φ2)
é um isomorfismo de 2-grupoides de Lie se, para i = 0, 1, 2, φi é um difeomorfismo.

Denotamos a categoria dos 2-grupoides de Lie e seus morfismos por 2Gpd e a
subcategoria composta dos 2-grupos de Lie por 2Gp.

2.2 Módulos cruzados de grupoides de Lie

Esta seção é destinada ao estudo dos módulos cruzados de grupoides, esses que
generalizam a noção de módulos cruzados de grupos introduzida em [35]. Na verdade, a
abordagem considerada aqui é dada no contexto suave, isto é, todos os grupos e grupoides
são de Lie.
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Definição 2.2.1. Um módulo cruzado de grupoides de Lie (G ρ−→ H) é dado por:

• Um morfismo de grupoides de Lie:

G1 H1

G0 H0

p

ρ

p

id

t s

de uma família de grupos de Lie G1 → G0 para um grupoide de Lie H1 ⇒ H0, que
compartilham o mesmo espaço unidade G0 = H0.

• Uma ação à esquerda por automorfismos de H1 ⇒ H0 em G1 → G0, veja Definição
1.1.4:

H1 ×H0 G1 → G1

(h, g) �→ h � g.

Sujeitos às seguintes condições:

CM1. ρ preserva a ação, i.e. para todo (h, g) ∈ H1 ×H0 G1:

ρ(h � g) = hρ(g)h−1;

CM2. ρ(g′) age por conjugação, i.e. para todo (g, g′) ∈ G1 ×H0 G1:

ρ(g′) � g = g′gg′−1.

Se G0 = {∗} = H0, isto é, G e H são grupos de Lie, diz-se que (G ρ−→ H) é um
módulo cruzado de grupos de Lie.

Observação 2.2.1. A condição CM2 é usualmente chamada de identidade de Peiffer.

Exemplo 2.2.1. Para um grupo de Lie G pode-se construir o módulo cruzado (G id−→ G),
cujo morfismo é a identidade id : G→ G e a ação é dada por conjugação (g, h) �→ ghg−1.

Exemplo 2.2.2. Dado H um subgrupo normal do grupo de Lie G, o módulo cruzado
induzido (X i−→ G) é o módulo cruzado cujo morfismo é a inclusão i : H → G e a ação
é dada por conjugação (g, h) �→ ghg−1. Em particular, se 1 é o subgrupo trivial de um
grupo de Lie G, então (1→ G) é um módulo cruzado.

Exemplo 2.2.3. Para um grupoide de Lie H1 ⇒ H0, o mapa de inclusão das identidades
1 : H0 → H1 define um módulo cruzado (H0

1−→ H1) com ação dada por conjugação.
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Exemplo 2.2.4. Dado um grupo de Lie G, pode-se construir o módulo cruzado de
automorfismos:

G Aut(G)

{∗} {∗}

Ad

id

.

Com a ação natural de Aut(G) em G:

Aut(G)×G→ G

(φ, g) �→ φ(g).

Note que (G Ad−→ Aut(G)) satisfaz trivialmente as condições de módulo cruzado. De fato,
a identidade de Peiffer é satisfeita diretamente, uma vez que Adh(g) = hgh−1. Além disso,
CM1 segue do cálculo simples:

φ ◦ Adg ◦ φ−1(h) = φ(gφ−1(h)g−1) = φ(g)hφ(g−1) = φ(g)hφ(g)−1 = Adφ(g)(h).

Exemplo 2.2.5. Seja G1 ⇒ G0 um grupoide de Lie regular. Considere a subvariedade de
G1 que consiste de laços fechados:

SG = {g ∈ G1 | s(g) = t(g)}.

Então, SG → G0 é uma família de grupos de Lie, além do mais G age por conjugação em
SG, isto é, (g, h) �→ ghg−1. Portanto, obtém-se um módulo cruzado:

SG G1

G0 G0

s

i

s

id

t s ,

denotado por (SG
i−→ G) com i sendo o mapa de inclusão.

A seguir, é definida a noção de morfismo entre módulos cruzados, que nada mais
é do que um par de morfismos de grupoides satisfazendo as óbvias condições de compati-
bilidade, isto é, o par de morfismos é compatível tanto com as ações por automorfismos
quanto com os morfismos de grupoides dos módulos cruzados envolvidos.

Definição 2.2.2. Um morfismo de módulos cruzados de grupoides de Lie (f1, f2) : (G ρ−→
H) → (G ′ ϕ−→ H′) é um par de morfismos de grupoides de Lie f1 : G → G ′ e f2 : H → H′

de modo que:
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• O seguinte diagrama de grupoides de Lie comuta:

G G ′

H H′

ρ ϕ

f1

f2

.

• As ações são preservadas, i.e. para todo (h, g) ∈ H1 ×H0 G1 temos:

f1(h � g) = f2(h) � f1(g).

A categoria dos módulos cruzados de grupoides de Lie é denotada por GpdXMod
e a subcategoria dos módulos cruzados de grupos de Lie por GpXMod. Ao longo do texto
são omitidas as terminologias "de grupoide de Lie" e "de grupo de Lie", isto é, denomina-se
somente módulo cruzado.

2.3 Equivalência entre 2Gpd e GpdXMod

Há uma bem conhecida equivalência entre as categorias dos 2-grupos e dos módulos
cruzados de grupos, veja por exemplo [30], [28] e [2]. Nesta seção realiza-se a construção
superior para o caso de 2-grupoides e módulos cruzados de grupoides. Na verdade, é
construída a versão diferenciável desse resultado, isto é, todos os grupoides e 2-grupoides
são de Lie. Em resumo, esta seção é dedicada ao seguinte resultado.

Teorema 2.3.1. Há uma equivalência entre as categorias 2Gpd e GpdXMod.

Para isso, esta seção organiza-se como segue. Na primeira subseção mostra-se
que todo 2-grupoide de Lie induz um módulo cruzado de grupoides de Lie. Na segunda
subseção mostra-se o recíproco, isto é, todo módulo cruzado de grupoides de Lie induz
um 2-grupoide de Lie. Finalmente, na última subseção estuda-se a correspondência entre
os morfismos de ambas as categorias.

2.3.1 2Gpd → GpdXMod

Considere G2 ⇒ G1 ⇒ G0 um 2-grupoide de Lie e defina a seguinte subvariedade
de G2:

X := {α ∈ G2 | sV (α) = 1x para algum x ∈ G0}.
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Note que em termos de diagramas, elementos em X são da forma:

x x

1x

g

α .

Então, X
p−→ G0 é uma família de grupos de Lie pela multiplicação horizontal, onde a

projeção p é o mapa óbvio:

p(α) = tH(tV (α)) = sH(tV (α)).

Mais do que isso, obtém-se um morfismo de grupoides de Lie pondo:

X G1

G0 G0

p p

tV

tH sH

id

onde tV : X → G1 é a restrição do mapa alvo vertical do 2-grupoide G em X. Esse
morfismo torna-se um módulo cruzado junto com a ação à esquerda de G1 ⇒ G0 em
X → G0:

G1 ×G0 X → X

(g, α) �→ 1g ◦
H

α ◦
H

1g−1 .

Traduzindo a ação em diagramas para simplificar a verificação dos axiomas:

y x x y y

1y

h

g

1y

ghg−1

α 1g ◦
H

α◦
H

1g−1 .

Para CM1, dados (g, α) ∈ G1 ×G0 X:

y x xg

1x

h

α .

O mapa alvo vertical tV da ação 1g ◦
H

α ◦
H

1g−1 , é representado no diagrama

y y

1y

ghg−1

1g ◦
H

α◦
H

1g−1
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pela flecha inferior, que é a mesma que a composição:

y x x y,
g

h=tV (α)

g−1

isto é:

tV (1g ◦
H

α ◦
H

1g−1) = gtV (α)g−1.

Já para a identidade de Peiffer CM2, considere (α, β) ∈ X ×G0 X:

x x x x

1x

h

1x

f

α β .

Note que a ação de tV (β) = f em α é representada pela seguinte composição horizontal:

x x x x x x

1x

fhf−1

◦
H

f−11x

f−1h

f

f

1f ◦
H

α◦
H

1f−11f α 1f−1 .

Em particular, é possível reescrever o primeiro diagrama como uma composição vertical
da seguinte forma:

x x x x x x x x

f−11x

f−1h

f

f

◦
V

f−11xf

h f−1f

1x1x1x 1f α 1f−1
β

β−1

1

α

β−1

β
.

Então, a identidade segue do caso particular da lei de intercâmbio:

x x x x x x

x x x x x x

1xf

hf

1x1x

1xf

hf

1x

fhf−1

1x

1x

fhf−1

◦
V

f−1

f−1

1x

f−1

f−1

◦
H

◦
H

◦
V

1

α

β−1

β

α1f

1

β ◦
H

α◦
H

β−1

γ

β

β−1

1f−1

.
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Ora, comparando os diagramas conclui-se que:

1tV (β) ◦
H

α ◦
H

1tV (β)−1 = β ◦
H

α ◦
H

β−1.

Portanto, para cada 2-grupoide de Lie G associa-se um módulo cruzado como da
forma acima, cuja notação é dada simplesmente por (X tV−→ G).

Observação 2.3.1. Note que a validade da identidade de Peiffer está estritamente condi-
cionada à lei de intercâmbio ser satisfeita.

2.3.2 2Gpd ← GpdXMod

Reciprocamente, considere um módulo cruzado (G ρ−→ H), então:

• Segue da definição que H1 ⇒ H0 é um grupoide de Lie com mapa fonte s e mapa
alvo t;

• Pode-se formar um grupoide de Lie de transformação associado à ação de G em H1,
dada por (h, g) �→ ρ(g)h:

G1 �H1 H1,
tV

sV

cujos mapas estruturais são definidos como segue:

– sV (g, h) = h;

– tV (g, h) = ρ(g)h;

– (g′, ρ(g)h) ◦
V

(g, h) = (g′g, h).

Note que elementos (g, h) ∈ G1 � H1 são multiplicações horizontais como no dia-
grama:

b b a b a

1b

ρ(g) h

◦
H

h

ρ(g)h

h

(g,h)1hg . (2.4)

• Pode-se construir um grupoide produto semidireto do grupoide H1 ⇒ H0 por G1 →
G0. Note em particular que o espaço de flechas G1 �H1 é o mesmo que o espaço de
flechas do grupoide de ação G1 �H1, então o grupoide produto semidireto é dado
por:

G1 �H1 H0,
sH

tH

cuja multiplicação é:

(g′, h′) ◦
H

(g, h) = (g′(h′ � g), h′h).
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Facilmente verifica-se usando o diagrama (2.4) que os mapas fonte (s e sV ) e os
mapas alvo (t e tV ) comutam no sentido de (2.1). De fato, para (g, h) ∈ G1 �H1:

s ◦ tV (g, h) = s(ρ(g)h) = s(h) = s ◦ sV (g, h)

t ◦ tV (g, h) = t(ρ(g)h) = t(h) = t ◦ sV (g, h).

Além disso, a lei de intercâmbio (2.2) é satisfeita quando os produtos fazem sentido:

((g′, ρ(g)h) ◦
H

(k′, ρ(k)l)) ◦
V

((g, h) ◦
H

(k, l)) = (g′(ρ(g)h � k′), ρ(g)hρ(k)l) ◦
V

(g(h � k), hl)

= (g′(ρ(g)h � k′)g(h � k), hl)
= (g′(h � k′)g−1g(h � k), hl)
= (g′g(h � k′)(h � k), hl),

e por outro lado:

((g′, ρ(g)h) ◦
V

(g, h)) ◦
H

((k′, ρ(k)l) ◦
V

(k, l)) = (g′g, h) ◦
H

(k′k, l)

= (g′g(h � (k′k)), hl)
= (g′g(h � k′)(h � k), hl).

Portanto, (G ρ−→ H) induz o 2-grupoide de Lie:

G1 �H1 H0

H1 H0

sVtV

tH

sH

s

t

idid

que é chamado de 2-grupoide associado ao módulo cruzado (G ρ−→ H) e denotado simples-
mente por [G ρ−→ H].

Observação 2.3.2. Note que a lei de intercâmbio é satisfeita se, e somente se, a identidade
de Peiffer o é:

g′(ρ(g)h � k′)g(h � k) = g′g(g � (k′k))⇔ (ρ(g)h � k′)g(h � k) = g(h � k′)(h � k)
⇔ (ρ(g)h � k′)g = g(h � k′)
⇔ (ρ(g)h � k′) = g(h � k′)g−1

⇔ (ρ(g) � (h � k′)) = g(h � k′)g−1.

Então, dada a Observação 2.3.1, pode-se dizer que a lei de intercâmbio é equivalente à
identidade de Peiffer.
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Observação 2.3.3. Dado um 2-grupoide de Lie G considere o módulo cruzado associado
(X tV−→ G). Então, o 2-grupoide [X tV−→ G] é isomorfo ao 2-grupoide de Lie G. Explicita-
mente, tal isomorfismo associa:

• para um 2-morfismo α ∈ G2, o 2-morfismo (α ◦
H

1g−1 , g) ∈ X � G1:

y x y x

g

h

g

h

α (α◦
H

1g−1 ,g) ;

• e para (β, g) ∈ X � G1, o 2-morfismo β ◦
H

1g ∈ G2:

y x y x

g

tV (β)g

g

tV (β)g

(β,g) β ◦
H

1g .

Essa correspondência torna possível a construção de uma grande gama de exemplos
de 2-grupoides de Lie, bastando tomar o 2-grupoide associado a um módulo cruzado.

Exemplo 2.3.1. Dado um grupoide de Lie H1 ⇒ H0, o módulo cruzado (H0
1−→ H1)

induz o 2-grupoide Lie H1 ⇒ H1 ⇒ H0.

Exemplo 2.3.2. O módulo cruzado (SG
i−→ G) do Exemplo 2.2.5, induz o 2-grupoide de

Lie [SG
i−→ G], vide Exemplo 2.1.3:

SG � G1 G1 G0.
tV

sV s

t

Além disso, a correspondência citada acima se restringe a uma correspondência
na subcategoria dos 2-grupos de Lie 2Gp com a subcategoria dos módulos cruzados de
grupos de Lie GpXMod.

Exemplo 2.3.3. O módulo cruzado de grupos (G Ad−→ Aut(G)) do Exemplo 2.2.4, induz
o 2-grupo de Lie de automorfismos [G Ad−→ Aut(G)], vide Exemplo 2.1.4:

G � Aut(G) Aut(G) {∗}.
tV

sV
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2.3.3 Morfismos: 2Gpd ↔ GpdXMod

Morfismos de 2-grupoides de Lie induzem morfismos em seus módulos cruzados
associados. De fato, um morfismo de 2-grupoides (φ0, φ1, φ2) de G para H :

G2 H2

G1 H1

G0 H0

φ2

sV sV

tH tH

φ1

φ0

tV tV

sH sH

induz um mapa:
XG XH

G H

φ2

tV tV

φ1

onde φ2 : XG → XH representa a restrição de φ2 em XG. Então, desde que (φ0, φ1, φ2) é
um morfismo de 2-grupoides o diagrama acima comuta, logo resta verificar que as ações
são preservadas. De fato, para (g, α) ∈ G1 ×G0 XG:

φ2(1g ◦
H

α ◦
H

1g−1) = φ2(1g) ◦
H

φ2(α) ◦
H

φ2(1g−1) = 1φ1(g) ◦
H

φ2(α) ◦
H

1φ1(g)−1 .

Por outro lado, para um morfismo de módulos cruzados (f1, f2) : (G ρ−→ H) →
(G ′ ϕ−→ H′), pode-se construir um mapa nos 2-grupoides associados:

G1 �H1 G ′
1 �H′

1

H1 H′
1

H0 H′
0

f1

(f2,f1)

que claramente comuta com todos os mapas estruturais, isto é, o mapa induzido é um
morfismo de 2-grupoides de Lie.

Dados os resultados das Subseções 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3, e graças à Observação 2.3.3,
conclui-se que o funtor que associa a cada 2-grupoide de Lie G o 2-grupoide induzido
[X tV−→ G] é uma equivalência entre 2Gpd e GpdXMod, mais ainda, o funtor se restringe
em uma equivalência entre 2Gp e GpXMod.
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2.4 2-fibrações de Morita

Nesta seção estudam-se 2-equivalências entre 2-categorias, mais especificamente no
contexto de 2-grupoides de Lie. Geralmente, um funtor é uma equivalência de categorias
se, e somente se, é fiel, pleno e essencialmente sobrejetor. Para o caso de 2-categorias
há um resultado análogo que caracteriza 2-equivalências, a saber, um 2-funtor é uma 2-
equivalência se, e somente se, é essencialmente sobrejetor nos objetos (i.e. sobrejetor a
menos de equivalências adjuntas), essencialmente completo nos 1-morfismos (i.e. sobre-
jetivo a menos de isomorfismos), e fiel e pleno nos 2-morfismos (i.e. uma bijeção), esse
resultado é chamado de Teorema de Whitehead para bicategorias, veja [17] para detalhes.

Para o caso específico de 2-grupoides de Lie, pode-se considerar uma outra per-
spectiva, veja [11] e [14]. Essa abordagem, em particular, pode ser pensada como uma
análoga superior à noção de morfismo de Morita de grupoides, mais especificamente fi-
brações de Morita. Para tanto, define-se o 2-grupoide pullback, que é a versão 2-categórica
do grupoide de Lie pullback, veja Definição 1.2.2.

Definição 2.4.1. Sejam H um 2-grupoide de Lie e f : M → H0 uma submersão sobre-
jetora. Então, o 2-grupoide pullback f ∗H é o 2-grupoide de Lie:

f ∗H2 f ∗H1 M,
sV tH

tV sH

onde para i = 1, 2:

f ∗Hi = {(m, hi, n) ∈M ×Hi ×M | tH(hi) = f(m) e sH(hi) = f(n)}.

Com mapas estruturais definidos como segue:

• sH(m, hi, n) = n;

• tH(m, hi, n) = m;

• sV (m, h, n) = (m, sV (h), n);

• tV (m, h, n) = (m, tV (h), n);

• (m, h, n) ◦
H

(n, h′, p) = (m, h ◦
H

h′, p);

• (m, h, n) ◦
V

(m, h′, n) = (m, h ◦
V

h′, n).

Observação 2.4.1. Em termos de diagramas, 1-morfismos (m, h1, n) e 2-morfismos (m, h2, n)
são da forma:

• m f(m) f(n) • n
h1

• m f(m) f(n) • nh2

Exemplo 2.4.1. Considere M uma variedade diferenciável. Sejam U = {Ui}i∈I uma
cobertura aberta de M e π : ∐

i Ui → M a projeção. Então, o 2-grupoide de Čech é o
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2-grupoide pullback π∗M , isto é:

∐
i,j∈I

Uij

∐
i,j∈I

Uij

∐
i∈I

Ui.
id

id t

s

Em particular, o 2-grupoide de Čech é o grupoide de Čech visto como um 2-grupoide,
veja Exemplo 1.2.2.

Do mesmo modo como nos grupoides de Lie, é possível visualizar o 2-grupoide de
Čech como um caso particular de 2-grupoides de submersão com respeito a uma cobertura
aberta.

Exemplo 2.4.2. Seja G2 ⇒ G1 ⇒ G0 um 2-grupoide de Lie. Considere U = {Ui}i∈I uma
cobertura aberta de G0 e π : ∐

i Ui → G0 a projeção. Então, o 2-grupoide de submersão
de G com respeito à cobertura U é o 2-grupoide pullback π∗G:

π∗G2 π∗G1
∐
i∈I

Ui,
sV

tV tH

sH

onde as flechas e 2-flechas são denotadas por gij e αij, respectivamente. Em termos de
diagramas, gij e αij são representadas da seguinte forma:

yi xj yi xj

gij gij

hij

αij .

Agora é possível definir uma 2-fibração de Morita de 2-grupoides de Lie.

Definição 2.4.2. Um morfismo de 2-grupoides de Lie φ : G→H é uma 2-fibração de
Morita se φ é a composição de dois morfismos:

G2 φ∗
0H2 H2

G1 φ∗
0H1 H1

G0 G0 H0

∼

id φ0

onde G0 → H0 e G1 → φ∗
0H1 são submersões sobrejetoras e

G2 φ∗
0H2

G1 φ∗
0H1

∼
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é um morfismo de Morita de grupoides.

Em outras palavras, φ : G → H é uma 2-fibração de Morita, se φ0 : G0 → H0 é
uma submersão sobrejetora e a restrição:

φ : (G2 ⇒ G1)→ (φ∗
0H2 ⇒ φ∗

0H1)

é uma fibração de Morita. Ao longo do texto denotamos uma 2-fibração de Morita entre
G e H como sendo uma flecha G

∼−→H .

Observação 2.4.2. Observe que do ponto de vista de 2-categorias as condições para que
um morfismo de 2-grupoides seja uma 2-fibração de Morita implicam diretamente que: φ

é essencialmente sobrejetor nos objetos; φ é essencialmente completo nos 1-morfismos; e
que φ é fiel e pleno nos 2-morfismos.

Observação 2.4.3. Em termos de módulos cruzados, dizemos que um morfismo de módulos
cruzados é um morfismo de Morita, se o morfismo induzido nos 2-grupoides associados é
uma 2-fibração de Morita como na Definição 2.4.2.

2-fibrações de Morita de 2-grupoides de Lie induzem certas propriedades nos mor-
fismos de módulos cruzados induzidos. A seguir, será apresentado um resultado especifi-
cando duas dessas propriedades que serão essenciais ao longo do Capítulo 5.

Proposição 2.4.1. Seja φ : G → H uma 2-fibração de Morita de 2-grupoides de Lie.
Considere o morfismo de módulos cruzados induzido pela 2-fibração de Morita:

XG XH

G H

φ2

j i

φ1

.

Então:

1. Para todo m ∈ G0, φ mapeia bijetivamente j−1(1m) para i−1(1φ(m));

2. φ induz um funtor do grupoide G1/j(XG) para o grupoide H1/i(XH) que é fiel, pleno
e sobrejetor nos objetos.

Demonstração.

1. Dado m ∈ G0, desde que j e i são os mapas alvo verticais dos 2-grupoides G e H ,
os conjuntos j−1(1m) e i−1(1φ(m)) correspondem aos subconjuntos de 2-flechas da
forma:

m m

1m

1m

α e φ(m) φ(m)

1φ(m)

1φ(m)

β .
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Mas, como φ é uma 2-fibração de Morita, tem-se que φ é fiel e pleno nos 2-morfismos,
isto é, dadas flechas g, h ∈ G1, o mapa:

φ : Hom(g, h)→ Hom(φ(g), φ(h))

é bijetivo, em particular, pondo g = 1m = h, o resultado segue.

2. Primeiramente, observe que os grupoides quociente G1/j(XG) ⇒ G0 e H1/j(XH) ⇒
H0, correspondem aos grupoides G1/G2 ⇒ G0 e H1/H2 ⇒ H0, respectivamente. De
fato, por definição g ∼ h se, e somente se, gh−1 ∈ j(XG), em outras palavras, g ∼ h

se, e somente se, existe α ∈ G2 de modo que sV (α) = 1n e tV (α) = gh−1, em termos
de diagramas:

n m ⇐⇒ n n

g

h

1n

gh−1

∼ ∃α .

Em particular, por composição existe a 2-flecha α ◦
H

1h : h⇒ g:

n m

h

g

α◦
H

1h .

Por outro lado, se existe uma 2-flecha β : h ⇒ g, então a existência da 2-flecha
β ◦

H
1h−1 : 1n ⇒ gh−1, garante que g ∼ h.

Portanto, o funtor induzido pode ser reescrito como:

G1/G2 H1/G2

G0 H0

φ

φ0

.

Desde que φ0 : G0 → H0 é sobrejetora, basta verificar que esse funtor é fiel e
pleno. Para isso, observe que como φ é uma 2-fibração de Morita, φ1 : G1 → H1 é
sobrejetor, logo φ : G2/G1 → H2/H1 também o é, garantindo que o funtor induzido
é pleno. Finalmente, do fato que φ é fiel e pleno nos 2-morfismos, segue que φ

preserva isomorfismos de 1-flechas, isto é, se g, h ∈ G1 são tais que existe uma 2-
flecha φ(g) ⇒ φ(h), então existe uma 2-flecha g ⇒ h, logo φ é injetivo nas classes
de equivalência de 1-flechas, em outras palavras, o funtor induzido é fiel.

Observação 2.4.4. Em termos de módulos cruzados, a condição 1 significa que, para todo
m ∈ G0 o morfismo φ induz uma bijeção entre ker(jm) e ker(iφ(m)). Já a condição 2, quer
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dizer que φ induz uma equivalência entre coker(j) e coker(i).

Exemplo 2.4.3. As propriedades induzidas nos módulos cruzados são semelhantes as
que ocorrem nos complexos de 2-termos no caso de equivalências entre 2-espaços vetori-
ais. Assim como no caso dos 2-grupoides e módulos cruzados de grupoides existe uma
equivalência entre as categorias dos 2-espaços vetoriais 2Vect e dos complexos de cadeia
de 2-termos 2Term. Na verdade, a correspondência 2Vect → 2Term é feita de modo
bastante similar: um 2-espaço vetorial V1 ⇒ V0 é associado ao complexo de cadeia de
2-termos ker(s)

t|ker(s)−−−→ V0, veja a construção detalhada em [3]. No que diz respeito aos
grupos de cohomologia, H0(ker(s)

t|ker(s)−−−→ V0) equivale ao espaço vetorial dos automor-
fismos de 0 ∈ V0 e H1(ker(s)

t|ker(s)−−−→ V0) corresponde ao espaço vetorial das classes de
isomorfismos de objetos em V1 ⇒ V0 [29]. Com relação aos morfismos, um funtor linear:

V1 W1

V0 W0F0

F1

induz o mapa de cadeias:

ker(sV ) ker(sW )

V0 W0F0

F1

tV |ker(sV ) tW |ker(sW ) .

Particularmente, uma equivalência entre 2-espaços vetoriais F : V → W é um funtor linear
que é essencialmente sobrejetor, fiel e pleno, o que no nível de complexos de cadeia de 2-
termos corresponde a um quase-isomorfismo de complexos, ou seja, F induz isomorfismos
H0(ker(sV ) → V0) 
 H0(ker(sW ) → W0) e H1(ker(sV ) → V0) 
 H1(ker(sW ) → W0),
compare isso com a Proposição 2.4.1.

Uma 2-fibração de Morita de 2-grupoides é, portanto, uma 2-equivalência de 2-
categorias que preserva estruturas diferenciáveis, em particular, a relação de equivalência
gerada pelas 2-fibrações de Morita é chamada de 2-equivalência de Morita.

Definição 2.4.3. Diz-se que G e H são Morita 2-equivalentes se existem, um terceiro
2-grupoide de Lie J e uma cadeia de 2-fibrações de Morita G

∼←− J
∼−→H .

Observação 2.4.5. Como o morfismo identidade id : G → G é uma 2-fibração de Morita
de 2-grupoides, segue que toda 2-fibração de Morita φ : G→H induz uma equivalência
de Morita entre G e H pondo G

id←− G
φ−→H .

Exemplo 2.4.4. Dada uma variedade diferenciável M , para qualquer cobertura aberta
U = {Ui}i∈I de M , o 2-grupoide de Lie M ⇒ M ⇒ M é Morita equivalente ao 2-grupoide
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de Čech ∐
ij Uij ⇒

∐
ij Uij ⇒

∐
i Ui, com a 2-fibração de Morita natural:

∐
ij

Uij M

∐
ij

Uij M

∐
i

Ui M

π

π

π

.

Exemplo 2.4.5. Geralmente, dados um 2-grupoide de Lie H e uma submersão sobreje-
tora f : M → H0, há um mapa natural de f ∗H para H , dado por

f ∗H2 H2

f ∗H1 H1

M H0

pr2

pr2

f

.

Trivialmente esse mapa é uma 2-fibração de Morita, logo f ∗H e H são 2-grupoides Morita
2-equivalentes. Mais ainda, se U é uma cobertura aberta de H0 então o 2-grupoide de
Čech de H é também Morita 2-equivalente a H .
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Capítulo 3

Contexto simplicial

Assim como no caso dos grupoides, há um conjunto simplicial naturalmente as-
sociado a um 2-grupoide, que, por simplicidade também é chamado de nervo. Acontece
que o nervo define um funtor fiel e pleno da categoria dos 2-grupoides para a categoria
dos conjuntos simpliciais, com efeito, é possível realizar um paralelo entre o estudo de
2-grupoides e seus nervos.

A teoria de 2-grupoides de Lie (estritos) está intimamente relacionada, via nervo,
com o que chamaremos de 2-grupoides de Lie fracos, que nada mais são do que variedades
simpliciais satisfazendo a condição de Kan (suave) em todas as dimensões e a condição
de Kan estrita para dimensões maiores que dois. Particularmente, este capítulo busca
estabelecer essas relações entre os 2-grupoides de Lie e suas versões simpliciais "fracas".

Para tanto, na Seção 3.1 é desenvolvida uma breve introdução aos conjuntos sim-
plicias, e logo após, na Seção 3.2 realiza-se a passagem para o contexto suave. Ainda
nesta seção, definem-se o nervo de um 2-grupoide de Lie, a noção de hypercover e se esta-
bele a correspondência entre 2-grupoides de Lie e 2-grupoides de Lie fracos. Finalmente,
na Seção 3.3 mostra-se a correspondência entre 2-fibrações de Morita e hypercovers de
2-grupoides de Lie fracos.

As referências gerais para a teoria dos conjuntos simpliciais são [37], [23] e [31], já
para o estudo do nervo, 2-grupoides de Lie fracos, e hypercovers, têm-se [8], [38], [6], [36]
e [16].

3.1 Conjuntos simpliciais

Defina Δ a categoria cujos objetos são conjuntos ordenados, finitos, não vazios
[n] = {0, 1, . . . , n}, e morfismos são funções que preservam ordem, isto é, funções α :
[m]→ [n] tais que para cada 0 ≤ i ≤ j ≤ m têm-se 0 ≤ α(i) ≤ α(j) ≤ n.

Observação 3.1.1. Note que para m ≤ n, um morfismo α : [m] → [n] pode ser descrito
como uma sequência de índices (k0, k1, . . . , km) satisfazendo 0 ≤ k0 ≤ k1 ≤ · · · ≤ km ≤ n.
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Ora, se m ≤ n então α : [m] → α([m]) ⊆ [n] é uma bijeção, em particular α([m]) =
{k0, k1, . . . , km} descreve unicamente o morfismo α.

Para cada i com 0 ≤ i ≤ n, defina os morfismos di : [n−1]→ [n] e si : [n+1]→ [n]
como segue:

di(j) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

j, se j < i;

j + 1, se j ≥ i,
e si(j) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

j, se j ≤ i;

j − 1, se j > i.

Um cálculo simples mostra que tais morfismos satisfazem as seguintes relações:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

djdi = didj−1 i < j

sjdi = disj−1 i < j

sjdj = 1[n] = sjdj+1

sjdi = di−1sj i > j + 1

sjsi = sisj+1 i ≤ j.

Chamamos di e si respectivamente, de cofaces e codegenerações e as relações de iden-
tidades cosimpliciais.

As cofaces e codegenerações são únicas no seguinte sentido: a i-ésima coface di é
o único morfismo injetivo [n− 1]→ [n] que perde o i em sua imagem, enquanto a i-ésima
codegeneração é o único morfismo sobrejetor [n + 1]→ [n] que envia dois elementos em i.

Observação 3.1.2. As cofaces e codegenerações caracterizam todos os morfismos em Δ,
isto é, todo morfismo pode ser escrito de forma única como composições de cofaces e code-
generações, mais do que isso, sabe-se exatamente como ocorrem essas "decomposições",
veja [23], Seção 2.

Com isso posto, é possível definir um conjunto simplicial.

Definição 3.1.1. Um conjunto simplicial é um funtor contravariante X• : Δop → Sets.

Sendo um funtor, para determinar um conjunto simplicial X• é preciso atribuir:
a cada objeto [n] em Δ um conjunto Xn, e a cada morfismo [m] → [n] em Δop uma
função Xn → Xm com condições, de modo que tornem tais atribuições um funtor. Mas
como todo morfismo em Δ pode ser expresso unicamente como composição de cofaces
e codegenerações, o mesmo ocorre para morfismos na categoria oposta Δop, então para
determinar um conjunto simplicial X• é suficiente: atribuir a cada n um conjunto Xn

e declarar os mapas di = X•(di) e si = X•(si) que devem satisfazer por dualidade as
identidades simpliciais. Com efeito, pode-se reescrever a Definição 3.1.1 da seguinte forma:

Definição 3.1.2. Um conjunto simplicial X• consiste de uma sequência de conjuntos
X0, X1, . . . , e para cada n ≥ 0, funções di : Xn → Xn−1 e si : Xn → Xn+1, para cada i
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com 0 ≤ i ≤ n, que satisfazem as seguintes identidades simpliciais:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

didj = dj−1di i < j

disj = sj−1di i < j

djsj = 1Xn = dj+1sj

disj = sjdi−1 i > j + 1

sisj = sj+1si i ≤ j.

Para cada n ≥ 0, elementos em Xn são chamados de n-símplices e os mapas di e si são
denominados faces e degenerações.

Levando em conta a primeira definição, é natural que um morfismo entre conjuntos
simpliciais (vistos como funtores) deva ser definido como uma transformação natural entre
eles, no entanto, a segunda abordagem nos dá a possibilidade de especificar como se dão
tais morfismos e se desvincular da linguagem categórica.

Definição 3.1.3. Um mapa simplicial φ : X• → Y• consiste de um mapa φn : Xn → Yn,
para cada n ≥ 0, satisfazendo para cada i com 0 ≤ i ≤ n, φn ◦ di = di ◦ φn+1 e φn ◦ si =
si ◦ φn−1, isto é, tais que o seguinte diagrama comuta:

Xn−1 Xn Xn+1

Xn−1 Xn Xn+1

di si

φnφn−1 φn+1

sidi

Frequentemente, um conjunto simplicial X• é denotado simplesmente por X, e
a categoria cujos objetos são conjuntos simpliciais e morfismos são mapas simpliciais é
denotada por sSets.

Exemplo 3.1.1. Um conjunto X pode ser visto como um conjunto simplicial constante
X•, onde para todo n ≥ 0, tem-se Xn = X, e todos os mapas de faces e degenerações são
identidades em X.

Exemplo 3.1.2. Para um grupoide G1 ⇒ G0, há um conjunto simplicial G• chamado
nervo de G, dado explicitamente como segue:

• para n = 0, G0 é conjunto de objetos do grupoide;

• para n = 1, G1 é o conjunto de flechas do grupoide, em particular, um 0-símplice
x ∈ G0 tem degeneração s0 : G0 → G1, x �→ 1x; e um 1-símplice g ∈ G1 tem faces
d0 : G1 → G0, g �→ t(g) e d1 : G1 → G0, g �→ s(g);
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• para n ≥ 2, Gn é o conjunto composto de n flechas componíveis:

Gn := {(gn, . . . , g1) ∈ (G1)n | s(gi+1) = t(gi), 1 ≤ i ≤ n− 1},

com faces d0, . . . , dn : Gn → Gn−1 e degenerações s0, . . . , sn−1 : Gn−1 → Gn, definidas
por:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d0(gn, . . . , g1) = (gn, . . . , g2)

dj(gn, . . . , g1) = (gn, . . . , gj+1gj, . . . , g1) 1 ≤ j ≤ n− 1

dn(gn, . . . , g1) = (gn−1, . . . , g1).
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s0(gn−1, . . . , g1) = (gn−1, . . . , g1, 1s(g1))

sj(gn−1, . . . , g1) = (gn−1, . . . , gj+1, 1t(gj), gj, . . . , g1) 1 ≤ j ≤ n− 2

sn−1(gn−1, . . . , g1) = (1t(gn−1), gn−1, . . . , g1).

Por exemplo, um 2-símplice (g2, g1) ∈ G2 pode ser representado como um diagrama:

x1

x2 x0

g1g2

g2g1

(g2,g1)

cujas faces são os vértices opostos ao indicado pelo operador, isto é, d0(g2, g1) = g2,
d1(g2, g1) = g2g1 e d2(g2, g1) = g1.

A noção de mapa simplicial torna possível a definição de subconjuntos nesse con-
texto.

Definição 3.1.4. Diz-se que Y é um subconjunto simplicial de X, se para cada n ≥ 0,
Yn é um subconjunto de Xn de modo que as inclusões in : Yn → Xn formam um mapa
simplicial i : Y → X.

Se X é um dado conjunto simplicial, frequentemente especificamos um subconjunto
simplicial dando um conjunto de geradores, esse que normalmente possuí a forma de um
subconjunto S ⊂ Xn, para alguns n’s.

Definição 3.1.5. O subconjunto simplicial de X gerado por S é definido por:

〈S〉 :=
⋂{S ⊆ Y ⊆ X | Y é um subconjunto simplicial de X}.

Note que 〈S〉 é o menor subconjunto simplicial de X que contém S. Ademais,
elementos em 〈S〉 são elementos em X que podem ser escritos como composições de faces
e degenerações de elementos em S.
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Exemplo 3.1.3. Seja φ : X → Y um mapa simplicial. Então, o conjunto imagem de φ,
definido por:

Im(φ) = {Im(φn) : n ≥ 0},

é um subconjunto simplicial de Y .

Dados X um conjunto simplicial e x ∈ Xn um n-símplice, sua n-ésima face de
fronteira ∂n(x) é a sequência de suas n + 1 faces:

∂n(x) := (d0(x), . . . , dn(x)),

e seu k-ésimo chifre prk̂(x), é a imagem da projeção de sua fronteira a essa mesma
sequência de faces, mas com a k-ésima face omitida:

prk̂(x) := (d0(x), . . . , d̂k(x), . . . , dn(x)).

O n-ésimo espaço de correspondência de X, denotado por Mn(X), é o conjunto de
todas as sequências possíveis de (n− 1)-símplices que podem ser a fronteira de qualquer
n-símplice em X, isto é:

Mn(X) := {(x0, . . . , xn) ∈ (Xn−1)n+1 | di(xj) = dj−1(xi),∀i < j};

Semelhantemente, o (n, k)-ésimo chifre de X, denotado por Λn
k(X), é o conjunto de todas

as sequências de (n−1)-símplices que podem ser a fronteira de um n-símplice, exceto pela
k-ésima coordenada, isto é:

Λn
k(X) := {(x0, . . . , x̂k, . . . , xn) ∈ (Xn−1)n | di(xj) = dj−1(xi),∀i < j; i, j �= k}.

Observação 3.1.3. Note que as faces de fronteira tornam-se mapas naturais (d0, . . . , dn) :
Xn →Mn(X), que juntamente com os chifres dão origem a mapas naturais (d0, . . . , d̂k, . . . ,

dn) : Xn → Λn
k(X), dados pela seguinte composição:

Xn
∂n−→Mn(X)

prk̂−−→ Λn
k(X).

Exemplo 3.1.4. Considere G um grupoide e G• seu nervo. Seja (g2, g1) ∈ G2, então
a 2-face de fronteira é dada por ∂2(g2, g1) = (g2, g2g1, g1), enquanto, os k-ésimos chifres
prk̂(g2, g1), para k = 0, 1, 2, são tais que pr0̂(g2, g1) = (g2g1, g1), pr1̂(g2, g1) = (g2, g1) e
pr2̂(g2, g1) = (g2, g2g1). Mais ainda, em graus baixos, os espaços de correspondência de G•
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são: M1(G•) = G0 ×G0 e M2(G•) é o conjunto que consiste de triplos (g0, g1, g2) da forma:

x1

x2 x0g1

g0 g2 .

Também em graus baixos, os chifres de G• são: Λ1
0(G•) = G0 = Λ1

1(G•); Λ2
0(G•) = G1 s×s

G1, Λ2
1(G•) = G1 s×tG1 e Λ2

2(G•) = G1 t×tG1, isto é, para k = 0, 1, 2, são os conjuntos que
consistem de diagramas da forma:

x1

x2 x0

g2

g1

x1

x2 x0

g2g0

x1

x2 x0

g0

g1

.

Os conjuntos Mn(X) e Λn
k(X) desempenham um papel fundamental na teoria das

fibrações de Kan, na verdade, ambos os conjuntos podem ser vistos como morfismos entre
certos conjuntos simpliciais.

Definição 3.1.6. O n-simplexo padrão é o conjunto simplicial Δn
• que como um funtor,

é o funtor contravariante na categoria Δ, representada por [n], isto é:

Δn
• = HomΔ(−, [n]).

Então, m-símplices em Δn são morfismos α : [m] → [n] em Δ, e os mapas de faces e
degenerações di e si são dados pelas pré-composições em Δ por di e si, respectivamente.

Explicitamente, graças a Observação 3.1.1, para m ≤ n:

Δn
m = {(k0, k1 . . . , km) | 0 ≤ k0 ≤ k1 ≤ · · · ≤ km ≤ n},

com faces di : Δn
m → Δn

m−1 e degenerações si : Δn
m → Δn

m+1 dadas por:

di(k0, . . . , km) = (k0, . . . , k̂i, . . . , km) si(k0, . . . , km) = (k0, . . . , ki, ki, . . . , km).

Observação 3.1.4. Note que dado 1[n] = (0, . . . , n) ∈ Δn
n o morfismo identidade, qualquer

elemento em Δn pode ser escrito como composições iteradas de faces e degenerações de
1[n].

Dado um conjunto simplicial X, o Lema de Yoneda nos dá uma bijeção entre Xn

e HomsSets(Δn, X), em particular, para um n-símplice x ∈ Xn, denotamos o morfismo
representante como ιx : Δn → X, que é o único morfismo cujo valor na identidade é x, isto
é, ιx(1[n]) = x. Para uma breve explanação acerca do Lema de Yoneda veja [31], Seção 3.

Além do n-símplice padrão, existem dois subconjuntos simpliciais de Δn que irão
desempenhar um importante papel na sequência desta subseção.
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Definição 3.1.7. Para cada n ≥ 0:

• O subconjunto simplicial ∂Δn de Δn, chamado fronteira de Δn, é o subconjunto
gerado pelo conjunto {d0(1[n]), . . . , dn(1[n])} ⊂ Δn

n−1. Em outras palavras, ∂Δn é o
menor subconjunto de Δn que contém todas as faces.

• O subconjunto simplicial Λn
k de Δn, chamado k-ésimo chifre de Δn, é o subcon-

junto gerado pelo conjunto {d0(1[n]), . . . , d̂k(1[n]), . . . , dn(1[n])} ⊂ Δn
n−1. Em outras

palavras, Λn
k é o menor subconjunto de Δn que contém todas as faces, exceto a

k-ésima.

Observe que, nesse caso, as faces de fronteira tornam-se mapas naturais ∂ : Δn →
∂Δn, bem como os chifres induzem mapas naturais prk̂ : Δn → Λn

k . Com efeito, a bijeção
entre Xn e HomsSets(Δn, X) se restringe em bijeções entre Mn(X) e HomsSets(∂Δn, X),
e entre Λn

k(X) e HomsSets(Λn
k , X). De fato, para um elemento (x0, . . . , xn) ∈ Mn(X), o

morfismo correspondente ι(x0,...,xn) : ∂Δn → X é o único morfismo de modo que:

(ι(x0,...,xn) ◦ ∂)(1[n]) = (x0, . . . , xn).

Enquanto para um elemento (x0, . . . , x̂k, . . . , xn) ∈ Λn
k(X), o morfismo correspondente

ι(x0,...,x̂k,...,xn) : Λn
k → X, é o único morfismo tal que:

(ι(x0,...,x̂k,...,xn) ◦ prk̂)(1[n]) = (x0, . . . x̂k, . . . , xn).

Agora, estamos prontos para introduzir a teoria de Kan para conjuntos simpliciais.
Geralmente, diz-se que um conjunto simplicial X satisfaz a condição de Kan se, qualquer
mapa simplicial α : Λn

k → X, para n ≥ 1, e k = 0, . . . , n, se estende a um mapa definido
em Δn:

Λn
k X

Δn

α

i
.

Porém, observe que é possível reescrever a condição de Kan em termos dos conjuntos Xn

e Λn
k(X), utilizando as caracterizações citadas anteriormente.

Proposição 3.1.1. Um conjunto simplicial X satisfaz a condição de Kan se, e somente
se, para todo elemento (x0, . . . , x̂k, . . . , xn) ∈ Λn

k(X), existe um n-símplice x ∈ Xn, de
modo que di(x) = xi para todo i �= k.

Demonstração.

(⇒) Suponha que X é de Kan e considere (x0, . . . , x̂k, . . . , xn) ∈ Λn
k(X). Então, desde

que Λn
k(X) ∼= HomsSets(Λn

k , X), o mapa representante ι(x0,...,x̂k,...,xn) : Λn
k → X é um
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mapa simplicial. Mas como X é de Kan existe uma extensão β : Δn → X, tal que
β|Λn

k
= ι(x0,...,x̂k,...,xn). Portanto, pondo x = β(1[n]), segue que para todo i �= k:

di(x) = di(β(1[n])) = β(di(1[n])) = ι(x0,...,x̂k,...,xn)(di(1[n])) = xi.

(⇐) Como há uma bijeção entre Λn
k(X) e HomsSets(Λn

k , X), é suficiente verificar que para
todo (x0, . . . , x̂k, . . . , xn) ∈ Λn

k(X), o mapa representante ι(x0,...,x̂k,...,xn) : Λn
k → X

possui uma extensão. De fato, por suposição existe x ∈ Xn de modo que di(x) = xi,
logo o mapa representante ιx : Δn → X é uma extensão para α(x0,...,x̂k,...,xn).

Com efeito, a condição "para todo elemento (x0, . . . , x̂k, . . . , xn) ∈ Λn
k(X), existe

um n-símplice x ∈ Xn, de modo que di(x) = xi para todo i �= k", pode ser traduzida na
seguinte definição.

Definição 3.1.8. Um conjunto simplicial X é um conjunto simplicial de Kan se, e
somente se, os mapas naturais:

(d0, . . . , d̂k, . . . , dn) : Xn → Λn
k(X)

são sobrejetores para todo n ≥ 0 e 0 ≤ k ≤ n.

Observação 3.1.5. Se para algum 0 ≤ i ≤ n, o mapa natural (d0, . . . , d̂k, . . . , di) : Xi →
Λi

k(X) for bijetivo, isto quer dizer de maneira clássica que qualquer mapa simplicial α :
Λi

k → X, se estende de maneira única a um mapa definido em Δn.

O mais simples exemplo de um conjunto simplicial de Kan é o nervo de um grupoide,
mas nesse caso particular os mapas naturais para n > 1 não são somente sobrejetores,
mas sim bijetivos, e é isso que motiva a definição de um grupoide no contexto simplicial.

Definição 3.1.9. Dado um conjunto simplicial X, diz-se que X é um j-grupoide fraco
se os mapas naturais:

(d0, . . . , d̂k, . . . , dn) : Xn → Λn
k(X)

são sobrejetores para n ≥ 0, e bijetivos para n > j, e 0 ≤ k ≤ n.

Uma importante classe de conjuntos simpliciais são os n-coesqueletos, que, graças
a correspondência bijetiva entre HomsSets(∂Δk, X) e Mk(X), podem ser caracterizados
da seguinte maneira:

Definição 3.1.10. Um conjunto simplicial X é um n-coesqueleto se, e somente se, os
mapas naturais:

(d0, . . . , dk) : Xk →Mk(X)
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são bijetivos para todo k > n.

Agora, o foco a partir daqui será em uma classe específica de mapas simpliciais,
mais precisamente, mapas simpliciais φ : X → Y , tais que, para todo diagrama comuta-
tivo:

Λn
k X

Δn Y

φ

existe um mapa simplicial θ : Δn → X, de modo que o diagrama comuta:

Λn
k X

Δn Y

φ
θ .

Um mapa que satisfaz essa condição recebe o nome de fibração de Kan, e do mesmo
modo como os conjuntos simpliciais, é possível reescrever a condição de maneira conjun-
tista.

Proposição 3.1.2. Um mapa simplicial φ : X → Y é uma fibração de Kan se, e somente
se, para todo elemento (x0, . . . , x̂k, . . . , xn) ∈ Λn

k(X) e todo n-símplice y ∈ Yn, tal que
di(y) = φ(xi) para i �= k, existe um n-símplice x ∈ Xn, de modo que di(x) = xi para
i �= k, e φ(x) = y.

A demonstração é uma extensão do caso de conjuntos simpliciais de Kan, veja
Proposição 3.1.1. Então, assim como antes, esse resultado nos dá a possibilidade de
reformular a condição de Kan de um mapa simplicial, em termos da sobrejetividade de
mapas naturais.

Definição 3.1.11. Um mapa simplicial φ : X → Y é uma fibração de Kan se, e somente
se, os mapas naturais:

((d0, . . . , d̂k, . . . , dn), φ) : Xn → Λn
k(X)×Λn

k
(Y ) Yn

são sobrejetores para todo n ≥ 0 e 0 ≤ k ≤ n.

A categoria sSets possui uma estrutura modelo de Quillen, vide [32], Teorema 11.
Nessa estrutura, as fibrações são fibrações de Kan e as equivalências fracas são homotopias
simpliciais, veja [12], Capítulo 1, Seção 6. Em particular, uma fibração de Kan trivial é
portanto, uma fibração de Kan que é também uma homotopia simplicial. No entanto, há
uma maneira simples de caracterizar uma fibração de Kan trivial por meio de propriedades
extensão:
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Teorema 3.1.1. Uma fibração de Kan φ : X → Y é trivial se, e somente se, para todo
diagrama comutativo de mapas simpliciais:

∂Δn X

Δn Y

φ

existe um mapa simplicial θ : Δn → X, de modo que o diagrama comuta:

∂Δn X

Δn Y

φ
θ .

A prova desse resultado é dada em [12], Teorema 7.10. Com efeito, assim como
nos outros casos, é possível caracterizar uma fibração de Kan trivial de maneira simples:

Definição 3.1.12. Um mapa simplicial φ : X → Y é uma fibração de Kan trivial se, e
somente se, os mapas naturais:

((d0, . . . , dn), φ) : Xn →Mn(X)×Mn(Y ) Yn

são sobrejetores para todo n ≥ 0.

Exemplo 3.1.5. Dado um morfismo de grupoides φ : G → H, em graus baixos a condição
para que o mapa induzido φ• : G• → H•, seja uma fibração de Kan trivial é equivalente aos
seguintes mapas serem sobrejetores, φ0 : G0 → H0 e ((s, t), φ) : G1 → (G0×G0)×H0×H0H1.

3.2 Variedades simpliciais

É possível generalizar o conceito de conjunto simplicial para quaisquer categorias,
mais precisamente, para uma categoria C, um objeto simplicial em C é um funtor
contravariante X• : Δop → C, logo, todos os conceitos tratados anteriormente podem ser
passados para a linguagem dessa nova categoria C.

Esta seção tem como foco o caso particular de um objeto simplicial na categoria
das variedades diferenciáveis Man, especificamente, grande parte dos conceitos tratados
na Seção 3.1 serão reescritos no contexto diferenciável.

Definição 3.2.1. Uma variedade simplicial X é um conjunto simplicial onde para todo
n ≥ 0, Xn é uma variedade diferenciável e cujos mapas de faces e degenerações são suaves.
E um morfismo de variedades simpliciais é um mapa simplicial φ : X → Y de modo que,
para todo n ≥ 0, φn : Xn → Yn é um mapa suave.
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Do mesmo modo como na categoria dos conjuntos simpliciais, denotamos a cate-
goria das variedades simpliciais por sMan.

Exemplo 3.2.1. Uma variedade diferenciável M pode ser vista como uma variedade
simplicial onde, para todo n ≥ 0, Mn = M e todos os mapas de faces e degenerações são
identidades em M .

Exemplo 3.2.2. Os conjuntos simpliciais Δn, ∂Δn e Λn
k são variedades simpliciais com

suas topologias discretas.

Observação 3.2.1. Para uma variedade simplicial X obtemos um difeomorfismo, induzido
pelo Lema de Yoneda HomsMan(Δn, X) ∼= Xn.

Exemplo 3.2.3. O nervo de um grupoide de Lie G• é uma variedade simplicial. Ora,
para todo n ≥ 0, o conjunto de n flechas componíveis Gn é uma variedade diferenciável,
ainda, é claro que os mapas de faces e degenerações são suaves.

A partir daqui, serão desenvolvidos conceitos separados em duas subseções, cada
uma com um objetivo específico. A primeira subseção é reservada para a definição da
variedade simplicial associada a um 2-grupoide de Lie, junto com ilustrações de seus n-
símplices e exemplos básicos. Enquanto a segunda subseção destina-se à passagem da
teoria de Kan (dada no contexto conjuntista) para o contexto suave, e à demonstração do
fato que o nervo de um 2-grupoide de Lie é um 2-grupoide de Lie fraco.

3.2.1 O nervo de um 2-grupoide de Lie

Considere G2 ⇒ G1 ⇒ G0 um 2-grupoide de Lie, então o nervo NG é a variedade
simplicial onde:

• N0G é a variedade de objetos G0;

• N1G é a variedade de flechas G1, em particular um 1-símplice x1
g01←− x0 tem faces:

d0(g01) = x1 e d1(g01) = x0.

• N2G é a subvariedade de G2×G1×G1×G1 composta de diagramas Δ = (α012; g12, g02,

g01) da forma:
x1

x2 x0

g01g12

g02

α012

com α : g012 ⇒ g02, e cujas faces são os 1-símplices opostos aos vértices indicados:

d0(Δ) = g12, d1(Δ) = g02 e d2(Δ) = g01.
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• N3G é a subvariedade de (G2)4 × (G1)6 composta de tetraedros "comutativos" Θ =
(α023, α012, α013, α123; g23, g13, g03, g12, g02, g01) da forma:

x3

x1

x2 x0

g03g23

g02

g13

g01
g12

α013

α012
α023

α123

onde, α023 : g023 ⇒ g03, α012 : g012 ⇒ g02, α013 : g013 ⇒ g03 e α123 : g123 ⇒ g13. Por
comutatividade do tetraedro queremos dizer que o seguinte diagrama de 2-flechas
comuta:

g0123 g023

g013 g03

α123 ◦
H

g01

α013

α023

g23 ◦
H

α012

isto é:

(g23 ◦
H

α012) ◦
V

α023 = (α123 ◦
H

g01) ◦
V

α013.

Assim como nos outros casos, as faces são os 2-símplices opostos aos vértices indi-
cados pelos operadores:

– d0(Θ) = (α123; g23, g13, g12) é a face esquerda:

x3

x1

x2

g23

g13

g12

α123
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– d1(Θ) = (α023; g23, g03, g02) é a face frontal:

x3

x2 x0

g03g23

g02

α023

– d2(Θ) = (α013; g03, g13, g01) é a face direita;

x3

x1

x0

g03

g13

g01

α013

– d3(Θ) = (α012; g12, g02, g01) é a face baixa.

x1

x2 x0
g02

g01
g12

α012

• NnG para n ≥ 3 é a variedade composta de todos os n-símplices tais que cada
subsímplice de dimensão 3 é um tetraedro da forma acima, em outras palavras, NG

é um 3-coesqueleto.

Por exemplo, para n = 4, elementos em N4G são compostos de cinco 3-símplices
colados simplicialmente:
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x2

x1

x0

x3

x4

f01

f02f12

f14

f03

f13

f23

f24

f34

f04

α014

α012

α023

α013

α123

α024

α124

α134

α034

α234

Observe que com a nossa notação, dado n ≥ 0 e um i fixo, o mapa de face di :
NnG→ Nn−1G corresponde ao (n− 1)-símplice cujo índice não contém o índice i.

O mapa degeneração s0 : G0 → G1 é o mapa unidade 1 do grupoide G1 ⇒ G0.
Dado um 1-símplice x1

g01←− x0, os mapas degenerações s0, s1 : G1 → G2 são dados por:

x0

s0(g01) = x1 x0
g01

1x0g01

1g01

x1

s1(g01) = x1 x0
g01

g011x1

1g01

Já as degenerações de grau 2, s0, s1, s2 : G2 → N3G, para Δ = (α012; g12, g02, g01):

x2

x0

s0(Δ) =

x1 x0
g01

g02g12

g02

1x0
g01 1g01

α012

1g02α012
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x2

x1

s1(Δ) =

x1 x0
g01

g02g12

g12

g011x1 1g01

α012

α0121g12

x2

x1

s2(Δ) =

x2 x0
g02

g021x2

g12

g01g12

α0121g02

α0121g12

Observação 3.2.2. Para um 2-grupoide de Lie G todos os mapas de faces di : NnG →
Nn−1G são submersões sobrejetoras, veja [16], Corolário 6.4.

Observação 3.2.3. Note que podemos identificar N2G com G2 sH
×tH

G1, do seguinte modo:
um elemento (α, g) ∈ G2 sH

×tH
G1:

z y xg

sV (α)

tV (α)

α

é identificado ao diagrama (α ◦
H

1g, sV (α), tV (α)g, g) ∈ N2G:

y

z x

gsV (α)

tV (α)g

α◦
H

1g

e portanto, com essa identificação os mapas de faces são dados por:

• d0(α, g) = sV (α);

• d1(α, g) = tV (α)g;

• d2(α, g) = g.
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Observação 3.2.4. Um 4-símplice Φ ∈ N4G é totalmente expresso por quatro de suas cinco
faces. Ora, por exemplo a face d0(Φ) (em azul) está contida na união d1(Φ) ∪ d2(Φ) ∪
d3(Φ) ∪ d4(Φ), que é todo o 4-símplice:

x2

x1

x0

x3

x4

f01

f02f12

f14

f03

f13

f23

f24

f34

f04

α014

α012

α023

α013

α123

α024

α124

α134

α034

α234

Exemplo 3.2.4. Seja G = G1 ⇒ G1 ⇒ G0 um grupoide de Lie visto como um 2-grupoide.
Então, note que para n = 0, 1, têm-se N0G = G0 e N1G = G1, além disso, desde que
2-flechas em G são identidades, segue que os 2-símplices e 3-símplices são isomorfos aos
seguintes diagramas: para n = 2:

x1

x2 x0

g1g2

g2g1

e para n = 3:
x3

x1

x2 x0

g3g2g1g3

g3g2

g2g1

g1g2

.

Portanto, como NG é um 3-coesqueleto, facilmente verifica-se que NnG 
 Gn, isto é, o
nervo NG é isomorfo ao nervo usual G•.
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Observação 3.2.5. Assim como no caso das categorias, o nervo define um funtor fiel e
pleno, da categoria das 2-categorias pequenas para a categoria dos conjuntos simpliciais.
Mais ainda, esse funtor se restringe em um funtor da categoria dos 2-grupoides de Lie
para a categoria das variedades simpliciais. Com efeito, um morfismo de 2-grupoides de
Lie φ : G→H é o mesmo que morfismo de variedades simpliciais φ : NG→ NH .

3.2.2 2-grupoides de Lie fracos & Hypercovers

A abordagem utilizada na Seção 3.1, dada por meio da sobrejetividade de mapas
naturais, torna possível uma mudança da linguagem conjuntista para o contexto dife-
renciável de maneira bastante simples. Na verdade, esse tipo de perspectiva remete à
definição de uma cobertura. Mais precisamente, dada uma categoria C, uma cobertura
é uma subcategoria de C, satisfazendo uma lista de axiomas, veja [36], Seção 1.

Para o caso da categoria dos conjuntos Sets, a subcategoria com mesmos objetos e
cujos morfismos são funções sobrejetoras define uma cobertura, então, para realizar a pas-
sagem do contexto de conjuntos para o contexto de variedades diferenciáveis é necessário
utilizar uma cobertura compatível que nesse caso é a subcategoria das variedades diferen-
ciáveis com morfismos sendo submersões sobrejetoras.

Portanto, a mudança deve ser feita considerando variedades simpliciais em vez
de conjuntos simpliciais; submersões sobrejetoras em vez de simplesmente funções sobre-
jetoras; e difeomorfismos em troca de funções bijetoras. Em particular, a definição de
2-grupoides de Lie fracos segue diretamente.

Definição 3.2.2. Seja X uma variedade simplicial. Diz-se que X é um 2-grupoide de
Lie fraco se cada espaço Λn

k(X) é uma variedade simplicial, e os mapas naturais:

(d0, . . . , d̂k, . . . , dn) : Xn → Λn
k(X)

são submersões sobrejetoras para n ≥ 0, e difeomorfismos para n > 2, e 0 ≤ k ≤ n.

Note que a única diferença entre um 1-grupoide de Lie fraco e um 2-grupoide de Lie
fraco é que, para o primeiro caso, os mapas naturais (d0, . . . , d̂k, . . . , d2) : X2 → Λ2

k(X),
para k ∈ {0, 1, 2}, devem ser difeomorfismos. Portanto, é claro que um 1-grupoide de
Lie fraco é também um 2-grupoide de Lie fraco, na verdade, o mais simples exemplo de
uma variedade simplicial que satisfaz as condições para ser um 2-grupoide de Lie fraco é
o nervo de um grupoide de Lie:

Exemplo 3.2.5. Se G1 ⇒ G0 é um grupoide de Lie, então seu nervo G• é um 1-grupoide
de Lie fraco. Mais ainda, se X é um 1-grupoide de Lie fraco, então X é isomorfo ao nervo
de um grupoide de Lie.

Acontece que para o contexto de 2-grupoides de Lie, há um resultado equivalente,
que, graças ao seguinte Lema, pode ser demonstrado de maneira simples.
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Lema 3.2.1. Para n > 4, os mapas naturais:

(d0, . . . , d̂k, . . . , dn) : NnG→ Λn
kNG,

são difeomorfismos.

Observação 3.2.6. O Lema 3.2.1 é uma versão para n = 3, suave, do fato que conjuntos
simpliciais que são n-cosqueletos possuem preenchimentos únicos para todos os chifres de
dimensão pelo menos n + 2, veja uma prova para n = 3 em [33], Corolário 4.2, e para o
resultado geral, veja [8], Seção 2.3.

Agora, será demonstrado o resultado principal desta subseção, que caracteriza 2-
grupoides de Lie com suas versões simpliciais (fracas).

Proposição 3.2.1. G é um 2-grupoide de Lie se, e somente se, seu nervo NG é um
2-grupoide de Lie fraco.

Demonstração.

(⇒) Pelo Lema 3.2.1, é suficiente mostrar que os mapas naturais:

(d0, . . . , d̂k, . . . , dn) : NnG→ Λn
k(NG)

são submersões sobrejetoras para n = 0, 1, 2 e difeomorfismos para n = 3, 4. O
caso n = 0 é trivial, além disso, desde que N1G = G1 e Λ1

0NG = G0 = Λ1
1NG,

o resultado para n = 1 segue do fato que os mapas de faces d0, d1 : G1 → G0 são
submersões sobrejetoras. Para n ≥ 2, os mapas naturais:

(d0, . . . , d̂k, . . . , dn) : NnG→ Λn
k(NG)

satisfazem a condição como produto finito de submersões sobrejetoras, restando
verificar que são injetivos para n = 3, 4. De fato, fixe k = 0, n = 3, e considere dois
diagramas Θ, Θ′ ∈ N3G, isto é, Θ é composto por flechas gij : xi → xj, e 2-flechas
αijk : gijk ⇒ gik, com i, j, k ∈ {0, . . . , 3} e i < j < k. Em termos ilustrativos, têm-se
que as imagens de Θ e Θ′ por (d1, d2, d3) são da forma:

x3 x3

x1 x1

x2 x0 x2 x0

g03g23

g02

g13

g01
g12

(d1,d2,d3)

g23 g03

g02

g13

g12
g01

α013

α012α023

α123

α012α023

α013
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x′
3 x′

3

x′
1 x′

1

x′
2 x′

0 x′
2 x′

0

g′
03g′

23

g′
02

g′
13

g′
01

g′
12

(d1,d2,d3)

g′
23 g′

03

g′
02

g′
13

g′
12 g′

01

α′
013

α′
012α′

023

α′
123

α′
012α′

023

α′
013 .

Suponha que (d1, d2, d3)(Θ) = (d1, d2, d3)(Θ′), então obtemos que gij = g′
ij para

todos i, j ∈ {0, . . . 3}, com i < j, e αijk = α′
ijk para todos i ∈ {0, 2, 3} e j, k ∈

{0, . . . , 3}, com i < j < k. Isto é, o requerimento que (d1, d2, d3)(Θ) = (d1, d2, d3)(Θ′),
diz que caso Θ e Θ′ sejam diferentes, diferem somente nas 2-flechas α123 : g123 ⇒ g13

e α′
123 : g123 ⇒ g13, compare no diagrama acima. Mas como os diagramas são

comutativos, segue que:

(α123 ◦
H

g01) ◦
V

α013 = (g23 ◦
H

α012) ◦
V

α023 = (α′
123 ◦

H
g01) ◦

V
α013,

o que garante, pela invertibilidade das 2-flechas, que α123 = α′
123, e por conseguinte

Θ = Θ′, provando a injetividade de (d1, d2, d3). Observe que para k = 1, 2, 3, o
resultado é análogo, ora, a comutatividade dos diagramas garante a igualdade das
2-flechas que restam após a remoção da face dk. Finalmente, para n = 4, para
qualquer k = 0, . . . , 4, o mapa (d0, . . . , d̂k, . . . d4) : N4G → Λ4

k(NG) é sempre
injetivo, veja [8], Seção 6.3. Isso ocorre pelo fato que quatro das cinco faces de um
4-símplice o descrevem totalmente, vide Observação 3.2.4.

(⇐) Suponha que NG seja um 2-grupoide de Lie fraco com G uma 2-categoria pequena.
Note que em particular, a construção do nervo de uma 2-categoria pequena é análogo
ao de um 2-grupoide. Então, considere g : x → y uma flecha em G. Como o
mapa natural (d0, d1) : N2G → Λ2

2(NG) é uma submersão sobrejetora, existe um
2-símplice (α, g, 1y, f) ∈ N2G:

x

y y

f

1y

g
α .

Isto é, f : y → x é uma inversa à direita de g. Similarmente, da sobrejetividade do
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mapa natural (d1, d2) : N2G→ Λ2
0(NG), existe um 2-símplice (β, h, 1x, g) ∈ N2G:

y

x x

g

1x

h
β

logo, nos fornece uma inversa à esquerda de g, h : y → x, que na verdade é equiva-
lente à f , uma vez que:

f = 1xf = (hg)f = h(gf) = h1x = h.

Com efeito, todo morfismo em G é um isomorfismo, restando verificar o mesmo para
2-morfismos. De fato, seja α : g ⇒ f uma 2-flecha em G. Desde que (d0, d2, d3) :
N3G→ Λ3

1(NG) é um difeomorfismo, existe um único 3-símplice em NG, da forma:

y

y

y x

g1y

f

1y

g
1y

1g

α

1

β

isto é, existe uma 2-flecha β : f ⇒ g que é uma inversa à direita de α. Do mesmo
modo, como (d0, d1, d2) : N3G→ Λ3

3(NG) é um difeomorfismo, segue que existe um
único 3-símplice:

y

y

y x

f1y

g

1y

f
1y

1f

γ

1

α

e por conseguinte, uma inversa à esquerda de α, γ : f ⇒ g. Mas, tem-se que:

β = 1f ◦
V

β = (γ ◦
V

α) ◦
V

β = γ ◦
V

(α ◦
V

β) = γ ◦
V

1g = γ,
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isto é, α é um isomorfismo. Finalmente, observe que a estrutura diferenciável do
2-grupoide G, é induzida pela estrutura diferenciável do 2-grupoide de Lie fraco.

Agora, vamos traduzir a noção de fibração de Kan trivial para o contexto de 2-
grupoides de Lie fracos.

Definição 3.2.3. Seja φ : X → Y um morfismo de 2-grupoides de Lie fracos. Então, φ é
uma hypercover se, o produto fibrado Mn(X)×Mn(Y ) Yn é uma variedade diferenciável,
e os mapas naturais:

((d0, . . . , dn), φ) : Xn →Mn(X)×Mn(Y ) Yn

são submersões sobrejetoras para todo n < 2, e difeomorfismos para n ≥ 2.

Hypercovers podem ser vistos como fibrações de Morita no contexto de grupoides
de Lie fracos, veremos isso com mais precisão na Seção 3.3.

Esses morfismos específicos de 2-grupoides de Lie fracos, satisfazem diversas pro-
priedades, veja [36], Seção 2, para algumas demonstrações. Na verdade, a categoria dos
2-grupoides de Lie fracos é uma categoria de objetos fibrantes, que é essencialmente como
uma categoria modelo de Quillen, mas sem os axiomas referentes as cofibrações. Para
uma explanação precisa, veja [4], Seção 3, mais especificamente a partir do Teorema 3.6.

Aqui, daremos enfoque somente as principais propriedades que fazem com que essa
categoria se torne de objetos fibrantes, particularmente às que darão subsídio à teoria das
próximas seções.

Proposição 3.2.2. Dadas duas hypercovers φ : X → Y e ψ : Y → Z, então a composição
ψ ◦ φ : X → Z é uma hypercover.

Demonstração. Dado n ≥ 0, o quadrado no seguinte diagrama comutativo é um pull-
back:

Xn Mn(X)×Mn(Y ) Yn Yn

Mn(X)×Mn(Z) Zn Mn(Y )×Mn(Z) Zn

α

γ
λ

β .

Desde que ψ é uma hypercover, segue que β é uma submersão sobrejetora para n < 2 e
um difeomorfismo para n ≥ 2, e por conseguinte o mapa pullback γ satisfaz as mesmas
propriedades. Mas como φ é também uma hypercover, temos que α é uma submersão
sobrejetora para n < 2 e um difeomorfismo para n ≥ 2, logo, do fato que o triângulo no
diagrama é comutativo, o mesmo ocorre para λ, como composição de α e γ. Portanto,
ψ ◦ φ é uma hypercover.
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Proposição 3.2.3. Sejam φ : X → Z uma hypercover e ψ : Y → Z um morfismo de
2-grupoides de Lie fracos. Então, a projeção mapa pr2 : X ×Z Y → Y no pullback:

X ×Z Y X

Y Z

pr2 φ

ψ

é uma hypercover.

Demonstração. Dado n ≥ 0, o seguinte quadrado é um pullback:

Xn ×Zn Yn Xn

Mn(X ×Z Y )×Mn(Y ) Yn Mn(X)×Mn(Z) Zn

α β .

Como φ é uma hypercover, β é uma submersão sobrejetora para n < 2 e um difeomorfismo
para n ≥ 2, portanto, o mapa pullback α satisfaz as mesmas propriedades, isto é, pr2 é
uma hypercover.

Proposição 3.2.4. Se φ : X → Y e ψ : Y → Z são morfismos de 2-grupoides de Lie
fracos tais que ψ e ψ ◦ φ são equivalências fracas, então φ é uma equivalência fraca.

Demonstração. Veja Lema 3.27 em [4].

3.3 2-fibrações de Morita vs Hypercovers

O funtor nervo é a ponte entre a teoria de homotopia de 2-grupoides e a teoria de
homotopia de conjuntos simpliciais, veja [28] e [26]. Mais especificamente, fibrações de
2-grupoides induzem fibrações de Kan no nervo, e equivalências de 2-grupoides induzem
equivalências homotópicas no nervo.

No nosso caso, uma 2-fibração de Morita de 2-grupoides de Lie é um morfismo que
é tanto uma fibração quanto uma equivalência de 2-grupoides e ainda é compatível com
uma estrutura diferenciável. Além disso, uma hypercover é uma fibração de Kan trivial
que é suave. Portanto, é natural pensar que uma 2-fibração de Morita de 2-grupoides
de Lie induz uma hypercover em seus nervos (que são 2-grupoides de Lie fracos), bem
como, uma hypercover de 2-grupoides de Lie fracos torna-se uma 2-fibração de Morita
nos 2-grupoides de Lie associados.

Para o caso de grupoides de Lie, na Seção 2.3, [6], é demonstrado o fato que fi-
brações de Morita induzem hypercovers de 1-grupoides de Lie fracos, bem como o recíproco
desse resultado, mais precisamente, demonstra-se o seguinte Teorema.
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Teorema 3.3.1. Seja φ : G → H um morfismo de grupoides de Lie. Então, φ é uma
fibração de Morita se, e somente se, φ• : G• → H• é uma hypercover.

Nesta seção, vamos construir o resultado análogo superior, para 2-grupoides de Lie.
Para isso, primeiramente será introduzido o seguinte Lema, que será de utilidade durante
a prova do resultado.

Lema 3.3.1. Seja φ : X → Y uma fibração de 2-grupoides de Lie fracos. Se o produto
fibrado Mn(X)×Mn(Y ) Yn é uma variedade diferenciável e os mapas naturais:

((d0, . . . , dn), φ) : Xn →Mn(X)×Mn(Y ) Yn

são submersões sobrejetoras para todo n < 2 e é um difeomorfismo para n = 2, então
φ : X → Y é um hypercover.

Demonstração. É suficiente verificar que para n > 2, os mapas naturais:

((d0, . . . , dn), φ) : Xn →Mn(X)×Mn(Y ) Yn

são difeomorfismos. De fato, dado n > 2 e i ∈ {0, . . . , n}, o quadrado no seguinte diagrama
comutativo é um pullback, veja Lema 3.12, [4]:

Xn Mn(X)×Mn(Y ) Yn Xn−1

Λn
i (X)×Λn

i Y Yn Mn−1(X)×Mn−1(Y ) Yn−1

β

ξα γ

λ

.

Além disso, como φ é uma fibração, para todo n ≥ 2, α é um difeomorfismo. Agora,
fixe n = 3, então γ é um difeomorfismo por suposição, e desde que o quadrado é um
pullback, ξ também o é. Portanto, como o diagrama comuta, β é um difeomorfismo, logo,
o resultado segue por indução em n.

Agora, demonstraremos o resultado principal desta seção.

Teorema 3.3.2. Seja φ : G→ H um morfismo de 2-grupoides de Lie. Então, φ é uma
2-fibração de Morita se, e somente se, φ : NG→ NH é uma hypercover.

Demonstração.

(⇒) É necessário mostrar que os mapas naturais:

((d0, . . . , dn), φ) : NnG→Mn(NG)×Mn(NH) NnH (3.1)

são submersões sobrejetoras para n < 2 e difeomorfismos para n ≥ 2. Por definição,
uma 2-fibração de Morita é, de modo que, φ0 : G0 → H0 é uma submersão sobreje-
tora e cuja restrição φ : (G2 ⇒ G1) → (φ∗

0H2 ⇒ φ∗
0H1), é uma fibração de Morita,
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isto é, (tH , φ1, sH) : G1 → φ∗
0H1 é uma submersão sobrejetora e o mapa:

((sV , tV ), (tH , φ2, sH)) : G2 → (G1 ×G1)×φ∗
0H1×φ∗

0H1 φ∗
0H2, (3.2)

é um difeomorfismo. Com efeito, os casos para n = 0, 1 em (3.1) são satisfeitos, logo,
é suficiente verificar que para n ≥ 2, (3.1) é um difeomorfismo. Primeiramente, note
que o mapa natural:

((id, id), pr2) : (G1 ×G1)×φ∗
0H1×φ∗

0H1 φ∗
0H2 → (G1 ×G1)×H1×H1 H2, (3.3)

define um difeomorfismo. De fato, é claramente uma submersão sobrejetora, como
produto de submersões sobrejetoras, logo, resta perceber que é injetor. Para isso,
observe que elementos em (G1 ×G1)×φ∗

0H1×φ∗
0H1 φ∗

0H2 consistem de triplos

(g, h, (tH(g), β, sH(h)),

que em diagramas são representados da seguinte forma:

y x

g

h

y φ(y) φ(x)

φ(g)

φ(h)

β x .

Agora, sejam (g1, h1, (tH(g1), β1, sH(h1)) e (g2, h2, (tH(g2), β2, sH(h2)) elementos em
(G1 ×G1)×φ∗

0H1×φ∗
0H1 φ∗

0H2, de modo que:

((id, id), pr2)(g1, h1, (tH(g1), β1, sH(h1)) = ((id, id), pr2)(g2, h2, (tH(g2), β2, sH(h2)),

então, segue que (g1, h1, β1) = (g2, h2, β2), isto é, g1 = g2, h1 = h2 e β1 = β2,
logo, tH(g1) = tH(g2) e sH(h1) = sH(h2), portanto, (g1, h1, (tH(g1), β1, sH(h1)) =
(g2, h2, (tH(g2), β2, sH(h2)), garantindo a injetividade de (3.3).

Desde que (3.2) e (3.3) são difeomorfismos, a composição:

G2 (G1 ×G1)×H1×H1 H2

(G1 ×G1)×φ∗
0H1×φ∗

0H1 φ∗
0H2

((sV ,tV ),(tH ,φ2,sH)) ((id,id),pr2)

((sV ,tV ),φ2)

(3.4)

é também um difeomorfismo, mais ainda, (3.4) se restringe em um difeomorfismo
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nas identidades (G1 ⊂ G2):

(id, φ1) : G1 → G1 ×H0 H1. (3.5)

Finalmente, pela Observação 3.2.3, N2G pode ser identificado com G2 sH
×tH

G1,
logo para n = 2, o mapa (3.1) pode ser reescrito como:

((d0, d1, d2), φ2 × φ1)) : G2 sH
×tH

G1→M2(NG)×M2(NH)H2 sH
×tH

H1,

que nada mais é do que, uma restrição do mapa produto dos difeomorfismos (3.4)
e (3.5), e portanto, um difeomorfismo. Sendo para n = 2 um difeomorfismo, o
resultado segue do Lema 3.3.1.

(⇐) Suponha que:

((d0, . . . , dn), φ) : NnG→Mn(NG)×Mn(NH) NnH

são submersões sobrejetoras para n < 2 e difeomorfismos para n ≥ 2. Então,
pondo n = 0, 1, segue diretamente que φ0 : G0 → H0 e (tH , φ1, sH) : G1 → φ∗

0H1 são
submersões sobrejetoras. Logo, resta verificar que φ : (G2 ⇒ G1)→ (φ∗

0H2 ⇒ φ∗
0H1)

é uma fibração de Morita. Por suposição, para n = 2 o seguinte mapa é um
difeomorfismo:

((d0, d1, d2), (φ2 × φ1)) : G2 sH
×tH

G1 →M2(NG)×M2(NH)H2 sH
×tH

H1

(α, g) �→ (sV (α), tV (α)g, g, (φ2(α), φ1(g))). (3.6)

Então, restringindo à variedade das 2-flechas G2, obtemos o difeomorfismo:

((sV , tV ), φ2) : G2 → (G1 ×G1)×H1 H2.

Note que essa restrição é feita utilizando identidades em um ponto, isto é, substi-
tuindo g em (3.6), por uma identidade 1x.

No entanto, esse mapa pode ser visto como a composição:

G2 (G1 ×G1)×H1×H1 H2

(G1 ×G1)×φ∗
0H1×φ∗

0H1 φ∗
0H2

((sV ,tV ),(tH ,φ2,sH)) ((id,id),pr2)

((sV ,tV ),φ2)
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em particular, como ((id, id), pr2) é um difeomorfismo, veja (3.3), segue que o mapa:

((sV , tV ), (tH , φ2, sH)) : G2 → (G1 ×G1)×φ∗
0H1×φ∗

0H1 φ∗
0H2,

é também um difeomorfismo, e portanto, φ : (G2 ⇒ G1) → (φ∗
0H2 ⇒ φ∗

0H1) é uma
fibração de Morita.

Essa nova caracterização das 2-fibrações de Morita torna possível a verificação de
algumas de suas propriedades de maneira bastante simples, na verdade, basta tomar o
funtor nervo e verificar as propriedades no contexto simplicial.

Proposição 3.3.1. As 2-fibrações de Morita satisfazem as seguintes propriedades:

(1) Para todo 2-grupoide de Lie G, o morfismo identidade id : G→ G é uma 2-fibração
de Morita;

(2) Dadas φ : G → H e ψ : H → J duas 2-fibrações de Morita, então a composição
ψ ◦ φ : G→ J é uma 2-fibração de Morita;

(3) Dados φ : H → J uma 2-fibração de Morita e ψ : G → J um morfismo de
2-grupoides de Lie, como no diagrama:

G J H
ψ φ

∼

então existem, um outro 2-grupoide de Lie K, e um par de morfismos de 2-grupoides
de Lie ξ : H →K e χ : G→K, onde χ é uma 2-fibração de Morita, isto é, existe
um diagrama:

G K H
χ ξ

∼

de modo que o seguinte diagrama comuta:

K

G H

J

χ ξ

φ

∼

∼

ψ

.

(4) Sejam φ : G→H uma 2-fibração de Morita e ψ, ψ′ : H → J um par de morfismos
de 2-grupoides de Lie, como no diagrama:

G H J
φ

∼
ψ′

ψ

.

Se ψ ◦ φ = ψ′ ◦ φ, então ψ = ψ′.
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Demonstração.

(1) Segue diretamente da definição de 2-fibrações de Morita, veja Definição 1.2.3.

(2) Fazendo uso da caracterização dada pelo Teorema 3.3.2, ψ ◦ φ : G → J é uma
2-fibração de Morita se, e somente se, o mapa induzido ψ ◦ φ : NG → NJ é uma
hypercover. De fato, também pelo Teorema 3.3.2, como φ e ψ são 2-fibrações de
Morita, segue que os mapas induzidos são hypercovers, logo, o resultado segue da
Proposição 3.2.2.

(3) Defina o 2-grupoide de Lie do produto fibrado H×J G. Então, o seguinte diagrama
comuta:

H ×J G H

G J

pr1

pr2 φ

ψ

∼ .

Em particular, o diagrama comutativo induzido no nervo é um pullback:

NH ×NJ NG NH

NG NJ

pr1

pr2 φ

ψ

.

Pelo Teorema 3.3.2, segue que pr2 : H ×J G → G é uma 2-fibração de Morita se,
e somente se, pr2 : NH ×NJ NG→ NG é uma hypercover. Portanto, o resultado
segue da Proposição 3.2.3.

(4) Como ψ é uma 2-fibração de Morita, φ0 : G0 → H1 e φ1 : G1 → H1 são sobrejetoras
e φ é fiel e pleno nos 2-morfismos. Portanto, para todo y ∈ H0, existe x ∈ G0 de
modo que φ0(x) = y, logo:

ψ0(y) = ψ0 ◦ φ0(x) = ψ′
0 ◦ φ0(x) = ψ′

0(y).

Similarmente, para h ∈ H1, existe g ∈ G1 tal que φ1(g) = h, donde segue que:

ψ1(h) = ψ1 ◦ φ1(g) = ψ′
1 ◦ φ1(g) = ψ′

1(h).

Finalmente, do fato que φ é fiel e pleno nos 2-morfismos, segue que para qualquer
β ∈ H2, existe um único α ∈ G2, de modo que φ2(α) = β, e portanto:

ψ2(β) = ψ2 ◦ φ2(α) = ψ′
2 ◦ φ2(α) = ψ′

2(β),

isto é, ψ = ψ′.
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Capítulo 4

[G→ H ]-fibrados principais sobre
grupoides de Lie

A noção de um 2-grupo de Lie motiva uma definição de fibrados principais nesse
contexto. Como já visto na Seção 1.3, um G-fibrado principal pode ser pensado como um
morfismo generalizado de grupoides, nesse sentido, é possível generalizar essa abordagem
para o contexto 2-categórico, primeiramente definindo um morfismo generalizado de 2-
grupoides, para logo após, tratar de [G → H]-fibrados principais, sempre realizando
um paralelo entre as abordagens de 2-grupoides e de módulos cruzados. Tudo isso será
realizado durante este capítulo que têm como principais referências [11] e [27].

4.1 Morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie

Morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie são uma direta generalização de
morfismos generalizados de grupoides de Lie. Mais precisamente, um morfismo genera-
lizado de 2-grupoides de Lie é dado, primeiro substituindo um 2-grupoide de Lie por um
2-Morita equivalente, logo após, mapeia esse último por um morfismo de 2-grupoides de
Lie.

Definição 4.1.1. Um morfismo generalizado de 2-grupoides de Lie ψ/φ : G � H , é
um par de morfismos de 2-grupoides de Lie:

G G′ H
φ ψ

∼

onde φ é uma 2-fibração de Morita.

Observação 4.1.1. É possível reescrever a noção de morfismos generalizados de 2-grupoides
de Lie no contexto de módulos cruzados. Mais especificamente, um morfismo generalizado
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de 2-grupoides de Lie:
G2 G′

2 H2

G1 G′
1 H1

G0 G′
0 H0

φ1

φ0

ψ2

ψ1

φ2

ψ0

induz um morfismo generalizado nos módulos cruzados associados:

XG XG′ XH

G G′ H
φ1

tV tV

ψ1

φ2

tV

ψ2

.

Dados dois morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie ψ/φ : G � H e ψ′/φ′ :
H � J , o morfismo generalizado dado pela composição ψ′/φ′ ◦ ψ/φ é definido por ψ′ ◦
pr2/φ ◦ pr1 : G � J :

G′ ×H H ′

G′ H ′

G H J

φ ψ φ′ ψ′

pr1 pr2

∼ ∼

∼
.

Exemplo 4.1.1. Qualquer morfismo de 2-grupoides de Lie φ : G → H pode ser visto
como um morfismo generalizado φ/idG : G � H . Em particular, para um 2-grupoide de
Lie G, o morfismo generalizado identidade é por definição id := idG/idG : G � G.

Uma 2-fibração de Morita φ : G
∼−→ H vista como um morfismo generalizado

φ/idG, é denotada por uma biflecha φ/idG : G � H .

Exemplo 4.1.2. Dados H e G 2-grupoides de Lie e f : M → H0 uma submersão
sobrejetora. Então, qualquer morfismo φ : f ∗

0 H → G induz um morfismo generalizado
φ/f : H � G, onde:

H2 f ∗
0 H2 G2

H1 f ∗
0 H1 G1

H0 M G0
f

pr2

pr2 φ2

φ1

φ0

.
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É possível formalizar a noção de morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie via
cálculo de frações, assim como no caso dos grupoides de Lie. Para tanto, é necessário esten-
der a noção de equivalência entre morfismos de grupoides para o caso de 2-categorias, isto
é, introduzir o conceito de uma 2-transformação natural entre morfismos de 2-grupoides
de Lie:

Definição 4.1.2. Sejam φ, ψ : G → H morfismos de 2-grupoides de Lie. Então, uma
2-transformação natural τ : φ⇒ ψ é dada por um par de mapas suaves:

G2 H2

G1 H1

G0 H0

τ0

τ1

sujeitos às seguintes condições:

• para todo x ∈ G0, τ(x) ∈ H1 é uma flecha da forma:

ψ(x) φ(x)τ(x)

• para toda flecha y
g←− x ∈ G1, τ(g) ∈ H2 é uma 2-flecha da forma:

ψ(y) φ(x)

ψ(g)τ(x)

τ(y)φ(g)

τ(g)

• para todo par de flechas componíveis z
g←− y

h←− x em G, a seguinte igualdade é
satisfeita em H :

τ(gh) = τ(g) ◦
H

1τ(y)−1 ◦
H

τ(h).

• para toda 2-flecha em G:

y x

g

h

α
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o seguinte diagrama de 2-flechas comuta em H2 ⇒ H1:

ψ(g)τ(x) τ(y)φ(g)

ψ(h)τ(x) τ(y)φ(h)

ψ(α)◦
H

1τ(x)

τ(g)

1τ(y) ◦
H

φ(α)

τ(h)

.

Grosso modo, uma 2-transformação natural é dada por um par de transformações
naturais de morfismos de grupoides, uma em cada par de componentes do morfismo de
2-grupoides, junto com condições de compatibilidade com as multiplicações de flechas e
2-flechas.

Definição 4.1.3. Dois morfismos de 2-grupoides de Lie φ, ψ : G→H são equivalentes,
isto é φ ∼= ψ, se existe uma 2-transformação natural φ⇒ ψ.

Com isso posto, é possível estender a noção de equivalência de morfismos genera-
lizados para o caso de 2-grupoides:

Definição 4.1.4. Dois morfismos generalizados de 2-grupoides de Lie ψ/φ, ψ′/φ′ : G �
H são ditos 2-equivalentes se existem, um terceiro 2-grupoide de Lie K, um par de
morfismos de 2-grupoides de Lie ε : K → G′ e ε′ : K → G′′, e um par de 2-transformações
naturais τ : φ ◦ ε⇒ φ′ ◦ ε′ e γ : ψ ◦ ε⇒ ψ′ ◦ ε′:

G′

G K H ,

G′′
φ′

φ ψ
ε

ε′
ψ′

τ γ

∼

∼

de modo que ξ := φ◦ε = φ′ ◦ε′ e χ := ψ ◦ε = ψ′ ◦ε′, se tornam um morfismo generalizado
χ/ξ : G � H , como no diagrama:

G′

G K H .

G′′φ′

φ
ψ

ε

ε′
ψ′

ξ χ

∼

∼

∼

Observação 4.1.2. Note que isso define uma relação de equivalência fraca que satisfaz as
três seguintes propriedades: (1) Se existe uma 2-transformação natural φ⇒ ψ, então φ/id
e ψ/id são equivalentes como morfismos generalizados; (2) Se φ é uma 2-fibração de Morita,
então o morfismo generalizado φ/φ é equivalente ao morfismo generalizado identidade
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id; (3) As composições à direita e à esquerda com um terceiro morfismo generalizado
preservam a equivalência. Logo, a Definição 4.1.4 concorda com a noção de equivalência
de morfismos generalizados dada em [11].

A partir daqui, assim como no caso de grupoides, consideraremos um morfismo
generalizado ψ/φ como sendo a classe de equivalência do par (ψ, φ).

Exemplo 4.1.3. Sejam ψ/φ, ψ′/φ′ : G � H dois morfismos generalizados. Suponha que
existe um morfismo de 2-grupoides de Lie ξ : G′ → G′′, de modo que o seguinte diagrama
comuta a menos de 2-transformações:

G′

G H .

G′′

φ ψ

φ′ ψ′

ξ

∼

∼

Então, φ′ ◦ ξ é uma 2-fibração de Morita, e por conseguinte, ψ′ ◦ ξ/φ′ ◦ ξ : G � H é um
morfismo generalizado, isto é, ψ/φ e ψ′/φ′ são equivalentes.

Exemplo 4.1.4. Sejam G e H 2-grupoides de Lie 2-Morita equivalentes, isto é, existe
um terceiro 2-grupoide de Lie J e uma cadeia de 2-fibrações de Morita G

φ←− J
ψ−→ H .

Então, isso define dois morfismos generalizados ψ/φ : G � H e φ/ψ : H � G, cujas
composições ψ/φ ◦ φ/ψ : G � G e φ/ψ ◦ ψ/φ : H � H são equivalentes aos morfismos
identidades.

Considere 2gpd0 a categoria quociente obtida de 2gpd identificando dois mor-
fismos equivalentes. Seja 2FM a classe de morfismos em 2gpd0 que são 2-fibrações
de Morita. Note que pela Proposição 3.3.1, 2FM é um sistema multiplicativo na ca-
tegoria 2gpd0, logo, é possível considerar a localização 2Gpd0[2FM−1] de 2Gpd0 com
respeito à 2FM . Portanto, a nova categoria 2Gpd0[2FM−1], possui os mesmos objetos
que 2Gpd, mas suas flechas são classes de equivalência de morfismos generalizados. Logo,
um morfismo generalizado pode ser visto como uma flecha em 2Gpd0[2FM−1] (a menos
de equivalências), ademais, um isomorfismo nessa categoria corresponde a (a classe de
equivalência de) uma 2-equivalência de Morita em 2Gpd0.

4.2 [G→ H ]-fibrados principais

Nesta seção será dada uma definição de fibrados principais de 2-grupos de Lie de
uma maneira global, formulada em termos de morfismos generalizados de 2-grupoides,
estendendo a noção apresentada na Seção 1.3. Particularmente, durante esta seção todos
os módulos cruzados citados serão módulos cruzados de grupos de Lie.
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Definição 4.2.1. Um [G → H]-fibrado principal sobre um grupoide de Lie H1 ⇒ H0

é um morfismo generalizado:

B : H � [G→ H],

onde H é o grupoide H1 ⇒ H0 visto como um 2-grupoide e [G→ H] é o 2-grupo de Lie
associado ao módulo cruzado (G→ H).

Observação 4.2.1. Há também uma noção de fibrados principais de 2-grupos de Lie dada
de maneira clássica, remetendo a uma 2-ação de um 2-grupo de Lie em um grupoide, veja
[5], Capítulo 3. No entanto, não há conhecimento de que essas duas abordagens sejam
equivalentes.

Naturalmente, para fazer sentido com a definição de morfismos generalizados, dois
[G → H]-fibrados principais B e B′ sobre um grupoide H1 ⇒ H0 são isomorfos se, e
somente se, B e B′ são equivalentes como morfismos generalizados.

Exemplo 4.2.1. Seja [G → H] um 2-grupo de Lie, então um [G → H]-fibrado sobre
uma variedade M é um [G → H]-fibrado sobre o grupoide unidade M ⇒ M , isto é, um
morfismo generalizado de M ⇒ M ⇒ M para [G→ H].

Exemplo 4.2.2. Seja B um [G → H]-fibrado principal sobre um grupoide de Lie
H1 ⇒ H0. Se H′

1 ⇒ H′
0 e [G′ → H ′] são Morita equivalentes a H1 ⇒ H0 e [G → H]

respectivamente, então a composição:

H′ � H � [G→ H] � [G′ → H ′],

define um [G′ → H ′]-fibrado principal sobre H′
1 ⇒ H′

0 denotado por B por abuso de
notação.

Qualquer G-fibrado principal sobre uma variedade diferenciável M pode ser visto
como um [1→ G]-fibrado principal sobre M .

Exemplo 4.2.3. Seja π : P → M um G-fibrado principal. Defina o 2-grupoide de Lie
P ×M P ⇒ P ×M P ⇒ P , com mapas estruturais verticais sendo identidades e cujos
mapas horizontais são sH(x, y) = x e tH(x, y) = y. Considere o seguinte par de morfismos
de 2-grupoides de Lie:

M P ×M P G

M P ×M P G

M P ∗

φ

φ

π

f

f
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onde φ(x, y) = π(x) = π(y) e x · f(x, y) = y. Na verdade, note que o primeiro morfismo
(φ, φ, π) é uma 2-fibração de Morita. De fato, (φ, φ, π) se fatora numa composição da
projeção natural do 2-grupoide pullback com um isomorfismo de 2-grupoides de Lie:

P ×M P π∗M M

P ×M P π∗M M

P P M

ψ

ψ

pr2

pr2

πid

onde ψ(x, y) = (x, π(x), y) = (x, π(y), y). Portanto, (f, f, ·)/(φ, φ, π) define um morfismo
generalizado da variedade diferenciável M para o 2-grupo de Lie [1 → G], isto é, um
[1→ G]-fibrado principal sobre M .

Exemplo 4.2.4. Sejam M uma variedade diferenciável e G um grupo de Lie. Um 2-
cociclo em M com valores em G é uma cobertura aberta {Ui}i∈I de M junto com
uma coleção de mapas suaves:

λij : Uij → Aut(G) e gijk : Uijk → G,

satisfazendo as seguintes relações:

λij ◦ λjk = Adgijk
◦ λik

gijlgjkl = giklλ
−1
kl (gijk).

Acontece que um 2-cociclo define um [G → Aut(G)]-fibrado sobre M . De fato, defina o
2-grupoide de Lie:

∐
ij Uij ×G×G

∐
ij Uij ×G

∐
i Ui,

tV

sV

tH

sH

com mapas estruturais:

• sV (xij, g, h) = (xij, g);

• tV (xij, g, h) = (xij, h);

• sH(xij) = xi;

• tH(xij) = xj;

• (xij, g, h) ◦
V

(xij, h, f) = (xij, g, f);

• (xij, g) ◦
H

(xij, h) = (xik, gijk ◦λ−1
ij (g)h).
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Então, considere o seguinte par de morfismos de 2-grupoides de Lie:

M
∐

i,j Uij ×G×G G � Aut(G)

M
∐

i,j Uij ×G Aut(G)

M
∐

i Ui ∗

ι2 f2

ι1

ι0 f0

f1

onde ι2(xij, g, h) = x, ι1(xij, g) = x, f2(xij, g, h) = (hg−1, Adg ◦ λij(x)) e f1(xij, g) =
Adg ◦ λij(x). Note que o primeiro mapa é uma 2-fibração de Morita, uma vez que se
decompõe numa composição da forma:

∐
i,j Uij ×G×G

∐
ij Uij M

∐
i,j Uij ×G

∐
ij Uij M

∐
i Ui

∐
i Ui M

pr1

pr1

id

i

i

i

onde claramente o seguinte quadrado é uma fibração de Morita de grupoides de Lie:

∐
i,j Uij ×G×G

∐
ij Uij

∐
i,j Uij ×G

∐
ij Uij

pr1

pr1

.

Portanto, isso define um morfismo generalizado f/ι : M � [G→ Aut(G)].

Na verdade, estamos interessados em equivalências de Morita de fibrados principais
de 2-grupos de Lie.

Definição 4.2.2. Sejam B um [G → H]-fibrado principal sobre H1 ⇒ H0 e B′ um
[G′ → H ′]-fibrado principal sobre H′

1 ⇒ H′
0. Então, diz-se que B e B′ são Morita

equivalentes se as seguintes condições são satisfeitas:

• H1 ⇒ H0 e H′
1 ⇒ H′

0 são grupoides de Lie Morita equivalentes;

• [G→ H] e [G′ → H ′] são 2-grupos de Lie 2-Morita equivalentes;

• B e B′ são morfismos generalizados equivalentes.

Exemplo 4.2.5. Dois [G → H]-fibrados principais B e B′ isomorfos são Morita equiva-
lentes.
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Exemplo 4.2.6. Um G-fibrado principal π : P → M é Morita equivalente (como um
fibrado de 2-grupos de Lie) a um G′-fibrado principal π′ : P ′ →M ′ se, e somente se, G e
M são isomorfos à G′ e M ′ respectivamente, e π : P → M e π′ : P ′ → M ′ são isomorfos
como fibrados principais.

Exemplo 4.2.7. O [G→ Aut(G)]-fibrado sobre M do Exemplo 4.2.4:

M
∐

i,j Uij ×G×G G � Aut(G)

M
∐

i,j Uij ×G Aut(G)

M
∐

i Ui ∗

ι2 f2

ι1

ι0 f0

f1

é Morita equivalente ao [G→ Aut(G)]-fibrado sobre o grupoide de Čech ∐
Uij ⇒

∐
Ui:

∐
ij Uij

∐
i,j Uij ×G×G G � Aut(G)

∐
ij Uij

∐
i,j Uij ×G Aut(G)

∐
i Ui

∐
i Ui ∗

pr1 f2

pr1

id f0

f1 .

De fato, desde que o 2-grupoide de Čech associado a M é Morita equivalente a M , é
possível reescrever ambos os [G→ Aut(G)]-fibrados principais, sobre M , isto é, existe um
diagrama comutativo:

[∐
i Ui → ∐

ij Uij

] [∐
i Ui ×G→ ∐

ij Uij ×G
]

[G→ Aut(G)]

[M →M ]
[∐

i Ui ×G→ ∐
ij Uij ×G

]
[G→ Aut(G)]∼

f

id

ι

pr1

i

∼

∼

f

id .

Portanto, o resultado segue do Exemplo 4.1.3.
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Capítulo 5

G-extensões de grupoides de Lie &
[G→ Aut(G)]-fibrados principais

Na Seção 4.2 foram apresentados diversos exemplos de [G→ H]-fibrados principais
sobre grupoides. Percebe-se que casos bastante interessantes de fibrados principais de 2-
grupos ocorrem quando o 2-grupo de Lie é o 2-grupo de automorfismos, isto é, [G →
Aut(G)]-fibrados principais.

Acontece que [G → Aut(G)]-fibrados principais podem ser caracterizados a par-
tir de estruturas um pouco mais simples, que envolvem somente morfismos entre certos
grupoides de Lie. Mais precisamente, um [G → Aut(G)]-fibrado principal induz uma
sequência exata curta de grupoides de Lie em que o núcleo é um fibrado em grupos trivial,
que é o que chamamos de uma G-extensão de grupoides. Além disso, pode-se construir
um [G → Aut(G)]-fibrado principal dada uma G-extensão e essas correspondências são
invariantes sob equivalências de Morita.

Portanto, este capítulo tem como objetivo geral estabelecer essa bijeção entre
classes de equivalência de Morita de [G → Aut(G)]-fibrados principais sobre grupoides
de Lie e classes de equivalência de Morita de G-extensões de grupoides de Lie. Para
tanto, as Seções 5.1 e 5.2 são destinadas ao estudo de G-extensões e suas equivalências
de Morita, enquanto as demais seções destinam-se à demonstração do teorema principal.
As referências gerais deste capítulo são [19], [11] e [10].

5.1 Extensões de grupoides de Lie e suas equivalên-
cias de Morita

Nesta seção é introduzida a definição de uma extensão de grupoides de Lie, bem
como uma noção de equivalência de Morita entre extensões. Na sequência, por vezes um
grupoide G ⇒ M será denotado simplesmente por G.
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Definição 5.1.1. Uma extensão de grupoides de Lie é uma sequência exata curta de
grupoides de Lie:

K G H

M M M

pp

ι φ

id

st st

onde K (ou ker(φ)) é o núcleo da extensão, ι : K → G é a inclusão e φ : G → H é
um morfismo de grupoides de Lie cuja restrição em M é a identidade. Usualmente, uma
extensão de grupoides de Lie como acima, é denotada por G φ−→ H⇒ M , ou simplesmente
por:

K G Hι φ

uma vez que os grupoides considerados são definidos acima da mesma base.

Aqui K é definido por K = {k ∈ G | φ(k) = 1s(k)}, mais ainda, perceba que os
mapas fonte e alvo de K ⇒ M coincidem, isto é, o núcleo de uma extensão K ⇒ M é
um fibrado em grupos de Lie. Além disso, sendo um subgrupoide de G ⇒ M , é possível
multiplicar elementos de G por elementos componíveis de K. Isso pode ser feito tanto à
direita quanto à esquerda, na verdade essas duas ações comutam e o espaço quociente por
qualquer uma delas é H.

Observação 5.1.1. Note que o grupoide G ⇒ M age em K → M por conjugação, mais
precisamente, qualquer g ∈ G induz um isomorfismo de grupos:

Adg : Kt(g) → Ks(g)

k �→ gkg−1.

Exemplo 5.1.1. Sejam N uma variedade diferenciável, f : N → M uma submersão
sobrejetora e G φ−→ H ⇒ M uma extensão de grupoides. Então, a seguinte sequência de
grupoides de Lie:

f ∗K f ∗X f ∗Y

N N N

φ∗

id

ι

é a extensão pullback de G φ−→ H ⇒ M por f , denotada simplesmente por f ∗G φ∗−→
f ∗H⇒ N .

Exemplo 5.1.2. Seja (P, π, μ) um G-fibrado principal sobre M e considere a ação diago-
nal de G em P×P , isto é, (p, q)·g = (pg, qg). Então, (P×P )/G ⇒ M define naturalmente
um grupoide de Lie, veja o Exemplo 2.2, [20]. Agora, considere a ação de G em si mesmo,
dada por conjugação, e tome (P × G)/G → M o fibrado associado a (P, π, μ) ao longo
dessa ação. Então, elementos [p, g] em (P × G)/G são órbitas [p, g] ∈ P × G sob a ação
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(p, g) ·h = (ph, hgh−1). Nesse caso, (P ×G)/G→M é um fibrado em grupos de Lie, logo,
obtemos uma extensão de grupoides de Lie, pondo:

(P ×G)/G (P × P )/G M ×M

M M M

ι φ

id

onde, φ([p, q]) = (π(p), π(q)).

Definição 5.1.2. Um morfismo de extensões de grupoides de Lie (f2, f1) : (G φ−→ H ⇒
M) → (G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′) é um par de morfismos de grupoides de Lie f2 : G → G ′ e
f1 : H → H′, de modo que o seguinte diagrama comuta:

G G ′

M M ′

H H′

M M ′

φ′

φ

f2

f0

id

id

f0

f1

Além disso, um isomorfismo entre extensões de grupoides de Lie é, portanto, um mor-
fismo de extensões onde f1 e f2 são isomorfismos de grupoides de Lie.

Ao longo do texto, um morfismo de extensões de grupoides de Lie (f2, f1) como na
Definição 5.1.2, será representado por um diagrama:

G G ′

H H′

M M ′

f2

f1

f0

Assim como no caso de fibrados principais de 2-grupos de Lie, estamos interessados
em certas equivalências de extensões de grupoides de Lie.

Definição 5.1.3. Um morfismo de extensões de grupoides de Lie (f2, f1) : (G φ−→ H ⇒
M)→ (G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′) é de Morita, se os morfismos de grupoides de Lie f2 : G → G ′ e
f1 : H → H′ são fibrações de Morita.

Exemplo 5.1.3. O morfismo identidade (id, id) : (G φ−→ H⇒ M)→ (G φ−→ H⇒ M) é de
Morita.
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Exemplo 5.1.4. Considere G φ−→ H ⇒ M e G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′ extensões de grupoides de
Lie. Logo, existem difeomorfismos naturais H 
 G/ ker(φ) e H′ 
 G ′/ ker(φ′). Com efeito,
se f : G → G ′ é uma fibração de Morita de grupoides, por definição f0 : M → M ′ é
uma submersão sobrejetora e G 
 f ∗

0G ′. Portanto, se f satisfaz f(ker(φ)) = ker(φ′) então,
como ker(φ) é um subgrupoide de G, segue que há um isomorfismo de grupoides de Lie
induzido ker(φ) 
 f ∗

0 ker(φ′), logo:

H 
 G/ ker(φ) 
 f ∗
0G ′/ ker(φ) 
 f ∗

0G ′/f∗
0 ker(φ′) 
 f ∗

0

(
G ′/ ker(φ′)

)

 f ∗

0H′

isto é, f induz uma fibração de Morita H → H′, e por conseguinte um morfismo de Morita
entre as extensões G φ−→ H⇒ M e G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′.

Definição 5.1.4. Duas extensões de grupoides de Lie G φ−→ H⇒ M e G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′ são
Morita equivalentes se existem, uma terceira extensão G ′′ φ′′−→ H′′ ⇒ M ′′ e morfismos
de Morita (f2, f1) : (G ′′ φ′′−→ H′′ ⇒ M ′′) → (G φ−→ H ⇒ M), (g2, g1) : (G ′′ φ′′−→ H′′ ⇒
M ′′)→ (G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′).

Fazendo uso do conceito de extensão pullback introduzido no Exemplo 5.1.1, é
possível reescrever a noção de equivalência de Morita de extensões de grupoides de Lie do
seguinte modo: duas extensões G φ−→ H ⇒ M e G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′ são Morita equivalentes
se existem, uma variedade diferenciável N , duas submersões sobrejetoras f : N → M ,
f ′ : N →M ′, e um isomorfismo de extensões de grupoides de Lie entre f ∗G φ−→ f ∗H⇒ N

e f ′∗G ′ φ′−→ f ′∗H′ ⇒ N .

Exemplo 5.1.5. Desde que o morfismo identidade é de Morita, qualquer morfismo de
Morita de extensões de grupoides de Lie (G φ−→ H⇒ M)→ (G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′), induz uma
equivalência de Morita entre as extensões G φ−→ H⇒ M e G ′ φ′−→ H′ ⇒ M ′.

Observação 5.1.2. Como no caso de 2-fibrações de Morita e 2-grupoides de Lie, os mor-
fismos de Morita de extensões de grupoides de Lie formam um sistema multiplicativo na
categoria de extensões e morfismos de extensões. Com efeito, essa categoria pode ser
localizada por seus morfismos de Morita. Nesse caso, duas extensões de grupoides de Lie
são Morita equivalentes se são isomorfas na categoria localizada.

5.2 G-extensões de grupoides de Lie

Para esta seção, fixe G um grupo de Lie. Geralmente, uma extensão de grupoides
de Lie G φ−→ H ⇒ M é dita uma G-extensão se, seu núcleo K ⇒ M é um fibrado em
grupos localmente trivial, cujas fibras são isomorfas a G, veja [19]. Note, no entanto, que
pela Proposição 3.2, [19], qualquer G-extensão admite uma G-extensão Morita equivalente
cujo núcleo é um fibrado em grupos trivial.
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Como o nosso interesse está no estudo de G-extensões de grupoides de Lie a menos
de equivalências de Morita, assumiremos que uma extensão é uma G-extensão se seu
núcleo é um fibrado em grupos trivial M × G ⇒ M . Isto é, uma G-extensão é uma
sequência exata curta de grupoides de Lie:

M ×G G H

M M M,

pr1pr1

i φ

id

st st

aqui, flechas i(x, g) ∈ G serão denotadas por gx.

Observação 5.2.1. Note que a propriedade de ser uma G-extensão é invariante sob equi-
valências de Morita. Mais precisamente, se uma extensão é Morita equivalente a uma
G-extensão, então ela mesma é uma G-extensão.

Exemplo 5.2.1. Para um grupo de Lie G e uma variedade diferenciável M , pode-se
formar a G-extensão trivial:

M ×G M ×G M

M M M

id pr1

pr1 pr1

idid

.

Exemplo 5.2.2. Dados uma variedade diferenciável M e um 2-cociclo em M com valores
em G, veja Exemplo 4.2.4, obtemos uma G-extensão de grupoides de Lie do seguinte
modo: ∐

Ui ×G
∐

Uij ×G
∐

Uij

∐
Ui

∐
Ui

∐
Ui

pr1×id φ

pr1 pr1

id id

.

Essa G-extensão é Morita equivalente à G-extensão trivial.

É possível relacionar a teoria de G-extensões de grupoides de Lie com o estudo de
2-grupoides de Lie e módulos cruzados de grupoides.

Definição 5.2.1. Dada uma G-extensão G φ−→ H⇒ M , o 2-grupoide de Lie associado
a φ é o 2-grupoide:

G ×H G G M,
tV

sV sH

tH

onde G ×H G = {(g1, g2) ∈ G × G | φ(g1) = φ(g2)}, e os mapas estruturais são definidos
como segue:

• sV (g1, g2) = g2; • tV (g1, g2) = g1;
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• sH(g) = s(φ(g));

• tH(g) = t(φ(g));

• (g1, g2) ◦
V

(g2, g3) = (g1, g3);

• (g′
1, g′

2) ◦
H

(g1, g2) = (g′
1g1, g′

2g2).

Note ainda, que o morfismo de 2-grupoides de Lie φ : G → H induz uma 2-fibração
de Morita do 2-grupoide de Lie associado para o 2-grupoide de Lie induzido por H:

G ×H G H

G H

M M

φ

φ

id

.

Com respeito aos módulos cruzados, o 2-grupoide induzido corresponde ao 2-
grupoide de Lie associado ao módulo cruzado (M × G

i−→ G), onde a ação de G em
M ×G é dada por conjugação. Logo, a 2-fibração de Morita natural pode ser vista como
uma equivalência de Morita de módulos cruzados entre (M ×G→ G) e (M → H), dada
explicitamente como segue:

M ×G M

G H
i

pr1

1
φ

.

Particularmente, isso nos dá a possibilidade de caracterizar G-extensões de grupoides em
termos de módulos cruzados.

Proposição 5.2.1. Um morfismo de grupoides G φ−→ H ⇒ M é uma G-extensão de
grupoides se, e somente se, (M×G

i
↪−→ G) é um módulo cruzado de grupoides com grupoide

quociente G/i(M ×G) isomorfo a H.

Demonstração.

(⇒) Sendo uma G-extensão, pela discussão acima, obtém-se um 2-grupoide de Lie as-
sociado e uma 2-fibração de Morita natural entre o 2-grupoide de Lie associado
e o 2-grupoide de Lie induzido por H. Em particular, pela Proposição 2.4.1, a
equivalência de Morita de módulos cruzados:

M ×G M

G H
i

pr1

1
φ

induz uma equivalência de categorias entre G/i(M×G) e H/1M , isto é, G/i(M×G)
é isomorfo à H.
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(⇐) Sendo (M × G
i

↪−→ G) um módulo cruzado com grupoide quociente G/i(M × G)
isomorfo àH, segue que o mapa de projeção G → G/i(M×G), torna-se naturalmente
a G-extensão:

M ×G ↪→ G � H.

5.3 Correspondência entre classes de equivalência de
Morita de G-extensões e de [G→ Aut(G)]-fibrados
principais

Esta seção é dedicada a demonstração do seguinte resultado.

Teorema 5.3.1. Há uma bijeção entre as classes de equivalência de Morita de G-extensões
de grupoides de Lie e as classes de equivalência de Morita de [G → Aut(G)]-fibrados
principais sobre grupoides de Lie.

Para isso, esta organiza-se como segue: na primeira subseção demonstra-se que
toda G-extensão induz um [G → Aut(G)]-fibrado principal e que esta correspôndencia é
invariante sob equivalências de Morita; na segunda subseção prova-se o recíproco, isto é,
todo [G → Aut(G)]-fibrado principal induz uma G-extensão, e que isso também ocorre
de maneira invariante sob equivalências de Morita; e, finalmente, na última subseção
mostra-se que as correspondências das seções anteriores são inversas uma da outra.

5.3.1 G-extensões → [G→ Aut(G)]-fibrados principais

Seja G φ−→ H ⇒ M uma G-extensão de grupoides de Lie. Considere o 2-grupoide
de Lie induzido pela extensão G ×H G ⇒ G ⇒ M e a 2-fibração de Morita natural:

G ×H G H

G H

M M

φ

φ

id

.

Lembre que um [G → Aut(G)]-fibrado principal sobre H é um morfismo general-
izado H � [G → Aut(G)], onde H é o grupoide de Lie H visto como um 2-grupoide e
[G → Aut(G)] é o 2-grupo de Lie do Exemplo 2.1.4. Então, resta definir um morfismo
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de 2-grupoides de Lie do grupoide induzido G ×H G ⇒ G ⇒ M para o 2-grupo de Lie
[G→ Aut(G)]. Porém, o mapa:

Ad : G → Aut(G)
g �→ Adg,

define canonicamente um morfismo de grupoides de Lie:

G Aut(G)

M {∗}

Ad

.

Aqui, G é identificado com Gx ⊂ G para todo x ∈M , logo, o automorfismo Adg é definido,
de modo que, para hs(h), tem-se:

Adg(hs(h)) = ghs(h)g
−1 = Adg(h)t(g).

Na verdade, o morfismo Ad : G → Aut(G) se estende num outro morfismo de grupoides
de Lie:

G ×H G G � Aut(G)

G Aut(G)

ψ

Ad

onde ψ : G ×H G → G � Aut(G), (g1, g2) �→ (g, Adg2). Aqui, g1g−1
2 = gt(g1), então esse

mapa está bem definido, ora φ(g1) = φ(g2), logo:

φ((g1g−1
2 )) = φ(g1)φ(g2)−1 = φ(g1)φ(g1)−1 = 1s(g1),

isto é, g1g−1
2 ∈ G.

Lema 5.3.1. O mapa:
G ×H G G � Aut(G)

G Aut(G)

ψ

Ad

(5.1)

define um morfismo de grupoides de Lie.

Demonstração. Sejam g ∈ G e (g1, g2) ∈ G ×H G. Observe que ψ é suave, desde que os
mapas Ad e (g1, g2) �→ g1g−1

2 os são. Então, basta verificar que (ψ, Ad) comuta com todos
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os mapas estruturais (verticais). Primeiramente, em relação aos mapas fonte e alvo:

sV (ψ(g1, g2)) = sV (g, Adg2) =Adg2 = AdsV (g1,g2)

tV (ψ(g1, g2)) = tV (g, Adg2) = Adg ◦ Adg2 = Adg1g−1
2
◦ Adg2 = Adg1 = AdtV (g1,g2);

com respeito às multiplicações:

ψ((g1, g2) ◦
V

(g2, g3)) = ψ(g1, g3)

= (g1g−1
3 , Adg3)

= (g1g−1
2 , Adg2) ◦

V
(g2g−1

3 , Adg3)

= ψ(g1, g2) ◦
V

ψ(g2, g3);

e, finalmente, com relação às unidades:

ψ(1g) = ψ(g, g) = (gg−1, Adg) = (1s(g), Adg) = 1Ad(g).

Observação 5.3.1. Note que os grupoides envolvidos no mapa (5.1) correspondem às es-
truturas verticais do 2-grupoide de Lie induzido e do 2-grupo de Lie de automorfismos.

Finalmente, para que (ψ, Ad, ·) defina um morfismo de 2-grupoides de Lie resta
verificar a compatibilidade com as estruturas horizontais, isto é, que o seguinte par é um
morfismo de grupoides de Lie:

G ×H G G � Aut(G)

M {∗}

ψ

.

Nesse caso, como G � Aut(G) ⇒ {∗} é um grupo de Lie, basta analisar a multiplicação
horizontal, de fato:

ψ((g1, g2) ◦
H

(g3, g4)) = ψ(g1g3, g2g4)

= (g1g3(g2g4)−1, Adg2g4)
= (g1g3g−1

4 g−1
2 , Adg2g4)

= (g1g−1
2 (g2(g3g−1

4 )g−1
2 ), Adg2g4)

= (g1g−1
2 (Adg2(g3g−1

4 )), Adg2g4)
= (g1g−1

2 , Adg2) ◦
H

(g3g−1
4 , Adg4)

= ψ(g1, g2) ◦
H

ψ(g3, g4).
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Portanto, os mapas ψ e Ad constituem um morfismo do 2-grupoide induzido por φ para
o 2-grupo de Lie de automorfismos:

G ×H G G � Aut(G)

G Aut(G)

M {∗}

ψ

Ad . (5.2)

E por conseguinte, o par:

H G ×H G G � Aut(G)

H G Aut(G)

M M {∗}

ψ

Ad

φ

φ

id

(5.3)

é um morfismo generalizado H � [G → Aut(G)], isto é, um [G → Aut(G)]-fibrado
principal sobre H.

Observação 5.3.2. O morfismo de 2-grupoides (5.2) corresponde, em termos de módulos
cruzados, ao morfismo de módulos cruzados:

M ×G G

G Aut(G)
i Ad

pr2

Ad

.

Então, graças à discussão realizada na Seção 5.2, o morfismo generalizado (5.3), pode ser
visto como o morfismo generalizado de módulos cruzados:

M M ×G G

H G Aut(G)
i Ad

pr2

Ad

pr1

φ

1 .

Portanto, é possível reescrever o morfismo generalizado (5.3), em termos de 2-grupoides
associados a módulos cruzados como segue:

[M → H] [M ×G
i−→ G] [G→ Aut(G)].[pr2,Ad]

∼
[pr1,φ]
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Agora, vejamos que a correspondência acima é invariante sob equivalências de
Morita. Para isso, suponha que exista um morfismo de Morita entre duas G-extensões:

G G ′

H H′

M M ′

f2

f1

f0

.

Mais ainda, considere os [G→ Aut(G)]-fibrados principais associados:

[M → H] [M ×G
i−→ G] [G→ Aut(G)],[pr2,Ad]

∼
[pr1,φ]

[M ′ → H′] [M ′ ×G
i−→ G ′] [G→ Aut(G)].[pr2,Ad]

∼
[pr1,φ]

Então, desde que (f2, f1) é um morfismo de G-extensões, (f2, f1) comuta com as ações de
G e G ′ em G, logo, obtemos o seguinte diagrama comutativo:

[M → H] [M ×G
i−→ G] [G→ Aut(G)]

[M ′ → H′] [M ′ ×G
i−→ G ′] [G→ Aut(G)]

[pr2,Ad]
∼

[pr1,φ]

[f0×id,f2] id

[pr2,Ad]

[f0,f1]

[pr1,φ]
∼

∼∼

isto é, pelo Exemplo 4.1.3, ambos os [G → Aut(G)]-fibrados principais são Morita equi-
valentes.

5.3.2 G-extensões ← [G→ Aut(G)]-fibrados principais

Reciprocamente, considere um [G → Aut(G)]-fibrado principal sobre H ⇒ M ,
representado pelo morfismo generalizado:

H K2 G � Aut(G)

H K1 Aut(G)

M K0 {∗}

φ2

φ1

φ0

ψ1

ψ0

ψ2

.
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Mais ainda, tome o morfismo generalizado de módulos cruzados induzido:

M X G

H K1 Aut(G)
1

φ2

φ1

tV

ψ2

ψ1

Ad

aqui X = {α ∈ K2 | sV (α) = 1x para algum x ∈ K0}.
Observação 5.3.3. Observe que como φ é uma 2-fibração de Morita, pela Proposição 2.4.1,
para todo x ∈ K0, φ mapeia bijetivamente t−1

V (1x) para 1−1(1φ(x)), ademais, o mapa:

K1/tV (X) H/1(M)

K0 M

φ

φ0

(5.4)

é um funtor fiel e pleno.

Da Observação 5.3.3, os seguintes resultados seguem de maneira direta.

Lema 5.3.2. O mapa tV : X → K1 é injetivo.

Demonstração. Desde que 1 : M → H é uma injeção, 1−1(1φ(x)) = {φ(x)}, logo, dados
α, β ∈ X com tV (α) = tV (β), segue que tV (α ◦

H
β−1) = 1sH(α), isto é, α ◦

H
β−1 ∈ t−1

V (1sH(α)),
portanto, como φ mapeia bijetivamente t−1

V (1x) para 1−1(1φ(x)) tem-se:

φ(α ◦
H

β−1) = φ(sH(α)) =⇒ α ◦
H

β−1 = 11sH (α) ,

isto é, α = β.

Lema 5.3.3. K1/tV (X) é uma variedade diferenciável.

Demonstração. Desde que H/1(M) é difeomorfo a H e (5.4) é fiel e pleno, segue que
o grupoide K1/tV (X) ⇒ G0 é o grupoide pullback de H ⇒ M ao longo da submersão
sobrejetora φ0 : K0 → M , donde conclui-se que K1/tV (X) = K0 ×M H ×M K0 é uma
variedade diferenciável.

Agora, note que é possível definir uma estrutura de grupoide em K1 × G ⇒ K0,
com mapa fonte s(k, g) = s(k), mapa alvo t(k, g) = t(k), multiplicação parcial:

(k, g) · (k′, g′) = (kk′, ψ1(k′−1)[g] · g′)

e inversa (k, g)−1 = (k−1, ψ1(k)[g−1]), para todos k, k′ ∈ K1 e g, g′ ∈ G. Em termos de
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diagramas, uma flecha em K1 ×G ⇒ K0, pode ser representada como sendo um par:

y x

x,

k

g

além disso, é possível visualizar a multiplicação parcial do seguinte modo:

z y z y x

y x �−→· y x

x x

g′

k′
g ψ1(k′−1)[g]

k′k

g

k

g′

k′
.

Mas, perceba que existem mapas naturais X
tV−→ K1 e X

ψ2−→ G, logo, pode-se
definir o mapa:

ξ : X → K1 ×G

α �→ (tV (α), ψ2(α−1)),

que, na verdade, é um morfismo de grupoides de Lie do grupoide X ⇒ K0 para o grupoide
K1 ×G ⇒ K0.

Lema 5.3.4. O mapa:
X K1 ×G

K0 K0

p p

ξ

id

t s

é um morfismo de grupoides de Lie.

Demonstração. Dados x ∈ K0 e α, β ∈ X. Observe que ξ é suave, desde que tV e
ψ2 os são. Então, basta verificar que (ξ, id) comuta com todos os mapas estruturais.
Primeiramente, em relação aos mapas fonte e alvo:

s(ξ(α)) = s(tV (α), ψ2(α−1)) = s(tV (α)) = p(α)

t(ξ(α)) = t(tV (α), ψ2(α−1)) = t(tV (α)) = p(α);
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com respeito às multiplicações:

ξ(α ◦
H

β) = (tV (α ◦
H

β), ψ2((α ◦
H

β)−1))

= (tV (α)tV (β), ψ2(β−1)ψ2(α−1))
= (tV (α)tV (β), Adψ2(β−1)(ψ2(α−1)) · ψ2(β−1))
= (tV (α)tV (β), ψ1(tV (β)−1)[ψ2(α−1)] · ψ2(β−1))
= (tV (α), ψ2(α−1)) · (tV (β), ψ2(β−1))
= ξ(α) · ξ(β);

e, finalmente, com relação às unidades:

ξ(11x) = (tV (11x), ψ2(1−1
1x

)) = (tV (11x), ψ2(11x)) = (1x, e).

Além do mais, a imagem de X por ξ define um subgrupoide normal de K1 ×G ⇒
K0.

Lema 5.3.5. ξ(X) é um subgrupoide normal de K1 ×G ⇒ K0.

Demonstração. Dados α ∈ X, k ∈ K1 e g ∈ G, têm-se:

(k, g) · (tV (α), ψ2(α−1)) = (ktV (α), ψ1(tV (α)−1)[g] · ψ2(α−1))
= (ktV (α), Adψ2(α−1)(g) · ψ2(α−1))
= (ktV (α), ψ2(α−1) · g),

e, por outro lado:

(ktV (α), ψ2(α−1) · g) · (k, g)−1 = (ktV (α), ψ2(α−1) · g) · (k−1, ψ1(k)[g−1])
= (ktV (α)k−1, ψ1(k)[ψ2(α−1) · g] · ψ1(k)[g−1])
= (ktV (α)k−1, ψ1(k)[ψ2(α−1)])
= (tV (1k ◦

H
α ◦

H
1k−1), Adψ2(1k)(ψ2(α−1)))

= (tV (1k ◦
H

α ◦
H

1k−1), ψ2(1k)ψ2(α−1)ψ2(1k)−1)

= (tV (1k ◦
H

α ◦
H

1k−1), ψ2(1k ◦
H

α ◦
H

1k−1)−1),

isto é:

(k, g) · ξ(α) · (k, g)−1 = (tV (1k ◦
H

α ◦
H

1k−1), ψ2(1k ◦
H

α ◦
H

1k−1)−1).
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Portanto, isso nos dá a possibilidade de agir com X em K1×G à direita, com ação:

(k, g) • α = (k, g) · ξ(α) = (k · tV (α), ψ2(α−1) · g). (5.5)

Agora, considere a seguinte G-extensão:

K0 ×G K1 ×G K1,ι pr1

e as inclusões dos subgrupoides normais ξ(X) ↪→ K1 ×G e tV (X) ↪→ K1. Perceba que o
morfismo de grupoides da G-extensão:

K1 ×G K1

K0 K0

pr1

id

entrelaça a ação à direita (5.5) de X em K1 ×G com à ação à direita de X em K1, dada
por:

k • α = k · tV (α). (5.6)

De fato, dados α ∈ X e (k, g) ∈ K1 ×G, têm-se:

pr1((k, g) • α) = pr1(k · tV (α), ψ2(α−1) · g) = k · tV (α) = k • tV (α).

Particularmente, como tV : X → K1 é injetivo, a ação (5.5) é livre, e o espaço
de órbitas (K1 × G)/ξ(X) é uma variedade diferenciável, mais ainda, pelo Lema 5.3.3,
K1/tV (X) também o é. Portanto, passando aos quocientes, obtemos a seguinte sequência
de grupoides de Lie sobre K0:

K0 ×G (K1 ×G)/ξ(X) K1/tV (X)ι pr1 (5.7)

que também é uma G-extensão. Além do mais, perceba que o módulo cruzado correspon-
dente a G-extensão, via Proposição 5.2.1, é o módulo cruzado:

(
K0 ×G→ (K1 ×G)/ξ(X)

)
.

Observação 5.3.4. Note que o quociente (K1 × G)/ξ(X) não mata o núcleo K0 × G da
G-extensão K1 ×G

pr1−−→ K1 ⇒ K0. Mais precisamente, dados (1x, g) ∈ K0 ×G e (k, h) ∈
K1 ×G, têm-se que:

(1x, g) ∼ (k, h) ⇐⇒ (1x, g)(k, h)−1 ∈ ξ(X),
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mas como:

(1x, g)(k, h)−1 = (1x, g) · (k−1, ψ1(k)[h−1]) = (k−1, ψ1(k)[gh−1]),

segue que (1x, g) ∼ (k, h) se, e somente se, existe α ∈ X, de modo que:

ξ(α) = (tV (α), ψ2(α−1)) = (k−1, ψ1(k)[gh−1]).

Simplicando a equação acima, α ∈ X deve satisfazer tV (α) = k−1 e:

ψ2(α−1) = ψ1(k)[gh−1] = ψ1(tV (α)−1)[gh−1] = Adψ2(α−1)(gh−1) = ψ2(α−1)gh−1ψ2(α),

isto é, ψ2(α−1) = gh−1.
Agora, considere (k, h) ∈ K0 × G então k = 1x, logo se (1x, g) ∼ (1x, h), existe

α ∈ X tal que tV (α) = 1x e ψ2(α−1) = gh−1. No entanto, como tV é injetivo, segue que
α = 11m , com efeito:

gh−1 = ψ2(α−1) = ψ2(11m) = e ∈ G,

isto é, g = h.

A partir daqui, mostraremos que a atribuição que associa um [G→ Aut(G)]-fibrado
principal sobre H, na G-extensão associada (5.7) é invariante sob equivalências de Morita.
Para isso, considere dois [G→ Aut(G)]-fibrados principais sobre H Morita equivalentes:

[M → H] K [G→ Aut(G)],ψ1
∼
φ1

[M → H] L [G→ Aut(G)].ψ2
∼
φ2

Observe que isso é o mesmo que pedir que exista um morfismo de 2-grupoides de Lie
ε : K → L, de modo que o seguinte diagrama comuta a menos de 2-transformações:

K

[M → H] [G→ Aut(G)].

L

∼

∼

ψ1

ψ2

ε

φ1

φ2

Portanto, é suficiente verificar que para qualquer diagrama como o acima, as G-extensões
correspondentes aos morfismos generalizados ψ1/φ1 e ψ2/φ2 são Morita equivalentes.

De fato, como o diagrama comuta a menos de 2-transformações segue que φ2 ◦ ε

é uma 2-fibração de Morita. Então, têm-se φ1, φ2 e φ2 ◦ ε 2-fibrações de Morita, e
por conseguinte os mapas induzidos nos nervos são hypercovers de 2-grupoides de Lie
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fracos, vide Teorema 3.3.2. Mas como hypercovers são também equivalências fracas, da
Proposição 3.2.4 obtém-se que o mapa ε : NK → NL é, também, uma equivalência
fraca, assim sendo, ε : K → L é uma equivalência de Morita de 2-grupoides de Lie.
Então, particularmente, pode-se escolher ε como sendo uma 2-fibração de Morita.

Agora, denote por (XK → K) e (XL → L) os módulos cruzados associados a K e
L. Então, ε induz o seguinte diagrama comutativo de G-extensões induzidas:

(K1 ×G)/ξ(XK) K1/tV (XK) K0

(L1 ×G)/ξ(XL) L1/tV (XL) L0

(ε1,id) ε1 ε0

que é uma equivalência de Morita de G-extensões, pelo Lema 5.3.3.

5.3.3 G-extensões ↔ [G→ Aut(G)]-fibrados principais

Nesta subseção será demonstrado que as correspondências das Subseções 5.3.1 e
5.3.2 são inversas uma da outra. Para isso, iniciemos com um [G → Aut(G)]-fibrado
principal sobre H⇒ M , representado pelo morfismo generalizado:

[M → H] K [G→ Aut(G)],∼

Considere a G-extensão induzida, obtida na Subseção 5.3.2:

(K1 ×G)/ξ(X) K1/tV (X) K0,

e lembre que a G-extensão acima corresponde ao módulo cruzado:

(
K0 ×G→ (K1 ×G)/ξ(X)

)
.

Com efeito, obtemos o seguinte diagrama comutativo de módulos cruzados:

(M → H) (X → K1) (G→ Aut(G))

(K0 → K1/tV (X)) (K0 ×G→ (K1 ×G)/ξ(X))

∼

∼

∼

Portanto, o morfismo generalizado pelo qual iniciamos:

[M → H] [X → K1] [G→ Aut(G)],∼
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é equivalente ao morfismo generalizado:

[M → H] [K0 ×G→ (K1 ×G)/ξ(X)] [G→ Aut(G)],∼

isto é, ambos representam o mesmo [G→ Aut(G)]-fibrado principal sobre H⇒ M .
Reciprocamente, seja G φ−→ H ⇒ M uma G-extensão de grupoides. Então, pela

Subseção 5.3.1 associamos o [G → Aut(G)]-fibrado principal sobre H ⇒ M dado pelo
seguinte morfismo generalizado:

[M → H] [M ×G
ι−→ G] [G→ Aut(G)].[pr2,Ad]

∼
[pr1,φ] (5.8)

Mas, note que nesse caso, o mapa ξ : M ×G→ G ×G é definido como sendo:

ξ(x, g) = (i(x, g), pr2(x, g)) = (gx, g),

logo, a imagem de M×G por ξ é isomorfa a G, assim sendo, o quociente (G×G)/ξ(M×G) é
isomorfo a G. Além do mais, como φ é uma G-extensão o quociente G/i(M×G) é isomorfo
a H, isto é, a G-extensão correspondente ao morfismo generalizado (5.8):

(G ×G)/ξ(M ×G) G/i(M ×G) M,

nada mais é do que a G-extensão G φ−→ H⇒ M .
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