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RESUMO

Neste trabalho estudamos e implementamos os algoritmos do Gradiente Descendente
e Gradiente Estocastico com mini-batch, algoritmos classicos do contexto da Aprendiza-
gem de Maquina implementados aqui em um pacote de linguagem Julia para a resolucao
de problemas de Regressao Linear e Logistica. Apresentamos os conceitos e definigoes
basicas da Aprendizagem de Méquina e a formulagao dos problemas de Regressao Linear
e Logistica. Para a resolucao destes problemas, sao introduzidos conceitos de otimiza-
¢ao e a construc¢ao dos algoritmos com seus devidos embasamentos tedricos. Além disso,
sao apontados os detalhes e particularidades da implementacao do algoritmo, com suas

motivacoes e testes de funcionalidade.

palavras-chave: aprendizagem de méquina, gradiente descendente, gradiente esto-

castico, regressao linear, regressao logistica.
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1 Introducao

A cada dia que passa é possivel notar cada vez mais o acelerado avango da tecnologia.
Em meio ao desenvolvimento de novos gadgets, programas computacionais e facilidades,
o estudo da Inteligéncia Artificial tem se tornado cada vez mais presente tanto na acade-
mia quanto nas pequenas e grandes empresas, sempre visando utilizéd-la de modo a tirar
proveito desta tecnologia da melhor forma.

Dentro desta gigante gama de estudos da Inteligéncia Artificial surge o campo da
Aprendizagem de Maquina, que consiste no desenvolvimento de modelos e fun¢oes mate-
méticas de modo a ajusta-las em conjuntos de dados para que entao seja possivel realizar
previsoes e inferéncias identificando determinados padroes destes conjuntos, auxiliando
muito no processo da tomada de decisoes.

Tendo em vista este cenario, este trabalho vem para colocar em pratica os estudos
destes conceitos de Aprendizagem de Maquina. Atualmente, muitas bibliotecas de de-
terminadas linguagens de programacao tém algoritmos ja desenvolvidos e prontos para
a aplicacao. A proposta aqui trata de desenvolver um algoritmo de Aprendizagem de
Maquina na linguagem de programagao Julia para realizar comparagoes com estes ja
existentes.

Sendo assim, para o desenvolvimento deste trabalho, inicia-se com um estudo dos
conceitos de Aprendizagem de Maquina, apresentando alguns exemplos, defini¢oes, no-
menclaturas e sua estrutura béasica. Seguido entao da explicagdo dos problemas sob os
quais o algoritmo foi desenvolvido para solucionar: Regressao Linear e Regressao Logis-
tica.

Passa-se entao para uma abordagem da Otimizacao Matematica, para a apresentagao
dos lemas e teoremas que garantem as convergéncias dos modelos. Com isso realizado,
sao descritos os algoritmos e seus funcionamentos.

A partir dai, sdo apontados os pros e contras de cada método construido: Grandiente
Descendente e Estocastico, seguido do que seria o intermediario dentre estes dois, o Gra-
diente Estocastico mini-batch, para finalmente apresentar as peculiaridades do modelo
como as taxas de aprendizagem e a necessidade da Regularizacgao.

Finalizamos o trabalho entao com os resultados obtidos com o algoritmo, analisando
seu desempenho, suas variacoes de parametros e possibilidades de aplicacao, além da
comparac¢ao com uma das bibliotecas de programagao mais famosa da atualidade, o scikit-
learn.

O codigo dos métodos desenvolvidos neste trabalho pode ser encontrado no reposi-
torio em Github do pacote MultObjNLPModels no link https://github.com/CiDAMO/
MultObjNLPModels. jl. E o repositério dos testes realizados em https://github.com/
RogerioOMDS/TCC-tests.



2 Aprendizagem de Maquina

A Aprendizagem de Maquina é um subcampo da Inteligéncia Artificial que consiste
no ajuste de funcoes matematicas a bancos de dados, identificando seus padroes a partir
de determinados algoritmos computacionais.

Realizando este ajuste ao banco de dados de maneira adequada, torna-se possivel fazer
suposigoes futuras, obter novas informagoes e gerar novas hipéteses sobre tais dados. Estas
informagoes podem auxiliar na tomada de decisoes em &areas industriais, empresariais, em
diferentes ramos da satude e muitas outras.

Um exemplo de servigos empresarial que utiliza da Aprendizagem de Maquina é a
aplicacao de algoritmos que tentam prever as oscilagoes da bolsa de valores, aprendendo
com padroes passados destes graficos e tentando reproduzi-los futuramente para obter
informacoes de quando vender ou comprar determinadas agoes.

Ja no contexto hospitalar e de satde, existem muitos estudos sobre a identificacao de
células cancerigenas a partir do processamento de imagens, ou seja, ensina-se o computa-
dor a identificar quais células podem ou nao ser cancerigenas e com isso, pode-se atribuir
algum diagnoéstico com muito mais velocidade ao paciente.

Outra aplicagao da Aprendizagem de Maquina ocorre nos chatbots, robos que conver-
sam e interagem digitalmente com humanos em atendimentos e encaminhamentos prévios
em determinadas empresas, tornando o servigo mais dinamico.

Alguns outros exemplos destes estudos estao mostrados a seguir. Comecgando com
um banco de dados muito classico para problemas de classificacdo: o Iris Data Set |5]
consiste em um conjunto de dados que contém medidas de comprimento e largura de
pétalas e sépalas de determinadas flores e tem como objetivo, dada uma planta nova da
mesma espécie, classifica-la entre Iris Setosa, Iris Versicolor ou Iris Virginica. A seguir
é possivel conferir o diagrama de dispersao que considera Comprimento X Largura das
pétalas apos a classificagao das mesmas. Com o diagrama da Figura 1 é possivel perceber

que flores da mesma classe tendem a se agrupar em regioes semelhantes.
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Figura 1: Classificagao de flores a partir de suas medidas.

Como um exemplo mais complexo temos o chamado deep learning, que para a apren-
dizagem utiliza um modelo matematico mais complexo que recebe o nome de Rede Neural
Multicamada. Neste exemplo, o banco de dados consiste em caracteres mateméticos alfa
numeéricos escritos a mao de diversas formas. O objetivo aqui consiste em ensinar o mo-
delo a identificar caracteres matematicos escritos a mao utilizando uma cimera para o

reconhecimento instantaneo.

Figura 2: Predicao de Caracteres Matemaéticos escritos a mao.

Para a retirada de tais conhecimentos de um conjunto de dados, ou seja, para este



processo de ensino da maquina, existem alguns requisitos a serem cumpridos:

1. Banco de dados
Como apontado j& anteriormente, a aprendizagem de méaquina é realizada sobre um
banco de dados. Este deve ser tratado para formar um conjunto consistente para o

treinamento do modelo mateméatico.

2. Conjunto de dados para treinamento
Este surge a partir do item anterior. Com o banco de dados ja tratado, este tem uma
parcela separada apenas para o modelo matematico se ajustar e descrever melhor

tais dados.

3. Conjunto de dados para teste
Também a partir do tratamento citado no primeiro item. Este se constitui da parcela
dos dados que nao é utilizada no treino no modelo. Este conjunto, comumente menor
do que o conjunto de treinamento, é separado apenas para avaliar a qualidade do

ajuste do modelo nos dados de treino.

4. Modelo matematico
O modelo matematico é uma funcao que é ajustada ao banco de dados visando
descrever seus padroes. Podendo ser uma reta, uma funcao polinomial de um de-

terminado grau, uma fungao exponencial, dentre varias outras opcoes.

5. Funcao para avaliagao do erro
Esta funcao é a responsével pelo ajuste do modelo ao conjuntos de dados de treina-
mento. O trabalho realizado quando se aborda o treinamento do modelo matemé-
tico citado anteriormente consiste essencialmente no processo de minimagao desta

funcao.

6. Métrica de avaliagao do treinamento
Apo6s o treinamento do modelo para seu ajuste, fazemos entao a aplicagao do modelo

no conjunto de teste para saber se o modelo é adequado.

Neste trabalho essencialmente serao abordados dois tipos de problemas de Aprendiza-
gem de Méquina: Problemas de Classificagao e Problemas de Regressao.

Os Problemas de Regressao consistem na previsao de algum valor continuo, por exem-
plo, dado uma conjunto de valores e medidas sobre determinadas casas como a area, o
ntumero de quartos, nimero de banheiros, pode-se prever quanto pode custar o aluguel
desta casa.

Outro exemplo também pode ser a previsao de quantos litros de combustivel que
determinado veiculo gastara em uma certa distancia tendo em vista algumas das condig¢oes

do tal veiculo.



Figura 3: Exemplo de um problema de Regressao.

Nos Problemas de Classificagao, o foco estd em categorizar um conjunto de dados
em duas ou mais classes diferentes, ou seja, como exemplos para este tipo de problema,
podemos considerar que, dado o histérico de pagamentos e atrasos pelos clientes de um
determinado banco, classificar novos clientes como possiveis bons ou maus pagadores;
dadas algumas caracteristicas morfologicas de células cancerigenas, classificd-las como
possiveis canceres benignos ou malignos.

Na classificagao também se enquadram alguns problemas que envolvem visao compu-
tacional, ou seja, o computador aprendendo a interpretar imagens tais como o reconheci-
mento de caracteres matematicos escritos a mao, a identificagao de quais pecas de roupas

sao camisetas ou calcas, dentre outras possibilidades.



1.00

075

050

0.25

0.00

10

Figura 4: Exemplo de problema de Classificagao.

Outro ponto importante para saber sobre a Aprendizagem computacional sao os cha-

mados overfitting e underfitting. Estes sao problemas comuns enfrentados no procedi-

mento de treinamento e teste do modelo matematico ajustado:

Overfitting: Este problema esta associado a quando o modelo se ajusta excessiva-

mente ao conjunto de dados de treinamento. A grosso modo, o modelo fica “viciado”

nos dados de treinamento e obtém-se uma méa pontuacao de acertos no conjunto de

teste.
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Figura 5: Exemplo de Ouerfitting.
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Underfitting: Ao contrario do Querfitting, neste caso o modelo nao se ajusta o
suficiente aos dados de treino e consequentemente mantém uma taxa de acerto ruim

no conjunto de dados de teste.

100
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Figura 6: Exemplo de Underfitting.

Ou seja, o mais adequado sempre é encontrar um modelo que nao esteja muito ajustado
aos dados de treinamento (Overfitting), e também que nao esteja distante de reproduzir

os padrdes do banco de dados (Underfitting).

2.1 Regressao e Quadrados Minimos

Inicialmente, podemos pensar em um problema mais simples como determinar o mo-
delo matematico que, quando ajustado, melhor descreve a relagao entre os pontos repre-

sentados no diagrama de dispersao da Figura 2.1.
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Figura 7: Diagrama de dispersao.

E possivel notar que os pontos descrevem algo semelhante a uma reta. Sendo assim,

o modelo mais plausivel de se ajustar aos dados seré da forma

9= Bo+ P, (1)

ao que nomeamos de Regressao Linear.

Para o treinamento do modelo, ou seja, o ajuste dos coeficientes [y, ;1 é necessario
algum método de minimizagao do erro entre os valores previstos pelo modelo e os valores
reais a serem modelados, para isso, é aplicado o método conhecido como Método dos

Quadrados Minimos

e Método dos Quadrados Minimos Linear
Tendo em vista o problema entao abordado, o ajuste dos coeficientes é feito a partir
do erro quadratico. Assim, considere y o valor original associado ao i—ésimo dado
do conjunto de dados e §* o valor estimado pelo modelo sobre o i—ésimo dado. O

objetivo é encontrar y de modo que se obtenha o minimo de

i=1

Se tratando de um modelo linear, consideramos

?32504‘31%
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em que 3 = argmin L(3) com

L(B) = %Z [y(i) - g(i)f - %Z [?J(i) — (Bo+ 51$(i))]2'
i=1 i=1

Encontrando este (3, teremos os coeficientes da reta que melhor descreve o conjunto
de dados, como pode ser visualizado na Figura 8.

25

0.00 0.25
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Figura 8: Ajuste da reta aos pontos.

Pode-se também generalizar o modelo e estender entao para um caso Multilinear, ou

seja, considere o conjunto de dados com n pares (x(i),y(i)) € RPXRcom:i=1,.

S,
Definimos a fungao hg(z) responsavel pelas avaliagoes dos dados, ou seja, hg(z) = y. Esta

funcao, neste caso, é dada por

he(zD) = o+ Bral) + foad) + -+ Be®,  Vi=1,...,n.

O problema de quadrados minimos se resume a solugao de

L(Bo, B Bor- 1 Bp) = 2 3 g — g2

i=1
em que podemos escrever a diferenga

yt —hﬂ(x(i)), Vi=1,...,n

de forma matricial para
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e tomamos, respectivamente, como as

podemos escrever o problema como

min
BERP

14

e ) Bo
al | ) (3)
T gn) %(7”) By

matrizes y, X e . Entdo, unindo (2) com (3),

1
S Iy = X513

Porém, nem sempre ¢ possivel que a fungdo hg(z) citada seja linear. Um exemplo

simples deste fato é o proprio diagrama de dispersao dos casos de Covid-19 no Brasil em

2020,
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Figura 9: Ntumero de casos de Covid-19 no Brasil entre os meses de margo e setembro.

Fonte: https://covid.saude.gov.br [4]

sendo assim, é necesséario estender os casos anteriores. Podemos obter entao o seguinte

problema:

Seja o conjunto de dados com n pontos (), y) € RP xR com i = 1,...,n e a funcao

hg(x) nao-linear em . Escrevemos uma forma matricial

Yy (D)

@ _ (2@
) = y .B( )

Y™ — hg(z™)

e com isso, podemos colocar o problema como
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min L(f).

BERP

2.2 Classificacao com Regressao Logistica

Regressao logistica consiste em resolver um problema de classificagao binaria, ou seja,
é¢ um método para resolugao de problemas que consistem em apenas duas categorizacoes
possiveis. Alguns exemplos de problemas abordados sao: a liberacdo de um empréstimo
bancério, classificada como sim ou nao; A separacao de células cancerigenas em benignas
ou malignas; O acesso ou nao a um determinado antncio publicitario em determinados
sites na internet. Generalizando, consideramos um evento Y = 1 para um dos casos e
Y = 0 para o caso contréario.

Tomando entao um evento binario com as possibilidades sim ou nao, sabendo de-
terminados dados x que implicam na probabilidade deste ocorrer, podemos escrever a

probabilidade de sim dado x como
P(Y = sim|z),

podendo ser abreviado como p(z) que consiste em um valor avaliado entre 0 e 1.
Agora, para identificar a fun¢ao p(x) que pode se ajustar melhor ao conjunto de dados
binarios, podemos avaliar o diagrama de dispersao na Figura 10 de um exemplo destes

dados binérios.
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Figura 10: Exemplo de diagrama de dispersao de rétulos binérios.

Note que uma reta como em um problema de Regressao Linear nao descreveria com
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tanta precisao este conjunto de dados, além de que poderia apresentar valores p(z) > 1
ou p(z) < 0. Para desviar destes problemas é necessario a introdu¢ao da chamada fungao

logistica, ou fungao sigmoide dada por

1
r)=o0(r) = ——,
p(r) =o(r) ==
que tem seu grafico dado a seguir na Figura 11.
100 |
075 -
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025 -
0.00 - , , ; , ,
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Figura 11: Grafico da fungao sigmoide.

Porém, para poder ajustar o grafico da melhor forma a conjuntos de pontos como o
exemplo da Figura 10, é necessario acrescentar os coeficiente [y, 51, 0 que nos permite

definir o modelo

1

hs(z) = o(bo + Prz) = T oo pie’
O acréscimo destes coeficientes permite moldar melhor a funcao, visto que fixando (3;

e alterando [, tem-se o deslocamento da funcao pelo eixo x, como ilustrado na Figura

12.
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Figura 12: Variacao do coeficiente (.

Fixando fy = 0 e variando (; temos que este é o responséavel pela curvatura da funcao,

como visto na Figura 13.
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Figura 13: Variacao do coeficiente (.

Agora, o problema consiste em estimar corretamente quais devem ser os valores em
Bo, 81 que melhor descrevem o conjunto de dados.
No problema de Regressao Linear, nesta etapa aplicava-se o Método dos Quadrados

Minimos Linear para a avaliacao. Tendo em vista a nao-linearidade da funcao sigmoide,
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é possivel aplicar o Método dos Quadrados Minimos Nao-Linear, ou seja, considerando

(z®,9y@) € R x {0,1}, tomamos a fungdo a ser minimizada como

yW — (M)
@) _ p (5@

(6o, B1) = Y :ﬂ(m ) = L(By, 1) = % | 7(Bo, B1) |I7,
— hg(a™)

em que podemos escrever o problema como

min L (S, f1).

Bo,B1€R

Porém, como é visto em (JAMES, 2013, p. 135) [7], devido a determinadas proprie-
dades estatisticas, o método geralmente aplicado para o problema de Regressao Logistica
¢ o chamado de Método da Maxima Verossimilhanca.

Este método consiste em encontrar os valores 3y e f; de modo que a probabilidade
hg( 7)) prevista para dado 7 seja a mais proxima possivel da informacao ja observada deste
dado. Por exemplo, para dados i que tenham como observado o rétulo sim (y® = 1), o
valor de hg(z(®) é mais proximo de 1, ja para dados i que recebiam o rétulo ndo (y¥ = 0),
hs(z®) deve avaliar valores préximos a 0.

Formalizando matematicamente este método, definimos a funcao de Verossimilhanca

(Bo ) =TI hs@®) T] (1 —hs(z?))

iy(H=1 i:y(H=0
entao, os valores de [, 51 sao estimados de modo a maximizar esta funcao.
Ainda, como pode ser visto em (MEYER, 1987, p. 339) [10], considerando ¢ =1,...,n

podemos escrever esta equacao como

n

g(ﬁ) _ H hﬁ(x(i))y(i) (1 . hﬁ(x(i)))lfy(i) ’

i=1

e entao, para facilitar o calculo do valor de maximo, tomamos

L(B) = log £(B),
que, com a aplicagao de algumas propriedades logaritmicas, finalmente obtemos a fungao

n

L(B) =Y [y log (ha(x?) + (1 — y)log (1 — ha(z'))] . (4)

i=1
Nesta funcao, note que, para algum dado i, se y = 0, teremos hﬂ( ) tendendo

para 0 o que implica em log (1 — hﬁ( )) tende a 0. E também, tendo um dado 7 tal que
y® =1, entdo enquanto hg(z?) tende para 1, log (hs(z?)) tende a 0.
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Com os valores em 3 encontrados, recebendo um dado 7 + 1, sera possivel determinar
se este recebera um rotulo de sim ou ndo a partir dos valores de 20+,

Agora, com todo este processo apresentado, é possivel generalizar o problema, ou seja,
considere uma matriz X € R™P*! o vetor de coeficientes = (0, b1, ..., 5,). Teremos

que os valores avaliados pelo modelo sao dados por

§D = he(zD) = o(2®' B), Vi=1,...,n.

Ou utilizando um abuso de notagao podemos escrever a fungao aplicada em todas as

linhas da matriz X como

§ = hs(X) = o(X8).

Finalmente, utilizando a equagao (4) e resolvendo entdo o problema de otimizagao

dado por

max L(f),

BERP
obtemos os valores mais adequados para o vetor e com estes valores é possivel realizar
as classificagoes de novos dados apoés atualizarmos 3 em nosso modelo hﬁ(x(i)).
Sobre a rotulagao dos resultados, como a fungao hg(ac(")) apenas entrega um valor
probabilistico entre 0 e 1, é necessario atribuir corretamente os rétulos 1 e 0 para tais
valores. Para isso, é estabelecido um limiar 7, que comumente recebe o valor de 0,5. Com

isso, é possivel determinar uma funcio c¢(x”) de classificacdo dada por
1, se o@fp)>n

c(x) = . Vr € RP.
0, caso contrario,

Apos este processo de rotulagao das probabilidades, a resolugdo do problema de Re-

gressao Logistica esta completa.

2.3 Redes Neurais - O Perceptron Multicamadas

Outro modelo matematico muito utilizado na Aprendizagem de Maquina é o cha-
mado de Redes Neurais Artificiais. Este modelo, como seu proprio nome sugere, tem sua
inspiracao na em redes neurais reais do cérebro humano.

Um neurdnio humano é composto essencialmente por um dendrito, um corpo celular
e 0 axbnio. A informacao é passada pelo neurdnio através de sinapses: o dendrito recebe
o impulso sinaptico de outros neurdnios, repassa ao corpo celular e este o envia ao axénio
que transmite entao para outro neurdnio repetindo o processo. Para simular este neurénio

real, em uma rede neural artificial utilizamos o chamado perceptron:
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bias

Camada de entrada

Fungao de ativagao

90 —{0)

Funcao aditiva

Temos a camada de entrada onde entram os dados iniciais x;, com j = 1,..., p seguida
entao dos pesos sindpticos 3; e da funcao aditiva, que efetua a soma dos produtos dos
pesos sinapticos 3; com os dados x;. Seguida desta adi¢ao ¢ aplicada uma fungao de
ativacao que determina o valor de saida do neuronio.

Matematicamente, transcrevemos este neurdnio artificial como uma funcao N : RP —
R dada por

N(z) =y <Z Bjz; + b) (5)

em que g : R — R é a fun¢ao de ativacao citada anteriormente e b é o valor de viés.
Porém, tal como um cérebro humano, nao utiliza-se apenas um nerénio deste, sendo

necessaria entao a construcao de uma rede de neurdnios.

Camada de entrada

Camada escondida

Camada de saida

Novamente, podemos transcrever esta rede visualizada para linguagem matemética,

obtendo-se
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ha(x) = g2 (Z BeNi(@) + b/> (6)

em que,

Nk(l’):gl (Zﬁk]x]—i_bk) s kzl,,K (7)

j=1
Cada fungao N}, representa o resultado de um neurénio dos K neurénios apresentados
no exemplo, e gq, go sao as fungoes de ativacao.
E possivel escrever esta estrutura da Rede Neural de forma mais generalizada, consi-
derando entao x € RP, a matriz B € R¥*? com (B); = Bi; e o vetor b € R¥ | de modo

que o vetor formado na camada escondida é dado por

g1(Bz +b) € RE,

seguido entao da avaliagao para a camada de saida. Neste caso, como a saida consiste
em apenas um elemento, consideramos uma matriz linha B’ € R'™*X ¢ ' € R, escrevendo

entao

Ou seja, considerando uma Rede Neural com duas camadas escondidas, por exemplo,
teremos as matrizes B(Y, B® B®) dos pesos sinapticos das camadas e os valores by, by, bs

de vieses também respectivamente de cada camada. Dado um vetor x entao, teremos

gg(B(S) . QQ(B(2) . gl<B(1) -+ bl) + bg) + bg) = ?)7

com g1, ga2, g3 funcoes de ativacao.
Finalmente, generalizando para uma Rede Neural Multicamada com m camadas es-

condidas, teremos

gm+1(B(m+1) : gm(B(m) e '91(B(I)I + b1) st bm) + bm—H) = ?37

sendo g; as fungoes de ativacgao.

A implementagcao de algoritmos de Redes Neurais Multicamadas nao é uma tarefa facil.
As diversas func¢oes compostas que sao necessarias para o funcionamento da rede fazem
com que, caso sejam mal implementadas, tragam muitos custos computacionais e um
processo de otimizagao demasiadamente lento, nao sendo entao tao efetivo. Sendo assim,
tendo em vista que o foco deste trabalho é a implementacao do Método do Gradiente
Estocéstico, para nao fugir muito ao tema, foi modelada e trabalhada uma Rede Neural

mais simples com uma camada escondida de K neurdnios. Com esta simples estrutura ja
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é possivel fazer uma aplicagao e resolver de maneira bastante satisfatoria problemas de
Regressao Linear e Regressao Logistica.

Agora, quanto & escolha das fungbes de ativacao ¢; : R — R, ha diversas opgoes
diferentes, sendo a escolha é feita de acordo com o problema a ser resolvido. Algumas

opgoes aqui trabalhadas, além da propria sigmoide, sao as fungoes:

e ReLU (funcao da Unidade Linear Retificada):

gi(z) = max{0,z}

Consiste essencialmente em deixar de lado os nimeros negativos. Tendo em vista
um problema de classificagao onde o valor esperado de g; tem interpretacao proba-
bilistica, esta funcao pode ser bastante interessante.

e Tangente Hiperbdlica:

et —e™®

o) = e
Esta funcao tem uma aplicagao muito semelhante a funcao sigmoide, porém com o

a imagem no intervalo [—1, 1].

e Funcao identidade:
gi(x) ==

Por mais simples que seja, essa funcao pode ser aplicada no contexto dos problemas
de Regressao Linear por exemplo, pois os valores obtidos da Rede Neural nao devem
ser classificados ou categorizados de alguma forma, isto é, os valores consistem de

valores continuos.

2.4 Padronizacao dos problemas

Agora, tendo uma visao mais geral dos problema apresentados, é possivel notar que
todos seguem um mesmo padrao de abordagem, com a utilizagdo de hg(x) que define a
funcao matematica mais adequada para ser ajustada ao conjunto de dados com a atua-
lizagao dos coeficientes em 3, e de uma fun¢ao L(f) que faz a comparacao dos valores
avaliados pelo modelo com os valores reais do conjunto de dados de treino, ou seja, avalia
o erro do modelo.

Assim, pode-se generalizar as notacoes utilizadas definindo os problemas como

1. Um modelo
Uma func@o hg(z) escolhida de forma que mais se adeque a cada tipo de problema
a ser resolvido (classificagdo ou regressao), e depende dos parametros 5 que sao

atualizados pelo algoritmo de acordo com aumento das iteragoes.
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Avaliacao do erro
Funcao definida por £(y, 7), que faz a avaliagdo do erro de uma tnica avaliagao, ou
seja, a funcao calcula o erro entre o valor original 4y € R do conjunto de dados e o

valor avaliado pelo modelo proposto § = hg(z).

Funcao de perda
Esta consiste na avaliagao do erro médio do modelo. Tendo em vista que a funcao
{(y,y) citada avalia o erro sob uma tnica previsao, considera-se entao a fungao dada
por
1 & . ‘
L(B) = + 3 Uy hala).
i=1

Agora, podemos escrever cada problema utilizando destas notagoes.

Regressao Linear

Definimos
com
que implica em

Regressao Logistica

Neste caso temos

1

ha(z) = o(z"8) = L

com erro avaliado por

e a funcao perda

L(B) =~ > [y log(hs(a™) + (1~ @) log(1 — hy(a®))]

i=1
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3. Rede Neural

A fungao é definida como

hﬁ(x) = 9m+1(B(m+l) : gm(B(m) e '91<B(1)37 + bl) R bm) + bm+1>7

em que g;,Vi = 1,...,m + 1 sao as fungoes de ativagao escolhidas de acordo com
o problema. Para este caso, as fungoes ((y,y) e L(f) utilizadas sdo as mesmas das
j& apresentadas anteriormente, sendo escolhidas de acordo com o problema, ou seja,

classificagao binéria ou regressao.

Para uma maior praticidade da notacao, pode-se definir

Li(B) = €y, hg(z ™)),
= L(B) = %i&-(ﬂ)-

Esta notacao facilitara a compreensao dos algoritmos futuramente no trabalho.

3 Otimizagao

A Otimizacao é um ramo da Matematica que consiste no estudo de problemas dos quais
suas solucoes se baseiam na maximizac¢ao ou minimizacao de uma determinada funcao,
conhecida como funcao objetivo. Estes problemas podem ser separados em restritos e
irrestritos.

Os problemas do tipo restritos consistem na maximizag¢ao ou minimizacao da fun-
¢ao objetivo considerando algumas restricoes para o dominio da mesma, por exemplo,

podemos considerar

min f(x) =21 + 29
z€R?
sujeito a o]+ 13 < 2.

Porém, no contexto dos problemas de Aprendizagem de Maquina a serem trabalha-
dos neste trabalho, considera-se otimizacao irrestrita, ou seja, considerando uma funcao

objetivo f : R™ — R, podemos escrever tais problemas como

min f(z).

Com isso, visando entao a busca deste valor que minimiza a funcao f, parte-se da
seguinte proposi¢do (FRIEDLANDER, 1994, p. 11)[6]
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Proposicao 3.1. Seja f : R — R, f € C*, Se 2* é um minimizador local de f em R"
entio V f(z*) = 0.

Em que, também em (FRIEDLANDER, 1994, p. 7)[6], define-se minimizador local

CcOo1mo

Definicao 1. Um ponto z* € S é um minimizador local de f em S se e somente se existe

e > 0 tal que f(z) > f(z*) para todo x € S tal que || x — z* ||< e.

Porém, encontrar o valor que minimiza a fun¢ao nem sempre é uma tarefa facil, para
auxiliar nesta busca sao apresentados neste trabalho os métodos tradicionais no contexto

da Aprendizagem de Maquina, estes sao o Gradiente Descendente e Gradiente Estocastico.

3.1 Meétodo do gradiente e sua convergéncia

Para compreender melhor a funcionalidade do método do Gradiente Descendente,
é necessario entender como definimos as atualizagoes do coeficiente 5. Sendo assim,

considere inicialmente o problema da forma

min f(B).

Para as hipoteses, lema e demonstragao a seguir, sao utilizadas como referéncias
(ZHOU, 2018, p. 4) [17], (BOTTOU; NOCEDAL, 2018, p. 23, 81) [3] e no lema 1.2.3 de
(NESTEROV, 2018, p. 25-26) [11].

Hipotese 1: A fungao f é diferencidvel e seu gradiente, Vf : RP — RP é uma

funcao L-Lipschitz, ou seja, existe L > 0 tal que
IVIB -Vl < LIB-B1  V5,BeR (8)

Hipétese 2: A funcdo f é limitada inferiormente por f,.;, € R, ou seja, f(5) >
fmznvvﬁ S RP.

Com isso, temos a atualizacao dada a partir do seguinte lema.

Lema 3.1. Se a Hipotese 1 vale, entao
. . L . .
1F(B) = f(B) = VBT (B-B) < S IIB=5 5, V8,8 €RP (9)

Demonstracao. Dados B, B € RP, pelo Teorema do Valor Médio

F3) = £(5) + / VB + 13— B)T(B - .
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Subtraindo V f(8)T(3 — ) de ambos os lados da igualdade, teremos

16 = 1) - VIO =0 = [ (V50415 - ) - V59) (- ppa

utilizando entao a Hipotese 1 e a desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

1
IF(B) = F(B) = VFB(B-B) < I18-8]: /0 | VB+EB—B) = VI(B) || dt
1
Ll B—p]2 d
< L|5 ﬁlb/ott
L .
= S 18-515

Pelo lema, teremos que, dado S € RP

FB) < F(B%) + V(B9 (B— 60) + £ | B 5O |3, B R

Portando, definindo

. L .

BE = arg min {f(ﬁ(’“)) + VBB =) + 5 [ - B ||§}
BeRp

entao, com o lado direito da igualdade, tomando a derivada em relagao a B e igualando a

zero, obtemos

B = 50— LV F(50).

Teremos entdo f(B*+Y) > f(B*) se VF(B®) # 0. Tendo em vista a dificuldade
de determinar exatamente este valor de L, tomamos % = v, um hiperparametro que ¢
decidido de forma empirica. Com isso, este resultado motiva o método iterativo de nome

Gradiente Descendente dado pelo seguinte algoritmo.
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Algoritmo 1: Método do Gradiente Descendente
Dados: Escolha 3 € R e v, € R*, defina k = 0;
Entrada: Calcule Vf(ﬁ(k ) para k = 0;

enquanto || Vf(3%) |s> ¢ faga

2 Calcule d®) = Vf(5*)

BUHY) g _ . g(B)

4 k< k+1

[uny

w

5 fim

retorna %)

(=]

O valor de v tratado no algoritmo recebe o nome de taxa de aprendizado. Como é
explicado em (PATTERSON; GIBSON, 2017, p. 79), um valor grande para este parametro
pode diminuir o tempo inicialmente porém, pode ser probleméatico caso leve o trajeto a
ultrapassar o ponto minimo. Por outro lado, considerar taxas pequenas pode levar o
algoritmo a atingir bons valores porém, pode levar muito tempo e célculos excessivos.

Este valor, quando tomado suficientemente pequeno, nos da a validagao do teorema a
seguir. Sua demonstracao também pode ser vista em (NESTEROV, 2018, p. 29-31) [11].

Teorema 3.1. Suponha que a Hipotese 1 e a Hipdtese 2 sao vdlidas, consz’dere {p*)}

uma sequéncia gerada pelo algoritmo do Gradiente Descendente. Se 0 < v < £ 5, entao

Jim (| V7(3%) ;=0

Demonstracao:

Demonstracao. A partir da Hipotese 1 e do Lema 1 temos que

L
FBED) < F(BY) + VFBO)T(BEY = g0 + 2 B — 59 |3
2
= F(89) — W AEVAEW) + T wpa) I3
= 1) = (1= ) 1 9750 1

tomando v € (0, #), temos

FB9) — (%) > v(l—ﬂ) IVIEE) 2 > 0

Com isso, temos que {f(8%))}r>0 é uma sequéncia monétona nao-crescente e, tendo

em vista a Hipotese 2, limitada inferiormente. Portanto, a sequéncia é convergente.
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Podemos entao tomar

lim (%) = f*

k——+o0

que teremos

lim f(3%) = f(B*) = f*— f*=0

k—4o00

e entdo, tendo em vista f(B%*) — f(B*+1D) > 0 e sua convergéncia a 0, temos pelo Teorema

do confronto que

lim || VF(89) = 0.

k—+o0

]

Portanto, tem-se a garantia de que para um k suficientemente grande, ou seja, uma
numero de iteracoes grande o suficiente, o Algoritmo 1 encontra um minimizador aproxi-
mado.

Uma forma mais intuitiva de se pensar sobre a funcionalidade do algoritmo pode ser

dada partindo das curvas de nivel a seguir nas Figuras 14 e 15

1000

15000

500 + 12500

10000

- 75000

50000

=500

- 25000

LT

=1000

Figura 14: Gradiente com o préprio sinal.

Note que o gradiente de uma funcao f aponta para o “lado de fora” das curvas, sendo
assim, quando tomamos a diregdo —V f(/3) estamos apontado para o “dentro” das curvas,

para onde pretendemos prosseguir.
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1000

~ 15000
500 12500
10000
- 75000
- 50000

=500

- 25000

LD

-=1000

Figura 15: Gradiente com sinal oposto.

Além disso, note que o hiperparametro ~ indica o tamanho do passo que caminhamos
em direcao ao ponto de minimizagao, o que evita que possam ocorrer passos exagerada-
mente grandes e que passem direto pelo ponto de minimo Além disso, o passo pode ter o
tamanho alterado entre uma iteracao e outra, sendo assim definimos aqui 7, como o valor

da taxa de aprendizado na iteragao k.

3.2 O problema do Método do Gradiente Descendente

Apesar do método conseguir atingir o objetivo de minimizar a fungao retornando um

valor 6timo para 3, note que a atualizacao dos coeficientes ocorre da seguinte forma:

BERD = B — - VL(BY)

em que L é a fungao que esté calculando o erro do valor avaliado com relacao ao valor
original do conjunto de dados, ou seja, para cada atualizagao do vetor 3 é avaliado o erro
do modelo no conjunto total de dados e ainda, calculado o vetor gradiente sobre todo o
conjunto de dados.

Quando levamos em consideracao bancos de dados muito grandes, este processo pode
se tornar muito custoso tanto no sentido computacional quanto no sentido tempo. Com

isso, acaba nao sendo o método mais indicado para a minimizacao da funcao.
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3.3 Gradiente estocastico e sua convergéncia

Tendo em vista o problema do Gradiente Descendente, o Método do Gradiente Esto-
céstico [8] visa atualizar o vetor 8 de acordo com o erro de cada previsao, ou seja, com
o valor estimado sobre um dado x, atualiza-se o vetor § a partir da minimizacao do erro
apenas para este dado. Colocando matematicamente, temos o seguinte processo:

Dada a matriz X € R™*?, o vetor 8 € RP, o vetor de rétulos y € R™, o modelo hg(z)

escolhido e a fungdo que avalia o erro {(y, hg(x)), fazemos a atualizagao

R = W)y VL(B), Vi=1,....n.

Para a implementacdo do algoritmo, o dado () é escolhido aleatoriamente para que
o modelo nao receba mais influencia dos valores iniciais de . Sendo assim, o algoritmo

fica da forma

Algoritmo 2: Método do Gradiente Estocastico
Dados: Escolha 3 € RP, v, € R%;
parak=1,..., K facga

2 S = shuffle(1:n)

3 para: € S faga

[uny

4 Calcule d®) = —VL;(53);
5 6 (k+1) B(k + Vg - ( );
6 fim

7 fim

03]

retorna 3%

Para entender a convergéncia do Gradiente Estocastico, sao necessarias algumas defi-

nigoes e lemas:

Definicao 2. Uma varidvel aleatoria X € qualquer funcao definida sobre um espaco amos-

tral 0 que atribui valor real a cada elemento do espaco amostral.

Definicao 3. Uma varidvel aleatoria X € definida como sendo discreta quando o niumero

de valores possivel que a varidvel assume for finito ou infinito enumerdvel.

Definicao 4. A funcdao de probabilidade de uma varidvel aleatoria discreta € uma funcao
que atribut probabilidade a cada um dos possiveis valores assumidos pelas varidveis. Isto

€, sendo X uma varidvel aleatoria discreta com valores x1,xo, ..., temos para i > 1,

p(zi) = P(X = 2;) = P({w € QX (w) = 2:}),

em que p(x;) satisfaz
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1. 0<p(x;) < 1,Vi > 1;

2. > p(x) =1

Definicao 5. Seja X uma varidvel aleatoria discreta com wvalores possiveis x1,Ts, .. ..
Sejam p(z;) = P(X = x;),Vi > 1. Entdo o valor esperado de X (também chamado

esperanga matemdtica de X ou média de X ) é dado por

Ex(X) = Z wip(z;)

As demonstragoes dos lemas e teoremas a seguir podem ser vistas detalhadamente em
(RONCHI, 2017, p. 23) [15] e (SHWARTZ; DAVID, 2014, p. 191) [16].

Temos entao o primeiro lema sobre a convergéncia dos valores de 3.

Lema 3.2. Sejam d©,dV ... d7) wma sequéncia arbitrdria de vetores. Qualquer al-
goritmo com inicializacio B = 0 e uma atualizacio da forma B*+H) = gk — ~ . qk)
satisfaz

- [ENEAS

DB =5 dW) < T D AW | (10)
k=0 v k=1

Em particular, para todo B, L > 0, se para todo k, || d® |< L ey = \/%, entao

para todo B* com || B* [|[< B,

1 « BL

— k) _ g* dF)y <« = 11

L3 - gy < 2L (1)

Que induz a minimizacao da fun¢ao pelo teorema a seguir.

Teorema 3.2. Sejam B,L > 0. Seja f uma fungao convera e $* € arg minyg<p f(B).

. . . . . ~ 2
Assuma que o método do gradiente estocdstico rode T iteragoes com v = LB2—T, e que

para todo k, || d*®) ||< L com probabilidade 1. Entéo,

_BL
VT

Além disso, para qualquer € > 0, para atingir E[f(5)] — f(58*) < €, basta executar o

E[f(3)] - f(8)

algoritmo do Gradiente Estocdstico para um nimero de iteracoes T que satisfaca

B?L?
>

- 62

T
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3.4 O problema do gradiente estocastico

Mesmo sanando o problema da quantidade de erros que necessitam ser avaliados para
uma Unica atualizagao do vetor 5, o método do Gradiente Estocéastico acaba trazendo
consigo outro problema na atualizagao do modelo: muita variabilidade.

Tendo em vista que a atualizacdo do vetor f muda a direcao da minimizagao da
funcao objetivo, na utilizacao deste método, cada erro entre o valor avaliado e o valor real
acaba apresentando uma direcao diferente para a minimizacao. Este fato pode acarretar
com que, no trajeto de minimizagao, sejam realizados alguns desvios devido a dire¢oes
diferenciadas que sao tomadas, o que podemos chamar de passeios. Tais passeios acabam
custando mais iteracoes do que seriam necessarias.

E possivel compreender esta variabilidade com mais facilidade considerando as imagens
comparativas dos métodos. Considerando um conjunto com apenas 25 pontos, podemos

observar inicialmente o processo de Gradiente Descendente.

Gradiente Descendente Zoom

\§

350

Figura 16: Caminho de otimizagao do Gradiente Descendente & esquerda e o zoom préximo

a convergéncia a direita.

Agora, no mesmo conjunto de 25 pontos, realizamos o processo de otimiza¢ao com o
Método do Gradiente Estocastico.
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Gradiente Estocéstico
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Figura 17: Caminho de otimizagao do Gradiente Estocéstico & esquerda e o zoom préximo

a convergéncia a direita.

Com o zoom das curvas de nivel, fica bastante evidente a diferenca entre os dois
métodos, principalmente na regiao mais proxima ao ponto de convergéncia. Como menci-
onado, enquanto o Método do Gradiente Descendente traga o caminho com passos maiores
e apontando diretamente ao ponto de minimizacao, o Método do Gradiente Estocéstico,
por alterar a direcao a cada dado avaliado, progride através de pequenos passos em diver-
sas diregoes diferentes até chegar em um possivel minimo. Além disso, é possivel notar
os passeios, problemas do Gradiente Estocastico que ocorrem préximo ao minimizador:
o passo do algoritmo bastante pequeno e ainda caminha em diversas diregoes dispersas

quanto mais proximo esté do objetivo.

3.5 Gradiente estocastico mini-batch

Levando em consideracao os problemas que ocorrem nos dois métodos apresentados,
uma terceira opgao surge visando atenuéa-los simultaneamente.

Inicialmente foi apresentado o método do Gradiente Descendente que trazia consigo a
necessidade de a cada iteracao avaliar o banco de dados por completo para a atualizacao
dos coeficientes, sendo custoso e muitas vezes demorado. Para desviar desta situacao,
o Gradiente Estocastico atualizava os coeficientes com a avaliacao de cada dado, sendo
assim, cada iteragao envolvia apenas a avaliacao de um resultado apenas, desta forma nao
se tem a demora do Gradiente Descendente porém, tem-se o problema da variabilidade
das atualizagOes, pois cada erro determina uma direcao diferente de atualizacao.

Ou seja, o melhor dos casos pode ser considerado quando se avalia nao o banco de
dados por completo e nem quando avalia-se dado a dado. Para este meio termo introduz-se
o Método do Gradiente Estocastico com mini-batch.

A aplicagao deste método consiste em pegar fatias aleatérias do conjunto de dados,

avaliar o erro destas, aplicar o gradiente e atualizar os coeficientes. Funciona como se
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fossem empregados “mini gradientes descendentes” em subconjuntos aleatorios do conjunto
de dados total. A estes subconjuntos aleatorios atribuimos o nome de mini-batch, em que
o tamanho do batch é escolhido empiricamente no momento de aplicacao do método.

Por exemplo, considere que tem-se um conjunto com 1000 dados e suponha que obatch
escolhido tem tamanho 100. Sendo assim, o algoritmo sorteara 100 dados aleatoérios dentre
os 1000, avaliara o erro destes e atualizard os coeficientes. Em seguida, tomara outros
100 dentre os que nao foram avaliados ainda e repetira o processo. No caso, faz-se isso
10 vezes e entao se comega novamente o loop até que seja atingido algum dos critérios de
parada.

Nem sempre o nimero de dados é divisivel pelo valor do batch escolhido, sendo assim
é necessario decidir o que fazer caso a divisao nao seja inteira. No método aqui imple-
mentado, as fatias do conjunto de dados sao tomadas com o tamanho do batch, caso haja
resto na divisao, o ultimo batch tem o tamanho deste resto. Por exemplo, com 11 dados
e batch de tamanho 2, sao realizados 5 atualizacoes de tamanho 2 e uma de tamanho 1.

Com isso tudo em vista, considere X € R"*?, n; como tamanho do batch, a fungao hg

que se ajusta ao conjunto de dados, a fungao ¢ que avalia o erro do modelo e definimos

Li(B) =ty hs(«')),

podemos escrever o algoritmo da seguinte forma:

Algoritmo 3: Método do Gradiente Estocastico mini-batch
Dados: Escolha 8 € R?, v, € R, K € N,n, € N e J conjunto de indices

aleatorios entre 1 e n;

[uny

parak=1,..., K faga
2 Tome JS = {Ji, Ja,..., Jy}, subconjuntos aleatorios de J com N = [ 2]

ny

3 para J; € JS faca

1 d" =3, VLi(B)/]7]
6 fim
7 fim

[04]

retorna 3%

Para ter uma nocao mais visual do mini-batch em funcionamento, pode-se utilizar
o mesmo conjunto de 25 dados que foi apresentado anteriormente utilizando Gradiente

Descendente e Estocastico. Neste, aplicamos o batch de tamanho 5.
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batch =5 Zoom
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Figura 18: Caminho de otimizacao do Gradiente Estocéstico com batch = 5 & esquerda e

0 zoom proéximo a convergéncia a direita.

Note que com este aumento do tamanho de batch, a trajetéria ja nao tem tantos
desvios quanto era possivel se ver com o Gradiente Estocéastico puro, isto é, batch = 1,
0 que ja é uma Otima melhora ao caminho de otimizagao se tornando até de certa forma
semelhante ao caminho obtido com o Gradiente Descendente puro, ou seja, tamanho do
batch igual & quantidade total de dados do conjunto.

Vale também ressaltar que, tanto quanto sabemos, nao existe um tamanho definitivo
de bacth que define os melhores resultados. Este é decidido de acordo com o problema a
ser resolvido, levando em conta o tempo disponivel para a aplicagao do método, a precisao

necessaria da resolucao, o poder computacional disponivel, entre outros fatores.

3.6 Regularizacgao

Na fase de treinamento do modelo, como apontado anteriormente, um problema que
deve ser evitado é o overffiting. Este ajuste excessivo no conjunto de dados de treino
pode trazer péssimos resultados quando o modelo for colocado em prética nos dados
de teste. Tendo isso em vista, ao invés de apenas minimizar a func¢ao erro, é possivel
acrescentar uma parcela a mais no modelo, que visa melhorar sua regularidade e diminuir
a complexidade do mesmo no conjunto de treinamento. Esta parcela é conhecida como
termo de regularizacao.

Sendo assim, considere uma fun¢ao de erro dada por L(/3), o modelo para o treinamento

agora passa a Ser escrito como
wmin L(B) + o - R(B), (12)

em que R(f) é a fungao de regularizacao do modelo para os coeficientes em /3 e a constante

a ¢ o hiperparametro que recebe o nome de parametro de regularizagao. Esta constante
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pode ser interpretada como a responsavel pela forca da influéncia do termo de regulariza-
¢ao no modelo sendo treinado, ou seja, quanto maior for o, menor sera a influéncia sobre
parametro [ e quanto menor for «, maior sera a influéncia sobre o parametro (.

Para a funcao R(f) existem trés possibilidades tradicionais que serao implementadas
no modelo do trabalho. A escolha da funcao de regularizacao é dada de acordo com o

objetivo do problema escolhido.

e Regularizacao LASSO ou /;
p
R(B) =15l
5=0

Esta funcao tende a diminuir a varidncia do modelo. Além disso, quando existem
mais que uma caracteristicas correlacionadas, isto é, caracteristicas que acabam se
comportando de maneira muito semelhante no modelo, esta fun¢ao tende a selecionar

apenas uma delas e zera o coeficiente das outras.

¢ Regularizacao Ridge ou /;

1 1
R(B) =5 B =551
7=0

Esta regularizacgao, diferente da anterior, é diferenciavel, o que traz continuidade as
penalizagbes. Além disso, a continuidade faz com que todas as caracteristicas sejam
levadas em considera¢ao na minimizagao, o que pode ser bom pela consisténcia dos

ajustes.

¢ Regularizacao Elasticnet

p

p
R(B) =g 35+ (1) Y15
j=0 J=0
Para esta funcao, temos apenas a combinacao convexa das fungoes utilizadas no
{1 e Uy, sendo assim pode apresentar as qualidades de ambas. Aqui porém deve
ser considerada esta constante p € [0, 1], um hiperparametro que deve ser ajustado
para se obter o melhor resultado possivel para o processo de minimizacao, o que

nem sempre pode ser um processo simples ou préatico.

Uma das grandes necessidades da utilizacao do termo de regularizacao pode ficar
bastante explicita no contexto da Regressao Logistica apresentada anteriormente.

Esta fungao tem como motivagao a previsao de classificacao binaria de dados futuros,
para isso, utilizamos com a funcao os coeficientes f3;, que auxiliam na funcao ajustando-a

com mais pericia aos dados binarios.
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Porém, podemos analisar o simples problema com dois pontos a seguir na Figura 19.

1.00

0.75

050

0.25

0.00

Figura 19: Regressao Logistica com dados perfeitamente separéveis.

=10 =05 [

0 05 10

Note que, muito facilmente, tomando a reta x = 0 ja temos a separacao completa dos

dois pontos, nao sendo necesséria a aplicacao da sigmoide. Porém, a criacao do modelo de

Regressao Logistica deve conseguir abranger a maior variedade de situagoes possiveis em

conjuntos de dados, sendo assim, vale analisar o que aconteceria com o ajuste do modelo
hg(x) = (B + f1x) a este caso.

Como ja apresentado na Secao 2, para este modelo, enquanto 3y é o responsavel pelo

deslocamento do grafico pelo eixo x, 51 é o responsavel pela inclinagao da sigmoide, seu

esticamento e encolhimento, sendo quanto maior o 31, maior a inclinagao da funcao, como

pode ser visto a seguir na Figura 20
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Figura 20: Inclinacao da sigmoide para grandes valores de (3.

Note que para a separacao dos pontos apresentados, 1 poderia adotar um valor bas-

tante elevado, forcando a curva a ficar muito semelhante a fungao degrau na Figura 21.

100 -
Funcdo degrau
075
050
025
0.00 [ L L L L I 1 L
=3 =2 -1 0 1 2 3

Figura 21: Grafico da funcao degrau.

Porém, para este conjunto de dados em especifico, com qualquer sigmoide tomada ja
¢ possivel de realizar a separagao, simplesmente rotulando valores hg(z) > 0,5 como 1 ¢ 0
caso contrario. Este processo ocorre pois o conjunto de dados em questao é um conjunto

perfeitamente separével. Sendo assim, em casos como esse, como qualquer valor para [3;
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satisfaz a separacao, se torna interessante a aplicagao de alguma forma de “freio” para que
os coeficientes 5 nao crescam de maneira exagerada.
Esta situacao citada é o que nos induz a adicionar, ao modelo de Regressao Logistica,

alguma das fungoes R(f3) citadas anteriormente, resultando no problema

n

min —» [y log(hs(z?)) + (1 — y9) log(1 — hs(™))] + aR(B),

€RP
A =1

em que, simultaneamente a minimizacao do erro do modelo, visa-se a minimizagao dos

valores adotados por S.

4 Implementacao e Resultados

Todo o estudo realizado previamente tinha como objetivo principal a implementacao
do Método do Gradiente Estocéastico e de alguns modelos matemaéticos de Aprendizagem

de Méaquina no pacote MultObjNLPModels na linguagem de programacao Julia.

4.1 O pacote MultObjNLPModels

Este pacote surge com a ideia de estender os contetidos do pacote NLPModels, uma
biblioteca de resolugao de problema de otimizagao nao-linear. KEssa tem como objetivo
a representagao e solugao de problemas de Otimizacao que podem ser escritos da forma

geral como

min f(x)
sujeita a ci(x) =0, i€k,
cr, < ci(x) <cy, i€,
({ <z <u,

onde, f: R" 5 R, ¢: R* - R™, FUI = {1,2,....m}, ENI =0, e cp,,cu,lj,uj €
RU{+o0} parai=1,...,mej=1,...,n.

Como ¢é possivel notar, o problema consistia em uma tunica fungdo objetivo f. A
ideia de estender esse pacote, como citado, consiste em considerar mais que uma funcao

objetivo, ou seja, tomar um problema da forma
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min Z o fi(x)

sujeita a  ¢(z) =0, i€E,

em que, ¢,cr,,Ccy,{;,u; sao andlogos ao caso anterior mas, além destes, consideramos,
fi : R" = R e g; como a fungao objetivo sob i e seu respectivo peso. Ou seja, para
este pacote considera-se a minimizagao de uma combinagao linear de diversas funcoes
objetivos.

Com este modelo de funcao objetivo mais geral, torna-se possivel a implementagao
de forma mais pratica de alguns algoritmos e modelos tradicionais da Aprendizagem de
Méquina, pois consiste essencialmente da generalizacao apresentada ao final da Secao 2,

dada por

n

L) = -3 L(B), onde Li(B) = (', hs(a?)),

=1

sendo hz o modelo matematico a ser ajustado e ¢ a funcao que mede o erro.

4.2 A estrutura RegressionModels

RegressionModel é uma estrutura em linguagem Julia [1] que consiste essencialmente
de uma matriz X, um vetor y, uma fungdo h(z, ) e uma fungdo ¢(y,y). Com essa
estrutura genérica, o processo do modelo consiste em avaliar a fungao h(z, ) nas linhas
da matriz X, obtendo y = h(X, ). E entao calcular o erro dado por ¢(y, 7).

Como foi generalizado na Secao 2, todos os modelos de Aprendizagem de Méquina
aqui aplicados podem ser escritos de uma maneira muito semelhante a esta estrutura. Isso
entao permite que sejam construidas as fungoes LinearRegressionModel e LogisticRegres-
stonModel que criam um modelo RegressionModel utilizando h(z, 3) e {(y,y) especificas.

Portanto, ao chamar a fungao LinearRegressionModel, ela constréi um RegressionModel
definindo

Wz, B) = hs(x) = 27

1 X
Uy 9) = 5y —9)*
Analogamente, com a chamada da fungao LogisticRegressionModel, é construido um

RegressionModel que consiste das fungoes
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1

h(z,B) = hg(z) = 1577

U(y,9) = —ylog(y) — (1 — y)log(1 — 7).

4.3 Implementacao do gradiente estocastico

Com as estruturas construidas no RegressionModels, para a solugao do problema, ou
seja, encontrar o valor para [ que minimize a soma dos erros avaliados, é necesséria entao
a implementagao do Método do Gradiente Estocastico.

Sendo assim, analisemos o método do Gradiente Estocéstico apresentado no Algoritmo

1, ou seja, a atualizacao do  dada apenas por

5(k+1) :B(k) _%.VLi(ﬁ), Vi=1,...,n.

Com esta primeira formulagao ja é possivel obter resultados bastantes satisfatorios,
entao o passo a partir daqui consistem apenas em aplicar alteracoes que consigam otimizar
o processo de atualizagao do 3.

A primeira alteracao se trata do problema existente quando o conjunto de dados é
perfeitamente separavel, que como apresentado na Secao 3, acaba for¢ando alguns dos
coeficientes [3; do modelo tenderem para infinito. Sendo assim, é acrescentado o termo de

regularizagao « - R(f) para ser minimizado juntamente com L;((), ou seja, obtemos

g+l — gtk _ o [Li(B) +a-R(P)], Vi=1,...,n.

Lembrando que, a fungao L;(f) ¢ dependente das fungoes £ e hg e estas sao diferentes
dependendo do modelo aplicado, ou seja, utilizando LinearRegressionModel sao aplicadas
funcoes ¢ e hg diferentes de quando ¢ utilizado LogisticRegressionModel. Mas, a funcao de
regularizacao tem que apenas trés opcoes diferentes que podem ser escolhidas no momento
de aplicagao do método, independentemente do modelo escolhido. Sendo assim, ao invés
de implementar a fungao R(/3) e gastar poder computacional para calcular sua derivada
a cada iteracao, faz sentido implementar no cédigo diretamente as derivadas da funcao
R(B).

Fazendo isso entao, podemos analisar cada um dos casos, come¢ando com o mais

simples: Regularizacao Ridge ou /5 que, como ¢é diferenciével, temos

1 OR _
R(5)=§;Oﬁ? = g =8 Vi=0...p

Ou seja, na implementacao do codigo, definimos que a parcela V;R(() é escrita apenas

como [3;, basicamente uma identidade.
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Para a segunda opcao de R(f3), a regulariza¢ao do tipo LASSO ou /¢y, é necessario

analisar com mais cautela. Lembrando que esta é dada por

R(B)=>_ 18]

Note que,
R
>0 = =1
R
;<0 = = -1
5 )
Ainda, a fungao nao é diferenciavel para 5; = 0, o que torna necessario definir a

derivada nestes ponto com algum valor. Tomando entao como 0, é possivel definir a

derivada de R da como a funcao sinal de /3, ou seja,

L OR
RB) =D 1B = Z5(8)=sgn(B), Vi=0,....p.
i=0 J
pois
1, se ;>0
sgn(p;) = 0, se B;=0

-1, se B; <0.

Com estes dois casos definidos, pode-se facilmente definir a derivada para o caso Elas-

ticnet da forma

1 p p
R(B) =p§§;ﬁf+<1—p>;rﬁj\
Jj= Jj=

S5 B) = 0y (=) sgn(8). Wi =0....p

A segunda alteracgao a ser realizada é sobre o parametro ;. Este determina o tamanho
do passo a cada iteragao rumo a otimizacao do problema. Se este passo for muito grande, o
processo de minimizagao pode passar direto pelo ponto 6timo e, se tomado muito pequeno,
pode exigir iteracoes excessivas até o ponto 6timo. Sendo assim, é necessario encontrar
um tamanho adequado ao passo de modo que o processo de otimizacao seja satisfatorio.

Como mencionado anteriormente, o passo pode ser tomado constante, sendo 7y, = 1072
um valor que apresentou resultados bastante interessantes nos dados utilizados. Porém,
com o decorrer do processo de minimizacao da func¢ao, na medida em que se aproxima do
objetivo, uma estratégia interessante é a diminuicao do passo, para aumentar a precisao

do método quanto mais préoximo se estiver do ponto 6timo. Tendo esta ideia em vista,
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existem algumas maneiras de implementar a mudanca do passo ao decorrer das iteracgoes.
Tomando como referencial o modelo apresentado pelo o pacote scikit-learn [13] em
linguagem Python, dois passos diferentes foram implementados. O primeiro deles recebe

o nome de Inverse Scaling e é definido como

_ 70
Ve = —( o+ 1),,>
onde k € o indice da iteracao que comega em 0 e g, v sao hiperparametros, escolhidos a
partir de testes em conjuntos menores de dados sendo 79 = 1 e v = 0,5. Inicialmente, este
passo se baseia apenas no inverso de cada iteracao para minimizar o tamanho de cada

passo, ou seja,

_ Yo
k+1

porém, de acordo com Bottou [2]|, considerando a nao regularidade de um conjunto de

Vk

dados, acaba-se sugerindo a utilizacao do expoente v = 0,5.

Invscaling

10 =
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=
o
1=
E 04 -
R

02 F

0 1x10° 2%10° 3x10° 4x10° 5%10°
lteracdes

Figura 22: Decrescimento do valor do passo por Invscaling.

O segundo passo retirado do pacote scikit-learn é o que recebe o nome de optimal.

Este passo também ¢ mencionado de forma semelhante em [2]

___ o
alt, + k)’

em que k ¢ o indice de iteragao, ty ¢ um hiperparametro determinado apds alguns testes

Yk

como 103, 79 = 1 ¢ um valor inicial para o passo e & = 1072 ¢ 0 mesmo que parametro

de regularizacao, o que talvez seja a maior diferenga entre os outros passos aqui em
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questao. Outro ponto importante a ressaltar sobre este passo é que ele ja inicia com
um tamanho muito pequeno, que dificulta a comparacao direta com os outros mas que,

quanto implementado, apresenta geralmente bons resultados.

Optimal
010

0.09 -

=

[=]

@
T

Tamnho do passo
%
T

0.06

0-05 C 1 1 L 1 1 1
0 110° 2x10° 3%10° 4x10° 5x10°
lteracdes

Figura 23: Decrescimento com o passo optimal.

Ainda utilizando como referéncia (BOTTOU, 2012, p. 10) [2]|, dadas algumas altera-
¢oes algébricas no passo anterior, outro passo implementado é o que recebe o nome de

time-based, definido como

__o
T ak

em que k é o indice da iteracao novamente, 79 = 1 é um valor inicial para o passo e
d = 0,5 é um hiperparametro chamado de parametro de decaimento determinado a partir

de alguns testes.
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Figura 24: Decrescimento do passo dado por time-based.

Além destes dois passos, em [12]| sdo sugeridos outros dois tipos de passos que apre-
sentam bons resultados. O primeiro deles, tendo em vista o decaimento aparentemente
exponencial dos anteriores, é definido como

~ )
= —
edk”

em que, novamente 7y = 1 é o passo inicial escolhido a partir de testes, d = 0,5 é o
parametro de decaimento escolhido a partir de testes e k é o indice de iteracao. Neste

caso, o passo acaba diminuindo de maneira bastante rapida.
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Figura 25: Decrescimento do passo exponencial.

Finalmente, o tltimo passo, de nome step-based, definido como

kalJ’

Y& = Yod

sendo 79 = 1 o passo inicial, d = 0,5 o parametro de decaimento, k£ o indice de iteracao e
r = 10 também um hiperparametro entendido como a taxa de queda. Este, talvez sendo
o passo mais diferente, tem seu valor alterado a cada r iteragoes do modelo, evitando

possiveis diminui¢oes excessivas entre um passo e outro.

Step-based
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Figura 26: Decrescimento do passo step-based.
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A escolha do passo a ser utilizado no momento da aplicagao depende muito do conjunto
de dados envolvido. Por exemplo, para problemas do tipo de Regressao Linear, o pacote
scikit-learn [13| recomenda a utlizagdo do passo invscaling. Sendo assim, faz sentido

analisar todos os passos lado a lado para entender melhor a diferenca entre eles.

100 — 5
optimal
invscaling
time_based
step based
075 - exponential
o
]
%]
m 1
o
o]
Cos0 - H
o
=
[
5
|_
0325
-""l-.__‘_-‘__‘—__
0.00 | | — H f ? ¢
o 1x10* 2x10" 3x10* 4x10? 5x10°

teracdes
Figura 27: Decaimento de todos os passos implementados no pacote.

Note que, como o passo optimal ja inicia muito pequeno, quando comparado aos outros
diretamente aparentemente se torna uma linha reta devido & escala.

Com a todas as Regularizacoes e todas as diferentes opgoes de passos ja implementados
no c6digo, outro ponto bastante importante a ser abordado sobre a implementacao deste
algoritmo de Otimizagao é a escolha dos critérios de parada do algoritmo.

Como mencionado na Se¢ao 3, pela Proposi¢ao 3.1, o minimizador da funcao seria
onde esta tem sua derivada nula, mas, considerando apenas este critério de parada, muitos
problemas tendem a surgir, tal como o algoritmo encontrar um ponto cuja fungao tem um
valor muito pequeno que ainda nao é exatamente zero, porém é pequeno demais para ainda
haver progressos significativos. Sendo assim, outros critérios de parada para o processo
de minimizagao fazem-se extremamente necessarios.

Os critérios aqui escolhidos consistem em:

e Tempo maximo de funcionamento de 60 segundos.
e Numero maximo de iteragoes em 1000.

e Tamanho do passo 7, se tornar menor que 1076,

Atingindo um destes critérios, o algoritmo encerra suas iteragoes e entao entrega o

valor de [ encontrado até a iteracao em questao. Como pode ser observado na Figura 4.3,
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pela alta velocidade de decrescimento dos passos como exponential e time_ based, esses
tém uma maior tendéncia a fazer o algoritmo atingir o tamanho do passo como critério

de parada.

4.4 Comparacoes

Finalizada a implementacao do codigo e determinados os hiperparametos mais adequa-
dos para o modelo, foram realizados testes com conjuntos de 100 e 200 pontos aleatérios
considerando diferentes graus de aleatoriedade dos mesmos. Para cada um destes conjun-
tos de pontos foram experimentados diferentes tamanhos de batches e, para cada tamanho

de batch utilizado, o teste foi realizado 1000 vezes.
Modelo Linear

Iniciando os testes com o modelo linear, ou seja, a funcao LinearRegressionModel, para
a avaliagao do residuo obtido de acordo com o tamanho de batch, utilizou-se a funcao dada

por

1 .
rw.9) =5 lly =91
onde y consiste nos valores reais e y nos valores previstos pelo modelo.

Para a criagao do conjunto de pontos para este caso, considerou-se pontos distribuidos

em torno de uma reta, sendo dados entao da seguinte forma:

y=2r+3+¢e, e~ N(0;04),

considerando que x sao pontos aleatorios entre 0 e 1, podemos visualizar este conjunto de

dados na Figura 28 a seguir.
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Figura 28: Amostra de 100 pontos do conjunto de pontos lineares.

Considerando entao inicialmente apenas 100 pontos distribuidos desta forma, tomou-
se batches dos tamanhos 1, 2, 5, 10, 50, 100. Para cada um destes tamanhos, o algoritmo
foi executado por completo 1000 vezes e a cada uma delas foi calculado o residuo. Com

estes valores é possivel construir o diagrama de dispersao na Figura 29.
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Figura 29: Dispersao do modelo linear com 100 pontos.

Note que os passeios realizados no Gradiente Estocastico isto é, batch = 1, fazem

com o que o modelo tenha bastante variabilidade nas respostas, determinando residuos
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diferentes. Porém, conforme se aumenta o tamanho do batch até o ponto de se obter o
método do Gradiente Descendente, esta variabilidade vai diminuindo pois, como pode ser
visto na Figura 16, a direcao utilizada apresenta melhor desempenho.

O padrao de dispersao de residuos com o conjunto de 100 dados se mantém quando

sao considerados os conjuntos de 200 dados, que pode ser observado na Figura 30.
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Figura 30: Dispersao do modelo linear com 200 pontos.

Outra maneira de observar os efeitos da mudanga de batch nos residuos pode ser
considerando o residuo 6timo.
Tendo em vista que o problema aqui tratado consiste em um modelo linear, pode-se

obter um valor de 8 6timo a partir da resolucao do sistema dado por

Xﬁ:y — XTXﬁotim:XTy'

Com o valor de (3,4, determinado, obtemos

Rotim =Y - Xﬁotima

o residuo 6timo. Onde y seriam os valores originais e X (3,4, consiste na previsao obtida
pelo Byim. Com este valor, é possivel plotar o grafico dado pela diferenca do residuo
obtido a cada iteracao com o residuo 6timo R,,,. Considerando o passo time-based com

a=107% v =0,1 e d = 0,1 obtemos entdo, nas Figuras 31, 32 e 33.
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Figura 31: Decrescimento do modelo linear com batch = 1.
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Figura 32: Decrescimento do modelo linear com batch = 10.
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Figura 33: Decrescimento do modelo linear com batch = 100.

Como esperado, o Método do Gradiente Estocastico puro, batch = 1 tem uma grande
variagao residual devido ao seus passeios no trajeto de otimizagao. Ja& com o aumento do
batch, tem-se uma dréstica diminuicao dessa variagao.

Outro ponto importando que pode ser observado nas Figuras 31, 32 e 33 é a diminuicao
do namero de Avaliagbes do Gradiente no eixo x, isso se da ao fato de que do modo que
foi escrito codigo do algoritmo, o valor de 3 é atualizado a cada vez que tem-se um batch
completo, isso faz com que, por exemplo, com batch = 1 em um conjunto de 10 dados,
a cada iteracao o valor de (8 seja atualizado 10 vezes, mas considerando o batch = 5 no
mesmo conjunto de dados, a cada iteracao o valor de [ seja atualizado apenas 2 vezes.
Ou seja, para menores valores de batch, mais atualizacoes de S ocorrem, ja com valores
de batch maiores, menos atualizacoes de 8 ocorrem.

Aproveitando também estes graficos de decrescimento, é possivel entender a neces-
sidade da utilizacao de um passo decrescente ao invés do constante. Considerando por
exemplo a Figura 32, colocando d = 0, isso &, passo constante, fica mais clara a variancia

do modelo na Figura 34.
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Figura 34: Decrescimento do modelo linear com batch = 10 e passo constante.

Variancia esta que nao ocorre no Gradiente Descendente com o passo constante 35.

100 pontos batch = 100

R, 1 =

3 LI
R i + 10

Residuo

R ' =

L 1 L
4] 250 500 750 1000
Avaliacbes do Gradiente

Figura 35: Decrescimento do modelo linear com Gradiente Descendente e passo constante.

Modelo Logistico

Seguindo entao com o modelo logistico, a fungao LogisticRegressionModel. Como ava-

liacao do residuo gerado para cada tamanho de batch testado, foi utilizada a funcao
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n

1

Py g) = = > [y1og(§?) + (1 - y) log(1 - 5]
=1

onde novamente, y consiste nos valores reais e § nos valores previstos pelo modelo.
O conjunto de pontos utilizados para a elaboracao dos testes do modelo logistico

consiste em um conjunto binéario determinado pela seguinte fungao

1 T4+23>0.7
y:{ o ot T e N(0:02)

0, caso contrario

Uma visualizagao de uma amostra de 100 pontos deste conjunto pode ser vista na

Figura 36 a seguir na Figura 36.
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Figura 36: Amostra de 100 pontos do conjunto de pontos para o modelo logistico.

No modelo logistico, sao necessérias algumas alteragoes dos hiperpardmetros para re-
sultados com melhor qualidade neste conjunto de dados, estas sao a tomada do coeficiente
de regularizacao o = 107% e a taxa de aprendizado constante dada pelo passo time-based
com 79 = 3,0 e d = 0,5 . Com estas alteracoes aplicadas, novamente, considerando ini-
cialmente o conjunto de 100 pontos, levou-se em consideracao batches de tamanhos 1, 2,
5, 10, 20, 50 e 100, avaliando-se 1000 vezes o residuo gerado por cada batch e com estes

valores gerou-se os gréficos de dispersao a seguir.
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Figura 37: Dispersao do modelo logistico com 100 pontos.

Tal como no modelo linear, o conjunto de 200 pontos manteve o padrao de distribuicoes

com os diferentes valores de batches na Figura 38.
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Figura 38: Dispersao do modelo logistico com 200 pontos.

Diferente do que foi realizado no modelo linear, consideramos aqui o grafico do de-
crescimento do residuo obtido de acordo com a quantidade de Avaliagao do Gradiente. O

resultado é visto nas Figuras 39, 40 e 41.
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Figura 39: Convergéncia do LogisticRegressionModel com batch = 1.
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Figura 40: Convergéncia do LogisticRegressionModel com batch = 10.

Novamente, a variancia do residuo diminui conforme é aumentado o tamanho do batch.
Neste caso ainda fica claro que considerando batch = 10 ja se tem um equilibrio entre a
quantidade de Avaliacoes do Gradiente e o residuo obtido, tendo em vista que o batch =
100, ou seja, o Gradiente Descendente, acaba sendo mais caro e neste caso determinando

um residuo maior, como pode ser visto na Figura 41 a seguir.
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Figura 41: Convergéncia do LogisticRegressionModel com batch = 100.

Segundo Polyak [14], algo que pode contribuir na convergéncia do modelo é o que pode
ser chamado de Gradiente Estocastico médio. A ideia deste consiste em, considerando nb
o nimero de batches utilizados, dadas todas as atualizacoes de  no decorrer do algoritmo,
definimos (,,44i0 como a média dos ultimos nb-ésimos valores de 3. Este coeficiente permite
diminuir drasticamente a varidncia encontrada nas diferentes vezes que o algoritmo é
executado. Essencialmente pode-se dizer que [,,44:, torna o algoritmo com respostas mais
constantes, principalmente considerando valores menores de batches.

Este efeito do B¢ pode ser visualizado nas Figuras 42 e 43 a seguir. Considerando

conjuntos com 100 pontos obtemos
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Figura 42: A esquerda os resultados do modelo linear com 8 comum e & direita os resul-

tados com Sagio-
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Figura 43: A esquerda os resultados do modelo logistico com  comum e & direita os

resultados com [,,44i0-

Note que para o modelo logistico, 5,4, apresentou excelentes resultados, diminuindo
a variancia e até mesmo minimizando o residuo quando considerado batch = 1. J& com o
modelo linear, é possivel observar que os resultados obtidos sao bons porém, como pode

ser visto no batch = 5, pode também ser de certa forma prejudicial ao modelo.

4.5 Implementacao da Rede Neural com RegressionModels

Dada a estrutura do RegressionModels, como foi definida na Segao 4.2, esta recebe uma
fungao h(zx, 5) com algum modelo para ser ajustado a um conjunto de dados e uma fungao
{(y,y) para avaliar o erro entre o valor § previsto e o valor y original. Esta construcao
possibilita uma grande liberdade na escolha de modelos e fung¢oes de avaliacao de erros,
0 que permite entao utiliza-la na implementacao de uma pequena Rede Neural.

O problema para o qual a rede foi implementada consiste no conjunto de dados Wis-
consin Breast Cancer Database |5], referente ao diagnostico de cancer de mama a partir

de 699 amostras das 9 seguintes variaveis

e Eispessura da aglomeracgao celular;

Uniformidade do tamanho celular;

Uniformidade da forma celular;

Adesao marginal;

Tamanho das células epiteliais individuais;

Ntcleos nus;
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e Cromatina suave;
e Nucléolos normais;

e Mitoses raras.

Cada uma destas caracteristicas é expressa por um valor inteiro entre 0 e 9 e devem
ser utilizadas para determinar se a amostra pertence a classe benigna ou maligna.

Como ¢é um problema de classificagao binéria, pode ser modelado como uma Regressao
Logistica. Sendo assim, a funcao para avaliacao do erro no processo de treinamento da

Rede Neural deve ser a fungao

U(y,9) = —ylog(y) — (1 — y)log(1 — 7).

Com a fungao para a avaliacao do erro definida, resta agora a determinagao da Rede
Neural para ser utilizada na fungao h(z, 3).
Como foi apresentado na Segao 2.4, a maneira geral de definir uma Rede Neural de m

camadas e K neurdnios na camada interna é dada pela funcao

hg(l’) _ gm+1(B(m) . gm(B(mfl) .. 'gl(B(l)x + b1) S bmq) 4 bm>7

onde z € RP, B € RE*P com (B)g; = fjcom j =1,....,pek=1,...,K e g; sao as
funcgoes de ativagao.
Para a implementagao neste trabalho, considerou-se uma Rede Neural com apenas

uma camada escondida, sendo assim, a funcao fica definida como

h(z, B) = g2(B® - g1 (BWx + by) + by).

Agora, para a implementacao desta fungao, o algoritmo deve ser escrito de uma ma-
neira estratégica. Os parametros que sao ajustados no treinamento da Rede Neural sao

as entradas das matrizes B, B®

e os valores em by, by, sendo assim todos estes devem
estar ligados aos valores do vetor [, que é o vetor atualizado pelo algoritmo do Gradi-
ente Estocastico. Tendo isso em vista, o vetor § deve ter o tamanho inicial dado por
pK + 2K + 1, onde p é o namero de variaveis do problema e K o ntimero de neurénios da
camada escondida.

Com o vetor 8 sendo iniciado com esta quantidade de valores randémicos, é possivel

secciona-lo da seguinte forma:

e BW contém valores dos indices 1, ..., Kp;
e ), contém os valores dos indices Kp+1,..., Kp+ K;

e B® contém os valores dos indices Kp+ K +1,..., Kp+ 2K;
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e by, contém o valor do indice Kp + 2K + 1.

Assim, o vetor 3 é atualizado pelo algoritmo do Gradiente Estocastico e reorganizado
para os calculos na Rede Neural.
Para as fungoes de ativacao de cada camada, sendo um problema de classificagao

binéria, utilizou-se

ou seja, a propria funcao sigmoide.

Para a avaliacao dos acertos utilizou-se a matriz de confusao, dada por

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo T, F,
Esperado | Positivo F, T,

onde

e T, (Verdadeiro Negativo) - Rotulos 0 corretos;
e T, (Verdadeiro Positivo) - Rotulos 1 corretos;
o F, (Falso Negativo) - Rotulos 0 errados;

e F, (Falso Positivo) - Rotulos 1 errados.

E também o calculo da acurécia dos acertos, dado por

T, + T,
T,+T,+F,+F,

acc =

Para as avaliagoes considerou-se apenas o Método do Gradiente Estocastico puro. Ini-
clalmente utilizando 300 dados como treinamento e somente K = 2 neurdnios na camada

escondida, a matriz obtida é dada por

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 104 0
Esperado | Positivo 22 273
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possibilitando uma acuracia de 0,94 em aproximadamente 9,41 segundos de execucao.
Tendo em vista a simplicidade do modelo e a pouca quantidade de dados utilizados no
teste, os resultados sao bastante satisfatorios. Como comparagao foi executado o modelo

LogisticRegressionModel também com Gradiente Estocastico puro e os resultados foram

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 103 1
Esperado | Positivo 58 237

determinando uma acuracia de 0,85 em aproximadamente 2,30 segundos de execugao.
Sendo mais réapido, porém ficando para tras na acurécia.

Mantendo esta quantidade de dados e aumentando a quantidade de Neuronios da
camada interna da Rede Neural para K = 4, tem-se um aumento da acuracia para 0,97
porém o tempo de execucao passa a ser de aproximadamente 23,25 segundos.

O aumento da quantidade de dados de treinamento acaba melhorando para os dois

modelos, sendo a Rede Neural ainda com K = 2, tem-se

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 44 0
Esperado | Positivo 2 153

com uma acuracia de 0,98 em 15,00 segundos de execugao. E com o modelo logistico

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 44 0
Esperado | Positivo 11 144

com a acuracia de 0,94 e 3,61 segundos de execucao.

Novamente, aumentando o nimero de neurénios da camada interna para K = 4, tem-se
um aumento da acuracia para 0,99, porém o tempo também tem um aumento para 40,28
segundos. A Rede Neural implementada, por mais simples que seja, apresenta resultados

interessantes na aplicacao porém, acaba ficando para tras quando o tempo de execucao
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é considerado, o que é um fator bastante relevante em algoritmos de Aprendizagem de

Méaquina.

4.6 Comparacao com o pacote scikit-learn

Finalmente, apoés a finalizacao do estudos acerca das influéncias dos diferentes tipos de
passos e dos resultados obtidos de acordo com os diferentes tamanhos de batch. O objetivo
agora é fazer uma comparagao direta com o pacote scikit-learn [13] em linguagem Python.

O scikit-Learn é de uma biblioteca em Python gratuita e de cédigo livre focada em
Aprendizagem de Maquina. Atualmente, é uma das bibliotecas referéncia neste contexto.
Tendo isso em vista, a comparacao aqui desenvolvida surge para analisar, de certa forma,
a qualidade da implementagao proposta neste trabalho.

Para a realizacao desta comparacao, buscou-se um conjunto de dados de tamanho
consideravel para que seja possivel colocar os algoritmos de ambas as linguagens a prova.
Como conjunto de dados, utilizando a plataforma Kaggle 9] de Aprendizagem de Ma-
quina, escolheu-se “HR Analytics Case Study”, um conjunto de dados que contém 15000
linhas e 10 colunas. Este conjunto de dados contém informagoes sobre o seguinte problema:
Todo ano, aproximadamente 15% dos funcionério deixam uma determinada empresa, esta
quer descobrir quais motivos sao os mais presentes nesta decisao dos funcionérios que

saem. Para isso, as seguintes informagoes sao fornecidas:
e Satisfagdo do funcionério (Entre 0 e 1);
e Ultima avaliagio do funcionario (Entre 0 e 1);
e Niumero de projetos que se envolveu;
e Média mensal de horas trabalhadas;
e Anos trabalhados na empresa;
e Teve algum acidente de trabalho (0 ou 1);
e Teve alguma promogao nos ultimos 5 anos (0 ou 1);
e Salario (alto, médio ou baixo);
e Departamento;
e Deixou a empresa (0 ou 1).

Ou seja, dadas as nove informagodes iniciais, deve-se prever se o funcionario deixara ou
nao a empresa. Um problema que pode ser modelado como uma Regressao Logistica.
Considerando 11000 linhas para treino e 4000 para teste, como métricas para a anélise

da qualidade das solugoes foram utilizadas a matriz de confusao.
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Aplicando o Método do Gradiente Estocastico puro na resolucao, inicialmente em Ju-
lia, foram utilizados os parametros: v, = 1074, passo optimal e no méaximo 100 iteracoes.

A matriz de confusao obtida desta forma é dada por

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 1574 854
Esperado | Positivo 978 593

que resultou em uma acuracia de 0,54 e 4,82 segundos de tempo.

Por outro lado, resolvendo o mesmo problema com o pacote scikit-learn em Python,
utilizou-se o método chamado SGDClassifier (Sthocastic Gradient Descent Classifier) e o
tinico parametro alterado foi a funcao erro, agora mudada para a mesma funcao em (4),
utilizada na implementagao do modelo em Julia. Neste caso, considerando também no

méximo 1000 iteracoes e o passo optimal, o resultado obtido foi dado por

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 1641 786
Esperado | Positivo 854 717

com uma acuracia de 0,58 utilizando apenas 0,33 segundos.
Retomando com o pacote em Julia, considerando o passo exponential com ~y = 19,
foi possivel obter um resultado ainda melhor, tanto em velocidade quanto em acuracia,

obtendo-se entao

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 1478 950
Esperado | Positivo 534 1037

com uma acuracia de 0,62 em apenas 2,01 segundos.

Um resultado semelhante a este foi obtido em Python considerando o passo invscaling

também com vy = 19, obtendo-se




Valor Previsto

64

Negativo | Positivo
Valor Negativo 1200 228
Esperado | Positivo 898 672

resultando em uma acurécia também de 0,62 porém em 0,13 segundos.

Tendo em vista que os pontos tomados no Método do Gradiente Estocéstico tém o
fator randémico incluso, isto é, os pontos tomados para a avaliacao do erro sao sorteados
(Algoritmo 2), cada vez que os métodos sao iniciados, pode obter-se resultados diferentes
ao término da execucao. Mesmo com este fator, os algoritmos de ambas as bibliotecas
se mostraram bastante semelhantes no sentido de acuracia, como ¢ possivel observar nas
matrizes de confusao dos mesmos.

O problema da comparacao das bibliotecas acaba ficando principalmente no quesito
tempo. Com a biblioteca em Python atingindo fragoes de segundos para a execucao,
o método implementado em Julia acaba ficando para tras. Porém, vale lembrar que a
biblioteca em Python ja vem sendo desenvolvida e otimizada ha alguns anos, enquanto o
método aqui implementado tem apenas alguns meses de existéncia. O que mostra que,
com a futura otimizacao desta biblioteca em Julia, é possivel se obter resultados bastante
promissores.

Uma maneira de diminuir o tempo de execucao do algoritmo em Julia é a utilizagao
do mini-bacth. Sendo assim, utilizando vy = 104, maximo de 100 iteracoes e batch = 10,

obtém-se

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 2103 325
Esperado | Positivo 1434 137

com acurécia de 0,56, em 0,76 segundos. Finalmente atingindo as fragoes de segundos.
Para um resultado ainda mais rapido mantendo a qualidade, com batch = 10, foi

utilizado 79 = 15, maximo de 100 iteragoes e o passo exponential, obtendo-se

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Valor Negativo 1489 939
Esperado | Positivo 738 833




com acurécia de 0,58 e 0,24 segundos de execucao.

Aumentando o tamanho do batch para 100, ainda foi possivel obter resultados satis-

fatorios. Com 7y = 1072 e passo optimal foi possivel obter a matriz

Valor
Esperado

Valor Previsto

Negativo | Positivo
Negativo 1387 1041
Positivo 584 987

que resultou numa acurécia de 0,59 em também 0,24 segundos.

A partir deste tamanho de batch, o algoritmo consegue algumas vezes executar com

mais velocidade, porém a acuréicia acaba sendo perdida pois o modelo passa a realizar

overfitting.
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5 Consideracoes finais

O objetivo deste trabalho foi estudar e implementar os algoritmos de Gradiente Des-
cendente e Gradiente Estocéstico com mini-batch. A implementacao destes algoritmos da
Aprendizagem de Maquina tinha como foco a resolugao de problemas de Regressao Linear
e Logistica e a realizagao de um comparativo com uma das bibliotecas deste contexto mais
conhecidas da atualidade, o pacote scikit-learn em linguagem Python.

A implementacao do algoritmo foi realizada com sucesso, atingindo as expectativas
existentes anteriores ao projeto e trazendo bons resultados no momento de sua aplicacao
em conjuntos de dados diversos, permitindo até mesmo a implementacao de uma pequena
Rede Neural a partir da estrutura do RegressionModels.

As maiores dificuldades encontradas no decorrer do projeto foram os ajustes dos hi-
perpardmetros. Estes, quando mal definidos, podem fazer com que o desempenho do
algoritmo seja bastante inferior ao possivel. Sendo assim, para cada teste realizado em di-
ferentes conjuntos de dados era necessaria a dedicacao de tempo para se obter o potencial
do método.

O proximo passo no desenvolvimento do pacote em linguagem Julia trata-se da otimi-

zagao do algoritmo, visando torna-lo mais eficiente e principalmente mais rapido.
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