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RESUMO

A todo grupo algébrico pode-se relacionar duas estruturas distintas: grupos algébri-
cos afins e grupos algébricos projetivos. Neste trabalho apresentamos esses dois tipos de
grupos. Inicialmente desenvolvemos um exemplo de grupo algébrico projetivo, o grupo de
uma curva eliptica. Em sequéncia estudamos a teoria geral dos grupos algébricos afins e
a sua relacao com as algebras de Hopf. Em especial demonstramos, via a teoria de acoes
de grupos algébricos e das representacoes de suas algebras de funcgoes, que todo grupo
algébrico afim pode ser linearizado, isto €, pode ser realizado como um grupo de matrizes.

Em conclusao discutimos alguns exemplos de linearizagao de grupos algébricos afins.

Palavras chave: Grupos algébricos, Algebras de Hopf, Linearidade dos grupos algébricos

afins.



ABSTRACT

To every algebraic group we can associate two distinct structures: affine algebraic
groups and projective algebraic groups. In this dissertation we present these two types
of groups. We initially develop an example of a projective algebraic group, the group of
an elliptic curve. Next, we study the general theory of affine algebraic groups and their
relation with Hopf algebras. In particular, we prove, via the theory of actions of algebraic
groups and the representations of their algebra of functions, that every affine algebraic
group can be linearized, that is, it can be realized as a matrix group. In conclusion we

discuss some examples of linearization of affine algebraic groups.

Keywords: Algebraic groups, Hopf Algebras, Linearity of affine algebraic groups.
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Introducao

Um grupo algébrico é um conjunto equipado de duas estruturas, a de grupo abs-
trato e a de wvariedade algébrica, compativeis no sentido em que as operacoes do grupo
sao morfismos de variedades. Em geometria algébrica existem diversas formulagoes do
conceito de variedade, que, de certo modo, podem ser consideradas como generalizagoes
da seguinte: uma variedade algébrica consiste em um conjunto de pontos, que sao solugoes
de uma quantia finita de equagoes polinomiais, com coeficientes em um corpo K.

Fixado um corpo K, as variedades algébricas surgem naturalmente em dois espacos
geométricos: o espaco afim Ay e o espago projetivo Pi. Nesse sentido os grupos algébricos
pertencentes a um espaco afim sao denominados grupos algébricos afins e aqueles per-
tencentes a um espaco projetivo sao chamados grupos algébricos projetivos, ou ainda,
variedades abelianas, visto que todo grupo dessa forma ¢é necessariamente comutativo.

H& uma conexao notéria entre os grupos algébricos afins e as variedades abelianas:
todo grupo algébrico conexo GG contém um unico subgrupo algébrico maximal H que é
isomorfo a um grupo algébrico afim, é normal e tal que o quociente G/H é uma variedade
abeliana. Esse resultado é conhecido como Teorema da estrutura de Chevalley-Barsotti e
a partir dele podemos dizer que os grupos algébricos afins e as variedades abelianas sao
os ingredientes principais de um grupo algébrico. O teorema da estrutura para os grupos
algébricos foi desenvolvido independentemente por C. Chevalley e 1. Barsotti na década
de 50, segundo [4] (Capitulo VI, Secao 2).

Dada uma variedade algébrica afim V', associamos uma dlgebra de funcoes regula-
res, denotada por K[V]. Quando V também possui a estrutura de grupo algébrico, sua
algebra de fungoes traz uma representagao natural do grupo V' que satisfaz propriedades
importantes para o estudo do grupo, e estas vém do fato que K[V] é munida de uma
estrutura extra, a estrutura de dlgebra de Hopf. Em resumo, uma algebra de Hopf é um
espago vetorial sobre K, munido de duas estruturas formalmente duais: a de algebra e a
de codlgebra, além de um operador linear, chamado antipoda, que generaliza o conceito
de inverso em um grupo.

Esse trabalho é dividido em trés principais objetivos: desenvolver um exemplo
classico de grupo algébrico projetivo, o grupo de uma curva eliptica; apresentar a teoria
geral dos grupos algébricos afins e suas acoes, em especial o Teorema da linearidade; e

descrever a relagao entre os grupos algébricos afins e as algebras de Hopf.
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O primeiro capitulo consiste em uma introducao a geometria de curvas no plano
projetivo. Desenvolvemos resultados gerais sobre curvas projetivas planas, como a classi-
ficagao das conicas em P2 e dois casos particulares do Teorema de Bézout, validos sobre
um corpo arbitrario K, além de construir a estrutura de grupo algébrico em uma curva
eliptica.

Os préximos dois capitulos sao destinados a construcao dos fundamentos necesséarios
para o estudo dos grupos algébricos afins. No Capitulo 2 fazemos um apanhado geral
sobre modulos e algebras sobre um anel comutativo e, em especial, construimos o pro-
duto tensorial de modulos. No Capitulo 3 é desenvolvida a teoria classica de geometria
algébrica, em particular demonstramos o Lema de Normalizagao de Noether e uma versao
do Nullstellensatz de Hilbert.

O 1ltimo capitulo ¢ dividido em trés momentos: inicialmente desenvolvemos um
estudo dos grupos algébricos afins e suas a¢oes em variedades. Em seguida apresentamos
uma introducao as algebras de Hopf e demonstramos que a algebra de fungoes de um
grupo algébrico afim é munida dessa estrutura. Por fim estudamos representacoes da
algebra de funcoes de um grupo algébrico afim, os comdédulos, e dessa forma demonstramos
o Teorema da linearidade dos grupos algébricos afins, o qual garante que todo grupo
algébrico afim é isomorfo a um subgrupo algébrico de algum grupo linear geral, isto é,
um subgrupo algébrico de GL,(K), para algum natural n. Além disso apresentamos
exemplos da linearizacao de alguns grupos algébricos cléssicos, como o grupo aditivo, o

grupo multiplicativo e o grupo afim.
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Capitulo 1

Grupo de uma curva eliptica

Neste capitulo vamos desenvolver um exemplo de grupo algébrico projetivo, o grupo
de uma curva cubica, mais conhecida como curva eliptica. Durante as proximas segoes
apresentamos, baseado em [19], um apanhado de definigoes e resultados que compoem

uma introdugao a geometria de curvas no espago projetivo.

1.1 Espaco afim

Definicao 1.1.1. O espaco afim n-dimensional sobre um corpo K ¢é o produto cartesiano

K", o qual denotamos por A, ou simplesmente A".

Observacao 1.1.2. Note que o espaco afim A™ é apenas um conjunto, a priori desvin-
culado de qualquer estrutura algébrica. Os elementos de A™ também sao chamados de

pontos.

Nas préximas segoes abordaremos resultados sobre envolvendo espagos afins de

dimensao 2, isto é A%, também chamado de plano afim sobre K.

1.2 Espaco projetivo

Inicialmente vamos discutir o espaco onde o grupo da cubica ¢é realizado. Dado um

corpo K definimos o plano projetivo, denotado por P%, como o quociente
Pg = (K* — {0})/ ~,

onde (X,Y, Z) ~ (AX,\Y,\Z), para todo A € K*.
Cada elemento do plano projetivo é uma classe de equivaléncia de um ponto nao
nulo (X, Y, Z), denotada por (X:Y:Z).
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Podemos estender esta construcao para o espaco projetivo de dimensao n, definindo

k= (K" —{0})/ ~

onde (Xo, ..., X,) ~ (AXo,...,AX,) para todo A € K*. Em especial para n = 1 temos a

reta projetiva Pg.

Observacgao 1.2.1. Note que a origem (0, 0,0) é descartada do plano projetivo, logo nao
hé a classe (0:0:0).

1.3 Acao do grupo das matrizes

O grupo das matrizes invertiveis GL3(K) tem uma acao natural no plano projetivo,
dada pela multiplicacio: dado um ponto (a:b:c) € P% e uma matriz M € GL3(K)
definimos

M- (a:b:c) = (M- (abc))/~,

ou seja, fazemos a multiplicacao de uma matriz 3 X 3 por uma matriz coluna 3 x 1, entao
transpomos este resultado obtendo uma matriz 1 x 3 cujas entradas sao as coordenadas
de um representante de (a:b:c), e por fim tomamos a classe deste elemento.

Esta agao é bem definida, pois se M - (a:b:c) = (a':V':¢), entdo para qualquer
A € K* temos

M - (Aa: b:Xe) = (M - (Aa Ab Ae)')t/~

MM - (a b))/
=AM - (a:b:0))
= \a':V': ).

Além disso, satisfaz os axiomas de uma acao de grupo abstrato em um conjunto,
isto é, Idz -(a:b:c) = (a:b:c) e (MN) - (a:b:c) = M - (N - (a:b:c)), para todas M, N €
GL3(K) e (a:b:c) € PZ.

Observagao 1.3.1. A teoria de agoes de grupo, em especial dos algébricos, é explorada

com detalhes na Secao 4.2.

A multiplicacao por matrizes invertiveis atua como as mudancas de coordenadas

no plano projetivo. Isso nos sugere a seguinte definicao.

Definigao 1.3.2. Uma transformacdo projetiva em P% é uma funcao T : PZ — P% com
T(P)= M - P, para uma matriz M € GL3(K) e pontos P = (X:Y:Z).
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Teorema 1.3.3. Sejam Py, Py, P3, Py € P% pontos trés a trés nao colineares. Eziste uma
transformacao projetiva T tal que T'(Py) = (1:0:0), T(P,) = (0:1:0),T(P;) = (0:0:1) e
T(Py) = (1:1:1).

Demonstragao. Denote P, = (X;:Y;:Z;), i = 1,2,3,4. Como nao hé 3 pontos colineares

as colunas da matriz

X1 Xo X3
M=|YT Y, Y35
Zy Ly Zs

sao linearmente independentes, portanto M é invertivel.

Observe que M - (1:0:0) = (X;:Y1:21), M - (0:1:0) = (X5:Y2:Z5) e M - (0:0:1) =
(Xg : YE; : Zg)

Também pela independéncia linear entre os P/s temos que existem £q,e5,e3 € K

nao todos nulos tais que

X1 X X3 Xy
| YT |t talYs | =Y
Zy Zy Z3 Ly

Logo, tomando os representantes P; = (¢;X;:¢;Y;:¢;7;), i = 1,2,3 temos a matriz

invertivel
€1X1 EQXQ €3X3

N =&Y &Yy &Y;

€11 €94y €343

Definimos S : P% — P% por S(P) = N - P. Segue que S tem as seguintes imagens:
(1:0:0) — Py, (0:1:0) — P, (0:0:1) — Py e (1:1:1) — Py.

Portanto a transformagdo desejada é T = S™! isto ¢ T : P4 — P% é dada por
T(P)=N"'.-P. o

O teorema abaixo tem grande importancia na area de geometria projetiva classica

e generaliza o resultado anterior.

Teorema 1.3.4 (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva). Dados dois conjuntos
de pontos trés a trés ndo colineares {A, B,C, D}, {A’, B',C", D'} C P% existe uma tinica

transformacao projetiva que leva
A=A B~ B ,C—C D~ D.

A ideia da demonstracao é usar o Teorema 1.3.3 para levar A, B,C, D por uma

transformagao projetiva no quadrildtero padrao, isto é, nos pontos (1:0:0), (0:1:0),
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(0:0:1), (1:1:1) e pelo mesmo processo levar o quadrilitero padrao em A’ B',C’ D’
Assim a transformacao projetiva em questao é obtida compondo as duas transformacoes
anteriores. A unicidade segue do fato que as transformacoes projetivas sao invertiveis

(veja o Teorema 3 do Capitulo 3 em [6]).

Observagao 1.3.5. Perceba que, no caso do plano afim real A2, dados trés pontos nio
colineares existe uma (dnica) transformagao afim, isto é, uma transformacao dada por
uma matriz invertivel, que mapeia estes pontos a outros trés fixados (respeitando a nao
colinearidade). Entretanto a imagem de um quarto ponto por esta mesma transformagao
é completamente determinada pelos demais. Este resultado é conhecido como Teorema
Fundamental da Geometria Afim (veja [6], Capitulo 2).

1.4 CoOnicas em A]%{ e IP’]%{

As conicas possuem um papel essencial para os resultados que compoem a estrutura
de grupo da ctibica, assim essa secao se dedica a passagem desses elementos do plano real
A2 para o projetivo P4, bem como desenvolve alguns teoremas de classificagao.

Uma cdnica em A% é a curva descrita pelas raizes de um polinomio ¢(X,Y) €
R[X,Y], da forma

¢(X,Y)=aX?+bXY +cY? +dX +eY + f, (1.1)
onde nem todos os escalares a, ..., f € R sao nulos. Ou seja, é um conjunto da forma
C={(X,Y) € A} | q(X.Y) =0}

Defini¢ao 1.4.1. Uma conica dada por um polinomio g € R[X, Y] como em (1.1) é dita

nao degenerada se

o Mo

£ 0.

Nl NI

f

A partir do grupo de transformagoes euclidianas do plano, isto é, o grupo E(2) =

v oo Q

N

{T(x) = Mx + v : M € My(R) ortogonal,v € A2}, podemos classificar as conicas nao

degeneradas em:
(
Pardbola (Y? = aX),
) X2 Y?
Elipse (? + 7 1) ,
X2 y?
Hipérbole (— - — 1) ,

a? b2

\

onde a,b € R.
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Agora via o grupo de transformacoes afins em A%, denotado por A(2) = {T'(x) =

Mx+v: M € My(R) invertivel,v € A2}, é possivel classificar as conicas em:

Parabola (Y2 = X),
Nao Degeneradas = Elipse (X?+4+Y?=1),
Hipérbole (X%?—-Y?=1),

e
Ponto tnico (X2 +Y?=0),
Conjunto vazio (X?2+Y?=-1,X?=-1,1=0),
Degeneradas = Reta (X =0),
Par de retas (XY =0),
Retas paralelas (X(X —1)=0),
Reta dupla (X2 =0).

Para definir curvas, em especial conicas, no plano projetivo, é preciso considerar

equacoes compativeis com este espaco, neste sentido definimos:

Definigao 1.4.2. Um polinomio F € K[Xy,...,X,] é dito homogéneo se todos seus

termos nao nulos possuem o mesmo grau, ou seja, F' é da forma

F(Xh...,Xn): Z adl ’’’’’ anill...an

onde aq, . 4, € Kedéograude F.

Algebricamente é possivel obter um polinomio homogéneo a partir de um polinémio

qualquer, introduzindo uma nova variavel. Esse processo é chamado homogeneizagao.

Definigao 1.4.3. Seja F' € K[X7, ..., X,] um polindémio de grau d. A homogeneiza¢ao

de F' em n + 1 variaveis é a aplicacao
gOn : K[Xl, c ,Xn] — K[Xl, . 7Xn7Xn+1]a

dada por

X X,
F(Xl,...,Xn)r—>X,‘fHF< ! >

XX
Quando nao existir possibilidade de confusao denotaremos ™ simplesmente por ¢.
Tomando K = R, n = 2 e d = 2 temos que ¢? leva um polinémio genérico

nao nulo ¢(X,Y) = aX? + bXY + cY? +dX +eY + f € RX,Y] em Q(X,Y,2) =

aX? +0XY +cY?2+dXZ +eYZ + fZ% e R[X,Y, Z].

Assim definimos uma conica projetiva real como um conjunto da forma

C={(X:Y:Z)eP%:Q(X,Y,Z) =0},
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para um polindomio homogéneo de grau dois Q(X,Y, 7) € R[X,Y, Z].

De modo geral no plano projetivo sobre um corpo K definimos curvas:

Definigao 1.4.4. Uma curva projetiva D C PZ é o conjunto de raizes de um polinomio
homogéneo F' € K[X,Y, Z].

Estes conjuntos respeitam a estrutura do plano projetivo, pois se d é o grau de F
e (X:Y:Z) e D, entao

FOX,\Y,\X) = MF(X,Y,Z) =0,

assim D estd bem definida, visto que independe da escolha do representante da classe
(X:Y:Z) e PZ.

Geometricamente o processo de homogeneizagao ocorre de maneira natural, tendo
em vista que o plano afim A% estd em bijegao com cortes do plano projetivo, por exemplo
o subconjunto {(X : Y : Z) € PZ : Z = 1} C PZ. De fato, a cada ponto (X,Y) € AZ
associamos bijetivamente a classe (X:Y:1), que possui um unico representante nesse
subconjunto, pois se (X:Y:1) = (X':Y":1) entdo X = X' e Y = Y’. De maneira
semelhante temos bijecoes de A% com {(X : YV : Z)eP2: X =1} CPZe{(X:Y:2) €
PZ:Y =1} C PL.

Pelo raciocinio anterior é vélido escrever o plano afim como
AR = {(X:Y:1) e P} : (X,Y) € AL} (1.2)

Em especial podemos enxergar uma curva afim como parte de uma curva projetiva:
comegamos com uma curva afim C' = {(X,Y) € AZ : f(X,Y) = 0}, onde f € K[X,Y].
Pela aplica¢ao de homogeneizagao ¢ obtemos um polinémio homogéneo ¢(f) € K[ XY, Z],
que define uma curva projetiva D = {(X:Y:Z) € P : o(f)(X,Y,Z) = 0}. Por fim
notamos que C' pode ser realizada, a partir da identificacao (1.2), como a intersegao da

curva projetiva D com o conjunto projetivo Z = 1, isto é
C=DnN{(X:Y:2)eP;:Z =1}
Notacao 1.4.5. No decorrer deste capitulo denotaremos
V(F) = {(Xi: ... : Xop1) € Pp: (X, Xopn) = 0},

para a curva projetiva descrita por um polinomio homogéneo F' € K[X7, ..., X, 1].

Uma pergunta natural ao se pensar em conicas projetivas reais é: Assim como
no caso afim, existe uma classificacao destes elementos? A resposta é afirmativa, e para
comprovar este fato necessitaremos de resultados sobre formas bilineares em um espaco

vetorial.
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Com esse resultado provaremos que as conicas nao degeneradas em A%, inseridas no
plano projetivo P4 via o processo de homogeneizagao, sao projetivamente equivalentes.
A seguir damos uma ideia da demonstracao deste resultado para um caso particular.

Considere as conicas nao degeneradas, dadas por equagoes como abaixo.
Elipse = {(X,Y) € Aj : X* +Y? — 1 =0},

Hipérbole = {(X, Z) € A3 : X* — Z* + 1 = 0},

Pardbola = {(X,Y) € A} : Y? — X = 0}.

Geometricamente essas curvas sao representadas por

(X<

Figura 1.1: Elipse. Figura 1.2: Hipérbole. Figura 1.3: Parédbola.
Fonte: Autoria prépria.

Agora homogeneizamos as equagoes de cada curva, obtendo: para a elipse p(X? +
Y?—1) = X2+Y?2— 72 para hipérbole o(X?—7%+1) = X?>+Y?— Z? (perceba que nesse
caso a homogeneizagao ocorre na varidvel Y) e para a parabola p(Y2—X) = Y2— X Z. Nos
dois primeiros casos notamos que as equacoes resultantes coincidem diretamente, e como
veremos mais adiante com a Proposicao 1.5.16, os polinomios X? +Y? - Z2eY? — X7
também descrevem a mesma curva projetiva. Ou seja, observamos algebricamente que a
passagem das trés conicas nao degeneradas no plano real para o projetivo resulta em uma
tinica curva: V(X2 +Y?—Z2?%) C P} .

Este fato possui uma tradugao geométrica muito evidente, pois em A2 a equagao
X% 4+Y?— 72 =0 descreve um cone duplo e as conicas planas emergem desta construcao

a partir de intersecoes do cone com planos convenientes.

1.5 Classificagao das conicas em P%

Durante essa secao desenvolveremos resultados basicos sobre formas bilineares e
formas quadraticas em um espaco vetorial, seguindo as referéncias [12], [14] e [8]. Esses

resultados serao utilizados para classificar as conicas no plano projetivo real.
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Definicao 1.5.1. Seja V um K-espaco vetorial. Uma forma bilinear em V é uma funcao
f:V xV — K que associa a cada par ordenado de vetores (u,v) € V' x V um escalar
f(u,v) € K, tal que

flau+v,w) = af(u,w) + f(v,w),
f(u, v 4+ w) = af(u,v) + f(u,w),

para todos u,v,w € Ve a € K.

Note que a funcao nula de V' x V em K é uma forma bilinear, também qualquer
combinacgao linear de formas bilineares resulta em uma forma bilinear. Deste modo o

conjunto de todas as formas bilineares em V' é um K-espaco vetorial, que denotamos por
L(V,V,K).

Proposicao 1.5.2. Seja V' um K-espago vetorial de dimensao finita. Toda forma bilinear
f em V possui uma expressao do tipo f(u,v) = X'AY, com X, Y matrizes coordenadas

de u,v em uma base B.

Demonstragao. Seja B = {vq,...,v,} base ordenada de V. Suponha u,v € V com u =

101+ ...+ TV, € V=101 + . .. + YpU,, entao
flu,0) = O wivi,v)
i=1

= inf<vi>v)
i=1

= wif(vi, Y ;)
i=1 j=1

= sziyjf(viavj>-

=1 j=1
Tome a; ; = f(v;,v;) e defina A = (a; ;). Assim,

Flu,0) =Y i miy;

i=1 j=1

= X'AY,

comX =], Y=]| 1] eAecM,(K).

Tn Yn
Entao toda forma bilinear em V' é do tipo



Por outro lado, dada A = (a;;) € M,,(K) é facil ver que a Equacao 1.3 define uma

forma bilinear em V, tal que a; ; = f(v;, v;). [

Definigao 1.5.3. Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita e B = {vq,...,v,} uma
base ordenada de V. Se f é forma bilinear em V' a matriz de f na base B é A = (a;;) €
M, (K), tal que a;; = f(v;,v;), denotada por [f]z.

Teorema 1.5.4. Seja V' como na definicao anterior. Para cada base ordenada B de V,

a fung¢do que associa cada forma bilinear f € V' a sua matriz em B € um isomorfismo de

L(V,V,K) em M,(K).

Demonstracao. Pela Proposicao 1.5.2 esta fungao é bijetiva. Agora mostraremos que é

uma transformacao linear. De fato,

(cf + g)(vi,v;) = cf (vi, v5) + g(vi, v)
para cada t, j, logo
[cf + 9] = c[fls + 9]

Definicao 1.5.5. Seja f uma forma bilinear em V. Dizemos que f é simétrica se para

todos u,v € V,
flu,v) = f(v,u).

Corolario 1.5.6. Seja K um corpo e V- um K-espago vetorial. FExiste um isomorfismo
entre o espaco vetorial das formas bilineares simétricas e o espaco das matrizes n X n

simétricas com entradas em K.

Demonstragao. Por definicao a matriz de uma forma bilinear f em V é [f|z = (a;;), onde
a;j = f(vi,v;) paral <i,5 <neB={v,...,v,} uma base ordenada de V.

Agora se f é simétrica f(v;,v;) = f(vj,v;), logo a; ; = a;,;, ou seja, a matriz [f|z
é simétrica. Assim segue do Teorema 1.5.4 que ha um isomorfismo entre o espaco das

formas bilineares simétricas e o espaco das matrizes n X n simétricas. [

Definicao 1.5.7. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Uma forma quadrdtica

em V é uma funcao ¢ : V — K tal que
(i) g(\) = A%q(v), para todos v € V e X € K;
(ii) a funcao f,: V x V — K definida por
falu,v) = q(u+v) — q(u) — q(v)
¢ uma forma bilinear simétrica em V.
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Os proximos dois resultados indicam a forte relagao entre formas quadraticas em
um espago vetorial e polinomios homogéneos de grau dois, fixado um sistema de coorde-

nadas.

Proposicao 1.5.8. Sejam V' um K-espago vetorial e B = {vy,...,v,} uma base de V.

Dado um polinomio homogéneo de grau dois

F(Xy,..., X)) = Y ;XX

1<i<j<n

em K[X7,...,X,], a fun¢ao q : V — K dada por

n
q(z OéiUZ'> = Z Ci,jOéiOéj
i=1

1<i<j<n
¢ uma forma quadrdtica em V.

n n n

Demonstracao. Sejam u = 5 U,V = g Biv;, w = E ~v;v; vetores em V e A € K um
i—1 i=1 i=1

escalar. Entao,

(i) q(Awv) = q(X Z av;)

= q()_(Aa)vi)

=1

— Z Cm’()\ai) ()\O‘j)

1<i<j<n

2 §
=\ Ci,j OO

1<i<i<n
= AQQ(EH: av;)
o),
(i) a fungdo f,: V x V — K dada por
Ja(w,v) = q(u+v) = q(u) — q(v)
= q(i(al + Bi)vi) Z ;) (an Biv;)

=1

— Z Czy a; + ﬁz (O[] + 6]) Z Civjaiaj B Z Ci’jﬂiﬁj

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
== Z G, CJ,/ZCY] + O‘zﬁ] + ﬁza] + /BZ/BJ ;0 — /825])
1<i<j<n
= Z ¢ij(if; + Bics),
1<i<ji<n
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¢ uma forma bilinear simétrica em V. De fato,

foQutv,w) = " eijl(Aas + By + vi(Aay + B)]

1<i<j<n

= > alQaiy + M) + (B + 7))

1<i<j<n

=A Z ci gy + viey) + Z ¢ij(Bivy +7iBy)

1<i<j<n 1<i<j<n

= /\f(I<u7 ’LU) + fQ(Uv w)'

De modo andlogo prova-se que f,(u, A\v + w) = Af,(u,v) + fy(u,w). Por fim, facil-

mente verificamos que f, ¢ simétrica

folwv) =Y cijleif; + Biay)

1<i<j<n

= Y aiBia + i)

1<i<j<n

= fy(v,u).

Reciprocamente, dada uma forma quadratica em V' podemos associar um polinomio

homogéneo de grau dois.

Proposigao 1.5.9. Sejam q : V — K uma forma quadrdtica e B = {vy,...,v,} uma base

de V. Entao existem escalares c; ; € K tais que

n
q(z Oéi’l)i) = Z CiJCYZ'CYj,
i=1

1<i<j<n

para todo v = Y au; € V. Em especial, associamos a q o polindmio homogéneo de
grau dois Q(X1,..., Xn) = 321 cicicn CigXiXj-

Demonstracao. Vamos proceder por inducao na dimensao n do espaco vetorial V.
Para n = 1 ¢ evidente, pois pela defini¢ao de forma quadratica q(ajv) = q(vi)a?,

e c11 = q(v1). Agora para n = 2 temos,

g(oqvy + agve) = fyloqur, auve) + q(aqvr) + g(awvs)

= f,(v1,v2)a100 + q(v1)af + q(ve)as

e basta tomar

o { folvi,vy), se i # j 14)

Q(Ui>a se i :]
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Suponha vélido para n = k — 1, isto é,

k—1
gD aw) = > fylvi,vy) alaﬂrz U)o
=1

1<i<j<k—1

k
Entao dado v = g o;v; temos,
i=1

k
= Q(Z ;v;)
i=1
k—1
= () aivi + axw)
i=1
k-1

k—1
FoO v, o) + g i) + glagvy)
=1

i=1

k—1
= i fy(vi,v0) + ( > filviv)aiay +Z V) ) +q(ve)o
i=1 1<i<j<k—1
k
= fq(vi, Uj)OéiCKj + ZCI(Ul)CY
1<i<j<k i=1

o que conclui a indugao. Assim é valido escrever
n
q( E v;) = E Ci,j i,
i=1 1<i<j<n
onde os coeficientes ¢; ; sao dados como na Equacao (1.4). |

Proposicao 1.5.10. Seja K um corpo com caracteristica diferente de 2. Se V é um K-
espaco vetorial de dimensao finita, existe uma bijecao entre formas quadrdticas em V e

formas bilineares simétricas em V.

Demonstracao. Dada uma forma bilinear simétrica g em V' definimos uma forma quadrati-
ca q : V — K pondo ¢(v) = g(v,v), para v € V. A funcdo g é de fato uma forma

quadratica, pois

(i) q(Mv) = g(\v, \v) = A2g(v,v) = \?q(v), para todov € V e X € K.
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(ii) a funcdo f,: V x V — K dada por

fo(u,v) = q(u+v) — q(uv) — q(v)

=g(u+v,u+v)—glu,u) —g(v,v)

= g(u, u) + g(u,v) + g(v,u) + g(v,v) — g(u,u) — g(v, v)
= 2¢(u,v)

é uma forma bilinear simétrica.

Reciprocamente, dada uma forma quadratica ¢ : V' — K e fixada uma base B =

{v1,...,v,} de V a Proposigao 1.5.9 nos permite escrever ¢ como um polinémio homogéneo
de grau dois
Q(Xl,...,Xn) = Z Cz"inXj, (15)
1<i<j<n

cujas indeterminadas sao as coordenadas de um vetor v € V na base B, isto é, se v =
n ~ n ~
> i1 Qiv; entdo q(v) = g1, i) = Y1 oicjcy, Cijiyy. Agora notamos que a Equagao

(1.5) pode ser representada matricialmente, ou seja, denotando x' = (X; --- X,,) temos
Q(Xy,..., X,) =x"Ax,

onde A = (a; ;) é a matriz simétrica dada por a;; = a;; = ¢;j/2,s€ i # j € a;; = Ci;.
Por fim a Proposicao 1.5.2 nos garante que fixada uma base B de V', uma forma
bilinear simétrica f em V' é unicamente determinada por sua representacao matricial [f]z,

logo a forma bilinear simétrica associada a forma quadratica g é f, tal que [flg=A. B

Teorema 1.5.11. Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2, V. um K-espaco
vetorial de dimensao finita e f uma forma bilinear simétrica em V. FEntao eriste uma

base ordenada para V' tal que f é representada por uma matriz diagonal.

Demonstra¢ao. Queremos uma base B = {vy,...,v,} de V tal que, se i # j entao
f(Ui7 ’Uj) = O

Se f =0oun =1 ¢ evidente. Suponha f #0en > 1. Se f(u,u) = 0 para todo

u €V, entao q(u) = 0 e pela férmula de polarizagao

segue que f = 0.
Entao existe w € V tal que q(w) = f(w,w) # 0. Tome W = (w) e W+ o subespaco
Wt ={veV: f(w,v)=0} Afirmamos que V =W & W+. De fato,
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(i) Sdo independentes: Tome aw € W, se aw € W+ entao
flaw, aw) = o f(w,w) = 0,

mas f(w,w) # 0, logo o = 0.

(ii) Todo v € V é uma soma de vetores em W e W+: Considere

)
flw,w)
Assim temos que
= wv—M w,w) = f(w,v) — f(v,w
f(w,u)—f( ’ ) f(w,w)f( ’ ) f( ) ) f<7 )7

e como f é simétrica segue que f(w,u) = 0. Logo u € Wt e

v, W
v=u-+ f(v, w) w
flw,w)
mostra que V =W + W+,
Note que fly. é forma bilinear simétrica em W+. Como dimW™ = (n — 1)
podemos assumir por indugao que W+ tem uma base {vy, ..., v,} tal que
f(vi7 Uj) =0
para todo 2 < i # j < n. Escolhendo v; = w temos uma base {vy,vs,...,v,} de V tal
que
f(vi7 Uj) =0
para todo 1 <1 # j < n. [ |

Agora possuimos todos os resultados para classificar as conicas em PZ, mas para

isso precisamos definir os critérios de classificagao:

Definigao 1.5.12. Duas curvas C = V(F),C" = V(G) C P% sao ditas projetivamente
equivalentes se existir M € GL3(K) tal que G(X,Y, Z) = F(U,V,W), onde

U X
ViIi=M]Y
w Z

Corolério 1.5.13. A menos de equivaléncia qualquer conica de P% é uma das sequintes:
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(a) Conica nao degenerada: V(X% +Y? — Z?);
(b) Conjunto vazio: V(X? +Y? + Z?%);

(c) Par de retas: V(X? —Y?);

(d) Ponto tunico: (0:0:1) = V(X? +Y?);

(e) Reta dupla: V(X?).

Demonstragdo. Seja C' = V(Q) € P4 uma conica projetiva. Pela Proposicio 1.5.8 o
polinémio homogéneo de grau dois Q(X,Y, Z) € R[X,Y, Z] estd associado & uma forma
quadratica ¢ em R3. Deste modo podemos escolher uma base B = {v1, vy, v3} de R? como

no teorema anterior, isto é, existem escalares €1, 9,3 € K tais que
_ 2 2 2
q(avy + P + yvs) = e10” + 287 + £377,

para todo v = av; + Sy + vz € R3.

Pela Proposicao 1.5.9 associamos ¢, em relagao a essa nova base, ao polinomio
homogéneo Q'(X,Y,Z) = e1X? + e,Y? + &322 € R[X,Y, Z]. Perceba que C = V(Q) é
levada em C" = V(Q') pela matriz mudanga de base, que caracteriza uma transformagao
projetiva.

Agora todo ntimero real € é 0 ou £ um quadrado, logo basta considerar )" onde
g; = 0 ou £1. De fato, caso algum dos ¢; for diferente de 0, 1, ou -1, a relacio g; = +\?
nos dd Q'(X,Y,Z) = £(MX)? + (\Y)? 4+ (A\3Z2)? e entdao por uma simples mudanga de
coordenadas voltamos aos casos anteriores.

Também como estamos interessados somente em ' = 0 pode-se multiplicar ()’ por

—1 se necessario. Observando cada caso temos a classificacao desejada. [ |

Para um corpo K de caracteristica diferente de 2 é possivel obter uma expressao
simplificada para uma conica projetiva nao degenerada C' € P%, como mostra a proposi¢ao
abaixo. Neste contexto uma conica é dita nao degenerada se a sua forma quadratica
correspondente é nao degenerada. Por sua vez uma forma quadrética é nao degenerada
quando a sua forma bilinear simétrica é nao degenerada. Recordamos abaixo a definicao

de forma bilinear nao degenerada.

Definicao 1.5.14. Sejam V um espaco vetorial de dimensao n e f uma forma bilinear

em V. Dizemos que f é nao degenerada se satisfaz as condicoes equivalentes abaixo.
(i) rank[f]s = n, para toda base ordenada B de V..
(ii) Para cada vetor nao nulo u € V, existe um vetor v € V tal que f(u,v) # 0.

(iii) Para cada vetor nao nulo v € V| existe um vetor v € V' tal que f(u,v) # 0.
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Observacao 1.5.15. Perceba esta definicao é condizente com a definicao de conicas
nao degeneradas reais (veja a Definigdo 1.4.1), pois o posto da matriz da forma bilinear

associada é completo se, e somente se, esta matriz é invertivel.

Proposicao 1.5.16. Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2, V' um espaco
vetorial de dimensao 3 sobre K e q : V — K uma forma quadrdtica nao degenerada em
V. Se 0 # e €V satisfaz q(er) = 0 entao existe uma base B = {ey, es,e3} de V tal que
q(xe; + yes + ze3) = xz + ay®. Em particular, toda conica nao degenerada e nao vazia
C C PZ ¢ projetivamente equivalente d conica V(X Z — Y?).

Demonstracao. Seja f a forma bilinear simétrica associada a ¢. Como f é nao degenerada,

existe v € V tal que f(e1,v) # 0 e entao tomando u = ey temos flen,u) = 1.
Para obter e precisamos garantir que f(es, e3) = 0. Para isso perturbamos u na

direcao de e, obtendo
q(u+Xer) = fu+ Aer,u+ Aer) = q(u) + 2Af(er, u) + Nq(er) = q(u) + .

Assim, escolhendo A = —g(u) definimos e3 = u — q(u)e;.

A partir de e; e e3 escolhemos w de forma a completar uma base C = {ey, e3, w},

onde
0 x* %
fle=1|* = =
% * 0

Precisamos encontrar e, tal que f(eg, es) = f(es, e2) = 0, para isso perturbamos w
nas diregoes de e; e es:

€y = W + ey +563.

Aplicando as condigoes temos,

fler, w+ aey + Bes) = f(er,w) +af(er,er) + Bf(er,e3)

0= f(el,w) ‘|‘§

= B = _2f(617w)7

fles,w+ aey + Pes) = f(es,w) + af(es, er) + B f(es, es)
0= f(eg,w) + %
= a=—2f(es,w).

De forma andloga obtém-se q(e2) = q(w)+2af(w, e1)+26 f(w, e3)+af. Denotamos
q(e2) = a.
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Tomando « e f como acima e e; = w+ae; + feg obtemos uma base B = {ey, €3, €3}

onde
00 2
fls=10 a 0],
00
ou seja,
00 %\ [z
q(xel~|—y62~|—zeg):<x y z> 0 0 y | =22+ ay.
% 0 0 z

Se C'=V(Q) C PZ é uma conica projetiva nao vazia, entao existe (a:b:c) € P% tal
que Q(a, b, c) = 0. Pela Proposicao 1.5.8 obtemos uma forma quadrética ¢ induzida por @
e fixado um sistema de coordenadas {vy, ve, v3} de K3, segue que o vetor e; = av;+buvy+cvs
satisfaz q(e;) = 0, portanto os raciocinios anteriores garantem a existéncia de uma base

{e1,e9,e3} de K3 e de um escalar a € K tais que
q(zer + yey + zes) = vz + ay?.

Como no Corolario 1.5.13, pela Proposicao 1.5.9 associamos ¢, em relacao a base
{e1, €9, €3}, ao polinémio homogéneo Q'(X,Y,Z) = XZ + aY? Note que C = V(Q) e
¢’ = V(Q') sdo projetivamente equivalentes, via a matriz invertivel de mudanga da base
{v1,v9,v3} para {eq, es, e3}. Agora fazendo a mudanga de coordenadas Z — —aZ obtemos

a expressao desejada. [

Observacao 1.5.17. Para um corpo K com caracteristica igual a 2, tomamos C' =

V(XZ —Y?) como a definigio de uma conica nao degenerada.

1.6 Parametrizacao das conicas

Nesta segao vamos discutir uma caracterizagao das conicas nao degeneradas em P%
a partir da reta projetiva. Na realidade as aplicacoes que definem a parametrizagao discu-
tida a seguir carregam a estrutura algébrica do plano projetivo, isto é, sao isomorfismos
entre as variedades P e C.

Como discutido anteriormente, toda conica nao degenerada pode ser levada por

uma transformacao projetiva em C' = V(X Z — Y?), dessa forma considere a aplicagao
P — C CP%,

dada por
(U:V) — (UUV:V?)

que parametriza C' em Pp.
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Vemos que todo elemento (U?:UV :V?) € PZ pertence a C, pois U2V? = (UV)2

Note que @ possui uma inversa

VO — Py,
que é dada por partes
XY X #0
(X:Y:2)— ( ), seX 7
Y:Z), seZ#0

Na terminologia de geometria algébrica, ¥ é uma funcdo racional, e quando con-
siderada com as duas expressoes se torna um morfismo (veja [19], Capitulo III).

Perceba que ¥ estd bem definida, pois se X # 0 e Z # 0 temos que, em C"

X Y
XZ:Y2:>7:E:>(X:Y) =(Y:2).

Além disso, caso X = 0 e Z = 0, ¥ nao esta definida, pois pela expressao de C'
temos Y =0 e (0:0:0) ¢ P%.

Note que ® e ¥ sao de fato inversas:
e ® o U: Suponha, sem perda de generalidade, que X # 0. Entao
(X:Y:2) -5 (X:Y) V2 (X2 XY :Y?),
e como (X2: XY :Y?) € C, segue que (X2: XV :Y?) = (X:V: ) = (X:Y:2).
Logo, ® o ¥ = id¢.

e U o ®: De maneira andloga supomos que X # 0. Desta forma,

(X:Y) -2 (X2 XY V) -5 (X2 XY) = X(X:Y) = (X:Y),

E também W o ® = idp, .

1.7 Multiplicidade de raizes

E bem conhecido que um polinémio f(U) € K[U] de grau d possui no maximo
d raizes em K e, se K é algebricamente fechado, entao possui d raizes em K (contando
multiplicidades).

Nesta secao vamos mostrar um resultado semelhante para o niimero de raizes de
um polindémio homogéneo F(U, V) € K[U, V] na reta projetiva.

Seja F(U,V') € K[U, V] um polinémio homogéneo nao nulo de grau d,

F(U7 V) - adUd + CLd_1Ud_1V 4+ ...+ aon.
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Gostariamos de poder relacionar as raizes de F' na reta projetiva com as raizes em

K de um polinomio f em uma variavel. Para isso considere a seguinte aplicacao de anéis
vy KU, V] — K[U],

dada por
FU,V)— F(U,1).

Deste modo o polinomio associado a F'(U, V) é
Iy (F) = f(U) = agU* + ag_ U + -+ + aq.
Se a € K é uma raiz de f, temos

fl@) =0 (U-a)f(U)
< [(U) = (U - a)g(U)

= F(U,V) = (U —aV)G(U,V) (%)
& (U= aV)|F(U,V)
< Fla,1)=0.

A implicagdo (=) de () é obtida via a aplicacio de homogeneizacao p' da De-
finigdo 1.4.3, que neste contexto também denotamos por ¢y (onde o indice U indica o
dominio K[U] da aplicacao) e a reciproca (<) é dada pela a aplica¢ao ¥y definida acima.

Concluimos que raizes de f em K correspondem a raizes de F' em P}, diferentes

de (1:0). Agora se F' tem raizes no infinito, isto é, no ponto (1:0) entao

F(1,0) =0 < ag =0
& deg f < d.

Proposicao 1.7.1. A aplicacdo de homogeneizacio py € multiplicativa e a aplicagdo Jy

¢ homomorfismo de anéis. Além disso oy e Jy sao inversas.

Demonstragao. oy € multiplicativa: Dados f,g € K[U|, com deg f = d e degg = d',
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temos
ool 0) =v4(70) (1)
) ()
(8] v )
= ¢u(NU) - pu(9)(U).
9y é homomorfismo: Sejam F,G € K[U,V]. Entdo
9u(F + G)(U,V) = (F +G)(U, 1)

— F(U,1) + G(U. 1)
= Jy(F) +9u(G),

Yy (F-G) U, V)= (F-G)(U,1)
= F(U,1)-G(U,1)

Facilmente verificamos que ¢y e ¥y sao inversas. n

Corolario 1.7.2. As aplicagoes

ey K[V] — K[V, U]

Jy K[V, U] — K[V],

dadas por

DV =0 () e dvle)) = O,

satisfazem as mesmas propriedades de py e Uy .

Demonstracdo. De fato, temos isomorfismos canonicos:

a:K[U,V] — K[V, U], F(U, V) — F(V,U),

p KU — K[V], f(U) — f(V).

Assim as aplicagoes ¢y e Yy sao dadas, respectivamente, por composicoes de ¢y
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e Yy com esses morfismos. Mais especificamente,

ev =appBt e Wy =piya .

Com base nos argumentos anteriores é formulada a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.7.3. Seja F' € K[U, V] um polinomio homogéneo nao nulo de grau d e
f(U) = 9y(F). Definimos a multiplicidade de uma raiz (a:f3) de F' em Pk como sendo:

(i) A multiplicidade da raiz o/ € K em f; ou
(ii) d —deg f se (1:0) é a raiz.

O item (ii) é justificado pelo seguinte: seja g(V') = Jy (F). Se F(1,0) = 0 entao
g(V) =V*n(v), (1.6)

para algum polinémio h € K[V], onde h(0) # 0 e k > 1 representa a multiplicidade da
raiz (1:0) em F.
Vamos mostrar que k = d — deg f. Aplicando ¢y em (1.6) temos,

F(UV)=V*H(U,V), (1.7)

com k=d—deg H.
Perceba que ao homogeneizarmos h por ¢y nao alteramos seu grau. De fato, se h
¢ da forma h(V) =ag+--- +a, V", com ag # 0 entao

HUV)=py(h) =alU +a,VU '+ +a,V,

ou seja, deg H = degh.

Por fim, aplicando ¥y em (1.7) obtemos

fU)=1-hU) =aU" +a;U" ™"+ +a,

e como ag # 0 temos deg h = degh = deg H, logo deg f = deg H e vale que a multiplici-
dade de (1:0) em F é k =d — deg f.

Proposicao 1.7.4. Seja F' € K[U,V| um polinémio homogéneo nao nulo de grau d.
Entio F tem no mdzimo d raizes em Pi. Em particular se K € algebricamente fechado

F tem exatamente d raizes (contando as multiplicidades).
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Demonstrac¢ao. Seja mo, a multiplicidade de (1:0) em F e f(U) = Yy (F) o polinémio

associado a F'. Entao, por definicao
deg f = d — M.

Agora como f possui no maximo deg f raizes, temos que F possui no maximo
d — Meso + Mo = d raizes e se K for algebricamente fechado F' tem exatamente d raizes,

contando as multiplicidades. |

Para a préoxima segao serd tutil relembrar um resultado sobre polinomios que se

anulam em um conjunto infinito (veja por exemplo [18]).

Lema 1.7.5. Sejam K um corpo infinito e A; C K, ¢ = 1,...,n conjuntos infinitos. Se
f € K[Xy,...,X,] satisfaz f(A1,..., ) = 0, para todo (A,...,\,) € Ay X -+ X Ay,

entao f € o polinomio nulo.

1.8 Teorema de Bézout

O Teorema de Bézout em sua forma geral - védlido sobre um corpo algebricamente
fechado K - afirma que dadas duas curvas C' = V(F),C" = V(G) C P% com deg F' =
m e degG = n, o numero de pontos da intersecao C' N C’ é igual a m - n, contando
multiplicidades (veja [25], Capitulo 5.3).

Neste trabalho provaremos dois casos particulares do teorema, em que considera-
remos a intersecao de uma reta e de uma conica com uma curva qualquer. Cabe destacar

que consideraremos um corpo arbitrario.

Teorema 1.8.1 (Bézout para retas e conicas). Seja L C P% uma reta, C C P% uma
conica nao degenerada e D = V(G) C P% uma curva, onde G é um polinémio homogéneo
de graud. Se L ¢ D e C ¢ D, entdo

(i) |LND| < d.
(i) |C'ND| < 2d.

Demonstragio. (i) Uma reta em P% é da forma L = V(R) onde R(X,Y,Z) = aX +
bY +cZ.

A reta L pode ser parametrizada por

E:Py — LCP%, (U:V)— (R(U,V):Ry(U,V): R3(U, V)),

—aX—-bY

c Y

com R; polindmios homogéneos lineares. Por exemplo, se ¢ # 0 entao Z =

assim podemos tomar Ry = U, Ry =V e Ry = =2V,
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Agora |L N D| é dado pelas solugoes (U:V) em Pk de

F(U,V) = G(Ry(U,V), Ro(U, V), Ry(U, V)) = 0.

Como G tem grau d e R tem grau 1, segue que deg F' = d. Assim, pela Proposicao
1.7.4, F(U,V) tem no méximo d raizes, ou seja, |[L N D| < d.

(ii) Da Proposicao 1.5.16 sabemos que toda conica ndo degenerada é projetivamente
equivalente a V(X Z — Y?) e como vimos na Secio 1.6 esta curva é parametrizada
por (U2:UV:V?), portanto se C' = V(Q(X,Y, Z)), existe M € GL3(K) tal que

U2
=M|UV |,
V2

N <

ou seja, existem polinémios homogéneos @Q;(U,V) de grau 2, tais que C' é dada

parametricamente por

n:Py — CCPL, (U:V)— (Q1(U,V):Qx(U,V):Qs(U, V)).
Analogamente, |C'N D| é dado pelas solugdes (U:V) em Pk de

H(U7 V) - G(Q1<U7 V)7 QZ(U7 V), QS(Uv V)) = 0.

Como G tem grau d e () tem grau 2, entao deg H = 2d. Novamente pela Proposicao
1.7.4, H(U, V) tem no maximo 2d raizes, ou seja, |C' N D| < 2d.

[ |
Coroldrio 1.8.2. Se Py,..., Ps € P sdo pontos distintos e ao menos 4 ndo colineares
entao existe uma unica conica passando por Py, ..., Ps.
Demonstracao. A existéncia de uma conica passando pelos pontos P, ..., Ps é demons-

trada no Corolario 1.11.3, que generaliza esse resultado para um corpo infinito K, assim
vamos nos restringir a prova da unicidade, utilizando para isso o Teorema de Bézout e a
classificacao das conicas.

Suponha por contradicao que C e Cy sao conicas projetivas distintas, tais que
CiNCy D{P,...,Ps}.

Como C é nao vazia, consideramos dois casos:

(i) C1 € ndo degenerada: Suponha que C; = V(@) e Cy = V(Q3). Como @3 é um
polinémio de grau 2 e supomos |C1NCs| > 5, pelo Teorema 1.8.1 temos que C; C Cs.
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Para mostrar a inclusao contraria usaremos o resultado da Proposicao 1.5.16, que

garante que C; é projetivamente equivalente a V(X Z — Y?), cujos pontos sao da

forma (U%:UV :V?). Vamos mostrar que Q2 = A(XZ — Y?), para algum )\ € R.
Suponha que Qo(X,Y, Z) = aX? + bXY + Y2 +dXZ +eYZ + f7% e RIX,Y, Z].

Podemos rearranjar os monoémios de () de uma forma conveniente, obtendo

Q(X,Y,Z) = —c(XZ -Y*) + Y(bX +eZ) +aX?*+ (d+c)XZ + fZ°

Agora como C} C Cy, temos que Qo(U? UV, V?) = 0, para todo (U:V) € PL, logo

—c(UV? = (UV)Y) + UV (bU? 4 eV?) + aU* + (d + c)UV? + fV* =0
= bU°V + eUV? + aU" + (d + c)U*V? + fV* = 0. (1.8)

Por fim notamos que a Equagao (1.8) pode ser vista como um polinémio nas variaveis
U eV, que se anula em todo (U:V) € Pg, que é um conjunto infinito. Deste modo

pelo Lema 1.7.5 o polinémio em questao é o nulo, portanto
a=b=e=f=0¢e d=—c

e pela expressio de Q5 temos Qo = A(XZ — Y?), onde A = d, assim conclufmos que

C1 = (5, uma contradicao.

(ii) Cy € degenerada: Pela classificacao feita no Coroldrio 1.5.13 a conica C; é um par
de retas ou uma reta dupla, logo o Teorema 1.8.1 nos garante que C5 também é
degenerada (caso contrario terfamos Cy C C} e entao Cy estaria contida em uma

conica degenerada).

Assim podemos escrever C; e Cy como

ClzL()ULleCQ:L()ULQ,

onde Lo, L1, Ly C P% sdo retas e L1 # Ly. Novamente pelo Teorema 1.8.1 temos
|L1 N Ls| < 1, logo segue que ao menos 4 pontos distintos de Py, ..., P5 estdao em Ly,

contradicao.

1.9 Espaco das conicas

Definigao 1.9.1. Seja Sy = {F € K[X,Y, Z] : F homogéneo de grau 2} U {0}. Dado
Py = (Xo:Yy:Zy) € PZ define-se o conjunto de polinomios Q € S tais que Py € V(Q), ou
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seja
SQ(P()) = {Q - SQ . Q(P()) = O}

Note que, se Q(X,Y,Z) = aX? +bXY +cY? +dXZ +eYZ + fZ% e Q € So(1Ry),
entao
aXy +bXoYy + Yy +dXoZy + eYoZy + fZ5 = 0.

Logo consideramos a transformacao linear
o . Sg — K,

dada por
Qr——aXi+...+ fZ5.

Pelo teorema do nicleo e imagem temos,

dimKer(o) +dimIm(o) = dim.S,
= dim Ker(o) = 6 —dimIm(o)
= dim Ker(o) = b.

Como Ker(o) = S3(F), temos que Sy(Py) = K® é um hiperplano de dimensao 5.

Analogamente para n pontos Py, ..., B, € P% definimos:
Defini¢ao 1.9.2. Sy(Py,...,P,) ={Q € S, : Q(P) =0, parai=1,...,n}.
Teorema 1.9.3. dim Sy(Py,..., P,) > 6 —n.

Demonstragdo. Parai=1,...,n denote P; = (X;:Y;:Z;) € P%. Considere a aplicacao,

YK — K",
dada por
a Xz X\, - 7% a
3 el : oo :
f Xr XY, - Z3)\f

E facil ver que 1 é uma transformacao linear, agora pelo teorema do nicleo e
imagem temos,

dim Ker(¢)) + dim Im(z)) = dim K°.

Note que dim Ker(y)) = dim Sy (P4, ..., P,) e como dim Im(¢)) < n, segue que

dim Sy (P, ..., P,) =6 —dimIm(¢) > 6 — n.
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Corolario 1.9.4. Seja K um corpo infinito. Sen <5 e ao menos 4 dos pontos Py, ..., P,

€ PZ ndo sdo colineares entao,
dimSQ<P1,...7Pn) =6—n.

Demonstrac¢ao. No caso de K = R se n = 5 o Corolario 1.8.2 garante que existe uma
unica conica passando por Pi, ..., P,, isto é, existe um tunico polinomio homogéneo de
grau 2 (a menos de miltiplos escalares) que se anula em P, ..., P,. Veremos adiante, no
Corolario 1.11.3, que esse resultado ainda se mantém verdadeiro para um corpo infinito
K, assim

dim Sy (P, ..., Ps) = 1. (1.9)

Se n < 4 podemos adicionar P,,q,..., Ps pontos respeitando a condi¢cao de nao

colinearidade. Isto implica o aumento de 5 — n linhas na matriz

X; Xy, - Z3
A= 0 ]
X2 XY, --- Z?

ou seja, o posto de A aumenta no maximo 5 — n. Sejam 1, e 15 as respectivas trans-

formacgoes com n e 5 pontos, pelo argumento anterior temos que,

dim Im(%);5) — dim Im(¢)y,)

< 5—n
= dim Im(¢)5) < dimIm(¢,) + (5 — n).

Logo, por (1.9) e pelo Teorema do niicleo e imagem, segue que

1:dim52(P1,...,P5) 6—d1mIm(w5)

> 6 —dimIm(¢,) — (5 —n)
== dlIl’lSQ(Pl,,Pn>—(5—n)
= dimSy(Py,...,P) < 6-—n.

Por fim o teorema anterior garante que
dimSQ(Pl,...,Pn) =6-—n.

Até agora construimos resultados apenas acerca de conicas e retas, logo nestas
préximas se¢oes abordamos a estrutura (muito similar) das curvas de grau d, em especial

sobre as cubicas.
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1.10 Sistemas lineares

Defini¢ao 1.10.1. Seja S; = {F € K[X,Y, Z] : F homogéneo de grau d} U {0}.

Todo F' € S; pode ser escrito de modo unico como uma soma de monomios de
mesmo grau:
F(X.Y,Z)= Y a:X'YIZ"
i+jtk=d
onde a;;r € K e 4,7,k sao inteiros positivos. Também podemos considerar S; como um

K-espaco vetorial, cuja base canonica é

Zd
X741y 74!
Xz X4yz .. Y¥lZ
x4 Xy xeryr oy

Podemos obter a dimensao de S; analisando o numero de elementos de cada linha
do arranjo acima, onde ¢ fixada a poténcia da variavel Z em cada monomio. Deste modo

temos

d+2
dide:1+2+---+d+(d+1):< ; )

Analogamente as curvas de grau 2, dados Py, ..., P, € P% definimos
Sa(Pr,....,P,)={F€Sy: F(P)=0parai=1,...,n} C Sy

Além disso, cada ponto P; impde uma condigao linear em F', logo Sy(Py,..., P,) é

. . ~ . . 2
um espago vetorial com dimensao maior ou igual (d; ) —n.

1.11 Divisibilidade de curvas

O resultado a seguir traduz um fato geométrico sobre curvas, para a dlgebra de
polinomios associada, isto é, veremos que, nos casos em que estamos interessados, se
V(G) C V(F) entao F = G - H para algum polinémio H.

Lema 1.11.1. Sejam K um corpo infinito e F' € Sy.

(1) Seja L =V(H) C P% uma reta, se F(X,Y,Z) =0 para todo (X:Y :Z) € L, entio F
¢ divisivel em K[ X,Y, Z] por H, isto é, F = H - F', onde F' € Syq_;.

(2) Seja C = V(Q) C P% uma conica nao degenerada, se F(X,Y,Z) = 0 para todo
(X:Y:Z) € C, entao F ¢ divisivel em K[X,Y, Z] por Q, isto é, F = Q - F", onde
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" e S, ,.

Demonstragao. (1) Seja H(X,Y,Z) = aX + bY + ¢Z a equagao definindo L. Ao menos

um dos coeficientes de H é nao nulo, logo sem perda de generalidade suponha a # 0.
Faremos uma mudanga de coordenadas tal que L = V(H’), onde H'(X",Y", Z') = X'.

De fato, a transformagao em questao é dada por:

a b c X X’ X’ aX +bY +cZ
010 Y|I=1Y|=>]|Y]|= Y
0 0 1 A 7' VA A

Logo aX = X' —bY’' —cZ' e entao com estas coordenadas H'(X',Y', Z') = X' —bY' —
cZ'+bY' + ¢Z' = X'. Para facilitar a notacao retiramos as linhas das varidveis, ou

seja, L=V(H'(X,Y,Z)) onde H'(X,Y,Z) = X.

Escreva F(X,Y,Z) = Z a;; 1, X'Y7Z¥. Isolando X' temos,
it+j+h=d

d
F(X,Y,Z):ZXZ( > aiﬁj,kyjz’“>

=0 Jjt+k=d—i
d
= Z a07j’ijZk + Z XZ ( Z a@j,ijZk)
j+k=d =1 Jt+k=d—i
=G(Y,2)+ X -FI(X,Y,Z). (1.10)

Agora como F(X,Y,Z) = 0paratodo (X:Y:Z) € L =V(X), temos que F(0,Y, Z) =
0 para todo (0:Y:Z) € P%. Desta forma concluimos pela Equagao (1.10) que
G(Y,Z) = 0 para todo (Y:Z) € Py.

Como K é infinito Py também é, logo pelo Lema 1.7.5 segue que G(Y, Z) é o polinémio

nulo.

Assim, segue que F(X,Y,Z7) = X - F'(X,Y,Z), com F' € Sq4_;.

Sabemos que C' é projetivamente equivalente a V(X Z — Y?), logo por uma mudanga
de coordenadas podemos assumir Q(X,Y, Z) = XZ —Y?2. Isolando Y’ em F(X,Y, Z)

temos,

F(X,Y,Z)= Y ayX'YZ*

itjrk=d

d
_ZYJ'< > ai,j,kXiZ’“>
j=0

i+k=d—j
=F+Y B +Y R+ Y? Fy+---+Y% Fy, (1.11)
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onde F; = Fj(X,Z) € Sq_;, para j =0,...,d.

Por (1.11) escrevemos F' como

F(X,Y,Z)=Fy+Y -G(X,Y, Z). (1.12)

Afirmagao: Todo polindmio homogéneo F' € Sy, com d > 2, possui uma expressao
da forma

F(X,)Y,Z)=R(X,Y,Z)-Q+Y -S(X,2)+ T(X, Z).
com Re€ Sy 5, 5€S;,_1eT €S,

Vamos proceder por indugao no grau de F'. Para deg F' = 2 temos uma expressao da

forma
F(X,Y,Z)=aX* +bXY +cY* +dXZ +eYZ + f2°,

e para obter
FX,)Y,Z)=X-Q+Y  -S(X,2)+T(X,Z2)

basta tomar

A=—c, S(X,Z)=bX +eZ e T(X,Z)=aX’+ (d+)XZ + f2°.

Suponha valido para deg F' = d — 1. Dado um polinomio F' homogéneo de grau d,

pela Equacao (1.12) temos

F(X7Y7Z):F0+YG<X7KZ)a

onde deg G = d — 1, e entao existem Rc Sa_3, S e Sg_o € Tc Sy_1 tais que

F(X,Y,Z)=Fy,+Y(R(X,Y,2)-Q+Y -5(X,2)+ T(X, Z))
—Fy+Y -RX,)Y,2)-Q+Y?>. 8(X,Z)+Y -T(X, Z)
—F+Y -RX,)Y,2)-Q+(XZ—-Q)-5(X,2)+Y -T(X,2)
—(Y-RX,Y,2)-S8(X,2)-Q+Y -T(X,Z) +
+ (Fo+XZ-S(X,2))
=R(X,Y,2)-Q+Y -S(X,Z)+T(X,Z),

onde R(X,Y,Z) = YR(X,Y,Z) — 8(X,Z), S(X,2) = T(X,Z) e T(X,Z) = Fy +
X7 - §(X, Z), o que conclui a indugao.

Da Secao 1.6 sabemos que os pontos de C' sdo da forma (U*:UV:V?) € PZ para
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razoes (U:V) € Pk. Desta forma segue que

FU*UV,V*) =0« RU*UV,V®) . -QU* UV, V) +UV-SU*VH+

+T(U%V?) =0
& RUUV,VH -0+ UV -S(U* V) +T(U* V) =0
& UV -S(U% VA +T(U?V?) =0. (1.13)

Como S € S;_1 e T € .5, temos expressoes da forma,

Y-S(X,2)= > siYX'Z' e T(X,Z)= ) tixX'Z"

i+k=d—1 i+k=d

Portanto na Equagao (1.13) temos

UV Y sin(UD(V 4 Y (U (V=0

i+k=d—1 i+k=d
= Z Si,kU2i+1V2k+1 + Z ti’kUQiVQk -0

i+k=d—1 it+k=d

Perceba que o lado esquerdo da equacao acima representa um polindmio homogéneo
de grau 2d nas variaveis U e V', onde cada monomio ¢ distinto pela paridade do grau
das varidveis. Também notamos que ao avaliar este polinomio em qualquer razao
(U:V) € Pk, que é um conjunto infinito (pois K o é), obtemos 0 € K. Assim, pelo
Lema 1.7.5 o polinomio em questao deve ser o nulo, isto ¢, s;, = t;;, = 0, para cada

1, k correspondente.

Finalmente, concluimos que F(X,Y,7) = Q(X,Y,Z) - F"(X,Y,Z), onde " = R €
Sa—a.
|

Coroldrio 1.11.2. Seja L = V(H) C P% uma reta e C = V(Q) C P% uma conica nio
degenerada. Dados Py, ..., P, € P% considere Sq(Pi, ..., P,), para algum d fizo.

(i) Se P,...,P, € L, Pyy1,...,P, & L ea>d, entao

Sd<P17--‘;Pn):H'Sd—l(Pa—&-lw--;Pn)-

(ii) Se Py,...,P,€C, P,y,...,P, & C ea > 2d, entdo

Sd(Pla-"apn) :Q'Sd72(Pa+la---7Pn)-
Demonstracao. (i) Seja F' € Sy(Py,...,P,) definindo a curva D = V(F). Se DN L =
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{Py,...,P,} e a> d, entdo pela negacao do Teorema 1.8.1 devemos ter L C D, logo

F(X,Y,Z) =0 para todo (X:Y:Z) € L.

Agora pelo Lema 1.11.1 temos,

F=H-F' comF' €Sy 1eD =V(F).

Por hipétese P,,1,..., P, € L, entao devemos ter P, q,...,P, € D', assim F’' €
Sdfl(Pa+1, ey Pn)

Analogamente seja ' € Sy(Py,...,P,) o polinomio definindo a curva D = V(F).
Se DNC ={Py,...,P,} e a > 2d, entdo pela negagao do Teorema 1.8.1 devemos
ter C C D, logo F(X,Y,Z) = 0 paratodo (X:Y:Z) € C e pelo Lema 1.11.1,
F=Q -F" com F" € Sy_9e D"=V(F").
Por hipétese P, 1,..., B, € C, entao P,.1,...,P, € D", o que implica F" €
Sa—o(Pat1,.--, By).

[

Corolério 1.11.3. Seja K um corpo infinito. Se Py, ..., Ps € P% sdo pontos distintos e

ao menos 4 nao colineares entao existe uma unica conica passando por Py, ..., Ps.

Demonstracao. Considere os dois possiveis casos:

(i)

Existem 3 pontos colineares entre os Pls. Seja C' = V(F) C PZ uma conica passando
pelos cinco pontos. Neste caso a conica C' é unicamente determinada, pois se P, P,
e P3 sao colineares o teorema de Bézout garante que a reta PyP,P; = V(H) esta
contida em C, deste modo F(P) = 0, para todo P € V(H) e pelo Lema 1.11.1
temos que F' = H - G para algum polinomio G € K[X,Y, Z]. Logo devemos ter
Py, Ps € V(G) e assim C' = Py P,P3; U PyPs.

Nao ha pontos trés a trés colineares. Iremos provar que toda conica passando pelos

P!s é projetivamente equivalente a
C=VY((B-a)XY + Bla—=7)XZ+aly - f)YZ),

onde (a:f:7) € P% é um ponto fixo a ser determinado. Procedemos como no
Exemplo 7.16 de [7].

Seja C' = V(Q) C PZ uma conica passando pelos P/s, onde Q(X,Y, Z) = aX? +
bXY + Y2 +dXZ +eY 7 + f22.
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Pelo Teorema 1.3.3 existe uma transformagao projetiva T' tal que T'(P;) = (1:0:0),
T(P,) =(0:1:0),T(Ps) = (0:0:1) e T(Fy) = (1:1:1). A imagem do quinto ponto é

determinado pelos demais, e denotamos T'(Ps) = (a:3:7).

A transformagao 7' discutida acima leva a conica C' em C" = V(Q'), onde
Q(X,Y,2)=dX*+ VXY + Y +dXZ +€eYZ+ 22

Como (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1), (1:1:1) € C" devemos ter ¢’ = ¢ = f' =0e
V+d +¢e =0, logo obtemos Q'(X,Y,Z) = VXY +dXZ + €YZ. A dltima
condicao é que b'af + d'ay + €'y =0, pois (a:5:7) € C".

Para determinar os coeficientes &', d’ e € resolvemos o seguinte sistema linear:
b

V+d+¢ = 0
Vaf+day+epBy = 0
Observe que, como nao ha 3 pontos colineares, devemos ter a« # 0, £ 0e 3 # v

(é facil verificar que se ocorresse uma dessas situagbes encontrariamos 3 pontos

colineares). Entao podemos dividir a segunda equagao por af:

V+d+¢€ =

U+d1+dl =
I} «Q

Subtraindo a primeira equagao da segunda temos,

d’(%—1>+e’(%—1> -0

P d/(7_6)+6/(7_a) = 0
15} o
& da(y-p)+eB(y—a) = 0
/__/6(7_05)
A o)
r /5(0'/_’7)
O T e )
De forma analoga,
vV = —d—-¢
_ ,B(’Y—Oé) !
- Ca(-p) ©
_ d(mv—a%ﬂﬂv—m>
a(y—B)
— 6/7(5_&)
a(y —B)



Portando a equacao de Q' é:

/ o /V(B_O‘) /5(05_7) /

O coeficiente €’ é nao nulo, caso contrério teriamos Q'(X,Y, 7)) = VXY +d XZ =
XWVY +dZ)eassim C'" =V(X)UVQ'Y + d'Z) seria a unidao de duas retas, o que

implicaria ao menos 3 pontos colineares.

Desta forma podemos multiplicar () por € = a(l,_’B ), obtendo finalmente

Q' (X,Y,Z) =78 —a)XY + Bla —7)XZ +a(y - B)Y Z.

Veja que €’ = V(Q') = V(eQ)') para todo ¢ # 0 € K, além disso tomar um represen-
tante (Aa:AB:\vy) para Ps nos dd a mesma conica C’; logo a menos de equivaléncias
existe uma unica conica pelos 5 pontos padroes, o que nos garante uma tnica conica

passando pelos Ps.

1.12 Cibicas por 8 pontos

Pode ser 1til classificar, a menos de equivaléncia, as curvas projetivas que passam
por um conjunto de pontos desejado. Esta abordagem foi utilizada anteriormente no
Corolario 1.11.3, onde mostramos que dados cinco pontos, com algumas condigoes, existe
uma Unica conica passando por eles, a menos de equivaléncia.

Outra forma de obter uma classificacao é usar a estrutura algébrica do espaco
vetorial dos polindmios homogéneos, como fizemos no Corolario 1.9.4, onde a partir da
dimensao do espago Sa(Py,...,FP,), 1 < n < 5, especificamos o nimero de polinémios
linearmente independentes que geram todas as conicas passando pelos pontos Py, ..., P,.

O resultado a seguir conduz-se na segunda linha de raciocinio, onde mostramos
que dados oito pontos “suficientemente genéricos” em PZ, existem duas cibicas, cujos

polinémios sao linearmente independentes, passando por eles.

Teorema 1.12.1. Seja K um corpo infinito e Py, ..., Py € PZ pontos distintos. Suponha
que nao hda 4 dos pontos Py, ..., Py colineares e nem 7 em uma conica nao degenerada,
entao

dimSQ,(Pl,...,Ps) = 2.

Demonstracao. Dizemos que um conjunto de pontos sao conconicos se pertencem a uma

conica nao degenerada. Como discutido na Segao 1.10

d+2
dide(Pl,...,Pn)2< ; )—n,
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assim,

dim53(P1,...,P8) Z (;) -8
2.

v

Resta mostrar que dim S3( Py, ..., Pg) < 2. Dividimos essa prova em trés casos:

Caso principal: Nao ha 3 pontos colineares e nem 6 conconicos.
Suponha por contradigdo que dim S3(Py, ..., ) > 3 e sejam Py, Pjo pontos dis-
tintos da reta L = P, P,. Desta forma

dim53(P1,...,P10) Zdlms:;(Pl,,Pg)—QZ 1

e entdo existe I # 0 € S3(Py,..., Pyp). Pelo Corolario 1.11.2 F = H - Q, com @ €
So(Ps, ..., Ps). Assim temos uma contradigao na suposicao feita neste caso, pois se C' =
V(Q) é nao degenerada entao os 6 pontos Ps, ..., Py sdo conconicos, e se C' é degenerada

entao é uma uniao de retas e no minimo 3 pontos sao colineares.

Caso degenerado 1: Suponha Py, Py, Py € L = V(H) pontos colineares.

Seja Py um quarto ponto na reta L. Entao pelo Corolario 1.11.2,
S3(Pry...,Py) =H-Sy(Py,...,P).
Também como nao hé 4 pontos de Py, ..., Py colineares, pelo Corolario 1.11.3
dim Sy(Py, ..., Ps) =1 e entao dim S3(P, ..., Py) =1,
o que implica S3(Py, ..., Ps) < 2.

Caso degenerado 2: Suponha Py, ..., Ps € C =V(Q) pontos conconicos.
Escolha Py € C distinto de P, ..., Fs. Novamente pelo Corolario 1.11.2,

SB(P17...7P9>:Q'Sl(P77P8)

e a reta L = P;Ps é unica, assim S3(P,...,Py) tem dimensao 1, gerado por @ - H e
portanto dim S3(Py, ..., Ps) < 2. [ |

Como um corolario do teorema anterior temos o resultado abaixo, que relaciona 9

pontos em duas cibicas projetivas.
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Coroldrio 1.12.2. Sejam C, = V(F,),Cy = V(Fy) C P% duas curvas cibicas cuja in-

tersecao consiste em 9 pontos distintos, C1 N Cy = {Py,..., Py}. Entao uma cubica D
passando por Py, ..., Py também passa por Py.
Demonstracao. Se 4 dos pontos Py, ..., Py pertencem a uma reta L entao C; e Cy encon-

tram L em 4 ou mais pontos e pelo Corolario 1.11.2 contém L, contradizendo a hipdtese
de C7 N Cy ser um conjunto finito. Do mesmo modo nao pode haver 7 pontos conconicos.

Agora que as condigoes da Proposicao 1.12.1 sao satisfeitas temos
dimS::,(Pb c. ,Pg) = 2,

ou seja, I e Fy formam uma base de S3(Pi,..., ) e entdo D = V(G), onde G =

M F1 4+ M F5. Portanto como Fi e F, se anulam em P, também G se anula. [

1.13 Estrutura de grupo em uma cubica projetiva

plana

Apés o desenvolvimento tedrico realizado nas secoes anteriores, estamos em condi-
¢oes de definir o grupo algébrico de uma cibica projetiva plana.

Considere K um corpo infinito e F' € K[X, Y, Z] um polinémio homogéneo de grau
3 definindo a curva ciibica nao vazia C = V(F) C P%. E necessario ainda que C satisfaca

as seguintes condigoes:
(a) F é irredutivel;

(b) Para todo ponto P € C existe uma tunica reta L = V(H) € P% tal que P é raiz
multipla de F|z, isto é, tratando F' o H parametricamente como no Teorema 1.8.1,
P € L NC tem multiplicidade 2 ou 3;

(¢) A curva C possui um ponto O de inflexdo, ou seja, a reta do item anterior possui

multiplicidade 3 em O na intersecao com C.

O item (a) nos garante que C nao é a unido de uma reta e uma conica, (b) implica
que todo ponto possui uma tangente bem definida, ou seja, C nao possui singularidades
(a reta L também é denotada por TpC) e (c) é uma hipdtese necessiria para a nossa
abordagem da associatividade.

Tome uma cibica C = V(F') nessas condigoes e fixe um ponto de inflexdo O na
curva. Vamos definir uma operacao na ctibica por meio das seguintes construgoes:

Dados pontos A, B € C,

(I) Seja R o terceiro ponto de intersegao de C com a reta AB;
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(IT) Seja agora R o terceiro ponto de intersecao de C com a reta OR. Defina A+ B = R.

Figura 1.4: Construcao da operacao do grupo.
Fonte: Autoria propria.

Teorema 1.13.1. A cubica C munida com a operacio + : CxC — C, dada por A+B = R

como definido acima € um grupo algébrico abeliano, com O o elemento neutro.

Demonstracao. Vamos proceder verificando os axiomas da estrutura de grupo e visto que
a associatividade é o mais trabalhoso deixamos esta discussao para a préxima sec¢ao.

Primeiramente é preciso que a operacao “+” e o conceito de elemento inverso
estejam bem definidos.

Dados P,Q € C temos dois casos: P # Q e L = PQ C P% é unicamente determi-
nada ou P = @ e por (b) existe uma tinica reta L = TpC C P% tal que P é raiz multipla
de F|r. Em qualquer caso F|; é um polinomio cibico em duas varidveis (U e V', veja a
demonstragao do Teorema 1.8.1), que possui duas raizes em K, logo F'|;, se fatora como
o produto de trés fatores lineares, portanto o terceiro ponto de intersecao R é definido e

tem coordenadas em K.

(i) (Elemento neutro) Como O, A e A sio colineares a construcdo O + A consiste em
tomar a reta L = OA encontrando A e usando a mesma reta voltamos a A finalizando

a soma, entao de fato O é elemento neutro.
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(ii) (Inverso) Seja L = TpC a reta tangente em O. Como O é ponto de inflexdo o
terceiro ponto de intersecdo entre L e C é O = O. Desta forma para cada ponto
A € C definimos —A como o terceiro ponto de intersecao da reta AO e C. Facilmente

vemos que A + (—A) = O, logo todo elemento possui inverso.

Figura 1.5: Elemento inverso.
Fonte: Autoria prépria.

(iii) (Comutatividade) Basta notar que L = AB = BA, ou seja, as retas coincidem, entao

se R é o terceiro ponto de intersecdo de L com C temos que A+ B =B+ A= R.

1.14 Associatividade

Primeiramente vamos provar, com os resultados que desenvolvemos, um caso su-
ficientemente geral da associatividade, isto é, quando os oito pontos que compoem a
construgao (A + B) + C' sao distintos.
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Figura 1.6: Construcio de (A+ B) +C = S.
Fonte: Autoria propria.

Suponha A, B, C € C entdo a construcio (A + B) + C = S usa quatro retas:
Ly = ABR, Ly = ROR, Ly =CRS e L, = SOS.
A construcao (B+C)+ A = T usa outras quatro retas:
M, = BOQ, M, =Q0Q, Ms= AQT e M, = TOT.

Para mostrar que S = T basta mostrar que S = T, e para isso considere as duas
cubicas,
D1 :L1UM2UL3 e D2:M1UL2UM3.

Entao, por construcao

CnD,={A B,C,0,R R,Q,Q,5},
CNDy,={A B,C,0,RRQ,Q,T}

Agora como os nove pontos A, ..., S sao distintos, C e D; satisfazem as condi¢oes

do Corolario 1.12.2, logo D5 deve passar por S e assim S =T
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1.15 Associatividade geral

Para garantir que se pode tomar pontos A, B, C' quaisquer na cibica e obter (A +
B)+C = A+ (B + C) é necessario uma abordagem que foge do escopo desse trabalho,
desta forma citaremos uma fonte onde é apresentada esta demonstracao.

As condigoes da construgao do grupo (itens (a), (b) e (¢)) garantem que C é pro-

jetivamente equivalente a uma curva eliptica, dada por uma equagao da forma:
~Y?Z + X*+aXZ*+b2° = 0.

Essa equivaléncia ¢ feita com detalhes em [3], Teorema 3.1.

Assumindo C uma curva eliptica, a referéncia [23], Proposicao 3.4, demonstra por
meio da teoria dos divisores que existe uma bijecao entre o grupo de Picard de grau zero de
C, que é abeliano, e a curva C, bem como mostra que as operacoes dos grupos coincidem,

o que implica na associatividade do grupo geométrico definido anteriormente.
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Capitulo 2

Fundamentos da Teoria de Moddulos

C Algebras

Apresentamos, ao longo das préximas secoes, um apanhado geral da teoria de
modulos e algebras. Nesse texto todos os anéis sao considerados associativos e com uni-

dade. Para esse capitulo, a menos de mencgao contraria, k& denota um anel comutativo.

2.1 Mobdulos sobre anéis

Definigao 2.1.1. Seja A um anel. Um A-médulo a esquerda é um par (M, pu) onde M
é um grupo abeliano e p: A x M — M é uma aplicagdo cuja agdo em (a,z) é denotada

por u(a,x) = az, e satisfaz

a(z +y) = ax + ay,
(a+b)x = az + bz,
(ab)z = a(bx),

lr =z,
para todos a,b € Aex,y € M.

Analogamente, ha o conceito de A-médulo a direita.

Defini¢ao 2.1.2. Seja A um anel. Um A-médulo a direita é um par (M, ) onde M é

um grupo abeliano e u: M x A — M é uma aplicagao (x,a) — za que satisfaz

(o + y)a = 70+ ya,
z(a+b) = xa + xb,
x(ab) = (za)b,

rl =z,
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para todos a,b € Aex,y € M.

Neste texto, salvo mencao em contrario, por “A-moédulo” entenderemos um A-
modulo a esquerda. Na ocorréncia de um A-médulo N a esquerda e um A-mdédulo M a

direita usaremos as identificagoes 4N e My4.

Definigao 2.1.3. Sejam A e B anéis. Se um grupo abeliano M possui estrutura de A-
modulo & esquerda e estrutura de B médulo a direita, o chamamos de (A — B)-bimddulo

e denotamos 4 Mp.
Exemplos 2.1.4. Alguns médulos:
(1) Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-médulo.

(2) Todo grupo abeliano G é um Z-mdédulo com p : Z x G — G dada por: se n > 0
(n,g)—=n-g=g+g+---+g (nvezes); sen =20, (0,9) = 0-g = 0g; se n < 0 entdo
(n,g) = —((=n) - g).

(3) Todo anel A é um médulo sobre si mesmo. Todo ideal & esquerda de A é um A-mdédulo
a esquerda, e todo ideal a direita de A é um A-modulo a direita. Em particular, todo

ideal de A é um A-médulo (& esquerda e a direita).

(4) Se A é um subanel de B, entdo B é um A-moédulo com (a,b) — a - b sendo a multi-

plicacdo em B. Em particular A[X, ..., X,]| e A[X] sao A-mddulos.

(5) Sejam A e B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Entao todo B-médulo

M induz um A-médulo, definindo am = p(a)m, para a € A,;b € Bem € M.

(6) Seja T': V — V uma transformacao linear, onde V' é um espago vetorial de dimensao
finita sobre o corpo K. Entao V' pode ser visto como um K[X]-médulo, se definirmos

a multiplicagao por escalar K[X] x V' — V por
f(X)v = (Z X" = ZciTi(v),
i=0 i=0

onde f(X) = Y1 X" € K[X], T° é a transformacdo identidade de V e T ¢ a

composta de T com T 7 vezes se 7 > 1.

Observagao 2.1.5. Quando A é um anel comutativo nao hé diferenca entre A-médulos a
esquerda e a direita. Mais precisamente, se M é um A-modulo a esquerda entao podemos
definir uma estrutura de A-mddulo a direita em M por z-a = axr paraa € Ae x €
M;; reciprocamente, cada A-mdédulo a direita tem uma estrutura natural de A-moédulo a

esquerda.
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Isso nao é verdade para um anel nao-comutativo por conta do terceiro axioma.
Gostariamos de mostrar que (z - a)-b = z - (ab) para todo x € M e a,b € A, mas neste

caso teriamos

(x-a)-b=blax) = (ba)x =z - (ba).

Obeserve que ficamos com (x - a) - b = x - (ba) e, como A nao é comutativo, nao

podemos afirmar que x - (ba) = x - (ab).

A partir daqui trabalharemos com moédulos a esquerda, entretanto todos os resul-

tados e as defini¢oes valem para moédulos a direita, feitas as devidas alteragoes.

Definicao 2.1.6. Sejam M e N dois A-mddulos. Uma aplicagao ¢ : M — N é um

homomorfismo de A-moédulos ou um A-homomorfismo se

¢(m +m') = ¢(m) + p(m’),
¢(am) = ag(m),

para todo a € A e m,m' € M. O homomorfismo ¢ : M — N é um isomorfismo de
A-moddulos se existe um A-homomorfismo v : N — M tal que Yo ¢ = Iy e pop = Iy,

onde I e Iy sao os homomorfismos identidade em M e N, respectivamente.
Exemplo 2.1.7. Alguns homomorfismos:

(1) Se K é corpo, entao K-médulos sao espagos vetoriais e K-homomorfismos sao trans-

formagoes lineares.

(2) Todo homomorfismo de grupos abelianos é um Z-homomorfismo, pois se n > 0,

ong) =plg+g+---+9) =lg) +¢lg) +- -+ ¢(g9) =np(g);
sen =10
p(ng) = »(0) = np(g);

esen <0
o(ng) = o(—=((—=n) - g9)) = —(p(g) +©(g) + -+ ¢(g9)) = —(—n)p(g) = np(g).

(3) Se A é um anel comutativo, M um A-médulo e f € A, entdo a multiplicagao por f,

py o M — N dada por m — fm é um A-homomorfismo. De fato, A é comutativo,
logo iy (am) = f(am) = (fa)m = (af)m = a(fm) = aji;(m).

Definigao 2.1.8. Um submddulo M’ de M é um subgrupo de M que é fechado em relacao

a multiplicagdo por elementos de A.

Observagao 2.1.9. Todo submddulo de um A-médulo também é um A-mdédulo.
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Definigao 2.1.10. Se M’ é um A-submédulo do A-médulo M, o grupo abeliano M /M’
tem estrutura de A-médulo, definida por a(m + M') = am + M’'. Dizemos que M /M’ é
o A-médulo quociente de M por M'.

Exemplo 2.1.11. Seja M um A-médulo e (M))rep uma familia de submédulos de M,
a intersecao (e, Mx é um A-médulo. De fato, esse conjunto é um submddulo de M e

portanto um A-médulo.

Defini¢ao 2.1.12. Seja M um A-mdédulo e (M) en uma familia de submédulos de M.

Definimos

(i) A soma ), ) My como o conjunto de todas as somas finitas ) ,_, my, onde my €
M, para todo A € A e quase todos os my s@o nulos. A soma é o menor submodulo

de M que contém todos os M.

(ii) Se I é um ideal de A e M um A-médulo definimos o submddulo produto IM como

sendo o conjunto de todas as somas finitas 3 _; a;m;, com a; € I e m; € M.

O kernel a imagem de um homomorfismo de médulos ainda sao submddulos, como

indica a proposigao abaixo (veja a Proposigao 2.3 em [20]).

Proposicao 2.1.13. (1) O kernel Kerep C M e a imagem Imp C N de um homomor-
fismo de A-mddulos p : M — N sao submddulos.

(2) Se N C M € um submddulo dado, existem um mddulo quociente M /N e uma aplicagao

sobrejetiva m: M — M/N tais que Kerm = N.

Por fim enunciamos os Teoremas do isomorfismo para a estrutura de médulos (veja
o Teorema 2.3 em [20]).

Teorema 2.1.14 (Teoremas do isomorfismo).
(1°) Sejam M e N A-mddulos e p : M — N homomorfismo, entao M/ Ker ¢ = Im .

(2°) Se N é um A-mddulo e L, M C N sdao submddulos, entao

(M +L)/L=M/(MNL).

(3°) Se L C M C N sao submddulos, entao

N/M = (N/L)/(M/L).
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2.2 Algebras

Os anéis mais importantes neste trabalho sao os anéis de polindomios em n inde-
terminadas k[X7,...,X,], onde k é um anel comutativo, e seus anéis quocientes. Esses

anéis possuem uma estrutura extra, a estrutura de k-algebra.

Definicao 2.2.1. Uma k-dlgebra é um anel A junto com um homomorfismo de anéis
¢k — Atal que p(N)a = ap(\), paracadaa € Ae X € k.

Observacao 2.2.2. H4a varias definicoes equivalentes de k-algebra. Uma segunda de-
finicao mais pratica é: uma k-dlgebra A é um anel A, com uma estrutura de k-mddulo,
tal que o produto de A é uma aplicagao k-bilinear. Note que, pela bilinearidade, se A € k
e a € A entao

Ara=X(1ga) = (X 14)a.

Pode-se mostrar que ¢ : &k — A dado por ¢(\) = X - 14 é um homomorfismo de
anéis e (novamente pela bilinearidade) vale que ¢(\)a = ap(\) para cadaa € Ae X € k.

Reciprocamente, se A é um anel e ¢ : £k — A é um homomorfismo de anéis tal
que ¢(N)a = ap(\) para cada a € A e A € k, pode-se verificar que A tem estrutura de
k-modulo por

Aa=¢(Na

e que o produto em A é k-bilinear.
Uma terceira forma de compreender k-algebras é apresentada na Proposigao 2.6.9,

via o produto tensorial.

Definicao 2.2.3. Se A é uma k-algebra,
(i) uma subdlgebra de A é um subanel B de A que também ¢ um k-submédulo de A.
(ii) um ideal da k-dlgebra A é um ideal do anel A.

Exemplos 2.2.4. Sejam k£ um anel comutativo e A uma k-algebra.

(1) O anel de polinoémios A[X7,...,X,] é uma k-algebra para qualquer inteiro positivo

n. Em particular, k[X1, ..., X,]| é uma k-dlgebra comutativa.

(2) Se I é um ideal de A entao I é também um k-submédulo de A, e com isso o anel
quociente A/l tem uma estrutura canoénica de k-médulo, e também tem estrutura de

k-algebra.

Definigao 2.2.5. Sejam A e B duas k-algebras. Uma aplicagao f : A — B é um
homomorfismo de k-dlgebras se ¢ um homomorfismo de anéis e também um homomorfismo

de k-modulos.
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Observacao 2.2.6. Médulos a esquerda (a direita) sobre uma algebra A sdo mddulos
a esquerda (a direita) sobre o anel A. Cada A-médulo possui uma estrutura natural de

k-médulo.

2.3 Categorias

Nesta secao reunimos defini¢oes e resultados béasicos de categorias e funtores, além

de alguns exemplos.
Defini¢ao 2.3.1. Uma categoria C é uma tripla (Ob, Hom¢, o) definida por:
(i) Uma classe ObC, chamada classe de objetos de C.

(ii) Para cada par (X,Y) de objetos de C, um conjunto denotado Home(X,Y'), cu-
jos elementos sdo morfismos de X em Y tais que, se (X,Y) # (X', Y’'), entao
Home (X, V) N Home (X, V") = @,

(iii) Para cada tripla de objetos (X,Y, Z) de C, uma aplicagao
o : Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z),

onde a imagem do par (g, f) é denotada por g o f ou gf, chamada composi¢ao de

morfismos e satisfaz as duas condigoes a seguir:

(Cy1) Se f € Home(U, V), g € Home(V, W) e h € Home(W, X), entao
hgf) = (hg)f.

(Cy) Para cada objeto X de C existe um morfismo 1x € Home (X, X), chamado
identidade em X tal que, se f € Home(X,Y) e g € Home(W, X) entéo,

flx=f e 1xg=y.

Exemplos 2.3.2. (1) A categoria Ens ou Set tem por objetos conjuntos, por morfismos

fungoes e a composigao usual.

(2) Gr é a categoria de grupos, os morfismos sao homomorfismos de grupos e a composi¢ao

¢é a usual.

(3) Top é a categoria dos espacos topoldgicos, os morfismos sao fungoes continuas e a

composicao é a usual.

(4) Seja k um anel comutativo. A categoria Alg k das k-algebras tem como morfismos os

homomorfismos de k-algebras e a composi¢ao usual.
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(10)

Seja A uma k-algebra. A categoria Mod A de A-mdédulos a esquerda tem como mor-

fismos as aplicacoes A-lineares e a composicao é a usual.

Seja G um mondide. Definimos a categoria C de G por um unico objeto X e
Home (X, X) =G.

Um conjunto parcialmente ordenado X pode ser considerado como uma categoria
C = PO(X) cujos objetos sao elementos de X e Home(a,b) é um conjunto com um
elemento pf se a < b e vazio caso contrario. Da transitividade da ordem parcial em

X segue que pgplc’ = p%, o que define a composigao.

Seja K um corpo. Considere a classe ¢ de todas as triplas (E, F, f) onde E, F' sao
K-espacos vetoriais e f : E — F' ¢ K-linear. Consideramos a categoria onde a classe
de objetos é € e um morfismo (E, F, f) — (E', F’, f') é um par (u,v) onde u : E — E'

ev: F — F" sao K-lineares tais que f'u = vf.

E/TF/

Se definirmos a composigao dos morfismos (u,v) : (E, F, f) — (E', F', f') e (u/,0') :
(E',F', ") = (E", F", f") por (v ,v")(u,v) = (v'u,v'v), obtemos uma categoria.

Seja K um corpo algebricamente fechado. Definimos a categoria das variedades
algébricas VA(K) cujos objetos sdo variedades algébricas em A" para algum n > 1 e

os morfismos sao fungoes polinomiais (veja as Segdes 3.4 e 3.8).

Seja K um corpo. A categoria AlgAf(K) tem por objetos K-algebras afins, isto é,
algebras comutativas, sem elementos nilpotentes e finitamente geradas sobre K. Um

morfismo nesta categoria ¢ um homomorfismo de K-édlgebras.

Na Segao 3.8 exploramos a relagao entre as categorias VA(K) e AlgAf(K).

Definicao 2.3.3. Seja C uma categoria e f : X — Y um morfismo de C. Dizemos que f

é um isomorfismo se existe um morfismo g : Y — X talque go f=1x e fog=1y.

Definicao 2.3.4. Sejam C, D duas categorias. Dizemos que D é uma subcategoria de C

se todo objeto de D é um objeto de C, se todo morfismo de D é um morfismo de C e se a

composicao coincide. Assim, se X, Y sao dois objetos de D, temos

Homp(X,Y) C Home(X,Y).

o7



Se esta inclusao for uma igualdade para todos X, Y em D, ou seja, se todo morfismo

X — Y de C é morfismo de D, dizemos que D é uma subcategoria plena.

Gr

Uma subcategoria de Ens é chamada de categoria concreta. Alguns exemplos sao:
, Ab, Top, Mod A, Alg k.

Definicao 2.3.5. Sejam C,D duas categorias.

(I) Um funtor covariante F : C — D é uma funcdo que associa a cada objeto X de C
um objeto F(X) ou FX de D e para cada morfismo f : X — Y de C um morfismo
F(f)ou Ff: FX — FY de D tal que
(F1) Se gf ¢é definido em C, entao F(g)F(f) é definido em D e F(gf) = F(9)F(f)-
(Fy) Para todo objeto X de C, F(lx) = lpx.

(IT) Um funtor contravariante F' : C — D é uma fungao que associa a cada objeto X

de C um objeto F(X) ou FX de D e para cada morfismo f : X — Y de C um
morfismo F(f) ou Ff: FY — FX de D tal que

(F1) Se gf é definido em C, entao F(f)F(g) é definido em D e F(gf) = F(f)F(g)-
(Fy) Para todo objeto X de C, F(lx) = lpx.

Exemplos 2.3.6. (1) Seja C uma subcategoria de D. Existe um funtor canonico, de-

nominado inclusao, J : C — D definido para cada objeto X de C por J(X) = X e
para todo morfismo f de C por J(f) = f. Se C = D o funtor inclusao é chamado
identidade e denotado 1. : C — C.

Se C = Gr, Ab, Mod A, Alg k existe um funtor U : C — Ens, chamado funtor esque-
cimento, que associa a cada objeto seu conjunto correspondente e a cada morfismo a
aplicacao correspondente. Da mesma forma, se A é uma k-algebra existe um funtor
esquecimento U : Mod A — Mod k.

Sejam C,D, & tres categorias e FF : C — D e G : D — & dois funtores. O funtor
composto G o F' ou GF de C em & é definido por (GF)(X) = G(F(X)) para todo
objeto X de C e (GF)(f) = G(F(f)) para todo morfismo f de C.

(4) Sejam C uma categoria e X um objeto de C. O funtor Hom¢ (X, —) : C — Ens associa

a cada objeto M de C o conjunto Hom¢(X, M) e a cada morfismo f : M — N a
aplicacao Home (X, f) : Home(X, M) — Home (X, N) dada por Home (X, f)(g) = fg.

X — M
fg \\\ J/f
N

o8



Esse funtor é covariante.

(5) Sejam C uma categoria e X um objeto de C. O funtor Hom¢(—, X)) : C — Ens associa
a cada objeto M de C o conjunto Home(M, X) e a cada morfismo f : M — N a
aplicacao Home(f, X) : Home(N, X) — Home (M, X) dada por Home(f, X)(g) = gf.

N — X

g
A
f
gf

M

Esse funtor é contravariante.

2.4 Produtos e Somas Diretas

Definigao 2.4.1. Seja (M))rea uma familia de objetos de uma categoria C. Um pro-
duto desta familia é um par (M, (pa)aea), dado por um objeto M e por uma familia de
morfismos (py : M — M))aea tal que, se (M’, (p))rea) é um par de outro objeto M’ e
outra familia (p) : M’ — M))aea, entdo existe um tnico morfismo f : M’ — M tal que

paf = p) para todo X € A.

M —2
+

fi /

! Px

M/

A condi¢ao da unicidade pode ser reformulada como: se f e g sao dois morfismos

tais que p)f = pag para todo A € A, entao f = g.

Lema 2.4.2. Se uma familia de objetos (My)rep admite um produto, esse é inico a menos

de isomorfismo.

Demonstracao. Veja [2], Lema 2.1. |

Por abuso de linguagem dizemos que M, se existe, é o produto da familia (My)xea,
e denotamos M = [, ., M. Se A = {1,2,...,n} denotamos M = [[_, M; ou M =
M x -+ x M,. Se todos os M, sdo iguais a N, denotamos M = N*. Os morfismos

(pr : M — Mj)xen s@o chamados projecoes canonicas.

Teorema 2.4.3. Seja A uma k-dlgebra. Toda familia (My)xepn de A-mddulos admite um
produto em Mod A.

Demonstracao. Dados dois conjuntos nao vazios M e A, o produto cartesiano M™ é o
conjunto das fungdes de A em M. Por abuso de linguagem denotamos um elemento m de

M™ por (my)aea, onde my = m(\).
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Dada uma familia de A-médulos (M )xea, considere o conjunto M = (J,., My e
o produto cartesiano M™. Este conjunto tem uma estrutura canonica de A-médulo dada
por

(ma)rea + (Ma)aea = (Ma 4+ nx)aca,  a(ma)aea = (amy)area-

Pode-se mostrar que o submodulo
P ={(my)sea € M* : my € My, VX € A}
é um produto direto da familia (M) )xea com a familia de morfismos
pu: P — M, (mx)iea — my.

Definigao 2.4.4. Seja (M))yep uma familia de objetos de uma categoria C. Uma soma
direta ou coproduto desta familia é um par (M, (gx)rea) onde M é um objeto e (qy : My —
M)ep uma familia de morfismos tal que, se (M, (¢))aca) ¢ um par de outro objeto M’
e outra familia (¢} : My — M’)ea, entdo existe um dnico morfismo f: M — M’ tal que

far = ¢, para todo A € A.

My, —2 5 M
, f

ay B

M/

A condicao da unicidade pode ser reformulada como: se f e ¢g sao dois morfismos

tais que fq\, = gq, para todo A € A, entao f = g.

Dizemos que M, se existe, é a soma direta ou coproduto da familia (M) )yep. De-
notamos M = @, _, My ou [[,cy Mx. Se A = {1,2,...,n} denotamos M = @, M;,
M=]]_,M;ou M =M &---& M,. Por fim se M, = N, para todo XA € A, entdo de-

notamos M = N, Os morfismos (gx : My — M)xen s@o chamados inclusoes canéonicas.

Lema 2.4.5. Se uma familia de objetos admite uma soma direta, essa € unica a menos

de isomorfismo.
Demonstragao. Veja [2], Lema 2.3. [ |

Teorema 2.4.6. Seja A uma k-dlgebra. Toda familia (My)xen de A-mddulos admite uma

soma direta em Mod A.

Demonstragdo. Como antes, sejam M = (J,., My e

HMA = {(mA)AeA S M my € My, V€& A}
AEA
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Dado (m)xea € [ en M, dizemos que seu suporte é

supp((my)ren) = {A € A : my, # 0}.

Considere o conjunto

S ={(ma)rea € [ Ma : [supp((ma)rea)| < oo}
AEA

Entao S é um A-médulo pois é um A-submédulo de [[, ., M, e é uma soma direta

da familia (My)xea com os morfismos
qu : Mu — S, m— (m)\)AEA

em que m, =m e my = 0se X # pu. |

Observagao 2.4.7. Se o conjunto A é finito entao o produto direto e a soma direta da

familia de A-médulos (M) e coincidem.

Definicao 2.4.8 (soma direta interna). Seja (M))iea uma familia de submdédulos de

um A-médulo M. Diremos que a soma ), , My é direta se é isomorfa a soma direta
D rcn M.

A préxima proposicao estende caracterizacoes conhecidas de uma soma direta
(interna) no contexto de espagos vetoriais de dimensao finita para médulos sobre uma

algebra.

Proposicao 2.4.9. Seja (My)xea uma familia de submddulos de um A-médulo M. As

condicoes abairo sao equivalentes:
(1) A soma ) .\ My € direta.
(2) Para todo A € A, temos M\~ \ M, = 0.

(3) Se > yen®r = 0, onde (xz)rea € uma familia com suporte finito tal que xx € My,
para todo A € A entdo x) = 0 para todo A € A.

(4) Todo x € ), .\ My se escreve de modo tinico na forma x =Y, ., Tx, onde (Tx)ren €

uma familia com suporte finito tal que x) € M),V X € A.

2.5 Modbdulos livres

Sejam A uma k-algebra e M mddulo sobre A. Um subconjunto X de M é dito

livre ou linearmente independente se, para toda familia (x))yea de elementos de X cujo
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suporte ¢é finito, a relacdo ), ., axzx = 0, com a, elementos de A, implica ay = 0 para
todo A € A. Um conjunto X que nao ¢ livre é dito linearmente dependente.

Um conjunto gerador para M, ou um conjunto de geradores de M, é um conjunto
X C M tal que todo elemento de M se escreve com combinacao linear de elementos de
X. Um A-médulo M é finitamente gerado se possui um conjunto gerador finito.

Uma base de um médulo M é por definicao uma familia livre de elementos de M
que o gera. Nem todo moédulo tem base, por exemplo: se G é um grupo abeliano finito
de ordem n entdo G nao contém nenhum subconjunto livre sobre Z (pois n - z = 0 para
todo = € G).

Exemplo 2.5.1. Se A é um dominio de integridade, 0 # f € A e Frac A é seu corpo de
fragoes, entao

Afl= A+ AT+ A7+

é um A-submoédulo de Frac A que normalmente nao é finitamente gerado como A-mdédulo.
Note que {1, f~*, f72,...} é um conjunto de geradores infinito para A[1/f].

Considere, por exemplo, o caso em que A = Z e f > 2. Se existe um conjunto
gerador finito X para Z[1/f] entdao X C Z + Zf~' + .-+ Zf ™ para algum n > 0. Mas

1
For $ LA LI B
pois se
1 n aq n n an
— ao J— .. —
o f fr

entao teremos
l=aof" "+ a1 f"+---+a,f =df

com d inteiro, portanto f > 2 divide 1 em Z, absurdo.
Exemplos 2.5.2. Seja A um anel.

(1) O anel de polinomios A[X] tem o conjunto
1L,X, X% ...
como conjunto gerador. Pela construcao de A[X] este conjunto é uma base, pois se
ag+a; X +---+a, X" =0,

entdo ap = a3 = -+ = a, = 0. Mais ainda, A[X] ndo é um A-mdédulo finitamente
gerado. De fato, se B C A[X] é um conjunto finito de polinomios e o grau maximo
de um elemento de B é n entao X"*! ndo se escreve como combinacao linear de

elementos de B.
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(2) Seja I um ideal do anel A. O A-médulo A/I é gerado por 1 4 I, mas o conjunto
{14 I} nao é livre se I # 0, pois se f € I entao f(1+ I) = 0. Portanto A/l é

finitamente gerado e nao é livre.

Definigao 2.5.3. Seja X um conjunto. Um A-mddulo livre sobre X é um A-mddulo
L(X) junto de uma aplicacao jx : X — L(X) tal que, se M é um A-méduloe f: X — M

uma aplicacao, entao existe um tnico morfismo de A-mdédulos fA: L(X) — M tal que

~

fix=1F.

Teorema 2.5.4. Para todo conjunto X, existe um A-maodulo livre sobre X, iinico a menos

de isomorfismo.

Demonstracao. Mostraremos a existéncia deste A-modulo.

Dado um conjunto X podemos considerar a soma direta da familia (A)),ex, onde

A, = A paracada \ € X,

A — @A)\ = {(a))rex : apenas finitos ay # 0}.

AEX
Vejamos que AX) é um médulo livre sobre X. A aplicacao jx : X — AX) ¢ dada
por A — ey, onde ey = (0y ,14)uex € 0y, denota a fungao Delta de Kronecker.

Cada elemento a de AX) se escreve de modo tinico como

CL:E arex = E A)EN,

AeX A€supp(a)

0 que mostra que o conjunto B = {ey}rcx ¢ uma base de AX) sobre A. Com isso podemos
mostrar que a propriedade universal é satisfeita: dado um A-mdédulo M e uma funcao

f: X — M, podemos definir a aplicacao J?: AX) — M da seguinte forma: dado

a = E A e

A€supp(a)

em AX) | tomamos

f(a): Z axfx

A€supp(a)

Como B é uma base de AX) a funcéo festé bem definida, pois a expressao para a
em termos de elementos de B ¢é tinica. Pode-se verificar que f é A-linear, e também que

é a unica aplicacdo A-linear de AX) em M tal que fj x=f. [ |
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Teorema 2.5.5. Um maddulo € livre se, e somente se, possui uma base.

Observacao 2.5.6. E f4cil construir médulos que nao sao livres: como ja visto, se [ ¢ um
ideal de A entdo o A-médulo A/I nao é livre, pois para cada x + [ em A/I e cada a € [
tem-se que a- (x+1) = 0. Portanto, se todos os médulos de um anel sao livres é necessério
que este anel nao possua ideais nao triviais. Quando A é um anel comutativo isso equivale
a pedir que A seja um corpo. O caso nao-comutativo é um pouco mais complicado, pois
é preciso garantir que nao existam ideais a esquerda. Isso é o que ocorre em anéis de

divisao, isto é, anéis onde todo elemento nao nulo admite inverso para o produto.

Observacao 2.5.7. A construcio do A-médulo livre A fornece um funtor da categoria
dos conjuntos na categoria dos A-médulos, que em objetos é dado por X — AX) e em
morfismos é definido da seguinte forma: se f : X — Y é uma funcao, entao o morfismo

f: AX) — AY) ¢ o tnico morfismo que completa o diagrama

AX)
Jx lf
X s Y s AY)

Nas bases canonicas temos f(ez) = e € AV,

2.6 Produto Tensorial

Para esta secdo A denota uma k-algebra, onde &k é um anel comutativo.
Sejam Ly e 4M dois A-moédulos. Uma aplicagao g do k-mddulo produto L x M

em um k-mddulo X é dita A-bilinear se

gla1z1 + asre, y) = a1 g(z1, y) + asg(z2,y),
g(x, Biyr + Payz) = Prg(z,y1) + Bag(x, ya),
g(za,y) = g(x,ay),

para todos x,x1,x2 € L, y,y1,y2 € M, ay, 9,061,082 € k e a € A.

Definigao 2.6.1. Um produto tensorial de Ly e sM é um par (T,t), onde T é um
k-médulo e ¢t : L x M — T é uma aplicacao A-bilinear tal que, para todo par (X, g) onde

X éum k-modulo e g : L x M — X uma aplicacao A-bilinear, existe uma tnica aplicacao

64



k-linear g : T'— X, tal que gt = g.

LxM—t T

|
]
I

\ 9

4
X

Teorema 2.6.2. Sejam Ly e sM dois A-mddulos, entao existe em Mod k um produto

tensorial de L e M, unico a menos de isomorfismo.

Demonstracao. Indicamos a existéncia desse k-maédulo.
Seja k(XM o k-médulo livre sobre o conjunto L x M. Os elementos de k*M) sao

combinagoes lineares da forma

Z CY(ar:,y) (.23, y)a

(z,y)eLxM

onde x € L,y € M e (Oz(m))(w,y)eLxM é uma familia de elementos de k, cujo suporte é
finito.

Seja R o submédulo de k*M) gerado pelos elementos da forma

(121 + aaxa, y) — 121, y) — az(z2, ),
(z, Bryr + Bay2) — Bi(x, y1) — Pa(x,12),
(ZL’CL, y) - (‘Tv ay),

para todos x,x1,72 € L, y,y1,y2 € M, aq,a0,51,02 € k e a € A. Definimos T =

EEXM) /R e a aplicacio t como a composicio da inclusdo j : L x M — kI>M) ¢ g

LxM) _ T canonicas.

projecao p : k!
Pela definicao de R facilmente verifica-se que t é A-bilinear e também que o par

(T, t) satisfaz a propriedade universal do produto tensorial. [ |

Notacao 2.6.3. O produto tensorial T' de dois A-moédulos L4, 4 M é denotado por L& 4 M
ou, quando nao ha perigo de confusao, simplesmente por L ® M e a classe de um elemento
(xz,y) € L x M pela aplicacao t, é denotada por t(z,y) = z®y. Perceba que um elemento
genérico de L ® M é da forma

Z ax(Tx @ ya),

A€A

onde z) € L, yx € M e (a))rea ¢ uma familia de elementos de k&, cujo suporte é finito.

Construimos, de modo natural, o produto tensorial de duas aplicagoes A-lineares

f:La—Lyeg: aM — oM. Considere a aplicacdo
fxg:Lax aM— Lyx aM,
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dada por
(f x g)(z,y) = (f(x),9(y))-

Também definimos t' : L' x M’ — L' ® M’ como a aplicacao do tensor. Note que
a composicao t'(f X g) é uma aplicagao A-bilinear. De fato, basta mostrar que respeita a

compatibilidade, isto é,

Portanto, pela propriedade universal do produto tensorial L ® M, existe uma tnica

aplicacao k-linear f ® g: L ® M — L' ® M’ tornando o diagrama abaixo comutativo,

LxM—t s rLeoM

fxg f®g
L’xM’TL’@)M’

assim essa aplicagao é dada por (f ® g)(z ®y) = f(z) ® g(y).
A proposigao a seguir demonstra que o produto tensorial de médulos é “comuta-

tivo” e “associativo”.

Proposicao 2.6.4. (1) Seja A uma k-dlgebra comutativa e L, M dois A-médulos. Entdo
a aplicacao k-linear
@ZL@AM—)M(@AL,

dada por
TRY+— 1Yy,

¢ um isomorfismo de k-maodulos.

(2) Sejam A, B duas k-dlgebras e La, sMp,p N trés mddulos. Entdo a aplicag¢ao
0: L®s(M®N)— (L®s M)®p N,

dada por
T4 (YyRpz)— (T R®ay) Op 2,
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¢ um isomorfismo de k-maodulos.

Observacao 2.6.5. Por construgao o produto tensorial de dois médulos sobre uma k-
algebra é um k-maodulo. Veremos que se os médulos possuem estruturas extras, o produto
tensorial pode ser visto como um modulo sobre uma algebra.

Sejam A, B e C trés k-édlgebras, pL4 um (B — A)-bimédulo e 4Le um (A — C)-
bimédulo. Entéo o produto tensorial L ® 4 M possui uma estrutura natural de (B — C')-

bimoédulo, dada nos geradores por
b-(z@y)-c=(br) @ (yo),

paratodosbe B,x € Lyye M ece C.

Basta verificar que as aplicagoes definindo as novas estruturas de moédulos estao
bem definidas e que respeitam a soma em L ®4 M, visto que os outros axiomas sao
evidentemente satisfeitos. Além disso, abordamos apenas a estrutura de B-mdédulo a
esquerda, o outro lado é analogo.

O B-médulo L pode ser visto como um k-médulo por A -z = (Alg)x e entao
a multiplicacao externa de B em L é uma aplicagao k-bilinear, assim induz uma tnica
aplicacao k-linear p: B®p L — L, dada por u(b® x) = bz.

Agora considere o diagrama,

Bx (L®a M)

-

(B®pL)®a M o T » L@a M

onde t é a aplicagao do tensor, f é o isomorfismo da Proposicao 2.6.4 e 0 é a composigao
o= (u®Iy)o fot, ouseja, o(b,r ®y) = (bxr) ® y. Portanto o estd bem definida e é
linear em L ® 4 M.

Teorema 2.6.6. Seja A uma k-dlgebra. Para todos A-mddulos Ly e 4 M temos isomor-

fismos de A-mddulos,
L®AA;>LA € A@AML}AM

Demonstra¢ao. Denotando por ¢ : L x A — A a aplicacao A-bilinear definindo o médulo

L, temos pela propriedade universal de L ® A que existe uma unica aplicacao k-linear @
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tornando o diagrama abaixo comutativo.

LxA—tsILoA

L

Assim ¢ : L® A — L é dada por §(x ® a) = xa. Perceba que munindo L ® A com
a estrutura de A-médulo a direita (veja a Observagao 2.6.5), @ é claramente A-linear. Por
outro lado definimos a aplicagdo A-linear ¢ : L — L ® A por ¢(z) =z ® 1. E f4cil ver
que @ e 1 sao mutuamente inversas, o que conclui o isomorfismo.

O outro isomorfismo é realizado de maneira analoga. [ |

O produto tensorial “respeita” somas diretas, como indica o teorema a seguir.
)
Uma interpretacao informal desse resultado é que ha uma “propriedade distributiva”

para produtos tensoriais, analoga a conhecida para nimeros.

Teorema 2.6.7. Sejam (Ly)aea uma familia de A-mddulos a direita e (My)sex uma

familia de A-mddulos a esquerda. Entdo temos um isomorfismo de k-mddulos,

(EBLA)(@(@Ma) P (LM,

AEA oEY (A\o)EAXT

Corolario 2.6.8. Sejam L, AM dois A-mddulos e A um conjunto. Temos isomorfismos
de A-mddulos,
L®y AW =y L(AA) e AN Qa4 M SN AM(A)

Demonstracao. A demonstragao desse resultado segue diretamente do teorema anterior,
bastando notar que os isomorfismos acima também sao A-lineares. Apresentamos outra
solucao, a partir da teoria desenvolvida nesse capitulo.

Sejam (¢ : L — L™)\ea as inclusdes canonicas da soma direta e considere as
aplicagoes (¢} : L — L ® AM)\cx dadas por ¢i(z) = = ® ey, onde ex = (6x,14) e
As aplicagoes (g} )rea sdo evidentemente A-lineares, logo pela propriedade universal da
soma direta L™ induzem uma tnica aplicacdo A-linear f : L™ — L ® A™ tornando o

diagrama comutativo,

ou seja, f((za)aer) = Doren Tr @ €x (perceba que essa soma ¢ finita, pois (zx)rea possui

suporte finito).
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Por outro lado considere L™ como um k-médulo. Definimos uma aplicacdo A-
bilinear ¢ : L x AN — L™ por ¢/(x, (ax)aen) = (zay)rea. Pela propriedade universal de
L® AW existe uma tinica aplicacao k-linear g : L ® A® — L) completando o diagrama
a direita,

L—2 50w 9 [ xaA®

T~
|

, fi

9

E '
L® AW
logo g é dada por g(z®(ax)aea) = (zax)rea. Perceba que g também é A-linear e facilmente

vemos que f e g sao mutuamente inversas, o que conclui o isomorfismo. [ |

Proposicao 2.6.9. A toda estrutura de k-dlgebra estabelecida na Definicao 2.2.1, isto €,
um anel A junto de um homomorfismo de anéis ¢ : k — A satisfazendo ¢(N)a = ap(N),
podemos associar uma tripla (A,m,u) onde A é um k-modulo e m : A ®, A — A,

u:k — A sao aplicagoes k-lineares satisfazendo os diagramas comutativos:

AAo A "%, 4% A

I®m m
A®AT>A
AR A
u® I I ®u
m
kE® A s A < ARk

o~

Il

Reciprocamente, a cada tripla (A, m,u) satisfazendo os diagramas acima, pode-
mos associar uma k-dlgebra como na defini¢ao citada. Isso mostra que (A,m,u) € uma

definicao equivalente de dlgebra.

Demonstra¢ao. Como na Observacao 2.2.2 o anel A pode ser visto como um k-moédulo
por A-a = ¢(\)a, e assim a multiplicagdo interna do anel A é uma aplicacao k-bilinear.

Deste modo induz uma tnica aplicagao k-linear m : A® A — A por m(a®b) = ab. Como
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a multiplicacao de A é associativa, temos o diagrama

A9 AR A "%, 494
I®m m

Para o segundo diagrama basta tomar u = ¢. De fato, denotando ¢; : k® A — A

e ¢, A® k — A os isomorfismos canonicos, temos

e analogamente

(m(I @u))(a®@ ) =p.(a®N).

Portanto o diagrama

AR A
u® I I®u
m
k® A s A < ARk

1%
1%

¢ comutativo.
Por outro lado, dada uma tripla (A, m, u) nas condi¢ées do enunciado basta definir
a-b=m(a®Db) para o produto interno do anel A, cuja unidade é dada por u(1), e ¢ = u

para o homomorfismo de anéis da estrutura de k-algebra. [ |

Teorema 2.6.10. Sejam A, B duas k-dlgebras. Entio A®y B € munido de uma estrutura

natural de k-dlgebra, dada por
(a®b)-(d @b) = (ad") @ (V).

Além disso, quando k € um corpo a k-dlgebra A ®, B € comutativa se, e somente

se, A e B sao.
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Demonstracao. Vamos proceder mostrando que a operacao estd bem definida, visto que
os axiomas sao evidentemente satisfeitos.

Denote por T4 : B® A - A ® B o isomorfismo de k-mddulos da Proposicao
2.6.4, ou seja, T 4 ¢ dado por T a(b® a) = a ® b. A multiplicacao da k-algebra pode
ser compreendida como a aplicagdo m : (A® B) x (A® B) - A® B dada pelo diagrama

(A® B) x (A® B)

t
A©B®A® B o
T,
A© A2 B B T » A® B

ondemy : ARA — Aemp : BR®B — B sao as multiplicagoes de A e B, respectivamente.

Portanto m é bem definida. [ |

Exemplo 2.6.11. Sejam A = K[X},...,X,] e B = K][Y},...,Y,,] duas algebras de po-
linomios sobre K. Vamos mostrar que o produto tensorial de A e B sobre K ainda é uma

algebra de polinomios, mais concretamente, existe um isomorfismo de K-algebras
A B=ZK[Xy,..., X, Y1,..., Y]
Primeiramente note que a aplicagao
0:AxB—K[Xy,...,X,,,Y1,..., Y],

dada por
0(f.9) = f9,

¢ K-bilinear. Deste modo € induz uma tnica aplicacao K-linear
0: A B K[X1,...,XnY1,..., Y,

dada por

~

0(f@g)=fg
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A aplicacao f é um homomorfismo de K-algebras, pois

~ ~

0((fog(f ©g)) =0(ff"®gg)

Agora definimos o homomorfismo de K-algebras
e KXy, ..., X, Y1,..., Y] - A® B,
dado nos geradores por

Y; = 1®Y,

E fécil ver que 0 e ¢ sao mutuamente inversos.

Desenvolvemos um resultado andlogo ao exemplo anterior na Proposi¢ao 3.9.1 (3).

72



Capitulo 3

Fundamentos de Geometria

Algébrica

Esse capitulo é dedicado a construcao de resultados basicos da teoria de geometria
algébrica cldssica. As principais referéncias sao [19], [20] e [22]. No que segue K denota

um corpo algebricamente fechado.

3.1 Integridade de anéis

Durante esta secao todos os anéis sao comutativos.

Definigao 3.1.1. Seja A C B uma extensao de anéis, isto é, A é um subanel de B. Dize-
mos que x € B é inteiro sobre A se satisfaz uma equacao polinomial com coeficientes em A
e coeficiente lider 1, isto é, se existem um inteiro positivo m e elementos a,,_1,...,a9 € A
tais que,

2"+ Q™ a4 ag = 0.

Definicao 3.1.2. Seja A C B uma extensao de anéis. Entao B é inteiro sobre A se todo
elemento de B é inteiro sobre A. O conjunto de elementos de B que sao inteiros sobre

A é chamado de fecho inteiro, ou normalizacio de A em B e denotado por A, ou ainda
F(A, B).

Exemplos 3.1.3. Alguns exemplos de elementos inteiros e nao inteiros.

(1) Z[1/3] nao é inteiro sobre Z, pois todo polinémio com coeficientes inteiros e coeficiente

lider 1, avaliado em 1/3, resulta em uma expressao da forma

1 1
3—m+am_1ﬁ+---+ao,

que se anula se, e somente se,
14 3a,-1+---+3"ay =0,
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isto é, se

1=3-r
para algum r € Z, o que é impossivel pois o Unico invertivel em Z é o 1.
Compare com o Exemplo 2.5.1; o Z-mé6dulo Z[1/3] nao é finitamente gerado.

Por um raciocinio andlogo mostra-se que dado um polinémio irredutivel f € K[X] a

extensao K[X] € K[X][1/f] nao é inteira. Mais geralmente, se A é um DFU e Frac A

é o seu corpo de fragoes, entao todo elemento de Frac A\ A nao é inteiro sobre A.
(2) K[X?] C K[X] é uma extensdo inteira, pois X satisfaz a equagao monica Y?—X? = 0.
(3) A razao durea ¢ = %5

extensao inteira. De fato, ¢ satisfaz a relacao ¢?> — ¢ — 1 = 0.

é um elemento inteiro sobre Z, isto é, Z C Z[¢| é uma

Proposicao 3.1.4. Seja A C B uma extensao de anéis. Sao equivalentes:

(1) x € B € inteiro sobre A.

(2) A C Alz] € uma extensao finita, isto €, Alx] é um A-mddulo finitamente gerado.
Demonstrag¢ao. Veja a Proposicao 4.2 em [20]. [ |

Observacao 3.1.5. Note que do resultado anterior concluimos que toda extensao finita

A C B de anéis também ¢ inteira.

Definicao 3.1.6. Um dominio de integridade A é dito integralmente fechado ou normal,
se A = JF(A, Frac A), isto é, se o fecho inteiro de A sobre seu anel de fragdes coincide com

o préprio A.

Exemplos 3.1.7. Seja A = K[X,Y]/(f), onde f é um polinomio irredutivel de K[X,Y].
Perceba que A é um dominio de integridade, pois (f) é um ideal primo. Denotamos
r=X+4(f) ey =Y + (f) para as classes de X e Y. Veremos um exemplo onde A é

normal e outro onde nao é.

(1) Se f(X,Y) =Y? - X? — X3 entdo A nao é normal. De fato, o elemento t = y/x €
Frac A é inteiro sobre A, pois satisfaz a relacio t> —x — 1 = 0, entdo Aft] C A.
Entretanto ¢t ¢ A: se t = h(x,y) entdao y = zh(z,y), o que ocorre se, e somente
se, Y — Xh(X)Y) € (Y? — X? — X?), ou seja, deveriamos ter Y — Xh(X,Y) =
g(X,Y)(Y? — X? — X3) para algum polinomio g(X,Y) € K[X,Y]. Agora notamos
que o lado direito da equagao pode possuir monomios em Y somente com grau maior
ou igual a 2, entretando do lado esquerdo possui o termo Y com grau 1, dessa forma
Y - Xh(X,)Y) & (Y? - X? - X3).

(2) Se f(X,Y) =Y?— X entdo mostra-se que A é integralmente fechado.
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A proposicao a seguir explora algumas propriedades essenciais das extensoes intei-
ras (veja [20], Secao 4.3).

Proposicao 3.1.8. Sejam A C B C C extensoes de anéis.
(1) O fecho inteiro F(A, B) € um anel.

(2) Se C € uma B-dlgebra finitamente gerada e B uma A-dlgebra finitamente gerada,

entdo C' ¢ uma A-dlgebra finitamente gerada.

(3) Se C € inteiro sobre B e B inteiro sobre A, entdao C' € inteiro sobre A.

3.2 Anéis noetherianos

Nesta secao exploramos algumas boas propriedades dos anéis noetherianos, em

particular notamos que os anéis de polindbmios sobre um corpo K sao noetherianos.

Definicao 3.2.1. Um anel A satisfazendo as seguintes propriedades equivalentes é cha-

mado noetheriano.

(i) Toda cadeia de ideais I; C Iy C --- C I, C --- de A estabiliza, ou seja, existe um

inteiro positivo m tal que, se n > m entao I, = I,,.
(ii) Todo conjunto de ideais de A possui elemento maximal.
(iii) Todo ideal de A é finitamente gerado.
A seguir temos alguns exemplos de anéis noetherianos.

Exemplo 3.2.2. (1) Todo corpo é um anel noetheriano, visto que seus tunicos ideais (0 )

e K, sao finitamente gerados.

(2) Todo dominio de ideais principais é noetheriano, pois todo ideal é gerado por um

unico elemento.
(3) Pelo item anterior o anel dos inteiros Z é noetheriano.
A propriedade de um anel ser noetheriano é preservada por quocientes, isto €,

Proposicao 3.2.3. Seja A um anel noetheriano e I um ideal de A, entdo o anel quociente

A/I € noetheriano.

Demonstracao. Pelo Teorema da correspondéncia para ideais de um anel, temos que uma
cadeia

Licl,c---CIyC---

75



de ideais de A/I corresponde a uma cadeia
LCchLC--ClpyC---

de ideais de A tais que I,, contém I, para todo n. Como A é noetheriano a cadeia acima
estabiliza, isto é, existe um inteiro positivo m tal que, se n > m entao I, = I,,. Agora

como essa correspondéncia preserva ordem, segue que [I,, = I,,, para todo n > m. [

O préximo resultado garante que a condigao de um anel A ser noetheriano é pre-

servada ao tomar o anel de polinomios em uma indeterminada com coeficientes em A.

Teorema 3.2.4 (da Base de Hilbert). Se A ¢ noetheriano entdo o anel de polindmios

A[X] e o anel das séries formais A[[X]] também sdo noetherianos.
Demonstragao. Veja [20], Teorema 3.6. [
Procedendo por indugao no teorema anterior obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.5. Se A € um anel noetheriano, entio A[X1,...,X,]| também é noetheri-

ano. Em particular, se K € corpo entao K[ X1, ..., X,] € noetheriano.
Serd til para a Se¢ao 3.9 o seguinte lema:

Lema 3.2.6. Sejam A um anel noetheriano e I C J ideais de A. Se A/I = A/J, entdo
I=.

Demonstracao. Supondo por contradicao I & J, mostramos a existéncia de uma cadeia
ascendente infinita de ideais de A.

Denote Lo =1 e Ly = J, entdao Lo & Ly e A/Ly = A/Ly. Suponha que paran = k
existem ideais Ly, Ly41 de A, tais que Ly & Ly e A/Ly = A/Lgyq. Pelo isomorfismo
anterior temos que o ideal nado trivial Lj,/Lj corresponde a um ideal Lyyo/Liy1 C
A/Lyyq1, onde Ly, o é um ideal de A com Ly 1 & Lyyo.

Agora pelo terceiro Teorema do isomorfismo para anéis temos,

A L (AL Q (ALw) . A

Livi (Lis1/Ly)  (Liso/Liv1)  Liwo’

116>

onde (%) é obtido por extensao do isomorfismo ¢ : A/Ly — A/Lj,1, isto é, definindo

p: A/L, — (A/Li11)/(Liio/Liy1) por @(@) = ¢(@) + (Lgyo/Liy1), mostra-se que
Kery = L1/ L. De fato,

a € Ker @ B(@) =0+ Liya/ Lyt
& (@) € Liya/ Lkt
& @ € Lgyq/Ly.
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Assim a inducao mostra que a cadeia ascendente de ideais
LycLiyC---CLyC---

nao estabiliza, o que é uma contradicao no fato de A ser noetheriano. [ |

3.3 Normalizacao de Noether

Como resultado principal demonstramos, a partir de dois lemas auxiliares, o Lema
de normalizacao de Noether, que é essencial na demonstracao do Nullstellensatz Fraco

(Teorema 3.3.6) e, por consequéncia, essencial para o Nullstellensatz (Teorema 3.4.6).

Definigao 3.3.1. Sejam K um corpo e A uma K-dlgebra. Dizemos que os elementos

Y1, - -, Yn € A sao algebricamente independentes sobre K se a sobrejegao natural
2 KD/baYn] _»K[ybayn]

¢ um isomorfismo. Ou seja, nao existem relagoes polinomiais com coeficientes em K tais
que
F(yi,...,yn) =0.

Os dois préximos lemas sao utilizados na demonstracao do Teorema 3.3.4.

Lema 3.3.2. Dado um conjunto finito Y = {Y" --- Y™} de monomios em Yy,..., Yy,
existe um sistema de inteiros positivos ri,...,rn_1,7, = 1, chamados pesos, tais que o

peso de um monomio
n
m m .
oV Yy = S v,
i=1
distingue o monomio, ou seja,

(ma, e ymg) # (o) = p(Y™ - Ym) # p(Y)™ - Y).

Demonstracao. Usaremos inducao no numero de varidaveis. Para n = 1 é evidente,
basta tomar r = 1. Para n = 2 temos Y = {¥{"'Y;"}, assim escolhemos 7, = 1 e
ry > max{msy : Y]"'Y]" € Y, para algum m;}. Suponha por contradi¢ao que existam
(ma,ma) # (mh, mh) tais que p(Y{" ™) = p(¥7"1Y,™), dsto ¢

/ /
rimy + mg = rimy + ms.

Se mf, = ms nao ha o que provar, logo podemos supor, sem perda de generalidade,

que mb > mo. Assim temos

r1(my —m}) = mby — mgy > 0,

77



logo segue que m; — m/ > 0 e entao
1
r1 < ri(myg —my) = my —my < mi

¢ uma contradicao na escolha de ry.

Suponha vélido para n = k — 1 varidveis. Dado um conjunto finito de monomios
Y = {Y{"---Y"™}, escrevemos todo elemento de Y como Y™ (Y;".--Y,"™), onde
Yy - Y™ pertence a um conjunto finito Y.

Pela hipétese de indugao existem inteiros positivos ro, ..., rg_1, 7 = 1 tais que
) ! m/
(Mg ) 7 (b ) = (V3" - V) o p(¥3™ V).

Agora escolha 1 > max{p(Y;"*---Y,"*) = Zf:z rimg 2 Yy Y™ e Y Supo-

nha por contradi¢ao que existam (mq,...,m,) # (m},...,m)) tais que

k

k
/ /
= rimy + E rim; = rimy + g Tim;.
i=2 =2

k k N .
Se > . ,mim; = Y .. ,m;m; ndo hd o que provar, entdo suponha, sem perda de

generalidade, que > ., rim; < > ., rym;. Assim

k k k
/ !/ /
ry <ri(my —mi) = E rim, — E rim; < g rim,
i=2 i=2 i=2
gera uma contradicao na maximalidade de r;, o que completa a indugao. [ |

Lema 3.3.3. Suponha que A = Kly1,...,yn] € que 0 # F € K[Y3,...,Y,] € tal que
F(y1,...,yn) = 0. Entao existem yi,...,y5_, € A tais que y, € inteiro sobre A* =
Klyf, ...yt 1] e A= A*y,].

Demonstragao. Definimos novas variaveis Y;*, para ¢ < n, como

Y=Y, - Y],

)

onde r; € Z sao inteiros positivos a serem escolhidos mais adiante. Também definimos

um polinémio G € K[Y},...,Y," |, ¥,] como
GYy,...,Y [ Y,)=FX +Y " Y+ Y Y. (3.1)
Note que pela Equagao (3.1), ao avaliar F' em yi,...,y, obtemos uma relacao
polinomial G(y5,...,y5 1,yn) = 0, onde yF = y; — yli, para i < n. Vamos proceder
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mostrando que esta equacao da origem a uma relacao monica em y, para uma escolha
conveniente de r1,...,7,_1.

Como F € K[Y,...,Y,] escrevemos:

n

F(Yl, e ,Yn) = Z Amy,...;myp, H Y;mi7

M1,y My i=1

onde todo coeficiente ay,,, . m, ¢ nao nulo. Assim,

n

n—1

G, ....Y, . Y,) = Z my,...;mn H(Yz* + Y)Y

i=1
Ao expandir a expressao acima, temos que cada termo
n—1
* T \Myg m
Amy,...;mp, H(Y; +Ynl) lYn "

i=1

presente na soma, possui um monomio de maior grau em Y, isto é, um mondmio da

forma
n—1
o rimi+m
aml,...,mnYnZI_l e,
Agora pelo Lema 3.3.2, existem inteiros positivos r1,...,7r, 1,7, = 1 tais que,
n n
/ !/ /
(ma,....my) # (M, ...,my) = E rim; # E rim;.
i=1 i=1
Entao,

n n
M = g rim; = max{ E iy, amh,__,mnYnZ”mi ¢ um termo de G}
i—1 i=1

¢ a maior poténcia de Y, e s6 aparece uma vez, logo nao pode haver cancelamentos e o
termo de maior ordem em Y,, ocorrendo em G é aml,_.ﬁnYnM . Portanto podemos escrever
G como

GYy,....Y  .Y,) = am,..m,  H,

n

com H € K[Y{, ..., Y* ][Y,] da forma

n

Por fim definimos o polinomio h € A*[Y,], advindo de uma “avaliagdo parcial” do
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polinémio H em yf,...,y:_;, isto é

M
h(Yo) = byl up )Yy
k=0
Assim,
M
k=0
=H ?ny v ay;;—lvyn)
1
=—G(yy,..., Y, n
aml ..... - (y17 ’ yn—la Y )
o que implica y,, inteiro em A* e, por construcao, A = A*[y,]. [ |

Teorema 3.3.4 (Lema de Normalizagdo de Noether). Sejam K wum corpo e A uma

K-dlgebra finitamente gerada, entao existem elementos zy, ..., z, € A tais que,
(i) 2z1,...,2m s@o algebricamente independentes sobre K.
(ii) A € um B-mddulo finitamente gerado, onde B = Klz,...,2z,]. Ou seja, toda ex-

tensao finita A O K pode ser escrita como

Kc B cC A.

Demonstra¢ao. Vamos proceder por indugao no numero de geradores de A. Se n = 0 nao
ha o que mostrar. Se n > 0 e os geradores ¥, ...,¥y, sao algebricamente independentes
sobre K, novamente nao ha o que mostrar. Suponha y, ..., y, algebricamente dependentes
sobre K, e tome um polindémio nao nulo F' € K[Y7,...,Y,] tal que F'(y1,...,y,) = 0. Entao
pelo Lema 3.3.3 existem y7,...,y5_; € A tais que y, ¢ inteiro sobre A* = Ky}, ..., y5 4]
e A= A*yn]

Agora, aplicando a hipdétese de inducao em A*, temos que existem elementos
21,...,2m € A* que sao algebricamente independentes sobre K e com A* finito sobre
B =Kz, ..., 2y|. Por fim basta notar que, como y,, é inteiro sobre A* pela Proposigao

3.1.4 a extensdo A* C A*[y,| é finita, e portanto as extensées de anéis
BC A" CAy,|=A

sao finitas. [
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3.3.1 Nullstellensatz Fraco

Proposigao 3.3.5. Seja A C B uma extensdao inteira de um dominio de integridade.

Entao A € um corpo se, e somente se, B € um corpo.

Demonstragao. (=) Se x € B é nao nulo, entao existe uma relagdo monica
2"+ " 4 g = 0,
com a; € A e podemos supor ag # 0. Como A é corpo, a;* € A, logo

z(2" a2+ ar) +ag =0

= —ap(x(@"  da, 2" P+t ay) —aglag =0

= 2(—ay (2" +a, 2" P+ +ay)) =1

=0t =—a;'(z"  +a, 12"+ +a) € B,
e portanto B é corpo.
(<) Seja 0 # x € A. Como B é corpo, entao z~! € B e assim satisfaz uma relagao inteira
sobre A

()" +ap1 ()" -+ ag=0.

Multiplicando ambos os lados da equacao anterior por 2”1, obtemos

$n_1(($_1)n + an—l(iﬂ_l)n_l et aO) =0
=2 ' ta, 1+ tar" =0

1

=1 l=—a, 1 — - —ax" ! €A,

o que implica A ser corpo. n

Teorema 3.3.6 (Nullstellensatz Fraco). Sejam K um corpo e . uma K-dlgebra finita-
mente gerada que também é um corpo. Entao a extensao de corpos K C I é uma extensao
finita.

Demonstracdao. Suponha que a extensao K C IL nao seja finita. Pelo Lema de Norma-
lizagdo de Noether (Teorema 3.3.4), existem elementos 21, ..., 2z, € L que sdo algebrica-
mente independentes sobre K e A = K[z, ..., 2,] C L é uma extensao finita. Sabemos
da Proposicao 3.1.4 que toda extensao finita € inteira, logo pela Proposicao 3.3.5 como L
é corpo, A também deve ser. Agora note que o ideal (21,...,2,) de A =K[zq,..., 2] é
nao trivial, o que é uma contradicao no fato de A ser corpo. Assim, A = K e a extensao
de corpos K C LL é finita. [ |

Como consequéncia do teorema acima temos o seguinte resultado, que caracteriza

os ideais maximais de K[X7, ..., X,].
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Corolario 3.3.7. Suponha K algebricamente fechado. Entao todo ideal mazximal de A =
K[Xy,...,X,] € da forma

m:(Xl—al,...,Xn—an),

para algum (ay,...,a,) € A}.

Demonstrag¢ao. Seja m € A um ideal maximal e denote B = A/m. Considere o homo-

morfismo de K-algebras

p:K— B,

dado pela composicao da projecao canonica m : A — B e da inclusao j : K — A, ou
seja, ¢ = mo j. Como m é maximal segue que B é corpo, mais ainda, é uma K-algebra
finitamente gerada (pelos elementos X; + m).

Pelo Nullstellensatz Fraco (Teorema 3.3.6) a extensao K C B é finita, em particular
é uma extensao algébrica. Agora como K é um corpo algebricamente fechado isso implica
que ¢ é um isomorfismo.

Escreva b; = m(X;) € B. Como ¢ ¢é isomorfismo existe um unico a; € K tal que
¢(a;) = b;, portanto w(a;) = b;, ou seja, X; —a; € Kerm = m. Deste modo existem
unicos escalares ay,...,a, € K tais que (X; — ay,...,X, — a,) C m. Para a inclusao
contraria basta notar que (X; — aq, ..., X, — a,) é um ideal maximal. De fato, considere
o homomorfismo sobrejetor de anéis 6 : A — K, dado pela avaliacao em (ay, ..., a,), isto
é

0(f) = flar,...,an).

Pode-se mostrar que Kerf = (X; — ay,...,X,, — a,) e entdo pelo Teorema do

isomorfismo para anéis temos

12

A
K
(Xl—al,...,Xn—an) ’

o que implica (X; — aq, ..., X, — a,) maximal. [ |

3.4 Variedades algébricas afins

Nesta secao vamos definir formalmente o conceito de variedade algébrica em um
espago afim (veja a Defini¢ao 1.1.1).
Seja V a fungao entre a familia de subconjuntos de K[X7,..., X, ] e a familia de

subconjuntos de A", dada por

V(S)={(a,...,a,) € A" : f(a1,...,a,) =0,V f € S}.
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Perceba que o subconjunto S C K[X7,...,X,] e o ideal gerado por ele (S) em
K[X7, ..., X,], possuem a mesma imagem pela aplicagao V. De fato, por um lado S C (5),

logo

a € V((5)) = fla) =0,V f € (5)
= fla) =0,V fes
=a € V(9).

Por outro lado,

a€eV(S)= fla)=0,V feS
= g(a)f(a) =0,V g e K[Xy,...,X,],f€S
= h(a) =0,V h € (5)
=a € V((9)).

Deste modo definimos o conceito de variedade algébrica afim.

Definicao 3.4.1. Um conjunto X C A" é chamado de wariedade algébrica afim, ou
somente variedade afim, se X = V(I) para algum ideal I de K[Xi,...,X,]. De modo
natural, um subconjunto Y C X ¢ dito uma subvariedade de X se existe um ideal J de

K[X1,...,X,] tal que Y = V(J).

Notacao 3.4.2. Note que, como os anéis de polinomios sobre K sao noetherianos, todo
ideal I C K[Xy,...,X,] ¢ finitamente gerado, logo dada uma variedade V(I) C A",
existem polindmios fi,..., f, € K[X7,..., X,,] tais que

V() =V((f1,---. /)

Para evitar parénteses duplos, convencionamos a notacao

V(fl:-‘-afr) = V((f1a7fr))

Observacgao 3.4.3. O conceito de variedade algébrica pode ser abstraido, no sentido
em que elimina-se a dependéncia entre o conjunto definindo a variedade e o espaco afim
(veja a Defini¢ao 1.4.17 em [22]). Neste texto o termo wariedade afim, ou simplesmente
variedade, sempre denotara um subconjunto de A" para algum inteiro positivo n, cujos

pontos satisfazem um sistema finito de equagoes polinomiais.

Agora fazemos uma construgao no sentido contrario, isto é, a cada subconjunto de

A" associamos um ideal de K[X7, ..., X,].
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Dado X C A™ considere o subconjunto
I(X)={f eK[Xy,...,X,] : flar,...,a,) =0,V (ay,...,a,) € X}

de K[X1, ..., X,]. E facil ver que Z(X) é um ideal de K[X1,. .., X,].
Enunciamos sem demonstragao algumas propriedades das aplicagoes V e Z (veja

[22], Lema 3.4).

Proposicao 3.4.4. As aplicacoes V, T satisfazem:
(1) X C V(Z(X)), para todo subconjunto X € A".
(2) I CcZ(V({)), para todo ideal I de K[ X7, ..., X,].
(3) Se SCTCK[Xy,...,X,], entao V(T) C V(S).
(4) Se X CY C A", entao Z(Y) C Z(X).

(5) SeI,J C K[Xy,...,X,] sdo ideais, entio

V(INnJ)=VY(I)UV(J).

(6) Se {I)}xea € uma familia de ideais de K[X1,...,X,], entao

V) =V <Z IA> .

AEA AEA

Observagao 3.4.5. Quando X é uma variedade algébrica, digamos X = V(J) para
algum ideal J de K[X3,..., X,], obtemos a igualdade X = V(I(X)), ou ainda, V(J) =
V(Z(V(J))). De fato, por (1) basta mostrar que V(Z(V(J))) C V(J). Se a € V(Z(V(J)))
entdo f(a) =0, para todo f € Z(V(J)) e por (2) J C Z(V(J)), logo temos em particular
f(a) =0, para todo f € J, assim a € X = V(J).

A inclusdo I € Z(V(I)) nem sempre é uma igualdade. Tome, por exemplo, o ideal

I = (X?) C K[X]. Entdo V(I) = {a € K : X?(a) = 0} = {0}, logo

I(V(I)) =Z({0}) = (X) Z (X?).

O Teorema dos zeros de Hilbert, mais conhecido como Nullstellensatz, garante que
a inclusao contraria é verdadeira sempre que o ideal I de K[Xj, ..., X,] é radical, isto é,

se
=radl = {f € K[Xy,...,X,]: f* € I, para algum n € Z"}.
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Teorema 3.4.6 (Nullstellensatz). Seja K um corpo algebricamente fechado e I um ideal
de K[Xq,. .., X,].

(1) Se I ¢ K[Xy,...,X,], entao V(I) # @.
(2) Z(V(I)) =rad 1.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar apenas o item (1), para mais detalhes consulte, por

exemplo, a Secdo 5.6 de [20].

(1) Se I ¢ K[Xy,...,X,] é um ideal préprio, ou é maximal ou estd contido em um
ideal maximal. Agora pelo Corolario 3.3.7 todo ideal maximal é da forma m = (X; —
a, ..., X, — a,), logo em ambos os casos temos V(m) C V(I), ou seja, (ay,...,a,) €
V(I). [

3.5 Topologia de Zariski

O espaco afim A" pode ser munido de uma topologia, conhecida como topologia

de Zariski, cujos conjuntos fechados sao variedades. De fato,
(i) @ =V(1) e A" = V(0) sao variedades.

(ii) Pela Proposicao 3.4.4, item (5), a unido de duas variedades ainda ¢ um variedade,

onde
VI)UV(J)=V({InJ).

(iii) Novamente pela Proposicao 3.4.4, item (6), temos que se {X)}rea é uma familia
de variedades, dada por uma familia de ideais {I)}rea C K[X7,...,X,], entdo a

intersecao desta familia ainda é uma variedade,

X =V =V (ZIA>.

AEA AEA AEA

Observacao 3.5.1. Note que a topologia de Zariski é “fraca” comparada, por exemplo,
com a topologia euclidiana em R. Os fechados da topologia de Zariski neste espaco
sdo apenas conjuntos finitos de pontos, dados pelos zeros de polinémios em R[X], ja a

topologia euclidiana admite todos os intervalos fechados da reta real.

De maneira natural podemos considerar a topologia de Zariski restrita a uma

variedade X C A". Neste caso os fechados sao subvariedades Y C X.

Observacao 3.5.2. Um espaco topolégico X é dito noetheriano se seus subconjuntos

fechados satisfazem a condicao de cadeia descendente (c.c.d.).
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Proposicao 3.5.3. A topologia de Zariski em uma variedade € noetheriana.
(i) Toda cadeia decrescente X1 D Xy D -+ de variedades de A" estabiliza.
(ii) Todo conjunto nao vazio Q2 de variedades de A™ possui um elemento minimal.

Demonstracao. Ambos os itens seguem do fato que o anel de polindmios é noetheriano.
Para (i) perceba que uma cadeia decrescente de variedades X; D Xy D --- de A" cor-
responde a uma cadeia ascendente de ideais de K[Xq,. .., X,,], que estabiliza, logo existe
um inteiro positivo m tal que k£ > m implica X} = X,,. Para (ii) basta notar que, como
K[X7, ..., X,] é um anel noetheriano, todo conjunto de ideais contém um ideal maximal

J, logo para todo ideal nao trivial / & .J nesse conjunto temos V(I) D V(J). |

Definigao 3.5.4. Seja f € K[X;,..., X,] e considere o subconjunto aberto de A"

P=A"\F710) = {(ar,...,an) € A" flan, ..., a,) # O},

O subconjunto A% é chamado aberto principal de A". Se X é uma variedade de
A", entdo os subconjuntos X; = X \ f71(0) = X NA?%, sdo chamados de abertos principais
de X.

Os abertos principais A} formam uma base para a topologia de Zariski em A"
Com efeito, basta mostrar que, dados um aberto U C A" e um elemento x € U, existe
um aberto principal A% tal que x € A} C U (veja [17], Lema 13.2). Como U é aberto,
existe um ideal I € K[X7,..., X,] tal que U = A"\ V(I), assim para qualquer 0 # f, € I
temos f,(z) # 0, ou seja, x € A} . Além disso (f,) C I implica V(I) C V(f.), portanto

bo=A"\V(f,) CA"\ V() =U.

3.6 Variedades irredutiveis

Como veremos nesta segao, toda variedade possui uma decomposicao em irre-
dutiveis. Além disso mostra-se que variedades irredutiveis sao geradas por ideais primos

de um anel de polinomios.

Definicao 3.6.1. Uma variedade algébrica X C A" é dita irredutivel se é nao vazia e nao

¢ uniao de duas subvariedades algébricas préprias, isto é,
X=XjuXy = X =X;0ulX=X,.

O proximo resultado apresenta uma caracterizagao de uma variedade irredutivel,

envolvendo seu ideal do anel de polinomios associado.
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Proposicao 3.6.2. Uma variedade X C A™ € irredutivel se, e somente se, o ideal Z(X)

€ primo.
Demonstracao. Vamos provar a contrapositiva deste resultado:
X C A" é redutivel & Z(X) nao é primo.

(=) Seja X = X; U Xy, onde X; e Xy sdo subvariedades préprias nao vazias, com
ideais Z(X1),Z(Xs). Como Z(X) & Z(X;), j = 1,2, existem f; € Z(X;) \ Z(X) e
fa € Z(Xs) \ Z(X). Afirmamos que fify € Z(X) e portanto Z(X) nao ¢é primo. Com
efeito, dado z € X temos x € X; ou x € X, entdo fi(x) = 0 para todo f; € Z(X;)
ou fo(z) = 0 para todo fy € Z(X3). Em qualquer caso (fif2)(x) = fi(x)f2(x) = 0, logo
fif: € Z(X).

(<) Se I = Z(X) nao é primo, existem fi, fo € K[Xy,...,X,] \ I tais que fifs € I.
Defina novos ideais J; = (I, f;), ¢ = 1,2. Perceba que

V(Ji) = V(L f;)) = V) N V(fi)

e como fify € I, mas f1, fo € I, existem x; € X tais que fi(z;) = 0, ouseja, V(I)NV(f;) #
@. Além disso existem y; € X tais que f;(y;) # 0, logo V(J;) & X. Agora note que é

possivel escrever X como a uniao de subvariedades préprias

portanto X é uma variedade redutivel. [

Exemplos 3.6.3. (1) A variedade V' = V(XY) é redutivel, pois V = V; U V4, onde
Vi=V(X)ely=V(Y).

(2) Agora V = V(XY — 1) é uma variedade irredutivel. Sabemos que um polindmio
f € K[X,Y] é irredutivel se, e somente se, o ideal (f) é primo. E facil ver que XY —1
é um polindmio irredutivel, logo (XY — 1) é primo e como todo ideal primo é radical
segue do Nullstellensatz que Z(V(XY — 1)) = rad(XY — 1) = (XY — 1), assim a

Proposicao 3.6.2 garante que V' ¢ irredutivel.

(3) Mais geralmente, toda hipersuperficie V' = V(f) C A", dada por um polinémio

irredutivel f € K[Xy,...,X,], é uma variedade irredutivel.

Reunindo a definigao das aplicacoes V e Z, o Nulltellensatz de Hilbert, o Corolario
3.3.7 e a Proposicao 3.6.2 acima, obtemos o seguinte “dicionario” entre a geometria do

espago afim A" e a dlgebra do anel de polinomios K[Xq, ..., X,].
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Corolario 3.6.4. Seja K um corpo algebricamente fechado. Entao as aplicacoes V e T

induzem bijecoes

ideats radicais de , _
— { variedades algébricas X C A" },

K[Xy, ..., X,]

U U

ideais primos de , , .
— { variedades irredutiveis X C A" } ,

K[Xy, ..., X,]

U U

ideais mazrimais de
{ pontos em A" } .

K[Xy, ..., X,]

Teorema 3.6.5. Seja X C A" uma variedade. Entao X possuit uma decomposi¢cao

com cada X; uma variedade irredutivel. Mais ainda, ordenando as variedades de forma
que, se i # j entdo X; ¢ X;, a decomposi¢io € unica (a menos de reordenagdo dos

indices) e as variedades X; sdo chamadas componentes irredutiveis de X .

Demonstracao. Seja €2 o conjunto das variedades que nao possuem uma decomposicao da
forma (3.2). Vamos provar que 2 = @. Suponha que 2 é nao vazio, entao pela Proposigao
3.5.3 possui um elemento minimal X. Agora X nao ¢ irredutivel, logo existem variedades
X1, Xo & X tais que X = X; UX,. Pela minimalidade de X segue que X; e X5 possuem
uma decomposi¢ao da forma (3.2), e juntando ambas obtemos uma decomposi¢do em
irredutiveis para X, contradicao.

Para a unicidade suponha que
X=YuY;U---UY,

¢ outra decomposicao em irredutiveis para X, onde nao ha redundancia entre os Y,

[=1,...,r. Deste modo, para cada ¢t =1,...,k temos

Xi=X;NnX
=XiNn(Y1uYau---UY,)

e como X; é irredutivel existe um indice [ tal que X; = (X;NY}), logo X; C Y; . De forma
analoga, existe um indice j tal que ¥; = (Y, N Xj), ou seja, ¥; C X;. Assim, como as
decomposi¢oes sao supostas irredundantes temos que X; C X; implica ¢ = j e portanto

X; =Y. Em especial concluimos que £ = r e assim ambas as decomposigoes sao iguais,
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a menos de reordenacao de indices. [ |

3.7 Funcoes em variedades

Seja V' C A™ uma variedade e Z(V') seu ideal. Uma func¢do polinomial, ou re-
gular, em V é uma fungao f : V — K da forma v — F(v), para algum polinomio
F e K[Xy,..., X,], ouseja, f é arestrigao de uma avaliagcdo polinomial em V (f = F|y).

Definimos o anel de funcgoes requlares de V' por
K[V]={f:V —-K: f é uma fungio regular}.

Como veremos na proposicao seguinte, o anel quociente K[Xy,..., X,]/Z(V) é

naturalmente o anel de fungoes em V.

Proposicao 3.7.1. Seja V. C A™ uma variedade e Z(V) seu ideal. Entao temos um

isomorfismo de anéis
K[Xy, ..., X,]

(V)

K[V] =
Demonstracao. Considere o homomorfismo de anéis:
7 KXy, ..., X, — K[V],
dado por

fr—flv:V->K

Note que f € Ker se, e somente se f|y é a fungdo nula em V|, isto é, f|y(v) =0
para todo v € V, ou equivalentemente, f € Z(V). Desse modo Kerm = Z(V) e pelo

primeiro teorema do isomorfismo para anéis temos

K[X1, ..., X,]

K[V = =2

O anel de fungoes K[V] de uma variedade V' C A™ possui uma estrutura natural
de K-algebra. De fato, basta definir a multiplicacao externa entre um escalar A € K e
uma funcao f € K[V] por
(Af)(w) = f(Av),
para todo v € V. E fcil mostrar, usando a proposi¢ao anterior, que as K-algebras K[V/]
e K[Xy,...,X,]/Z(V) sdo isomorfas.
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3.7.1 Exemplos de variedades e anéis de funcoes

Exploramos alguns exemplos de variedades e seus respectivos anéis de funcoes

regulares, que serao tuteis ao longo do texto.

Exemplo 3.7.2. Como vimos na Secao 3.5, o espago afim A™ é uma variedade com

A" =V(0). O anel de fungoes de A" pode ser escrito como,

K[X1, ..., X,]
(0)

Exemplo 3.7.3. A conica afim C' = V(Y% — X) C A? possui anel de fungoes

K[A"] =

~ K[Xy, ..., X,]

KKﬂ§£%§§%

Também pode-se mostrar que K[C] =2 K[Y], para isso basta notar que a sobrejecao
K[X,Y] — K[Y], dada por X — Y2 Y — Y possui o kernel (Y? — X).

Os préximos dois exemplos sao construgoes particulares de variedades, dados aber-

tos principais do espago afim (veja [19], Secao 4.13).

Exemplo 3.7.4. Seja f = X € K[X] e considere o aberto principal
A}:{CLEAI : X(a) #0} = A"\ 0.

A partir de A} construimos uma variedade num espaco afim de dimensao maior, a
dizer, A%: tome uma nova varidvel Y e considere o ideal (XY —1) € K[X,Y]. E facil ver

que a funcao

0 : V(XY —1) = A,
dada por
olx,1/z) =z,

é uma bijecao entre V(XY — 1) e A}, deste modo identificamos o conjunto A} com a

variedade V(XY —1). Nesse sentido o anel de fungoes de A} é

K[X,Y]
(XY — 1)

2

KI[A}]

Ainda pode-se mostrar que K[A}] ¢ isomorfo ao anel de polinomios de Laurent em

uma varidvel, isto é, K[X, X 1].

Exemplo 3.7.5. O conjunto das matrizes invertiveis de ordem n com entradas em K
GL,(K) = {A € M,,(K) : det A # 0},
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também denotado simplesmente por GL,, quando nao hé confusao, é um aberto principal
2 . . .
de A", onde identificamos uma matriz A = (a;;) com as coordenadas (a1, @12, - . ., Gnn)-

De fato, basta notar que a fungao determinante é polinomial

det(Xy1, X12,..., Xpn) = Z (=17 X161)X20(2) - * Xno(n)-

O'GSn

Como no exemplo anterior, compreendemos o conjunto GL, tal qual uma vari-
2 . ., .
edade, dentro do espaco afim A™ *!: considere uma nova varidvel X, e tome o ideal

I = (Xodet —1) C K[Xp, X11, ..., Xun]. Perceba que a funcao
g V() — A",
dada por

@(CLOaalla LR 7&7171) = (alla s 7ann)

é uma bijecao entre V(I) e GL,, logo identificamos GL,, com V(I) C A"+,

O anel de funcoes regulares de GL,, é descrito pelo isomorfismo

K[X[b Xlla cee 7Xnn]
(Xo det —1)

I

K[GL,]

(3.3)

Esse isomorfismo também pode ser compreendido via o processo de localizacao

em anéis comutativos, mais claramente K[GL,] pode ser visto como a localizagao de
K[X11, ..., Xun] pelo ideal (det),

K[GLn] = K[Xlly cee aXnn]det~

Por fim, via o isomorfismo (3.3) descrevemos os n? + 1 geradores de K[GL,,]. Para
todo M = (mg, mi1,...,Mun) € GL,,

Xij : GLn — K
é dado por
Xij(M) = mij,
e
Xo:GL, - K
¢ dado por
Xo(M) =my =
OV =0 = et (M)
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3.8 Morfismos de variedades

Sejam V C A" e W C A™ variedades afins. Escreva X;,..., X, e Y1,...,Y,, para

as coordenadas em A" e A™, respectivamente.

Definicao 3.8.1. Uma funcao f: V — W é um morfismo de variedades algébricas afins

se existem m polindémios fi,..., f, € K[Xq,..., X,] tais que,

fw) = (fi(v), o, fn(v)),

para todo v € V.

Um morfismo de variedades também é chamado de func¢ao regular, ou ainda, de

funcao polinomial. Ao decorrer deste texto fazemos o uso dessas trés nomenclaturas.

Observacao 3.8.2. Vejamos que fungoes polinomiais sao continuas na topologia de Za-
riski. Sejam V' C A", W C A™ variedades e f : V — W uma func¢ao polinomial, dada por
polinémios fi,..., fm € K[X7,..., X,]. Dado um subconjunto fechado Z C W, digamos

Z=Y(gi,-..,9-), vamos mostrar que a sua pré-imagem f~(Z) C V ainda é um conjunto
fechado:

ve fUZ)e flv)eZ
S g(fw)=0VYi=1,...,r
< (g(fiy o fm)0)=0Vi=1,...,r

e como a composi¢ao de polindémios ainda é um polinémio, segue que h; = g;(f1,..., fm) €
K[Xi,...,X,], paratodo i =1,...,r. Assim, f~1(Z) =V(hy,...,h,).

Lema 3.8.3. Sejam V C A™ e W C A™ wariedades afins. Uma funcao f:V — W € um
morfismo de variedades se, e somente se, para todo j =1,...,m, a composta Y;of € K[V],

onde Y; denota a j-ésima funcgao coordenada em W.

Demonstracao. Se f é dada pelos polinomios fi,..., f,, entao a composta é dada por

Y; o f(v) = fj(v), portanto é regular. Reciprocamente, se Y; o f € K[V] para todo

j =1,...,m, basta tomar polinomios f; € K[X3,...,X,] tais que a imagem da funcao
Y; o f pelo isomorfismo K[V] =2 K[X1,...,X,]|/Z(V) é a classe f; +Z(V). Desse modo f
¢ dada por fi,..., fin. [ |

A composicao de morfismos é definida da maneira usual. Se V- C A", W C A™
e U C A" sao variedades e f : V. — W, g : W — U morfismos (com f dado por
fi,o o fm €K[Xy,..., X,] egpor gi,...,9. € K[Y1,...,Y,]), entdo g o f é dado por

gl(fl,...,fm),...,gr(fl,...,fm) € K[X1,7Xn]
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Definicao 3.8.4. Um morfismo f : V — W entre variedades é um isomorfismo se existe
um morfismo g : W — V, tal que go f = Iy e fog = Iy, onde Iy, [y denotam o

morfismo identidade em V e W respectivamente.

Exemplos 3.8.5. Considere as variedades V = V(Y? - X3), W = V(Y? - X3 - X?) C A%

V e W descrevem curvas em A2, que podem ser parametrizadas por funcoes polinomiais:

oAM=Vt (1%

ViAWt (21,88 1),

Perceba que ¢ nao é um isomorfismo de variedades, pois falha em ser uma funcao
injetora: ¥(—1) = (1) = 0. E como veremos no Exemplo 3.8.9, a funcao ¢ também nao

¢ um isomorfismo de variedades, mesmo sendo bijetora.

Morfismos entre duas variedades estao intimamente relacionados com homomorfis-

mos entre as respectivas dlgebras de fungoes, como indica o teorema a seguir.

Teorema 3.8.6. Sejam V C A" e W C A™ variedades.

(1) Uma fungao polinomial f : V. — W induz um homomorfismo de K-dlgebras f* :
K[W] — K[V] dado pela composicao de fungaoes, isto é, f*(g) =go f.

(2) Reciprocamente, todo homomorfismo de K-dlgebras ® : K[W] — K[V] € da forma

® = f* para uma funcao polinomial f : V — W unicamente determinada.

(3) Se f: V=W eg: W — U sdo fungdes polinomiais, entdo os dois homomorfismos

de anéis
(go ), frog" : K[U] = K[V]
coincidem.
Demonstragao. Veja [19], Teorema 4.4. |

Notagao 3.8.7. O homomorfismo de K-algebras f* do teorema anterior também é cha-

mado de comorfismo.

Fixado o corpo K podemos considerar duas categorias. A primeira é a categoria
VA(K) das variedades algébricas e a segunda é a categoria AlgAf(K) das K-algebras afins
(veja o Exemplo 2.3.2 (10)).

O ultimo teorema mostra que temos um funtor contravariante F' : VA(K) —
Alg(K) que leva uma variedade V' em sua dlgebra de fungoes K[V], e que leva uma fungao
polinomial f : V — W no homomorfismo de édlgebras f* : K[W] — K[V].
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Perceba que K[V] realmente é uma algebra afim, uma vez que é isomorfa ao quo-
ciente K[ X1, ..., X,]/Z(V), para algum inteiro positivo n, e o Nullstellensatz garante que
Z(V(I)) =rad(]), onde V = V(I).

Reciprocamente, dada uma algebra afim A e fixado um conjunto de n geradores,
existe um isomorfismo A = K[Xy,...,X,]|/I, onde I é um ideal radical. Definimos a
variedade afim V = V(I) C A" e assim temos um isomorfismo de K-algebras A = K[V].
Também, dado um homomorfismo de K-algebras afins o : B — A, obtemos um homor-
fismo entre as algebras de fungoes a : K[W] — K[V] e pelo teorema anterior & = f*, para

um unico morfismo de variedades f: V — W.

Corolario 3.8.8. Uma funcao polinomial f :'V — W é um isomorfismo se, e somente

se, f*: K[W] = K[V] € um isomorfismo.

Exemplo 3.8.9. Considere as variedades A', V = V(Y?—X3) C A? e a fungao polinomial
w: Al —V,

dada por
t— (£%,1%).

Como fungao ¢ é claramente uma bijegao, pois K é algebricamente fechado, entre-

tanto nao é um isomorfismo de variedades. Com efeito, seja

*

o KX, Y]

X9 — KT

o comorfismo associado. Nos geradores p* é dado por

X — T2,

Y — T3,
e tem por imagem a K-algebra gerada por T? e T3, isto é, K[T?,T?]. Agora como T? e
T3 nao geram T, temos que K[T?, T3] ¢ K[T] e portanto »* niao é sobrejetor.

O exemplo anterior demonstra que, na categoria das variedades algébricas, uma
funcao bijetora nao é necessariamente um isomorfismo.

Por fim definimos um tipo especial de morfismo de variedades.

Definicao 3.8.10. Sejam V' e W variedades algébricas. Um morfismo f : V — W é uma

imersao fechada se
(i) f é uma fungao injetora;

(ii) a imagem f(V') é um subconjunto fechado de W;
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(iii) restringindo o contradominio temos um isomorfismo de variedades f : V — f(V).

Como vimos no Exemplo 3.8.9 o morfismo ¢ : A' — A? dado por t — (t%,13), é
injetor e tem por imagem a variedade V(Y? — X?), entretanto falha em ser uma imersao
fechada, pois ¢ : A’ — V(Y2 — X3) nao é um isomorfismo. O préximo exemplo explora

morfismos que sao imersoes fechadas.

Exemplo 3.8.11. Considere A! e A3 os espacos afins sobre R. Definimos um morfismo

de variedades
o Al — A3,

por
p(a) = (a,a®,a%).

Vejamos que esse morfismo é uma imersao fechada: como funcgao ¢ é claramente

injetora. A imagem de ¢ é o conjunto
p(A) ={(z,y.2) € A’ 1y =2® 2 =27},
que pode ser compreendido como os zeros do ideal (Y — X% 7 — X3) C R[X,Y, Z], isto é,
C,=p(AY)y =V(Y - X* Z - X?).

No espago tridimensional C,. é uma curva, conhecida como cubica retorcida ou

twisted cubic, a qual representamos abaixo:

Figura 3.1: Cubica retorcida.
Fonte: Autoria propria.

Por fim note que ¢ : A! — (), é um isomorfismo de variedades, pois admite um
morfismo inverso ¢ : C, — A, dado por 9(x,y, z) = z, logo ¢ é uma imersao fechada de

Al em A3,
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Essa imersao pode ser generalizada para o espago afim n-dimensional, sobre um

corpo algebricamente fechado K. Basta definir
@ Ay — AL

por

3.9 Produto de variedades

Nessa secao discutimos o produto de duas variedades algébricas, a partir da abor-
dagem descrita em [10]. Para facilitar a escrita, convencionamos K[X] = K[X7, ..., X,],
K[Y] =K[Y1,..., V] e KX, Y] = K[Xq,..., X, Y1, ..., Y,

Sejam V =V(I) C A" e W = V(J) C A™ variedades algébricas afins ndo vazias,
com ideais I C K[X] e J C K[Y]. Identificamos o conjunto A" x A™ com o espago
afim A" e também os anéis de polinomios anteriores com subanéis de K[X,Y]. Nestas
condicoes o produto cartesiano das variedades V' e W é naturalmente uma variedade afim:
sabemos, pelo Corolério 3.2.5, que os anéis de polinomios sao noetherianos, logo existem
conjuntos finitos de geradores para I e J, a dizer I = (fy,..., fi)xx), J = (b1, .., he)xpy)-

Assim, em termos destes geradores a variedade produto V x W C A"™™ se escreve como

VW= V((fl?"'7fT7h17"'7hs)K[X’Y]>
={(v,w) e A" v eV,we W}

Note que o ideal (Z(V))kx,v]+ (Z(W))kx,v], 0 qual denotamos apenas por (Z(V'))
+(Z(W)), esta contido em Z(V x W). A proposicao a seguir mostra que essa incluséo é,

na realidade, uma igualdade.

Proposigao 3.9.1. Sejam V C A" e W C A™ variedades algébricas afins nao vazias.
(1) Se Ve W sao irredutiveis, entdo V- x W também é.

(2) Oideal de V x W éZ(V x W) = (Z(V))+ (Z(W)) Cc K[X,Y].

(3) Temos um isomorfismo de K-dlgebras K[V x W] = K[V] @x K[W].

Demonstragao. (1) Pela Proposigao 3.6.2 basta mostrar que Z(V x W) é um ideal primo.
Sejam fi, fo € K[X,Y] tais que fifo € Z(V x W). Fixado w € W arbitrario e
i = 1,2, definimos as subvariedades V; = {v € V : fi(v,w) = 0} C V. Note que
V = Vi(w) U Va(w), caso contréario existe v € V' tal que v € Vi(w), v & Va(w) e entdo
(f1f2)(v,w) # 0. Agora como V ¢ irredutivel devemos ter V = Vi(w) ou V = Va(w).
Deste modo segue que W = W, UWs, onde W; = {w € W : V;(w) = V'}. Em especial
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os conjuntos W; sao variedades, visto que W; = {w € W : f;(v,w) = 0}, logo como
W é suposto irredutivel devemos ter W = W; ou W = W,. No primeiro caso obtemos
fi(v,w) = 0 para todos v € V, w € W, portanto f; € Z(V x W). Analogamente
para o segundo caso deduzimos que fy € Z(V x W), o que implica em Z(V x W) ser

primo.
Como (Z(V)) 4+ (Z(W)) C Z(V x W), temos um homomorfismo sobrejetor de anéis

KX, Y]  KXY]
ZWV)+@ZW)) IV xW)

(V2

logo pelo Lema 3.2.6 basta mostrar que ¢ é injetivo.

Sejam {f, : A € A} e {g, : ¢ € ¥} bases dos K-espacos vetoriais K[X]/Z(V) e
K[Y]/Z(W), respectivamente, onde f\, € K[X], g, € K[Y]. Pode-se tomar, por

exemplo, as bases descritas em [10], Teorema 1.2.8.

E sabido que todo polinémio em K[X, Y] pode ser escrito como uma soma de produtos
da forma fg, onde f € K[X] e g € K[Y], portanto o conjunto dos produtos f\g,
médulo o ideal (Z(V)) + (Z(W)) gera K[X,Y]/(Z(V)) + (Z(W)) sobre K. Assim,
mostrar que ¢ é injetiva é equivalente a mostrar que os produtos f,g, sao linearmente
independentes médulo Z(V x W).

Sejam 7, , € K escalares, tais que

DY awrehige €TV X W),

AEA o€

ou seja,

3N we w)ge(w) = 0,

AEA €Y

para todos v € V, w € W.

Basta mostrar que z,, = 0 para todos os indices A, 0. Fixe um elemento w € W

arbitrario e considere para todo A € A os escalares

yr(w) = Z Zx090(W).

oceY

Note que ), ya(w) fa(v) = 0, para todo v € V. Agora como os polinémios fy sao
linearmente independentes médulo Z(V'), obtemos que y)(w) = 0 para todo A. De
maneira similar, como a relacao acima é valida para todo w € W e os polinomios g,

sdo linearmente independentes médulo Z(W), concluimos que z), = 0, para todos

AeENoEX
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(3) Considere a aplicacao
0 K[V] x K[W] — K[V x W],

dada por
0(f, 9)(v, w) = fv)g(w).

Claramente 6 é K-bilinear, logo induz um homomorfismo de K-algebras 6 : K[V] ®
K[W] — K[V x W], dado por §(f ® g) = fg. Vamos proceder mostrando que § é um

isomorfismo.

Usando o fato que todo polinémio em K[X, Y] pode ser escrito como uma soma finita
de elementos da forma fg, onde f € K[X] e g € K[Y], obtemos que toda fungao

polinomial f € K[V x W] admite uma decomposi¢ao

f= Z gihi,
1=1

onde g; € K[V] e h; € K[W]. Deste modo 6 é sobrejetor.

Para a injetividade seja f = >°7_, ¢; ® h;, com 7 minimal, tal que 6(f) = 0. Vamos
mostrar que se f # 0, entao r = 1. De fato, neste caso para algum ¢ = 1, ..., r temos
h; # 0, logo existe w € W tal que h;(w) # 0 € K. Agora como Y., g;(v)h;(w) = 0,
para todo v € V, segue que Y ;_, h;i(w)g; ¢ a fungao nula em K[V], isto ¢, as fungoes g;
sao linearmente dependentes sobre K. Se r for maior que 1 podemos reduzir o niimero
de gls, o que contradiz a minimalidade de r. Assim r = 1 e a rela¢do hi(w)g; = 0
implica g1 = 0, logo f é o tensor nulo.

n

3.10 Conjuntos construtiveis

Esta secao é dedicada ao estudo de algumas propriedades dos conjuntos cons-
trutiveis, em especial enunciamos um teorema de Chevalley, que caracteriza imagens de

morfismos de variedades.

Definicao 3.10.1. Seja X um espaco topoldgico. Um subconjunto localmente fechado de
X é a intersecao de um subconjunto aberto e um subconjunto fechado. Um subconjunto

construtivel de X é uma uniao finita de subconjuntos localmente fechados.

O lema enunciado abaixo reune algumas propriedades conhecidas dos espagos to-

poldgicos e suas transformagoes, para mais detalhes veja, por exemplo, [17].

Lema 3.10.2. Sejam X,Y espacgos topologicos e f : X — Y wuma fungao continua.
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(1) Se Xy,..., X, sao subconjuntos de X, entdo

Jx=Ux.
=1 =1

(2) Se A C X € um subconjunto, entio f(A) C f(A). Em particular, se f é um homeo-
morfismo entio f(A) = f(A).

(3) Se X ¢€ irredutivel, entao f(X) € irredutivel.

E conhecido que em um espago noetheriano todo conjunto construtivel contém um
aberto denso de seu fecho (veja a Segdo AG 1.3 em [5]). Entretanto este fato se mantém
verdadeiro em espagos topoldgicos gerais, como mostra o teorema abaixo (veja [1], Lema
2.1).

Teorema 3.10.3. Sejam X um espaco topologico e Y C X um subconjunto construtivel.

EntioY contém um subconjunto aberto denso de'Y .

Demonstracdo. Escreva Y = Ule Y;, onde cada Y; é localmente fechado. Denote Z; =
Y;\Y; e Z =\, Z. Vamos mostrar que o conjunto W =Y \ Z estd contido em Y e é
aberto denso em Y.

Primeiramente, vejamos que W C Y. Note que, pelo Lema 3.10.2 (1)

YUz = (k Y;)LJ(OZi) szj(nuZi):U?i:UYiz?,

i=1 =1 i=1

logoW=Y\Z=YUZ)\Z=Y\ZCY.
Agora mostramos que W é aberto em Y. Como cada Y; é localmente fechado,

digamos Y; = F; N A; com F, fechado e A; aberto, temos que Y; é aberto em Y;. De fato,

onde 0A; denota a fronteira A; \ A;. Assim F; N 0A; é um conjunto fechado, logo Y; é
um subconjunto aberto de Y;. Deste modo Z; é fechado em Y, e portanto fechado em X,
assim o seu complementar em Y, W =Y \ Z é aberto. Resta mostrar que W é denso em
Y.

Suponha por contradigao que W nao é denso em Y, assim existe um subconjunto

aberto nao vazio U de Y tal que UNW = @, isto é, Z contém U. Seja iy o menor indice
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tal que U;"):l Z; contém um subconjunto aberto nao vazio, digamos U, de Y. Vejamos que
U ¢ Z;, para 1 < i < iy. De fato, como Y; é aberto temos que Z; = Y; \ Y; = 9Y; é a
fronteira de Y;, logo se U C Z; e x € U temos UNY; = &, ou seja, U é uma vizinhanga de
x cuja intersecao com Y; é vazia, portanto x ¢ 0Y; = Z;, contradi¢ao. Disso concluimos
que U ¢ Z;,, em particular iy > 1. Deste modo @ # (U \ Z;,) C Uzgl Z; e como Z;, é
fechado, U \ Z;, é aberto em Y, o que contradiz a minimalidade e iy. Portanto W é denso
em Y. [ |

Segue diretamente do teorema anterior o seguinte resultado acerca do espaco to-

polégico das variedades:

Corolario 3.10.4. Seja X uma variedade. Entao Y C X € construtivel se, e somente

se, contém um subconjunto aberto denso de Y .

O corolario acima permite, por exemplo, mostrar que todo subgrupo abstrato de
um grupo algébrico afim, que também é um conjunto construtivel, é um subgrupo algébrico
(veja o Teorema 4.1.20).

O préximo resultado, devido a C. Chevalley, garante que a imagem de um mor-
fismo de variedades é um subconjunto construtivel do contradominio. Esse resultado é
especialmente 1til na teoria de grupos algébricos afins desenvolvida no Capitulo 4, onde
mostra-se que a imagem de um morfismo de grupos algébricos afins é um subgrupo fechado

(veja o Teorema 4.1.22).

Teorema 3.10.5 (Chevalley). Sejam X e Y wvariedades algébricas e ¢ : X — Y um

morfismo. Entao a imagem de ¢ é construtivel em Y .

Definicao 3.10.6. Veja [?], Teorema 4.91.
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Capitulo 4
Grupos algébricos

Nesse tltimo capitulo desenvolvemos, baseados em [22], a teoria bésica de grupos
algébricos afins e agoes de grupos algébricos em variedades, bem como apresentamos
as nogoes gerais sobre algebras de Hopf e as estruturas de comoédulos. Como resultado
principal demonstramos o Teorema 4.5.16, que garante que todo grupo algébrico afim é

linear, ou seja, é isomorfo a um subgrupo fechado de algum grupo linear geral.

4.1 Grupos algébricos afins

Nesta secao desenvolvemos a teoria basica de grupos algébricos afins e apresenta-

mos varios exemplos.

Definicao 4.1.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado e G uma variedade algébrica
afim. Suponha que G é munido de uma estrutura de grupo abstrato, isto é, possui uma
multiplicagao associativa m : G x G — G, (g,h) — gh, uma aplicacao de inversiao

i:G— G, g g !, e um elemento neutro 1g satisfazendo os axiomas de um grupo:
(gh)k = g(hk),
lag =g9la =y,
99 =99 =lg,
para todos g, h, k € G. Dizemos que (G, m, i), ou G abreviadamente, é um grupo algébrico

afim se m e i sao morfismos de variedades algébricas.

Observacgao 4.1.2. Fixado x € GG as translacoes pela esquerda I, : G — G, l.(g) = xg e
pela direita r, : G — G, r.(g) = gx, sdo isomorfismos de variedades. De fato, a translagao

pela esquerda pode ser escrita como a composicao
lz =mo ]:p o 917

onde o morfismo 6, : G — {z} x G é dado por 0,(9) = (z,9) € jo : {z} x G —- G x G ¢

dado por j(x,g) = (x,g). Assim [, é uma fungao regular. Para ver que é um isomorfismo
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basta notar que admite uma inversa regular [,-:. Um raciocinio analogo garante que 7,
também é isomorfismo.

Compondo a translacao pela esquerda [, e a translacao pela direita r,-1, obtemos
um novo isomorfismo de variedades, a conjugagdo por z, ¢, = G — G, dada por c,(g) :

rgr L.

Definimos as subestruturas e morfismos entre grupos algébricos da maneira natural:

Definicao 4.1.3. Seja G um grupo algébrico. Um subgrupo abstrato H C G que também
¢ um subconjunto fechado de G é chamado subgrupo algébrico, ou ainda subgrupo fechado,
de G.

Definicao 4.1.4. Sejam H e G grupos algébricos. Um morfismo de grupos algébricos é
um morfismo de variedades ¢ : H — G que também é homomorfismo de grupos abstratos.
Um isomorfismo de grupos algébricos é um isomorfismo de variedades que também é

isomorfismo de grupos abstratos.
A seguir apresentamos alguns exemplos de grupos algébricos afins.

Exemplo 4.1.5. O grupo algébrico aditivo G, é a variedade A! com a estrutura de grupo
dada pela soma do corpo K, ou seja, m : Al x A — A! é dada por m(z,y) =z +y e
i: Al — Al ¢ dada por i(z) = —x.

Exemplo 4.1.6. O grupo algébrico multiplicativo G, consiste no aberto A'\ {0}, iden-
tificado com a variedade V(XY — 1) C A? como no Exemplo 3.7.4. A multiplicagao
m : G, X Gy — G é dada por m((z,z71),(y,y7")) = (zy,(zy)™') e a inversdo

i: G — Gy pori((z,z7l)) = (271 2).

Note que os grupos aditivo e multiplicativo sao abelianos, pois envolvem as operagoes

do corpo K.

Exemplo 4.1.7. O grupo linear geral GL,, é o aberto principal AQ:;, o qual identificamos
com a variedade V(Xydet —1) C A"+ como no Exemplo 3.7.5. Perceba que por essa
identificacao, GL, C A™*! ainda é um grupo abstrato, mais ainda, possui estrutra de

grupo algébrico. Com efeito, a multiplicacao é dada por
m(A, B) =N = (ng,nn, Nni2, ... ,n,m),

onde

n
ng = (ab)o = aobo € N = g aikbkj7
k=1

para todas A = (ag, ai1, @12, .., ann), B = (bo, b11, b12, ..., bpn) € GL,. Veja que a multi-

plicacao definida acima herda a associatividade da operacao de produto entre matrizes,
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junto do fato que

1 I 1 1 1
det(AB) det(C) — det(A)det(B)det(C)  det(A) det(BC)

(CLb)()CO = = CLQ(bC)o,
para quaisquer A, B, C' € GL,,.
O elemento neutro de GL,, o qual denotamos igualmente pela matriz identidade
Id,, € M, (K), é
Id, = (17 6117 5127 s 7§nn)7

onde 4;; denota a funcao Delta de Kronecker.

A inversao de A = (ag, a11,a12, - - -, anyn) € GL, é dada por

i(A) = (1/ag, apcir, aocar,s - - -, AoCnn),

onde ¢;; = (—1)" det(A(i|j)) sdo os cofatores de A. Usando o fato que a multiplicacao

de uma matriz A por sua adjunta classica é igual a det A - Id,,, obtemos
i(A)-A=A-i(A)=1d,.

Os argumentos anteriores garantem que GL,,, visto como um subconjunto do espaco
2 . , . . ~ . ~
afim A™ ™! ainda é um grupo. Por fim observamos que multiplicacdo e a inversao des-
critas acima sao polinomiais entrada a entrada, logo pelo Lema 3.8.3 sao morfismos de

variedades.

Observagao 4.1.8. E comum a identificacao do grupo algébrico afim GL, com matrizes
n x n, isto 6, omite-se a “primeira coordenada” do espaco afim A" 1. Perceba que essa
identificacao nao gera confusao, pois a coordenada da primeira posicao é completamente
determinada pelas demais n? coordenadas. Utilizaremos essa identificacao com énfase na
Subsecao 4.5.1.

Observacgao 4.1.9. Seja V um K-espago vetorial n-dimensional. Denotamos por GL(V)
o grupo de autormorfismos de V', isto é, o grupo de todas as transformagoes lineares
invertiveis de V para V. Fixada uma base de V' os grupos GL(V') e GL,, sdo naturalmente
isomorfos, via a correspondéncia entre a representacao matricial de uma transformacao
linear em um sistema de coordenadas. Nesse sentido é possivel compreender GL(V') como

um grupo algébrico afim.

Exemplo 4.1.10. O grupo afim Aff,(K), também denotado simplesmente por Aff,, é

definido como o produto cartesiano

A" x GL, C A" x A",
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com multiplicacao dada por
(u, A)(v, B) = (u+ Av, AB), (4.1)

onde identificamos A" com matrizes coluna n x 1. O termo Av é visto como o produto
entre uma matriz n X n e uma matriz n X 1, ja& AB é a multiplicacdo em GL,,, descrita
no Exemplo 4.1.7, que inclui a coordenada Xj.

Note que a multiplicagao definida por (4.1) é associativa:

(6, A)(v, B))(w, C) = (u + Av, AB)(w, C)

= (u+ Av + (AB)w, (AB)C)
= (u+ A(v+ Bw), A(BC))
= (u, A)(v + Bw, BC)

= ( )

u, A)((v, B))(w, C)),

para todos (u, A), (v, B), (w,C) € Aff,.
E facil ver que o elemento neutro dessa operagao é (0,1d,), onde 0 = (0,...,0) €
A",

Agora, a inversdao de um elemento (u, A) € Aff, é dada por
(u, A) ™ = (A7 u, A7),

onde, novamente, —A~1u é visto como a multiplicacdo entre uma matriz n X n e um vetor
coluna, e A~' =i(A) é a inversio em GL,, dada no Exemplo 4.1.7.

O grupo afim admite a estrutura natural de variedade produto
A" x GL,, = A"

mais especificamente, se A" possui as coordenadas Xi,...,X, e GL, as coordenadas
Xo, X11, X192, ..., Xy, Aff,, é dado pelos zeros do ideal

(XO det —1) C K[Xl, e ,Xn,Xo,XH, e 7Xnn]

Perceba que as operacoes de multiplicacao e inversao do grupo afim envolvem
apenas o produto, soma e inversao de matrizes em suas coordenadas, logo sao fungoes
regulares e entao Aff, é um grupo algébrico.

Por fim, se tomamos as coordenadas como acima, a algebra de funcoes regulares

de Aff, é
K[X1, ..., Xn, Xo, X115+, X

(XO det—l) ’

K[Aff,] =

104



portanto, como fungoes, os geradores sao dados por
Xe(u, A) =y, k=1,... n,

Xo(u, A) = Qo,

Xij(u’A) = Gy, ,7=1,...,n.

Exemplo 4.1.11. O centro de um grupo algébrico G,
Z(G)={x e G:ay=yzx,VyeqG},

é um subgrupo algébrico. De fato, Z(G) é subgrupo de G e as operagdes de multiplicagao
e inversao sao restricoes de morfismos, logo basta verificar que esse conjunto ¢é fechado.

Para cada y € GG considere a funcao
Yy G — G,

dada por
vy =mo(ly, 1) o (id,i) 0 4,

onde § : G — G X G é o morfismo diagonal, dado por §(g) = (g, g). Como § é uma fungao
polinomial, segue que v, ¢ uma funcao regular para todo y € G.

Agora note que

Z2(G) = (¥, (1e),

yeG

isto é, Z(@G) é intersegao de pré-imagens de um fechado por uma fungao continua, logo
também ¢é fechado.
Em particular se G = GL,, entdo Z(G) = {A1d,, : A € K*}.

Exemplo 4.1.12. Se H e K sao grupos algébricos afins, entao H x K também é um
grupo algébrico afim, com multiplicagao e inversao dadas entrada a entrada. De fato,
myxx = (myg X mg)o (idx s xid): Hx K x Hx K — H x K, onde my, mg sao as
multiplicacoes de H e K, respectivamente, e s : K x H — H x K é funcao que inverte
os fatores, evidentemente polinomial. Agora a inversao é dada por igxx = iy X iy :
HxK— HxK.

O grupo algébrico H x K é chamado de produto direto de H e K. Pode-se mostrar

que H x K ¢é um produto na categoria dos grupos algébricos.

Exemplos 4.1.13. Subgrupos de GL,,.

(1) O subgrupo das matrizes triangulares superiores invertiveis B,, C GL,, é um conjunto
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fechado, pois B,, = V((X,;, Xodet —1)1<jcicn) C A™*1 Em particular B, é isomorfo
como variedade a A" 7" x K*.

(2) O conjunto das matrizes diagonais invertiveis é um subgrupo fechado de GL,,, o qual
denotamos por D,, = V((X;;, Xodet —1);.;) C A1,

(3) O subgrupo das matrizes unipotentes triangulares superiores U,,, composto por ma-
trizes triangulares superiores cuja diagonal principal possui 1 em todas as posigoes, é

um conjunto fechado de A",
Un = V((Xij, Xik — Dicjcicni=t,...n)-

Identificamos U,, com o subgrupo {1} xU,, de GL,,, visto que dada uma matriz M € U,
temos det M = 1.

(4) O grupo linear especial das matrizes cujo determinante é igual a 1 é um grupo
algébrico, denotado por SL, = SL,(K) = {4 € M,(K) : det A = 1}. Como vari-
edade,

SL, = V(det —1) C A™.

Identificamos SL,, como o subgrupo de GL,: {A € GL,, :det A =1} C A" HL

Proposicao 4.1.14. O grupo linear especial SL,, é uma variedade irrredutivel, ou ainda,

SL, € um grupo algébrico conexo (veja a Defini¢ao 4.1.25).

Demonstragao. Seguimos os argumentos de [24], Exemplo 2.25. Basta mostrar que o ideal
(det —1) é primo, visto que todo ideal primo é radical, assim o Nullstellensatz garante
que Z(SL,) = rad(det —1) = (det —1) e da Proposigao 3.6.2 segue a tese (compare com o
Exemplo 3.6.3 (2)). Vamos proceder mostrando que o polinomio det —1 € K[ X1, ..., X,
é irredutivel, e para isso verificaremos que o préprio det é irredutivel.
Suponha que det =1 = fg,onde f = f, +---+ fi+ foeg=gs+ -+ g1 + go sdo
polinomios em K[Xy, ..., X,,] cujos termos f; e g;, 0 <i <r,0 < j < s sdo homogeéneos
de grau i e j, respectivamente. Como det é um polindomio homogéneo, comparando o grau

dos polinémios na igualdade

det —1 = fg = frgs+frgs—1 ++f090

segue que det = f,.g, e portanto é suficiente verificar que det nao se fatora como o produto
de outros dois polinomios.

Procedemos por inducao no grau n de det. Para n = 1, det; = Xi1, que é
irredutivel. Suponha que det,,_; é irredutivel e que existe uma fatoragao det, = fg.

Pela expressao do determinante sabemos que o grau da indeterminada X,,, em det,, é 1,
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portanto X,,,, aparece em apenas um dos fatores de det,, digamos f. Deste modo f é

linear em X,,,, ou seja, existem polinomios p, ¢ € K[X11, ..., X;n-1)] tais que

Assim temos

det, = fg = Xun - 09 + qg.

Pela expansao de Laplace nas indeterminadas X,1, ..., X,, obtemos que o coe-
ficente que acompanha X,, é det,_1, ou seja, det,_;1 = pg. Pela hipotese de indugao
det,,_q, é irredutivel, logo p = 1 ou g = 1. Se g = 1 det, é irredutivel e acabou.
Agora se p = 1 temos que g = det,_; divide det,, e isso nao pode ocorrer. De fato,
para cada n € N considere a matriz L, € M, (K) cujas tnicas entradas nao nulas sao
ln1 = ln—1)2 = l(n—2y3 = - -+ = l1, = 1, isto &, a diagonal secunddria é composta por 1 em

todas as posigoes:

0 0 0 1
0 0 010
0 0 1 00
L, =
1 --- 000
10 -~ 000

Por um lado det,,_1(L,) = 0, visto que envolve apenas as entradas X;; com 1 <
i,j7 <n—1eamatriz (n — 1) x (n — 1) obtida eliminando a tltima linha e a dltima
coluna de L,, possui uma coluna nula. Por outro lado, aplicando a expansao de Laplace

em det,, (L,) obtemos

det,, (L) (=1)M" . det(L, 1)

1-(

1 (=) (=)D L det(L,_s)
(

(

ST (1) () (2D (1)
1%

onde

S=n+1)+n+Mn—-1)+---+3+2
=1+2+3+--+(n—1)+2n
n(n—1)

= —~ 1 2n.
5 + 2n

n(n—1)
Assim det,,(L,) = (=1)° = (=1)" 2 # 0 e portanto det,_; nao pode dividir

det,,. [ |
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Lema 4.1.15. Seja S € GL,. Entio Gg = {X € GL,, : XSX' = S} é um subgrupo

algébrico.

Demonstracao. Gg é claramente subgrupo de GL,, logo as operacoes de multiplicacao
e inversao sao regulares. Por outro lado as equagoes X SX! = S sao polinomiais nas

entradas de X, assim esse conjunto é fechado. [

Exemplo 4.1.16. Se K é um corpo com caracteristica diferente de 2 definimos o grupo
ortogonal O, = 0,,(K) = Gy = {X € GL,, : XX" =1d}. Como variedade

On = V((fi, Xodet —1)) € A"+,

onde f;; = 2221 XixXjp — 0i5, 1 < 4,7 < n. Observe que, como f;; = f;; podemos tomar
1<i<j<n.
Dado X € O,, entao det X = +1, logo O,, nao é irredutivel.

Exemplo 4.1.17. Definimos o grupo ortogonal especial como o subgrupo O, N SL,, de
GL,, e o denotamos por SO,,. Como variedade SO,, = V((fi;,det —1)1<i<j<n). Pode-se

mostrar que SO,, é irredutivel.

O préximo lema caracteriza os grupos algébricos afins em fungao de seus subcon-

juntos abertos.

Lema 4.1.18. Sejam G um grupo algébrico afim, U e V' subconjuntos abertos de G com
V' denso. Entao G = UV, ou seja, todo elemento de G se escreve como produto de um

elemento de U e um elemento de V.

Demonstragdo. A inversao ¢ um homeomorfismo, logo i(U) = U~! é aberto. A translagao
A direita por um elemento x € G, r,, também ¢ um homeomorfismo, logo r,(U~1) = U~ 'x
é aberto. Agora como V é denso U 'x NV # & para todo x € G, logo existem a € U e

b €V tais que a 'z = b, entdao x = ab. [ |

Lema 4.1.19. Seja G um grupo algébrico afim e H um subgrupo abstrato, entdo H é um

subgrupo algébrico de G.

Demonstra¢ao. Como a inversao é um homeomorfismo, segue do Lema 3.10.2 (2) que
i(H) = m = H, logo H é fechado para inversdo. Agora as translactes por elementos
de G também sdo homeomorfismos, assim dado x € H temos «H = xH = H, ou seja,
HH C H. Portanto se x € H, entdo Hx C H, assim Hx = Hx C H, o que implica H

fechado para a multiplicacao. [ |

Para que um subgrupo abstrato de um grupo algébrico afim seja um subgrupo

fechado, basta que, como conjunto, seja construtivel:
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Teorema 4.1.20. Seja G um grupo algébrico afim e H um subgrupo abstrato que também

€ um subconjunto construtivel de G. Entao H é um subgrupo algébrico.

Demonstracdo. Se H é construtivel pelo Corolério 3.10.4 existe um aberto denso U ¢ H
com U C H. Pelo Lema 4.1.19 H é subgrupo algébrico de G. Como a inversio e as
translacoes sao homeomorfismos segue que U~!, e portanto, hU ! sao abertos densos em
H, para todo h € H. Deste modo devemos ter U N AU~ # @, ou seja, h € UU e entdo
H=UUCHH=H. |

Definicao 4.1.21. Seja G um grupo algébrico afim e H C G um subgrupo fechado.

Dizemos que H é um subgrupo normal se é normal como um subgrupo abstrato de G.

A partir do ultimo teorema é possivel verificar que o kernel e a imagem de um

morfismo de grupos algébricos sao subgrupos fechados.

Teorema 4.1.22. Seja ¢ : H — G um morfismo de grupos algébricos afins. Entao:
(i) Kerop C H é um subgrupo normal fechado.
(ii) Ime C G € um subgrupo fechado.

Demonstragao. (i) O kernel de um homomorfismo de grupos é um subgrupo normal.
Agora como ¢ é uma fun¢ao continua e o kernel é a pré imagem do fechado 14 € G,

segue que Ker ¢ é fechado.

(ii) Pelo Teorema de Chevalley (3.10.5) Im ¢ é um subconjunto construtivel e pelo Te-
orema 4.1.20 concluimos que é um subgrupo fechado.
[ |

Perceba que, em especial, a imagem de um morfismo de grupos algébricos afins é
sempre uma variedade, o que nao acontece em geral quando omite-se a estrutura algébrica

de grupo.

Observagao 4.1.23. Se H, K C (G sao subgrupos fechados de GG, com K normalizando
H, isto é, kHk™' = H para todo k € K, entdao HK é um subgrupo fechado de G. De
fato, HK é a imagem do morfismo m(id |y X id |g) : H x K — G, logo é construtivel.

O préximo teorema apresenta algumas propriedades notaveis dos grupos algébricos

afins.
Teorema 4.1.24. Seja G um grupo algébrico afim.
(1) Para cada x € G eziste uma unica componente irredutivel contendo x.

(2) A componente irredutivel contendo a unidade (que denotamos Gy) é um subgrupo

normal, fechado e de indice finito em G.
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Para cada ©x € G a componente irredutivel que contém x € xG1. Em particular esta

componente é isomorfa como variedade a Gy.

Se H C G € um subgrupo fechado de G' com indice finito entdo H D G1. Em particular

Gy € o unico subgrupo algébrico vrredutivel de G com indice finito.

Se G e H sdo subgrupos algébricos afins e ¢ : H — G € um morfismo, entao o(H;) =
o(H):1.

Demonstragao. (1) Sejam Xi,...,X, as componentes irredutiveis distintas de G que

contém 1g. A imagem da variedade irredutivel X; x --- x X, pelo morfismo pro-
duto é uma variedade irredutivel. Agora X; -...- X, C X; para algum i =1,...,n.

Por outro lado X; C X, -...- X, para todo j, assim concluimos que r = 1.

Pelo raciocinio do item anterior sabemos que G1G7; = G1. Agora se i é a aplicacao
de inversao de G, entdo i(G1) é uma componente irredutivel que contém 1¢, logo
i(G1) = Gy. Isso mostra que GG; é um subgrupo algébrico de G. Para verificar que é
normal em G notemos que fixado g € G o morfismo de conjugacao ¢, : G — G, dado
por ¢y(z) = grg™', é um isomorfismo de grupos algébricos afins. Assim, para todo
g € G temos que gG1g~! é uma componente irredutivel que contém a unidade de G,

portanto ¢gG1g7! = G;.

Por fim, perceba que as classes laterais de G médulo G; sao translagoes de Gy, logo
também sdo componentes irredutiveis de G. Agora como G possui uma quantidade
finita de componentes irredutiveis, segue que existem finitas classes laterais, isto é,

G tem indice finito em G.

Se G’ é uma componente irredutivel contendo z, entao [,-1(G’) é uma componente
irredutivel que contém 1 e pelo item (1) segue que l,-1(G') = Gy. Mas 1,1 (G') =
l(Gy), portanto G’ = zG,.

Por hipdtese, existem finitas classes laterais de G médulo H. Sejam ¢q,...,q,. € G,
com g, = lg, tais que G ¢ a unido disjunta G = |J;_, g;H. Perceba que cada classe
lateral é um conjunto fechado, pois é a imagem de H por uma translacao a esquerda.

Deste modo escrevemos

G1 :GlﬁG:Glﬂ(UgiH) :U(GlngH)

i=1 =1

Como G ¢ irredutivel devemos ter G; = G| N g;H, para algum ¢ = 1,...,r, ou seja,
GGy C g;H para algum indice i. Agora, do fato que 15 € g1 H, concluimos que i =1 e
entao G; C H.
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(5) Primeiramente note que ¢(H;) é fechado, pois é a imagem de um morfismo de grupos
algébricos afins, também contém a unidade de G e ¢é irredutivel pelo Lema 3.10.2,
assim pelo item (1) obtemos ¢(H;) C ¢(H);. Para a inclusdo contraria usamos o
item (2), o qual garante que H; possui indice finito em H. Disso segue que p(H;)
possui indice finito em @(H), pois se x1Hy,...,z.H; sdo as classes laterais de H
médulo Hy, entdo p(H) se escreve como ¢(H) = |J;_, p(xi)p(H;). Agora pelo item
anterior concluimos que p(H); C ¢(Hy), ou seja ¢(Hy) = ¢(H);.

[ |

Um espaco topologico X é dito conexo se nao existem subconjuntos abertos nao
vazios U,V C X tais que X = U UV. E sabido que se X ¢é irredutivel, entao também
é conexo, mas a reciproca nem sempre é verdadeira. O teorema anterior garante que
no caso de um grupo algébrico afim G, as condigoes de irredutibilidade e conexidade sao
equivalentes. Com efeito, a componente irredutivel que contém = € G é uma classe lateral
de Gy, a dizer xG, assim quaisquer duas componentes irredutiveis de X sao disjuntas e
abertas em G (visto que o complemento de uma componente irredutivel é uma unido de
fechados). Desse modo se G é uma variedade redutivel, entdao nao é conexa.

Esse fato motiva a definicao a seguir.

Definicao 4.1.25. Um grupo algébrico afim G é dito conezo se a variedade algébrica G

é irredutivel. Em outras palavras, G é conexo se G = G7.

4.2 Acoes de grupos algébricos afins em variedades

Definicao 4.2.1. Sejam X uma variedade algébrica e G um grupo algébrico afim.

(i) Uma ag¢ao regular a esquerda de G em X é um morfismo de variedades algébricas
¢ : G x X — X, denotado por ¢(g,z) = ¢ - x, que também é uma acdo do grupo

abstrato G em X, isto é

lg -z ==,

(gh)-x=g-(h-x),

para todos g,h € G e v € X. Neste caso dizemos que X é uma G-variedade a

esquerda.

(ii) Uma acdo regular o direita de G em X é um morfismo de variedades algébricas

¢ : X x G — X, denotado por ¢(z,g) = x - g, que também é uma agao do grupo
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abstrato GG em X, isto é

r-lg =z,

z-(gh)=(z-g)- h,

para todos g,h € G e x € X. Neste caso dizemos que X é uma G-variedade a

direita.

Ainda no contexto mais geral da teoria de agoes, isto é, onde G é um grupo abstrato
e X um conjunto, dizemos que um subconjunto Y C X é G-invariante se é fechado para

a acao de elementos de G.

Observacao 4.2.2. Se X é uma G-variedade e fixando g € G a aplicagao ¢, : X — X
dada por ¢4(x) = g - x é um isomorfismo de variedades. De fato, primeiramente notamos
que @4 é a composicao de morfismos ¢, = @ 0 j, 060, onde 6, : X — {g} x X é dado por
Oy(x) = (g9,2) e jg : {g} x X — Gx X édado por j(g,x) = (g, 7). Desta forma concluimos
que ¢, ¢ uma funcao regular. Agora basta notar que essa funcao também possui inversa

regular, dada por ¢g-1.

Fixando x € X a aplicacio de orbita ©, : G — X é dada por m.(g) = ¢ - =.
Note que esta funcao também é um morfismo de variedades, pois 7, = ¢ o j, o a,, onde
a, G—=>Gx{x}, g (g,2) e jp.: G x{z} - G x X é dada por j,.(g,2) = (g, ).

Também chamamos o morfismo G x X — X x X dado por (g,z) — (g z,x), de

aplicacao de orbita.

Exemplos 4.2.3. (1) Seja G um grupo algébrico. O produto de G define uma agao
regular a esquerda de G em si mesmo por g - h = gh, para todos g, h € G. De modo
andlogo definimos uma acao regular a direita de G em GG, pondo h-g = hg, para todos
g,h € G.

(2) O morfismo de conjugacao C' : G x G — G dado por C(g,h) = ghg™" define uma agao
regular a esquerda de G em G. De fato, C' =y o~v,onde v: G x G = G x G x G,
(g,h) = (9,h,g7") e : G x G x G — G denota o morfismo produto. Por outro lado

é facil ver que C satisfaz as condi¢oes de uma acao de grupos abstratos.

Definicao 4.2.4. Seja G um grupo algébrico afim e X uma G-variedade. Se z € X a
G-orbita de x é o conjunto O(x) = {g -z : g € G}. O estabilizador ou subgrupo de
isotropia de x € X é G, ={g € G:g-x =z}. Se G, = G dizemos que x é um ponto
fizo para acdo. Denotamos o conjunto de todos os pontos fixos por X, quando a acdo

estiver explicita.

Definigao 4.2.5. Seja G um grupo algébrico afim. A érbita de um elemento g € G pela

acao de conjugacao é chamada de classe de conjugacgao de g, e o seu subgrupo de isotropia
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é chamado centralizador do elemento g € G. Notamos que para essa a¢ao o conjunto dos

pontos fixos coincide com o centro do grupo G.

Observacao 4.2.6. Note que uma acao regular a esquerda de um grupo algébrico afim

G em uma variedade X, induz uma acao a direita de G em K[X] dada por translagoes,

isto é, dados g, h € G e f € K[X] definimos (f - g)(xz) = f(a-x). De fato, f-1= fe

(f - (gh)(z) = f((gh) - )
flg-(h-x))
(f-9)(h-2)
((f-9) h)().

De modo analogo, uma acao regular a direita de G em X induz uma acao a esquerda
de G em K[X]. Em especial, a agdo regular a direita de G em G, dada pela multiplicagao

x - g = xg, induz uma acao a esquerda de G em K[G] por (g f)(z) = f(zg).

Definicao 4.2.7. Sejam GG um grupo algébrico afim e X uma G-variedade. Dados sub-

conjuntos Y, Z C X definimos o transportador de Y para Z como
Trang(Y,Z)={9ge€ G:9-Y C Z}.

Definimos o estabilizador de Y como o conjunto Trang(Y,Y') e também o centra-
lizador de Y como sendo Cg(Y) = ,cy Gy

Definicao 4.2.8. Seja H C G um subgrupo fechado. Definimos o normalizador de H
em G como Ng(H)={g9g€ G:gHg™ ' = H}.

Observagao 4.2.9. Seja H é um subgrupo fechado de G, considerado como uma G-
variedade via a acao de conjugacao. Temos que o estabilizador e o normalizador de H
coincidem, isto é

Trang(H, H) = Ng(H).

De fato, a inclusdo (D) é trivial, logo basta verificar (C). Suponha H = (J;_, H,
onde cada H; ¢ uma componente irredutivel. Aplicando o morfismo de conjungagao ¢, na

igualdade anterior, temos
gHg™' = JgHig™".
i=1

Agora como ¢, é um isomorfismo de variedades temos que ¢,(H;) = gH;g™' é

uma subvariedade irredutivel de H. Assim segue que a conjugacao apenas permuta as

componentes irredutives de H e portanto gHg ! = H, para todo g € G.

Proposigao 4.2.10. O normalizador Ng(H) € um subgrupo abstrato de G. Mais ainda,
Ca(H) C Ng(H) é um subgrupo normal.
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Demonstragao. A verificagio que Ng(H) é um subgrupo de G é direta. Assim vamos
mostrar que Cg(H) C Ng(H) é um subgrupo normal. Primeiramente note que Cg(H) =
{9€G:ghg ' =h,Y he H}. Agoradadon € Ng(H) e c € Cq(H), temos

(nen Hh(nen ™)™t = nlc(n " thn)c )n™t = n(n thn)nt = h,

para todo h € H, portanto nen™! € Cq(H). [

O préximo resultado mostra que os elementos presentes na teoria de agoes de grupos

algébricos afins respeitam a estrutura de variedade, ou seja, sao subconjuntos fechados.
Teorema 4.2.11. Sejam G um grupo algébrico afim e X uma G-variedade. Entao,

(1) SeY,Z C X sdo subconjuntos, com Z fechado, entiao Trang(Y, Z) € fechado.

(2) O subgrupo de isotropia de x € X € fechado. Em especial Cq(Y) € um subgrupo
fechado.

(3) O conjunto X% de pontos fizos é fechado.

(4) Se G € conezo, entio G estabiliza todas as componentes irredutiveis de X .

Demonstracao. (1) Seja m, : G — X a aplicacdo de drbita para um elemento z € X.
Afirmamos que Trang (Y, Z) =,y 7, ' (Z), e portanto como a aplicagao de érbita é

uma funcgao continua, o transportador de Y para Z é fechado. Com efeito,

g€ Trang(Y.Z) © my(g) € ZVyeY
@geﬂy_l(Z),VyEY
&g€ ﬂﬂgl(Z).

yey

(2) Basta notar que G, = Trang({z}, {z}) e usar o item anterior.

(3) Dado a € G, considere a aplicacdo ¢, : X — X, dada por ¢4(x) = ¢ - x. Definimos
o grifico de ¢4, como o conjunto I'(¢,) = {(z,y) € X x X : © = ¢g-y}. Note que
I'(¢4) é um subconjunto fechado de X x X, basta escrever a relagdo x = g -y em
coordenadas. Agora o conjunto X9 dos pontos fixos por um elemento g € G é fechado,
pois X9 = ¢6H(T'(p,)). Portanto, X¢ = yeq X? ¢ fechado.

(4) Denote ¢ : G x X — X a acdo de G em X e X; uma componente irredutivel de
X. Se G é conexo entao pela Proposicao 3.9.1 (1), a variedade G x X é irredutivel,
portanto pelo Lema 3.10.2 (3) temos que ¢(G x X;) = G - X; também ¢ irredutivel.
Agora X; =1-X; C G- X1, assim pela maximalidade de X;

G'X1:X17

114



ou seja, (G estabiliza X;.
[ |

Corolario 4.2.12. Sejam G um grupo algébrico conexo e H C G um subgrupo normal e
finito. Entio H C Z(G).

Demonstragao. Como H é normal em G, para todo h € H e g € G temos ghg™! € H.
Assim considere a acao C': G x H € H, dada por C(g,h) = ghg™".

Seja H = H,U---U H, a decomposicao de H em componentes irredutiveis. Note
que, como H é finito, cada componente H; é simplesmente um ponto, isto é, H; = {h;}
para todo j = 1,...,r. Agora como G é conexo, pelo teorema anterior sabemos que

estabiliza todo Hj, isto é,
G-H;=H;= ghjg~' = h; = gh; = hyg,

para todo g € G e j=1,...,r, deste modo temos H C Z(G). [ |

Corolario 4.2.13. Sejam G um grupo algébrico afim e H C G um subgrupo fechado.
Entao Ng(H) e Co(H) sao subgrupos fechados de G. Em particular Z(G) = Cq(G) €
fechado.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 4.2.11 e da Observacao 4.2.9. [

O préximo teorema explora um fato geométrico acerca das érbitas associadas a

acao de um grupo algébrico afim.

Teorema 4.2.14. Seja G um grupo algébrico afim agindo reqularmente em uma variedade

algébrica X. Entao para todo x € X, O(x) é aberta em O(x).

Demonstrag¢ao. Considere o morfismo de variedades ¢, : G — O(x), dado por ¢,(g) =
g - x. Pelo Teorema de Chevalley (3.10.5) O(z) = ¢,(G) é um subconjunto construtivel e
pelo Corolario 3.10.4 contém um aberto denso nao vazio U de O(x).

Como U é nao vazio, existem u € U e h € G tais que u = h -z, logo h™! - u = x.

Agora dado z = ¢' - x € O(z), temos
z=g -t uw=(@ghr ") u=g-u,
ou seja, z € g - U. Como tomamos z arbitrario na érbita de x, segue que

O =Jg-U,

geG

e cada ¢g-U é aberto, pois ¢, é um homeomorfismo. Assim, concluimos que O(z) é aberto

em O(x). |
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4.3 Algebras de Hopf e grupos algébricos

Seja K um corpo. Como vimos na Proposigao 2.6.9 uma K-algebra pode ser definida
por uma tripla (A, m,u), onde A é um K-espago vetoriale m : A® A - A, u: K — A

sao transformacoes lineares, tais que os seguintes diagramas sao comutativos:

A Ao A "2, 454

I®m m
AR A
u® I m I®u

KA — A —— A®K

Revertendo as flechas dos diagramas anteriores obtemos uma estrutura dual a de

algebra, a estrutura de coalgebra.

Definigao 4.3.1. Seja K um corpo. Uma K-codlgebra é uma tripla (C, A, ¢) consistindo
em um K-espaco vetorial C' e duas transformacoes lineares A : C - C® C,e¢:C - K

tais que os diagramas abaixo sao comutativos.

c— 8 LcoecC

A ARIT
C
=~ A =~

O primeiro diagrama é chamado de coassociatividade de C' e o segundo de couni-
dade.
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Uma transformacao linear f : C' — D entre codlgebras é chamada de morfismo de
codlgebras se Apo f=(f® f)oAceepf =cc.

Notagao 4.3.2 (Sweedler para codlgebras). Denotamos A? = (A ®@ I)A = (I @ A)A :

C — (C®C®C. Também usamos, ao invés da notagao comum em somatorios,

a convencao
Ac) = ch ® ca,

onde o indice i é omitido e os elementos c;, ¢, percorrem C' em uma soma finita. Para A2
a convencao ¢é andloga:

A o) = (AR DA(C) =D i ®cip @,
ou ainda,

Ac) = (I®A)A() =Y 1 @ a1 @ o
Exemplos 4.3.3. Alguns exemplos de coalgebras:

(1) Um corpo K arbitrario munido das transformagoes lineares: A : K - K ® K sendo o

isomorfismo canonico A(a) =a® 1 e e : K — K a identidade, é uma K-codlgebra.

(2) Seja S um conjunto nao vazio e considere KS o K-médulo livre sobre S, isto é, o
K-espaco vetorial de base S. Entao KS é uma coalgebra com coproduto e counidade
definidos por A(s) = s® s, e(s) = 1, para todo s € S. De fato,

(ARDA(s) = (AR (s®s)=(s®s)®s=(I®A)A(s),

o que implica a coassoatividade. E as igualdades

concluem a counidade.

Quando um K-espaco vetorial possui ambas as estruturas de algebra e codlgebra,
de forma que as aplicagoes sejam “compativeis”, o chamamos de bidlgebra. A defini¢ao

precisa deste conceito é feita a seguir.

Defini¢ao 4.3.4. Seja K um corpo. Uma bidlgebra sobre K é uma quintupla (B, m,u,
A, ¢), onde (B, m,u) é uma algebra associativa com unidade e (B, A, ¢) é uma coalgebra,
talquee: B —-KeA: B — B® B sao homomorfismos de K-algebras.
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Pode-se mostrar que a condicao de compatibilidade entre as estruturas pode ser
exigida nas aplicagbes m e u, isto é, a condicao de A e € serem homomorfismos de K-
algebras, é equivalente a m e u serem homomorfismos de K-codlgebras (veja a Proposigao
4.4.4 em [9]).

Vejamos agora alguns exemplos de bialgebras.

Exemplos 4.3.5. (1) O corpo K possui estrutura de dlgebra e de coalgebra, além disso
sdo compativeis, visto que as aplicagdes A e e definidas no Exemplo 4.3.3 (1) sé@o

homomorfismos de K-algebras.

(2) Seja G um semigrupo. A dlgebra de semigrupo KG consiste no K-espago vetorial
livre sobre G, munido da multiplicacao dada por g - h = gh, para todos g,h € G.
Como vimos no Exemplo 4.3.3 (2) KG é uma coalgebra com A(g) = g® g, (g) = 1,
para todo g € G. Além disso, A(gh) = gh ® gh = (¢ ® g)(h ® h) = A(g)A(h) e
e(gh) =1 =¢(g)e(h), logo esse espago vetorial é uma bidlgebra.

Sejam C' e A dois K-espagos vetoriais. E bem conhecido que o conjunto das trans-
formagoes lineares de C' para A, denotado por Homg(C, A), é naturalmente munido da
estrutura de K-espaco vetorial. A defini¢ao abaixo indica que, quando os espacos vetoriais
possuem uma estrutura adicional, a dizer, C' a de coalgebra e A a de édlgebra, é possivel

definir um produto entre transformacoes lineares, chamado de produto de convolugao.

Definigao 4.3.6. Sejam K um corpo, (A, m,u) uma K-dlgebra e (C, A, ) uma K-codlge-
bra. Dadas transformagoes lineares f, g € Homg(C, A) o produto de convolu¢io de f e g
¢ definido como a aplicagao f * g € Homg(C, A), dada por (f *g)(c) = >_ f(c1)g(c2).

Pode-se mostrar que o K-espaco Homg (C, A) munido da operagao de convolugao

é uma K-algebra, cuja unidade é ue.

Observacao 4.3.7. Perceba que a transformacao linear f x g pode ser definida pela

comutatividade do diagrama

fxg f®g

A A A

onde m denota a multiplicacao de A.

Uma algebra de Hopf nada mais é do que uma bidlgebra junto de um operador

linear especial, chamado antipoda. Mais especificamente:
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Definicao 4.3.8. Uma bialgebra C' com a propriedade do operador linear indentidade
I € Endg(C) ser invertivel por convolugao é chamada dlgebra de Hopf, e a inversa por

convolucao de I, isto é, o operador S¢ : C' — C', é chamado de antipoda.
A seguir descrevemos dois exemplos classicos de algebras de Hopf.

Exemplos 4.3.9. (1) Algebm de Grupo. Seja G um grupo multiplicativo e KG a algebra
de grupo associada, isto é, a algebra de semigrupo descrita no Exemplo 4.3.5. Como
visto no exemplo citado, KG é uma bidlgebra, com estrutura de coalgebra dada por
A(g) =g®gee(g) =1 para todo g € G. Vamos verificar que a estrutura adicional
de inversao presentes nos grupos induz em KG uma estrutura de algebra de Hopf,

com antipoda S : KG — KG, dada por S(g) = ¢~' e estendida por linearidade.

Com efeito,

(S*1I)(g) = Z S(g1)1(g2)
= S(9)1(9)
=979
= ue(g)

(I%S)(9) = 1(g1)S(g2)
= 1(g9)S(9)

(2) Algebra de polinémios K[X]. Introduzimos uma estrutura de codlgebra em K[X]:
pela propriedade universal da K-dlgebra K[X], existe um tnico homomorfismo de
K-édlgebras A : K[X] — K[X] ® K[X] tal que A(a) = a® 1 para a € Ke A(X) =
X ®1+1® X. Note que,

(A DA)X)=(AN(X®1+1® X)
—(AN(Xe)+ (ANl X)
=(X1+19X)1+(1®1)® X
=X®11+10X®1+11X
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(I®A)A)(X) =T A)(X21+10X)
=(IeA)Xe)+(IA)(1eX)
=X®(1e)+1(Xe1+1®X)
=X11+41X1+11x X.

Portanto, novamente pela propriedade universal de K[X] temos (A®)A = (IQA)A,

o que conclui A associativo.

Para a counidade definimos ¢ : K[X] — K por ¢(X) = 0 ¢ ¢(a) = a, para todo a € K.
E facil ver que (¢ ® I)A = (I ® €)A, deste modo concluimos que (K[X],m,u, A, €) é

uma bialgebra.

Resta mostrar que I é invertivel por convolucao. Utilizando a propriedade universal
de K[X] obtemos um homomorfismo de K-algebras S : K[X]| — K[X], dado por
S(X)=—-X e S(a) = a, para todo a € K. Vejamos que S é antipoda.

(S*I)(X) = S(X)I(1) + S(1)I(X)
—(-X)-1+1-X
=0

logo S x I = ue. Analogamente verifica-se I x .S = ue.

Agora discutimos a principal algebra de Hopf deste trabalho: a algebra de funcoes

de um grupo algébrico afim.

Definigao 4.3.10. Sejam K um corpo algebricamente fechado e (G,m,i) um grupo

algébrico afim. Definimos as aplicagoes:

e A : K[G] = K[G] ® K[G] pela composigao tg o m*, onde 1z : K[G x G] —
K[G] ® K[G] é o isomorfismo descrito na Proposigao 3.9.1 (3), e m* é o comorfismo

induzido pela multiplicacao de G,
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e ¢ : K[G] — K sendo o homomorfismo de dlgebras dado pela avaliagdo na identidade
de G, ou seja, =(f) = f(10);

e S : K[G] — K[G] como o comorfismo ¢*, induzido pela inversdo de G, isto é,
S(f)(g) = f(g™"), para todo g € G e f € K[G].

Observagao 4.3.11. Sempre que nos referirmos a estrutura de algebra de Hopf associada

a um grupo algébrico afim, as aplicacoes A, ¢ e S sao as definidas acima.

O lema a seguir se trata de uma propriedade notavel da aplicagao A da dlgebra de

fungoes de um grupo algébrico afim, a qual usamos extensivamente ao decorrer do texto.

Lema 4.3.12. A(f) = > fi ® fa se, e somente se, f(xy) = > fi(z)f2(y), para todo
z,y € G.

Demonstrag¢ao. Primeiramente dado f € K[G x G| note que

f)= Zﬁ ® fo
15 (a(N) =G Qi f)
& f= Zflfm

ou seja,
=Y h@fe flzy) =) hilx)

para todo (z,y) € G x G. Logo

:Zf1®f2

Suam ()= H®f
< m’( :LC_; Zﬁ@fz
& flzy) = Zfl
para todo =,y € G. [ |

Teorema 4.3.13. Sejam K um corpo algebricamente fechado e G um grupo algébrico

afim. A dlgebra K[G] junto das aplicagoes A, e e S é uma dlgebra de Hopf.

Demonstracao. Coassociatividade. Pelo Lema 4.3.12 sabemos que

Zﬁ@fz@fﬂ?y Zfl

para todos x,y € GG. Portanto

ARDAS) =D f11®f2® fre f((2y)2) =Y fuil@) fiz(y) fa(2),
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para todos x,y, z € G. De modo andlogo temos

(I ®A)A Zf1®f21®f22<:>f z(y2)) Zfl ) f2,1(y) f22(2),

para todos x,y,z € G.

Agora como G ¢ associativo, obtemos f((zy)z) = f(z(yz)), ou seja

D @) fia) fa(z) = D Ai@) for(y) foa(2)

para todos x,y, 2z € GG. Portanto
(AR A = (I®A)A.
Counidade. Basta mostrar que, para todo f € K[G]

f=>elf)f e =) helf).

Para isso tome x = 15 no Lema 4.3.12, deste modo temos

y) = Zfl(lG)f2(y) = Z€<f1>f2(y)a

para todo y € G, portanto f =Y e(f1)f2. Tomando y = 1 obtemos a outra igualdade.

Antipoda. E necessario mostrar que

(S*D)(f) = ue(f) e (IxS)(f) = ue(f),

para todo f € K[G], ou seja,

(D SU) =(Ny) e (O LiS())(y) = (1),

para todo y € G.

Agora para obter as igualdades acima, primeiramente tomamos = = y~! no Lema

4.3.12,
=Y A k) =Y S hy) =S L)y

e tomando y = ! obtemos a segunda igualdade. [ |

Nos exemplos abaixo descrevemos as expressoes do coproduto, counidade e anti-

poda para a algebra de funcoes dos grupos aditivo GG,, multiplicativo G,, e linear geral

GL,,.

Exemplos 4.3.14. (1) G,. Sabemos que a dlgebra de fungdes do grupo aditivo é isomorfa

a algebra de polinomios em uma varidvel K[X]. Como fun¢ao polinomial X é dado
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por X(g) = g, para todo g € G,. Agora note que
X(g+h)=g+h=1UgX(g)+X(n)1(h)=(1-X + X -1)(g+h),

para todos g, h € G,, portanto pelo Lema 4.3.12 temos A(X) =1® X + X ® 1, onde
1 € K[G,] ¢ a fungao constante igual a 1 € K.

O elemento neutro de G, ¢ 0 € K, logo ¢(X) = X(0) =0 e por fim S(X) = —X.

G- A élgebra de fungoes do grupo multiplicativo é isomorfa a algebra de polindomios
de Laurent em uma varidvel, isto é, K[X, X '] (veja o Exemplo 3.7.4). Como fungoes
os geradores sdo dados por X(g,97) =ge X !(g,97") = ¢!, para todo (g,g7') €
Gy,. De modo similar ao exemplo anterior, avaliamos os geradores X e X! em
produtos da forma (g,g71)(h,h™'), com (g,¢7'), (h,h™!) € G,,. Obtemos

X((g,97")(h,h7Y)) = X ((gh, (gh)™"))

= X((g.97 )X ((h,h7))

X (g, 97 ) (h k™)) = X H((gh, (gh) 7))
= (gh)™
:g—lh—l
= X (g, g7 NXH((h,h7Y).

Assim, pelo Lema 4.3.12 segue que
AX)=X@XeAX H=X'oXx "

Ao avaliar as funcoes X e X! na identidade de G,,, obtemos a mesma expressao
para £(X) e e(X ™). De fato,

£(X) = X((L1) = 1= X'(L1) = (X 7).

Por fim, a antipoda é dada por

S(X)g,97) =X((g7"9)=9g"

SX g9 =X"g"9) =9,
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entao,

S(X)=X1e S(XH=X.

(3) GL,. A &lgebra de fungoes de GL,, é isomorfa a K[ Xy, X11,. .., Xp,], onde Xy det = 1.
Como funcao Xy : GL, — K é dado por Xo(M) = my = 1/det(M).

Para o coproduto note que,
Xij(MN) = (MN)y; =Y muny; = Z Xir(M) X, (N),
k

para todo M, N € GL,, logo pelo Lema 4.3.12 segue que A(X;;) = >, Xix @ Xy,

De modo semelhante para X, temos
Xo(MN)=1/det(MN)=1/det(M)-1/det(N) = Xo(M)Xo(N),

para todo M € GL,, portanto A(Xy) = Xo ® Xo. O mesmo vale para a fungao det,
isto é, A(det) = det ® det.

O elemento neutro de GL,, é a matriz identidade de ordem n, a dizer, Id,,. Assim

8(Xz'j) = Xz](ldn) = 51'3‘ (§ €(X0) = X()(Idn) = 1.

A antipoda na funcao X, é dada por
S(Xo)(M) = Xgoi(M)=Xo(M™")=1/det(M ") = det(M),

para todo M € GL,,. Assim, S(Xjy) = det. De modo analogo obtemos S(det) = Xj.

Para concluir resta indicar a antipoda nas fungoes X;.
S(XZ])(M> = Xij @) Z(M) = moéij = Xo(M)Cji = (—1)]+2X0<M) det M(j|l),
logo S(Xi;) = (—=1)7""Xdet), onde a fungao det(;;) é dada por detg) (M) =

det M(j|i). Perceba que a fungao det;;;) nada mais é do que a composicao de det

com a func¢ao que elimina a linha j e coluna ¢ de uma matriz, deste modo é regular.

4.4 Comodulos

Definigao 4.4.1. Sejam K um corpo e (C, A, ) uma codlgebra sobre K. Um C-comddulo
a direita é um par (M, p), onde M é um K-espago vetorial e p : M — M ® C uma
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transformacao linear tal que os diagramas abaixo sao comutativos.

M—" s MeC

P I®A

M@C —— MCaC
peI

M

1%

MC — MK
I®e

De forma anéloga definimos comddulos a esquerda.

Definigao 4.4.2. Sejam K um corpo e (C, A, ) uma coélgebra sobre K. Um C-comddulo
a esquerda é um par (M, p), onde M é um K-espaco vetorial e p : M — C ® M uma

transformacao linear tal que os diagramas abaixo sao comutativos.

M—" s CooM

p AT
COM — CeCM
I®p

M

I

COM — KoM
e®1

Quando apresentamos as coalgebras convencionamos a notacao de somatério para
a expressao do coproduto (veja a Notacao 4.3.2). Faremos o mesmo para a aplicacao de

um comodulo.

Notagao 4.4.3 (Sweedler para comddulos). Seja M junto da aplicagao p: M — M @ C

um C-comédulo a direita. Para todo m € M escrevemos

plm) = S g @ m,
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onde os elementos my da primeira componente do tensor pertencem a M e os elementos
m; da segunda componente pertencem a C'.

No caso de M ser um C-comoddulo a esquerda, denotamos

p(m) = Zm—l ® my.

Pela definigao da estrutura de comédulo a direita podemos escrever p? = (p®@1)p =
(I®A)p: M — M®C®C e nanotacao anterior temos

pQ(m) = Z Mmoo & M1 & my = Zmo @my1 @ myp.

Para um comdédulo a esquerda a convencao € similar,

,OQ(WL) = Z m_1 ® mo,_1 ® Mmoo = Zm—l,l K m_12 & my.

Exemplos 4.4.4. (1) Uma codlgebra C' possui estruturas de comédulo a esquerda e a

direita sobre si mesmo, dadas pelo coproduto A : C' — C' ® C.

(2) Seja C uma codlgebra sobre K e M um K-espago vetorial. Entao M ® C' admite uma
estrutura de C'-comoédulo a direita p: M @ C — M ® C'® C', induzida pelo coproduto
A isto é, p=1T® A.

Por fim definimos o conceito de morfismo entre duas estruturas de comddulos a

direita (para comédulos & esquerda a definigao é andloga).

Definigao 4.4.5. Sejam C' uma codlgebra e (M, p), (N,1) dois C-comédulos a direita.
Uma transformagao linear f : M — N é um morfismo de C-comoédulos se o diagrama
abaixo é comutativo.

Mt N

4.5 Linearidade dos grupos algébricos afins

Definicao 4.5.1. Sejam K um corpo arbitrario e G um grupo abstrato agindo em um
K-espaco vetorial V. Se para todo g € G a aplicacao ¢, : V. — V, dada por v — g - v,
¢ uma transformacao linear, dizemos que V' é uma representacao de G, ou que a agao é

linear.
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Perceba que se a acao ¢ : G x V — V ¢ linear, entao as transformagoes lineares
g sao automorfismos do espaco vetorial V', visto que para cada g € G, ¢4 € @ -1 sao
inversas.

A defini¢ao de representagao dada acima é equivalente a existéncia de um homo-
morfismo de grupos abstratos o : G — GL(V) (veja [21], Capitulo 8.3). Agora se G é
grupo algébrico afim ¢ nao é necessariamente um morfismo de variedades. Como veremos
no Lema 4.5.11, uma condi¢ao necessaria e suficiente para isso é que a agao associada seja

racional.

Definicao 4.5.2. Sejam G um grupo abstrato e M uma representagao de GG. Para cada
funcional & € M* e m € M definimos a fungao a|m : G — K por (a|m)(z) = a(z - m),
para todo x € G. Uma funcao desta forma é chamada de fun¢ao M -representativa ou

apenas funcao representativa.

Observacao 4.5.3. Sejam G um grupo abstrato que age por automorfismos em um K-
espaco vetorial M e K¢ a K-algebra de todas as funcdes de G para K. Definimos a
aplicacdo ry; : M @ M* — K% por ry(m ® a) = ajm. Note que ry; é uma transformacio
linear bem definida, visto que a aplicacdo Ry : M x M* — K¢ dada por Ry;(m, ) = alm
¢ K-bilinear.

Se M for um K-espaco de dimensao finita entao o subespaco das funcgoes M-
representativas também o é. Para observar esse fato consideremos uma base {eq, ..., e,}
de M e {e',...,e"} sua base dual. Assim, os tensores ¢;®¢’ formam uma base de M @ M*.

Agora dados o« € M* e m € M existem escalares \;; € K tais que
me o= Z )\ijei®€j;
1<i,j<n

logo

alm=ry(m® «a)

:TM< Z )\ij€i®€j)

1<i,j<n

= > N(len).

1<i,j<n

Portanto as fungoes {e’le; : 1 < 4,57 < n} geram o espaco de todas as fungoes

M -representativas.

Definicao 4.5.4. Sejam G um grupo abstrato e M uma representacao de G. Dizemos
que a representacao M é localmente finita se para cada m € M existir um subespaco

N C M de dimensao finita e G-invariante que contém m.

Note que, uma representacao de dimensao finita é sempre localmente finita.
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Notagao 4.5.5. Seja G um grupo agindo em um K-espaco vetorial M. Denotamos por

(G - m) o K-subespago gerado pela érbita de m, isto é, o subespaco (g-m : g € G)k.

O lema a seguir apresenta um resultado analogo a existéncia de uma “base dual”
de funcionais lineares, fixada uma base de um espaco vetorial de dimensao finita, agora

no contexto do espaco de todas as fungoes de um conjunto S para K.

Lema 4.5.6. Sejam S um conjunto e V' um subespaco vetorial ndo nulo e de dimensao
finita de KS. Entdo eriste uma base B = {fi,...,f.} de V e um subconjunto S’ =
{s1,...,8,} de S tal que f;(s;) = 0;; para todos os indices i e j.

Demonstragao. Vamos proceder por indugao na dimensao de V. Paran = 1seja V' = (f1).

Como f; : S — K é uma func¢ao nao nula, existe s; € S tal que fi(s;) # 0, logo basta
tomar S" = {s1} e B={(fi(s1)) " f1}.

Suponha vélido o resultado paran = k. Se {fi,..., frr1} é uma base de V| entao
pela hipdétese de inducao podemos assumir que existem elementos si, ..., s, € S tais que
fi(s;) = d;j, para todo i,j € {1,... ,k}.

A funcao fy1, restrita ao conjunto {si, ..., sx}, pode ser descrita como uma com-
binagao linear das funcoes fi,..., fi. De fato, se fri1(s;) = A; para j = 1,...,k, escre-

Vemos .
fra(sy) =Y Nifi(s;)
i=1
e portanto

!
(fes1 — ZAifz')(Sj) =0,

para todo 5 =1,... k.
Como fi,..., frr1 sao linearmente independentes, a funcao fr — Zle i fi € nao

nula, logo existe sxy 1 € S tal que

k
(frr1 — Z Nifi)(Sk41) = A # 0.

Assim definimos,
k
Jrr = A" (frr — Z Aifi)-
i=1

Por fim, para que as k primeiras fungoes se anulem em s;,; basta tomar

?z‘ = fi— fi(sk—kl)f/k:l

para todo ¢ = 1,...,k. Observamos que B = {ﬁ, cee ﬁ:l} é uma base de V, visto que
seus k + 1 elementos geram uma base de V', e junto de S’ = {sy,...,sps1} satisfaz as
condicoes procuradas. [ |
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Proposicao 4.5.7. Seja M uma representacao de um grupo abstrato G. As condigoes

abairo sao equivalentes:
(1) M ¢é uma representacao localmente finita.
(2) Para todo m € M a G-drbita de m gera um espago vetorial de dimensao finita.

(3) Para todo m € M a transformacao linear ry(m ® —) : M* — K9, dada por ry(m ®

a) = alm, tem posto finito.

(4) O espagco M pode ser escrito como uma soma de subespagos G-invariantes de di-

mensao finita.

Demonstra¢ao. Vamos proseguir demonstrando as implicagoes (2) < (3), (1) < (2) e
(1) & (4).

(2) = (3). Seja {mq,...,m,} uma base para a G-6rbita de m € M e considere um con-

junto de funcionais {m!,...,m"} C M*, tais que m?(m;) = 6;;. Dado x € G escrevemos
J ) ) J

n
T-m= E AT
i=1

Aplicando os funcionais m’ na igualdade acima temos

n

(m|[m)(x) = m? (- m) =Y Nim? (m;) = ;,

i=1

para todo j = 1,...,n. Para concluir vamos demonstrar que o conjunto das fungoes
representativas {m!|m, ..., m"|m} gera o K-espaco Im(ry;(m® —)). Dado a € M* temos
que

(a|m)(z) = a(z -m)

n

=1
n

= a()_(m'jm)(x)m;)

i=1

= > a(my)m'|m) @),

para todo = € G, logo alm = Y a(m;)(m'|m) e com isso concluimos que todo ele-
mento de Im(rp(m ® —)) se escreve como uma combinagao linear dos elementos de

{mYm,...,m"|m}.
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(3) = (2). Se ry(m ® —) possui posto finito entdo existem fungoes linearmente indepen-
dentes f1,..., fn € Im(ry(m® —)), tais que para todo o € M* existem escalares \; , € K
satisfazendo alm = 3" | Ao fi- Pelo Lema 4.5.6 existe uma base de Im(ry (m ® —)), que
denotamos por {ﬁ, . fn}, e elementos x1,...,x, € G tais que ﬁ(xj) = 0;;. Escrevendo

alm=37", Xz\a}'\z obtemos /\/]\a = a(x; - m) e portanto

n

a(z-m) = alz;-m)filz),
i=1
para todo z € G, « € M*.

Por outro lado,

para todo x € G, o € M*. Logo temos que z -m — > .+ (z; - m)ﬁ(aﬁ) =0 € M, ou seja,

zom=> (- m)ﬁ(x) Portanto o conjunto {x; - m,...,x, - m} gera (G -m).

(1) = (2). Se M é uma representagao localmente finita cada m € M pertence a um
subespaco G-invariante N,, C M de dimensao finita, portanto x - m € N,, para todo
x € GG. Assim concluimos que (G - m) C N, isto é, o espaco gerado pela dérbita de m

possui dimensao finita.

(2) = (1). Para todo m € M o subespago (G - m) é G-invariante. De fato, x - (g - m) =
(xg) -m € (G -m), para todos z, g € G. Agora como a dérbita de m gera um subespago de

dimensao finita por hipdtese, segue que M é uma representagao localmente finita.

(1) = (4). Denote N, o subespago G-invariante de dimensao finita associado a m € M.

M = ZNm.

meM

Assim escrevemos

(4) = (1). Suponha que M pode ser escrito como M = 3, , N,, onde cada Ny ¢é
um subespago G-invariante de dimensao finita. Desta forma todo m € M se escreve
como m = Y .\ My, onde A’ C A ¢é finito. Assim basta tomar N, = > ,.,, Nx. De
fato, N, possui dimensao finita e como ¢ a soma de subespacos G-invariantes também ¢é

G-invariante. [}
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Observacao 4.5.8. Considere a ac¢do regular a esquerda (respectivamente a direita) de
G em K]|G|] dada por translagoes. Na nomenclatura da definigao 4.5.1 K[G] é uma repre-
sentacao de G, a qual chamamos de representagdo reqular d esquerda (respectivamente a
direita).

Pelo Lema 4.3.12 sabemos que A(f) = > fi ® fa se, e somente se, f(ry) =
> fi(x) f2(y), para todos z,y € G. Agora fixando y € G temos que,

(y- )(@) = flzy) =) fi(z)fay),

para todo x € G, logo y - f = fa(y) f1-
Analogamente para a acao a direita, f-x =Y fi(y) fo.

Lema 4.5.9. Seja G um grupo algébrico afim. As representagoes regqulares a esquerda e

a direita sao localmente finitas.

Demonstracao. Pela observagao anterior dados € G e f € K[G] sabemos que, se A(f) =
Yo 1 gi®hj,entaox- f =" hi(x)gie f-x=>_, gi(x)h;, ou seja, a érbita de f pela

acao a esquerda é gerada pelos finitos elementos g1, ..., g, € K[G] e a érbita de f pela
acao a direita é gerada pelos finitos elementos hq, ..., h, € K[G]. Agora pela Proposigao
4.5.7 segue que ambas as representacoes sao localmente finitas. [ |

Definicao 4.5.10. Seja G um grupo algébrico afim e M um K-espacgo vetorial. Dizemos
que uma acao linear ¢ : G x M — M é racional, ou que M é uma representa¢ao racional

de G, se as duas condigoes abaixo sao satisfeitas:
(i) M é uma representacao localmente finita.

(ii) Para todo @ € M* e m € M a funcdo representativa a|m é regular, isto é, a|m €

K[G).

Lema 4.5.11. Seja M uma representacao de G de dimensao finita. A acao ¢ : G X
M — M ¢ racional se, e somente se, o homomorfismo de grupos abstratos associado

v G — GL(M), dado por ¢(x)(m) =z -m, é um morfismo de grupos algébricos afins.

Demonstragao. Seja B ={ey,...,e,} uma base de M e {e’,...,e"} sua base dual. Iden-
tificamos GL(M) com GL, com respeito a B. Agora, se a agdo é dada por g -e; =

> cii(g)e; para todo g € G, entdo ¢ é dado por

1/}<g) = (XO(C)v Cll(Q); 612(9)7 o 707m<g))7

onde C' = (¢;5(9))ij=1..n. € M,(K). Assim ¢ é morfismo de grupos algébricos se, e

somente se, ¢;; € K[G], para todos os indices i, j.
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Note que,
('lej)(g) = €'(g-€5) = Y ei(g9)e’(ex) = ci5(9),

para todo g € G, ou seja, €'le; = ¢;; para todo i,j = 1,...,n.

Agora como M possui dimensao finita, ja é uma representacao localmente finita de
G, logo do fato que o conjunto {e/le; : 1 <4,j < n} gera o K-espaco de todas as fungoes
representativas (veja a Observacao 4.5.3), segue que para todo a« € M* e m € M a fungao

alm pertence a K[G] se, e somente se, ) é morfismo de grupos algébricos afins. [

O lema a seguir ¢ til ao avaliar tensores contendo funcoes como alguma de suas
componentes. No que segue F (X, M) denota o K-espago vetorial de todas as fungdes de
X para M.

Lema 4.5.12. Sejam M um K-espago vetorial e X uma variedade. FEntao a funcdo
0: MeK[X] - F(X,M), definida por 0(m @ f)(z) = f(z)m, é uma transformag¢ao
linear injetiva. Em especial, dados m;,n; € M e f;, h; € K[X], temos

Zmi ® fi = an ®h; & Zfi(l’)mi = Zhj(iﬁ)nia

para todo v € X.

Demonstracao. Primeiramente verificamos que # esta bem definida. Considere a aplicacao
n:MxK[X]|— F(X,M),

dada por
n(m, f)(x) = f(z)m.

Afirmamos que 7 é K-bilinear. De fato,

n(Amy + Xoma, f)(z) = f(x)(Aimq + Aams)
Af(x)my + Ao f (2)meo
1n(ma, f)(z) + Aen(me, f)(z),

logo
n(Amy + Aama, ) = Min(ma, ) + Xan(me, f).
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Para a segunda entrada,

n(m, M fi 4+ A fo)(x) = (M fi + Aafo) (x)m
= (Aufi(@) + Ao fo(z))m
= A fi(x)m + Ao fo(x)m
= Min(m, fi)(z) + Aan(m, fo)(z),

portanto
n(m, A fi + Aafa) = Ain(m, fi) + Xan(m, fo).
Por fim,

n(m, f)(x) = f(z)(Am)
=M (z)m
= (Af)(z)m
= n(m, \f)(z),

deste modo
n(Am, f) = n(m, Af).

Pela propriedade universal do produto tensorial M ® K[X], € é a tinica aplicacao
K-linear que fatora n pela aplicagdo t : M x K[X]| — M ® K[X], portanto estd bem
definida.

Resta mostrar a injetividade de 6. Para isso tome > m; ® f; # 0 € Ker§. Note

que podemos supor os m;’s linearmente independentes. Entao temos
0=00)_m® f;)(z)
i=1
= 6(m: ® fi)(w)
i=1
n
i=1
para todo z € X. Como Y ", m; ® fi # 0, ao menos alguma fungdo f; ¢ nao nula, ou

seja, existe x € X tal que fi(z) # 0 e entao (4.2) é uma contradigdo na independéncia

linear entre os m;’s. Assim » ., m; ® f; é o tensor nulo. [ |

Toda representacao racional de um grupo algébrico afim G pode ser munida de
uma estrutura de K[G]-comddulo & direita, e vice-versa. O préximo teorema detalha essa

correspondeéncia.
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Teorema 4.5.13. Sejam G um grupo algébrico afim e M um K-espaco vetorial.

(i) Se ¢ : G x M — M € uma agao racional, entdo a aplicagao K-linear p, : M —
M @ K[G] dada por p,(m) = > my® my se, e somente se, p(x,m) =Y mi(z)my

para todo x € G, define uma estrutura de K[G]-comddulo a direita em M.

(ii) Se M munido da aplica¢io K-linear p : M — M®K|G], dada por p(m) =, m;® f;,
¢ um K[G]-comddulo a direita, entio a aplicagio p, : G x M — M, (z,m) —

>, file)my; € uma agdo racional.

Demonstracao. (i) Suponha a acdo ¢ racional. Para todo m € M considere um con-
junto linearmente independente 2, = {my,...,m,} C M que gere o K-espago
(G-m)g e um respectivo conjunto de funcionais lineares Q¥ = {m!,... ,m"} C M*,
tais que m'(m;) = &;;, para todos 1 < 4,5 < n. Perceba que sempre existe um
conjunto de vetores linearmente independentes nessas condig¢oes, uma vez que o su-

bespago (G - m)k possui dimensao finita.

Dado = € G note que, se x -m = Y. \ymy, entao (m'|lm)(x) = \;, para todo
i=1,...,n. Agora, como a acao é racional, cada fungao representativa f; = m‘|m
pertence a K[G], assim podemos definir uma aplicagao p, : M — M ® K[G] por
po(m) =3"" m; ® f; se, e somente se, x -m = > ., fi(x)m;, para todo x € G.

Afirmamos que a imagem de um elemento m € M pela aplicagao p, independe do

conjunto €2, escolhido. Mais ainda, esta aplicacao é K-linear.

De fato, sejam Q,, = {m,...,m,} e Q= {n1,...,n,} dois conjuntos de vetores
linearmente independentes que geram o K-espaco (G - m)g e denote f; = m'|m,

h;j =n/lm, parai=1,...,nej=1,...,r. Pelo Lema 4.5.12,

Zml®fl == an ®hj
i=1 Jj=1

se, € somente se,
-

Z fi(x)m; = Z hj(x)n;

para todo x € G, o que é valido, pois ambos os lados da igualdade acima sao

expressoes para o elemento x-m € M.

Agora provamos a linearidade de p,. Dados m,m’ € M considere o subespago
N = (G -m)x + (G - m')k. Evidentemente N contém m, m’ e qualquer combinagao
linear am + fm/, com «,f € K. Além disso N possui dimensao finita, pois é a
soma de dois subespagos com esta propriedade. Deste modo considere uma base

{ny,...,n;} de N e fungoes representativas f; = n'lm,h; = n'|lm’ € K[G], para
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1 =1,...,l. Em relacao a esta base escrevemos:

Portanto para todo = € G temos,
z - (am+ pm') = alx-m) + B(xz-m')

l l

=« Z fi@mi + B hi(x)n;

=1 i=

= Z(Oéfi(x) + Bhi(x))n;,

ou seja,
!
pelam + pm') = an ® (af; + Bhy)
i=1
I I
:aznz®fz+ﬁznz®hz
i=1 i=1
= Ozp@(m) + Bpgo(m/)'
Finalmente verificamos que M junto da aplicagao p, é um K[G]-comédulo & direita.
Primeiramente, note que > . e(fi)ym; = >, fille)m; = 1lg - m = m, portanto

(I®e)op=¢,onde ¢ : M — M @K é o isomorfismo canonico. Resta mostrar

que p,, satisfaz a relacao

(p¢®[)op¢:([®A)op¢7

isto é, que para todo m € M,
chp(mi) ® fi = Zmi ® A(fi). (4.3)
i=1 =1

Considere o isomorfismo 6 : M ® K[G] ® K|G] — M ® K[G x G]. Sabemos que a
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Equacao 4.3 é valida se, e somente se,
pr mi) ® f;) = Zmz ® A(f)). (4.4)

Agora pelo Lema 4.5.12, a Equagao 4.4 é valida se, e somente se,

Z(.T ml fl Zmzfz SL’y

para todos x,y € G. O que se prova verdade, pois para quaisquer z,y € G

n

Z(IE -my) fiy) =z (y-m) = (zy) -m= Zmzfz(ﬂﬁy),

i=1
concluindo este item.

Primeiramente provamos que ¢, : G x M — M dada por ¢,(z,m) = x -m =
> file)m; é uma acao de G em M. A coassociatividade da estrutura de comédulo

por ser escrita como

Zmi,o QMm@ fi = Zmi ® fi1 @ fia.

Dado y € G arbitrario avaliamos a igualdade acima pela aplica¢ao K-linear / ®¢,®1,

onde ¢, : K[G] — K ¢ a avaliacdo em y, isto é, €,(f) = f(y), obtendo
Zmi,()@mzl )® fi= Zmz®fll ) ® fio,

ou ainda,

Z mi1(Y)mio®1® fi = Z m; @1 & fi1(y)fio-
Pelo isomorfismo canénico M @ K ® K[G] = M ® K[G] temos,

Zmi,l(y)mi,o ® fi= Zmz ® fi1(y)fiz

e pelo Lema 4.5.12 a igualdade acima ¢ valida se, e somente se,

Zfz( mzl sz_Zfz fz2
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para todo x € G. Logo,

para todos x,y € G.

Isto mostra que ¢, ¢ compativel com o produto de G. Agora a counidade da estrutura

de comoédulo implica

dei)”% =m.

Assim, 1g-m =Y. fi(lg)m; = m.

Resta mostrar que a agao ¢, ¢ racional. Para isso note que, fixado m € M arbitrério,
o conjunto {m; € M : p(m) = > .m; ® f;} gera o subespaco (G - m), logo pela
Proposigao 4.5.7 ¢, é localmente finita. Avaliando um funcional arbitrério o € M*
na igualdade z - m = ). f;(z)m; deduzimos que a|m = ). a(m;)f;, ou seja, todas
as fungoes M-representativas sao regulares, o que conclui a demonstragao.

Teorema 4.5.14. Sejam G um grupo algébrico afim e V' uma G-variedade via a a¢ao

reqular a direita 7 :V x G — V. Entdo a a¢do a esquerda induzida de G em K[V| dada

por translagoes € racional, ou ainda, K[V] é uma representagdao racional de G.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.5.13 (ii) basta mostrar que existe uma aplicagao K-linear
p: K[V] = K[V]® K|[G] tal que o par (K[V], p) define um K|[G]-comdédulo & direita e que

a acao induzida ¢, coincide com a agao a esquerda de G em K[V| dada por translacoes.

Seja 7* : K[V] — K[V x G] o comorfismo associado a agao, dado por 7*(f)(v, g) =

f(v-g) e considere o isomorfismo de K-algebras 6 : K[V x G] — K[V] @ K[G], dado
na notagao de Sweedler por 6(h) = > hy ® hy, onde h(v,g) = > ho(v)hi(g), para todo
(v,9) €V x G.

Definimos p : K[V] — K[V] ® K[G] pela composi¢ao p = 6 o 7%, assim
p(f) = Z fo® h

137



se, e somente se, f(v-g) =>_ fo(v)fi(g) paratodov e Vege G .
Primeiramente vamos verificar que (K[V], p) define um K[G]-comédulo a direita.

Para a coassociatividade, temos

(p2Dp)(f) =D fo® i)=Y pf)e f (4.5)

Por outro lado,

(L@ A)p)(f)=T2A)D_fo® i) = fo Alf). (4.6)

Usando o isomorfismo ¢ : K[V] ® K[G] ® K[G] — K[V x G x @], temos que
as Equacoes 4.5 e 4.6 sdo equivalentes se, e somente se, as fungoes (> p(fo) ® f1) e

£ fo® A(f1)) coincidem para todo (v, g,h) € V x G x G. Agora, isso ocorre de fato,
pois

O p(fo) @ fi)(w,g,h) =D plfo) (v, 9)f
:Zfo v-g)fi(h
=f((v-g)-h)
= f(v-(gh))
= fo(v) fi(gh)
= fo()A(f1) (g, h

=0 fo® A(H))(v, g, h).

Para a counidade, note que

O foe(f))w) =Y fo(v)e(fr)
—Zfo v)f1(lc)
= f(v-1c)
= f(v),

para todo v € V, ou seja, (I ® ¢)p = ¢, onde ¢ : K[V] — K[V] ® K é o isomorfismo

canonico.

Por fim, denotando a acao a esquerda de G em K[V] por g - f, onde g € G e
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f € K[V], temos que

o9, )W) = (X folg) 1))
= fol9) f(v)
= f(v-g)
= (9 f)v),

o que conclui a demonstracao. [ |

Observacao 4.5.15. Um caso particular do teorema anterior é quando V é o préprio
grupo G e a agao regular induzida em K[G] é dada por (z - f)(y) = f(yx), para todo
z,y € Ge feK[G].

Agora apresentamos com detalhes o resultado principal deste capitulo, o qual ga-
rante que todo grupo algébrico afim ¢é isomorfo a um subgrupo fechado de algum grupo

linear geral.

Teorema 4.5.16 (Linearidade dos Grupos Algébricos Afins). Seja G um grupo algébri-
co afim. Entao existe n € N e uma imersao fechada ¢ : G — GL, que também é um

homomorfismo de grupos.

Demonstracao. Considere a acao regular a direita de G em (G, dada por translagoes.
Como vimos na Observacao 4.2.6, essa a¢do induz uma acao a esquerda de G em K|G],
que é racional pela Observagao 4.5.15, ou seja, K[G] é uma representagao racional de G.
Deste modo, dado um conjunto finito de geradores de K[G] como élgebra, a Proposigao
4.5.7 garante a existéncia de um K-subespaco vetorial G-invariante e de dimensao finita
V C K[G], contendo esses geradores.

Agora, pelo Lema 4.5.11 a acgao racional G x V' — V induz um morfismo de grupos
algébricos afins ¢ : G — GL(V), dado por ¥(g)(v) = g -v. Afirmamos que ¥ é um
homomorfismo injetivo de grupos. De fato, se um elemento g € G satisfaz ¥ (g)(v) = v,
para todo v € V, entdao como V é um gerador da dlgebra K[V] devemos ter g - f = f,
para todo f € K[G]. Em particular, f(g) = (¢ f)(1¢) = f(1g), para todo f € K[G] e
portanto g = 14.

Para concluir que 9 é uma imersao fechada, primeiramente usamos o Teorema
4.1.22 (ii), o qual garante que a imagem de um morfismo de grupos algébricos afins é um

subgrupo fechado. Resta mostrar que a funcao regular
Y G — Im(y)
¢ um isomorfismo de variedades. Pelo Corolario 3.8.8, é suficiente que o comorfismo
" KlIm(1))] — KI[G]
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seja um isomorfismo de K-algebras.

U* ingetor.
P(w)(g) =0,Vge@
S u((g) =0,VgeG
< wv(h) =0,V h € Im(¢)
& v =0.

V* sobrejetor. E suficiente mostrar que V' C Im(y*), pois V gera K[G] como uma K-
algebra.
Seja {vi,...,v,} uma base de V e {ay,...,a,} C K[G] sua base dual, isto é,

a; = v;. Entao, para todo v € V' escrevemos
n
Av) = ZU" ® w;.
i=1

Pela Observagao 4.5.8, a acao de G em V nos da

n
Tov= Zwi(x)vi,
i=1

para todo = € G.

Note que, como «;(v;) = J;; para todos os indices i, j, temos
a;(z - v) = wi(z),

para todo z € G.

Considere a funcao representativa
a;lv: GL(V) = K,
dada pela agao de GL(V) em V| isto é

(| v)(T) = ai(T - v)

Como a acao de GL(V) em V é regular, segue que «;|v € K[GL(V)], para todo
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1=1,...,n e entao
P (slv)(z) = ai(z - v) = wi(z),

ou seja, w; € Im(y*).
Por fim, como A(v) = Y | v; ® w;, pelo Lema 4.3.12 temos v = Y ", v;(1g)w; e
portanto v € Im(¢*). [

4.5.1 Exemplos de linearizacao

Exemplo 4.5.17 (Grupo aditivo G,). A élgebra de fungoes K[G,] é isomorfa ao anel de
polinémios em uma indeterminada K[X]| (veja o Exemplo 3.7.2). Seguindo os argumentos
do Teorema 4.5.16 a acao a direita de G, em G, dada por a-b = a + b, para todos
a,b € G,, induz uma agao a esquerda de G, em K[G,], dada por (a- f)(z) = f(x + a).
Perceba que o subespaco de dimensao finita V = (1, X)x gera K[G,] como uma

K-algebra e é G,-invariante, pois
(a-1)(b) =1(b-a) =1(b+a) = 1x = 1(b),
para todo b € G, e
(a-X)b)=X(0b-a)=X(b+a)=b+a=al(b) + X(b),

assim,
a-X=al+ X.

Logo pelo Teorema da linearidade dos grupos algébricos afins temos um homomor-

fismo de grupos que também é uma imersao fechada,
v G, — GL(V).
Em relagao a base {1, X} de V, escrevemos o morfismo acima como

w:Ga—>GL2,

1 a
wo-(19)

Exemplo 4.5.18 (Grupo multiplicativo G,,). Como descrito no Exemplo 3.7.4 a algebra

dado por

de funcoes de G, é isomorfa a algebra de polinomios de Laurent em uma indeterminada,

K[X, X~!]. Comegamos com a agao & direita de G,, em G,,, dada por
(b6 - (a,a™t) = (ba, (ba) ™).
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Assim, a agao a esquerda induzida em K[G,,] é dada por

<<a7 a_l) ’ f)(b7 b_l) = f(ba’7 (ba’)_l)'

Considere o subespago vetorial V = (X, X !)x de K[G,,]. Note que V possui

dimensao finita, gera K[G,,] como uma algebra e é G,,-invariante, pois
((a,a™ ') - X)(b,b7") = X (ba, (ba)™") = ba = ab = aX (b,b™ "),
logo
(a,a” ) - X =aX,

e analogamente,

(@, - X t=a'X"1

Portanto o Teorema da linearidade garante a existéncia de um homomorfismo de
grupos ¥ : G, — GL(V), que também é uma imersao fechada. Em relagdo a base
B={X,X"'} de V, temos que

Y Gy — Gla,

1y (a0
¥((a.a >>—<O )

Perceba que o grupo ¢(G,,) é, em particular, subgrupo algébrico de SLy(K).

é dado por

Exemplo 4.5.19 (Grupo afim Aff,). Nesse exemplo veremos duas formas de linearizagao

para o grupo afim Aff,:
(i) Pela agao a direita de Aff,, em Aff,, dada por translagdes.
(ii) Via a agao a esquerda de Aff,, em A™.

(i) Procedemos como nos exemplos anteriores, seguindo os passos do Teorema 4.5.16.
A agao a direita de Aff, em Aff,, dada por

(v,B) - (u,A) = (v, B)(u, A) = (v + Bu, BA),
induz uma acado a esquerda de Aff, em K[Aff,] por
((u, A) - f)(v, B) = f((v + Bu, BA)).
Considere o seguinte espaco K-vetorial, que gera K[Aff,] como uma &lgebra:

V= <X17 cee 7Xn7X07X117 cee 7Xnn>K
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Afirmamos que V' ¢ invariante pela acao do grupo afim. De fato, nas fungoes X,

1=1,...,n
= (v + Bu);
= (v); + (Bu);
=v; + Z bikuy
k=1
= Xi("U, B) + Z UkXik("U, B),
k=1
logo,

k=1

Na fungao X:
((u, A) . Xo)(U, B) = Xo(’U + BU, BA) = (ba)o = bo@o = CL()X()(U, B),

assim,
(U, A) : X() = CL()X().
Por fim, nas funcoes X;;, 7,5 = 1,...,n:

((u, A) - Xi5)(v, B) = X;;(v+ Bu, BA)
= (BA)y;

= bay;
k=1

= Z aijik<va B)7
k=1

portanto
n

(u,A) - X;; = Zaijik-

k=1

Deste modo, pelo Teorema da linearidade existe uma imersao fechada v : Aff, —

GL(V), dada por ¢((u, A))(f) = (u, A) - f, que também é um homomorfismo de grupos.
Fixada a base B = {Xy,..., X, Xo, X11, ..., Xun} de V| 0 morfismo 1 é visto como

b Aff, — GLo2gnin,

onde a imagem de um elemento (u, A) € Aff, é uma matriz quadrada de dimensao
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n? 4+ n + 1, representada por (n + 1) blocos n X n, n+ 1 blocos n x 1, n+ 1 blocos 1 x n

e 1 bloco 1 x 1:

10 0
01 0
110
0 0 Qo 0
Ui 0 0
U9 0 0
. A 0
U, 0 - 010
U1 0
U2 0
0 A
00 -+ wu,| 0

Perceba que a matriz acima é triangular por blocos e, em certo sentido, ocupa
“muito espago” para as informagoes do grupo afim. Veremos que o préximo método de
linearizacao é “mais economico”.

(ii) O grupo afim possui uma agao natural em A", dada por
(u, A) - v = Av + u,

para todo v € A™.
Essa agao a esquerda induz uma agao a direita de Aff,, em K[A"] (veja a Observacao
4.2.6):
(f - (u, A))(v) = f(Av + u),

onde f € K[A"] e v € A"
Considere o K-subespago V' = (1, X}, ...

existe um homomorfismo de grupos ¢ : Aff, — GL,,1, que também é uma imersao
fechada.

, X)x C KJ[A"]. Vamos mostrar que
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Seja 0 : Aff,, — GL(V) a fungao dada por

onde f € V é uma fungao regular de Aff,,. Em relacdo a base B={1,X;,..., X, } de V

a funcao # é dada por

(1 (u, A))(v) = 1(Av +u) = 1g = 1(v),

(Xi - (u, A))(v) = Xi(Av +u)
= (Av); + u;

n
= E ;1 VE + Uy
k=1

= Z i Xp(v) + u;l(v),
k=1

assim,

k=1

Logo, matricialmente temos 6 : Aff,, — GL, 1, dada por

1w uy - u,
0 a1 ax -+ am
1] u
(u, A) = |0 a1z age - ap2 | = .
. . . 0]A
0 A1p A2n - Ann

Perceba que 6 é bem definida, pois 6((u, A)) é invertivel se, e somente se, A é
invertivel. Mais ainda, é uma funcao regular, pois envolve somente uma “permutacao” de
coordenadas entre Aff,, e GL, ;. Entretanto nao é um homomorfismo de grupos, visto
que 0((u, A)(v, B)) # 0((u, A))0((v, B)). Para corrigir esse problema definimos uma nova
funcao regular:

v : Gl — GL,q,

dada pela transposicao, isto é
p(M) =M".
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Agora considere o seguinte morfismo de variedades

v =pob:Aff, — GL, 1,

$((u, 4)) = (1 31) |

Afirmamos que ¢ é um homomorfismo injetor de grupos. Com efeito,

dado por

((u, A)(v, B)) = ¢((u+ Av, AB))

(o)

u+ Av AB/

L

= w((ua A)W((% B))

Também vemos que 1) é claramente injetor, pois

110 110
u#v ou A#B:><7‘71>;é<v B).

Com isso concluimos que ¥ é um morfismo injetor de grupos algébricos afins. Para
que 1 seja uma imersao fechada basta mostrar que ¥ : Aff,, — Im(¢)) é um isomorfismo

de variedades. Assim considere o morfismo ¢ : Im(¢)) — Aff,,, dado por

CT‘%) — (u, A).

Facilmente verificamos que ¢ o ¢ = Iagr, € ¢ 0 ¢ = Iy, como querfamos.
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