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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de condu¢do do calor numa barra finita, sujeita a certas
condigoes iniciais e de fronteira. Utilizando séries de Fourier encontramos uma solu¢ao para esse
problema e por fim, usando o principio de méximo - minimo, conseguimos provar a unicidade da

solucao.

Palavras chave: Equacao do calor, séries de Fourier, separacao de varidveis, principio do

maximo.



Abstract

In this work we study the heat conduction problem in a finite bar subject to certain initial
and boundary conditions. We use Fourier series to obtain a solution for this problem and, addi-

tionally, by using the maximum and minimum principle, we prove the uniqueness of the solution.

Key words: Heat equation, Fourier series, separation of variables, maximum principle.
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3.6 Unicidade de solucao



Introducao

O estudo das Equacoes Diferenciais Parciais (EDP’s) surgiu como uma sequéncia natural do
Calculo Diferencial e Integral no século XVII. Por volta de 1807, Joseph Fourier (1768-1830) com
o estudo da propagacao do calor, admitindo certas condigoes iniciais, desenvolveu um método
para expressar uma solucdo para esse problema usando as chamadas séries de Fourier. O objetivo
principal desse trabalho é o estudo desse método para um problema de valor inicial e de fronteira
envolvendo a equacao do calor.

Nossa referéncia principal serd o livro Analise de Fourier e Equagoes Diferenciais Parciais do
autor D. G. Figueiredo (veja [1]), sendo o objetivo central solucionar o problema de condugao do
calor numa barra finita. Para atingirmos tal objetivo, serd necessario relembrarmos inicialmente
as defini¢oes e principais propriedades das funges periddicas, convergéncia pontual, convergéncia
uniforme e entdo explorarmos as séries de Fourier afim de obter uma solucao para o problema
do calor.

No primeiro capitulo, relembramos as propriedades sobre sequéncias e séries de funcoes,
convergéncia pontual e uniforme de fungbes reais. Introduzimos o conceito de série de Fourier
de uma funcao periddica, analisando as condigOes essenciais para definir tal série. No segundo
capitulo sfo apresentadas hipoteses suficientes que garantem a convergéncia pontual e também
a convergéncia uniforme das séries de Fourier. Por fim, no terceiro e tltimo capitulo desse
trabalho serd proposto um problema de conduc¢ao do calor em uma barra finita, onde usaremos
os resultados apresentados anteriormente como ferramentas para fazer a modelagem matematica
do problema, bem como encontrar uma forma de resolvé-lo, além de provarmos a unicidade de

solucao.



Capitulo 1

Introducao as séries de Fourier

Iniciamos o capitulo relembrando algumas propriedades sobre sequéncias e séries de fungoes,
convergéncia pontual e convergéncia uniforme. Em seguida, é introduzido o conceito de série
de Fourier de uma funcao periédica. Estudaremos também algumas propriedades bésicas dos
coeficientes de Fourier, fungbes pares e impares, forma complexa da série de Fourier, dentre

outras.

1.1 Convergéncia pontual e convergéncia uniforme

Nessa secao serao apresentadas algumas defini¢des e resultados bésicos sobre sequéncias de
funcGes. No estudo sobre a convergéncia de sequéncias de fungbes sdo consideradas duas nogoes
muito importantes, a convergéncia pontual e a convergéncia uniforme. Iniciaremos relembrando
a definicdo de sequéncia de fungodes, em seguida as defini¢ées de convergéncia e o teste M de

Weierstrass.

Definic¢ao 1. Seja X um conjunto de nimeros reais. Uma sequéncia de fungdes fr, : X — R €
uma correspondéncia que associa a cada nimero natural n € N uma funcao f,, definida em X e

tomando valores reais.

Definicao 2. Diz-se que uma sequéncia de funcgées fr, : X — R, onde n € N, converge pontu-
almente (ou simplesmente) para a fungio f : X — R quando para todo v € X, a sequéncia de
nimeros fn(x) converge para f(x). Assim, f, — f pontualmente quando, dadose >0 ex € X,

existe ng € N (dependendo de ¢ e de x) tal que n > nyg = |fn(z) — f(z)] < e.

x
Exemplo 1. A sequéncia de fun¢oes f, : R — R, onde f,(z) = —, converge pontualmente
n



para a funcdo f : R — R identicamente nula. Com efeito, para todo = € R fixado, tem-se
T
lim (£) =o.
n—+oo \n

Definicao 3. Uma sequéncia de funcgoes fr, : X — R converge uniformemente para a funcdo
f: X — R quando dado € > 0, existir ng € N (dependendo apenas de €) tal que n > ng implicar

que |fn(z) — f(x)] < e, seja qual for x € X.

Exemplo 2. Se X C R é um conjunto limitado, entdo a sequéncia de fungoes f, : X — R, onde
x

fn(x) = —, converge uniformemente para a fungdo f: X — R identicamente nula. De fato, seja
n

M > 0 tal que X C [-M, M], logo dado € > 0 tome ng € N com ng > M/e e teremos para todo

n > ng que

ule) — S = |5 < 2 <

para todo x € X.

Exemplo 3. Pode-se perceber que a sequéncia de fungoes f,(x) = 2™ converge simplesmente
em [0,1] para a fungdo f dada por f(1) = 1e f(z) =0,se 0 <z < 1. Porém, a sequéncia
fn ndo converge uniformemente para f, nem mesmo no intervalo [0,1). Vejamos agora que
(fn) converge uniformemente para a fun¢ao identicamente nula em cada intervalo da forma
[0,1— 6], onde 0 < § < 1. Com efeito, sendo nEToo (1 —-10)" =0, dado qualquer € > 0, podemos

encontrar ng € N, tal que n > ng = (1 —9)" <e. Entao, para todo x € [0,1 — J], temos

0<z™ < (1-9)"<e, desde que n > ng. Isto prova a afirmacao feita.

Exemplo 4. A sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, definidas por f,(z) = 2" (1 — z™) converge
simplesmente para a funcao nula em [0,1]. De fato, se x = 0 ou z = 1 entdo f,(z) = 0, para
todo n. Se 0 < z < 1 entao 2™ — 0 quando n — oo, logo f,(x) — 0 quando n — oc.

Por outro lado a convergéncia ndo é uniforme, pois f/(r) = na""! — 2nz?"~! = 0 se, e
somente se, T = ’\1/1/72 o qual é o ponto de méximo de f,,. O valor maximo de f,(x) é igual a
1/4 para todo n. Logo, para 0 < ¢ < 1/4 temos que ]fn(’(/m)\ = 1/4 > € o que prova que a

convergéncia nao ¢ uniforme. Note também que {/1/2 — 1, porém f,(1) = 0, para todo n.

A convergéncia uniforme de uma sequéncia de fungoes pode ser interpretada geometricamente
da seguinte forma. Suponha que f, — f uniformemente, entdo dado € > 0 considere as fungoes
transladadas f —e e f + e. Os graficos dessas duas fungoes formam uma “faixa de raio ” em

torno do grafico da funcao f.



Pela defini¢do de convergéncia uniforme, existe ng € N tal que, se n > ng entao

f(x)—e < fulx) < f(x)4+e, VrelX.

Isso significa geometricamente que, sempre que n > ng, os graficos das fungbes f,, estdo

contidos na faixa de raio € mencionada acima, conforme mostra a figura a seguir.

Figura 1.1: f(x) —e < fu(z) < f(z) + €

Definicao 4. Uma sequéncia de funcoes f, : X — R € chamada de sequéncia de Cauchy quando

para qualquer € > 0 é possivel obter ng € N tal que:
m,n>ny = |fm(z) — fu(z)| <k,
qualquer que seja x € X.

Teorema 1 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia de fungoes fr, : X — R é uniformemente

convergente se, e somente se, (fn) € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstra¢do. Primeiro vamos considerar que a sequéncia f, converge para f uniformemente
T €
em X. Dado € > 0, podemos encontrar ny € N tal que n > ng implica em | f,, () — f(z)| < 5 para
€

todo z € X, tomando também um m > ng, temos da mesma maneira, que |f,(x) — f(x)| < 5

Logo, por hipotese, com m e n maiores que ng, temos

[Fn(@) = Ful@)| < |finle) = F@)| 1 @)~ @] < 5+ 5 =,

para todo x € X. Portanto f,, ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Considerando a sequéncia de func¢oes f, : X — R é de Cauchy, entdo para cada x € X, os

nimeros f,(x), com n € N, formam um sequéncia de Cauchy de ntimeros reais, que converge

10



para um namero real que chamaremos de f(x). Isto define a fungdao f : X — R, tal que
lim,, 00 fn(z) = f(x) para todo z € X.

Para mostrar que f, converge uniformemente para f em X, tomemos um e > 0. Existe ny,
tal que podemos tomar m e n maiores que ng, que implica | f, () — fn(x)| < €, para todo z € X.
Vamos considerar n e x fixos e m tendendo ao infinito. Assim, obtemos |f(x) — fn(z)| < €, para
todo x € X e n > ng, o que prova que (f,) converge uniformemente para f.

O

oo

Proposicao 1 (Teste M de Weierstrass). Seja Zun(x) uma série de fungoes u, : X — R
n=1

definida em um subconjunto X de R. Suponha que existam constantes My > 0 tais que:

e Para cadan €N, |uy,(z)| < M,, para todo © € X;

o0
e a série numérica E M, convirja.

n=1

[e.@]
Entao, a série de fungdes E un(x) converge uniforme e absolutamente em X.

n=1

o0
Demonstrag¢io. Como para cada x € X temos que |f,(z)| < M, e Z M, < oo, entao o teste da

n=1
o0 oo
comparac¢ao garante que a série numérica E | fn(x)| é convergente e portanto a série E fn(x)
n=1 n=1

também converge.
Vejamos que a convergéncia é uniforme. De fato, dado € > 0, existe N € N, dependendo

apenas de €, tal que para todo m,n > N, com m > n, temos

> fr(z)
k=n

< @) <Y M <
k=n k=n

oo (o]
para todo x € X. Segue pelo critério de Cauchy, Teorema 1, que as séries Z fne Z | fr| s@o

n=1 n=1
uniformemente convergentes em X.

Exemplo 5. Seja p > 1 e considere a série de func¢des dada por
oo

Z senn(;m:) .

n=1

11



sen(nx)

Note que a sequéncia de fungoes fp,(z) = — pode ser limitada da seguinte forma:
n
sen (nx 1
sen(no)| o 1y em
npP npP

Como p > 1, temos que série > >, 1/nP é convergente, e portanto segue do Teste M de

Weierstrass que a série de fungoes acima converge uniforme e absolutamente em R.

O Teste M de Weierstrass apresenta condicoes suficientes para que uma série de fungoes seja
uniformemente convergente, porém uma série pode convergir uniformemente sem que valham as

condic¢bes do teste. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 6. Para cada n € N, consideremos a funcao f, : [1,+00) — R definida por:
fao=1/z, se x€n,n+1) e fy(z)=0,caso contrério.
oo

Portanto, an(:c) = 1/z, para todo = € [1,+00). Seja f : [1,4+00) — R definida por
n=1

o0
f(z) =1/x. A convergéncia Z fn = f € uniforme em [1, +00), pois

n=1
0% f(&) ~ Lfile) + o fula)] < -

para todo x € [1,+00). Por outro lado, se existissem constantes a,, tais que f,(z) < a,, para
todo z € [1,+00), entdo tomando z = n, obtemos a, > 1/n e, portanto, a série > a, nao

converge.

Para finalizar essa se¢do, enunciamos alguns importantes resultados obtidos a partir da con-
vergéncia uniforme. As demonstragoes desses resultados serdo omitidas e podem ser encontradas

em |2].

Proposicao 2. Suponhamos que as fungoes up, sejam continuas e que a série de fungoes Y - | un(x)

convirja uniformemente. Entao a fungao dada por u(x) =Y 7 up(x) € também continua.

Proposicao 3. Suponhamos que as fungdes u, sejam integrdaveis em um intervalo I e que a série

u(z) =300 up(x) convirja uniformemente. Entdo

/[ (i un@) do = i [t

12



Proposicao 4. Sejam u,, fungées deriwdveis no intervalo I = [a,b]. Se existe ¢ € I tal que

9] 9]

. . .. / . . ~
g un(c) converge e, além disso, a série g u, = g converge uniformemente em I, entao
n=1

n=1
o)

E u, = u converge uniformemente em I e u é derivdvel com v' = g. Em outras palavras,
n=1 ) )
nessas hipéteses, podemos derivar termo a termo

* <Z un<x>> =3 @),
n=1

n=1
1.2 Funcgoes periddicas

Defini¢ao 5. Uma funcao f : R — R ¢é periddica de periodo T > 0 (ou T-periddica), quando
flea+T)= f(x), paratodo x.

Segue da definicao que se T' é um periodo para a funcdo f, entdo 27" também é um periodo,
pois f(x +2T) = f(x +T) = f(x), para todo x. De forma geral, qualquer multiplo natural de
T é também um periodo da funcdo f. O menor periodo positivo da funcao f, quando existe, é
chamado de periodo fundamental. Observe que uma funcio constante é periddica para qualquer

periodo T' > 0, porém nao possui periodo fundamental.

Exemplo 7. A funcéo sen (n—zx) é periddica com periodo fundamental T'= —, o qual pode
n

ser determinado do seguinte modo:

nm(x +T)
L

(TMT‘:L‘) nrT n (nﬂ'x) nnT _ (mr:z:)
sen 17 cos i3 cos 7 sen 7 = sen )
L
Para x = —, obtemos:
2n

sen (3 ) os ("5 ) =sen (3) = os (1) =1 (1)

Entdo, usando a identidade sen? § + cos? f = 1, obtemos

(721 2o 0

13
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Devemos ter sen < ) = sen <T)’ para todo x € R, ou equivalentemente,



Como estamos interessados no menor valor positivo de 7' que satisfaca (1.1) e (1.2), simulta-

neamente, concluimos que

) ~ o 2L
Logo, o periodo fundamental da funcao f ¢ T' = <.

1.3 Coeficientes de Fourier

Suponha que uma funcao f: R — R é expressa pela seguinte série

oo
fz) = %ao—i—z <an Cosﬂ; + by, sen ?) . (1.3)
n=1

E natural de se esperar que os coeficientes a,, e b, que aparecem nessa série estejam intima-
mente ligados & funcao f. Vejamos como expressar esses coeficientes em termos de f. Para isso,
vamos supor que a série (1.3) convirja uniformemente.

Observe que a fungao f é periodica de periodo 2L, pois como vimos no Exemplo 7, o periodo
fundamental de sen(mx/L) é 2L e portanto cada funcdo sen(nma/L) é 2L periodica. O mesmo
raciocinio se aplica para as funcoes cos(nmx/L).

Como consequéncia da Proposigdo 2, f é continua e, portanto, é integravel em cada intervalo
de comprimento 2L. Assim, usando a Proposi¢ao (3), podemos integrar membro a membro a

série (1.3), obtendo

L 1 L > L nwr L nwT
f(x)dx = —ay / dr+» a / cos —dz + b / sen —dx
/L 2 L nZ::l "JL L "o L

e, portanto

1 (L
=7 [ fwis, (14)
LJp
pois,
L L
/ cosmdw:/ sen@daczo, Vn € N. (1.5)
L L _I L

14



Para obter os demais coeficientes, exploramos a mesma ideia e usamos as seguintes relagoes

de ortogonalidade para m,n > 1:

L
nmwx mnx
— dx =0 1.6
/_L cos —— sen ——dz =0, (1.6)
L L, sen=m
/ cos % cos I gy = (1.7)
-L 0, sen#m,
L L, sen=m
/ sen 0 sen T g — (1.8)
—L L L 0, senz#m.

Agora, multiplicando (1.3) por cosmmz/L, para m > 1 fixado, e integrando, obtemos:

/LL f(z) cos mzxda: = ap, L. (1.9)

De modo semelhante, obtemos

L
/ F(@)sen "% d = by L. (1.10)
I L

Finalmente, de (1.4), (1.9) e (1.10), obtemos

1 [F nmwr
= — —_— > 0; 1.11
an =7 /_L f(x) cos 7 dx, n > 0; (1.11)

1 L
by, = T /_Lf(:c) sen ?dm, n > 1. (1.12)

Logo se f : R — R for uma funcdo 2L peri6dica, integravel e absolutamente integravel em

cada intervalo fechado, em particular em [—L, L], temos que

L

1 [E 1
ol <7 [ 1@lds nz0 e < [ If@ids 01
L L L L

Esses niameros a,, € by,, dados em (1.11) e (1.12) respectivamente, sdo chamados de coeficientes

1
de Fourier da funcao f. Note que o fato de ter o ntimero 3 multiplicando o coeficiente ag, nos

15



garante uma tunica férmula para a,, com n > 0.
Além disso, os coeficientes de Fourier de uma funcio f periddica, sendo f, |f| e | f|? integraveis

satisfazem a Identidade de Parseval, a qual é dada por:

L
fa0+z 2 4 2) = E/L\f(x)ﬁdx.

A demonstracao dessa igualdade pode ser encontrada na Sec¢do 3.11 do livro [1].

1.4 Séries de Fourier

Motivados pela secao anterior, dada uma funcdo 2L periédica f : R — R, integravel e

absolutamente integravel, definimos seus coeficientes de Fourier pelas expressoes abaixo:

/ f(zx) cos @dlﬁ n >0, (1.13)
1 (L
= L/ f(x)sen ?da}, n > 1. (1.14)
-L
e assim escrevemos
f(z) ~ fao—i-z (an cos 1L —i—bn sen %) , (1.15)

sendo que a expressao do lado direito é a série de Fourier da funcao f.

Virias questoes surgem a partir da definigdo anterior. A primeira delas é, sob que hip6teses
a série de Fourier converge? e quando isso ocorre, para que valor ela converge?

Nessa secao iremos apresentar condicbes suficientes que garantem que a funcao f coincide

com sua série de Fourier. Antes disso, precisamos de algumas defini¢bes preliminares.

Definicao 6. Uma funcio f : R — R € seccionalmente continua se ela tiver um nidmero finito
de descontinuidades, todas de primeira espécie em qualquer intervalo limitado, ou seja, dados
a < b, existem pontos a < a1 < ... < ap < b, tais que f ¢ continua em cada intervalo aberto

(aj,aj4+1), para todo j =1,...,n —1 e existem os limites laterais

flaj +0) = lim f(z) e fla; —0) = lim f(x).

+ —
a:—>aj ac—)aj

16



Obviamente, toda funcdo continua é seccionalmente continua.

Exemplo 8. A funcao sinal de x, definida abaixo, é seccionalmente continua.
+1, se >0
sign(z) = 0, se =0

-1, se z<0.

Figura 1.2: grafico de sign =

Definicao 7. Uma fung¢ao € dita seccionalmente diferencidvel, se ela e a sua primeira derivada

forem seccionalmente continuas.

Uma funcao pode nao ser continua e mesmo assim ser seccionalmente diferenciavel. Assim

como, uma funcdo continua pode nao ser seccionalmente diferenciavel.

Exemplo 9. Considere a seguinte funcao

V1—122 se |z| <1;

e periodica de periodo 2.

fz) =

Note que ela é continua, mas ela ndo é seccionalmente diferenciavel. Pois

—2x —x

V1 — 22 :\/1—x2'

fla) =

N

Logo

. —x . —x
lim ———— = —© e lim ————— = 0.

rx—1 \/]__:1;2 x—)—l,/l_xQ

Portanto temos que f’ é descontinua em x = 1 e a sua descontinuidade é de segunda espécie.
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Finalizamos essa secdo apresentando o Teorema de Fourier, o qual serd demonstrado mais a
diante na Secao 2.3. O intuito de enuncid-lo aqui é usarmos o seu resultado para obter alguns

interessantes exemplos nas secdes a seguir.

Teorema 2 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma fungao 2L periddica e seccionalmente
diferencidvel. Entao a série de Fourier da funcao f, dada em (1.15), converge em cada ponto x
da seguinte forma:
1[f( +0) + f( 0)] 1 +§:< n7r:):+b n7r:1:)
— | flx T — = —a Gy COS —— sen — | .
2 20 nURTL T L

n=1

Note que, em particular, se f é continua e seccionalmente diferenciavel, entdo para cada x

vale a igualdade:

1 = nmwT nmr
f(x) = zap + Z (ancos — 4+ bnsen—) .
2 = L L

1.5 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Em muitas situagoes iremos estender uma funcao definida no intervalo [0, L] como uma fun¢ao
par ou uma fung¢ao impar definida no intervalo [—L, L] e depois considera-la 2L periodica em
R. Nesse caso, sob boas hipéteses podemos escrever essa funcao estendida em termos de sua
série de Fourier e recuperar a funcao original, quando a restringimos ao intervalo [0, L]. Isso
tudo é motivado pelo fato que para func¢des pares, ou fungoes impares, os coeficientes a,, ou os

coeficientes b,,, sdo nulos. Antes disso, vamos relembrar alguns conceitos preliminares.

Defini¢ao 8. Uma fungio f : R — R € par se f(z) = f(—=x), para todo x € R. Em particular,
o grifico da fungdo f € simétrico com relagdo ao eizo y.

Exemplo 10. As fungoes f(x) = cos ﬂLx e p(z) = 2%" com n = 1,2,..., sdo fungdes pares.

Defini¢cao 9. Uma fungio f : R — R é impar se f(x) = —f(—x), para todo x € R. Nesse caso,
o grifico da fungdo f € simétrico em relagdo & origem.

nmwx
Exemplo 11. As funcoes f(x) = sen % ep(z) =2?""lcomn=1,2,...,sdo funcdes impares.
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Enunciamos agora alguns resultados bésicos sobre esses tipos de funcoes.
Proposicao 5. Com respeito as fungdes pares e fmpares sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:

(1) A soma de duas fungdes pares é uma fungao par. A soma de duas fungoes impares € uma

func¢do fmpar.
(ii) O produto de duas fungoes pares é uma fungao par.
(#i7) O produto de duas fungdes impares € uma fungao par.
(iv) O produto de wma fun¢ao par por uma uma fun¢ao impar é uma fun¢ao impar.
O seguinte resultado serd muito til durante esse trabalho.

Proposicao 6. Seja f: R — R uma funcao integrdvel em todo intervalo limitado.

(1) Se f € par, entdao

/_LL f(@)de = Q/OL F(a)da.

(ii) Se f é impar, entao

Demonstragao. (i) Note que
L 0 L -L L
/_L f(z)dz = /_L f(x)dm+/0 f(x)dx _/0 —f(x)dx —1—/0 f(z)dz.

-L
Fazendo a mudanga de variavel y = —z na integral / — f(z)dz, obtemos
0

L L L
/_ fa)da /0 F(—y)dy + /0 F(w)dy. (1.16)

E como f é par, teremos entao que

/LL f(z)dz =2 /OL f(2)dz.
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(7i) Se a funcdo f for impar, usando a igualdade (1.16), teremos

/ LLf(ac)dx: / ey + / "y - / "y + / Y )y =0,

O

Por fim, seja f : R — R uma funcio 2L periddica, integravel e absolutamente integravel.
Usando as proposi¢oes anteriores, junto com o calculo dos coeficientes da série de Fourier, temos

que

a) Caso f seja uma funcdo par, entao os coeficientes de Fourier de f serdo
2 [t nme
an = L/o f(z) cos Tdac e by, = 0.

b) Caso f seja uma funcdo impar, entdo os coeficientes de Fourier de f serdao

nnx

9 L
an =0 e L/o f(x)sen 7 dz

1.6 Calculo de algumas séries de Fourier

Exemplo 12. Seja f; : R — R periddica de periodo 2L e definida por

L—x, para 0<x <L,
fi(z) =
L+z, para —L<z<0.

Como f1 é uma funcao par, temos uma série de cossenos, cujos coeficientes sio:

2 [t 2 L2
a():/ (L — z)dz =1L,
0

L L2
2 L
an—L/O (L—x)cos?dm, n>1.

Para n > 1, usando uma mudanga de variadvel e integrando por partes, obtemos

2L .
an = = 5 1= (1)),
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ou seja,

4L
agg = 0, G2k—1=ma k=1,2,...

Portanto a série de Fourier da funcao f; é dada por

fi(x) ~

COS

L g 1 (2k — 1)mx
2 2%k — 1) L

i

vh

= |

Figura 1.3: Gréfico da func¢ao fi

Observe que, em virtude do Teorema de Fourier, como f é continua e seccionalmente dife-
renciavel, o sfmbolo ~ pode ser substituido pelo sinal de igual. Usando o Teorema de Fourier,

para x = 0, obtemos

772 2k—1
k:l
ou seja,
i —i—i—i-i—i-i—i-
2k—1 32 52 T2

k:l

Exemplo 13. Seja fo : R — R uma funcio periédica de periodo 2L e definida por fo(z) = 2,

para —L <z < L. Como fy € par, teremos uma série de cossenos cujos coeficientes sao:

2 L, 212
== dr =
ag L/o r-azx 3
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v

Ay =

L 9 nwT
T° cos —dx.
0 L

nwx nm
Fazendo a mudanca de varidvel y = 7 teremos dy = de e integrando por partes teremos

9 L2 /mr ) L p
a = ———F5= COS —
" Ln?x2 J, Y Y\or )W

nm nmw
— / 2y sen ydy}
0 0

nm nm
— / — oS ydy}
0 0

2

Portanto a série de Fourier da funcao fo é

L2 42 X (—1)” nmwx
fg(ﬂl‘) ~ ? + ? n2 CO I

n=1

| -

¥

Figura 1.4: Gréfico da fungao fo

Observe que temos uma igualdade em vez de ~, como consequéncia de Teorema de Fourier.

Assim, usando o teorema de Fourier para x = L, obtemos
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L? 41’ X1

=2t—F) =
3 s n
n=1

ou seja,

11
f_zn2—1+—+?+4—2+

Exemplo 14. Seja f3 : R — R uma funcao 2L periédica, dada por f3(z) = x, para —L < = < L.

Como essa funcao é {mpar, teremos uma série de senos e seus coeficientes serdo

L
ap =0 e bn:L/O :UsennLﬂdx

nmwx nmw
Fazendo a mudanca de variavel y = N teremos dy = fd:n, logo

bn:— ——wny dy = —— y seny dy
LJy nmnm n=m* Jy
2L nn nr
= = [—ycosy —i—/ cosy dy}
nem 0 0
2L

onde na tltima igualdade usamos que cosnm = (—1)". Portanto, a série de Fourier de f3 sera

2L X (—1)"H nmwx
fa(x) ~ — Z ——sen ——.
n=1
1.7 Forma complexa da série de Fourier

Nesta tltima secao do Capitulo 1,veremos que é possivel unir a série de senos com a série
de cossenos na expressao da série de Fourier de uma fungao usando fung¢es exponenciais. Para

isso, precisamos considerar alguns resultados sobre niimeros complexos.
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Iniciamos relembrando a Férmula de FEuler dada por

e = cosf +isend, 6 eR.

Assim, podemos representar as funcoes cosseno e seno da seguinte forma;:

ei@ + e—i@ ei@ —1i0
cosf) = ———— e senf) = ———
2 21

Portanto, para cada n > 1, usando as igualdades acima para 6 = nwz/L, podemos escrever

nwx nwx a b . a b i
anCOSTer SGHT = <2n+ 22) e’mwm/L+ <2” _ 22) e~ r/L'

Logo, o coeficiente o, de e™t/L & dado por

Cap by 1 . 1 L nwr . nmT
an =~ + 5 = 2(an iby) = 5T _Lf(:v) [cos 7 isen — }d:):
1 L
= 37 fx) [cos (——x> + isen (—H)] dz,
L
ou seja,

1 [F :
= L/ f(x)e ™/ ldqy n > 1.
—L
Além disso, o coeficiente 8, de e=™™*/L & dado por

by 1 1 [t
ﬁn:%—?z 2(an+zb = 2L/_Lf(:lc) [cos?%—isen% dx.

ou seja,

1 [F ,
— intx/L > 1.
Bn 5T /_L f(x)e dr, n>

Definimos também o coeficiente

_ap 1 L
ap = 5 —2L/Lf(x)dx

Assim, usando os argumentos anteriores podemos escrever

M\H

i (an COS +b sen 7) Za e””m/L + ZB —zmr;t/L
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Note agora que os coeficientes ay,, para n > 0 e 3,, para n > 1, podem ser expressos por

uma tnica férmula se considerarmos n € Z, da seguinte forma

I :
_ inmx/L
Cn = 57 /_L f(x)e dr, ne€lZ, (1.17)

ouseja, cp=0psen>1,c,=a_p,sen<-—1ecy=aqp.
Desse modo, mostramos que se f : R — R for uma fungdo 2L periddica, integravel e absolu-

tamente integravel, entao a sua série de Fourier pode ser escrita na seguinte forma

oo
§ : cnemﬂm/L7

n=—oo

onde os coeficientes de Fourier ¢, sdo dados por (1.17).
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Capitulo 2

Convergéncia das séries de Fourier

Dando continuidade ao trabalho, iremos apresentar neste capitulo um estudo detalhado sobre
convergéncia das séries de Fourier, as quais foram introduzidas no capitulo anterior. Nas duas
secoes iniciais apresentaremos alguns resultados preliminares que irdo auxiliar nas demonstragoes

da convergéncia pontual e da convergéncia uniforme das séries de Fourier.

2.1 O espaco de funcgoes £!

Dada uma funcao 2L—periddica f : R — R, vimos na Se¢ao 1.4 que as hipdteses minimas para
que consigamos definir os coeficientes de Fourier de f, consequentemente sua série de Fourier,
sao a integrabilidade e a integrabilidade absoluta no intervalo [—L, L].

Uma vez que estamos considerando aqui a integral de Riemann, relembremos algumas im-
portantes consideracoes a respeito dessa integral. Dada uma funcdo f : [a,b] — R definida em
um intervalo limitado [a, b], temos dois casos a considerar:

(i) Se a fungao f é limitada, entdo ela é integravel quando o supremo das somas inferiores é
igual ao infimo das somas superiores.

(74) Se a fungdo f ndo é limitada, entdo ela é integravel quando o intervalo [a, b] puder ser
dividido em um numero finito de subintervalos fechados I}, = [ak, bg], K = 1,...,n, tais que para
todos § > 0 e ¢’ > 0, a funcao f é limitada e integravel em [aj + 0, bx — '] e os limites abaixo

existem

bi by —&"

(x)dz = lim f(x)dx.

ag 0—0,6"=0 Jg, 15

Neste caso a integral é chamada de integral imprdpria e é dada por
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b no b
/a f(:n)d:r:kZ:l / " fwyi

Dizemos que a funcao f é absolutamente integravel se o valor absoluto |f| for integravel no
sentido (i) ou no sentido (ii) descrito acima.

Se f for limitada e integravel, entdo f serd absolutamente integravel. Nao vele a reciproca
pois a fun¢ao limitada

1, ze[0,1]NQ
fla) = <o
-1, z€][0,1]\Q,

é absolutamente integravel, com integral igual a 1, porém f nao é integravel.

Por outro lado, quando f nao é limitada é possivel encontrarmos funcoes integraveis que nao
sdo absolutamente integraveis. Isso nos permite concluir que a integrabilidade de f nao implica
em sua integrabilidade absoluta, assim como a integrabilidade absoluta de f nao implica em sua

integrabilidade.
Defini¢ao 10. Diremos que uma funcio f: [—L,L] — R é £ se f e |f| sio integrdveis.

Se f : [~L,L] — R for uma funcio .£!, entdo os coeficientes de Fourier de f estdo bem

definidos.

Teorema 3. Seja f : [a,b] — uma funcio L. Entdo, dado € > 0, existe uma funcio continua

¥ [a,b] = R tal que

b
[ 1@ —v@lds <= ¢ (@) =vw) =0

Demonstragdo. (i) Suponha inicialmente que f seja limitada e integravel. Logo dado ¢ > 0,

existe uma particdo a = xg < 1 < ... <z = b tal que

b k
/ fla)dr =3 my(x; —z5-1) < g (2.1)
a j=1

onde m; = inf{f(x); xj_1 <2 < x;}. Agora designe por x(z) a funcao definida por

x(z) = mj, para zj_1 < x < x;. (2.2)
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Dessa forma,
k b
> mylay—wj) = / x(z)dz.
j=1 @

e assim podemos reescrever (2.1) como

b b b
| #@a = [ xt@yie = [ (@) = x(@ldo < 5. 2.3

Antes de prosseguirmos vamos ilustrar com um gréafico simples a ideia que seré explorada

para concluir a demonstracdo. Suponhamos que a particdo tenha quatro pontos e o grafico de

x(x) seja o da figura abaixo.

Yh
MpF=—————— —— —
| 1
| |
Mgk o ek —_—
[ ] I
i 1 ]
1 L .
T="; X X b=x; *
1 i
1 |
! |
b |
Ml—— e e e e = ——— - S — |

Observe que x(z) nao é continua. Gostariamos que ela fosse continua, para isso substituimos
os “retangulos” por “trapézios”, considerando uma sequéncia de angulos o, 7, que determinam
a inclinagao dos lados de cada trapézio em relacdo o eixo x. Entdo para cada n consideremos a

funcao ¥, (x) cujo grafico possui os “lados” inclinados conforme discutido anteriormente e descrito

na figura a seguir.

Note que, em cada subintervalo da parti¢ao, a regido delimitada entre o retangulo e o trapézio
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. 1 m;
é formada por dois tridngulos retangulos, cada um deles com area 5 (t J > . Portanto, a
an o

diferenga das areas sob os dois graficos anteriores satisfaz a seguinte igualdade:

k 2

m*
dx = I
[ 1)~ vt = s

Como f é limitada, seja M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo z € [a, ], entdo:

b 2
[ @)~ pawar < 22

~ tan an

Como k esta fixado, existe n suficientemente grande, tal que

kM?
/ (@ (z)|dz < <t

~ tanay, 2

Para esse n suficientemente grande, obtemos dos cilculos anteriores que

/ (@) = Yn(@)ldz = / L/ + [x(@) — ()] |dz
/|f dw+/ X () — ¥n()|dz
€ —

5 5 e.

IN

Portanto, dado € > 0, existe uma funcdo continua v, : [a,b] = R com 9, (a) = ¢¥,(n) = 0 tal

/ 1(2) = thn(2)dz < ¢

(7i) Suponha agora que f nao seja limitada, mas que seja integrével e absolutamente integravel

que

no sentido de integrais improéprias. Para facilitar, suponha também que f se torne ilimitada

apenas nas vizinhancas de a e b. Portanto, dado £ > 0, existe § > 0 tal que

| @)l ~ / i:If(w)ldw

Como f é limitada e integravel no intervalo [a + §,b — J], entdo existe ua fun¢do continua

< (2.4)

€
5

29



Y:ja+9,b—0] = R, com ¢(a+3J)=1(b—35) =0 tal que

b—o c
[ 1) - violae < . 25)

+6 2

Considere a funcio 1 : [a,b] — R definida como

~ Y(z), paraa+0 <x <b—J4,
V(z) =
0, prraa<z<a+deb—>56<z<h

Temos entao

a+d b b—6
[ 150 -dwia= [ @i [ @i [0 - v,

assim usando (2.4) e (2.5), obtemos

/|f x)|dx < e.

2.2 Lema de Riemann-Lebesgue

Nessa segao apresentaremos o Lema de Riemann-Lebesgue o qual nos auxiliard em resultados

futuros.

Lema 1 (Riemann-Lebesgue). Seja f : [a,b] — R uma funcio £. Entdo

b
tli>nolo/a f(z)sen(tz)de =0 e tliglo/ f(z) cos(tx)dx = 0.

Demonstragao. (i) Suponha, inicialmente, que f seja limitada, isto é, que exista M > 0 tal que
|f(z)] < M, para todo x € [a,b]. Como f é uma funcado limitada e integravel, por defini¢ao de
funcoes £, entdo dado € > 0, existe uma particdo P:a =29 < 21 < 22 < ... < &, = b, tal

que

S[f, Pl = slf, P] <

w\m
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onde

n

ZMJ —zj-1), Mj=sup[f(z):zj1 <z <yl

n

ij —xj_1), mj=inf[f(z): :z;_1 <x <y,

sao as somas superiores e inferiores associadas a particao P. Considerando a particdo do intervalo

la,b] determinada pelos pontos x; = a + l(b —a), para j =0,1,...,n. Logo,
n

/ab f(z)sen(tz)de =

Observe que

Jj—1
zj_1 < x < x;. Portanto:

x) sen(tz)dx

IN

Agora, basta tomarmos ty grande o suficiente tal que

/ ’ sen(tx)dx

x)sen(tx)dx| <

n

3 / Y (@) sen(ta) + f(x;) sen(tz) — f(z;) sen(tz)]de —

Tj—1

7j=1
Z/ f(x;)] sen(tz) —|—Z f x;).sen(tx)dx
CU IJ

1

<

2 e aue |f(x) — flay)| < M; —my, para

;;;fTay)u/“j sen(tz) dm-+—§E:J/ F(z;)] sentz)dz

T Tj—1
2nM "~
7 + (Mj —mj).(zj —xj-1)
j=1
2nM " i
ZM —%j-1) Z - %j-1)
2nM

+ [S(f; P) — s(f; P)].

€
; < 3 entdo, dado € > 0, temos:
0

TSP = s(FP) < g5 =2 Yzt

(ii) Suponha agora que f seja uma func¢io £ qualquer. Dado € > 0, entdio pelo Teorema 3,

existe uma funcao continua v

: [a,b] — R tal que

b

@) = b(a)lde < 3.

a
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Como toda fung¢ao continua num compacto é limitada e integravel, concluimos plo caso (i) visto

anteriormente que existe ¢y tal que, para qualquer ¢ > tg, temos

<

/ab Y(x)sen(tx)dx

| ™

Agora, como

b b b
/ fx) sen(t:c)d:n:/ P(x) sen(tw)dm+/ [f(z) —¢(x)]sen(tx)dz,
obtemos

b b b
/a f(x)sen(tz)dx| < /a Y(x)sen(tx)dx +/a |f(x) —Y(z)|de < §+ % =c.

b b
Portanto, lim / f(x)sen(tx)dxr = 0. A demonstragdo de lim / f(x) cos(tx)dx = 0 é obtida
t—oo J, t—oo J,
de forma anéaloga.

O

2.3 Convergéncia pontual da série de Fourier

Nessa se¢ao apresentamos condigoes suficientes sobre a funcao f que garantam a convergéncia
de sua série de Fourier em cada ponto fixado z. Além das hipéteses minimas que sdo necessérias
para que se possa definir os coeficientes de Fourier faremos outra hipdtese sobre o comportamento
de f nas vizinhancas do ponto x. Nosso objetivo é fazer estimativas do valor

flx+0)+ f(z—0)
5 )

en(x) = Sp(x) —

sendo

1 = kmx kmx
Sp(z) = 540 + Z <ak c08 —7— + by sen L> .
k=1

Vamos inicialmente escrever a soma parcial Sy, (z) de modo mais conveniente usando as ex-
pressoes dos coeficientes de Fourier. Sabemos que os coeficientes de Fourier sdo dados pelas

seguintes expressoes:

I k
ap = / f(z) cos ﬂdw, k>0, (2.6)
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L
by, = / f(z )senkLLxdx k> 1. (2.7)

1
LJ g
Logo, seguimos o calculo de S, (x) substituindo as expressoes (2.6) e (2.7) e a identidade

trigonomeétrica cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b) = cos(a — b), obtendo

L n T
Sn(z) = 21L/_Lf(y)dy+k§:: /f cosfdy /f Senfdy kL

s L[ k k k k
— 2L/ f(y)derZ_L/ f(y)(cos;rycosszrsenzysenzx)dy]

A igualdade acima pode ser reescrita como

L
_ /  Dula =) w)dy (2.8)

onde a expressao dada por

é conhecida como o nicleo de Dirichlet, o qual possui as propriedades a seguir:
(1) Dy, é uma fungao par.

(71) Usando as relagoes de ortogonalidade, obtemos

/_ LL Dy (2)d =

(#i7) Dy (x) é uma funcdo continua.

(iv) Dyn(x) é uma funcao periodica de periodo 2L.

(n+%)

(v) Da(0) =

(vi) Vale a seguinte expressao compacta de Dy (z), para x ¢ {0, £2L, +4L, ...},

1 sen((n + l)”T“:(”)

Dn (l') - ﬁ sen

(2.9)
2L
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Vamos agora fazer as demonstracdes das propriedades acima:
(i) Como para cada k temos que cos lme ¢ uma funcao par e, além disso, somas de funcoes
pares ainda é uma fungdo par, entao segue imediatamente que D, (z) é uma funcao par.

(73) Integrando o nucleo de Dirichlet obtemos

[ - [

1 L "k krx
= Z /L2d$+Z/LCOSde =1
N , k=1¢ ,
L 0

(797) Segue imediatamente que Dy, (x) é uma funcao continua pois somas de fungdes continuas
também é uma funcdo continua.

(iv) Usando o fato que cosseno ¢ uma fun¢ao periddica temos:

; X gcos <k7r(g;LJr 2L)>]

Dy(z+2L) =

SIS

Il
SIE
N
+
(7=
o
@]
93]
7N
o
SE
8
+
[\
=
N———
| I

Il
SIS
N | —
+

3
o
o
|9
N
5
~
&
N~

para todo x, logo D,,(z) é uma fungao 2L periodica.

(v) Segue diretamente substituindo = 0 na defini¢do do niicleo de Dirichlet, ou seja,

D,(0) = B +n} .

(vi) Primeiramente iremos encontrar uma expressao para a soma a seguir:
n
Sn(0) =1+ cos(kd).
k=1
Usando a igualdade

eik@ — COS(k‘Q) +iS€n(k9), para k= 1,2,...,71,
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dada pela Férmula de Euler, temos

Re(1+ e + %9 4 4 e™9) =14 cos(0) + cos(20) + ... + cos(nb) = Sy (0).

1— Zn+1
Por outro lado, usando a formula 1 + 2z + 22+ ... + 2" = 5 z # 1, no caso particular
-z
z = eie, temos
1 — eif(n+1)
—10
e 2
Multiplicando a fragao acima por —;, obtemos
e 2
o2 _ pilnt3)0
S0)=Re| ———— % ) (2.10)
e 2 —e2
para 0 # 0,27, +4x, ...
[ —1i0
0 e% — e —i0 i0 . 0 o
Sabemos que sen (5) = portanto e 2 —e2 = —2isen (5) Substituindo esse
i

valores na equacio (2.10) e usando a relagdo e’ = cos(a) + isen(a), obtemos

S(0) = Re (cos(5) —isen(3)) _g:zseiln(j;)%)e +isen(n + %)9)]
) 2
= Re [ (sen($) + sen(n + 3)6) + i (cos(§) — cos(n + 5)9)]
L 2sen (%)

sen (4) +sen(n + 3)0

= , 2.11
2sen (g) ( )
para 0 # 0,27, +4x, ...
Agora veja que
LD (z) + - 1+Zn: b (2.12)
— = cos | — | . :
nT L
k=1
T

Assim, usando a formula encontrada em (2.11) no lado direito da igualdade (2.12), com 6 = T

obtemos

1 Ty n 1\ 1z
LD,(z)+ = = SGD(QL) Sen(x(f 2) "2 )7
2 ZSenﬂ
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para cada x # 0, 2L, +4L, . ..
Portanto,

1 sen(Z2)  sen((n+ 1))

2 2sen(%7) 2sen 57

donde segue que

para cada x # 0,+2L,+4L, ...

Voltando a equagao (2.8), utilizando a mudanga de varidveis y = x — ¢, obtemos

L
Sp(z) = /_L Do (t)f(z — t)dt. (2.13)

Usando o fato de que D, (t) é uma funcao par, podemos reescrever a integral de (2.13) como

0 L L
/ Dn(t)f(:r—t)dtJr/ Dn(t)f(:):—t)dt—/ Da(®)[f(x+ 1) + f(x — £)]dt.
L 0 0

Logo

L
o () :/O Da()[f(z + 1) + f(z — )]dt. (2.14)

Sendo assim, a expressao da estimativa e, (x) fica escrita na seguinte forma

L
en(:c):/o D, (t)g(z,t)dt, (2.15)

sendo a funcao

g(z,t) = [f(x+1) = f(z + O)] + [f(x — 1) — f(z = 0)].

O proximo resultado apresenta uma condicao suficiente para que dado x € [—L, L] a estima-

tiva e () — 0 quando n — oc.
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Teorema 4 (Teste de Dini). Seja f : R — R uma funcio 2L periddica ' em [—~L, L]. Fizado

x em [—L, L], suponha que existam os limites laterais f(x +0) e f(x —0) e que também existe

r

Entao e,(x) — 0, ou seja, sp(r) —

n >0, tal que

g(z,t)
'

’ﬁ<m. (2.16)

flz+0)+ f(z-0)
2

, quando n — 0.

L
Demonstragdo. Inicialmente, vamos decompor e, (x) = / D, (t)g(x,t)dt em duas partes:
0

n(2) :/Odwn@)g(ﬁ’” +/5Lsen Km;) 7;] mdt.

Na primeira integral no lado direito da igualdade acima, tomaremos § > 0 convenientemente
g(z,t)

n
pequeno e usaremos a hipétese / dt < co. Na segunda integral, usaremos o Lema de
0

Riemann-Lebesgue.
Segue de (2.9) que

[tDn(t)] <

L — t+40,20,4L, ...,
~ 2Lsen(Zt) para f #

para todo n.
Como a fungao no lado direito da desigualdade acima é continua e crescente em [0, L], obtemos

a estimativa

1
[tDy(t)] < 50 bara t€[0,L] e paratodo n.
- T g(z,t) .
Entao, como / — dt < 0o, dado £ > 0, tomemos d < min(L,n) de forma que
0
9 é
t 1 t
/ﬁaﬁﬂW)mg/ 9@ | g < €.

Agora com respeito a segunda integral, a ideia serd aplicar o Lema de Riemann-Lebesgue.

Note que a funcao
x,t
h(t) g(z,t)

~ 2Lsen(nt)’ tel L,

é integravel, pois o denominador de h(t) é continua e nunca se anula em [d, L] e g(z, t) é integravel.
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Logo, para n suficientemente grande, segue pelo Lema de Riemann-Lebesgue que

L 1> 7Tt:| g(z,t) ’ 5
sen | (n+ = | —| —=—————dt| < =.
/5 K 2) L | 2Lsen(Z}) 2

Portanto
4 L
g(z,1) / 1\ 7t] g(=,t)
n = tD,(t)——=dt il I A Sk A
le (37)’ /0 (t) 7 + ’ sen n+2 7 2Lsen%
4 L
t 1
< | [0S ]| [Csen | (0 5) T S
0 s 2) L | 2Lsen(37)
< f4f .
2 2

Segue que ey (z) — 0, quando n — oo.

2.3.1 Demonstracao do Teorema de Fourier

Vamos usar agora o teste de Dini para provar o Teorema de Fourier (2). Como por hipotese

a funcao f: R — R é seccionalmente diferenciavel entao existem as derivadas laterais

flx+t)— f(x+0)

fﬁr(x) - tl—i>r(§1+ t
€
o) i LG @0 a0 e
t—0- t s—0t S

Portanto, exitem constantes n > 0 e C' > 0 tais que

‘f(:c+t)—f(x+0)

‘<C
n <

para todo t € (0, 7.

Dessa forma, temos que

r

n
g(ﬁ’t)‘dt:ZC/ dt = 2nC < oo,
0
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ou seja, vale a condigao (2.16) do Teste de Dini. Segue entao que

,ao+z (ancos + by, sen nz:z:) = f(x+0)%2—f(x—0)'

2.4 Convergéncia uniforme da série de Fourier

Nessa secao veremos condigbes que garantem a convergéncia uniforme das séries de Fourier.

Teorema 5 (Primeiro teorema sobre convergéncia uniforme da série de Fourier). Se f ¢ uma
fungdo periddica de periodo 2L, continua e com derivada primeira de quadrado integrdvel, entdo

a série de Fourier de f converge uniformemente para f.

Demonstra¢do. Para a demonstragio desse teorema usaremos o teste M de Weierstrass (veja a

Proposigao 1). Para isso, uma vez que

nmx
ancos ("7 )| < laal.

(775 <

para todo x € R, entao

]a0|+z

ancos< )+b sen<z>‘§§a0|+2\an\+!b |)-

n=1
Portanto, basta verificar que a série numérica >, (|an| + |by|), ¢ convergente.
Comegamos estabelecendo certas relagoes entre os coeficientes de Fourier de f e de f’.
Usando integracao por partes temos

Lan:/L f(z) cos (ﬂLx) dr = %f(x)sen(?) ‘]:L—i f'(z)se (?) dx

—L nm

Analogamente,
Lb, = /_LL f(x)sen (?) de = —%f(x) cos (LZ:C) ‘fL + % f'(z) co (?) dx
= % LL f'(z) cos (?) dx.
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Dessa forma, concluimos que

L
an = ——1U, b, = —a, (2.17)

™ ™

onde a, e b, denotam os coeficientes de Fourier da derivada f’. Dessa forma, escrevemos
L
nm

. L1l
My = lan| + Il = 01+ 1) = = | 20l + 1)

Agora, para cada k € N, segue da igualdade acima e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

k L1
— ! /
ZMn - ;ZE(‘an‘"’—’bn‘)

n=1 n=1

IA
2| b

IN
3|
/\ :/\
\gle
3[\7‘,,_1
N———
g
~
[\V)
3
\gls
-
S
2=
+
=
=
N
[\&)
N———
Z
[\

IN
2|

h
N
M)~

iﬁ“
S~

S

R

n=1 n=1
1/2 1/2
V2L (=1 >
< > S (lan P+ 1012 ) - (2.18)
n=1 n=1

Sabemos que a primeira série y - | % que aparece na desigualdade (2.18) converge, logo resta
provar que a segunda série também converge.
De fato, por hipotese, a derivada f’ é uma funcao de quadrado integravel, entdo basta usar

a desigualdade de Bessel

Sl < 7 [ If@)Pds < .

n=1

a qual pode ser encontrada na Secao 3.5 de [I]. Como a desigualdade (2.18) é valida para
k

todo k € N, fazendo k — +00, teremos que a série numérica Z M, converge, o que finaliza a

n=1
demostracao do teorema. O

Antes de enunciarmos o préximo teorema sobre convergéncia uniforme da série de Fourier,
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temos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 2. Seja ¢ a func¢do periddica de periodo 2L, definida por:

(
(

Entao, a série de Fourier de v converge uniformemente para v em

1

x
14+ 2
5 +

L)’ para —L<z<0

0,
), para 0 <z < L.

para x =20
1

2

1z
L

contenha pontos da forma 2Ln, para n inteiro.

qualquer intervalo que nao

Demonstracdo. Inicialmente iremos calcular a série de Fourier da funcao 1 definida no enunciado

do lema. Como ja discutido nos capitulos anteriores, sabemos que:

)

1 oo
P(x) = 540 + Z <an cos ”Lﬂ + b, sen ?)
k=1
1 [E nmwe
an =7 ¥(x) cos Tdm, n >0,

1 L
by, = L/_Lw(x)sennzxdx, n > 1.

Note que a fungdo ¥ é impar o que implica que a,, = 0. Agora, vamos calcular os coeficientes b,,.

1 /01 T nmwx 1 [F1 T nmT
=7 [ =5 (1) sendnt - [ o (1= T ) sen o
n L/L2 +Lsean+L/02 Lsean
Fazendo a mudanga de variavel y = —x na primeira integral que aparece no lado direito da
igualdade anterior e usando integracao por partes, obtemos:
1 [F1 x nmx 1 (1 x nmwx
b = 7 S (1= F)sendrt [ (1) sen T4
n L/02 Lsean+L/02 LsenLaz
2 (1 T nwe
= = 5(1-F)sen"d
L /0 2 ( L)
1 L <1 x) mrx’L 1 [r UL
= —|—(1——=)cos——| — — cos —dx
L| nm L L lo nrm )/ L
1
- nrw
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Logo, a série de Fourier da fungao ¢ é dada por:

1 i 1 nmwx (2 19)
— —sen — | . .
™A= \n L

Para concluir a demonstragdo do lema, basta mostrar que para qualquer § > 0, a série acima

converge uniformemente para 0 < § < |z| < L. Para isso, basta mostrar que a série

3 en , (2.20)

n=1

converge uniformemente, para 6 € [e, 7], com 0 < € < 7 arbitrario. De fato, note que a série que
aparece em (2.19) é a parte imaginaria da série (2.20), no caso em que § = wz/L.

Considere a soma parcial

3

E (0) =) ", (2.21)

Dessa forma, temos

n k6 n 1
= > LB — Exa(6), (2.22)

k=m k=m

e fazendo a mudanca de indice k = j + 1 temos

n n—1

1 1
E —FE_ = E ——F.(0).
k’:mk ) 1(0) j:rn—lj—i—1 j( )

Obtemos

e R > N () B = oA ()
ZT i k _.Z j+1

k=m k=m j=m—1
= Ex(9) En1(0) <~ Ex(0) EL(9)
_gn k _< m +1§1k+1_n+1>
S (;1 - kil) Fi(0) + —— Fal6) = = -1 (0). (2:23)
k=m

Por outro lado, podemos reescrever a soma geométrica E,(6), para 0 < 6 < 27, como

_ Li(n+1)0
(& &
Ba(0) =
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e assim

EalOl < 17 26i9| - |e—w/22_ei9/2| - sen(la/z)‘
Logo, de (2.23)
o e <1[” (1_ ! )+ 1 +1]:2
— k|7 sen(0/2) | = \k k+1 n+l m msen(6/2)’
e para 0 < e <0 < 7, temos que
m eike 9 )

— < <
— k| msen(6/2) — msen(e/2)’
e pelo critério de Cauchy, temos a convergéncia uniforme de (2.20) o que conclui a demonstracao

do lema. O

Teorema 6 (Segundo teorema sobre convergéncia uniforme da série de Fourier). Seja f uma
fung¢ao periddica de periodo 2L, seccionalmente continua e tal que a derivada primeira (definida
apenas onde f € continua) € de quadrado integrdvel. Entdo, a série de Fourier de f converge

uniformemente para f em todo intervalo fechado que ndo contém pontos de descontinuidade de

f

Demonstragio. Suponha que f seja descontinua nos pontos x1,xa, ..., 2, do intervalo [-L, L) e
sejam wj = f(x;4+0)— f(x;—0), para j € {1,...,n} ossaltos de f. Logo, considerando a funcao
¢ do lema anterior, para cada j € {1,...,n} a funcdo w;y(z — z;) é descontinua em pontos da
forma x; £ 2Lk, para k = 0,1,2,..., e o salto nesses pontos é w;.

Afirmamos inicialmente que a fun¢do f(z) — wiY(z — x1) é continua nos pontos da forma

x =z + 2Lk, para k =0,1,2,..., pois os limites laterais

tim (f(z) ~wig(e —m)) = Flan+0) — (£ +0)~ fler —0)) 3

+

= %(f(.%‘1+0)+f(x1 _0)>

lim (f(z) — wi(e —21) = fGer—0)— (far +0) — (1~ 0)) (-1)

- %(f(m—i-O)-i-f(l’l —0)),
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existem e sdo iguais. Além disso, f(z) — w1¥(z — z1) também é continua em todos os pontos
onde f era continua. Concluimos assim que f(x) — w1 (x — 1) € descontinua apenas nos pontos
x=wx9+ 2Lk, 3+ 2Ln,..., x, £2Lk, para k =0,1,2,...

Analogamente aos argumentos anteriores, a fungao

(f(iE) —wi(z — 361)) — watp(z — 12),

é descontinua apenas nos pontos x = x3 + 2Lk, x4 = 2Lk, ..., x, £ 2Lk, para k =0,1,2,... De
forma geral, em cada etapa subtraimos wgi1¢(x — xg41) da funcao f(z) — Z?:l wi(x — xj),

obtida na etapa anterior. Concluimos assim que a fungéo
n
gla) = f(z) = ) wi(e — ),
7j=1

serd continua em R. Como ¢ é continua e ¢’ é de quadrado integravel, entdo pelo Teorema 5
temos que a série de Fourier de g converge uniformemente para g. Além disso, temos pelo lema
anterior temos que a série de Fourier de Z?:1 wj(x — x;) converge uniformemente em qualquer
intervalo que nao contenha pontos da forma z; +2Lk, para j € {1,...,n} ek =0,1,2,.... Note

que esses pontos sdo exatamente onde a funcao 2L peridédica f ndo é continua e como

fla) =g(@) + > wivp(z — x),

J=1

segue a conclusao do teorema.
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Capitulo 3

Equacao do calor numa barra finita

3.1 Conducao do calor em uma barra finita

Considere uma barra finita de comprimento L, cuja sec¢do transversal tem area A, feita de
um material condutor de calor homogéneo. Suponha que a superficie lateral da barra esteja
isolada termicamente de modo a nao permitir, através dela, transferéncia de calor com o meio
ambiente. No entanto, podemos permitir que transferéncias ocorram através das extremidades

dessa barra. Veja a figura a seguir.

Isolamento
térmico

Figura 3.1: Barra finita isolada termicamente

A uniformidade do material e o isolamento térmico lateral implicam que o fluxo de calor
ocorre somente na direcdo longitudinal, portanto este é um problema de condugdo de calor em
apenas uma dimensao. Utilizaremos a seguinte lei para estudar a conducgdo do calor nessa barra.

Lei de Resfriamento de Fourier: Considere duas placas P; e P> de dreas iguais a A, mantidas
constantemente as temperaturas T e T, respectivamente. Se colocadas paralelamente a uma

distancia d uma da outra, haverd passagem de calor da placa mais quente para a mais fria, e a
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quantidade de calor, por unidade de tempo, transferida de uma placa para outra é dada por

_ RA|T, - T

Q=" (31)

onde k é a condutibilidade térmica do material entre as placas P e Ps.
Imaginemos que a barra esteja colocada sobre o eixo x. Note que a temperatura independe
das coordenadas espaciais y e z. Assim, representamos por u(z,t) a temperatura de um ponto

de abscissa x no instante de tempo t.

F

wY

Figura 3.2: Barra finita no sistema cartesiano

Tomemos duas seccdes transversais da barra localizadas em x e x + d. Para aplicar a lei
de resfriamento de Fourier, consideramos essas se¢oes como as placas P} e P, descritas acima.
A dificuldade nesse caso é que as temperaturas nessas secoes variam com o tempo e, portanto,
nao sao constantes como requer a Lei de resfriamento de Fourier. Para superar essa dificuldade
vamos introduzir a grandeza fluzo de calor através de uma segdo x, num instante de tempo ¢, o
qual é motivado pelo seguinte fato: fixado um tempo t e fazendo 71 = u(z,t) e To = u(x + d, t)

em (3.1), obtemos a seguinte quantidade de calor

u(x +d, t) — u(z,t)

kA

Agora, fazendo d tender a zero na igualdade acima chegamos em kA|ug(z,t)|.

Motivados pela discussao acima, definimos o fluzo de calor na dire¢ao positiva do eixo & como
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uma fungao ¢(z,t) dada por

q(z,1)

—kAug(x,t).

O sinal negativo que aparece nessa equacao se deve ao fato de que se a temperatura u crescesse

com x, entdo u, seria positivo; mas nesse caso o calor fluiria para esquerda, assim d deveria ser

negativo. Por outro lado, se a temperatura u decrescesse com z, entdo u, seria negativo, porém

como o calor fluiria para a direita, o valor de ¢ deveria ser negativo.
Fixemos agora um elemento da barra entre xg e xg 4+ §, e vejamos qual é a quantidade de

calor (¢q) que ai entra, no periodo de tempo entre tg e tg + 7. Usando o fluxo de calor ¢(z,t)
podemos ver que

ou seja,

to+T7
q= / Elug(zo + 0,t) — ug(wo, )] Adt. (3.2)
to

Por outro lado, sabemos que o calor especifico ¢ de uma substéncia é a quantidade de calor

necesséaria para elevar em 1C a temperatura de 1g de substancia. Portanto, ¢ pode ser também
escrito como

to+7  pxo+d
q= / / cug(z,t)dtpAdz,
to x0o

onde p é a densidade da substancia.
Usando o Teorema fundamental do calculo na equacao (3.2) e a seguir igualando o valor de ¢

assim obtido com o valor de ¢ dado em (3.3), obtemos:

to+7

zo+d to+T1
/ kg, (x, t)dedt = /
to ) t

0

x()-i-(s
/ cpu(z, t)dxdt.
Zo

Como a expressao é valida para todo tg > 0, todo 0 < g < L e todos 7™ > 0e d > 0,
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concluimos que

kug,(z,t) = cpu(x,t),

ou seja,

U = kgy. (3.4)

onde k ¢ a difusibilidade térmica do material envolvido no modelo. A equacdo (3.4) é chamada
de equacao do calor em uma barra isolada termicamente composta por um material homogéneo.
A fungao u(z,t) representa a distribuicao de temperatura nessa barra e deve satisfazer a equacao
do calor (3.4).

E natural esperar que a distribuicio de temperatura da barra ao longo do tempo dependa da
distribuicao de temperatura inicial, a qual chamaremos de condicao inicial e matematicamente

denotaremos por

u(z,0) = f(x).

Em outras palavras, a fungdo f : [0, L] — R descreve a temperatura na barra no instante ¢ = 0.

3.1.1 Condicoes de fronteira

Além da condigdo inicial, para estudar esse problema de conducao de calor, precisamos impor
certas condi¢Oes nas extremidades da barra que chamaremos de condi¢oes de fronteira. Vejamos
algumas delas.

Tipo (I) Suponhamos que, por algum processo, as extremidades da barra sejam mantidas a
temperaturas conhecidas.

Por exemplo: (1) Temperatura constante em cada extremidade, u(0,t) = 11 e u(L,t) = T3,
onde 77 e T sao temperaturas dadas.

(2) Um caso mais complexo seria aquele em que se conhece a variagdo da temperatura em
uma extremidade (ou em ambas), isto é, u(0,t) = ho(t) e u(L,t) = hi(t), onde ho(t) e hi(t) ,
para t > 0 sdo as temperaturas conhecidas em cada uma das extremidades.

Tipo (II) Suponhamos que as extremidades estejam isoladas termicamente. Isso quer dizer
que os fluxos de calor através de x = 0 e x = L sdo nulos. Da expressao q(x,t) = —kAu,(x,t) para

o fluxo de calor, vemos que as condigoes laterais nesse caso tém forma u;(0,t) = uy(L,t) = 0.
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Tipo (I11) Suponhamos que o meio ambiente tinha temperatura ug e que haja transferéncia

de calor, entre a barra e o meio ambiente, regidas pela lei

kug(0,t) = eu(0,t) — ug

—kuy(L,t) = eu(L,t) — up,

onde e é a constante de emissividade, caracteristica do par constituido pelo material da barra e
pelo meio ambiente.
Tipo (IV') Uma combinagao de duas quaisquer condi¢oes acima, como por exemplo, u(0,t) =

0euz(L,t)=0.

3.2 Meétodo de separacao de variaveis

Vamos representar por % a regiao do plano (z,t) determinada por 0 < x < L, t > 0 e por
Z a unido de # com sua fronteira que é formada pelas semi-retas z =0,t >0exz =L, t >0 e
pelo segmento 0 <z < L et = 0. Um problema da condugao do calor consiste em determinar

uma funcdo real u(z,t), definida em %, que satisfaca a equacio do calor
u = Kug,, em X, (3.5)
e que valha a condicdo inicial
u(z,0) = f(z), 0<x<L, (3.6)

onde f :[0,L] — R & uma fungao dada e, finalmente, que satisfaca as condicoes de fronteira.
Vamos comecar com o caso em que as temperaturas nas extremidades da barra sdo mantidas

constantemente zero, isto €,
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0. (3.7)

O problema dado por (3.5), (3.6) e (3.7) é chamado de Problema de Valores Inicial e de Fronteira,
abreviado por PVIF.
O Método de Fourier nos auxiliard a encontrar uma solucdo para esse PVIF. O método

consiste em, primeiramente, usar separacao de variaveis e procurar solugoes u(z,t) do problema
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na forma

u(z,t) = F(z)G(t). (3.8)

A partir desse estudo vamos descobrir uma fungao (ou fungoes) que constitua uma candidata
razodvel & solucao do problema. Uma vez identificada, tentaremos provar rigorosamente que ela
é de fato uma solucdo do problema.

Substituindo (3.8) na equacao do calor (3.5) obtemos:

F(x)G'(t) = KF'(z)G(t) (3.9)
ou equivalentemente
1LG'(t)  F'(x)
K G({t) — F(z) (3.10)

Observe que de (3.9) para (3.10), devemos admitir que as func¢oes G(t) e F(x) nunca se anulam
nos intervalos abertos correspondentes a x e a ¢, ouseja, 0 <z < Let>0.

Agora, observe que o lado esquerdo de (3.10) é fungdo apenas da variavel ¢, enquanto que o lado
direito é uma funcao que depende apenas de z. Logo, tanto o lado esquerdo quanto o direito

nessa equacao, que sao iguais, ndo podem depender de x e t. Isso implica que

F'(x) 1G'(t)
Flo) =0 e KG® =0, (3.11)

onde o é um parametro constante independente de ¢t e de z.

A primeira equacdo em (3.11) nos diz que F' deve satisfazer & equacdo diferencial ordinéria

F'(r)—oF(z) =0, para0<uz<L, (3.12)

e como u(0,t) = u(L,t) = 0, entdo a funcao F(x) deve satisfazer também as condigbes

F(0) = F(L) =0, (3.13)

pois, como u(0,t) = F(0)G(t) = 0 para todo t > 0, segue-se que, se F'(0) # 0, entdo G(t) =0
e, portanto, v = 0. Embora u = 0 seja uma solugao da equacao do calor (3.5) e satisfaca as

condicoes de fronteira (3.7), essa funcdo nao tem chance de satisfazer a condigao inicial u(z,0) =
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f(z), a menos que f =0.

Agora procedemos no sentido de ver quais os valores de o que conduzem as solucoes F'(x)
do problema dado em (3.12) - (3.13). E claro que estamos interessados apenas nas solucdes F'
nao identicamente nulas, de outro modo, obterfamos v = 0, o que nao nos interessa. H& trés
possibilidades para o, conforme segue.

(1) Se o0 > 0, a solucao geral de (3.12) é da forma
F(z) = c1eV7" + cpe V7,
Portanto, se tal F' satisfizer (3.13), o par de constantes (ci1, c2) devera ser solucao do sistema

cir+co=0

cle\/EL + 626_\/EL =0.

Mas a tnica solucao desse sistema, é a trivial ¢; = cg = 0 e isso implica F' = 0, o que nao nos
interessa.

(74) Se o = 0, a solugao geral de (3.12) é da forma
F(x) =1z + co,
e para satisfazer as condigoes (3.13) devemos ter
co=0 e cL+c=0,

o que implica novamente ¢; = co = 0 e portanto F' = 0.

(iii) Se o < 0, escrevemos o = —A2, com A > 0 logo a solugdo geral de (3.12) é da forma
F(z) = c¢1 cos Az + cosen Ax.
Para que esse fungdo F satisfaga (3.13) devemos ter
c1=0 e cesenAL =0.

Como nao queremos cy = 0 devemos ter sen AL = 0, o que implica AL = nm, onde n é um namero
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inteiro nfo nulo e positivo pois L e X sdo ndo nulos. Os valores de —o = \? sdo dados por

o T2 (3.14)

e sao chamados de valores proprios ou autovalores do problema em (3.12) e (3.13) e as fungoes
Fo(r) =sen — (3.15)

sao chamadas de funcoes proprias ou autofungoes do problema dado em (3.12) e (3.13). Note
que como mencionado anteriormente A\ > 0, pois caso contrario isso conduziria apenas uma
autofuncao diferindo apenas no sinal de uma outra obtida para um \, positivo.

Vejamos agora a segunda equagao diferencial ordinaria em (3.11). Sua solucdo geral é
G(t) = cekt (3.16)

Logo, para cada n =1,2,3, ..., temos uma fungao

up(z,t) = e TRt/ L gy I (3.17)
a qual satisfaz a equagdo (3.5) e as condigoes de fronteira (3.7).
Essas fungoes u,, chegaram quase a resolver o problema dado em (3.5), (3.6) e (3.7). A dificuldade

estd em que, sendo

nm
up(z,0) = seni,

L

entdo a fungao u,(z,t) so6 seria solugao de (3.5), (3.6) e (3.7) se a fungdo dada f(x) tivesse
exatamente a forma f(z) = sen HLL;C, a qual é uma funcdo que depende de n.

)
Por exemplo, se considerarmos o problema (3.5), (3.6) e (3.7) com f(z) = sen %w’ entao a
funcao

o2kt /2 oL
us(x,t) = e ™R/ LT gon T2
’ L

é uma solucgao.

C e . oTE . . -
Supondo agora que a condicao inicial seja f(x) = 3sen I entao algo nos diz que a solucao
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do problema (3.5), (3.6) e (3.7), nesse caso, deve ser

b

u(z,t) = 3¢~ 25m°kt/L gon 17

(3.18)

De fato isso ocorre pois tal funcao satisfaz a equacao (3.5) e fazendo z = 0 e x = L, obtemos
as condigoes de fronteira (3.7). Finalmente, fazendo t = 0, verifica-se a condigao (3.6).
Pensemos agora o caso em que a condi¢do inicial seja dada por uma combinagio de senos, ou

seja, suponha por exemplo que a condi¢do inicial seja

2 5
flx) = 4sen% —i-SSen%.

Intuitivamente, somos levados a pensar que, nesse caso, a solugado do problema dado em (3.5)-

(3.7) deveria ser
2 )
u(z,t) = A AR L gop % 4 3e 25T L gopy % (3.19)

Analogamente, como discutido anteriormente, pode-se verificar que todas as condigdes do
problema sao satisfeitas para a fungao (3.19) .
O fato que (3.18) e (3.19) satisfazem a equagao (3.5) nos indica que o seguinte fato é verda-

deiro: “se u(x,t) e v(x,t) forem solugoes da equacao (3.5), entao qualquer fungao da forma
au(x,t) + bv(z,t),

com a e b constantes, serd também uma solucao dessa mesma equacao”.

Esse fato ocorre uma vez que (3.5) é uma equacao linear. Nesse caso, uma combinagao linear
de duas solugoes é também uma solucdo. Esse é o chamado princicio da superposi¢cdo, o qual
vale de forma geral para combinagdes lineares finitas de quaisquer solugdes da equagao (3.5).

Portanto, qualquer expressao da forma

N
> cntin(z, 1),
n=1

serd, também uma solucdo dessa mesma equacao.
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Portanto, para cada N > 1 temos que uma solucao de (3.5), (3.6) e (3.7) sera
al nmx
2. 2 2
u(z,t) = Zlcne nTR L gen <
n—

Uma questao natural que surge é: e se f ndo tiver a forma simples como nos exemplos anteriores?
Aivem a motivagao de termos estudado nos capitulos anteriores as séries de Fourier. Suponhamos

entdo que a funcao dada f(x) possa ser expressa por sua série de Fourier da seguinte forma

f(z) = ;cn sen nLﬂ (3.20)

Logo, o candidato para ser uma solugao do problema dado em (3.5), (3.6) e (3.7) sera

00
nmwx

u(@, ) =Y cne™ TR sen - (3.21)

n=1
3.3 Barras com extremidades a 02 C

O objetivo central desta se¢do é demonstrarmos que a candidata & solucdo que encontramos
na sec¢ao anterior é de fato uma solucdo do problema da conducao do calor em uma barra finita,
com extremidades mantidas a temperatura zero.

Matematicamente, o problema consiste em determinar uma fung¢ao u(z, t), definida para t > 0

e 0 <z < L que satisfaga o PVIF a seguir

U = Ktgy, t>0, 0<z<L,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (3.22)

onde a constante K e a funcao f sdo dadas.

Em outras palavras, vamos mostrar formalmente que a série (3.21), a qual é uma candidata
a solugdo desse PVIF, é de fato uma solugdo para esse problema num sentido adequado que
descreveremos mais adiante.

Note que (3.21) satisfaz a condigao inicial u(x,0) = f(z) em (3.22) desde que

f(z) = ;cn sen ?, (3.23)
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e nesse caso, os coeficientes ¢, em (3.21) devem ser os coeficientes de Fourier da funcao f :
[0,L] — R estendida de forma impar no intervalo [—L, L] e perioédica de periodo 2L quando

considerada em R. Assim,
) L
Cp = L/o f(x)sen —nzxda:, n> 1. (3.24)
Note que para ocorrer a igualdade (3.23) em cada ponto x € [0, L] basta considerarmos f continua

e f’ seccionalmente continua, pelo Teorema de Fourier 2.

Definicao 11. Sejam Z = {(x,t) ER: 0<z<Let> O} eX = {(a:,t) eR%: 0<z<Let> 0}.
Uma fungio u: % — R é uma solugdo do PVIF (3.22) se

e u € continua em Z ;
e existem as derivadas parciais u; € Uz, em Z;

e u satisfaz as trés igualdades em (3.22).

Observacdao: A condicdo u ser continua em Z evita que tenhamos solucdes u(x,t) que nio

possuem relagao entre a condi¢ao inicial e o valor de u(x,t) para t > 0. Por exemplo, seja

flx), t=0 e 0<z<L
u(z,t) = 0, t>0e (z=0 ou x=1L)
Cux, t>0 e 0O0<z<L.

onde C' é constante. Entdo, u(x,t) satisfaz as trés igualdades do PVIF em (3.22) embora nao
seja uma solu¢do adequada dependendo do valor de f(z), pois ndo existe uma relagdo entre a

condigao inicial e os valores de u(z,t) para t > 0.

Para que a fungao u(z,t) dada em (3.21) seja uma solu¢do do PVIF (3.22), no sentido da
Defini¢do (11), precisamos considerar boas propriedades de regularidade para a fungao f, de
modo que ao menos a igualdade (3.23) ocorra pontualmente. Antes disso, vamos provar que
u(z,t) dado em (3.21) é solucao do PVIF (3.22) num sentido mais fraco, podendo considerar

funcoes f mais gerais.
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Teorema 7. Seja # = {(z,t) eR* 0<az <L e t>0}. Se f ¢ uma fungio de quadrado
integrdvel em [0, L], entdo a fungio u : % — R dada por (3.21) € continua em Z e ¢é solugio do

problema

up = Ktgr, O0<z<Let>0

u(O,t)—u(L t)=0, t>0
%Lr% ; u(z, z)dx —/ f(z (3.25)

para toda funcdo ¢ : [0, L] — R seccionalmente continua.

Demonstragao. Dividiremos essa demonstragao em 3 partes. 1% parte: Vejamos que u : Z—R

dada por
u(zx,t) = Z Cne TR e ?, (3.26)
n=1

¢ uma funcao continua, sendo ¢, os coeficientes de Fourier de f.

Para isso vamos mostrar que a série anterior converge uniformemente em cada sub-retangulo
de % da forma: Ry = {(x,t)GRQ; 0<z1<z<29<L ¢ O<t1§t§t2<oo}. Assim,
teremos que a série (3.26) sera uma fun¢do continua em %12 uma vez que as fungoes do termo

fn27r2kt/L2 nmwx

geral cpe en 7 sao continuas para cada n > 1.

Primeiramente note que existe uma constante M > 0 de forma que
2 L
o] < / f(2)[dz = M, ¥neN.
L Jo
Assim, dado n € N temos:
nwT —
cpe Tkt /L2 senT‘ < Me™ ”2kt1/L2 V(x,t) € #12.

w2kt
L2’
. - . _ 2 _ 4 . _

o que segue imediatamente, pois e”*"" < e~ ", para todo n € N, e além disso Y o e " =
e—Oé
1—e@
converge uniforme em #1s.

—om2

Denotando por a = basta verificar que série numeérica » - e é convergente,

< oo (série geométrica). Portanto, pelo Teste de Weierstrass segue que a série (3.26)

Como o sub-retangulo %15 ¢ arbitrario, concluimos que a funco w : % — R dada por (3.26)

é continua.
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2% parte: Obviamente temos

o oo
u(0,t) = Z ene TR E gen0 =0 = Z Ccne W TRE gen g = u(L,t),
n=1

n=1

para todo t.
Vejamos agora que existem as derivadas parciais u; e ug,. Além disso, elas satisfazem a
equacao u; = Kug, em Z.

Considere arbitrariamente um sub-retangulo
Fio={(z,t)eR} zy <z <a e t; <t<ty} C A
Vejamos que as séries

oo o0
) 2 nmwxT .2 2 2 nmwx
E nepe TR cos 2 e g n2e e R/ gen —= (3.27)
L L
n=1 n=1

convergem uniformemente em %1s.

2kt
Uma vez que |¢,| < M, para todo n € N, denotando o = 2 L teremos
2.2 2 nmTx 2
‘ncne_" mkt/L7 (g T) < Mne "
e
2.2 2 nmwxr 2
‘TLQCne—n w2kt/L SGHT} < Mn2€—om 7
para todo (z,t) € Z12. Por outro lado, temos que
2
) n + 1)e—an+1) oon+1
lim ( ) 5 = lim ——e 2" =
n—o00 ne—an n—oo N

~ L. L. _ 2
logo, pelo teste da razao, a série numérica » -, ne”*"

é convergente. Analogamente
1)2 —a(n+1)?2
lim (n+1)%

n—00 n2@*a”2

=0

p— 2 P 2
2e=2” também é convergente.

e portanto, » o2, n
Segue pelo Teste de Weierstrass que as séries (3.27) convergem uniformemente em %1s.

Como u(z,t) dada por (3.26) converge em Z12 e as séries dadas em (3.27) convergem uniforme-
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mente em %12, entdo podemos derivar a série (3.26) termo a termo obtendo

ug(x,t) = G inQC ekt L2 gop TTT
. _an il
e
Ugp (T, 1) = —W—Q i n20n67”2”2kt/L2 sen @’
L? = L

para todo (z,t) € Z12. Como %12 C Z ¢ arbitrario, segue que u; = Kug, em Z.

3% parte: Vejamos agora a validade da igualdade (3.25).

Dada uma fungéo seccionalmente continua ¢ : [0, L] — R, em particular temos que ¢ é de

quadrado integravel. Por outro lado, por hipdtese, a funcao f também é de quadrado integravel,

logo f + ¢ é de quadrado integrivel. Sejam b, e d,, n € N, os coeficientes de Fourier de ¢ e

f + o, respectivamente. Dessa forma, temos d,, = ¢, + b, e segue da Identidade de Parseval que

22 e S = 2 i
Sa=g [ v =7 [P

n=1

00 L
S dii=7 [ U@+
n=1

Portanto
. 2 2 . 2 2 L 2
n=1 n=1 L 0

L
= [ (@P + e + 2 @pta) da
= 3 2 C2 é : Xz X )ax

o que implica

o0 L
Z Cnbn = Z/o flx)p(z)dx.
n=1

o8

(3.28)



Por outro lado, uma vez que para cada ¢t > 0 fixado a série
> nmwx
2.2 2
D ene™ ™I sen (=) ()
n=1
converge uniforme (em relacdo a x), entao

/L (o, 8)od /Li —n2r2Et /L2 nmwx (2)d
u(z r = cne sen —p(z)dx
0 y )P 0 — n I ¥
> 2.2 2 L nmnx
= E cpe T RE/L / o(x) sen —dx
n=1 0 L

L (o)
= 3 S epe KU, > 0. (3.29)
n=1

Vejamos agora que a série no lado direito da igualdade (3.29) converge uniformemente (em relagao
a t) quando considerada no intervalo [0,+00). De fato, como ¢ e f sdo fungdes de quadrado

integréavel, entdao pela Desigualdade de Bessel temos

2 2 2 [* 2 2 [t 2
Y (b +ch) < S () Pdr + |f (@)["d < oo.
— L Jo L Jo

1
Além disso, como |b,||c,| < i(bi +c2)e
1
‘ein%QKt/Lzbncﬂ < [bnllen] < i(bi +cp),

segue pelo Teste de Weierstrass que a série no lado direito da igualdade (3.29) converge unifor-

memente em [0, +00). Portanto, essa série define uma funcdo continua de ¢ em [0, 4+00). Segue

que
> 2.2 2 >
: —n*m Kt/L* __
}E}% bncne = Z bncn. (3.30)
n=1 n=1
Combinando (3.28), (3.29) e (3.30) temos a validade de (3.25). O

Observagao 1. Se a > 0, entao para cada p € N a série numeérica dada por
o0
2
> e
n=1
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é convergente. Logo, seguindo ideias anilogas as usadas no teorema anterior é possivel concluir

de forma indutiva que a func¢ao u, dada em (3.21), é na verdade de classe C*° em Z.

Teorema 8. Seja f : [0,L] — R uma fungio continua com f(0) = f(L) =0 e tal que f’ ¢ de
quadrado integrdvel em [0, L]. Entdo, a fun¢io u : Z — R dada em (3.21) é uma solucio do

PVIF (3.22), no sentido da Defini¢do 11.

Demonstra¢do. Primeiramente note que se f é continua entdo f é de quadrado integravel em
[0,L]. Assim, se considerarmos u(x,t) dada por (3.21) e definida em Z temos uma funcio
continua e também valem as condigbes de fronteira u(0,t) = w(L,t) = 0, para todo t > 0, e
a igualdade uy = Kugy, em Z%. Resta mostrarmos que u(z,t), dada por (3.21), é uma funcao

continua para todo t > 0. Assim, também teremos que
- nmwx
u(z,0) = limu(x,t) = Z cpsen — = f(x).

t—0 L
n=1

Note que em Z a série (3.21) ¢é limitada pela série Y o~ | |¢,|. Logo, basta mostrar que essa
série numeérica convirja e concluiremos que (3.21) converge uniformemente em &% usando o Teste
de Weierstrass.

Integrando por partes temos
2 [t nmwx
cn = L/o f(x)sen %dw

L 2 nwx

L
= ; {Lf'(x)cosLda:

L /
= o

onde ¢/, sdo os coeficientes de Fourier da derivada f’ estendida como uma func¢do par em [—L, L]

e 2L periodica em R. Assim,

L 1(( L\
ool = || 11 < 5 ((m) + <c;>2> .

Por hipotese, f’ ¢ de quadrado integravel, logo pela Desigualdade de Bessel temos

L
S <5 [ 1@k <.
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. 1
Além disso, como Y | — < 00, segue que
n

> 1| 1231
Dolenl <5 1D ()P + 5D —| < oo
n=1 n=1

n=1

3.4 Problema do calor com outras condicoes de fronteira

Nessa secfo estudaremos duas situacoes de PVIF com condicoes de fronteira diferentes das
estudadas na secdo anterior. Na primeira delas vamos considerar o caso em que a barra estd
isolada termicamente nas extremidades, ou seja, sujeitas as condigdoes de Neumann. Na segunda
situacao vamos considerar a um caso em que a barra estd submetida a temperaturas nao nulas

nas extremidades.

3.4.1 Condigoes de fronteira de Neumann

O problema matematico é determinar uma funcdo u(z,t), definida em %, tal que

up = Kug,, em %,
uz(0,t) = ugy(L,t) =0, parat >0, (3.31)

u(x,0) = f(z), para0<z<L.

Vamos usar a mesma, técnica usada anteriormente para obter uma candidata a solugao do
PVIF (3.31). Novamente usando o Meétodo de Separacao de Variaveis, substituimos u(x,t) =

F(z)G(t) na equacao do calor uy = Kug,, obtendo
F(a)G(2) = KF"(2)G(2),

0 que equivale a escrever

16 _ Fx)

KGE)  Fx)’

admitindo que F' e G nunca se anulam nos intervalos correspondentes.
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Como ja discutido na seg¢ao anterior, a equagao acima implica que o lado esquerdo e o lado

direito deve ser constantes. Assim,

1;/((;)) o e ;{g((tt)) 0, (3.32)
onde ¢ é um parametro que nao depende de = e t. Portanto, podemos escrever
G'(t)=cKG() t>0 (3.33)
e
F'(z) —oF(z)=0, 0<z<L, (3.34)

onde o deve ser determinado, de modo que as solugoes de (3.34) satisfacam as seguintes condic¢oes
F'(0)=F'(L)=0, (3.35)

as quais sao obtidas usando as condi¢oes de fronteira do PVIF (3.31).

Agora precisamos encontrar quais valores de o conduzem as solu¢oes F'(x) do problema de
valor de contorno dado por (3.34) e (3.35). Estamos interessados apenas nas solugoes F' nao
identicamente nulas. Analogamente & secao anterior, temos trés possibilidades para o valor de
o.

(i) Se o > 0, entdo a solucio geral da equacio (3.34) é da forma F(x) = c1eV7® + coeV?,
Logo

F'(z) = \Joc1eVo® — Jocse VT,

Portanto, para que F satisfaga as condi¢oes (3.35), o par de constantes (c1, c2) devera ser solucao

do sistema

\/561 - \/ECQ =0
ﬁcle*/a; — ﬁCQe_‘/EL = 0.

Note que nesse caso a tnica solucao é a trivial ¢; = ¢ = 0, o que implica F' = 0, logo esse caso

nao nos interessa.
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(74) Se o = 0, a solugao geral de (3.34) é da forma F(z) = ¢1 + caz, portanto
F'(z) = co, (3.36)

logo para satisfazer (3.35) devemos ter coL = 0, o que implica co = 0. Nesse caso a constante
¢1 pode ser escolhida de forma arbitraria. Além disso, uma solu¢ao G em (3.33) é também dada
por uma constante. Portanto, nesse caso temos que u(z,t) = C, sendo C' uma constante, sera
uma solucao da equacdo do calor em (3.31) que satisfaz as condigoes de fronteira.

(iii) Se o < 0, escrevendo —o = A2, teremos que a solucdo geral de (3.34) ¢ da forma
F(z) = c1sen Ax + ¢g cos Az,
logo
F'(z) = A\cj cos Ar — Aeg sen A\x. (3.37)
Agora, para que F satisfaga as condicoes (3.35), devemos ter

)\61:0

Acp cos AL — Aegsen AL = 0.

Assim, ¢; = 0 e como nao queremos queremos co = 0, devemos ter sen AL = 0 o que implica

AL = nm, onde n é um nimero inteiro ndo nulo. Nesse caso, os valores de —o = A2, dados por

n2m?
A\ = T3 (3.38)
sao os autovalores do problema dado em (3.33), (3.34) e as autofungoes associadas sdo
FE,(z) = cos ? (3.39)

Note que a fungdo acima é par, logo basta considerarmos n € N. Logo, para cada n, temos

correspondendo a cada o, uma solugao de (3.33) dada por

G (t) — €7n27T2Kt/L2.
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Portanto, para cada n € N, uma solugao da equacao em (3.31) que satisfaz as condigbes de

fronteira é
n(z, 1) = e KL oo ”%”” (3.40)

Pelo Principio da Superposi¢ao, dos casos (ii) e (iii) temos que qualquer combinacao linear

na forma
N nmwr
.2 2 2
§ :cne n*n?kt/L COS —— .
L
n=0

serd uma solucao da equagao do calor em (3.31), a qual satisfaz as condi¢des de fronteira desse
problema.

Analogamente ao que foi feito na se¢do anterior, suponha que seja possivel escrever
> nmwx
f(z) = z:ocncos < (3.41)
n=

onde ¢, sdo os coeficientes de Fourier de f estendida no intervalo [—L, L] de forma a ser uma

funcao par e 2L periddica em R, isto €,

1 L
o = / f(z)dz, (3.42)
L Jo
2 [k nwT
Cn = L/o f(:z)cosde, n=12... (3.43)

Portanto, a candidata a ser solu¢ao do PVIF (3.31) é dada por

oo
u(z,t) = Z epe TR L g ”Lﬂ’ (3.44)
n=0

onde ¢, sao os coeficientes de Fourier de f dados em (3.42) e (3.43).
O procedimento rigoroso para provar que (3.44) ¢ de fato uma solugao para o PVIF (3.31),
no sentido da Definicao 11, é muito parecido com o que foi feito na se¢ao anterior e serd omitido.

Basicamente, o esquema a ser seguido é o seguinte:

e analogamente ao que foi feito na demonstracao do Teorema 7, mostrar primeiramente que
a expressao (3.44) define uma fungao u continua em Z e possui as derivadas parciais u; e

Upe €M XZ;
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e por construcao, verificar que u satisfaz a equagdo do calor e as condigoes de fronteira do

PVIF (3.31).

e sobre a condi¢do inicial, note que a igualdade (3.41) seré verificada para cada z em € [0, L],
se exigirmos hipoteses de f como: continuidade e existéncia da derivada f’ como funcao

seccionalmente continua.

Dessa forma, usando integracao por partes, pode ser provado como na se¢ao anterior, que

¢n = ——dy, para cada n = 1,2,..., sendo d,, os coeficientes de Fourier da derivada f,
nmw
dados por
9 L
dy, = L/o f'(z) sen n—zwdaﬁ.
Portanto,
o o o0
L2 11 0
n=1 n=1 n=1

onde a convergéncia da ultima série é a consequéncia da Desigualdade de Bessel.

A desigualdade (3.45) implica que a funcio u definida em (3.44) é continua em Z e desse

modo satisfaz também a condicdo inicial do PVIF (3.31).

Caso f nao seja continua, analogamente a se¢ao anterior, podemos mostrar que, sob a hipétese

de f ser de quadrado integravel, a funcao (3.44) satisfaz a condicao inicial no sentido a seguir

) L L
}gr(l) ; u(m,t)go(x)dx:/o f(z)p(x)dz, (3.46)

para toda fungao ¢ seccionalmente continua.

3.4.2 Condigoes de fronteira nao-homogéneas

Nessa parte do trabalho vamos discutir o problema de conducao do calor numa barra sub-

metida a temperaturas nao nulas nas extremidades.
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O problema matematico consiste em determinar uma fungao u(x,t) tal que

u = Ky, em %
w(0,t) = ho(t), wu(L,t)=hi(t), parat>0, (3.47)

u(z,0) = f(x), para0<z <L,

onde f, hg e hy sdo funcoes dadas.
O objetivo é usar uma mudanca de varidveis para reduzir esse problema a um outro, com
condigoes homogéneas, do tipo ji estudado nas segbes anteriores. Entao, suponha que seja

possivel achar uma funcio v(z,t), de classe C? em %, tal que
v(0,t) = ho(t) e v(L,t) = hi(t). (3.48)

Entao designando por u a solucao do PVIF (3.47), segue-se que a fungdo w = u — v satisfaz o

seguinte problema

wy = Kwgy + g(z,t), em Z,
w(0,t) =w(L,t) =0, parat>0, (3.49)

w(zx,0) = f(x) —v(x,0), paral<zx <L,

onde g(x,t) = Kvgy — v4. Se for possivel determinar v de modo que ela seja solucao da equagao
do calor em Z, entao g = 0 e w é simplesmente uma solucao de um PVIF tipo (3.22), o qual ja

conhecemos o formato da solucdo. No préximo exemplo veremos um caso onde isso ocorre.

Exemplo 15. Sejam ho(t) = a e hi(t) = [ fungdes constantes em (3.47). Note que a fungao
v(z,t) = a+ (8 — a)x/L é uma solugdo da equagao do calor (homogénea). Assim, se u é uma

solucao do PVIF (3.47), entdo w = u — v é uma solugao do problema

wy = Kwy,, em Z,
w(0,t) =w(L,t) =0, parat>0, (3.50)

w(z,0) = f(x) —a— Bz

«
x, paraO<z<L.
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Por outro lado, vimos no Teorema 8 que uma soluc¢ao para o PVIF (3.50) é dada por

oo
C2r2Kt/L2  MTE
w(z, t) = E cpe” T KL sen ——,
n=1

B—
L
solugdo do PVIF (3.47), com ho(t) = o e hy(t) = B fungdes constantes, é dada por

e
z. Logo, uma

onde 0s ¢, sao os coeficientes de Fourier (em senos) da funcao f(z) — a —

oo
u(z,t) =a+ b ; Yo+ Z cpe KL gon ﬂLx (3.51)

n=1
3.5 Equacao do calor nao-homogénea

Nessa secdo vamos estudar a existéncia de solu¢do para o problema de conducdo de calor
num barra finita envolvendo uma equag¢do do calor nao homogénea. De maneira semelhante &
Secao 3.3, vamos considerar a temperatura nula nas extremidades. Mais precisamente, considere

o PVIF:

Ut:Ku:m:"'g(x) em %,
uw(0,t) =u(L,t) =0, parat >0, (3.52)

u(z,0) = f(x), paral0<uz<L,

Vimos na Secao 3.3 que, no caso g = 0, assumindo boa regularidade da func¢do f, que a

solugao do PVIF (3.52) é dada por

u(z,t) = Z cne TR L gop ﬂLx, (3.53)
n=1

onde ¢, sdo os coeficientes de Fourier de f.
Motivados pela expressao de u(z,t) descrita em (3.53), buscaremos uma solucdo para o PVIF

(3.52) na forma

nnx

u(z,t) = Z cn(t) sen - (3.54)
n=1

Note que a expressao de u(z,t) dada em (3.54) ja satisfaz as condi¢oes de fronteira do PVIF

(3.52).
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Considere a funcao g estendida no intervalo [—L, L] de forma a ser uma fung¢ao impar e 2L
periddica quando considerada em R. Admita também que ela é representada por sua série de

Fourier, ou seja,

o0
nmx
g(x) = Zlgn sen ——,
"

onde

2 L
In = L/o g(x) senn—zajdx.

Note também que devido a condigao inicial em (3.52), temos que ¢,(0), com n € N, devem

ser os coeficientes de Fourier de f, isto é,

L
cn(0) = frn = Z/o f(z)sen ?dm.

Substituindo (3.54) na equagao do calor do PVIF (3.52) temos
> nmx 72 & 7o — nm
; e, (t) sen < = _Kﬁ ngl cn(t)n? sen < + ; gnsen ——.

Da equagao acima temos

—Kn?n?

ou equivalentemente,

Kn?n?
cn(t) + %cn(t) =gn, VneN

Kn2n?

Para cada n, denotamos por o, = 72

Logo, multiplicando a equacao acima pelo fator

integrante e®*!, obtemos

Integrando a igualdade anterior temos que,

eant

1
+C = cu(t) = —gn + Ce o,

eo‘”tcn(t) =gn
(079 (079
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1
9n> . Portanto,

n

1
Note agora que f,, = ¢,(0) = —g, + C, 0 que implica C = (fn —
an

1 1 _
Cn(t) = a—gn + <fn + agn> e~ ant
n

n

Dessa forma, a candidata a solugao do PVIF (3.52) é dada por

n

(1 1
u(z,t) = Z [agn + <fn - agn) e“""t] sen ? (3.55)
n=1 n

Teorema 9. Suponha que f e g sdo fungoes continuas com derivadas seccionalmente continuas
em [0, L] e além disso f(0) = f(L) = g(L) = g(0) = 0. Entdo, a expressio dada em (3.55) €
k 2,,2

LG,fn e gn S0 0s coeficientes de Fourier de f

uma solu¢do para o PVIF (3.52), onde oy, = 7

e g, respectivamente.

Demonstra¢ao. Vejamos primeiramente que u(x,t) dada em (3.55) é uma funcdo continua em
Z = [0,L] x [0,4+00). Para isso, basta mostrar que u(x,t) converge uniformemente em %. Para

iss0, note primeiramente que

1 1
‘ |:.gn + <fn - gn> e_a"t] sen nre
an an L

1 1
< —gn + fn — —0n
an, an,

2
7‘gn| + ‘fn|a
Qp

IN

para todo (z,t) € Z.

Agora vejamos que a seguinte série numeérica é convergente
o0
2
E 7|gn| + |fn’ :
(79
n=1

Usando o lema de Riemann-Lebesgue, como g, é limitada, existe ¢y > 0 tal que |g,| < ¢g, para

todo n. Assim,

=2 20012 <= 1
Zi|gn| = k2 g < 10
n=1 " =1

. L - : . .
Agora usando a relagdo f, = — f,, onde f], sdo os coeficientes de Fourier da derivada f’, teremos
nm

1 L2

L Lo
= — < - —
’fn| nﬂ_|fn‘ = 9 n22 + 2|fn‘ )
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1 1
onde na desigualdade acima usamos o fato que |ab| < §a2 + 562, para a,b € R. Logo,

= 1P 1 1K,
Z|fn| < §ﬁ2§+52|fn\
n=1 n=1 n=1

112 1 1 [L
/|f@Wm<+m,
0

2l
n=1

IN

onde usamos que f’ é de quadrado integravel uma vez que é uma seccionalmente continua.
Portanto, a série numérica
[ 2
Z (‘gn| + |fn’> )
Qn
n=1
é covergente.

Segue pelo Teste M de Weierstrass que a série u(z,t), dada em (3.55), converge uniforme-
mente em Z, logo é uma funcdo continua em Z.

Vamos agora provar que u(z,t) é de classe C? em Z. Vejamos inicialmente que u(z,t) é
de classe C' em 2. Para isso basta mostrar que as séries obtidas derivando termo a termo
a série (3.55) convergem uniformemente em cada subretangulo %Z1a2 = |21, 3] X [t1,ts], com
0 <z <23 < Lel<t <ta < +oo. Devemos entdo, mostrar que as seguintes séries

convergem uniformemente em %12,

(90 = anfa)e " sen 2=, (3.56)
n=1

— [1 1

Zn [a <fn — agn) e_a”t} sen n% (3.57)
n=1 n n

Considere ¢y > 0 tal que |f,| < co e |gn| < co, para todo n € N. Logo,

_ nmwr _
(g0 = anfa)e™ ™ sen 2| < (gul + anlfue"
k 2
< (Co + ;nQC()) 6_01”2, (3.58)
knt
onde ¢; = 722 Lo

Para que a série numérica com termo geral dado pelo lado direito da desigualdade (3.58) seja

70



convergente basta notar que a série numérica
o
_ 2
E nPe 4", (3.59)
n=1

é convergente, qualquer que seja p € Z. De fato, isso segue pelo Teste da Razao uma vez que

—c1(n+1)? p
hm (n * 1)p€ CIEn ) = hm (n + 1) 6_61(2n+1) = 0
n—oo nPe—cin n—oo n

Portanto, pelo Teste M de Weierstrass a série dada em (3.56) converge uniformemente em %1s.

Analogamente, para provar que (3.57) converge uniformemente em %12, note que

1 1 L? _
n|—gn+( fo——)e | sen nmx < —|gn| + 2cone @t Y(x,t) € #12.
o, « L k2

n

Vamos entao verificar que as seguintes séries numeéricas sao convergentes

00 00 )
D lgal e D omem,
n=1 n=1

kr?ty
12
A primeira delas é convergente uma vez que f e g tem as mesmas hipdteses e provamos que

sendo ¢ =

Yooy |fn| € convergente. A segunda série é convergente pois ela ¢ da forma (3.59).

Segue pelo Teste M de Weierstrass a convergéncia uniforme da série (3.59) em %15. Como
F12 C R foi tomado arbitrariamente, concluimos que u(z,t) é de classe C! em Z.

Agora, vejamos que u ¢ de classe C? em Z%. Analogamente aos argumentos anteriores, basta
mostrar que as séries obtidas ao derivar termo a termo as séries (3.56) e (3.57) convergem
uniformemente em cada subretangulo da forma %12 = [x1, 22] X [t1,12], sendo 0 < 21 < 29 < L
e 0 <t <ty < —+o0.

Basta entao mostrar que as seguintes séries convergem uniformemente em Z1s.

o
5 (g — e sen "2E 360
n=1
o

1 1
an [gn =+ <fn - gn) e_o‘"t] sen nrE. (3.61)
n=1 On Qn L
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Note que o termo geral da primeira dessas séries é limitada da seguinte forma

nmwx

#H(gn — anfu)e” " son =] < 0¥ ((gal + anlfal)em
2
< n?*(co+ inQCO)e*CmQ,
L
k 2
onde ¢ = %tl > 0.

Como Y n2e=1"* ¢ Y nte=e1"* convergem pois sdo séries da forma (3.59), entdo a série
(3.60) converge uniformemente em Z15.
Em relacao a série (3.61), note que temos a seguinte limita¢ao para o termo geral

1 1
n2 |: Gn + (fn - gn) e—ant:| sen o <
ap, « L

n

L2
Kn?

c1n?

2
—cin 2 _—
™4 cone ,

cpe

para todo (z,t) € Z13. Como 3 =" ¢ " n2e=41"" convergem, segue a convergéncia uniforme
de (3.61) em Z1o.

Uma vez que o subretangulo Z15 C Z foi tomado arbitrariamente, concluimos que u(z,t) é
de classe C2? em Z.

Por fim, uma vez que ja sabemos que (3.55) ¢ uma funcio em C (%) N C?(%#), temos pela
propria construcao feita anteriormente que u(z,t) satisfaz a equagdo do calor do PVIF (3.52).

As condicoes de fronteira e a condicao inicial sao facilmente verificadas. O

3.6 Unicidade de solucao

Nesta segao provamos a unicidade da solugao do PVIF (3.52) que foi estudada na Sec¢ao 3.5.
No caso particular em que g = 0, temos o PVIF (3.22), cuja solucao foi encontrada na Segao 3.2.
Para isso, usamos como resultado principal o conhecido Principio do Méximo-Minimo, descrito

a seguir.

72



Teorema 10 (Principio do Maximo-Minimo). Seja u(z,t) uma fungdo continua no reténgulo
R1o = {(z,t);21 <z <29, t1 <t <t} e tal que uy = Kugy, para x1 < x < 9 e t1 <t < to.

Entio o mdzimo de u € assumido em um dos sequintes lados de F1:
h={z=a1,t1 <t<tx}, b={x1<z<zyt=t1}, lz={z=x9,t; <t <ts}.

Demonstra¢do. Primeiramente, segue do Teorema de Weierstrass que u assume valor méximo e
valor minimo em %12, pois u é continua e %15 € um conjunto fechado e limitado.

Denote por [ =11 Uls Ul3 e considere as constantes
M = max{u(z,t); (z,t) € Z} e m = max{u(z,t); (z,t) €l}.

Logo, em particular, temos que m < M, pois | C #. Porém, afirmamos que m = M.
De fato, suponha por contradicdo que a desigualdade seja estrita, isto é, m < M. Seja entdo

(xo,t0) € Z\ 1, tal que u(zg,tg) = M e defina a funcao

_ 2 @
U(.fL‘,t)—U(IE,t)—Fﬁ(Iﬂ—:E()) ) ($7t) 6’%7
sendo L = x9 — 7.
Note que para cada (z,t) € [, temos
M — M —
v(x,t) <m+ 4L2mL2:m+ 4m<M.

Além disso, v(xo,tg) = M +0 = M = u(xg,tp). Dessa forma, concluimos que o méaximo da
fungdo v, considerada em %, ndo ocorre nos lados [.

Considere um ponto (Z,7) € Z \ I, onde v atinge o valor maximo.

(1) Se (x,t) € Z, entao como Z ¢é aberto e (T,t) é ponto de maximo, segue que Vu(T,t) =0,

logo v (%, t) = 0. Além disso, temos vy, (T, t) < 0.

(i) Se (z,t) & tal que, t = ty3 e 11 < x < x9, considere a fungdo ¢ : I — R, dada por

¢(x) = v(x,ta), sendo I o intervalo (z1,x2).

Note que a fungdo ¢ assume o valor maximo em T, o que implica ¢”(Z) < 0, portanto

vmx(f7 tg) <0.
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Além disso,

Vg (T, Ifz) = lim

= lim
6—0+ 1)

Dos argumentos anteriores, se (Z,t) € Z \ | € um ponto de méaximo de v, concluimos que

) >0 e ve(T,f) <O0. (3.62)

<
3
—
0]

(S|

o que implica

M —m

v (T, 1) = w (T, t) = Kugy(T,t) = K |32 (T, 1) — 577

< Kvge (T, 1),

0 que contraria (3.62). Portanto, o méaximo da fun¢ao u ocorre em .
Afirmamos que o minimo de v também ocorre em [. De fato, seja w = —u. Logo w é continua

em Z e wy = Kwg,. Segue pelo que vimos anteriormente que o maximo de w ocorre em [. Porém,

max(w) = —min(u), portanto min(u) = — max(w) e segue a validade de afirmagcao.
O
Corolario 1. Se u ¢ uma funcio continua em Z = [0, L] x [0,+00), que satisfaz
u = Kug,, emZ, (3.63)
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (3.64)
u(z,0)=0, 0<z<IL, (3.65)

entao u = 0.
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Demonstracdo. Sejam z1 = 0, o = L, t1 = 0 e to > 0 arbitrario. Como u é continua em
R1o = [x1,12] X [t1,12] € em P1o & valida a equacdo do calor (3.63), entdo pelo Principio do
Méximo-Minimo temos que o méximo de u ocorre em [ = [; Uly Ul3. Porém, de (3.64) e (3.65)
temos que u = 0 em /. Como méximo e minimo de u ocorre em [, segue que v = 0 em Z1».

Como ty > 0 é qualquer, entdo u = 0 em Z.

Teorema 11 (Unicidade de solugao). O PVIF dado por

up = Kugy + g(z), em %,
w(0,t) = ho(t), wu(L,t)=hi(t), t>0,

u(z,0) = f(z), 0<z<L,

caso tenha solucdo u € C(%Z) N C*(R) ela ¢ tnica.

Demonstragio. Suponha que uy,us € C(#) N C*(#) sao solucdes desse PVIF. Logo, a funcio

u = u] — ug satisfaz o seguinte PVIF:

u = Kug,, em %,
uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

u(z,0) =0, 0<x<L.

Portanto, pelo Corolario 1, temos que u = 0 em %, ou seja, u; = ug em Z.

O

Por fim, os resultados provados nessa se¢ao, juntamente com a existéncia de solucao discutida

nas Segoes 3.3 e 3.5, nos fornecem o seguinte teorema.

Teorema 12. Se f e g sdo fung¢des continuas com derivadas seccionalmente continuas no in-
tervalo [0, L] e, além disso, f(0) = f(L) = g(0) = g(L) = 0, entdo existe uma tnica solug¢ao
u € C(Z)NC*R) que satisfaz o PVIF:

uf:Kum—l—g(l’), em%a
u(0,t) =u(L,t), t>0,

u(z,0) = f(z), 0<z<L.
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Consideracoes finais

Ao decorrer desse trabalho foi possivel relembrar varios resultados de Analise Matemaética,
principalmente propriedades relacionadas & convergéncia de sequéncias e séries de fungdes. Isso
nos auxiliou a estudar a parte principal do trabalho que foi a série de Fourier, seus coeficientes
e algumas aplicacdes. Usando isso e a modelagem matemaética do problema de conducao de
calor numa barra finita, obtemos uma solugdo empregando o Método de Fourier. Dessa forma,
percebemos que a série de Fourier € uma ferramente de grande importancia para a resolucao de

problemas matematicos e fisicos.
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