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RESUMO

Este trabalho tem como principio introduzir ambas as teorias de Galois e de Picard-
Vessiot apresentando exemplos e algumas de suas aplicagoes, bem como um contexto
historico. Entre as aplicagoes abordadas, apresentaremos resultados que determinam se
uma equacao polinomial é soluvel por radicais, justificaremos a impossibilidade das cons-
trugoes dadas pelos Problemas Classicos da Matematica Grega, e mostraremos critérios

para determinar se uma fungao com entrada real possui primitiva elementar.
Palavras-chave: Teoria de Galois; Corpos diferenciais; Teoria de Picard-Vessiot; Teoria

de Galois Diferencial; Solubilidade de equagoes polinomiais; Construgoes com régua e

compasso; Integracao em termos de funcoes elementares.
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ABSTRACT

The principle of this work is to introduce both Galois and Picard-Vessiot theories, pre-
senting examples and some of their applications, as well as a historical context. Among
the applications discussed, we will present results that determine whether a polynomial
equation is solvable by radicals, we will justify the impossibility of the constructions given
by the Classical Greek Problems, and we will show criteria to determine whether a real

input function has an elementary primitive.

Keywords: Galois Theory; Differential fields; Picard-Vessiot Theory; Differential Ga-
lois Theory; Solubility of polynomial equations; Constructions with ruler and compass;

Integration in elementary terms.
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Introducao

A Teoria de Galois é um ramo da matematica, originalmente introduzido por Evariste
Galois (1811-1832), que conecta a teoria de corpos com a teoria de grupos. Esta conexao
ocorre através do Teorema Fundamental de Galois, que permite trazer alguns problemas
da teoria de corpos para a teoria de grupos.

Galois introduziu a matéria ao estudar raizes de equacoes polinomiais. Este estudo
permitiu que ele caracterizasse equagoes polinomiais que sao soliveis por radicais em ter-
mos de propriedades do grupo de permutacoes de suas raizes. Uma equacao ¢ dita solivel
por radicais se suas raizes puderem ser expressas por uma formula que contenha apenas
inteiros, raizes n-ésimas e as quatro operagoes aritméticas basicas (adi¢ao, subtragao, mul-
tiplicacao e divisao). O interessante é que essa descoberta de Galois demonstra o Teorema
de Abel-Ruffini, que afirma que um polinémio geral (com coeficientes indeterminados) de
grau maior ou igual a 5 nao é soluvel por radicais, teorema o qual a prova foi publicada
pouco antes de Evariste Galois introduzir sua teoria.

A Teoria de Galois também teve outras aplicacbes surpreendentes. Através dela, é
possivel mostrar que os trés problemas cléssicos da matematica grega nao podem ser resol-
vidos como foram enunciados (a duplica¢ao do cubo, a trisec¢ao do dngulo e a quadratura
do circulo), e também é possivel caracterizar os poligonos regulares que sao construtiveis
(esta caracterizacao foi dada anteriormente por Gauss, mas todas as provas conhecidas
de que esta caracterizacao esta completa requer a teoria de Galois).

No final do século XIX foi introduzida a Teoria de Galois Diferencial, também chamada
de Teoria de Picard-Vessiot, por Emile Picard e Ernest Vessiot. Esta teoria estuda as
solucoes de equacoes diferenciais ordinarias lineares, além de permitir descrever quando
uma equagao diferencial ordinaria linear pode ser resolvida através de quadraturas em
termos de propriedades do grupo de Galois diferencial. Uma equacao diferencial ¢ dita
soltivel por quadraturas se sua solucao geral puder ser expressa em termos de uma ou
mais integrais. Uma outra aplicagao desta teoria ¢ no estudo da integracao em termos de
fungoes elementares.

Esse trabalho tem como objetivo introduzir ambas as teorias de Galois e de Picard-
Vessiot através de exemplos, e mostrar algumas de suas aplicagoes.

O trabalho esta estruturado da seguinte maneira: o capitulo 1 aborda um pouco a

respeito da historia das teorias de Galois e Picard-Vessiot, o capitulo 2 apresenta alguns



conceitos preliminares das teorias de grupos, corpos e anéis necessarios para os capitulos
seguintes, o capitulo 3 apresenta uma introducao a teoria de Galois e algumas de suas
aplicagoes, e o capitulo 4 apresenta uma introducao a teoria de Picard-Vessiot e sua
aplicacao no estudo da integracao em termos de func¢oes elementares.

E fortemente recomendado que o leitor tenha realizado os cursos de Calculo em uma
Variavel Real, Algebra Linear e Teoria de Ntimeros antes da leitura deste trabalho. Os
conceitos basicos necessarios das teorias de grupos, corpos e anéis sao introduzidos no
trabalho.



Capitulo 1

Um pouco de histéria

1.1 Teoria de Galois

1.1.1 Surgimento

A Teoria de Galois surgiu com o estudo dos polindémios simétricos. Este estudo foi pela
primeira vez formalizado no século XVI pelo matematico francés Frangois Viéte. No século
XVII, Albert Girard conseguiu entender um padrao geral de formagao dos coeficientes das
equagoes polinomiais a partir da soma e do produto de suas raizes.

O problema para equagoes ctbicas foi parcialmente resolvido no século XVI pelo itali-
ano Scipione del Ferro, que entretanto nao publicou seu trabalho. Esta solugao depois foi
redescoberta de forma independente em 1535 por Niccold Fontana Tartaglia, que depois
compartilhou esses resultados com Girolamo Cardano. Cardano estendeu esse resultado
para outros casos. Seu aluno Lodovico Ferrari resolveu o problema para equacoes quarti-
cas. Em 1545, Cardano publicou resultados incluindo o método de Tartaglia e o problema
para equagoes quarticas em seu livro Ars Magna. Entretanto, Cardano nao exibiu uma
formula geral para resolver essas equagoes em seu livro, pois na época nao tinha sido defi-
nido os conceitos de niimeros complexos e nem a notagao algébrica que pudesse descrever
uma equacao cubica geral. Foi apenas em 1572 que Rafael Bombelli conseguiu resolver
todas as formas possiveis da equacgao ciibica.

Um passo adiante nessa area foi dado em 1770 por Joseph-Louis Lagrange, quando
analisou em seu artigo Réflexions sur la résolution algébrique des équations as solucoes
das cubicas e quarticas de Cardano e Ferrari, considerando-as em termos das pemutagoes
de raizes, o que forneceu uma compreensao das solu¢oes em geral e estabeleceu as bases
para a teoria de grupos e de Galois.

O problema para equacgoes quinticas foi quase solucionado por Paolo Ruffini em 1799,
que trabalhou com grupos de permutagoes. Mas sua solugao tinha uma brecha que s6 foi
resolvida por Niels Henrik Abel, que publicou a prova completa em 1824 da impossibili-

dade de um polinémio geral (com coeficientes indeterminados) de grau maior ou igual a



5 ser soluvel por radicais, resultado que ficou conhecido como o Teorema de Abel-Ruffini.
O critério preciso para determinar se uma equacao polinomial de grau 5 ou superior é

soluvel ou nao so6 foi dado por Evariste Galois.

1.1.2 Desenvolvimento

Evariste Galois nasceu em 25 de outubro de 1811, na cidade de Bourg-la-Reine, que
fica a alguns quilometros ao sul de Paris. Seu pai, Nicolas-Gabriel era proprietario de
uma escola. Sua mae, Adélaide Demante, era filha e irma de juristas da Faculdade de
Direito de Paris. Ela recebeu de seu pai uma cuidadosa e extensa educacdo. Até Evariste
ter doze anos, ela foi sua tnica professora. No outono de 1823, ele entrou em Louis-le-
Grand, um dos célebres liceus de Paris, a dois passos de Sorbonne e do College de France.
Aos quinze anos ele comegou o seu estudo em matemaética, entrando na classe conhecida
como Mathématiques préparatoires. Um novo mundo se abriu para ele e o estudo da
matemética se tornou a paixao de sua vida. Evariste comecou a estudar autores originais,
especialmente Lagrange.

No outono de 1828, Galois ingressou na classe de Mathématiques spéciales, a cargo do
matematico e professor Richard. Sob sua direcao inteligente e simpatica, o progresso de
Galois tornou-se ainda mais notavel. Suas solugoes originais de problemas propostos em
classe eram expostas por Richard com muitos elogios.

Aos dezessete anos, Galois fez suas primeiras descobertas na teoria das equagoes que
sao soluveis por radicais. Ele redigiu um breve texto sobre o assunto e Cauchy o levou
para apresentar & Academia de Ciéncias. Infelizmente, nunca mais se ouviu falar deste
texto. Nessa época também foi publicado seu primeiro artigo, intitulado Démonstration
d’un théoréme sur les fractions continues périodiques, aparecendo no Annales de Gergonne
de marco de 1829.

Galois tinha um desejo muito forte de entrar na Ecole Polytechnique, a primeira escola
de Matematica da Franca. Ele se apresentou duas vezes para o exame, mas foi reprovado
em ambas as vezes, o que chocou pessoas que conheciam sua genialidade. Galois tinha
o habito de trabalhar quase que exclusivamente em sua cabega quando fazia matema-
tica. Muitos fatos que requeriam demonstragao, para Galois eram triviais e evidentes,
o que causou descontentamento dos examinadores. Infelizmente os examinadores eram
incapazes de apreciar os extraordinarios talentos do jovem que estava em sua frente.

N&o sobrava nada para Galois, além de entrar na Ecole Préparatoire, um destino
que enchia seu coragao com amargura e desespero. Durante esse periodo, Galois também
recebe a péssima noticia do falecimento de seu pai, a quem ele ternamente amava. Mesmo
assim, Galois continuou com seus estudos na matemaética, expandindo o seu ja vasto
conhecimento e amadurecendo suas proprias descobertas.

Durante seu primeiro ano na Ecole Préparatoire, ele publicou quatro textos. Em



janeiro de 1830, Galois apresentou a Academia outro texto contendo informacoes deta-
lhadas sobre sua pesquisa. Este texto foi encaminhado para Fourier, mas infelizmente,
Fourier faleceu logo apds isso, e o texto se perdeu. No final de 1830, Galois foi expulso da
Ecole Préparatoire por se envolver em polémicas politicas. Logo depois, Poisson convidou
Galois a fazer uma nova redacao de suas pesquisas e se voluntariou para apresentéa-lo
pessoalmente & Academia. Inspirado por uma nova esperanca, Galois escreve o tnico
texto finalizado que temos registro de sua grande teoria no ramo de solugao de equagoes,
cujo titulo & Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaur. Neste mesmo
periodo, Galois abriu um curso de Algebra Avancada que ocorreria em uma livraria perto
de Sorbonne. Infelizmente este texto foi declarado ininteligivel por Poisson.

Galois estava ja associado a faccao mais reacionéaria do partido republicano, e cada
vez se afundava ainda mais na confusao politica que estava estourando na Franca. Ja
havia sido preso duas vezes por ofensas politicas, ele passou a maior parte do ultimo
ano de sua vida na prisao de Sainte-Pélagie. Em marc¢o de 1832 irrompeu uma epidemia
de colera em Paris e os prisioneiros de Sainte-Pélagie foram libertados. Nas semanas
seguintes, Galois se envolveu em um romance com uma mulher chamada Stéphanie-Félice
Poterine du Motel. Stéphanie ja era comprometida com um cidadao chamado Pescheux
d’Herbinville, que descobriu a infidelidade de sua noiva. Pescheux ficou furioso, e sendo
um dos melhores atiradores da Franca, ele nao hesitou em desafiar Galois para um duelo
ao raiar do dia. Galois tinha o presentimento que morreria e por conta disso, no dia
anterior ao duelo, ele registrou todas as suas ideias no papel e escreveu cartas para seus
amigos explicando as circunstancias.

No dia 29 de maio de 1832, na noite anterior ao duelo, Galois que ja estava certo que
iria morrer escreveu uma carta para seu amigo Auguste Chevalier. Ele pediu para que
Chevalier implorasse a Gauss e Jacobi em darem suas opinioes, nao na verdade, mas sim
na importéancia de seus teoremas. Em conformidade com os desejos de Galois, a carta foi
publicada em setembro de 1832 no Revue Encyclopédique e uma nota editorial afirmava
que todos os manuscritos de Galois apareceriam em breve no mesmo jornal sob a diregao
de Chevalier. Infelizmente, este nao foi o caso e a carta nao obteve a atencao que merecia.
Foi apenas em setembro de 1843 que Liouville, aquele que havia preparado os artigos de
Galois para publicagao, anunciou para a Academia que Galois havia resolvido o problema
da solubilidade de equagoes por radicais. Mas a publicacao do artigo de 1831 em questao
foi postergada até 1846. Ao mesmo tempo, entre 1844 e 1846, Cauchy voltou a estudar
grupos, estudo no qual ele estava parado desde 1815. Isto o ajudou a esclarecer as ideias
de Galois e o significado de seu trabalho comegou a ser apreciado. Apenas em 1852, 20
anos apo6s a morte de Galois, que sua teoria foi disponibilizada para o publico geral de
forma inteligivel e estabelecida com total rigor. De acordo com Weber, Kronecker tomou
ciéncia da teoria de Galois durante sua visita a Paris em 1853, onde esteve intimamente

associado a Hermite, Bertrand e outros importantes mateméticos franceses. A primeira



mencao que Kronecker faz ao nome de Galois estd em uma carta a Dirichlet em margo de
1856. Dedekind também se familiarizou muito cedo com a teoria de Galois, uma vez que
ele lecionou em 1857-1858 sobre algebra avangada e em especial sobre teoria de Galois.
Segundo Weber, este foi provavelmente o primeiro relato a respeito da teoria de Galois
feito em uma universidade alema. O primeiro relato dado em um livro de algebra esta
na terceira edigao da algebra de Serret (1866). A partir dai, o conhecimento da teoria de
Galois se tornou possivel para o mundo todo.

Muitos fragmentos de manuscritos nao publicados de Galois foram editados e publica-
dos por Jules Tannery em 1907. Finalmente, em 1961, R. Bourgne e J. P. Azra editaram
uma critica cole¢ao que retne todos os escritos de Galois (papéis, cartas e rascunhos de
seus artigos).

A teoria de corpos foi criada por Steinitz em 1910 e se desenvolveu rapidamente na
década seguinte quando Emil Artin demonstrou resultados dentro deste ramo. A Teoria
de Galois que conhecemos atualmente se deve em grande parte ao matemaético austriaco
Emil Artin (1898-1962), também conhecido com um dos fundadores da algebra abstrata

moderna.

1.1.3 Filosofia

A Teoria de Galois observada do ponto de vista filosofico foi e ainda é muito rica, por
conta do seu grande significado tanto na evolugao da metodologia matematica, quanto
na mudanca de mentalidade matematica. A Teoria de Galois trouxe justificativa para
diversos contetidos matematicos algébricos e geométricos, muitos dos quais geralmente
sao aprendidos durante a Educagao Basica. Ela também auxiliou no surgimento e no
desenvolvimento da teoria de grupos, estudo que se tornou base do ramo da algebra

abstrata.

1.2 Integracao em termos finitos

1.2.1 Estudos de Liouville

O matematico francés Joseph Liouville (1809-1882) é geralmente conhecido como o
fundador da teoria de integracao em termos finitos. Entre os anos de 1833 e 1835, Liouville
investigou se era possivel determinar se uma dada integral indefinida poderia ser expressa
como uma funcgao explicita finita, isto é, em termos finitos utilizando apenas funcoes
algébricas, logaritmicas, exponenciais, trigonométricas, ou inversas trigonométricas. Em
1834, Liouville determinou uma férmula para calcular a integral indefinida de uma funcao
algébrica que pode ser expressa em sua forma explicita finita. Esse resultado permitiu

que Liouville verificasse que certas integrais elipticas nao podiam ser expressas em termos



finitos. Em 1835, Liouville generalizou este resultado, e, com isso, demonstrou que certas
ex

integrais, dentre elas a integral | — dx, nao podiam ser expressas em termos finitos.
x

Na verdade, varios matematicos do século XVIII ja tinham mencionado resultados
semelhantes e, de fato, inspiraram o estudo de Liouville. Entre estes matematicos, estao
Alexis Fontaine e Marie-Jean Marquis de Condorcet. Liouville disse que faltava prova e
exatidao em muitos dos teoremas de Fontaine. A respeito da impossibilidade de expressar
certas integrais elipticas em termos finitos, Pierre-Simon Laplace afirmou ter provado,
mas nunca publicou provas rigorosas destes seus teoremas.

Apos este estudo sobre integrais indefinidas, Liouville comegou a estudar as solugoes
de equagoes diferenciais ordinéarias em termos finitos. A complexidade deste estudo pode
ser vista no tempo que se passou desde que ele comegou a estudar isto em 1834 até quando
ele publicou o seu primeiro artigo sobre este topico em 1839 (mais que o dobro do tempo
que ele necessitou para desenvolver sua teoria da integracdo em termos finitos). O seu
ultimo artigo em 1841 concluiu o seu estudo nessa area.

Para integrais indefinidas, o problema geral de Liouville continuou sem solucao: “Dada
uma funcao explicita finita, como podemos determinar, em um niimero finito de etapas,
se a integral desta funcao também ¢é explicita finita? E caso ela seja, como calcular essa
integral?” Esta pergunta ficou sem resposta até 1970 quando Robert H. Risch desenvolveu

um algoritmo que resolvia esse problema.

1.2.2 Estudos posteriores

Em 1841, Liouville concluiu seu estudo na teoria de integragdo em termos finitos e
parte da pesquisa feita por Liouville permaneceu oculta por praticamente um século.
Em 1948, através do livro Integration in Finite Terms: Liouville’s Theory of Elementary
Methods, o matematico estadunidense Joseph Fels Ritt (1893-1951) trouxe a tona estudos
de Liouville nessa area que nunca haviam sido publicados. Por 30 anos, quase até sua
morte em 1951, Ritt produziu uma série de artigos e livros que abriram um novo campo
da Matematica: a algebra diferencial.

Em 1946, o matemético ucraniano Alexander Markowich Ostrowski (1893-1986) refor-
mulou o teorema de Liouville em um cenario algébrico, utilizando a nog¢ao de extensoes
de corpos diferenciais.

Em 1968, o matematico estadunidense Maxwell Alexander Rosenlicht (1924-1999) pu-
blicou o primeiro trabalho puramente algébrico a respeito da teoria de Liouville nas fun-
¢Oes com primitivas elementares, fugindo completamente da abordagem analitica do tra-
balho de Liouville. Em 1970, Robert Risch (1939), aluno de Rosenlicht, forneceu um
algoritmo que resolvia o problema geral.

Os avancos ocorridos no inicio da década de 1970 vieram juntos com o avango tecnolo-

gico e com a chegada dos computadores, pois refinaram todo esse estudo em ferramentas



praticas, e, com isso, técnicas matematicas puramente abstratas puderam ser reduzidas

em algoritmos funcionais.

1.2.3 Surgimento da Teoria de Picard-Vessiot

O matematico noruegués Sophus Lie (1842-1899) desenvolveu estudos na area da teoria
de grupos e equagoes diferenciais. A teoria dos grupos e algebras de Lie é hoje uma parte
fundamental da matematica que possui muitas aplicagdes, mas sua inspiragao original foi
o campo das equacoes diferenciais. Os matematicos do século XIX viam a arte de resolver
equacoes diferenciais como simples aplicagoes de técnicas especiais. Lie percebeu que essas
técnicas especiais faziam parte de um procedimento baseado na invariancia de solugoes
das equagoes diferenciais sob um grupo continuo de simetrias. Para estudar esses grupos
continuos, Lie associou a cada grupo continuo um espago vetorial correspondente munido
de uma multiplicagao que era “antiassociativa’. Disto, surgiu o que chamamos hoje de
grupos de Lie e &lgebras de Lie. Lie tentou associar grupos continuos com equagoes
diferenciais no mesmo espirito do trabalho de Galois com equagoes polinomiais. Ele
provou que as equacoes que correspondiam a grupos continuos soliveis eram soluveis por
quadraturas. A teoria de equagoes diferenciais proposta por Lie ficou tao famosa na época
que encontrou lugar até no curriculo de algumas universidades. Entretanto, este topico
sumiu depois da formulacdo abstrata dos grupos de Lie e algebras de Lie dada por Elie
Cartan (1869-1951) ter ganhado dominancia.

Uma teoria mais refinada, a “Teoria de Galois para equagoes diferenciais” foi proposta
por Charles Emile Picard e Ernest Vessiot para equacoes diferenciais ordinarias lineares
homogéneas. Em 1948, o matematico estadunidense Ellis Robert Kolchin (1916-1991)
escreveu o artigo Algebraic matric groups and the Picard-Vessiot Theory of homogeneous
linear ordinary differential equations, formalizando a Teoria de Picard-Vessiot que conhe-
cemos atualmente. O estudo de Kolchin abriu portas para o desenvolvimento da teoria de
grupos algébricos lineares e impulsionou a pesquisa na area de algebra diferencial iniciada
por Ritt.



Capitulo 2
Conceitos preliminares

Neste capitulo, iremos introduzir conceitos preliminares necessarios para o desenvol-
vimento do trabalho. Estes conceitos abrangem defini¢oes e resultados bésicos do estudo

de grupos, corpos e anéis, bem como critérios de irredutibilidade de polindémios.

2.1 Grupos

Defini¢ao 2.1. Um grupo é um conjunto G munido de uma operagao (*) que satisfaz

as seguintes propriedades:
(a) Existe um elemento e € G tal que ex g =g*e =g, Vg € G (elemento neutro);

(b) Para qualquer g € G, existe um elemento h € G tal que gxh = h* g = e (todo

elemento possui inversa);
(c) gx(hxk)=(gxh)xk, Vg, h k€ G (associatividade).
Se G é um grupo, entao G é dito um grupo abeliano se
(d) gxh="hxg,Vg,h € G (comutatividade).

Normalmente chamamos a operagdo (*) de multiplicacdo e omitimos o seu simbolo,
isto é, podemos escrever gh ao invés de g * h.
O elemento neutro de um grupo ¢é nico. Da mesma forma, a inversa de todo elemento

de um grupo é tnica.

Definicao 2.2. Sejam GG um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Se H é um grupo
com a mesma operacao de GG, entao dizemos que H é um subgrupo de G, e denotamos

H<G.

Proposicao 2.3. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que

H € um subgrupo de G se, e somente se, H satisfaz as sequintes propriedades:



(a) eq € H;
(b) g,h € H=ghe H;
(c) he H=h"'€H.

Demonstracao.

(=) Seja H um subgrupo de G. Entao as propriedades (a), (b) e (c) seguem de
imediato pelo fato do elemento neutro ser tnico e da inversa de todo elemento de G ser
Gnica.

(<) A condicao (a) mostra a existéncia do elemento neutro em H. A condigao (b)
nos mostra que a operacao de G induz uma operacao em H e essa operagao é também
associativa em H, pois ela é associativa em G. A condigao (¢) mostra que todo elemento

de H possui inversa em H. Logo, H é um subgrupo de G. O

Definicao 2.4. Seja S um subconjunto do grupo G. O subgrupo gerado por S é o

menor subgrupo de G que contém S e é denotado por (S).

Vocé pode se perguntar o motivo de tal menor subgrupo sempre existir. Uma maneira
de entender isto é perceber que dada uma familia arbitraria {H,};c, de subgrupos de G,
a intersegao [ ics Hj também define um subgrupo de G. Entdo, para determinar (S,
basta intersectar os elementos da familia {H : S C H < G}.

Definigao 2.5. A ordem de um grupo G é a quantidade de elementos de G, e é
denotada por |G|. Se G nao é finito, dizemos que G possui ordem infinita. A ordem de
um elemento g € G, denotada por O(g), é definida como o menor nimero natural tal

que g" = e, se tal n existir. Caso contrario, dizemos que g possui ordem infinita.

Definicao 2.6. Um grupo G é dito grupo ciclico se ele é gerado por um tnico elemento,
ou seja, G = (g) para algum g € G. Em geral, se S C G e (S) = G, dizemos que G é
gerado por S.

Vamos ver alguns exemplos de grupos.
Exemplos 2.7.
1. O conjunto Z munido da operacao de adi¢ao usual (+) é um grupo abeliano.

2. O conjunto Z munido da operagao de multiplicagao usual (-) ndo é um grupo, pois

os unicos elementos de Z que tém inverso sao —1 e 1.

3. O conjunto M, (R),n > 2 munido da operagao de multiplica¢do usual (-) ndo é um

grupo, pois nem toda matriz é invertivel, mas perceba que o conjunto
GL,(R) ={A € M, (R) : det(A) # 0}
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munido da operagao de multiplica¢do usual () define um grupo. O subconjunto
SL,(R) = {4 € GL,(R) : det(A4) = 1}

de GL,(R) é um subgrupo de GL,(R).

Definigao 2.8. Sejam G um grupo munido de uma operagao (*) e H um grupo munido de
uma operagao (-), e considere a fungao f : G — H. Dizemos que f é um homomorfismo
de grupos se f(g*h) = f(g)- f(h),Vg,h € G. Se f é um homomorfismo de grupos
bijetivo, entao dizemos que f é um isomorfismo de grupos. Neste caso, dizemos que

GG e H sao isomorfos e denotamos G = H.

Definicao 2.9. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. O conjunto

ker(f) = {9 € G: fg) = en}

¢ chamado de ntcleo de f, e o conjunto

Im(f) ={f(g) € H:g€ G}

¢ chamado de imagem de f.

Alguns fatos interessantes a respeito desses conjuntos é que o niucleo e a imagem de
um homomorfismo de grupos f : G — H sao subgrupos de G e H, respectivamente, e que

ker(f) = {ec} se, e somente se, f é injetora.

Definicao 2.10. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e g € GG. A classe lateral
a esquerda de g modulo H é gH = {gh : h € H}. Analogamente, a classe lateral a
direita de g modulo H é Hg = {hg : h € H}. O conjunto de todas as classes laterais a
esquerda (ou a direita) de H em G ¢ denotado por G/H.

Proposicao 2.11. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e g € G. Dizemos que

1

a € gH se, e somente se, g~ a € H, o que acontece se, e so se, gH = aH. Logo, classes

laterais distintas sao disjuntas.

Demonstracao.

Note que:
a€gH e a=ghparaalgumhe H e glac Healge He g€ aH.

Se a = gh para algum h € H, entdo aH = (gh)H = g(hH) = gH. O

Como classes laterais distintas sao disjuntas, entao as classes laterais de qualquer

subgrupo formam uma particao do grupo todo.

11



Suponha que G/H possui exatamente n classes laterais, isto é,
G/H - {91H792H7 R 7gnH}7

onde ¢1,...,9, € G. Como {¢1H,...,9,H} ¢ uma particao de G, entdo ¢;H Ng;H = ()
se i # j e, portanto, G = | |", ¢;H (unido disjunta).

Definicao 2.12. Sejam GG um grupo e H um subgrupo de GG. O ntimero de classes laterais
distintas de H em G é dito indice de H em G, e ¢ denotado |G : H|.

Vamos provar agora o Teorema de Lagrange.

Teorema 2.13 (Teorema de Lagrange). Se G € um grupo finito e H < G, entdo |H|
divide |G]|.

Demonstragao.

Seja H < (G. Suponha que g1 H,...,g,H sao as classes laterais distintas de H em
G. Note que as funcoes v; : H — ¢;H, h — g;h sao claramente sobrejetivas, e mais se

Yi(h1) = v;(hg) tem-se g;hy = g;ha = hy = ha, 0 que implica que 1; sao bijetivas e

portanto |g;H| = |H|. Como o conjunto de classes distintas ¢ uma partigdo de G, entao
G| = UgiH' :Z‘gilﬂ :Z’H’ =n-|HJ,
i=1 i=1 i=1
e portanto |H| divide |G|. O

Da demonstracao do Teorema de Lagrange, segue de graga o seguinte corolario:
Corolario 2.14. Se G € um grupo finito e H < G, entdo |G| = |G : H|-|H]|.

Vamos definir agora os subgrupos mais importantes da teoria de grupos: os subgrupos

normais.

Definicao 2.15. Seja G um grupo. Um subgrupo N de G é dito subgrupo normal de
G se ghg ' € N,Vh € N, Vg € G ou, equivalentemente, se gN = Ng, Vg € G.

Proposicao 2.16. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. O subgrupo ker(f) de

G € subgrupo normal.

Demonstracao.

Sejam g € G e h € ker(f). Note que f(ghg™) = f(9)f(M)f(97") = f(9)enf(g™!) =
@) f(g™") = flgg™!) = flec) = en. Logo ghg™' € ker(f) e segue que ker(f) ¢ um
subgrupo normal de G. O

12



Com o conceito de subgrupo normal, agora podemos definir grupo quociente e de-

monstrar um resultado muito importante: o teorema do isomorfismo para grupos.

Definigao 2.17. Seja N um subgrupo normal do grupo GG. O grupo quociente G/N ¢é

o conjunto das classes laterais gN de N em G munido com a operagao
(gN)(hN) = (gh)N.

Se N < G nao é normal, entdo G/N ainda denota o conjunto das classes laterais de N

em (G, mas sem estar munido com a operac¢ao acima.

Teorema 2.18 (Teorema do isomorfismo de grupos). Seja f : G — H um homomorfismo
de grupos. Entdo G/ker(f) = Im(f).

Demonstracao.

Seja K = ker(f) e defina a aplicacao ¢ : G/K — Im(f) dada por ¢(¢K) = f(g).
Suponha que gK = hK. Entao g = hk para algum k € K e, portanto,

f(g) = f(hk) = f(h) (k) = f(h)e = f(h),

o que mostra que ¢ esta bem definida.

Perceba também que, dados g, h € G quaisquer, temos

o((gh)K) = f(gh) = f(g9)f(h) = p(gK)p(hK),

o que mostra que ¢ é um homomorfismo.
A aplicacdo ¢ é sobrejetiva por defini¢ao, e é injetiva pois, dados g, h € G tais que
p(9K) = (hK), temos

0(gK) = o(hK) = f(g9) = f(h) = f(gh™') =ey = gh™' € K = gK = hK.

Logo, ¢ é um isomorfismo de grupos e concluimos que G/ ker(f) = Im(f). O

Enunciaremos a seguir mais um resultado que sera utilizado no decorrer do trabalho.

A demonstra¢ao podem ser encontrada em [7], Capitulo VI, Teorema 6.

Teorema 2.19 (Teorema de Cauchy). Seja G um grupo finito cuja ordem é divisivel por

um numero primo p. Entao o grupo G contém um elemento de ordem p.

Vamos agora estudar mais dois exemplos de grupos importantissimos: os grupos cicli-

cos e os grupos de permutagoes.

Exemplos 2.20.
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1. O conjunto Z, = Z/nZ, n > 2 inteiro, munido da operagao de adi¢ao usual (+) é

um grupo ciclico de ordem n.

2. Seja S = {1,2,...,n}. O conjunto S, = {f : S — S : f ébijetiva} munido
da operacao de composi¢ao de fungoes (o) é um grupo, chamado de grupo de
permutacoes, e possui ordem n!. Utilizamos a notagao (ajasg - - - ax) com k inteiro,
1 <k<n,eay,...,ap € S, para indicar a funcao que leva a; em as, as em as,

sucessivamente até a, em aq, e fixa outros elementos de S. Para o caso n = 3, temos

S={1,2,3} e
Sz = {(1),(12), (13), (23), (123), (132)}.
Note que:
e (1) é a funcdo que fixa todos os elementos.

12) leva 1 em 2, 2 em 1, e fixa 3.

)
13) leva 1 em 3, 3 em 1, e fixa 2.
23) leva 2 em 3, 3 em 2, e fixa 1.

123) leva 1 em 2, 2 em 3, ¢ 3 em 1.

(
(
(
(
(
(

132) leva 1 em 3, 3 em 2, ¢ 2 em 1.

Um fato interessante é que o grupo S, é gerado pelo ciclo ¢ = (12---n) e pela
transposi¢ao 7 = (12). No caso n = 3, S5 = ((12), (123)).

2.2 Corpos e anéis

Defini¢ao 2.21. Um corpo é um conjunto K munido das operagoes de adigao (+) e

multiplica¢ao (-) e dois elementos distintos 0 e 1, que satisfaz as seguintes propriedades:
(a) (K,+,0) é um grupo abeliano;
(b) (K \{0},-,1) é um grupo abeliano;
(c)a-(b+c¢c)=a-b+a-c,Va,b,ce K.

Definicao 2.22. Um corpo K é dito algebricamente fechado se qualquer polinémio

nao constante p € Klz] tiver uma raiz em K.

Definicao 2.23. A caracteristica de um corpo é o menor inteiro positivo n tal que

1+1+---4+1=0.
—_——

n parcelas

Se tal n nao existe, dizemos que o corpo possui caracteristica zero.
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Observacao 1. Ao longo deste trabalho, se um corpo tomado arbitrariamente estiver com

a caracteristica omitida, considere que ele possui caracteristica zero.

Uma estrutura um pouco mais fraca que um corpo, mas também muito importante, é

chamada de anel.

Definicao 2.24. Um anel comutativo é um conjunto A munido das operacoes de soma

(4) e multiplicagao (-) e dois elementos distintos 0 e 1, que satisfaz as seguintes proprie-

dades:
(a) (A,+,0) é um grupo abeliano;
(b) A operagao de multiplicagdo (-) ¢ comutativa e associativa;
(¢c)a-1=1-a=a,Vace A
(d) a-(b+¢)=a-b+a-c¢,Va,b,ce A.

Observagao 2. Ao longo deste trabalho, utilizaremos o termo anel para indicar um anel

comutativo com unidade conforme a definicao dada acima.

Definigao 2.25. Seja A um anel e B um subconjunto de A. Se B munido da adigao e
da multiplicacao de A é um anel tal que 04,14 € B, entao B é um subanel de A. Se B
munido da adi¢ao e da multiplicacao de A é um corpo tal que 04,14 € B, entdao B é um

subcorpo de A.

Proposigao 2.26. Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que

B € um subanel de A se, e somente se, B satisfaz as sequintes propriedades:
(a) 04 € B;
(b) z,ye B=x—y€ B;
(c) v,y € B= xy € B.

Proposigao 2.27. Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que

B € um subcorpo de A se, e somente se, B € um subanel de A e x € B = z~' € B.

Definicao 2.28. Seja S um subconjunto do anel A. O subanel gerado por S é o menor
subanel de A que contém S. Se A é corpo, entao o subcorpo gerado por S é o menor

subcorpo de A que contém S.

O motivo de tal menor subanel/subcorpo sempre existir ¢ que dada uma familia ar-
bitréria {N;};e; de subanéis/subcorpos de K, a intersegdo [;c; IN; também define um
subanel /subcorpo de K.

Definiremos agora mais duas estruturas que nos serao tuteis.
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Definigao 2.29. Seja A um anel. Se A # {0} e ab # 0, Va,b € A\ {0}, entdo A ¢ dito

dominio de integridade.

Definigao 2.30. O corpo de fragoes de um anel A é o corpo

Frac(A) = {% a,bE A b4 o},

munido das operagoes usuais de modo que

a C
g—a@dd—b&

Um fato interessante é que um anel A é um subanel de Frac(A).

Agora vamos ver alguns exemplos das estruturas que definimos acima.

Exemplos 2.31.

1.

2.

Corpos sao dominios de integridade, que por sua vez sao anéis comutativos.

Os conjuntos C, R e Q sao corpos. Como Q C R C C, entao R é subcorpo de C e
Q é subcorpo de C e R.

O conjunto Z é anel. Como Z C Q, entao Z é subanel de Q.

. Dado n > 2 inteiro, o conjunto Z,, = Z/nZ ¢ um anel. O conjunto Z, é corpo se, e

somente se, p ¢ primo.

Se 2 C C ¢ aberto e conexo, entdo o conjunto das fun¢oes meromorfas' em Q é um

Corpo.

O conjunto dos nameros algébricos sobre QQ

Q={aeC:3feqQl] f#0, f(a) =0}
¢ um corpo.

Seja A um anel. O conjunto
Alx] ={f(z) : f é um polindmio com coeficientes em A}

é um anel comutativo.

Seja K um corpo. O conjunto das func¢oes racionais

(@)
K(e) = {@ . J.g € Klal e g(a) %o}

1Uma funcdo f é dita meromorfa em uma regido ( se for analitica em (2, & excecdo de polos isolados.
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€ um corpo.

Dado um corpo K, é possivel realizar as operagoes de soma, subtragao e multiplicagao
no anel de polindémios K[z], mas nao conseguimos dividir na maioria das vezes. Por
exemplo, o elemento z~! nao pertence ao anel K|x].

Entretanto, conseguimos ampliar K[z] de forma que ele nos forneca inversas de uma
forma natural. Basta tomarmos as func¢oes racionais % € K(z). Note que agora o

dominio de ‘;% nao é todo o corpo K, mas sim o conjunto {z € K : ¢(z) # 0}.

Da mesma forma, é possivel construir o anel K[z, zs,...,x,] de todos os polinomios
em n variaveis e o corpo K (1, xs,...,2,) de todas as fung¢oes racionais em n variaveis:
Klzy,...,x,) ={f(x1,...,2,) : f & um polindbmio com coeficientes em K };

K(xl,...,xn)—{M

RS s fiog € K[z, ... xy] eg(ml,...,xn)7é()}.

Definigao 2.32. Sejam A e B anéis e considere a fungao f : A — B. Dizemos que f é

um homomorfismo de anéis se satisfaz as seguintes condigoes:
(a) fla+0b)= f(a)+ f(b), Va,be A;
(b) flab) = f(a)f(b), Va,be A;
(c) f(1)=1.

Se A e B sao corpos e f : A — B é um homomorfismo de anéis, entao f é um homo-
morfismo de corpos. Se f é um homomorfismo bijetivo, entao dizemos que f é um

isomorfismo. Neste caso, dizemos que A e B sao isomorfos e denotamos A = B.

Definigao 2.33. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. O conjunto
ker(f) ={a € A: f(a) = 0}

¢ chamado de nicleo de f, e o conjunto
Im(f) = {f(a) € B:ac A}

¢ chamado de imagem de f.

Um fato que pode ser verificado é que se f é um homomorfismo de anéis, entao
ker(f) = {0} se, e somente se, f é injetora.

Vamos definir agora o que ¢ um ideal, objeto muito importante no estudo de anéis.
Depois disso, poderemos definir anel quociente e demonstrar o teorema do isomorfismo

para anéis.
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Definicao 2.34. Um ideal de um anel A é um subconjunto I C A que satisfaz as

seguintes propriedades:
(a) I & um subgrupo de A em relagao a adicao;
(b) Para todoa € Aetodobe I, a-bel.

Definigao 2.35. Seja S um subconjunto do anel A. O ideal gerado por S é o menor

ideal de A que contém S e é denotado (5).

Definicao 2.36. Seja [ um ideal proprio de um anel A. Dizemos que I é um ideal
maximal de A se para todo ideal J de A tal que I C J C A, temos J =1 ou J = A.

A seguir, listamos alguns exemplos de ideais.
Exemplos 2.37.
1. Se f: A — B é um homomorfismo de anéis, entao ker(f) ¢ um ideal de A.

2. O conjunto nZ = {...,—2n,—1n,0n, 1n,2n, ...} para qualquer n € N é um ideal
do anel Z.

3. Seja p(x) = 2% + 1. O ideal (p) ¢ ideal maximal de R][z].
Com o conceito de ideal, agora podemos definir anel quociente.

Definicao 2.38. Sejam A um anel, / um ideal de A e a € A. A classe de equivaléncia
do elemento a € A é o subconjunto @ =a+ I = {a+m: m € I}. O conjunto de todas

as classes de equivaléncia de I em A é denotado por A/I.

Proposicao 2.39. Sejam A um anel, I um ideal de A e b € A. Dizemos que a € b se,
e somente se, a — b € I, o que acontece se, e s se, @ = b. Logo, classes de equivaléncia

distintas sao disjuntas.

Demonstracao.

Note que:

ac€bsa=b+mparaalgummel sa—-bele —(a—b)eclebea,

Sea=b+mparaalgumm e I, entdioa =b+m=>b+m=>b+0 =b. H

Definigao 2.40. Seja [ um ideal do anel A. O anel quociente A/I é o conjunto das

classes de equivaléncia @ de I em A munido com as operagoes

a+b

a+b,

a-b -b.

Il
S

18



Definicao 2.41. Seja I um ideal proprio de um anel A. Dizemos que I é um ideal primo
de A se A/I é dominio de integridade.

A demonstragao do teorema seguinte pode ser encontrada em [7|, Capitulo I1I, Teorema
3.

Teorema 2.42. Sejam A um anel e I um ideal de A. Entao I € ideal mazimal de A se,

e somente se, A/I € corpo.

Com esse teorema, pode-se concluir que todo ideal maximal é um ideal primo. Outro
fato que decorre do teorema anterior é que se K é um corpo e p(x) € K|x], entao p(x) é

irredutivel em K se, e somente se, K[z]/(p(z)) é um corpo.

Teorema 2.43 (Teorema do isomorfismo de anéis). Seja f : A — B um homomorfismo
de anéis. Entao A/ ker(f) = Im(f).

Demonstracao.

Seja K = ker(f) e defina a aplicacdo ¢ : A/K — Im(f) dada por ¢(a) = f(a).
Suponha que @ = b. Entdo a — b € K e, portanto,

fla=b)=0& f(a) = f(b) =0 = f(a) = f(b),

o que mostra que ¢ esta bem definida.

Perceba também que, dados a,b € A quaisquer, temos

pla+b) = fla+b) = fla) + f(b) = (@) + ¢ (D),

p(ab) = f(ad) = f(a)f(b) = p(@)p(b),

0 que mostra que ¢ é um homomorfismo.
A aplicagao ¢ é sobrejetiva por defini¢ao, e é injetiva pois, dados a,b € A tais que

(@) = ¢(b), temos
(@) =) = fla) = f(b) = fla—b)=0=a—-bcE K =>a=0b.

~/

Logo, ¢ é um isomorfismo de anéis e concluimos que A/ ker(f) = Im(f). O

2.3 Critérios de irredutibilidade de polinémios

Verificar se um polinémio é irredutivel sobre um corpo é, em geral, uma tarefa dificil.
Nesta secao iremos enunciar, sem demonstracao, alguns critérios que verificam se um
polinémio é irredutivel sobre o corpo dos racionais Q e que serao uteis no desenvolvimento

do trabalho. As demonstragoes podem ser encontradas em [7], Capitulo IV, Segao 6.
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Lema 2.44 (Lema de Gauss). Seja f € Z[x] tal que f € irredutivel sobre Z. Entdao f é

irredutivel sobre Q.

Teorema 2.45 (Critério de Eisenstein). Seja f(x) = Y7 a2’ € Zz]. O critério de
Eisenstein diz que se existe um primo p € Z tal que p | ag,...,p | an_1,p 1 a, e p* 1 ao,

entao, f(x) € irredutivel sobre Q.

Proposicao 2.46. Sejam K um corpo, a € K e f(x) € K|z]. Entao f(z) € irredutivel

sobre K se, e somente se, f(x + a) € irredutivel sobre K.

Teorema 2.47. Seja [ € Z[x] um polindmio nao constante. Seja p um nimero primo tal
que f também tenha graun em Z,[z]. Se f ¢ irredutivel em Z,[x], entdo f ndo se escreve

como produto de polinémios nao constantes em Z[x]. Em particular, f € irredutivel sobre

Q.
Vamos ver alguns exemplos.

Exemplos 2.48.

1. O polinoémio f(z) =27+ 72® — 14z + 14 ¢é irredutivel sobre Q.

Solugao.

Pelo Teorema 2.45 (Critério de Eisenstein), tomando p = 7, temos 7t 1, 7 | 7,
7| —14,7 |14 e 7> = 49 14. Logo, f(z) é irredutivel sobre Q. O

2. O polinémio g(x) = x + 3z + 9 ¢ irredutivel sobre Q.

Solucao.

Pelo Teorema 2.47 (critério redugao moédulo 2), temos g(x) = 2° +x + 1 € Zy[z].
Perceba que g(0) =1 e g(1) = 1. Logo, f(x) ¢ irredutivel sobre Q. O

3. O polinémio h(z) = z* + 23 + 22 + x + 1 ¢ irredutivel sobre Q.

Solucgao.

Temos h(z + 1) = z* + 523 4+ 102? + 10x + 5. Pelo Teorema 2.45 (Critério de
Eisenstein), tomando p = 5, temos 511, 5|5, 5| 10 e 5> = 251 5. Logo, h(z + 1) é
irredutivel sobre Q. Pela Proposigao 2.46 segue que h(z) é irredutivel sobre Q. [
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Capitulo 3

Teoria de Galois

Neste capitulo, estudaremos os conceitos basicos da Teoria de Galois. A Teoria de
Galois tem como propdsito conectar a teoria de corpos e a teoria de grupos para facilitar
o entendimento de uma dada extensao de corpos. Esta conexao ocorre através do Teorema
Fundamental de Galois. Introduziremos todos os conceitos necessarios para demonstracao
deste teorema e mostraremos algumas aplicacoes através de exemplos.

E interessante notar que os elementos de extensdes foram definidos por Galois e Abel
na primeira metade do século XIX, mas nessa época ainda nao havia sido definido corpo.
O conceito de corpo s6 apareceu com o trabalho de Dedekind entre 1857 e 1871, e a
definicao formal de corpo s6 foi dada 20 anos depois por Weber e Moore. Nesta época,
a linguagem da algebra linear nao existia como conhecemos hoje e por isso os resultados

eram formulados de forma completamente diferente.

3.1 Extensoes de corpos

Definicao 3.1. Seja L um corpo e K C L um subcorpo de L. Dizemos que L é uma

extensao de corpo de K e denotamos essa extensao de corpo como L : K.

Definicao 3.2. Seja L : K uma extensao de corpos. Um elemento a € L é dito algébrico
sobre K se existe um polinémio nao nulo f € Klz] tal que f(a) = 0. Se tal polinémio

nao existe, entao « é dito transcendente sobre K.
Exemplos 3.3.

1. O namero /2 é algébrico sobre Q.

Solugao.

Seja f(x) = 22 — 2 € Q[z]. Note que v/2 ¢ raiz de f(z) = 0. Logo, v/2 ¢ algébrico
sobre Q. O
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2. O numero /7 é algébrico sobre Q().

Solugao.
Seja g(x) = 2° —7m € Q(m)[z]. Note que /7 é raiz de g(x) = 0. Logo, ¥/ ¢é algébrico
sobre Q(). O

3. O nimero ¢ é algébrico sobre Q.

Solugao.

Seja h(z) = 22 + 1 € Q[x]. Note que 7 é raiz de g(x) = 0. Logo, i ¢ algébrico sobre
Q. O

4. O nimero 7 é transcendente sobre Q.

Solugao.

Suponha que 7 é algébrico sobre . Como ¢ é algébrico sobre Q e o conjunto
dos niimeros algébricos é um corpo, entao o produto im é também algébrico sobre

Q. Pelo Teorema de Hermite-Lindemann-Weierstrass', €™ é transcendente sobre Q.

Mas €™ = —1 & zero do polinémio h(z) = z + 1. Portanto, '™ é algébrico sobre Q,

o que é uma contradi¢ao. Logo, 7 é transcendente sobre Q. O

Definicao 3.4. Seja L : K uma extensao de corpos. Se o € L é algébrico sobre K, entao
0 tnico polindmio ménico f € K|x] de menor grau para o qual f(«) = 0 ¢é dito polinémio

minimal de « sobre K.

Observagao 3. Ao longo deste trabalho, se f é um polindémio, denotaremos o grau de f

como O(f).
Proposicao 3.5. Seja L : K uma extensao de corpos. Seja o € L algébrico sobre K.

(a) O polinémio minimal de o sobre K € irredutivel e divide todo polinémio q € K|x]

tal que q(a) = 0.

(b) Se f € K[z] é um polinémio moénico irredutivel tal que f(a) = 0, entao f € o

polinémio minimal de o sobre K.
Demonstracao.

(a) Seja p o polinémio minimal de a sobre K. Se p = fg, onde 0 f < dge dg < dp,
entdo p(«) = 0 implica que f(a) =0 ou g(a) = 0, o que contradiz o fato de p ser o

polinébmio de menor grau que possui o como zero.

1O Teorema de Hermite-Lindemann-Weierstrass afirma que se z € C é um ntmero algébrico ndo nulo,
entao e® é transcendente sobre Q.
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(b) Seja ¢ € K|x] tal que g(«) = 0. Se dividirmos ¢ por p, temos ¢q(z) = d(x)p(z)+r(x),
onde r(z) =0 ou dr < dp.

Para z = a: ¢q(a) = d(a)p(a) + r(a) = r(a) = 0.

Como p é minimal, entdo nao podemos ter dr < dp. Logo r(xz) = 0 e portanto p

divide gq.
O

Exemplos 3.6. Dado a € L D K, sabemos que K[a] = {f(a) : f(z) € K[z]}.

Utilizando este fato, vamos provar as igualdades abaixo.

1. Q2] = {a+bv2 : a,b € Q}.

Solugao.

Por definicao, Q[v2] = {f(v/2) : f(z) € Q[z]}. Se f(x) € Q[z], segue pelo
algoritmo da divisao que existem ¢(z),r(x) € Q] tais que f(z) = q(z)(z* —2) +

r(z), onde r(x) = a + bx. Portanto,

F(V2) = q(V2)[(V2)? = 2] + r(V2) = r(vV/2) = a + V2, a,b € Q.

2. Q[V2] ={a+bv2+c(¥v2)? : a,bccQ}.

Solugao.

Por definicio, Q[v/2] = {f(v/2) : f(x) € Q[z]}. Se f(x) € Q[z], segue pelo
algoritmo da divisao que existem q(x),r(x) € Q[z] tais que f(x) = q(z)(z® — 2) +

r(z), onde r(z) = a + bx + cx?. Portanto,
F(V2) = q(V2)[(V2)? = 2] + r(V2) = r(V2) = a + bV2 + ¢(V2)?, a,b,c € Q.
O

Definigao 3.7. Sejam L : K uma extensao de corpos e ay, ..., a, € L. Entdo K(a4,...,a,)

¢ o menor subcorpo de L que contém K e os elementos aq, ..., a,.

Proposicao 3.8. Seja L : K uma extensao de corpos. Se a € L € algébrico sobre K,
entao K(a) = Kla].

Demonstracao.

Claramente K[a] C K(«). Basta entao provar que K(«a) C Kla]. Como « € L é
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algébrico sobre K, entdo existe um polinémio irredutivel nao nulo f(z) = Y, apa® €
K|z] tal que f(a) =ag+ Y., axa® = 0. Como f & irredutivel, entdo ag # 0. Temos:

n
ag = —« E akak_l
k=1

Multiplicando ambos os lados por % € K, temos:
«a n
- Z apaf =1
Qg
k=1

:>——Zaka =o' e Kla].

a0 3=
Entao, K(«) C K[a] e portanto, K(a) = K]|a]. O
Proposicao 3.9. Se L : K ¢ uma extensao de corpos e a, € L, entio K(a, ) =
K(a)(B).
Demonstracao.
Note que K(a) C K(«a)(f). Entdo, K C K(a)(8) e « € K(a)(f8). Claramente

também temos 5 € K(«)(8). Logo, K(«, ) C K(a)(p).
Por outro lado, K C K(«, ) e a« € K(«, ), o que implica que K(a) C K(a, 3). Mas

B € K(a, ). Logo, K(a)(B) € K(a, ).
Portanto, K(a, 8) = K(«)(8). O

E possivel generalizar a proposigao acima para mais variaveis. Por exemplo, K (a, 3,7) =

K(7)(a, 8), K(a,B,7,0) = K@), 8,7), K(a,8,7,8) = K(8,7)(a, B), ¢ assim por di-

ante.

Exemplo 3.10. Seja L : K é uma extensao de corpos. Dado a € L algébrico sobre K,
sabemos, pela Proposi¢ao 3.8 que K(«) = Kla] = {f(«a) : f(z) € K|z]}. Utilizando este
fato, vamos provar que @(\/5, V3) = {a + W2+ evV3+dV6 : abe,de Q}.

Solucao.

Sabemos, pela Proposicao 3.9, que Q(v/2,v3) = Q(v2)(v3) = {f(V3) : f(z) €
Q(v2)[2]}.

Se f(z) € Q(v/2)[z], entdo existem q(x),r(z) € Q(v2)[z] tais que f(z) = q(z)(z? —
3) + r(z), onde r(x) = m + nz. Entao,

F(V3) =r(V3) =m+nV3, m,n € Q(V2)[a].

Como m,n € Q(v/2), temos: m = a+bv/2 e n = c + dv/2.
Portanto, f(v/3) =7(v3) =m +nv3=a+bvV2+ cV/3 +dV6, a,b,c,d € Q. ]
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Defini¢ao 3.11. Uma extensao de corpos L : K ¢ dita extensao simples se L = K(«)

para algum o € L.
Exemplos 3.12.

1. A extensio Q(v/2) : Q é simples.

Solugao.

E evidente. Basta notar que v2 € Q(v/2). O
2. A extensao Q(\/ﬁ, \/5) : Q é simples.

Solugao.
Basta verificar que Q(\/ﬁ, \/§) = Q(\/§ + \/5)

Como v/2,v3 € Q(v/2,v3), entdao v2 + /3 € Q(v/2,V/3), visto que Q(v/2,3) ¢é
corpo. Logo, Q(v2,v/3) 2 Q(v2 + V3).

Por outro lado, note que

L1 V2B V-3 o
(V2 +V3) = A VoA~ 13 =V3-V2.

Como Q(v/2 +v/3) é corpo, entdao v/3 — v/2 € Q(v/2 + v/3). Logo
V2+V3+V3-v2=2V3€Q(vV2+V3)

e, portanto, V3e Q(ﬁ + \/3) Da mesma forma
V2+ V3 - (V3-Vv2) =2v2 € Q(vV2+V3)

e, portanto, V2 e Q(ﬁ+ \/3) Disto temos Q(\/§, \/§) - Q(\/§—|— \/§)
Logo, Q(v2, V3) = Q(vZ + v3). =

Proposicao 3.13. Seja L : K uma extensao de corpos. Entao as operagoes
(u,v) = u+v; uw,veEL

Nu)—=XNu; wel, Ne K

definem em L uma estrutura de espago vetorial sobre K.
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Demonstracao.

Como L é corpo, entao (L,+) é um grupo abeliano, e portanto satisfaz os axiomas
da adicao para ser um espacgo vetorial sobre K. A associatividade e a distributividade
claramente valem para a multiplicacao por escalar em L. Como K C L, a associatividade
e a distributividade também valem para a multiplicagao por escalar de elementos de K,

o que conclui a prova que L é um espaco vetorial sobre K. O

Definigao 3.14. Seja L : K uma extensao de corpos. Denotamos [L : K| o grau da
extensao, que ¢ a dimensao de L visto como espago vetorial sobre K. Se [L : K] ¢
finito, dizemos que L : K é uma extensao finita. Se [L : K] ndo é finito, denotamos

[L: K] =00 e dizemos que L : K é uma extensao infinita.
Teorema 3.15 (Teorema da extensao simples). Seja L : K uma extensio de corpos.

(a) Se a € L € algébrico sobre K, entio cada elemento em K(«) pode ser representado
de forma tinica como Z?:_ol ajal, onde a; € K en € o grau do polinémio minimal
de o sobre K. Entao {1,c,...,a" '} é base de K(a) sobre K e [K(a) : K] = n.

(b) Se o € L ¢é transcendente sobre K, entio K[a] = K|z].
Demonstracao.

(a) Seja p(x) = >77_bja’! € K[z] o polindmio minimal de a sobre K. Sabemos que
K(a) = Klo] = {f(a) : f(z) € K[z]}. Se f(z) € KJz], segue pelo algoritmo
da divisao que existem ¢(z),r(x) € K[z| tais que f(z) = ¢(x)p(x) + r(x), onde

r(x) = Z?;Ol a;z’. Portanto,

n—1
fla) =qla)p(a) + r(a) =r(a) = Z a;o’.
=0
Logo, {1,a,...,a" '} gera K(«).
Vamos agora mostrar que {1,q,...,a" '} & linearmente independente. Suponha,

por absurdo, que ¢é linearmente dependente. Entao existe a; # 0 tal que r(a) =
Z?;& ajaf = 0. Logo r anula a e 9(r) < d(p). Mas p é o polindomio minimal de «

sobre K. Contradigao! Portanto {1, a,...,a" '} ¢ linearmente independente.

Entao {1,a,...,a" '} ¢ base de K(«) sobre K e [K(a): K| =n.

(b) Defina o homomorfismo de anéis sobrejetor ¢ : K[x] — K[a], o(f(x)) = f(a). Se
a € L é transcendente sobre K, entao ker(¢) = {0} e portanto ¢ ¢é injetor. Logo, ¢

é um isomorfismo de anéis e segue que K[x] = Kla].
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Teorema 3.16 (Lei da torre). Sejam M : L e L : K extensoes de corpos finitas. Entdao

a extensao de corpos M : K € finita e
M:K|]=[M:L]-[L:K].

Demonstracao.

Seja {e;}iz1,.; base de L sobre K e {f;};=1..m base de M sobre L. Se x € M, entdo
x =) ", bjfj, onde b; € L. Para cada j, temos b; = 22:1 a;je;, onde a;; € K. Entao
r =70 bif; =00 S aij(eif;). Logo, {e;f;} € conjunto gerador de M sobre K.
Vamos agora mostrar que {e; f;} ¢ linearmente independente. Se > | S agleif;) =0,

onde a;; € K, entao:

I !
(Z ailei> fit+- 4 <Z aimei> fm =0.
i=1 i=1

Como os ¢;’s estao em L segue, pela independéncia linear dos f;’s em M sobre L, que
1 .
Zizl A;5€4, 1 S J S m.
Como os a;;'s estao em K, segue pela independéncia linear dos e;’s em L sobre K que
a;; = 0,1 <7 <1[,1<j<m. Logo, {eifj} é linearmente independente.

Portanto, {e;f;} é base de M sobre K com [m elementos e temos

M : K|=[M:L]-[L:K].
l-m m l

[]

Definicao 3.17. Seja L : K uma extensao de corpos. Dizemos que L : K é finitamente

gerada se existem elementos ay, g, ..., ax € L tais que L = K(ay, o, ..., ax).

Definicao 3.18. Seja L : K uma extensao de corpos. Dizemos que L : K é uma extensao

algébrica se todo elemento de L é algébrico sobre K.

Definicao 3.19. Seja L : K uma extensao de corpos. O corpo de todos os elementos

algébricos de L sobre K é chamado de fecho algébrico de K em L.

Extensoes algébricas nao precisam ser finitas, mas toda extensao finita é algébrica. De

maneira mais geral, vale a seguinte proposicao:

Proposicao 3.20. Uma extensao de corpos L : K € finita se, e somente se, € algébrica e

finitamente gerada.

Demonstracao.

(=) Seja L : K uma extensao de corpos finita de grau n. Entao existe uma base
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{e1,...,en} de L sobre K, e temos L = K(ey,...,e,), ou seja, L é finitamente gerada
sobre K. Se x € L, entao 1,z,z%,...,2" € L. O conjunto {1,z,z?%,...,2"} é linearmente
dependente sobre K, pois o conjunto possui n + 1 elementos. Portanto, Z?:o ajxd =0
implica que nem todo a; € nulo. Isto garante a existéncia de um polinémio nao nulo com
coeficientes em K que anulam z. Logo x é algébrico sobre K, o que implica que L : K é
uma extensao algébrica.

(<) Assuma que L : K é algébrica e finitamente gerada, ou seja, L = K(aq, ag, ..., a;),
onde K C K(ay) € K(ag,a3) C -+ C K(ag,...,q.), com ag,qs,...,q,. € L algébricos
sobre K. Entao para 2 < j <r, ; é algébrico sobre K (o, ..., a;_1). Logo, pelo Teorema
3.15, a extensdo K(o,...,q;) : K(ou,...,oj_1) € finita. Pelo Teorema 3.16, segue que
L : K é finita, pois

.
L:K]=[K(ay): K| | |[K(v,...,0)): K(aq,...,a5-1)].

=2
]

Exemplos 3.21. Vamos determinar o grau e uma base para as extensoes de corpos a

seguir.

1. Q(V2): Q

Solugao.

Considere o polindmio f(x) = 22 —2. Note que f(v/2) = 0 e f ¢ irredutivel sobre Q
pelo Teorema 2.45 (Critério de Eisenstein) tomando p = 2. Portanto, V2 & algébrico

sobre Q.
Entdo, pelo Teorema 3.15, [Q(v/2) : Q] = 0(f) =2, ey = a + b2, Vy € Q(V2),
onde a,b € Q. Logo, {1,v/2} ¢ uma base para a extensao Q(v/2) : Q. O

2. Q(v2,v3): Q

Solugao.

Note que Q € Q(v/2) € Q(v/2,v/3). Vimos anteriormente que [Q(v/2) : Q] = 2.
Seja f € Q(v/2)[x] tal que f(z) = 22 — 3. Note que f(v/3) = 0. Se z € Q(v/2),

temos:

¥ —=3=0
= 22=3
(a+b0v2)? =3
= a®+2abV2+20° = 3.

s
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Portanto, a? + 2b> = 3 ¢ 2ab = 0. Se a = 0, entdao 2b> = 3, o que implica que
b¢& Q. Seb=0,entao a* = 3, o que implica que a ¢ Q. Logo f ¢ irredutivel
sobre Q(v/2). Segue que {1,v/3} é base de Q(v/2,v/3) sobre Q(v/2) e, portanto,
[Q(V2,V3) : Q(v2)] = 2.

Pelo Teorema 3.16, temos:

[Q(V2,v3) : Q] = [Q(V2,V3) : Q(v2)] - [Q(V2) : Q] =2-2 = 4.

Perceba que Q(v/2,v/3) = Q(v/2)(v/3). Logo, dado y € Q(v/2,/3), temos y =
a+5v/3, onde a,b € Q(v/3), visto que [Q(v2, v3) : Q(v3)] = 2. Comoa,b € Q(v2),
entdo a = aj + asv/2 e b = by + byv/2, onde ay,as,by,by € Q. Portanto, dado

z € Q(v2,v/3), temos
Yy = (I+b\/§: a1 +a2\/§+ (bl +b2\/§)\/§: ai +a2\/§+b1\/§+b2\/6.

Como a dimensio de Q(v/2,v/3) como um espaco vetorial sobre Q é 4, entdo

{1,v/2,4/3,V6} & base de Q(v/2,V3) : Q. O
. Q(V3++v2):Q
Solugao.

Considere o polinomio f(r) = 2* — 622 + 7. Note que f(v3+V2) = 0e f é
irredutivel sobre Q ao aplicar o Teorema 2.45 (Critério de Eisenstein) em f(z + 1)
tomando p = 2. Portanto, v/3 + v/2 é algébrico sobre Q e f () é o seu polindmio
minimal sobre Q.

Entdo, pelo Teorema 3.15, [Q(v/3 +v2) : Q] = 9(f) =4, e y = a + b(3 + v2)2 +
c(34+v2)+d(3+v2)2, Vy € Q(v/3+ v2), onde a,b € Q. Logo, {1, (3+v/2)2,3+
V2,(3+v/2)2} ¢ uma base para a extensio Q(v/3 + v/2) : Q. O

. Q(V8+2VT): Q

Solugao.

Perceba que (1 ++/7)? = 14 2V7 +7 = 8 4+ 21/7, o que implica que /8 + 27 =
1 + /7. Entdo Q(v/8 + 2v/7) = Q(1 + V7) = Q(V/7).

Considere o polinémio f(z) = 22— 7. Note que f(v/7) = 0 e f ¢ irredutivel sobre Q

pelo Teorema 2.45 (Critério de Eisenstein) tomando p = 7. Portanto, /7 & algébrico
sobre Q.

Entdo, pelo Teorema 3.15, [Q(vV/8 +2V7) : Q] = d(f) =2, ey = a +b/7,Vy €
Q(V8 +2v7), onde a,b € Q.

Logo, {1,4/7} ¢ uma base para a extensao Q(v/8 4 2v/7) : Q. ]
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3.2 Corpos de decomposicao

Definigao 3.22. Sejam K um corpo e f € K[z]. Entao f cinde sobre K se f for produto

de fatores lineares em K, isto é, f(z) = a(x — o) -+ (x — o), onde a,ay, ..., a, € K.
Exemplos 3.23.

1. O polinémio f(x) = 2? + 1 € Q[z] cinde sobre C.

Solugao.

Perceba que f pode ser reescrito como f(z) = (z —1i)(x+1i). Como i, —i € C, entdo
f cinde sobre C. [

2. O polinémio f(z) = 2* — 2° — 2 € Q[z] ndo cinde sobre Q(v/2).

Solucao.

Perceba que a melhor fatoracio de f sobre Q(v/2) que podemos escrever é f(z) =
(z —/2)(z ++/2) (22 + 1), pois o fator 2% + 1 é irredutivel sobre Q(y/2). Como esta

fatoracdo ndo é um produto de fatores lineares em Q(v/2), entdo f ndo cinde sobre

Q(V2). O

Definigao 3.24. Sejam K um corpo e f € Klz|. Entao dizemos que L é corpo de
decomposicao de f sobre K se f cinde sobre L e L = K(ay,...,q,), onde ay,...,q,

sao as raizes de f em L.

Proposicao 3.25. Sejam K um corpo e f € K[x]. Entdao eziste uma extensio de cor-
pos L : K tal que L € corpo de decomposicao de f sobre K. Quaisquer dois corpos de

decomposicao de f sobre K sao isomorfos.
A demonstragao da proposigao acima pode ser encontrada em [1], Capitulo 5, T.5.2.

Exemplos 3.26. Vamos determinar o corpo de decomposigao L de f(x) € KJz] sobre

K nos casos a seguir.

1. f(x)=2*-2e K =Q

Solugao.

Os zeros de f sdo v/2, V2w, vV2w?, onde w = cos (%’T) + 4 sin (%’r) é uma raiz

cubica da unidade. Perceba que nenhum zero de f pertence ao conjunto Q. Entao

L=0Q((2,V2w,vV2w?) =Q(V2,w). H
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2. flx)=2*+1e K =Q(»:)

Solucao.

Os zeros de f sao i, —i. Perceba que ambos os zeros de f pertencem ao conjunto

Q(i). Entdo L = Q(4). 0
3. f(2) = (¢* = 2)(a2 ~ T) e K = Qi)

Solucao.

Os zeros de f sao V2, —v/2,V/7, —/7. Perceba que nenhum zero de f pertence ao
conjunto Q(i). Entdo L = Q(i)(v/2, —v/2, V7, —V7) = Q(i,v/2,V/7). O

3.3 Extensoes normais

Definicao 3.27. Sejam L : K uma extensao de corpos. Dizemos que L : K é uma
extensao normal se todo polinémio irredutivel f € K[x] que possui uma raiz em L tem

todas as raizes em L.

Teorema 3.28. Uma extensao finita L : K é normal se, e somente se, L € corpo de

decomposi¢ao de um polinomio f € K|x].

Demonstracao.
=) Seja L = K(ay,...,q,) e seja f; o polindbmio minimal de «; sobre K para Vi €
(=) Sej S j p p
{1,2,...,n}. Pela definicdo de extensao normal, todo polinémio f; tem todas as raizes

em L. O mesmo vale para o produto f = f;--- f,, o que implica que L é corpo de
decomposicao de f sobre K, visto que contém todas as raizes de f e L = K(aq,...,q,).

(<) Suponha que L é corpo de decomposi¢cao de um polinomio f € Klz|. Seja
g € K[x] um polinémio irredutivel que possui uma raiz em L. Queremos mostrar que g
tem todas as raizes em L. Seja M o corpo de decomposi¢ao de g sobre L e seja f € M

tal que g() = 0. Vamos mostrar que 5 € L. Considere a seguinte cadeia de extensoes de

COTrpos:
M
/ \
L(a) L(B)
\ . /
K(a) K(B)
\ /




Como L ¢é corpo de decomposigao de f sobre K, entdo ambos L(«a) e L(/3) sao corpos
de decomposigao de f sobre K(«a) e K (), respectivamente. Pela Proposi¢ao 3.25, como
K(a) =2 K(f), existe um isomorfismo dos corpos de decomposigao L(«) e L(B) de f
estendendo um isomorfismo de K(«a) e K(f5). Entao [L(«a) : K(a)] = [L(5) : K(B)] e
[K(a) : K| =[K(B) : K]. Entao:

Mas [L(«) : L] = 1, pois a € L e, portanto, [L(S) : L] = 1, o que implica que
L(B) = L, ou seja, B € L. Isto prova que L : K é normal. H

Exemplos 3.29. Vamos verificar se as extensoes de corpos a seguir sao normais.

1. Q(v2):Q

Solugao.

Considere o polinémio f(z) = 22 — 2 € Q[z]. Note que Q(v/2) é corpo de decompo-
sicao de f. Pelo Teorema 3.28, segue que Q(\/i) : Q é uma extensao normal. n

2. Q(v2,v3): Q

Solugao.

Considere o polinémio f(z) = (2% —2)(2? —3) € Q[z]. Note que Q(v/2,/3) é corpo
de decomposicao de f. Pelo Teorema 3.28, segue que Q(v/2,v/3) : Q é uma extensio

normal. O
3. Q(v2): Q

Solugao.

Considere o polindomio f(z) = 2* — 2 € Q[z]. Note que f é irredutivel sobre Q pelo
Teorema 2.45 (Critério de Eisenstein) tomando p = 2. As raizes de f(x) = 0 sao
V2,72, —+/2,—v/24. Suponha que v/2i € Q(v/2). Como Q(v/2) é corpo, entdo
sabemos que (v/2)"! = % € Q(v/2), implicando que (v/2)™'-v2-i =1 € Q(v/2).
Contradicdo, pois i ¢ R D Q(v/2). Disto segue que Q(+v/2) : Q nio é uma extensio

normal. O
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3.4 Separabilidade

Defini¢ao 3.30. Sejam L : K uma extensao de corpos e f € K[z] um polinémio irredu-
tivel sobre K. Dizemos que f é separavel sobre K se todas suas raizes forem distintas.
Dizemos que o € L é um elemento separavel sobre K se « é algébrico e o polindmio mi-
nimal de a sobre K é separavel sobre K. Dizemos que L : K é uma extensao separavel

se todo elemento de L é separéavel sobre K.

Exemplos 3.31. Vamos verificar se os polinomios irredutiveis f € KJ[z| a seguir sdo

separéveis sobre K.

L fz)=2*+2+1, K=Q

Solucao.

As raizes de f(x) = 0 sao w,w?, onde w = cos (2{) + 4 sin (%ﬁ)

Logo, as raizes sao distintas o que implica que f é separéavel sobre K. O
2. flx)=a%—t, K =7Z3(t)

Solugao.

Perceba que nesse exemplo, K possui caracteristica 3. Note que:
flz)=a —t =2® = 322Vt + 3z(Vt)? — t = (z — V1)°.

Portanto, v/t é raiz de multiplicidade 3 de f (x) = 0, 0 que mostra que f é inseparavel
sobre K. n

A proxima proposicao é um critério simples para verificar se um polindémio possui

raizes multiplas.

Definicao 3.32. A derivada do polinémio
f(2) = apz™ 4+ ap_12" ' + -+ ayx + ag € K[z]
¢ definida como
(@) =naz™ '+ (n— Dap_ 12" 2 + - + 2097 + a; € K|x].
Proposigao 3.33. Sejam K um corpo e f,g € K[z]. Entio (f+9g) =f +¢ e(fg) =

flg+ fq'.
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Proposicao 3.34. Seja L : K uma extensao de corpos. Um polinémio f € K[x] ndo

possui raizes maltiplas em L se, e somente se, mdc(f, f') = 1.

Demonstracao.

(=) Sejam d = mdc(f, f’) um polindmio ndo constante e o um elemento de algum
corpo M que contém K. Considere que d(a) = 0. Entdo f(a) = f'(a) = 0. Logo,
f(z) = (z — a)q(z) com ¢ € M[z]. Portanto, f'(z) = q(z) + (x — @)¢’(z). Mas como
f'(a) = 0, entao g(a) = 0. Logo, q(z) = (x —a)r(z) comr € M[z] e f(x) = (x — a)?r(z),
isto ¢, f possui raizes miltiplas.

(<) Seja a € L uma raiz de multiplicidade m > 2 de f, isto é, f(z) = (z—a)™q(x) com
q € Llz]. Entao, f'(z) = m(z—a)™ q(z)+(x—a)™¢(z), o que implica f(a) = f'(a) = 0.
Logo, mdc(f, f') # 1, visto que = — « é divisor comum de f e f’. ]

A demonstragao do teorema seguinte pode ser encontrada em [1], Capitulo 8, T.8.2.

Teorema 3.35 (Teorema do Elemento Primitivo). Se L : K € uma extensao de corpos

finita e separdvel, entao eziste a € L tal que L = K ().

3.5 Grupos de Galois

Alguns resultados desta secao serao apenas enunciados. As demonstragoes podem ser

encontradas em [1], Capitulos 6 e 9.

Definicao 3.36. Seja L um corpo e considere a funcao o : L — L. Dizemos que o é um

automorfismo se satisfaz as seguintes condigoes:
(a) o(a+b) =0c(a) +o(b),Va,be L;
(b) o(ab) = o(a)o(b), Va,b € L;
(c) o é bijetiva.

Se L : K é uma extensao de corpos e ¢ : L — L é um automorfismo, entao o é dito um

K-automorfismo se
(d) o(k) =k, VEk € K.
Note que se o é um automorfismo de corpos, entdo o(0) = o(0+ 0) = o(0) + o(0) =
20(0), o que implica que 0(0) = 0. Note também que o(1) = o(1-1) = o(1) - o(1), 0
que implica que o(1) = 1, visto que o é bijetiva. Se L : K é uma extensao de corpos,

entao o conjunto G de todos os K-automorfismos de L forma um grupo com a operagao

composi¢ao. Este grupo tem um nome, conforme veremos na definicao a seguir.

Definicao 3.37. O grupo de Galois de uma extensao de corpos L : K é o grupo de todos

os K-automorfismos de L sob a operac¢ao de composicao, e é denotado por Gal(L : K).
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Proposicao 3.38. Seja f € K[z| um polinomio irredutivel sobre K. Se L é corpo de

decomposicao de f sobre K, entao todo K-automorfismo o : L — L permuta as raizes de

f(z)=0.

Demonstracao.

n

Seja a € L tal que f(a) = Zaiai =0, e considere ¢ : L, — L um K-automorfismo

=0
qualquer. Entao:
flo(@) = ao(a)' =) ola)o(a’) =0 (Z az-ozi) =0(f(a)) = 0o(0) =0.
i=0 =0 i=0
Isto conclui que o(a) também é raiz de f(z) = 0. O

Definigao 3.39. Sejam L um corpo e G um grupo de automorfismos de L. Definimos o
conjunto LY como
L ={r€L:o(x)=xVoecG}.

Teorema 3.40 (Teorema de Artin). Sejam L um corpo e G um grupo finito de automor-
fismos de L. Entdo LY ¢ subcorpo de L e [L : L¢] = |G].

Definicao 3.41. Seja L : K uma extensao finita, normal e separével. Dizemos entao que

L : K é uma extensao galoisiana.

Teorema 3.42. Sejam L : K uma extensao finita e Gal(L : K) o respectivo grupo de

Galois. Entao as afirmacoes a sequir sao equivalentes:
(a) L: K é uma extensao galoisiana;
(b) L é corpo de decomposi¢cao de um polindmio separdvel sobre K ;
(¢) [L: K] = |Gal(L : K)l;
(d) LEULE) = K isto é, K € o corpo fitado de Gal(L : K);

(e) Eziste um grupo G de K -automorfismos de L tal que K = LY e entdo, G = Gal(L :
K).

Proposicao 3.43. Sejam f € K[x] um polinomio com n raizes distintas e L corpo de

decomposi¢ao de f sobre K. Entao o grupo Gal(L : K) € isomorfo a algum subgrupo de
Sh-

Demonstracao.

Seja X = {aq,...,a,} o conjunto das raizes de f. Entdao L = K(ay,...,a,). Dado
o € Gal(L : K), a Proposigao 3.38 garante que o(X) = X.
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Defina a aplicagao ¢ : Gal(L : K) — S, dada por o — ox, onde ox ¢é a restrigdo de
o em X. Queremos mostrar que ® é um homomorfismo injetivo.

Perceba que ® é homomorfismo por definicao. Para mostrar que ¢ é injetivo, considere
ox = Tx, isto é, o(o;) = 7(0y), Vi € {1,2,...,n}. Vamos mostrar que o = 7, ou seja,
o(x)=7(z), Vo € L. Sex € L, entdo z = chalfhagh .- afin . Temos:

J

ow) =0 (} cjaptal” a> =Y olejapaln o)

J

=3 olep)o(a)o(ay?) - a(akn)) = Y cjo(an) o (az)z - o(a,)on
J J

= () nr(an)e () =Y T(e))m(ay” )T(ag?) - T(akin))
J J

=Y r(ejalag - akn) = 7 (Z ¢joy” a5 - -af;jn>
J 7

=7(x).

Logo, ¢ é injetivo e, portanto, o grupo Gal(L : K) é isomorfo a algum subgrupo de
Sh. O

Corolario 3.44. Sejam f € Klx] um polinémio com n raizes distintas e L corpo de
decomposi¢ao de f sobre K. Entao [L : K] < nl.

Demonstracao.

Pela Proposigao 3.43, temos que Gal(L : K) é isomorfo a algum subgrupo de S,,.
Como |5,| =n!, entdo |Gal(L : K)| = [L: K] <nl. O

Exemplos 3.45. Vamos determinar os grupos de Galois das extensoes de corpos a seguir.

1. Q(2): Q

Solugao.

Perceba que Q(v/2) é corpo de decomposicao de f(x) = 22 — 2 sobre Q. Como f
¢ irredutivel sobre Q, entdo [Q(v/2) : Q] = 9(f) = 2. A extensio Q(v/2) : Q ¢é
galoisiana, pois é normal, finita e separavel. Logo, |Gal(Q(v/2) : Q)| = [Q(\/?2) :
Q-2

Vamos agora determinar os elementos que pertencem ao grupo Gal(Q(v/2) : Q).
Sabemos que os Q-automorfismos de Q(1/2) devem permutar os zeros de f. Portanto

os candidatos sao:

o id o1

0(\/5) V2 | =2
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Note que 07 = o101 = id, pois 01(01(V2)) = 01(—V?2) = —01(V2) = V2.
Logo, segue que Gal(Q(v/2) : Q) = {id, 01} = Z,. O

. Q(V2,4):Q

Solugao.

Perceba que Q(v/2,1) é corpo de decomposicao de f(z) = (22 + 1)(z? — 2) sobre Q.
Logo, Q(v/2,7) : Q@ é uma extensdo normal. Como f é separavel, e Q(v/2,7) : Q é
normal e finita, entdo Q(v/2,) : Q ¢ galoisiana. Pelo Teorema 3.16 (Lei da Torre),

temos:

[Q(v2,i): Q] = [Q(v2,9) : Q(v2)]- [Q(v2): Q] =2 -2 = 4.

-

2, pois ;%Q(ﬁ) H

Disto temos |Gal(Q(v/2,i) : Q)] = [Q(v/2,i) : Q] = 4. Os Q-automorfismos de
Q(v/2,1) sao:

o id o1 09 o3
o(vV2) || V2 | V2 | V2 | =2
oi) || i | i | —i| —i

Perceba que:

o 02 = id, visto que 02(v2) = o1(01(V2)) = —01(vV2) = V2, e 02(i) =
o1(o1(2)) = 1.

e 02 = id, visto que 03(v/2) = 02(02(V2) = V2, e 02(i) = 02(02(1)) = —02(i) =

e 02 = id, visto que d2(v/2) = 03(03(v2)) = —03(V2) = V2, e 03(i) =

o3(03(i)) = —o3(i) = 1.

Logo, segue que Gal(Q(v/2,1) : Q) = {id, 01, 09, 03} = Zy X Zs. O
. Q(v2,w) : Q, onde w = cos (%) + i sin (%)

Solugao.

Perceba, que Q(¥/2,w) é corpo de decomposicio de f(z) = x* — 2 sobre Q. Logo,
Q(¥/2,w) é uma extensdo normal. Como f & separavel, e Q(v/2,w) : Q & normal e
finita, entdo Q(v/2,w) : Q é galoisiana. Pelo Teorema 3.16 (Lei da Torre), temos:

[Q(V2,w): Q] = [Q(V2,0) : Q(V2)]- [Q(V2) : Q] = 2-3 = 6.

-~

2, pois wgQ(V/2) 3

37



Disto temos |Gal(Q(v/2,w) : Q)| = [Q(V/2,w) : Q] = 6 ¢ segue que
{17 \757 (\3/5)2,(,0,(,0\3/5,(,0(\3/5)2}

& base de Q(v/2,w) : Q.

Considere o Q-automorfismo 7 : Q(v/2,w) — Q(+/2,w) dado por 7(/2) = V2 e
7(w) = w?. Considere também o Q-automorfismo p : Q(v/2,w) — Q(3/2,w) dado
por p(v/2) = w2 e p(w) = w. Temos:

o« () = r(r(¥D) = 1(VD) = V2 e P(w) = r(r(w)) = T(?) = W' = w.
Logo, 72 = id.

o p(¥2) = p(p(V2)) = plw2) = V3, ¢ p?(w) = plplw)) = plw) = w.

o 7p(V2) = (w¥2) = 7(W)T(V2) = V2, ¢ 7plw) = 7(w) = .

o pr(V2) = p(V2) = wi/3, € pr(w) = p(w?) = .

Entdo, os Q-automorfismos de Q(v/2,w) sdo:

o id | 7 p pT 0> TP
o(V2) || V2 | V2 | wV2 | wV2 | w?V2 | w?V2
olw) | w | w?| w w? w w?
Logo, segue que Gal(Q(v/2,w) : Q) = (1, p) = S;. O

. Q(¢) : Q, onde ¢ = cos (27”) + 4 sin (27”)

Solucgao.

Note que (7 = 1, isto ¢, ¢ é raiz do polinémio p(z) = 27 — 1 = (x — 1)(z% +
25+ 2t + 23 + 2% + x4+ 1). Perceba que Q(¢) é corpo de decomposicao de f(z) =
28 + 2% + 2t + 23 + 22 + 2 4+ 1 sobre Q. Como f é irredutivel sobre @, entdo
[Q(¢) : Q] = d(f) = 6. A extensao Q(() : Q é galoisiana, pois ¢ normal, finita e
separével. Logo, [Gal(Q(¢) : Q)] = [Q(C) : Q] = 6  segue que {1,¢, ¢2 ¢, ¢4, ¢ ¢
base de Q(¢) : Q.

Tome o Q-automorfismo 7 : Q(¢) — Q(¢) dado por 7(¢) = ¢3. Temos:

« 750 = 7r(Q) = () = 7O = (P ===
o 3(()=1

L
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o () =7(73() = 7(®) = 7(C)P = (B3P =B =(T-¢7- ¢ =(¢=id.

Entao, os Q-automorfismos de Q(() sao:

o(@) | ¢ || ¢

Logo, segue que Gal(Q(() : Q) = (1) = Z% = Zs. O
5 R(z):R (22 + %)

Solugao.
Defina as aplicagoes p : R(z) — R(x) dada por p(z) = —z, e 7 : R(z) — R(x) dada

1
por 7(z) = o Perceba que p e 7 sao R (mQ + x—g)—automorﬁsmos e também que:

o p* =id, visto que p(p(v)) = p(~2) = .

—~
8] =
~—
I
8

e 72 =id, visto que 7(7(z)) =7
o p7 = 17p, visto que p(7(z)) = p(3) = —1, 7(p(x)) = T(—x) = —1.
e (p7)? =id, visto que pr(p7(z)) = pr(—2) = 2.

Portanto segue que (p, 7) = Zg X Zs, e também que (p,7) é um grupo de automor-
fismos que fixa R (x2 + %2)

o id| p pT

olx) | x| —x

BI=| 3

1
x

Portanto, [Gal(R(z) : R (z2 4+ %)) = [R(z) : R (22 + %)] = 4 e concluimos que
Gal(R(z) : R (22 + %)) = {id, p, 7, pT} = Zs X Z>. O

6. R:Q

Solucao.
Note que R : QQ possui grau infinito e portanto nao é uma extensao galoisiana.

Sejam ¢ € Gal(R : Q) e a,b € R. Como ¢ ¢ homomorfismo, entao o(a?) = o(a)? e,
portanto, o leva reais positivos em reais positivos. Suponha que a < b. Como Q ¢é

denso em R, entao existe u € Q tal que a < u < b. Temos:
u=o(u)=oc(u—a+a)=oc(u—a)+o(a) > o(a);
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u=o0(u)=0c(u—b+b)=c(u+b)—oa(b) <a(b).
Entao o(a) < u < a(b), isto é, a < b = o(a) < o(b), Va,b € R.

1
Vamos agora mostrar que |a —b| < — = |o(a) — o(b)| < —, Ym € Z,. Pelo o que
m m

vimos anteriormente, temos:

1 1
Logo |a — bl < —=|o(a) —o(b)| < —, Vm € Z.
m m

Por defini¢ao o ¢ continua se Ve > 0, 30 > 0 tal que [z —y| < 0 = |o(a) —o(D)] < e.

Fixe € > 0, onde 6 = — < €, m inteiro. Se |x — y| < 0, entdo pelo o que mostramos
m

1
acima, segue que |o(z) — o(y)| < — < e. Logo o ¢ continua.
m

Vamos agora provar que qualquer funcao o continua em R que fixa os elementos de

€
Q ¢ igual a identidade. Seja x € R e € > 0. Como o ¢é continua, 30 < § < 3 tal

€ €
que |z —y| < d = |o(z) —o(y)| < 7 Seja p = min <§, (5) e seja a € Q tal que

|z — a| < p. Entao:

\a(x)—x|:\a(x)—a+(a—x)|g\a(x)—a(a)|+|a—x|<§+p<e.

Logo o(z) = x, Va € R, e segue que Gal(R : Q) = {id}. O

3.5.1 Teorema Fundamental de Galois

Definicao 3.46. Seja L : K uma extensao de corpos finita. Dizemos que M é um corpo
intermediario de L : K se M é subcorpo de L contendo K, ou seja, L O M O K.

Enunciaremos agora o Teorema Fundamental de Galois.
Teorema 3.47 (Teorema Fundamental de Galois). Seja L : K uma extensao galoisiana.

(a) A extensao L : M € galoisiana e existe uma correspondéncia entre os subcorpos
intermedidrios M de L : K e os subgrupos H de Gal(L : K), dada pela bijegao

natural:

subgrupos subcorpos intermedidrios
H de Gal(L : K) M delL: K

H +— L

Gal(L : M) — M.
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(b) A extensao M : K € galoisiana se, e somente se, Gal(L : M) é subgrupo normal de

Gal(L : K). Nessas condigoes, vale Gal(M : K)

Vamos aplicar este teorema nos exemplos a seguir.

~ Gal(L:K)
= Gal(L:M)

e [M: K]

_|Gal(L:K)]
= |GalL:M)]*

Exemplos 3.48. Dadas as extensoes galoisianas a seguir, determinaremos os subgrupos

do grupo de Galois e seus respectivos corpos intermediérios.

1 Q(v2,i): Q

Solugao.

Vimos no item 2 dos Exemplos 3.45 que Gal(Q(v/2,1)
Zy X Zs, onde os Q-automorfismos de Q(v/2,1) sdo:

o id

o

02

g

V2

1
2

V2

7

—1

3
-2

—1

: Q) = {id70-170-270-3} =

o(i) i

Vimos também que ajz- — id para j € {1,2,3}. Logo, os subgrupos de Gal(Q(+/2, 1) :
Q) sdo H, = {id, 01}, Hy = {id, 09}, Hz = {id, 03}, {id} e Gal(Q(v/2,7) : Q).

Vamos entao determinar os corpos intermediarios associados a cada subgrupo. Se

L =Q(+/2,1), temos:

o [ ={zeL:o(x)=x Vo€ H}=Q(%).
o "2 ={xcL:o(x)=xVYoe H}=0Q(W2).
o s ={xcL:o(zx)=ux Vo Hs} =Q(iv2).

Podemos denotar a correspondéncia entre os subcorpos de Q(\/Z i) : Q e os sub-
grupos de Gal(Q(v/2,1) : Q) da seguinte maneira:

g
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O subgrupo H; de Gal(Q(+/2,7) : Q) é normal. Entao, pelo Teorema 3.47 (Teorema
Fundamental de Galms), Q(7) : Q é uma extensdo galoisiana e Gal(Q(i) : Q) =
<Z2 X ZQ)/HI =

Da mesma forma, Hy é normal. Entdo, Q(v/2) : Q é uma extensdo galoisiana e
Gal(Q(v2) : Q) = (Zy x Za)/Hy = Zs

Também, Hjz é normal. Entdo, Q(iv/2) : Q é uma extensio galoisiana e Gal(Q(iv/2) :
Q) X (Zy X Zy)/H3 = Zs. O

. Q(¢) : Q, onde ¢ = cos (27”) + i sin (27“)

Solucgao.

Vimos no item 4 dos Exemplos 3.45 que Gal(Q(¢) : Q) = (1) = Z% = Zg, onde o0s
Q-automorfismos de Q(() sao:

o id| 7 | 72|37

o) | ¢ || ¢ ¢
Os subgrupos de Gal(Q(¢) : Q) sio H; = {id, 73}, Hy = {id, 72,7}, {id} e
Gal(Q(¢) : Q).

Vamos entao determinar os corpos intermediérios correspondentes a cada subgrupo.
Se L = Q((), temos:

o Lm={rel:o(@)=a,VoeH}=0Q(+¢)=Q+().
Basta notar que 72(¢ +¢%) = 73(() + (73(¢))® = ¢® + ¢, ou seja, ¢ +¢° ¢ fixado

por 73.

o [f2={zeL:o(x)=x Vo€ Hy}=Q(C++.
Basta notar que 72(¢ + 2+ ¢*) = 72(Q) + (7%())* + (72(O))* = P+ * 4+ e
(C+<2+<4) =74+ (T*(Q)* + () = ¢* + (+ (%, ou seja, (+ (7 +(?
4

¢ fixado por 72 e T

QCr ety Gal(Q(() : Q)

“\ A

42



O subgrupo H; de Gal(Q(¢) : Q) é normal. Entdo, pelo Teorema 3.47 (Teorema
Fundamental de Galois), Q(¢+¢ ') : Q é uma extensao galoisiana e Gal(Q(¢+¢™!) :
Q) = Zs/Hy = Zs.

Da mesma forma, Hy ¢ normal. Entao, Q(¢+¢*+¢?*) : Q é uma extensao galoisiana
e Gal(Q(C+ ¢ +¢*) : Q) = Zo/Hy = Lo. O

3.6 Solubilidade de equacgoes polinomiais por radicais

O nascimento da Teoria de Galois se deu por conta de uma questao matemaética que

estava aberta até o inicio do século XIX:

e Existe uma féormula para encontrar as raizes de uma equacao polinomial de grau
maior ou igual a 5 em termos dos coeficientes desta equagao, usando apenas opera-

goes basicas (adigao, subtragao, multiplicacao, divisao) e raizes n-ésimas?

O Teorema de Abel-Ruffini prova que existem equacoes polinomiais no qual tal férmula
nao existe. Mas a Teoria de Galois fornece uma resposta muito mais completa a esta
pergunta, explicando o motivo de ser possivel resolver todas as equagoes de grau quatro
ou inferior, e o motivo de nao ser possivel para a maioria das equacoes de grau cinco ou
superior. Além disso, fornece uma ferramenta de determinar se uma equagao polinomial
é soluvel por radicais.

Vamos estudar o conceito de grupo solivel e, em seguida, estudaremos os critérios
para determinar se uma equacao ¢ soluvel por radicais.

Alguns resultados desta secao serao apenas enunciados. As demonstragoes podem ser

encontradas em [1], Capitulos 12 e 13.

Definicao 3.49. Um grupo G é dito soliivel se existe uma cadeia de grupos
G=GyDG;D--DG,=A{e}

tal que G171 é normal em G e os quocientes G; /G4 sao abelianos parai =0,1,...,n—1.
Proposicao 3.50. Seja G um grupo.
(a) Se G € solivel e H é um subgrupo de G, entao H € solivel.

(b) Se N € um subgrupo normal de G e G € solivel, entao o grupo quociente G/N é

soluvel.

(c) Se N é um subgrupo normal solivel de G tal que o grupo quociente G/N é solivel,

entao G € soluvel.

Proposicao 3.51. Sen > 5, entao o grupo simétrico S,, nao € solivel.
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Definicao 3.52. Uma extensao de corpos L : K é dita extensao radical se existe uma

cadeia de corpos

K=K¢CKiC---CK,=1L

tal que K; = K;_1(a;), onde oz;j € Kj_; e rj sao inteiros positivos para j =1,...,n — 1.
Em especial, se L = K(«), onde o" € K para algum n inteiro positivo, dizemos que

L : K é uma extensao radical simples.

Defini¢ao 3.53. Dado f € K|z], dizemos que f(x) = 0 é solivel por radicais sobre K
se o corpo de decomposicao de f sobre K estd contido em uma extensao radical L : K.
Dizemos que uma extensao L : K é uma extensao solivel se L é um subcorpo de uma

extensao radical de K.

Teorema 3.54 (Teorema Casus Irreducibilis). Se f(z) € Q[z]| é um polinémio cibico

irredutivel sobre Q com trés zeros reais, entao f(x) =0 nao € solivel por radicais reais.
Vamos ver alguns exemplos.
Exemplos 3.55.

1. A extensdo Q(+/2) : Q é radical simples.

Solucao.

Note que (v/2)? = 2 € Q. Entao, pela Definicio 3.52, segue que Q(+v/2) : Q é uma

extensao radical simples. O]

2. A extensio Q(v/1+ v/3) : Q & radical.

Solucgao.

Note que @ € Q(v3) € Q(V/1++3). Temos: (V1+V3)° = 1+ V3 € Q(V3),
e (v3)? = 3 € Q. Entdo, pela Definicao 3.52, segue que Q(V/1+/3) : Q é uma

extensao radical. O
3. A extensdao Q(¢ 4+ ¢™) : Q, onde ¢ = cos (%) + i sin (%), nao ¢é radical.

Solugao.

Perceba que ¢ + (7' = ( + (% = 2cos (27“) Entao, Q(¢ + ¢71) = Q(cos (27”)) Note

também que ( é raiz de

D+t +1=0.

44



¥) - o

Utilizando o fato que o = cos ( , temos:

6
0=> =G+ +C+¢+¢+ +1
=0

C? =3¢+ H+ €+ =2+ ¢+ +1
CHPHC+HC)?=20¢+¢h) -1

Logo, p(r) = 823+4x?—4x—1 é um candidato a polindémio minimal de cos (27“) sobre
Q. Utilizando o Teorema 2.47 (critério redu¢ao modulo 3), concluimos que de fato p
é o polinémio minimal. Os zeros de p sao cos (27”), coS (47”), e cos (67”) Como as trés
raizes de p(x) = 0 sdo reais, entao pelo Teorema 3.54 (Teorema Casus Irreducibilis)
¢ impossivel encontrar solugoes para p(x) = 0 por radicais reais, ou seja, p(x) = 0
nao é soltivel por radicais reais. Logo, pela Definigao 3.53, Q(¢ + ¢7!) : Q nao ¢é

uma extensao radical. O

Teorema 3.56. Dado f € K|z|, a equagao f(x) =0 € solivel por radicais se, e somente

se, o grupo de Galois de f sobre K ¢é soluvel.

Teorema 3.57 (Teorema de Weber). Sejam K C R um corpo e p um nimero primo. Se
f € Klz]| é um polinémio irredutivel de grau p com exatamente duas raizes complexas nao

reats, entao o grupo de Galois do corpo de decomposicao de f sobre K € .S),.

Demonstracao.

Seja L o corpo de decomposicao de f sobre K. Entao a extensao L : K é galoisiana
e, portanto, |Gal(L : K)| = [L : K|. Como f é irredutivel, entdo f é separével, ou seja,
possui todas as raizes distintas. Logo, os elementos de Gal(L : K) permutam as raizes de
f, o que implica que Gal(L : K) é subgrupo de S,,.

Seja a uma raiz de f. Entdo [K(«) : K] = p. Temos:

[L:K|]=[L: K(o)]-[K(«) : K] =[L: K()] - p.

Logo p | [L: K| = |Gal(L : K)|. Entao pelo Teorema 2.19, existe o € Gal(L : K) tal
que v = 0P = idgayr:x). Note que v é um p-ciclo de Gal(L : K). Seja 7 € Gal(L : K) o
automorfismo que permuta as duas raizes complexas nao reais e fixa as outras. Como v é

um ciclo e 7 é¢ uma transposicao, entao 7y e T geram o grupo S,. Logo, Gal(L : K) = S,. [

Exemplos 3.58. Vamos verificar se as equagoes a seguir sao soluveis por radicais sobre

Q.
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1. 23—=2=0

Solugao.

Seja w = cos (%”) + 4 sin (%”) Vimos no item 3 do Exemplo 3.45 que Q(+/2,w) é
corpo de decomposicio de 2 — 2 sobre Q, e que Gal(Q(+/2,w) : Q) = S5. Pela Defi-
nicao 3.49, para verificar se S3 é soluvel, basta mostrar uma sequéncia de subgrupos

normais cujo quociente seja abeliano. Tome a sequéncia de subgrupos normais:

S3 2 ((123)) 2 {id}.

Observe que S3/((123)) = Zo e ((123))/{id} = Z3. Como Zs e Zj sao abelianos,

entao Sz é solavel.

Logo, pelo Teorema 3.56, como S3 é soluvel, entao 2® — 2 = 0 é solivel por radicais.

Il
2. 28+ b+t + 2 +1=0

Solugao.

Seja ¢ = cos (%) + i sin (%). Vimos no item 4 do Exemplo 3.45 que Q(¢) é corpo
de decomposigao de z° +2° + 2% + 23 + 22+ x+ 1 sobre Q, e que Gal(Q(¢) : Q) = Zs.
Pela Definicao 3.49, para verificar se Zg é soluvel, basta mostrar uma sequéncia de
subgrupos normais cujo quociente seja abeliano. Tome a sequéncia de subgrupos

normais:

Zg 2 (2) D {id}.
Observe que Zg/(2) = Zs ¢ (2)/{id} = Z3. Como Zy e Z;3 sao abelianos, entao Zg &
solavel.

Logo, pelo Teorema 3.56, como Zg ¢ solavel, entao 2% +2° +2* + 23+ 22 +2+1=0

é soluvel por radicais. O
3. 25 —4x—-2=0

Solugao.

Seja f(x) = x° — 4z — 2. O polinémio f é irredutivel sobre Q pelo Teorema 2.45
(Critério de Eisenstein) com p = 2. A derivada de f ¢ f'(z) = 5z* — 4. Calcu-

lando f’(xz) = 0, obtemos as raizes x; = ——L\/Qg e Iy = é/i% Logo, f possui dois
pontos extremantes. Uma simples verificagdo nos diz que f(z1) > 0, f(z2) < 0,
lim, , o f(x) = 400, e lim, , o, f(xr) = —oo. Com isso, é possivel esbogar o gra-
fico de f:
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Portanto, f possui trés zeros reais, o que implica que os outros dois sao complexos
nao reais. Pelo Teorema 3.57, segue que o grupo de Galois do corpo de decomposi¢ao
de f sobre Q é S;. Como S5 nao é soluvel, entdo f(z) = 0 nao é soluvel por

radicais. u

Teorema 3.59 (Abel-Ruffini). Seja o polinomio

n

flz) = H(.CE —x) = 2" — 512" 4 801" e (—1) sy,
i=1

~ ~ . - . - n
onde s; sao as fungoes elementares simétricas de xy,%a, ..., T,, 0OU Seja, s1 = » .| T;,
n n n ~ ~ - P . .
S9 = D i1 D j1 TiTjy ooy Sn = iy xi. Entao f(x) = 0 nao é solivel por radicais se
n > 5.
Demonstragao.

Perceba que K(z1,...,x,) é corpo de decomposi¢ao de f sobre K(si,...,s,). Seja
o € S,. Note que ¢ permuta as raizes zi,...,z, e, por conta disso, o fixa cada s;,
je{1,2,...,n}.

Entao temos a seguinte torre de corpos:
K(zy,...,2,) D K(z1,...,2,)% D K(s1,...,5,),

onde K(xy,...,2,)% ={x € K(x1,...,7,) :0(z) =z, Vo € Sy}

Perceba que [K(x1,...,2,) 1 K(z1,...,7,)°"] = |S,| = n!. Como K(xy,...,2,) é
corpo de decomposigao de f sobre K(si,...,s,) e O(f) = n, entdo, pelo Corolario 3.44,
[K(x1,...,2,)  K(81,...,5,)] <nl Logo, K(x1,...,2,)% = K(x1,...,7,).

Portanto, pelo Teorema 3.42, Gal(K (z1,...,x,) : K(s1,...,8,)) = Sp. Se n > 5,
pela Proposigao 3.51, S, nao é soluvel. Agora aplicando o Teorema 3.56, concluimos que

f(z) = 0 néo ¢ solavel por radicais para n > 5. O
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3.7 Problemas Classicos da Matematica Grega
Os Problemas Classicos da Matematica Grega sao:

e a duplicagao do cubo: dado um cubo, é possivel construir outro cubo com o dobro

do volume do cubo inicial, utilizando apenas régua e compasso?

e a quadratura do circulo: dado um circulo, é possivel construir um quadrado com a

mesma area do circulo dado, utilizando apenas régua e compasso?

e a trisecgao do angulo: ¢é possivel dividir um angulo qualquer em trés partes iguais,

utilizando apenas régua e compasso?

Estes problemas ficaram em aberto por mais de vinte séculos, e apenas em 1837, o
matemaético Pierre Wantzel apresentou a prova da impossibilidade de duas destas constru-
¢oes: a duplicagao do cubo e a triseccao do angulo. Posteriormente, em 1882 Lindemann
provou a impossibilidade da quadratura do circulo, ao demonstrar a transcendéncia do
nimero m sobre o corpo dos numeros racionais.

Atualmente, conseguimos utilizar conceitos de extensoes de corpos para provar esses

resultados, como veremos a seguir.

Definicao 3.60. Seja X C R2. Dizemos que um ponto P ¢ construtivel a partir de X
se existe um inteiro n e uma sequéncia de pontos (Py,..., P,) com P, = P tal que para

qualquer i € {1,2,...,n}, X; = X U{P,..., P,_1} satisfaz uma das afirmagoes a seguir:

e existem 4 pontos A, B,C, D € X; tal que P; é o ponto de interse¢ao entre as retas
(AB) e (CD);

e cxistem 4 pontos A, B,C,0 € X, tal que P; é um ponto de interse¢ao entre a reta

(AB) e a circunferéncia de centro O e raio CO;

e existem 4 pontos O, M,0', M' € X; tal que P, é um ponto de intersecao entre a

circunferéncia de centro O e raio OM e a a circunferéncia de centro O’ e raio O'M’.

Aqui, a régua considerada nao possui marcas, é apenas um instrumento que permite
ligar dois pontos do plano. As circunferéncias sao definidas por um centro dado e um

ponto da circunferéncia dado.

Definicao 3.61. Seja X C R. Dizemos que um nimero real o é construtivel a partir
de X se « é abscissa de um ponto do plano que é construtivel a partir dos pontos (&, 0)

com & € X.

Proposigao 3.62. Seja X C R tal que 0,1 € X. O conjunto €x de todos os niumeros

reais que sao construtiveis a partir de X satisfazem as sequintes propriedades:
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1. Se a,f € €x, entio a+ B, — [, a8, € Ex.
2. Sea, € €x com [ #0, entao % € Cx.
3. Seja o > 0. Se a € €, entio \Ja € Ex.

Um fato que decorre da proposigao anterior é que o conjunto dos niimeros reais cons-
trutiveis a partir de {0,1} é um subcorpo de R. Ser construtivel a partir de {0,1} é
equivalente a ser construtivel a partir de Q.

A proposicao seguinte descreve a estrutura algébrica das extensoes de grau 2 e também

justifica o fato destas extensoes também serem chamadas de extensoes quadraticas.

Proposigao 3.63. Sejam K um subcorpo de R e considere L : K uma extensdo de corpos
de grau 2. Entao existe 6 € L\ K tal que * € K e L = K(0).

Demonstracao.

Seja a € L'\ K. Como [L : K] =2, entdo o conjunto {1,a} é uma base da extensao
L : K. Logo, o conjunto {1, a,a?} é linearmente dependente, o que implica que existem
a,b,c € K nao todos nulos tais que aa? + ba + ¢ = 0. Como {1,a} é linearmente

independente, entao a # 0. Com isso,

ac® +ba+c=0

b\>
= a(oz—l—%) _E_'_C:O
& a(a+i)2=b2_4ac
2a 4a
- (a+£)2:1)2—4ac
2a 4a?
o (2aa+b)2:b2—4ac
2a 4a?

& (2000 +b)* = b — dac.

Seja 0 = 2aa +b € L\ K. Entao §* = b* — 4ac € K. Como a = , entao {1,0} &
a
base de L : K e, portanto, L = K (). O

Teorema 3.64 (Wantzel, 1837). Seja K um subcorpo de R. Um nimero oo € R € cons-
trutivel a partir de K se, e somente se, existem n € Z e uma cadeia de extensoes de
corpos

RDK,D-- DK DK

tais que para qualquer i € {1,...,n}, temos [K;: K;_ 1] =2 e a € K.

A demonstragao do teorema anterior pode ser encontrada em [2|, Teorema 1.4.1.
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Corolario 3.65. Sejam K um subcorpo de R e a € R um numero construtivel a partir

de K. Entao « € algébrico sobre K e [K(«) : K] = 2" para algum r inteiro positivo.

Demonstragao.

Considere a cadeia de extensoes quadraticas abaixo tal que o € K,:
RDODK,D---2D K DK.
Utilizando o Teorema 3.16 (Lei da Torre) recursivamente, obtemos:
K,:K|=[K,: Ki]-[K,: K|=[K, : Kj]-2=---=2".

Entao, como [K,, : K| = [K,, : K(o)] - [K(«) : K] = 2", segue que [K(«) : K] | 2™

Portanto « é algébrico sobre K e [K(«) : K] = 2" para algum r < n inteiro positivo. [

Vamos agora demonstrar a impossibilidade das construcoes dadas pelos Problemas

Classicos da Matematica Grega.

Teorema 3.66 (Duplicacio do cubo). O nimero real /2 nio é construtivel a partir de

Q.
Demonstragao.

Seja p(z) = 2* — 2. Claramente p(+/2) = 0. Perceba que p é irredutivel sobre Q pelo
Teorema 2.45 (Critério de Eisenstein) tomando p = 2. Logo, p é o polindmio minimal
de a sobre Q e segue que [Q(«) : Q] = 3. Pelo Corolario 3.65, concluimos que « néao é

construtivel. ]

Teorema 3.67 (Quadratura do circulo). O nidmero real /7 nao é construtivel a partir

de Q.
Demonstracao.

Suponha, por absurdo, que /7 é construtivel. Entao /7 ¢ algébrico sobre Q, o que
implica que /7 - /7 = 7 ¢ algébrico sobre Q. Contradi¢ao, visto que 7 é transcendente
sobre Q. O

Para o problema da trissec¢ao do angulo, dada o ponto com coordenadas (cos(a), sen(«))

&

5),sen(g)).

Note que sen(a) € Q(cos(w)), pois sen®(a) = 1 — cos*(a). Além disso, se cos(%)

for construtivel a partir de {0, 1, cos(a)}, entao sen(§) também sera construtivel. Entao,

na circunferéncia unitaria, queremos construir o ponto com coordenadas (cos(

&

5) € construtivel a partir de {0, 1, cos(a)}.

poderemos trissectar o angulo « se, e 86 se, cos(
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Pela formula do arco triplo, obtemos:

cos(a) = 4 cos® (%) — 3 cos (%)

& 2cos(a) = 8cos® (%) — 6 cos (%)

& 8cos’ (%) — 6 cos (%) —2cos(a) =0

= (2 cos (%))3 3 (2 cos (%)) — 2cos(a) = 0.

Logo, 2cos($) € raiz do polinomio p(x) = x* — 3z — 2cos(e). Com isso, podemos

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.68 (Trissecao do angulo). Seja o € R. O mimero cos(§) € construtivel a
partir de {0,1,cos(a)} se, e somente se, o polinémio p(z) = 23 — 3x — 2 cos(a) € redutivel
sobre Q(cos(a)).

Demonstracao.

(=) Se o polindomio p(x) = 2% — 3z — 2cos(a) & irredutivel sobre Q(cos(a)), entao
[Q(cos(a),cos(5)) : Q(cos(ar))] = 3. Pelo Corolario 3.65, concluimos que cos(§) nao ¢é
construtivel.

(<) Se o polinémio p(z) = z* — 3z —2 cos(a) é redutivel sobre Q(cos(«)), entdao p = qr
para polindmios nao constantes ¢,r € Q(cos(«))[z], onde d(¢) = 1 e I(r) = 2. Logo, p
possui raiz em Q(cos(«)) e, como 9(q) e J(r) sdo poténcias de 2, isto implica que todas

raizes de p sao construtiveis. ]

Exemplos 3.69.

T
1. O angulo 3 é construtivel com régua e compasso.

Solugao.
Temos:
p(z) =2° — 3z — 2cos(n) =2° =32+ 2= (x — 1)*(z +2).
Entao p é redutivel sobre Q(cos(%)), o que implica que cos(%) é construtivel. [

T
2. O angulo 3 nao é construtivel com régua e compasso.

Solugao.

Como cos(%) = %, ¢ suficiente provar que o polinémio p(z) = 23— 3z —1 é irredutivel

sobre Q. Utilizando o Teorema 2.47 (critério redu¢ao modulo 2), concluimos que de

s

5) nao é construtivel. O

fato p é irredutivel sobre @, o que implica que cos(
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Capitulo 4
Teoria de Picard-Vessiot

A Teoria de Picard-Vessiot teve inicio com Emile Picard e Ernest Vessiot no final do
século XIX e tem como objetivo estudar extensoes de corpos diferenciais geradas pelas
solugoes de equagoes diferenciais lineares.

Neste capitulo iremos fazer uma breve introdugao da Teoria de Picard-Vessiot e abor-
dar uma aplicagao interessante desta teoria: a caracterizacao das fungoes que possuem

primitiva elementar.

4.1 Corpos diferenciais

Definicao 4.1. Seja A um anel. Uma derivagao em A é um homomorfismo de grupos
abelianos D : A — A que satisfaz a relagdo D(ab) = aD(b)+bD(a), V a,b € A. Um anel
diferencial é um anel munido de uma derivagao. Quando o anel é um corpo, chamamos

de corpo diferencial.
Observagdo 4. E comum denotar o' = D(a), a” = D(D(a)), e ¥ n € N, a™ = D"(a).
Exemplos 4.2.

1. Qualquer anel A munido com a derivagao D(a) = 0 Va € A é um anel diferencial.

2. O anel das funcgoes de classe C'™° definidas no intervalo I C R, munido com a

derivagao usual de fungdes D(f) = f’ é um anel diferencial.

3. O anel das fungoes reais analiticas definidas em um intervalo de R, munido com a

derivagao usual, € um anel diferencial.

4. O anel das fungoes holomorfas tomadas em um aberto de C, munido com a derivacao

usual D(f) = f’, ¢ um anel diferencial.

5. O anel K[z] dos polindémios em uma variavel x e coeficientes no corpo K, munido

com a derivacao usual, ¢ um anel diferencial.
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6. O corpo K (x) de todas as fungbes racionais em uma variavel x e coeficientes no corpo

K, munido com a derivagao usual de funcoes racionais, ¢ um corpo diferencial.

7. O corpo de fungoes meromorfas em um subconjunto aberto e conexo de C, munido

com a derivacao usual, é um corpo diferencial.

Proposigao 4.3. Seja A um anel diferencial munido com a derivagao D. Sejam a,b € A.

Entao:
(a) D(1) =0.
(b) Para qualquer inteiro n > 1, D(a™) = na™ *D(a).
(¢) Para qualquer inteiro n > 1, D"(ab) = 3" _, () D*(a) D" *(b).
(d) Se b € invertivel, entao D (%) = w. Em particular, D (§) = —%.

Demonstracao.

(a) Aplicamos a derivagdo D em ambos os lados da igualdade 1-1 = 1. Temos:

D(1-1)=D(1)
& 1-D(1)+1-D(1) = D(1)
& 2D(1) =D(1)
< D(1)=0.

(b) Vamos provar esta igualdade por indugao em n. Para o caso base n = 1, temos:

Tomamos como hipétese de indugao a seguinte igualdade:
D(a") = ka*'D(a), k € N*.
Vamos mostrar que a igualdade continua satisfeita para k + 1:

D(a"™) = D(a* - a)

Logo, provamos por indugao que para qualquer inteiro n > 1, D(a") = na™ ' D(a).
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(¢) Novamente, vamos provar esta igualdade por indugao em n. Para o caso base n = 1,

temos:

(é) D°(a)D'°(b) + G) D'(a)D''(b) = aD(b) + bD(a) = D(ab) = D*(ab).

Tomamos como hipotese de inducao a seguinte igualdade:

D"(ab) = i (Z) D*(a)D"*(b), n € N*.

k=0

Vamos mostrar que a igualdade continua satisfeita para n + 1:

D"*(ab) = D(D™(ab))

No passo () foi utilizada a relagao de Stifel: (nzl) =(")+ (), n>1 k>1

Logo, provamos por inducao que para qualquer inteiro n > 1, temos

D"(ab) = Xn: (Z) D*(a) D" *(b).

k=0

a
(d) Seja b invertivel de forma que 5= a. Aplicando a derivacao D em ambos os lados
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desta igualdade, temos:

T
VR
g
+ N———
Il
T
=

& D) +bD(3) = D)
& bD (%) = D(a) — D(b)%

a\ D(a) D(b)a bD(a)— D(b)a
e D (Z N R 2

Em particular,

O

Definicao 4.4. Um elemento de um anel diferencial ¢ dito constante se sua derivada
for nula. Se A ¢ um anel diferencial, entdo Cy = {a € A : o’ = 0} é o conjunto dos

elementos constantes de A.

Proposicao 4.5. Seja A um anel diferencial. O conjunto C4 dos elementos constantes
de A ¢ um subanel de A. Se A € um corpo diferencial, entao o conjunto C'y € um subcorpo

de A, chamado de corpo constante de A.

Demonstragao.

Seja A um anel diferencial munido com a derivagao D. Seja a,b € C4. Entao D(a) =
D(b) = 0. Note que D(a+b) = D(a) + D(b) =0+ 0= 0. Logo, a +b € Cy. Da mesma
forma, D(ab) = aD(b) + bD(a) =a-0+b-0=0. Logo, ab € C4. Como D(1) = 0, entdo
1 € C4. Portanto, C'y é subanel de A.

Caso A seja corpo diferencial, entao para provar que C'4 é subcorpo de A, basta provar
que se a,b € Cy com a # 0,b # 0, entao ab~! € C4. Temos:

D(ab™") =aD(b™ ') +b"'D(a) = aD (%) =a (—%) =a-0=0.

Portanto, ab™! € C4 e segue que C4 & subcorpo de A. n

Proposigao 4.6. Seja K um corpo de caracteristica zero. Considere o anel diferencial
Klx] e o corpo diferencial K(x), ambos munidos com a derivagao usual. Entio, Ciy =
CK(x) =K.

Demonstragao.

Seja f € Klz| tal que f = > p_, axz®. Entao, f = >0 | kapz*~'. Assuma que
f'=0. Entao ka, =0, Yk > 1, o que implica que ay =0, Vk > 1. Logo, f = ay € K e,
portanto, Ckp, = K.
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p
Considere agora r € K(zx) tal que " = 0. Sejar = —, onde p,q € Klx],q # 0 e
q
mdc(p, ¢) = 1. Entao

qr:p:>(qr)’:p’:>q’r+qr’:p':>q’r:p':>q’§:p’EK[x}.

Suponha, por absurdo, que d¢ > 1. Como mdc(p,q) = 1, entdo sabemos que ¢ 1 p

/

. .4 : .
e, portanto, necessariamente ¢ | ¢’. Mas como J¢' < Jq, entao — ¢ K|[z], o que implica

que p’ ¢ K[x]. Contradigao! Portanto, g é constante. Logo, ¢ = 0 o que implica que

/ z 2 p 2 s
p’ = 0. Segue que p é constante também e portanto r = — é constante. Concluimos que
q
Cr@) = K. ]
Definigao 4.7. Sejam A um anel diferencial e I um ideal de A. Entao I é um ideal
diferencial de Ase d' € [,Va € I.

Definigao 4.8. Um homomorfismo diferencial f : A — B de anéis diferenciais é um
homomorfismo de anéis f: A — B tal que f(a') = f(a), Ya € A.

Proposicao 4.9. Seja f : A — B um homomorfismo diferencial de anéis. Entao ker(f)
¢ um ideal diferencial de A e o isomorfismo f : A/ker(f) — Im(f) é um isomorfismo

diferencial.

Demonstracao.

Seja a € ker(f). Entao f(a') = f(a)’ = (0) = 0, o que implica que a’ € ker(f) e,
portanto, ker(f) é um ideal diferencial.
Dado a € A arbitrario, temos f(a)’ = f(a) = f(a’) = f(a’) = f(@). Logo, f é um

isomorfismo diferencial. O]

Proposigao 4.10. Sejam A um anel diferencial e I um ideal diferencial de A. FEntao
existe uma unica derivagao do anel quociente A/I tal que a projecao canénicam : A — A/l

€ um homomorfismo diferencial.

Demonstracao.

Considere que o anel A estd munido da derivagao D. Como D e m sao homomorfismos
de grupos, entdo a composta m o D : A — A/l também é homomorfismo de grupos.
Como [ ¢é ideal diferencial de A, entao D(I) C I. Portanto, se a € I, entao (wo D)(a) =
7(D(a)) = D(a) = 0. Defina a aplicacio D : A/I — A/I dada por D(@) = 7(D(a)).

Vamos mostrar que D estd bem definida, ou seja, dados a;,ay € A/I tais que a; = ag,
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entdo D(ay) = D(az). Note que @; = @ implica que a; — ay € I. Temos:

¢ ¢ ¢ ¢
A
Er\/‘\
EE
|
A
S
S
1
ol

Logo, D esta bem definida. Mostraremos agora que D define uma derivacio em A/I.

Temos:

Portanto, D define uma derivacio em A/I. Considere as derivacdes D e D de forma

que o diagrama abaixo seja comutativo.

A—D 4

Wl o lw

AJT 225 AT

Entdo D(r(a)) = D(n(a)) = 7(D(a)) = D(a) = D(a), Va € A= D = D. Isto prova a

unicidade de D e completa a demonstracao. O

Proposicao 4.11. Seja A um anel diferencial. Assuma que A € dominio de integridade
e seja K = FracA. FEntdo existe uma tnica derivacao D em K que coincide com a

derivacao de A.

Demonstragao.
a'b— ab’ a'b— ab’

/
a a a
Para a,b € A, temos <E> = Para 7 € K, defina D (5> =@ e
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entao ha unicidade. Vamos verificar que esta formula nao depende da escolha do repre-

sentante e que define uma derivacao em K. Para qualquer ¢ € A*, temos:

D (ac) _ (ac)'be — ac(bc)

be (be)?
(a'c+ ad)bc — ac(b'c + b))
- b2c?
a'bc® + abed — ab'? — abed
- b2c?
a'b — ab

a
Logo, a derivagao de 7 € K ¢éindependente da escolha do representante. Agora, dados

€ K temos:

(3 5)-n(*5")

(ad + be)'bd — (ad + be) (b

(bd)?

(a'd+ ad' + b'c+ bc')bd — (ad + be)(b'd + bd')
- b2d2

a'bd? + abdd + bbcd + b*c'd — ab/d? — abdd — bV cd — bcd’
B b2d2

ab—ab Jdd—cd
- b2 + a2

a c
=0(3)+0(3)
a c ac
(5 3)="0a)

_ (ac)'bd — ac(bd)'
a (bd)?

(a'c+ ac)bd — ac(b'd + bd')
- b2d2

a’bed + abcd — ab'ed — abed’
- b2d2

(a'b—ab)ed + (d'd — ed')ab
- b2d2

(a'b—ab)c N (dd—cd)a
b2d bd?

(5 (5) (2550 2
p(3)- ()0 (5)- ()
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a a'b— ab
Isto mostra que de fato, D 7= define uma derivacao em K. O

4.2 Extensoes diferenciais

Definicao 4.12. Uma extensao de corpos L : K é dita extensao diferencial de corpos

se a restricao da derivacao de L em K for igual & derivacao de K.

Teorema 4.13. Sejam K wum corpo diferencial e L : K wuma extensao algébrica finita
separdvel. Entao a derivacao de K se estende de forma unica para L. Além disso, todo

K-automorfismo de L € diferencial.

Demonstracao.
Se L : K é uma extensao finita, entdo L = K(«) para algum « € L, pelo Teorema
n

3.35 (Teorema do Elemento Primitivo). Seja p(z) = Zajxj o polindémio minimal de «
=0
sobre K. Entao L = K{[z|/({p). Suponha que existe uma derivacdo D; em L que estende

a derivagdo D de K. Se aplicarmos a derivagao Dy, em p(«) = 0, temos:

Dp(p(a)) = Dy, (Z Wj)

= > (Dag)ad + jaa’ Dy(a))

=0

(Z D(aj)aj) + (Zj%aj_l> Dp(a)

=0

=p"”(a) +p'(a)D(a)
= 0.

Denotamos por p” o polinémio obtido ao aplicar D nos coeficientes de p.
Como J(p') < 9(p) e p é separavel, entdao p’ # 0. Logo p'(a) # 0, pois p é o polinémio
D
p”(a)

P(a)’

minimal de o. Entao Dp(a) = — o que implica que a derivacao de K se estende

de forma tnica para L.

Para mostrar que tal derivacao de fato existe, utilizaremos a Proposicao 4.10. Pre-
cisamos mostrar que existe uma derivacdo em K[z| tal que o ideal (p) ¢ diferencial.
Como p é separavel, entdo p e p’ sao coprimos. Com isso, podemos estender a deriva-

cdo de K para K|z| da seguinte forma: D(z) = —pP(z)h(z) para h(z) € K[z] tal que
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h(z)p'(z) = 1(mod p(z)). Dado ¢(x) € K|[z| tal que h(x)p' (x) =1+ g(z)p(x), temos:

Portanto, (p) é um ideal diferencial de K|x] e segue que L = K[z]/(p) é um corpo
diferencial.

Se o ¢ um K-automorfismo de L, entdo o~ 'Dyo ¢ também uma derivacao de L que
estende a derivacdo de K. Como a derivagiao é tnica, entao o 'Dyo = Dy, e portanto,

Dyo = oDy, o que prova que o é um automorfismo diferencial. n

O teorema acima também é valido se assumirmos a extensao L : K nao finita.

4.3 Equacoes diferenciais lineares homogéneas

Seja K um corpo diferencial. Uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n

sobre K é da forma:
L(y) =y™ + a(n_l)y("fl) +ooday +ary +agy =0, a; € K.

Toda equagao diferencial linear homogénea de ordem n sobre K pode ser representada

também como uma equagao diferencial matricial de primeira ordem da forma:

Y' = AY, A € GL,(K).

Entdo f é solucdo da equacdo L(y) = 0 se, e somente se, (f, f',..., f"=2) fr=IHT
satisfaz a equagao Y’ = AY', ou seja,

!/

f o 1 0 - 0 f
i 0O 0 1 - 0 i
f=2) 0 0 0o ... 1 fn=2)
A —ag —a1 —ay -+ =y ) \ 7Y

Vamos definir uma estrutura para o conjunto de solugoes da equagao L(y) = 0.

Lema 4.14. Seja K um corpo diferencial munido da derivacao D. Entao D : K — K é

um operador linear sobre C.
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Demonstracao.

Dados a € Ck e f,g € K, temos

D(af +g) = D(af)+ D(g) = aD(f) + fa(g_z+D(9) =aD(f)+ D(g).

Portanto D é um operador linear sobre C. O

Lema 4.15. Sejam K wum corpo diferencial e Yq,...,Y,, solucoes de Y' = AY, A €
GL,(K). Se{Y1,...,Y,} € linearmente independente sobre Ck, entao {Y1,...,Y,,} tam-

bém € linearmente independente sobre K.

Demonstracao.

Vamos provar por indugao em m.

Para o caso base m = 1, suponha que {Y;} ¢ linearmente independente sobre Cf.
Entao Y7 # 0. Logo {Y;} é linearmente independente sobre K.

Pela hipotese de indugao, assumiremos que {Y7,...,Y,, 1} é linearmente independente
sobre K.

Considere a equagao Z;n:l a;Y; =0, a; € K, a,, # 0. Como K ¢é corpo, podemos

assumir a,, = 1. Derivando a equagao, temos:

m /
(Sa) o
j=1
=  (aiYr+aY]) + (a5Ya + aoYy) + -+ (a1 Y1+ am—1Y,, 1)+ Y, =0

(@Y1 +ayYs+ - a1 Y1) + (Y] + @Y+ +amaY, 1 +Y) =0

= (Y14 aYo+ - +ay, Vo) +A(@Yi+aYot  +an1Yu 1 +Y,)=0

N J/
-

=0

Y

m—1
= a;Y; =0
j=1
& a; = 0.
No passo (*) utilizamos a hipotese de indugao. Logo, ay,...,a,—1 € Ck e segue que
{f1,..., fm} € linearmente dependente sobre C, o que é contradi¢ao.
Portanto, {fi,..., fm} € linearmente independente sobre K. O

Proposicao 4.16. Sejam K um corpo diferencial e L(y) = 0 uma equacao diferencial
linear homogénea de ordem n sobre K. O conjunto Vp = {f € K : L(f) = 0} € um espago

vetorial sobre C de dimensao menor ou igual a n.

Demonstracao.
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Note que mostrar que V,; é um espaco vetorial sobre C'x de dimensao menor ou igual
a n é equivalente a mostrar que o conjunto V' de solugoes Y € K™ da equagao diferencial
Y’ =AY, A € GL,(K) é um espago vetorial sobre Cx de dimensao menor ou igual a n.

Seja D a derivacao de K. Pelo Lema 4.14, a derivagao D é um operador linear sobre
Ck. Entao a aplicacdo ¢ : K™ — K" dada por ¢(Y) = Y’ — AY é linear sobre Ck e,
portanto, ker(p) é um espago vetorial sobre C'x. Note que ker(yp) =V, pois é o conjunto
de solugoes de Y/ = AY.

Falta agora mostrar que dime, (V) < n. Sejam Y, Ys,...,Y,, Y, 11 € V. Claramente
{Y1,...,Y,1} é linearmente dependente sobre K, pois dimg (K™) = n. Entao, pelo Lema
4.15, segue que {Y7,...,Y, 11} € linearmente dependente sobre C. Logo, dime, (V) <
n. O

Definicao 4.17. Seja K um corpo diferencial. O Wronskiano de n elementos fi,..., f, €

K ¢é dado pelo determinante da matriz wronskiana:

fi for o
W(f1,. .., fn) = det fl f2 f”
fl(n'—l) f2(n‘—1) T(Ln'—1)
Proposicao 4.18. Seja K um corpo diferencial. Os elementos fi, ..., f, € K sao line-
armente dependentes sobre C se, e somente se, W(f1,..., fn) =0.
Demonstracao.

(=) Seja D a derivagao de K. Pelo Lema 4.14, a derivacdo D é um operador linear
sobre C.

Note que se {fi,...,f,} € linearmente dependente sobre Cg, entdo as colunas da
matriz wronskiana de fi,..., f, também sao linearmente dependentes sobre C'x, pois a
derivagao D é um operador linear sobre C. Entao, W(fi,..., fn) = 0.

(<) Vamos mostrar por indugao em n. Paran = 1 é trivial. Assuma que W(f1,..., fn) =
0. Se W(fs, ..., fn) =0, nossa hipotese de indugao garante que { fa, ..., f,} € linearmente
dependente sobre C. Assuma que W(fs, ..., fn) # 0. Como W(f1,..., f,) = 0, entao as
colunas da matriz wronskiana de fi,..., f, satisfazem uma relagao de dependéncia linear

nao trivial com coeficientes em K, digamos

Saf =0, 0<k<n-1 ek ()

Jj=1

Como W(fa, ..., fn) # 0, entdo a; # 0 e podemos assumir, sem perda de generalidade,
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que a; = 1, pois K é corpo. Derivando a equagao (), temos:

(i ajf}k)) =0
j=1

= 5 o fI £ al ) - (an fED ) = 0
= (A" 4 af™V b anfE) @ Y 4+ a fP) = 0

0 por (¥)
n
S a0
j=2
Obtemos entao um sistema linear homogéneo de equagoes em aj, ..., a), com deter-
minante W(fa, ..., f.) # 0, o que implica que a}, = a} = --- = a,, = 0. Portanto,

as,as,...,a, € Ckg. Como a; = 1, entdo a; € Ck, 1 < j < n. Logo, {fi,....fn} €

linearmente dependente sobre C. O

Exemplos 4.19. Vamos verificar se os conjuntos a seguir sao linearmente independentes

sobre C utilizando o Wronskiano.

1. {1,2%}, K = C(x)

Solugao.

Calculando o Wronskiano de {1, 23}, temos:

W, 2% = || A
,x%) = =3z .
0 322
Logo {1,z*} é um conjunto linearmente independente sobre C. [

2. {z? +1,2%,1}, K = C(x)

Solugao.

Calculando o Wronskiano de {2? + 1,22, 1}, temos:

22+1 22 1
W(r?+1,2°1)=| 2z 2z 0| =4z —4z=0.
2 2 0
Logo {x2 + 1,22, 1} é um conjunto linearmente dependente sobre C. OJ
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3. {sen(2z),cos(z)sen(z)}, K = C(x,cosz,senx)

Solucao.

Como sen(2x) = 2cos(x)sen(x), é facil ver que {sen(2x),cos(x)sen(x)} é linear-
mente dependente sobre C. Veja abaixo que o Wronskiano de {sen(2z), cos(z) sen(z)}
se anula.

R e

= sen(2x)(cos®(x) — sen?(x)) — 2 cos(2x) cos(z) sen(z)
= sen(2z) cos(2x) — cos(2x) sen(2z)

=0.

4.4 Extensoes de Picard-Vessiot

Vimos na Teoria de Galois classica que uma extensao de corpos L : K é normal se,
e sO se, L é corpo de decomposi¢ao de um polinémio f € K[z]. De maneira similar,
construiremos uma extensao minimal de corpos diferenciais onde uma equacao diferencial

linear homogénea de ordem n admite n solugoes linearmente independentes.

Definicao 4.20. Sejam L : K uma extensao diferencial e f1,..., f, € L solugoes linear-
mente independentes sobre Cx da equagao diferencial linear £(y) = 0 de ordem n. Entao

{f1,..., fa} € dito conjunto fundamental de solugoes de L(y) =0 em L.

Definigao 4.21. Seja L(y) = 0 uma equagao diferencial linear de ordem n com coeficientes
em um corpo diferencial K. Entao o menor corpo que contém tanto K quanto as solucoes

de L(y) = 0 é denotado por E. e é dito corpo de decomposicao diferencial de L.

Defini¢ao 4.22. Sejam L : K uma extensao diferencial e £(y) = 0 uma equagao diferen-
cial linear de ordem n sobre K. Assuma que Ck € algebricamente fechado de caracteristica
zero. Dizemos que a extensao L : K é uma extensao de Picard-Vessiot de L(y) = 0

se:

(a) L = K(f1,...,[fn), onde {f1,..., fn} € um conjunto fundamental de solugdes de
L(y) =0em L;

(b) O corpo constante de L é Ck, isto é, C, = Ck.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplos 4.23. Vamos determinar a extensao de Picard-Vessiot de £L(y) = 0 para cada

item abaixo. A derivacao em cada item é a usual.

1
1. L(y) =y — —y com coeficientes em C(x)
x

Solugao.

As solugoes de L(y) = 0 sao as fungoes y(z) = cx, com ¢ € C. Logo {z} é um
conjunto fundamental de solugoes de L(y) = 0 em E,. Portanto E, = C(z), e
segue que a extensao de Picard-Vessiot de L(y) =0 é C(x) : C(z). O

2. L(y) =y" — 2y com coeficientes em C(x)

Solucgao.

As solugdes de L(y) = 0 sdo as funcdes y(z) = c1eV?® + coe™ V2" com ¢y, ¢y € C.

Calculando o Wronskiano do conjunto {e¥2*, e~V2%} temos:

W(eV?, e V) = eV eV
\/56\/5“’” —\/2e V2

Y

= —2V2#0.

Logo {€¥2*,e~V2*} ¢ um conjunto linearmente independente e, portanto, é um con-

junto fundamental de solugoes de L£(y) = 0 em E.

Portanto £, = C(z, eV, e‘ﬁm), e segue que a extensao de Picard-Vessiot de L(y) =
0 & C(x,eV? e V) . C(x). O

O teorema a seguir garante que qualquer equagao diferencial linear admite uma tnica
extensao de Picard-Vessiot, a menos de K-isomorfismos diferenciais. A demonstragao

deste teorema nao sera abordada neste trabalho, mas pode ser encontrada em [3], Teorema
3.3.

Teorema 4.24. Seja K um corpo diferencial, onde Cx € algebricamente fechado. Seja
também L(y) = 0 uma equagio diferencial linear de ordem n definida sobre K. FEntao
existe uma extensio de Picard-Vessiot L : K para L(y) = 0 que € unica a menos de

K-isomorfismo diferencial.

Se Ck é algebricamente fechado, entéo a extensao de Picard-Vessiot L : K de L(y) =0

pode ser construida da seguinte maneira:

1. Seja {fi,..., fn} o conjunto fundamental de solugdes de L(y) = 0. Defina os ele-
mentos f;; = f]@,O <i<n—-11<j5<n.

2. Obtenha o anel de polinémios em n? indeterminadas K[f;;,0 <i <n—1,1 < j <n].

65



3. Considere o subconjunto S de K|[f;;] tal que W(fi,..., fn))" € S para qualquer n >
0 inteiro. Defina o anel R = ST 'K |[f;;] = {ab™' : a € K|[fi;],b € S} C Frac(K|[f;]).

4. Como qualquer ideal diferencial maximal P de R é um ideal primo, entao o quociente
R/P ¢ um dominio de integridade. Se L = Frac(R/P), entao L : K é de Picard-

Vessiot.

4.5 Grupos de Galois diferenciais

Vimos que na Teoria de Galois classica podemos associar um grupo de Galois a uma
extensao de corpos. Da mesma maneira, veremos que podemos associar um grupo de

Galois diferencial a uma extensao diferencial de corpos.

Definicao 4.25. O grupo de Galois diferencial de uma extensao diferencial de cor-
pos L : K é o grupo de todos os K-automorfismos diferenciais de L sob a operagao de

composic¢ao, isto é, o conjunto dos automorfismos o : L — L tais que
1. para qualquer z € K, temos que o(z) = x.
2. para qualquer y € L, temos que o(y)' = o(y').

Denotamos este grupo por Gal?(L : K).

Lembre-se que na teoria classica, vimos que uma extensao L : K ¢ galoisiana se
LGNEE) — fp € L : o(x) =z, Vo € Gal(L : K)} = K. Isto nos permite aproveitar todo
o poder do Teorema Fundamental de Galois. Como iremos enunciar a versao diferencial
analoga deste teorema, faz sentido verificar que o mesmo vale para extensoes de Picard-
Vessiot em frente a seu grupo de Galois diferencial. Para isso, necessitaremos do lema a

seguir, cuja demonstracao pode ser encontrada em [3], Proposigao 3.7 (a).

Lema 4.26. Se L : K ¢ uma extensao de Picard-Vessiot para a equacgao diferencial linear

L(y) =0exz e L\ K, entao existe um K-automorfismo diferencial o : L — L tal que

o(x) # x.

Teorema 4.27. Sejam L : K uma extensao de Picard-Vessiot e GalP?(L : K) o respectivo
grupo de Galois diferencial. Entio LY K) = K isto é, K € o corpo fizado de GalP (L :
K).

Demonstracao.

E imediato da Definicao 4.25 que K C LG (K) Para a inclusdo reversa, considere
g € LGaP(LK) ¢ suponha, por absurdo, que # € L\ K. Pelo Lema 4.26, existe um
K-automorfismo diferencial ¢ : L — L tal que o(z) # x, o que contradiz o fato de x
pertencer a LO (LK) T og0 [Gal” (LK) — [ O
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Vimos que na Teoria de Galois cléssica a acao de um grupo de Galois no corpo de
decomposi¢ao de um polinémio ¢ determinada pela maneira que ele permuta as raizes (que
é um conjunto finito de n elementos), ja que as raizes geram o corpo de decomposigao.
Por isso, um grupo de Galois pode ser naturalmente identificado com um subgrupo de 5,,.

Da mesma forma, a agao de um grupo de Galois diferencial de uma equacgao diferencial
linear homogénea na extensao de Picard-Vessiot ¢ determinada pela maneira que ele move
as solugoes fundamentais (que agora forma um espago vetorial sobre C'x de dimensao n),
ja que as solugoes fundamentais geram a extensao de Picard-Vessiot. Veremos agora que

um grupo de Galois diferencial pode ser naturalmente identificado com um subgrupo de
GL,(Ck).

Proposigao 4.28. Sejam L : K uma extensao de Picard-Vessiot da equagao diferencial
linear homogénea L(y) = 0 de ordem n e Gal?(L : K) o respectivo grupo de Galois

diferencial. O grupo GalP(L : K) ¢ isomorfo a algum subgrupo de GL,(Cf).

Demonstracao.

Sejam {fi,..., fa} o conjunto fundamental de solugdes de L(y) = 0 em L e 0 €
Gal?(L : K). Como ¢ é um K-automorfismo diferencial de L, entdao o(f1),...,o(f.) sdo
solugoes de L(y) = 0. Como {fi,..., f,} € uma base para o espago vetorial das solugoes
de L(y) = 0, entao temos

o(f;) = Zcijfia 1<j<n, ¢ elk.

=1

Defina a aplicacio ¢ : Gal?(L : K) — GL,(Ck) dada por ¢(c) = (c;;). Vamos

mostrar que ¢ é um homomorfismo de grupos injetivo

Seja 01,00 € GalP?(L : K) tais que o, (f;) Z%fz e o2(f;) Zd”f“ onde

1 <35 <n. Entao:
(o1 002)(f;) = o1(o2(f5))

=0 (Z dkjfk)
=1

= Z di;or (fi)
= Z djj Z Cirfi

=1

= Z Z Cirdj fi-

i=1 k=1
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Com isso, concluimos:

¢(01 0 09) (Z Czkdkj) (cij) - (di) = ¢(01) - p(02).

Para provar que ¢ ¢ injetora, basta mostrar que ker ¢ = {id}. Temos:

0 - 0
01 --- 0 .
do)=id=|. . |ed)=f1<i<neo=id

Disto segue que ker ¢ = {id}. Logo ¢ ¢ injetora, e portanto o grupo Gal”(L : K) é
isomorfo & algum subgrupo de GL, (Ck). O

Na Teoria de Galois classica, se L : K era uma extensao galoisiana, entao |Gal(L
K)| = [L : K]. Mas na Teoria de Picard-Vessiot, como C ¢ infinito, entdo um grupo
de Galois diferencial de uma extensao de Picard-Vessiot também pode ter ordem infinita,

como veremos nos exemplos a seguir.

Exemplos 4.29. Vamos determinar o grupo de Galois diferencial de £(y) = 0 para cada

item abaixo. A derivacao em cada item é a usual.

1. L(y) =y — y com coeficientes em C(z)

Solugao.

T

As solugoes de L(y) = 0 sao as fungdes y(z) = ce”, com ¢ € C. Logo {e*} é um

conjunto fundamental de solugdes de L(y) =0 em E.
Note que um elemento a de E, é da forma:

n m
o= Z Z aibijz' (€)', a,b,n,m € Z, a;;,b;; € C.

i=a j=b

Concluimos que E; = C(z, €”) e, portanto, a extensao de Picard-Vessiot de L(y) = 0
& C(z,e®) : C(x). Vamos agora determinar Gal” (E. : C(z)).

Um automorfismo o € Gal?(E. : C(z)), além de fixar os elementos de C(x), deve
satisfazer o(e”) = ce” para algum ¢ € C*. A escolha de ¢ determina o automorfismo.
Perceba que e” é transcendente sobre C(z) e, portanto, ndo ha outras restrigoes
algébricas na escolha de ¢ € C*. Logo, Gal?(E, : C(x)) = C*. O
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1

2. L(y) =y — —y com coeficientes em C(z), ondey: ] CR — C

15z

Solugao.

As solugoes de L(y) = 0 sao as fungdes y(z) = ¢ ¥/z, com ¢ € C. Logo { ¥/x} é um

conjunto fundamental de solugoes de L(y) = 0 em E.

Note que um elemento a de E, é da forma:

n.m
a = ZZawaxz( %)j, CL,b, n,mec Z, Q5,4 bij e C.

i=a j=b

Concluimos que E; = C(z, ¥/r) e, portanto, a extensio de Picard-Vessiot de L(y) =
0é C(x, §/z) : C(z). Vamos agora determinar Gal?(E. : C(z)).

Um automorfismo o € Gal?(E, : C(x)), além de fixar os elementos de C(z), deve
satisfazer o( ¥/r) = ¢ ¥/ para algum ¢ € C*. A escolha de ¢ determina o auto-
morfismo. Perceba que Y/x ¢ algébrico sobre C(x) e, portanto, ha uma restrigao

algébrica na escolha de ¢ € C*. Teremos c!® = 1, pois

Seja ¢ = cos (%) -+ sin (%) Os C(z)-automorfismos de E, sao:

o id g1 () 014

o(Va) | ¥ | CVE [ O] [ (TR

Logo, Gal?(E, : C(x)) X Z;5. O

1
. L(y) =y" — —y' com coeficientes em C(x)
T

Solugao.

As solugoes de L(y) = 0 sdo as fungoes y(r) = ¢1 + cax?, com ¢y, c; € C. Calculando

o Wronskiano do conjunto {1,z?}, temos:

1 22

W(l,2%) = 0 =2z # 0.

2z

Logo {1,z*} ¢ um conjunto linearmente independente e, portanto, ¢ um conjunto

fundamental de solugdes de L(y) =0 em E.
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Portanto E; = C(z,2?) = C(z), e segue que a extensao de Picard-Vessiot de L(y) =
0 é C(z) : C(x). Vamos agora determinar Gal”(E, : C(x)).

Note que dado o € Gal?(E, : C(x)), entdao o fixa os elementos de C(z). Logo,
Gal?(E. : C(x)) = {id}. O

1
. L(y) =y" + —y' com coeficientes em C(x), onde y: I CR — C
x

Solucao.

As solugoes de L(y) = 0 s@o as fungoes y(z) = ¢;+c2 Inz, com ¢, ¢y € C. Calculando

o Wronskiano de {1,Inz}, temos:

1
=~ #0.
€T

11
W(l,Inz) = 0 nl:E

T

Logo {1,Inz} é um conjunto linearmente independente e, portanto, é um conjunto

fundamental de solugoes de L(y) =0 em E.
Note que um elemento o de E, é da forma:

o= Z Zaijbija:i(ln z), a,b,n,m € Z, a;j,b;; € C.

i=a j=b
Concluimos que E,; = C(x,Inx) e, portanto, a extensao de Picard-Vessiot de L(y) =
0 é C(z,Inz) : C(z). Vamos agora determinar Gal” (E. : C(z)).

Um automorfismo o € Gal?(E. : C(z)), além de fixar os elementos de C(z), deve
satisfazer o(Inz) = z + winz, com w # 0. A escolha de (z,w) determina o auto-

morfismo. Seja o conjunto

S={<3Z>6Gm@yw¢o}

D S —  Gal”(E;: C(x))

1 =z
( > = o:BE;— FE,
0 w

fr=o(f)

Defina a aplicacao

Queremos mostrar que ® é um isomorfismo de grupos.

Seja 1,09 € GalP?(E. : C(z)) tais que o1 (Inx) = 21+w; Inz e o9(In ) = 29+wy Inz.
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Entao:

(o1 009)(Inz) = 01(02(Inx))
= 01(22 + wyInz)
= 01(22) + o1(wy)oy (In )
= 29 + we(21 + wy Inx)

= (22 + ZﬂUg) + (wle) In x.

Com isso, concluimos:

P 1 1 ) 1 Z9 — & 1 29 + 21Wo e P 1 21 P 1 21 '
0 w1 0 Wo 0 wiWs2 0 w1 0 w1

Note que P é sobrejetora por definicao. Para provar que ® ¢ injetora, basta mostrar
que ker ® = {id}. Temos:

1
@( Z>:id<:>z:o,w:1.
0 w

Logo @ ¢ injetora, e portanto bijetora. Segue entao que ® é um isomorfismo, ou
seja, Gal?(E, : C(z)) = S. O

. L(y) =y" + y com coeficientes em C(z)

Solugao.

As solugoes de L(y) = 0 sao as fungdes y(x) = ¢ cosz + cpsenzx, com ¢, ¢ € C.

Calculando o Wronskiano de cos z, sen x, temos:

COST Sen T 2 2
W(cos z,senx) = =cos“x +sen“x =1#0.

—Ssenr Ccosx

Logo {cosx,senx} é um conjunto linearmente independente e, portanto, é um con-

junto fundamental de solugoes de L(y) =0 em Ep.

Note que um elemento a de E, é da forma:

n m l
i j k
o= E E g aijkbijrcire’ (cosx)’ (senx)”, a,b, c,n,m,l € Z, a;j, bijk, ciji € C.

i=a j=b k=c

Concluimos que E; = C(z, cos x, sen x) e, portanto, a extensao de Picard-Vessiot de
L(y) =0 ¢é C(x,cosz,senz) : C(z). Vamos agora determinar Gal”(E. : C(x)).
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Dado ¢ € Gal?(E, : C(z)), suponha que o(senz) = asenz + bcosz, e o(cosx) =

csenz + dcosx, para a, b, c,d € C. Entao:

csenx + dcosx = o(cos )

sen (1))

g

(
(senz)’

o
= (asenz + bcosx)

=acosx — bsenz.

Logo, d = a e ¢ = —b. Entdo um automorfismo o € Gal?(E; : C(z)), além de
fixar os elementos de C(x), deve satisfazer o(cosx) = acosxz —bsenz, e o(senx) =
bcosx + asenx. Também temos a seguinte restricao que se origina da equagao

sen?x + cos’z = 1:

a® 4 b* = (a® + b*)(sen’® z + cos® z)
= a’sen’ z + a® cos® v + b*sen® x + b* cos’ x
= (bcosz + asenx)® + (acosz — bsen z)?
= o(senx)® + o(cos x)?
= o(sen’ x) + o(cos® x)

(
= o(sen®z + cos® 1)
(

)

Il
Q

I
=

Seja o conjunto

S:{<a _b) € GLy(C) : a* + b* = det (a _b> :1}.
b a b a

Defina a aplicacao

o S —  Gal”(E; : C(2))

—b
(a ) — o:FE— E,
b a

fr=o(f)

Queremos mostrar que ® é um isomorfismo de grupos. Seja 01,00 € GalP?(E, :

C(x)) tais que o1 (cos ) = ay cos x—by sen x, oy (sen ) = by cos x+ay sen z, oz(cos ) =
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ascosxT — basenz, e oa(senx) = by cosx + ag sen x. Entdo:

(01 009)(cosz) = o1(0a(cos ))

o1(az)oy(cosz) — oy1(be)oy(sen x)

(

o1(as cosz — by sen x)
(
(

as(ay cosz — bysenx) — by(by cosz + ay senx)

(ayas — byby) cosx — (aghy + arby) sen .

(01 009)(senx) = o1(oz(sen))
= 01(by cos T + az sen x)
= 01(bg)oi(cos ) + o1(ag)oy(sen )
= by(ay cosx — by senx) + as(by cosz + a; sen x)

= (a1bg + agby) cosx + (ajas — byby) sen .
Com isso, concluimos:
d aq —b1 . Qo —bQ — & a;as — blbg —(Cllbg + (lgbl)
b1 aq bg as Cllbg + CLle aijag — blbg
—= 01002
— & aq —bl P (05} —b2 ‘
b1 ay bg a9

Note que ® é sobrejetora por defini¢gao. Para provar que ® é injetora, basta mostrar
que ker & = {id}. Temos:

@(a _b) —idea=1,b=0.
b a

Logo ® é injetora, e portanto bijetora. Segue entao que ® é um isomorfismo, ou
seja, Gal? (B : C(x)) = S. O

4.5.1 Teorema Fundamental de Picard-Vessiot

Finalmente a cereja do bolo: o Teorema Fundamental de Picard-Vessiot! Antes iremos

dar algumas definigoes.

Defini¢ao 4.30. Um grupo algébrico linear ¢ um subgrupo G C GL,,(Ck) que é um

conjunto de zeros de um sistema de polindomios em n

2 variaveis com coeficientes em Cf.
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Definicao 4.31. Um subgrupo H C G é dito Zariski-fechado se H é um grupo algébrico

linear.

Vimos na Proposigao 4.28 que dada uma extensao de Picard-Vessiot L : K associada
a equagdo diferencial linear homogeénea L(y) = 0 de ordem n, o grupo Gal?(L : K) ¢é
isomorfo & algum subgrupo de GL, (Ck). Agora afirmaremos mais: Gal”(L : K) também
¢ um conjunto de zeros de um sistema de polinémios em n? variaveis com coeficientes em
Ck. Pela Definigao 4.30, segue que Gal”(L : K) é um grupo algébrico linear.

Enunciaremos agora o Teorema Fundamental de Picard-Vessiot, cuja demonstracao
pode ser encontrada em [3], Teorema 5.1. Na Teoria de Galois classica dada uma extensao
galoisiana L : K, existe uma correspondéncia entre os subcorpos de L que contém K e
os subgrupos de Gal(L : K). De maneira semelhante, na Teoria de Picard-Vessiot dada
uma extensao de Picard-Vessiot L : K, existe uma correspondéncia entre os subcorpos

diferenciais de L que contém K e os subgrupos Zariski-fechados de Gal” (L : K).

Teorema 4.32 (Teorema Fundamental de Picard-Vessiot). Seja L : K uma extensdo de

Picard-Vessiot.

(a) A extensio L : M ¢ de Picard-Vessiot e existe uma correspondéncia entre os subcor-
pos intermedidrios M de L : K e os subgrupos Zariski-fechados H de Gal’ (L : K),

dada pela bijecao natural:

subgrupos Zariski-fechados PN subcorpos diferenciais
H de GalP(L : K) intermedidrios M de L : K

H — L7

Gal’ (L : M) — M.

(b) A extensio M : K ¢é de Picard-Vessiot se, e somente se, Gal”?(L : M) é subgrupo
normal de GalP(L : K). Nessas condicdes, vale Gal®?(M : K) = %
Vamos aplicar este teorema nos exemplos a seguir.
Exemplos 4.33. Vamos determinar os subgrupos do grupo de Galois e seus respectivos

corpos intermediarios para cada item abaixo. A derivacao em cada item é a usual.

1. L(y) =y’ — y com coeficientes em C(z)

Solugao.

Vimos no item 1 dos Exemplos 4.29 que L(y) = v’ —y = 0, definida sobre C(z), esta
associada a extensdo de Picard-Vessiot C(z, e®) : C(z) e Gal? (C(z, ") : C(x)) = C*.
Os subgrupos Zariski-fechados de C* sao os grupos gerados pelas raizes de 2" —1 = 0
para cada n € N*| isto &, u, = {cos (2'”) + i sin (2’”) ck=1,2,...,n}.

n n
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Seja L = C(z,e”). Os corpos intermediarios L O M, D C(z) sdo dados por M, =
Lt = {x € L : o(z) = z, Vo identificado com um elemento de p,} = C(x,e"*),

pois identificando ¢ com um elemento de p,,, temos:

o(e™) = (a(e®))" = (ce®)" = "e™ = ™.

Seja m € N* tal que m | n. Entao podemos denotar a correspondéncia entre os
subcorpos de C(z,e*) : C(z) e os subgrupos Zariski-fechados de Gal?(C(z,e®) :

C(x)) da seguinte maneira:

C(z,e") — {id}
C(z,e™) — o
C(z,e™) — Hn

C(x) — C*

Como C* é abeliano, entao p, é subgrupo normal de C* para todo n € N*. Portanto,
pelo Teorema 4.32 (Teorema Fundamental de Picard-Vessiot), C(z,e™) : C(z) é

uma extensao de Picard-Vessiot da equagao ¢y — ny = 0 para cada n € N* com o

grupo de Galois diferencial Gal” (C(z, ™) : C(z)) = C*/y. O
1
CLy) =y — 15, com coeficientes em C(z), onde y: I CR — C
x
Solucao.

1

Vimos no item 2 dos Exemplos 4.29 que L(y) =y’ — Y= 0, definida sobre C(x),
x

esta associada a extensao de Picard-Vessiot C(z, ¥/z) : C(x) e Gal?(C(z, /) :

C(x)) = Zys.

Os subgrupos (3) e (5) de Z;5 sdo finitos e, portanto, Zariski-fechados. Podemos
denotar a correspondéncia entre os subcorpos de C(z, ¥/x) : C(z) e os subgrupos
Zariski-fechados de Gal?(C(z, ¥/z) : C(z)) da seguinte maneira:
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O subgrupo (5) de Z;5 ¢ normal. Entdo, pelo Teorema 4.32 (Teorema Fundamental
de Picard-Vessiot), C(x, J/x) : C(z) é uma extensdo de Picard-Vessiot da equagao

1 —
y' — —y = 0 com o grupo de Galois diferencial Gal? (C(x, /1) : C(z)) & Z5/(5) =

3z
Zs.

Da mesma forma, (3) ¢ subgrupo normal de Z;5. Entao, pelo Teorema 4.32 (Teorema

Fundamental de Picard-Vessiot), C(x, /z) : C(x) é uma extensao de Picard-Vessiot
1

da equagao y' — Y= 0 com o grupo de Galois diferencial Gal? (C(z, v/z) : C(x))
x

Zys5/(3) = Zs.

I

U

4.6 Integracao em termos de funcoes elementares

Nesta secao, apresentaremos um teorema de Joseph Liouville que caracteriza fungoes
que possuem primitiva elementar. Liouville provou esses resultados por volta do ano
de 1830, mas foi apenas na metade do século XX que Ostrowski reformulou o teorema
de Liouville no cenario da algebra de corpos diferenciais. Posteriormente, esta teoria
deu surgimento ao algoritmo de Risch, que é usado para computar integrais indefinidas,
quando possivel.

Antes de tudo, o que s@o fungoes elementares?

Definicao 4.34. O conjunto das funcoes elementares E é o menor conjunto de

fungoes f: I C R — C, tal que:
(a) Todos os polinémios estdao em E.
(b) As fungoes exponencial e logaritma estao em F.

(c) As fungoes seno e cosseno estdao em E.
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(d) E é fechado sob as operagoes de adi¢ao, subtragao, multiplicagao, divisdo e compo-

si¢ao (apenas para uma quantidade finita de operagoes).

Perceba que pela Definicao 4.34, funcoes elementares sao fungoes de uma variavel cujos
termos sao constantes, algébricos, exponenciais ou logaritmos. Fungoes trigonométricas
e inversas trigonométricas definidas em uma regiao (conjunto aberto e conexo) do plano
complexo também sao elementares, pois sao compostas por exponenciais ou logaritmos.
A integral de uma funca@o racional de uma variavel real é elementar, pois é combinagao
linear de logaritmos, arcotangentes e fung¢oes racionais.

Nesse estudo, queremos evitar todas as func¢oes multivaloradas. Para isso, trabalhare-

mos apenas com fungoes f: [ CR — C.

Definicao 4.35. Seja L : K uma extensao diferencial e seja a € K. Um elemento o € L é
/

um logaritmo do elemento a se a # 0 e @/ = —. Um elemento o € L é uma exponencial
a

/

do elemento a se a« # 0 e se a' = —.
o

Definicao 4.36. Seja K um corpo diferencial. Uma extensao diferencial L : K é dita
extensao liouvilliana (ou extensao diferencial elementar) se existem elementos

ai,...,q, € L tais que

1. L=K(ag,...,an).

2. Cp = Ck.

3. Para qualquer j € {1,2,...,n}, uma das trés propriedades a seguir valem:
(a) «a; é algébrico sobre K(ay,..., o 1).
(b) «a; é um logaritmo de um elemento nao nulo de K (aq,...,a;j_1).
(¢) «j é uma exponencial de um elemento de K (ay,...,oj_1).

Uma observagao importante é que extensoes liouvillanas nao sao necessariamente de
Picard-Vessiot. Considere a extensdo K(7,a) : K tal que 7 é logaritmo de um elemento
nao nulo de K e « é algébrico sobre K(7), sendo p(z) = 2% + 72 — 1 o polinémio minimal
de a sobre K(7). Entao K(7,a) : K é um exemplo de extensao liouvilliana que nao é de
Picard-Vessiot.

Definigao 4.37. Seja p € K[z] um polinémio moénico irredutivel. Para qualquer f €
K(x)*, definimos a ordem de f em relagdo ao polinémio p como sendo o expoente de p
quando escrevemos f como produto de polindmios irredutiveis de K[z] e de inversos de

polinémios irredutiveis de K[z], vezes um elemento de K, e denotamos por ord,(f).
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Exemplos 4.38. Determinaremos ord,(f) nos casos a seguir.

20 —1
— 23(222 + 2)(x — 3)

1. f(x) ep(z)=2+1

Solugao.
Perceba que
20 — 1
3222 + 2)(x — 3)
= (22 — 1)z 7?(22* +2) ' (z = 3)7!
=220 — Dz 3 (2* + 1)z —3)7L.

Como o expoente do fator p(z) = 2* + 1 em f é —1, segue que ord,(f) = —-1. [0

(2 +1)(2z — 1)

2. f(z) = 23(222 + 2)(x — 3)

ep(r)=a22+1

Solucgao.

Perceba que

(@4 1)(2r—-1)

© 23(222 + 2)(x — 3)

= (2 +1)(2r — D)o 322> +2) (- 3)!

=27 (21 (22 — 1) (2241 (2 — 3) 7!
=272z — )z 3(x — 3)7".

Como o fator p(z) = 2>+1 em f se cancelou, entao o expoente do fator p(z) = x?+1

em f é zero e segue que ord,(f) = 0. O

Iremos agora enunciar e provar o Teorema de Liouville-Ostrowski e o Critério de Liou-
ville que caracterizam fungdes com primitivas elementares. Para demonstrar o Teorema
de Liouville-Ostrowski, iremos analisar um caso mais simples na proposi¢ao seguinte para

depois fazermos um processo de indugao.

Proposicao 4.39. Sejam K(«) : K uma extensao liowvilliana e f € K tais que f =
n u/

v+ E ci— com ¢; € Cg(a) € Uy, ..., Uy, v € K(a). Entao f admite uma expressio
; U;
=1
similar em K, isto €, existem ¢; € Ck e uy, ..., Uy, v € K tais que
n ~/
~ Z ~ U
f = v + Ci——.
° Uy
=1
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Demonstracao.

Vamos separar esta demonstracao em trés casos.

Caso 1: « € algébrico sobre K.

Seja L D K um fecho galoisiano® da extensao algébrica K(a) : K de forma que L : K

seja uma extensao diferencial munida da derivacao de K («a) : K. Sejam o € Gal(L : K)
ey € L, y+#0. Temos:

y) oly) oy
1
Como f € K, entao o(f) = f,Vo € Gal(L : K). Temos: f = T K Z a(f).
o€eGal(L:K)
Considere que [L : K| = m e Gal(L : K) = {01,09,...,0,}. Reescrevendo a expressao

de f acima, temos:
1 m
f=— > oi(f)
j=1
1 & LN U
ZEZ%U+X%;
j=1 i=1 v

1
=—> |0+
j=1

:l;? .A:]

3

3
VRS

I

D

£&
N~
|

3
3
=
+
]
D
Q
A~
g

R PR
(S Ses o)
m j=1 ’ i=1 Zj 1 03(1“)

() + Z % _ Zj:l oj(u;) Hk:l,j;&k O-k(ui).

I
3=
Q

m
T o)
m m
- 1 ~ C; - -
Defina © = — E o;(v), & = — e = Haj(ui). Note que estes elementos sao
m m

fixados pelos automorfismos de Gal(L : K) e, portanto, 0, ¢, 4; € K, Vi € {1,2,...,n}.

Entao, segue que
n ~/

- ~ Uj
f:U’—i-Zcig.

i=1

!Seja L : K uma extensdo de corpos. A menor extensio galoisiana N : K que contém L (ou seja,
N > LD K) é chamada de fecho galoisiano.
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Caso 2: « € transcendente sobre K, e é um logaritmo.

Suponha que « é logaritmo de a € K*. Entao o/ = %’ Vamos expandir as derivadas

n I
. , U;
logaritmicas na formula f = v’ + E c;—. Temos:

i=1 v

n k;

n a/ k; 7T/ n a/ 7.(_/

f =v + E C; - + E kij— =v + E Ci—l + E C; E kij_a (*)
— a; — 5 — a; — — Uryi
i=1 J=1 =1 =1 7j=1

onde a; € K*, ¢;, ki; € Ck e m;; € K[z] com m;; ménicos irredutiveis sobre K. Como
p(a)

r(a)m(a)’

monico irredutivel sobre K, p,r, m primos entre si e k € N*.

v € K(a), entdo podemos escrever v na forma v = onde p,r,m € K[x] com 7

Segue que ord,(v) = —k < —1. Derivando v, temos:

/ pla)'a'r(a)m(a)* — p(a)[r(a)'a'r(a)" + kr(a)m(a)*x(a) o]

Como 7 é moénico irredutivel, entdo 7 e 7’ sdo primos entre si. Portanto, ord,(v') =
/

—(k+1)=—-k—1<—2. Como ci% € Ken ¢ K, entao ord, (ch—/> =0. Como 7 e 7’

~ . . ~ 1
sao primos entre si, entao

k; /
T .
i .o
ord, | ¢ g kij— | =0, se m # mj, Vi,7, ou
=1 T

ki /
s
Z] . . . .
ord, <ci E kij—ﬂ ) = —1, se m = m;;, para algum 1, j.
— ij
7=1

Mas ord,(f) = 0, pois f € K, o que faz ser impossivel dessa soma ser igual a f. Entao,
v € Kla].
Como d(7(a)") < d(m(a)), a equagao (x) é decomposi¢ao em fragdes parciais da fungao
/

T
. o~ . iJ ~
racional f € K. Como tal decomposi¢ao é tinica e — ¢ K, entao esses termos se anulam
7T2'j

n /
/ a;
f =v + E Ci—.
- a;
=1

e segue que:

n o
Portanto v' = f — E ¢;i— € K, o que implica que 9(v') = 0. Logo, v = ca + d, para
a.

i=1

(3
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c,d e K e d =0. Entao:

/

- a
o= v+ E Ci—
- Q;
=1
al

n
= c’a+ca’+d’+§ ci—
- W
1=

= co+d ci—
+ +Z p

=1 i
n
a aj
= c—+d+ E ci—
a - a;
=1
/

n

U CL, ai

= d + | c— + g Ci—
a - a;

=1

Esta expressao é da forma esperada, e conclui a demonstracao para este caso.

Caso 3: « € transcendente sobre K, e € uma exponencial.

Suponha que « é uma exponencial, ou seja, o/ = a’« para algum a € K*. Assim como

n /

. . . , . . / ui

o caso anterior, vamos expandir as derivadas logaritmicas na féormula f = v" + g ci—.

=1

Temos:
n / k; ’ n ’ n ki /
a’ T, . a. T, .
/ iJ / iJ
f =0 + E C; - + E kij_ =0 + CZ'—Z + E C; E kij_; (**)
— a; — 7Tij — a; — — 7Tz'j
i=1 j=1 1=1 =1 j=1

onde a; € K*, ¢;, ki € Cy e m;; € K[z| com m;; monicos irredutiveis sobre K.

Consequentemente, temos:

n ki /

" ! 7P (a) 4+ dan!.(a) — a7, (o
P+t Y a3 ky o DO Zm))
i=1 v i= j=1

J
— mij(a)

Se m;; # x para algum i € {1,2,...,n} e j € {1,2,...,k}, e ordy,(v) < 0, entao
ordy,; (v') < —2, pois as raizes da derivada de um polindmio separéavel sao distintas das

raizes do polindmio em si. Mas ord,,; do lado direito da igualdade (***) é maior ou igual
S

N ; — J
a —1. Isto mostra que ord,,(v) > 0 se m; # x, ou seja, podemos escrever v = E Vi

j=r
para v; € K,r,s € Z. Com isso,
S S S
! / j o ]71 AN / J g ‘]71 !/ . / i . ]
v = E (Viad +vjja’ ') = E (via? +vjjod " d'a) = ) (v + ja'vs)al.
j=r j=r j=r
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Agora observe que para qualquer 7;;, temos

D
o(m; (x) + a'acﬂl'-j(x) —a'm;(z)) < O(mij(x)).

Como f € K, a unicidade da decomposicao em fragoes parciais implica que podemos
omitir as somas com m;; no denominador. Seja ¢ =Y . , 2?:1 c¢;ki;. Entao trabalhando

a equagao (k*) temos:

s n ,
f= Z(v; + ja'v)a? + ca’ + Z Ci%.
j:r =1 v

Como f € K, basta tomarmos apenas a poténcia nula de a:

n / n /
/ / az’ / az‘
f:vo—irca—l—g ci—:(vo—l—ca)—irg ci—.
- W =

Esta expressao é da forma esperada, e conclui a demonstracao para este caso.
]

Teorema 4.40 (Teorema de Liouville-Ostrowski; Liouville, 1835; Ostrowski, 1946). Se-
jam K um corpo diferencial de caracteristica zero e f € K. Se f possut uma primitiva
em uma extensao liouvilliana L : K, entao existem n > 0 inteiro, ¢q,...,¢, € Cg e

Uty .-y Un, U € K tais que
/

" w
f=4+ E ci—.
5 U;
=1
Demonstracao.

Suponha que f tem primitiva na extensao liouvilliana L = K(ay, ..., ) @ K. Sabe-

mos que vale a seguinte cadeia de corpos diferenciais:
L=K(o,...,0am) 2 K(ag,...,qp,1) 2 2 K(ag,a9) O K(a) 2 K.
Aplicando a Proposicao 4.39 na extensao
K(ay,...,05) = K(ag,...,05-1)(ay) D K(o,...,a5-1)

para cada j € {1,2,...,m} de forma decrescente, concluimos que existem n > 0 inteiro,

Cly...,Cn € Cgeuy,...,u,,v € K tais que

!/

n
, u
f=v+ ZC"_‘
; u
=1

[
%
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Lema 4.41. Seja g € C(x) néao constante. Entdo e? € transcendente sobre C(x).

Demonstracao.

Suponha, por absurdo, que e’ possui um polinémio minimal sobre C(z), isto ¢é,

n—1
e + E a;e’? = 0.
j=0

Derivando esta equagcao, obtemos

n—1 /
(e”g + Zajejg> =0
=0

n—1
& nge+ Z(a; + ja;g)e’? =0
=0
n—1 / . /
a; + ja; .
o e +Z <]—],]9> eI9 — .
=0
j
!/ . /
A .. _a;t a9 N ,
Como o polinémio minimal ¢ tinico, entdo ———-— = a; e portanto, a;(n —j)g' = a;
ng

para todo j € {0,1,...,n — 1}. Como €™ # 0, entdo algum a; é ndo nulo. Logo, temos
!/

(n —j)g = —. Também sabemos que a; nao ¢ constante, pois caso ele fosse, terfamos
a .
j

g =0, o que contradiz o fato de g nao ser constante.
p(x) i
Escreva a; = 20 onde p(z), ¢(x) € Clz]. Entao,

s

@ _ px)q(z) = p(x)q(z) q(z) _ ple)q(z) - p(z)g(z) _ p(z)  q(x)

/
Sabemos que p e ¢ nao sao ambos constantes, entao suponha que —— é nao nulo.

p(x)
d
Fatorando p(z), obtemos p(z) =

de p(z), d < d(p(z)). Temos:

H(:c —11)°%, onde d é a quantidade de raizes distintas
k=1

p@) (L@ —m)™) _ ~slz =)™~ s
p(x) IO, (z —re) Z (z — 1) _Z

De forma semelhante, temos:




Portanto, ¢’ e g devem ter x — r,, como fator em seus denominadores para qualquer
m. Logo, g(z) = h(z)(x — rp) ¢ onde x — 1y,  h(x) e ¢ > 0. A derivada de g(x) é

g () = —c-h(x)(x —rp) "D + B (z)(z — r,,)°. Esta expressdo claramente ndo pode ter
s .

™ como finico termo em sua expansao em fragoes parciais, e portanto (n—j)g' # —J,
r—Tm j
o que é contradigao. Isto prova que e ¢é transcendente sobre C(x). O]

Teorema 4.42 (Critério de Liouville). Sejam f e g duas fungées racionais em C(x).
Assuma que f # 0 e que g nao € constante. Entao fed possui uma primitiva em uma

extensao liouvilliana de C(x,e9) se, e somente se, existe a € C(x) tal que f = ' + ag/,

/feg dx = ae’.

(=) Suponha que fe? possui uma primitiva em uma extensao diferencial elementar
de C(z,e?). Pelo Teorema 4.40, temos:

ou seja,

Demonstracao.

n u/

fef=v+> -t
- U;
=1

para ¢i,...,¢, € Ceuy,...,uy,v € C(x,e9).
/

Seja oo = e9. Pelo Lema 4.41, «v é transcendente sobre C(z) e, portanto, % =g € C(x).
Entao podemos pensar em u; e v como fungoes racionais na variavel « e coeficientes em
C(x) e aplicar os mesmos argumentos utilizados na demonstragao do Caso 3 da Proposigao
4.39. Desta forma, ha duas possibilidades para cadai € {1,2,...,n}: u; = aouu; € C(x).

S

Também, o denominador de v é uma poténcia de o e podemos escrever v = g vjo’ para
Jj=r
v; € C(x),r, s € Z. Logo,
s n ’

. u’
fra= Z(v; +j9'v;)ed +cg’ + Z ci—.
i=1

- Us
j=r

Comparando os coeficientes de o em cada lado, obtemos que f = v} + g'v;.
Portanto, existe a € C(x) tal que f = a’ 4 ag’, pois basta tomar a = v.

(<) Observe que se f = a’ + ag’ para algum a € C(z), entao fed = (ae?)’, pois

(ae?) = d'e? + ae?q = e9(d' + ag') = feI.

Veremos a seguir exemplos de fungoes que nao admitem primitiva elementar.
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Exemplos 4.43.

1. A fungao fi(x) = e ¢ € C* ndo possui primitiva elementar.

Solugao.

Seja ¢ € C* arbitrario. Suponha, por absurdo, que fi(z) = e possui primitiva

elementar. Entao, pelo Teorema 4.42, e dx = ae™ para algum a € C(z), isto

. p ) . -
é, 1 = a' + 2cxa. Considere a = —, com p, ¢ € Clx] primos entre si e ¢ # 0. Entao:
q

1=d +2cza
& 1= p/q;qul + 2cxL
e q
o 1oPa- pqq;r 2cxpq
& ¢ =pq—pgd +2capq (*)
& ¢ —pq—2capg = —pq
& qlg—p —2crp)=—pq.  (*¥)

Assuma que 9d(q) > 0. Entao a equagao ¢ = 0 possui uma raiz o de multiplicidade
r (r > 0). Como p e ¢q sdo primos entre si, entdao p(a) # 0. Logo, analisando a
igualdade (%), o é um zero de multiplicidade > r de ¢(q — p’ — 2cxp), mas é um

zero de multiplicidade r — 1 de —pq’. Isto é uma contradicdo, o que implica que

d(q) = 0.

Suponha que ¢ = 1. Entéo de (xx), obtemos:

q(q —p' — 2cxp) = —pq’
& 1(1—p —2cxp) =0
& p 4+ 2cxp=1. (5 * %)

Como p € Clz], entao 9(2czp) > I(p') e d(2cxp) > 0. Logo, analisando a igualdade
(% % %), concluimos que J(p’ + 2cxp) > I(1), o que ¢ uma contradi¢do. Portanto,
nao existe um polindémio p que satisfaz (x * x), o que implica que nao existe fungao
racional que satisfaz (x). Disto, obtemos entao que fi(z) = e nao possui primitiva

elementar. n
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cx

2. A fungao fo(x) = —, ¢ € C* néo possui primitiva elementar.
T

Solugao.
Seja ¢ € C* arbitrario. Suponha, por absurdo, que fy(z) = — possui primitiva
x
1
elementar. Entao, pelo Teorema 4.42 tomando f = — e g = cx (onde ¢ = ¢),
x

1
existe a € C(x) tal que — = a’ + ac. Assuma que a possui decomposigao em fragoes
x

1 1
parciais. Obviamente, nenhum termo de o’ é igual a —, pois / —dx =Inxz+c, onde
x x

1

1 IR
c é constante. Logo a parcela — deve estar presente em ac e, portanto, <—) =——
x T T

deve estar presente em a’c, o que implica que - deve estar presente em a/. Entao,
cx

2

cxd

/

1 1

a parcela — deve estar em ac para cancelar —— e, portanto, | — | =
cr? cr? cr?

deve estar presente em d’c, o que implica que ——— deve estar presente em a’. Pelo
ccx

2 2
mesmo argumento, a parcela —— deve estar em ac para cancelar ———. Esta
c*x 2O
regressao continua infinitamente, o que é impossivel. Logo, fo(z) = — nao possui
x
primitiva elementar. O

3. A fungado f3(z) = 22¢** nao possui primitiva elementar.

Solugao.

Resolvendo a integral pela técnica de integracao por partes, obtemos:

2 22 JI€I2 1 22
e’ dr = 5 5 e’ dzx.

. . 2 ~ . . o).
Vimos anteriormente que fi(z) = e, ¢ € C* nao possui primitiva elementar. Em

. 2 ~ . . o . 2 , ~
especial, e*” nao possui primitiva elementar. Portanto, f3(z) = z%e* também nao

possui primitiva elementar. O
4. A fungao f4(x) = I nao possui primitiva elementar.
nx
Solugao.
- 1 et : :
Se u = Inzx, entao x = €*, e 1—dm = — du. Vimos anteriormente que
nx U
ecx 6U
fao(x) = —, ¢ € C* nao possui primitiva elementar. Em especial, — nao possui
x u
primitiva elementar. Logo, fi(z) = l—também nao possui primitiva elementar. [
nx
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Sen r

5. A fungao f5(z) =

nao possui primitiva elementar.

Solugao.
o e—ix U ot
Sabemos que sen(x) = — Entao, sen(iu) = — Tomando a substi-
i i
tuicao x = 2u, segue que g—i = 1. Entao:

/senx dx:/sen(zu) du:i,/e —e
x U 2 U

—x

~ e —e" -
Entao basta mostrarmos que | ———— dx nao é elementar.
x

T

Suponha que ———— possui uma primitiva em uma extensao diferencial elementar

x
de C(z,e”). Pelo Teorema 4.40, temos:

—X

n
et —e” , u
— =+
s - U;
i=1

para ¢i,...,¢, € Ceuy, ... uy,v e C(x,e”).
/

Seja o = e®. Sabemos que « é transcendente sobre C(z) e, portanto, % =a =1.

Entao podemos pensar em u; e v como fungoes racionais na variavel « e coeficientes

em C(z) e aplicar os mesmos argumentos utilizados na demonstragao do Caso 3 da

Proposigao 4.39. Desta forma, ha duas possibilidades para cada i € {1,2,...,n}:

u; = aou u; € C(z). Também, o denominador de v é uma poténcia de o e podemos
s

escrever v = Zvjozj para v; € C(z),r, s € Z. Logo,

j=r
— S n
al—a b u;
—_— = E (v; + jvj)ad + ¢+ E Ci—.
j
Jj=r =1

Comparando os coeficientes de oo em cada lado, obtemos que

-1

(a7t —a)= @, —v_y)a "t + (V] +v1)a

T

1

Portanto, deduzimos que — = v | — v_1, 0 que é impossivel como vimos no item 2
x

dos Exemplos 4.43. O
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6. A funcao fs(z) = In(arcsen z) ndo possui primitiva elementar.

Solugao.

dx
Se x = sen @, entao — = cos . Aplicando esta substituicao e resolvendo a integral

do

pela técnica de integragao por partes, obtemos:

sen 6

/ln(arcsen x)dr = /ln(@) cos(0) df = In(0) sen(6) —/ 7 de.

senx

Vimos anteriormente que f5(x) = nao possui primitiva elementar. Portanto,

fe(x) = In(arcsen x) também nao possui primitiva elementar. 0
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