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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um método numérico, descrito em (BAZILEVS
et al, 2008) para resolucao de sistemas de equagoes diferenciais que modelam problemas
do tipo interacao fluido-estrutura. A discretizagao espacial é feita usando a abordagem
de analise isogeométrica, que utiliza as mesmas funcoes de base que a descricao geomé-
trica do dominio, no caso, NURBS. A integracao temporal utiliza um método chamado
de a-generalizado, proposto inicialmente para problemas de mecénica de solidos. Apre-
sentaremos conceitos necessarios para entender o problema e algumas ideias por tras do

algoritmo.

Palavras-chave: Interagao fluido-estrutura, analise isogeométrica, NURBS, método a-

generalizado.






Abstract

In this work, we introduce a numerical method, as presented in (BAZILEVS et al. 2008),
that calculates the solution to a system of nonlinear partial differential equations. These
equations arise as a model to problems of the fluid-structure interaction type. The spacial
discretisation is done by means of isogeometric analysis, in which the basis for the func-
tions are given by the NURBS basis functions used to parametrise the domain’s geometry.
As for the time integration steps, the algorithm is an adapted version of the a-generalised
method, which was initially proposed for solid mechanics. We introduce, firstly, concepts

necessary for the understanding of the problem and subsequent algorithms.

Keywords: Fluid-structure interaction, isogeometric analysis, NURBS, «-generalised
method.
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Introducao

Trataremos, neste trabalho, de um método numérico descrito em (BAZILEVS et al.,
2008) para simulagao de sistemas fisicos acoplados chamados de interagao fluido-estrutura.
Como indicado pelo nome, tratam-se de problemas em que um fluido estd em contato
com um material solido elastico, de modo que a mudanga de um desses sistemas modifica
também o outro sistema. Mais especificamente, ha acoplamento de momento linear e
velocidade na interface de contato entre os sistemas, e o dominio do fluido acompanha
o movimento do dominio do material sélido. Sao exemplos de fendmenos que pode ser
modelados dessa forma para-quedas, asas de avido, vasos sanguineos e turbinas edlicas.

Ambos os sistemas tém como base a teoria de mecanica de meios continuos, e a
partir das equacgoes de cada sistema em separado, a primeira dificuldade do problema de
interacao fluido-estrutura é como acoplar um sistema em outro. Mais especificamente,
temos duas tarefas: a primeira é conectar a evolugao do dominio computacional do fluido
com o movimento da estrutura, e a segunda ¢é aplicar a segunda Lei de Newton (balango
de momento linear) e a continuidade da velocidade, ambos na interface. Para o primeiro
problema, hé pelo menos trés abordagens na literatura. A que usaremos é chamada de
formulagao Lagrangeana-Euleriana Arbitraria (ALFE, em inglés) e é simples de escrever,
mas adiciona uma nova incégnita ao modelo: a velocidade do dominio do fluido. As duas
outras abordagens sao por bordo imerso (immersed boundary, em inglés), que utiliza ideias
de teoria cinética da fisica em conjunto com algoritmos Lattice-Boltzmann (LI; FAVIER,
2017), e por conjuntos de nivel (COTTET; MAITRE, 2016).

A dificuldade seguinte é a escolha de resolver o sistema de EDPs totalmente acoplado,
chamado de abordagem monolitica, ou de separar os campos do fluido e estrutura, re-
solvendo cada subproblema separadamente e tentar forcar as condigdes de acoplamento.
Usaremos a abordagem monolitica, que possui boas propriedades de estabilidade numé-
rica, apesar de ser mais cara computacionalmente. Além disso, outra desvantagem é o
fato de que ndo podemos utilizar métodos otimizados para cada sistema em separado; de-
vemos criar um novo especialmente para o problema acoplado. Em termos dos métodos
em separado, o grande desafio é garantir a convergéncia e estabilidade numérica (ver, por
exemplo, um estudo para caso simplificado em (CAUSIN; GERBEAU; NOBILE, 2005)).

A proxima etapa é escolher como discretizar o dominio espacial, como por exemplo
por elementos finitos. O algoritmo que usaremos, entretanto, utiliza uma ideia recente
chamada de ‘andlise isogeométrica’. Proposta em (HUGHES; COTRELL; BAZILEVS,
2005), ela surgiu como uma alternativa ao workflow de elementos finitos em engenharia,
em que maquinas ou estruturas sdo desenhadas em softwares CAD, mas precisam passar
por um passo de pré-processamento para a criacao da malha computacional necesséaria

para solucao das equagoes diferenciais. Tal processo é reportado no artigo como custoso
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e que gera imprecisoes no dominio computacional, resultando em erros ainda maiores
durante solucao das EDPs. Por isso, a proposta ¢ usar as formulacoes geométricas usadas
pelos CAD (como por exemplo, NURBS) como malha computacional, e utilizar também
a abordagem isoparamétrica. Assim, as bases de NURBS serao também utilizadas como
base para as funcoes a serem encontradas. Estudos mais recentes tentam utilizar outro
tipo de fungoes usadas em computagao grafica, como T-splines, que se comportam melhor
que NURBS em jungoes de duas superficies, por exemplo (BAZILEVS et al., 2010).

Ainda assim, a discretizacdo temporal se baseia na aproximacao de Petrov-Galerkin.
Para o fluido, utilizaremos uma aproximagao multi-escala variacional na velocidade, o que
permite um melhor controle e precisao sobre turbuléncias.

A 1ltima dificuldade é a escolha da integracao no tempo apos a discretizacao espacial.
Também conforme (BAZILEVS et al., 2008), usaremos o método a-generalizado, proposto
em (CHUNG; HULBERT, 1993) no contexto de simulagdo em mecanica de estruturas.
Este método, que pode ser classificado como preditor-corretor, permite um melhor controle
sobre dissipa¢oes numéricas em frequéncias altas e baixas.

Quanto a organizacao do trabalho, pretendemos, no Capitulo 1, introduzir conceitos
de mecanica de meios continuos para que seja possivel a compreensao da modelagem do
problema e suas equagoes diferenciais. Apresentaremos, entao, essas equagoes e indicamos
como ¢ feito o acoplamento, que necessita de uma equacao diferencial a mais. Por fim,
apresentamos a formulagao variacional dessas equagoes e comentamos sobre a aproximacao
variacional multi-escala que usaremos para o fluido.

No Capitulo 2, pretendemos introduzir conceitos de representacao de objetos geo-
métricos utilizando a abordagem NURBS, para entao explicar como é aplicada a anélise
isogeométrica ao nosso problema. Indicamos, também, alguns detalhes computacionais.

Por fim, descrevemos no Capitulo 3 o método a-generalizado. Iniciamos o capitulo
indicando as ideias por tras do algoritmo no contexto em que foi criado, de mecéanica dos
solidos, para em seguida aplicd-lo ao caso de interacao fluido-estrutura. Terminamos o
capitulo discutindo sobre questoes técnicas, mas importantes, oriundas da linearizagao
das EDPs.
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1 Formulacao do problema

Neste primeiro capitulo, introduzimos as equagoes diferenciais para um problema do tipo
interacao fluido-estrutura. Na primeira se¢ao, definimos e comentamos alguns conceitos
de mecanica de meios continuos que fardo parte das equagoes. As referéncias principais
para esta se¢ao sao (BATCHELOR, 2000), (CTARLET, 1988) e (MARSDEN; HUGHES,
1983). Na segunda secao, apresentamos as equagoes para o fluido e para a estrutura, e
como ¢ feito o acoplamento entre esses dois sistemas. Consideragoes sobre o acoplamento
levam a secao seguinte, em que introduzimos uma equacao diferencial para tratar do
movimento do dominio do fluido. Por fim, na secao 1.4 comentamos brevemente sobre
as formulacoes fracas das equacdes e, na secao 1.5, apresentamos uma formulagdo de

aproximacao variational multiscale para o fluido.

1.1 O que é um problema de interacao fluido-estrutura?

A forma mais simples de se compreender o que é um problema do tipo de interacao fluido-
estrutura ¢ através de um exemplo. Suponha que queremos estudar a dinamica de uma
asa de aviao durante o voo. Uma forma de fazer isso é analisar o campo de velocidade
do ar que passa pela asa, de um lado, e a deformacao da asa, de outro. O que é possivel
observar experimentalmente é que o ar deforma a asa que, por sua vez, ird modificar o

campo de velocidade do ar.

/

Tempo t =0 Tempo t =1

Figura 1 — Movimento hipotético da asa de um aviao durante o voo

De fato, a dificuldade do estudo desse tipo de problema esta no fato que a “interacao”

entre os dois sistemas, fluido e estrutura, requer que a andlise dos campos das grandezas a
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serem estudadas seja acoplada, isto é, estudada em conjunto, através de uma equacao que
conecte esses dois campos. A simulacao do fluido, por exemplo, depende da obtencao da
deformacao de seu dominio a cada instante de tempo, que depende de como a estrutura
estd sendo deformada por esse fluido.

Em termos da modelagem matematica do problema, precisamos obter os seguintes

componentes:

1. equagoes de como o campo das grandezas se comporta dentro do fluido ou estrutura,
com dominio e valor de contorno fixos. Este item corresponde a um estudo dos

problemas de fluido e estrutura ‘em separado’;

2. uma equagao, dita de acoplamento, que conecte os campos das grandezas na inter-

face entre o fluido e a estrutura;

3. uma forma de obter a deformacao dos dominios no tempo.

Para isso, fixamos a notacao para divisdo dos dominios e fronteiras do problema, que
serao melhor descritos no decorrer do trabalho. Considerando o exemplo da asa de aviao

acima, e simplificando para uma fatia 2-dimensional, apenas para ilustrar essas notagoes.

Figura 2 — Notagbes para dominio e fronteira

Como na figura acima, denotamos por 2} e Qf o dominio da estrutura e do fluido,
respectivamente, no tempo ¢; I'; e F{ as fronteiras da estrutura e fluido, respectivamente,
também em um tempo t; e a por¢ao das fronteiras que se intersectam, isto é, a parte de
interface entre fluido e estrutura, por F{ ® em um tempo t fixado.

Seguimos, agora, para a parte efetiva de modelagem de um problema do tipo interacao

fluido-estrutura.
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1.2 Alguns conceitos de mecanica de meios continuos

A modelagem do fendmeno de interagao fluido-estrutura pode ser feita através da teoria de
mecanica de meios continuos. Nesta abordagem macroscépica, similar a termodinamica,
assumimos por hipotese que as grandezas que nos interessam tém ordem muito maior
que a distdncia entre as moléculas do objeto a ser estudado (BATCHELOR, 2000). Um
caso em que essa abordagem nao funciona é o de gases rarefeitos, uma vez que ha poucas
moléculas distribuidas pelo espaco, de modo que uma teoria mais adequada é a de cinética
fisica.

A hipétese de modelagem acima nos permite tratar pontos de R® como “elementos
de volume”, isto é, que um ponto tem uma quantidade de moléculas suficiente para que
as leis de conservagdo da mecanica newtoniana sejam validas. Assim, podemos falar de
velocidade, densidade e pressdao, por exemplo, em um ponto de R3. A essa hip6tese é
comum dar o nome de “hipétese do continuo”

Definimos inicialmente o que queremos dizer com um objeto a ser modelado, e a ideia
intuitiva é a de um objeto sélido, que chamaremos de corpo (body, nos textos em inglés),

em R3.
Defini¢do. Um corpo B é um subconjunto aberto de R3.

Devido a semelhanga entre a teoria de deformacao de corpos e a de geometria em
variedades, ¢ comum também definir um corpo como uma variedade diferencidvel de
dimensao 3 (TRUESDELL; NOLL, pg.37).

Estamos interessados, entdo, em modelar o movimento de um corpo B durante um
intervalo de tempo [0,7]. Vamos denotar o subconjunto de R* que o corpo ocupa no
espaco, num tempo t, por ;. Em particular, considerando B como conjunto, )y = B.
A primeira coisa a se fazer é definir uma funcio de movimento. E ela quem fornece em
que ponto do espago se encontra um elemento de volume no tempo ¢, que no tempo t = 0

estava em x € ().

Definicao. Uma fun¢do de movimento de um corpo B é uma aplicacao
®: Qo x [0,T] — R

Esta é uma definicao genérica, que admite fungdes de movimento fisicamente impossi-
veis. Por isso, podemos pedir também que ® seja injetora, para que a deformacao obedeca
ao principio de que duas particulas nao podem ocupar o mesmo lugar no espago ao mesmo
tempo. Em particular, isso vale para elementos de volume (ou pontos de R3, a partir da
hipdtese do continuo). Além disso, queremos que o conjunto imagem da fun¢ao de mo-
vimento seja um conjunto aberto para todo ¢, de modo que durante a deformacao, um

corpo seja deformado em um conjunto que continue sendo um corpo.
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Se quisermos obter o quanto o ponto x € {2 se deslocou de sua posic¢ao inicial, em um

tempo t, basta utilizarmos a fungao deslocamento.

Definigao. A fungao deslocamento associada a uma deformacao ® de B é definida por
i(x,t) = d(x,t) —x, Vxe€Q, Vte|0,T].

Dado um corpo B com funcao de movimento ®, definiremos as aplicagoes abaixo para
facilitar o cdlculo das mudangas no volume, comprimento e area durante o movimento do

corpo. Essas aplicagdes aparecem nas equagoes diferenciais que tentaremos resolver.

Definicdo. Chamamos de gradiente de deformacao a aplicagdo F(x,t) = V&(x,t), e
denotaremos J(x,t) = det(F(x,1)).

Definigao. Chamamos de tensor de Cauchy-Green (a direita) a aplicagao
C(x,t) = F(x,t)"F(x,1).

Através de F, C e J conseguimos calcular as variacdes de comprimentos, dreas e
volumes de partes do corpo B, em um tempo fixo ¢, com relacao a configuracao inicial €2
(CTARLET, 1988, pg. 31).

Apresentaremos o calculo mais simples, de volume. Seja A C €)y. Entao, pela férmula
de mudanca de variavel na integral, o volume em um instante ¢ dos elementos de volume

que estavam em A se torna

vol(®,(A)) = /A J(x,1) dx.

Nao vamos, neste trabalho, deduzir as equagoes de conservacao através da teoria de
mecanica de meios continuos. No entanto, é relevante discutir sobre rela¢oes constitutivas,
pois sao o conceito que dita, a grosso modo, o comportamento do material quando sujeito

a forcas que tentam deforma-lo.

Defini¢do. Um tensor de Cauchy (stress tensor, em inglés) o, é um tensor que associa,
a cada vetor unitdrio n, um vetor que indica a for¢a (por unidade de &rea) no elemento

de superficie n.

Uma relacao constitutiva é o que modela como o depende da funcao de movimento.
Por exemplo, o pode depender da velocidade de deformacao, ou depender linearmente da
funcao deslocamento. Casos simplificados de uma dimensao permitem uma interpretacao
mais direta de uma relacao constitutiva. Seja I C R uma barra de um material, como
aco. Neste caso, podemos esticar a barra e medir o quanto ela foi esticada, € e o quanto

de tragao foi necessario, o. Supondo que a relagao constitutiva do ago seja a mesma para
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todo ponto em I, o gréfico o X €, disponivel em livros de engenharia, como (GERE, 2004,
pg.), permite mostrar que o depende linearmente de ¢, em deslocamentos pequenos.
Retornando ao caso tridimensional, em que o é o tensor de Cauchy e € é um vetor que
indica o quanto um ponto se deslocou, dizemos que um material é elastico quando o é
uma aplicacao linear. Nesse caso, o pode ser escrita como o = Ce, com C um 4-tensor (ou
aplicacao que leva matrizes em matrizes) chamado de médulo de elasticidade. A equagao

anterior é também chamada de Lei de Hooke generalizada.

1.3 Apresentacao das equacoes do fluido e estrutura

Utilizaremos as equacoes de Navier-Stokes para tentar encontrar os campos de pressao
e velocidade de um fluido. Assumimos que o fluido seja incompressivel, isto é, que sua
densidade p/ nao varie com o tempo. Supomos também que o fluido seja Newtoniano, de
modo que sua viscosidade p/ seja ndo-nula e constante no tempo e sua relacio constitutiva,

seja da forma
ol = —pI+ (Vv + Vvh).

Em problemas de interacao fluido-estrutura, o dominio do fluido deve acompanhar o

movimento do soélido, e por isso temos dois problemas:
i) as equagdes do fluido devem ser escritas em um dominio que varie com o tempo, e

ii) para fins de cdlculo numérico, devemos encontrar uma func¢do de movimento para

este dominio do fluido.

O segundo item é discutido na se¢ao seguinte. Com rela¢ao ao primeiro, consideramos
a versao de Navier-Stokes na formulagao Lagrangeana-Euleriana Arbitraria (de sigla ALE,
em inglés), que permite um dominio com velocidade v:
V-v=0, em ()

ov
fZ
P ot

com forca, por exemplo gravidade, f7.

+pf(v—9)-Vv—-V.of =pff em Q

As condigoes de fronteira se enquadram no problema de tipo misto: podemos ter

condicoes de Dirichlet ou Neumann. Dividimos a fronteira I'/, do fluido, num tempo ¢, em

trés partes: rf = F{ U F{ Ny F{ P 0s superindices N e D se referem, respectivamente,
as partes de Neumann e Dirichlet da fronteira, e I'/* é a fronteira interface entre a estrutura
e o fluido. Entédo, as condicdes de bordo, ainda sem o acoplamento, se tornam, para g/ e

h' especificados,

V:gf, emF,{’D
on/ =h/, em GF,{’N
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Para a estrutura eldstica, consideramos um material hiperelastico, isto é, que nao é
necessariamente eldstico mas admite uma funcao de energia potencial. O modelo utilizado
no artigo do algoritmo a ser apresentado, (BAZILEVS et al, 2008), possui relagdo cons-
titutiva apresentada em detalhes em (SIMO; HUGHES, 1998), e é construido de forma
que permita modelar com mais fidelidade situa¢des em que ha dilatagoes ou compressoes
de maior magnitude. O que queremos encontrar é a funcao deslocamento u, definida no

dominio de referéncia da estrutura, denotado por €.

0*u s
PO@ -V (FE) = pof em (),

1 1
5= g (1 —~tr(C) c—l) R (P 0,
1® e Kk sendo as constantes do material chamadas médulo de cisalhamento e médulo
volumétrico, respectivamente, e que podem ser obtidas em testes de laboratoério. py = p°J.
A relacao constitutiva desse solido é dada por o = J'FYFT.

Para a linearizacao das equacgoes do solido, que utilizaremos no algoritmo, devemos

indicar também o modulo de elasticidade, que é um 4-tensor:

2 2
C= (guSJ—Q/%rC + mﬂ) Cl'oC'+ <3MSJ_2/3tTC —R(J* - 1)) cloc

2
. gIust]fQ/B(I ® Cfl + Cfl ® I)

e com produtos tensoriais (C™!' @ C™1);u = (C71);;(C )y e

(CH(C )i + (CHa(C )k
2

De forma analoga ao problema do fluido, podemos ter condigoes de fronteira de Dirich-

(C_l ® C_l)ijkl =

let ou Neumann. Aqui, colocamos as condicoes com relacdo ao dominio de referéncia, 2.

< N D , .
Entdo, T'5 = Tf* ULy UTy”. Em P, temos que o deslocamento é conforme imposto
por uma funcio ¢°, ié, u = ¢* em I'*?. No caso de condicdo de Neumann, é imposta uma

tracao h®. Assim,

u=g’, emI5”
o'n® =h* em DYV,
O acoplamento das equagoes do fluido com as da estrutura tem duas etapas. Na etapa
fisica, impomos balan¢o de momento linear e continuidade da velocidade na interface I’,{ ®
v=—od!
ot
crfn{ +o°n] =0,

com o/, o° os tensores de Cauchy do fluido e da estrutura, respectivamente, e n{ , Ny 0s

vetores normais a fronteira do fluido e estrutura no tempo ¢.
A segunda etapa é chamada de geométrica, e consiste em encontrarmos o novo dominio

para o fluido.
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1.4 Problema ficticio para o acoplamento

Queremos achar a funcdo de movimento do dominio do fluido. A principio, durante
a resolucao das equagoes diferenciais do sélido em um instante de tempo ¢, obtemos o
deslocamento da interface sélido-fluido. Precisamos, entao, estender de alguma forma esse
deslocamento da fronteira ao dominio todo.

Uma das formas de se fazer isso é usar extensao harmonica, isto é, usar um problema de
Laplace com fronteira definida. Mas, no algoritmo que estudamos, usaremos um problema
de elasticidade ficticio, no dominio de referéncia €2y. Isso permite mais graus de liberdade
para um maior controle sobre o comportamento da extensao.

Um problema de equilibrio de elasticidade tem como incognita uma fungao de deslo-
camento do material, @1, definida em €2y, e tem como equagdes, com condi¢oes de contorno
mistas em I' = 9€)g = 'y U T,

V.-o™=f" em
a=g eml)

o"n™ =h" emI},
com relagao constitutiva
o (1) = N"tr(e(0))I + 2u™e(),
u™ e A constantes que dependem do material, e
e(ft) = ;(Vﬁ +(Va)T).

No caso da evolucao do dominio do fluido, consideramos f™ = 0. Além disso, como um
problema de elasticidade linear é valido apenas para pequenos movimentos, calculamos
apenas a mudanc¢a no dominio do instante de tempo calculado por ultimo, ¢, para o novo

t. Isso significa que vamos substituir na equacdo, no lugar de 1, G(t) — (¢):
V.-oe™(t(t) —a(t)) = 0.

Em particular, pela linearidade dos operadores envolvidos, e temos

V-o™(i(t) = V- a™(h(t)).

Na interface solido-fluido Ff * impomos a condicao de Dirichlet &i = u; o (I);; ! onde
u; ¢ a funcao deslocamento do solido no tempo t, obtida na solu¢do conjunta do sélido
com o fluido. No restante, impomos condicao de Neumann de tracao zero, isto é, que
o™ (a(t)n]" = o™ (G(t))ny".

Os coeficientes do material ficticio, definidos através de outros coeficientes chamados
de mddulo de Young, E,,, e modulo de Poisson, v,,, sao dados por

A

m

M:



20 Capitulo 1. Formulagdo do problema

Vi B
(1+vp) (1 —2v,,)’

J —X
E' = B, (“ff> 7
Joe
com p™, X" x a serem escolhidos. Conforme (BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR,

2013, pg. 108), E,, pode afetar o nimero de condigdo da matriz de discretizagao e,

A =

usualmente, E,, = 1, p™ € [0,0.5) e J; = 1. Além disso, precisamos que y > 0. O
pardmetro J,¢ é o jacobiano da parametrizacao da geometria (ver capitulo seguinte sobre
NURBS).

Um controle diferenciado sobre a evolugdo do dominio pode ser dado, por exemplo,
quando simulamos um balao. Usamos £, como aplicacao exponencial em relagao a direcao
radial, de forma que haja maior concentracao de patches da discretizagdo mais perto da
fronteira com o s6lido. De forma semelhante, podemos em geral tentar forcar que os
patches menores do dominio, que estdo em regioes onde se espera maior complexidade
na dinamica do fluido, sofram pouco movimento, enquanto que os patches maiores, em

regioes menos complexas, absorvam a maior parte do movimento do dominio.

1.5 Formulacdes fracas

Colocar um problema de equagoes diferenciais parciais em sua formulagao fraca permite,
por um lado, que solugbes fisicamente possiveis mas nao necessariamente diferenciaveis
no sentido estrito sejam solugao do problema. Por outro lado, a formulacao fraca permite
que apliquemos métodos como o de aproximagao de Galerkin para resolver numericamente
as equacgoes. Para obter a formulagao fraca de uma equagao, multiplicamos as equagoes
por fungdes chamadas teste convenientes e aplicamos a férmula de integracao por partes
(QUARTERONI, 2016, pg. 33).

O ambiente usual para formulacoes fracas é o dos chamados espacos de Sobolev. Como
pré-requisito para definir esses espacos, precisariamos de nogoes de Teoria da Medida e
Teoria de Distribuicoes. Por isso, apenas definiremos esses espacos em linhas gerais e
indicamos os textos (BREZIS, 2011) e (ADAMS, FOURNIER, 2003).

Definimos uma relacao de equivaléncia entre fun¢oes em um espacgo de medida, dizendo
que f e g sdao equivalentes quando forem iguais em quase-todo-ponto. Entao, o espago
L?(9;) é o espago das classes de equivaléncia de fungoes mensurdveis em €); tais que a
integral de Lebesgue o, |f 2d€);, em um representante f da classe, é finita.

Em seguida, definimos o espago de Sobolev H!(€;) como o espago das funcgoes em
L?(£2;) tais que sua primeira derivada (num sentido especial, dito de distribui¢oes) também
estd em L?(£;). A vantagem de se trabalhar com L?(€);) e H'(€);) est4 no fato de ambos
serem espacos de Hilbert. Informalmente, isso significa que ha um produto interno que

induz a norma do espago. Tal produto interno é definido, com a notagao (-, )y, V espago
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de fungoes correspondente, como

(fs9)v Z/Vf(x)g(x)dv.

Podemos, entao, definir os espagos S em que procuraremos a solu¢ao do problema e
os espagos V em que se encontram as fungoes teste. Além disso, precisamos impor as
condicoes de Dirichlet nos espacos de funcoes. Utilizamos a notagao (I't), para indicar a
parte de Dirichlet da borda do espago I', e (I';),, para sua coordenada i.

Para a velocidade v/ do fluido, temos
S = {v|v(-t) € (H () u; = gi em (T),, }
Vy = {W ‘ w(-) € (H' (%)), w; = 0 em (Ft)gi}
Para a pressao p do fluido, temos
S, = {p‘p() c L*(€), ) pdQ=0sel; = (Ft)g}
V, =S,
Para o deslocamento u® da estrutura, temos

Sy = {us

us('7t> € (Hl(Qt»?’vuf = gi em (Ft)gi}

Va = {w|w(-) € (H'())*,w; = 0 em (I'), |

Por fim, para o deslocamento @i do problema ficticio do dominio do fluido,

sm:{ﬁ

e (H'(Q))* t=u 00" em T}
Y= {Wm ‘ w’ € (Hl(Q{«))g,Wm =0em F%S}
Usaremos também notacgoes como V xv, para indicar que a derivada é calculada so-

mente com relagao as coordenadas espaciais, e Viw = %(V xw+(Vxw)?). Entao, temos

que as formulacoes fracas sao

Fluido (sem abordagem multi-escala): queremos encontrar {v,p} € S, x S, tais que,

para todos {w’, ¢’} € V, x V,, seja satisfeita
BI({w!, ¢’} {v,p};9) = FI({w’,¢’'}),

co1m

B ({wy, ¢’} {v,p};9) = <Wf,pfg:) + (W p! (v =) Vxv)

of
af i

+ (¢!, Vx - V)Q{ —(Vx 'Wf,p)Q{ + (V}Wf, 2,us§(v>Qtf :
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Ff({wf7 qf}) = (Wfa Pfff)Q{ + (Wf, hf)F{,N.

Sélido: queremos encontrar u € S, tal que, para todo w* € V,, seja satisfeita
B*(w® u) = F*(w?*),

com

S S S 88211 S
B (w’,u) = |w Poga ) T (Vxw® FX)qs,
QS

0

FS(WS) = (WS, p(s]fs)gg + (WS, hs>F8’N'

Dominio do fluido: queremos encontrar @t € §™ tal que, para todo w” € V™, tenhamos

B™(w™, Q) = (VEw™, 20" Vi) or + (Vi - W™ A"V - @) s,

t t

F™ = B™(w™ u;o ®; ).

1.6 Aproximacdao VMS para o fluido

Apesar de o método de elementos finitos (e aproximacao de Galerkin) ser relativamente
bem comportado para equagoes do tipo eliptico, o mesmo nao pode ser dito para outros
tipos de equagoes. Por exemplo, para equagoes do tipo convecgao-difusao, sabe-se que é
necessario utilizar métodos de estabilizacao (QUARTERONI, 2016).

A aproximacao Variational Multiscale (VMS), apresentada em (HUGHES, 1995), é
uma espécie de generalizagao de algumas abordagens de estabilizacao de métodos para
resolucao de equagoes diferenciais parciais. Decompomos o espago de Hilbert das possiveis
solucoes da equacao, S, em uma soma direta S = S; P .55, de um espaco de dimensao finita
S1, dito de escala “grande” (coarse, em inglés), e outro de dimensao infinita, Sy, dito de
escala fina. Utilizaremos S para calcular a solugao, e aproximar S, através de residuais
da equagao. Na pratica, isso significa que o espaco de dimensao finita, usualmente o
espaco de polindmios, é o que utilizamos para aproximar a solugao, e o espago de escala
fina terd uma férmula fechada de calculo.

Tal ideia pode ser formalizada através da escolha de um operador projecao P: S — Sy,

tal que se € S pode ser escrito como a decomposi¢ao

/

u=u-+u, uESl, U.IESQ,

entdo u = Pu. (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009, p. 235).
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A aplicagao do método VMS para o problema do fluido consiste em decompormos os

espacos
Sv - Sl @ 527
Sp = S1p D S,

e substituirmos V=v+v' € S, e p=p+p’ € S, na formulacao fraca do fluido.
A férmula fechada para a aproximacao na escala fina é dada a partir do residuo da
aproximacao finita multiplicada por uma constante. Isto é, um elemento do espaco de

escala fina, é aproximado por

, ov .
V' = TsUps (ﬂat‘i‘P(V—V)'V"—V'Uf—Pfff)

P =wvyrsic(V-v).

As constantes de aproximagao, neste trabalho, sdo escolhidas de modo a generalizar es-
tabilizagoes conhecidas de simula¢oes em fluidos, como SUPS (Streamline- Upwind/Petrov-
Galerkin) e PSPG (Pressure-Stabilizing/Petrov-Galerkin) (COTTRELL; HUGHES; BA-

ZILEVS, 2009). Essas constantes tém, entao, como férmulas,

vvrsic = (Tug - g) 7,

em que ¢ levada em conta a métrica Riemanniana do dominio,

40k 08
Gi' = Aae
J kz::l (91:2 afj
d
(v—=9)-Gv—=9)= > (v —0:)Gi(v; — B)),
ij=1
d 85]

912261'17

j=1
3
g:-8= Z 9iGi,
i=1
com C, uma constante positiva e g—i matriz inversa da jacobiana da aplicacao de para-

metrizacao da geometria.
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Apresentamos agora a formulagdo variacional para o fluido. Denotamos por Q{ 0
produto interno dentro de cada patch e ne o nimero de patches NURBS. A funcao v é
considerada dada. Queremos encontrar v € S, e p € S, tais que, para todos w! € V, e

¢ €V,
B]J\}S({Wfa qf}u {V7p}7{}> - FZ(/[S({Wf7 qf})’

onde

Blrs({w!,a'} {vip};9) = BI({w!, ¢/} v, 1 9) + 3 (v = 9) - Vaew! V')

Nel t

1
+> (quf; pr/>~ +> (Vx - wplwwisio, Vi - V)
of

Nel Nel

1
-y T - X (Vawl v e )
t ﬁf

Nel Nel

F]{/[S<{Wfaqf}) = Ff({wfaqf})'

t

Por fim, apresentamos a equacao variacional para o problema acoplado. Queremos
encontrar v € Sy, p € §,, 1 € 8™ e u € §, tais que, para todos wl eV, ¢ € Vy,
w' e VyewmeYPm

B]J\c/[S({Wf7 qf}7 {Vap}v ‘7) - FZ\fJS({qu qf}) + BS<WS7 U)
— F*(w®) + B™"(w™,4) — F™"(w™) =0
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2 Descricao do dominio computacional com

NURBS

Neste capitulo, descrevemos alguns conceitos relativos a representacao de objetos geomé-
tricos através da abordagem NURBS. Na primeira secao, apresentamos o que queremos
dizer com NURBS e qual o formato usual de curvas, superficies e solidos nessa aborda-
gem. As referéncias principais sao (FARIN, 2003), para apresentagao dessa abordagem e
(PIEGL; TILLER, 1997), para algoritmos e detalhes sobre construgoes mais complexas.
Enfatizamos que construir uma geometria usando NURBS a mao é trabalhoso, e o mais
comum é que isso seja feito softwares CAD e exportado para ser usado no algoritmo.

Na segunda se¢ao apresentamos trés técnicas de refinamento para a geometria NURBS,
em comparagao com técnicas de refinamento usuais do método de elementos finitos. Na
terceira secao, explicamos o que significa andlise isogeométrica e como ficam as varidaveis
do problema nessa abordagem. Por fim, comentamos na quarta secao sobre o problema
de manter todas as informacoes sobre estruturas NURBS e do problema de uma forma

conveniente para ser usada no algoritmo de solugao das EDPs.

2.1 Introducao ao problema de discretizacao espacial

A andlise numérica da resolucao de equagoes diferenciais parciais comeca, efetivamente,
quando escolhemos como lidar com um espago de funcoes, de dimensdo infinita (e até
cardinalidade do continuo), através de uma aproximagao em espago de dimensao finita.
Podemos escolher, por exemplo, espacos de polinomios de grau até certa ordem. Para
melhorar a aproximagao por polindmios, costuma-se também dividir o dominio em finitos
subdominios, de modo que, nas fronteiras dos subdominios, seja garantida uma condicao
de colagem, isto é, continuidade ou regularidades maiores.

Nesse sentido, foi desenvolvido o método chamado de elementos finitos, em que um
ponto crucial é a chamada “triangulacao” do dominio, que garante resultados de aproxi-
macao do espago de polindmios criados e uma forma relativamente simples de lidar com
esses polinomios (QUARTERONI, 2016). Entretanto, a etapa de triangulagdo é custosa
enquanto etapa para a simulacao em engenharia, e ¢ uma das motivagoes para a introdu-
cao da Andlise Isogeométrica (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2004). A ideia dessa
nova abordagem é, em vez de discretizar o dominio do problema através de triangulacoes,
utilizar uma discretizagao “natural” do dominio, que vem com a forma com que softwares
CAD modelam objetos geométricos.

Uma forma comum de modelagem geométrica em computacao grafica é chamada de
NURBS, ou Non-Uniform Rational B-Splines.
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2.2 Introducdo a NURBS

2.2.1 Descricao de curvas

NURBS é uma forma de representar objetos geométricos, como curvas e superficies, atra-
vés de fungOes racionais. Para sua apresentacao, seguiremos a abordagem da evolugao
histérica das curvas Bézier até chegar as curvas NURBS, conforme (FARIN, 2003).

Comecaremos explicando sobre curvas Bézier, e como podemos descrever pardbolas
usando esse tipo de curvas. A construcao é feita usando recursivamente interpolagao
linear. Vamos considerar um exemplo. Sejam by = (0,0),b; = (3,2) e by = (6,0) pontos
de R2. A primeira etapa de interpolacao linear gera os segmentos que ligam esses pontos,
e formara o chamado poligono de controle da curva Bézier. Na notacao utilizada pelo
livro de referéncia, o indice k em b¥ indica o ponto i da iteracdo k do algoritmo. Entao,
para t € [0, 1],

b(t) = (1 —t)bg + tby

by ()

(1 —t)by + tb,.

Figura 3 — Exemplo de uma parabola como curva Bézier

A segunda etapa gerara uma parabola, conforme variamos t:
b;(t) = (1 —t)by(t) +tbi(t) = (1 — t)’bg + 2t(1 — t)by + t°by.

As iteragoes continuam até a iteragao n—1, onde n é o niimero de pontos no poligono de
controle dado. Assim, um poligono de 3 pontos gera uma parabola, e uma de 4 gera uma
curva polinomial de grau 3. O algoritmo recursivo, em sua forma genérica, é conhecido
como algoritmo de de Casteljau e é dado, em cada etapa j € {0,...,n — 1 — k} e iteragao

r, por
bi(t) = (1 — )b ' () + tbi 1 (t), parar € {1,..,n} ei € {0,...n—1}.

A vantagem das curvas de Bézier é a sua invaridncia por transformacgoes afins. Isso
significa que a curva nao muda qualitativamente quando sao aplicadas rotacoes, trans-

lacbes ou multiplicagdo por constantes. Dessa forma, aplicar a transformacao afim no
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poligono de controle e depois calcular os pontos da curva é o mesmo que calcular cada
ponto e em seguida sua imagem sobre a transformacao afim.

No entanto, a descri¢ao de curvas mais complexas pode requerer graus cada vez mais
altos do polindémio e, por consequéncia, de um nimero cada vez maior de pontos no poli-
gono de controle. Por isso, o passo seguinte para representagdo de curvas em computagao

grafica é o uso de splines.

Defini¢do. Seja = = [1,&,...,&,] um vetor de n + 1 nds distintos e ordenados de um
intervalo [a, b], isto é, a = & < & < -+ < &, = b. Uma funcao s: [a,b] — R é dita spline

de grau k (k > 1) relativa ao vetor de nds = se
i) 5k|[§j,£j+1] ePy, jel1,....n—1
ii) s € C*a,b]

Nesse caso, cada subintervalo [&;, &;11] pode ser descrito por meio de uma curva Bézier
de grau k. A dificuldade, agora, é como garantir que a curva s, tenha a regularidade
necessaria. Detalhes sobre como isso ¢é feito se encontram na referéncia (FARIN, 2003).

Um caso mais especifico é o de curvas definidas através de B-Splines, isto é, as que sao
escritas por meio de uma base de fungoes de suporte local (QUARTERONI, et al, 2014).

Definicao. Seja = = [, ..., &+pr1] um vetor de nés conforme a definicao de splines.
Entdo, o elemento da base de fungoes de grau p e suporte em [&;, &4p11] € denotado por

N, e definido recursivamente como

1, se& <& <&
0, caso contrario

Ni,o(f) = {

Nipa(§) + =218 N e,
€z+p+1 £l+1

N,(€) = ,f‘fg

A férmula recursiva acima é chamada de formula de Cox-de Boor, e pode-se mostrar
que essa base forma uma parti¢do de unidade para [0,1]. Podemos, entdo, representar
uma curva em R? usando B-Splines. Dados pontos B; € R¢, chamados de pontos de

controle da curva, definimos uma curva

Como o objetivo principal de softwares CAD é o de representar objetos e situagoes de
engenharia, o requerimento da curva ser C* em todo o seu dominio nao faz sentido. Sobre

isso, temos duas observagoes

i) Quando precisamos que a curva de grau p passe exatamente sobre um dos pontos

de controle, repetimos o no relativo a esse ponto de controle p vezes. Por exemplo, é
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comum pedir que a curva passe exatamente sobre o ponto inicial e final do poligono
de controle. Utilizando B-Splines de grau 3, e supondo intervalo [0, 1], isso pede
que o vetor = seja da forma = = [0,0,0,&4,...,&,-3,1,1,1]. Detalhes sobre por
que isso funciona, substutuindo esse vetor = na férmula de Cox-de Boor podem ser
encontrados em (FARIN, 2003).

ii) Fora dos pontos de controle, a curva deve ter o requerido grau de regularidade,
e isso se mantém quando fizermos refinamentos (segao abaixo), isto é, colocarmos

mais nés ou aumentarmos o grau dos polindmios utilizados.

Cada intervalo dado pelo vetor de nés = é chamado de patch, e tem semelhancas com
o que chamamos de elementos na abordagem de elementos finitos. De fato, sabemos que
h&, no méaximo, p fungoes de base com suporte em um patch, e detalhes como este serao
contabilizados quando quisermos organizar a geometria do dominio dado, em uma matriz
(ver segdo abaixo).

Apresentamos, por fim, a forma de representar curvas usando NURBS, que foram
criadas para que seja possivel representar curvas conicas, como circunferéncias e elipses,
de forma exata. Sao duas as ideias principais. A primeira é utilizarmos as fun¢des de base
B-Spline para gerar fungoes racionais. Observamos que é possivel utilizar func¢oes racionais
em Bézier ou mesmo splines. A segunda ideia é a de utilizarmos geometria projetiva, isto
é, fazermos uma projecdo de uma curva em R* para R?, no caso de dimensao 3.

Nao daremos detalhes sobre essa construgao, e apenas indicaremos que, na pratica,

isso implica em funcgoes base com pesos w; > 0:

Ni,P(£>wi ‘
i1 Njp(§w;

Como no caso de B-Splines, uma curva C' em NURBS sera dada por pontos de controle

R} (€) =

{B.;} e vetor de nés Z, através de
C(6) = Y. RUOB..

2.2.2 Descricao de superficies usando NURBS

A abordagem que usaremos para descrever superficies pode ser também utilizada com
curvas Bézier ou B-splines. A diferenca, novamente, é com relacdo a base de funcoes
utilizada.

O que faremos é representar superficies em R? como um produto tensorial de duas cur-
vas. Isso quer dizer que uma curva representara a geometria na direcao de um parametro
&, e a outra, na direcao de um parametro 7.

Por exemplo, dadas duas curvas, uma com 3 patches e outra com 2 patches, escolhemos

a com 3 para representar o parametro semelhante ao eixo Ox e a outra, para o parametro
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fazendo o papel do eixo Oy. A imagem abaixo tenta mostrar o comportamento de uma
superficie que seria o produto tensorial dessas duas curvas. A esquerda, temos os intervalos
de parametrizacao gerando os 6 patches mencionados, e a direita, temos uma superficie

parametrizada com dominio nesses patches.

Figura 4 — Comportamento de um produto tensorial de curvas

Em termos de fungoes de base, precisaremos de dois vetores de controle = e H, e pesos
{w;;}. Entao, para um grau de polinémios p, funcoes de base N;, e M,, conforme a

secao anterior, temos que as fungoes de base sao dadas por

Nip(§) M p(n)w;
R2j(6m) = @Myl
? =1 2<5=1 N%,p(g)Mj',p(n)wiﬁ

e a superficie S, dados vetores de controle B, ; se torna

n m

i=1 j=1

Uma observacao importante, e que complica a representacdo NURBS de geometrias

relativamente simples, é que a construgao tensorial obriga que a superficie tenha, necessa-

riamente, “4 pontas”. Entao, se quisermos representar discos ou elementos “triangulares”,

precisaremos incluir ao menos uma singularidade a aplicagdo que constrdi a geometria.
Detalhes podem ser encontrados em em (PIEGL; TILLER, 1997)

Em (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2004), é descrita a simulagao de uma mem-
brana circular e é feito o comentario que a aplicacao de geometria possui uma singularidade

no centro da membrana, mas que isso nao afetou a simulacao.

Figura 5 — Superficies patoldgicas para a abordagem tensorial
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2.2.3 Descricao de sélidos usando NURBS

Nas simulagoes de trés dimensoes de partes mecanicas ou estruturas soélidas, o que se
utiliza é a abordagem tensorial, mas para trés curvas. Dada a semelhanga com o caso
de duas dimensoes, apenas colocamos como ficam as fungdes de base e um sélido nessa

formulagao.

N; ,p(E)M p(1) Liep (Qwi ok
Lk N (OM; () Ly, (Qw 5

,J k(g 7, C)

e um soélido S ¢ dado por vetores de controle B; ;1 e

n m 1
SEnC) =32 > R x(&1,0)Bijk

i=175=1k=1

2.3 Refinamentos da malha

A grande vantagem de se usar NURBS em vez de elementos finitos estd no fato de o refi-
namento da estrutura NURBS preservar a geometria original do problema, de modo que
nao hé necessidade de se voltar ao programa CAD para executar o refinamento. Seguimos
o artigo (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2004), em que os tipos de refinamento que
se assemelham aos de elementos finitos sdo apresentados com o mesmo nome. Daremos
apenas algumas ideias sobre o tema, e indicamos o artigo acima para detalhes.

A principio, as explicagoes sao feitas apenas para o caso unidimensional. Quando se
tem um produto tensorial, o refinamento de uma das curvas componentes se propaga para

o resto da estrutura, mas é necessario fornecer mais pontos de controle.

1. h-refinamento. Trata-se da insercao de nds na estrutura NURBS. Dado um vetor
de n6s 2 = {&1,&, .., Eniprr ), s€ja € € [, Epy1) 0 16 que se deseja inserir. Entdo,

corrigimos os pontos de controle { By, Bs, ..., B, } recursivamente através de

Bi = Oéz‘Bi + (]. — Oéi)BZ'_l,

1, 1<i<k—p

£-¢&; _ -

Eitp—Ei’ k p+1§z§k

0, ktl<i<ntp+?2

Cuidados adicionais devem ser tomados quando se insere um né com o mesmo valor

de um que ja existia antes.

2. p-refinamento. Trata-se da elevacao da ordem dos polindémios. Nao é um procedi-
mento simples, e também requer alguns cuidados. Por exemplo, devemos repetir os

nos para preservar a regularidade da curva representada.
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3. k-refinamento. E um método de refinamento nio disponivel em elementos finitos.
Utiliza a caracteristica de que p-refinamento e h-refinamento nao sao comutativos
em NURBS, isto é, aplicar um e depois o outro nao gera o mesmo refinamento que
aplicar o ultimo antes. O que se explora é que um p-refinamento seguido de um

h-refinamento pode dar melhores resultados que os refinamentos anteriores.

2.4 Analise Isogeométrica com NURBS

Chamamos de andlise isogeométrica o método de discretiza¢ao que utiliza as mesmas fun-
¢oes de base que parametrizam a geometria do dominio como fungoes de base das fungoes
que queremos encontrar. Além disso, utilizamos também a abordagem isoparamétrica,
em que as fungoes teste sao do mesmo formato que as fungoes incognitas. Em resumo, o
que fazemos é utilizar as bases NURBS para as fungoes incognita e teste, e substituimos
esses formatos nas formulagoes fracas. Essa é a etapa de semidiscretizacao, e o que resta
é decidir como discretizar as equagoes com relagdo ao tempo (ver capitulo seguinte).
Nos problemas de interagao fluido-estrutura, temos uma dificuldade a mais, que é o
fato de algumas funcoes incognita serem definidas no dominio de referéncia 2y, como é
o caso do deslocamento do sélido, e outras no dominio que sofreu uma deformacao, no
tempo t. Por isso, algumas incognitas terao fungoes de base através de uma composicao

da funcao de base NURBS com a funcao de movimento ®.

X D,

I3 Qy

Figura 6 — Os trés dominios possiveis: o de parametro, o de referéncia e o atual

Para ilustrar os dominios possiveis para fungoes em analise isogeométrica e como se
conectam, apresentamos a Figura 6 acima, relativa a um problema em trés dimensoes.
Para a descrigdo da geometria do dominio inicial €2y, utilizamos uma parametrizagao
NURBS, x, que vai de um cubo unitério I3, dividido em patches como na secao 2.1, até
Qo. Dado um tempo t € [0, 7], vimos no Capitulo 1 que o dominio se movimentou para
Q) através da funcao de movimento ;.

Passaremos, entao, a discutir como usaremos as func¢oes de base NURBS. Essas fungoes
serao base de funcoes das varidveis na configuracao inicial (isto é, nas fung¢oes definidas
em ()g), e serdo denotadas por N 4, com A no conjunto de indices das bases NURBS. Para

as fungbes cujo dominio acompanha a deformacao do objeto (isto é, definidas em €2;),
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vamos utilizar a defini¢io tedrica, para (£,7,¢) € I,

NA(&?U? C?t) = NA o @71(577]74-775).

Entao, podemos indicar o formato das fungoes incégnita do problema que queremos

resolver. Para a incégnita de deslocamento do sélido, temos u dada por
u(x(&,n,¢),t ZHA (N4 n,C),

eu’: [0,7] — R? serd a funcio que queremos efetivamente encontrar.

No caso do fluido, temos

v(x(€,n,¢),t ZVA INA(E,m, ¢, 1),

p(x(&,m,¢),t ZPA INA(E,m, (1),

e, novamente, as fungdes a serem encontradas serao V£ € PAa.

Para simplificar a escrita, utilizamos o abuso de notacao x = x(&, 1, () no dominio das
fungoes incégnitas e x = (£, 7, (), no dominio das funcoes de base. De fato, neste tltimo
caso, as fungoes de base tém dominio na inversa de x.

Para o problema ficticio do dominio do fluido, devemos utilizar o calculo do tempo

anterior £, de modo que

Na(Z,1) = Nao o= (%)

A
Quando precisarmos da velocidade do dominio do fluido, usaremos

ou A
o(x,t) = 3 T () Na(x, ).
-+ Ot
A observacao final é que a definicdo das funcoes de base N, é utilizada de forma
diferente, na pratica. Isso porque precisariamos calcular as inversas de ¢ e ¢, aplicagoes
vetoriais ndo-lineares. Como s6 estamos interessados em integracao e, convenientemente,
sobre todo o dominio de definicao das /N4, usaremos mudanga de variavel nas integrais,

retornando as integrais para )y. Por exemplo, para t fixo,

Na(x,t) dx = / Nax)J(x,8)| L dx.
Qt Q0
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2.5 Matrizes de conectividade

Comentaremos brevemente sobre o problema de organizar os indices e variaveis do pro-
blema. Isso é necessario quando formos percorrer todos os patches, funcoes de base
NURBS e ntiimero de coordenadas das fungoes incognita. Além disso, precisaremos indicar
o formato das matrizes de discretizacao do algoritmo do capitulo seguinte.

Ao substituirmos o formato das fungoes da se¢ao anterior nas formulagoes fracas, como
o suporte das fungoes de base é local, podemos rastrear cada patch e integrar somente o
que sabemos que sera nao nulo. Para isso e para saber quais elementos estao com condi¢oes
iniciais, usamos matrizes de conectividade. (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS; 2009,

pg. 314). Sao trés os pontos importantes sobre a criagdo dessas matrizes:

i) devemos identificar quais os patches que possuem condigdo de bordo, pois terdo

tratamento separado na discretizacao;

ii) devemos identificar, para cada indice A € I de fungoes de base, em quais patches

esta o suporte de Ny;

iii) no caso de fungoes vetoriais, devemos indicar onde cada um dos graus de liberdade

(ou coordenadas do vetor de constante) estard na matriz discretizada.

Na abordagem da referéncia indicada, o que criaremos é uma matriz chamada de
matriz de localiza¢io (location matriz, em inglés), denotada por LM. Dado um ntimero de
grau de liberdade 7, ou i-ésima coordenada da variavel, um nimero de base local a e um

ntimero de elemento (ou patch) e, interpretamos
P =1LM(i,a,e)

como a posigao (linha ou coluna, dependendo do caso) na matriz discretizada em que sera

colocado o calculo da substituicao de N4 na formulagao fraca.
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3 Discretizacao temporal: o método a-

generalizado

Neste capitulo, apresentamos o método a-generalizado para as equacoes do problema de
interacao fluido-estrutura. Na primeira se¢do, apresentamos o método em sua formulacao
original, no contexto de elementos finitos para problemas de estruturas em engenharia
(CHUNG; HULBERT, 1993). Na se¢ao seguinte, apresentamos o método para o caso
de interagao fluido-estrutura (sigla F'SI, em inglés) e depois dedicamos as duas segoes
finais para a parte complicada e trabalhosa do algoritmo: as matrizes tangentes e shape-

derivatives.

3.1 Apresentacao do método

O método a—generalizado foi criado para resolver equacoes diferenciais de mecanica dos
solidos. A peculiaridade desse tipo de problema gerou a necessidade de controlar, no
algoritmo, a “dissipacdo” de frequéncias altas e baixas. Explicaremos o que isso significa
mais abaixo. Tal controle requer a introducao de mais graus de liberdade, através de
parametros, no algoritmo a ser utilizado.

A partir da discretizacao espacial das equagoes diferencias de um problema dessa area,
obtemos uma EDO da forma MX + CX + KX = F. Aqui, X e F sdo vetores e A, X,
C, K sao matrizes quadradas.

Discretizamos o intervalo de tempo a ser simulado, [tg, T], de forma homogénea, por in-
tervalos de tempo denotados por At. O algoritmo apresentado em (CHUNG; HULBERT,
1993), chamado de a-generalizado, é dado a seguir.

O passo inicial, em tg, é dado por Xg =d, Xo = v, Xg = M 1(F(0) — Cv — Kd). O

passo seguinte ¢ dado implicitamente por:

Xpi1 = X, + AtX, + Af2 ((% - ﬁ) X, + BXn+1)
X1 =X, + A1 = 1)K, +7XK,10)

MXn-l-l—am + CXn+1—af + KXp10, = F<tn+1—af)
Xngi-a; = (I —ap)Xpp1 +apX,

Xnti-a; = (1= ap) X + X,

XnJrlfam = (1 - am>Xn+1 + Oéan

tn—l—l—af = (]- - af)tn—i-l + aftn
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As duas primeiras equagoes, acima, sao aproximagoes de Taylor das incognitas, com
dois parametros [ e v, e as quatro ultimas sao a forma de se introduzir mais parametros
no algoritmo. Isso é feito através de uma espécie de iteracdo intermediaria, que é uma
combinagao linear das iteracoes atual e anterior. A principio, 8 e v dependem de ay e

am, de modo a garantir a convergéncia do algoritmo.

Comentaremos, brevemente, sobre o estudo de convergéncia do método. Primeira-
mente, observamos que o contexto da dissipacao mencionada no algoritmo ¢ de elementos
finitos para estrutura em engenharia, que pode ser visto como superposicao varias EDOs
de sistemas massa-mola. No contexto especifico de mecanica de sélidos, temos que as
frequéncias relevantes para a simulacao sao as baixas, e as altas sdo comumente atribui-
das a erros numéricos no algoritmo, e por isso a necessidade de sua dissipagao (CHUNG;
HULBERT, 1993).

Lembramos que um sistema massa-mola com amortecimento pode ser descrito por
i + 26wt + w?u = f. Nessa equacdo, w é a frequéncia de oscilacdo do sistema, & é uma
dissipagao e f é fonte externa de oscilagdo. (ALONSO; FINN, 2014, pg. 393).

Entao, supondo o sistema de EDOs original como uma superposicdo de problemas
dessa forma e, logo, de frequéncias de oscilagdo, queremos saber se as atualizagoes, co-
locadas no formato Y,,; = AY,, dissipam as frequéncias maiores. A matriz A é cha-
mada de matriz de amplificacdo do algoritmo, e Y, é o vetor de incégnitas, da forma
Y, = [X,, AtXn,AtQXn]T . O que importa sdo os autovalores de A: para frequéncias
baixas, o raio espectral deve estar perto de 1 e cair suavemente enquanto 2 = wAt
aumenta (CHUNG; HULBERT, 1993).

A convergéncia e estabilidade do método determinam 3 e v, e restam a,, e ay como
parametros. A dissipagdo de altas frequéncias é controlada por p.,, que é o limite do
maior autovalor de A quando 2 — oo.

As constantes, conforme o algoritmo a ser implementado, sao dadas por

1
v_i_af'i_am

1
f= Z(l—af—i-am)z

1(3—pso
O = —
2\ 1+ pso
_ 1
=T
com p, € [0,1] a ser escolhida. Em (JANSEN; WHITING; HULBERT, 2000), ha um

estudo sobre o efeito dessa escolha na dissipagao numérica na solucao das equagoes de

af

Navier-Stokes. A analise é feita a partir de problemas de autovalor §y = Ay aplicados ao

algoritmo, e varios casos de teste foram simulados com diferentes valores de pu..
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3.2 Caso FSI

No caso de interacao fluido-estrutura, temos que a discretizagdo espacial nao gera um
sistema de EDOs no tempo, pois nossas EDPs sao nao-lineares. O que pode ser feito é
aplicar o método anterior para o residual das equacgoes seja zero, e aplicar um método de

Newton-Raphson para encontrar os zeros do sistema de equagodes nao linear.

Vamos denotar as fungoes vetoriais de residuos R™™ = (R}7™), R = (RY™),
R™Mesh = (Rm“h) respectivamente ao momento linear, continuidade e movimento da ma-
lha. O indice A é o de fungdes da base, e i € {1,2,3}. O que queremos é calcular o residuo
sobre cada componente de cada funcao de base. Neste momento, fizemos apenas a subs-
tituicdo das fungoes teste. Para o calculo efetivo, substituiremos posteriormente a forma
das incégnitas conforme a secio 2.3. Denotando por e; os vetores da base canonica de R?

e rys e ro os residuais da equagdo de momento e continuidade do fluido, respectivamente,

B9 =Blis({Naei, 0}, {v,p}; 9) = Flis({Naei, 0}) + B*(Naei,u) — F*(Nye:)
_ / Nae; - < (v =) vv—f> dQ) — / Nae; - hfdl

—l—/ pV - Nae; + —/ (VNae; + (VNse)!) : (Vv + (Vv)H)dQ
el

3 [, Tsrs ((v=9) - Ve ru(v. )

Nel

_|_Z/ pVngc(v NAez)rC’( )dQ

el

_Z/ TsupsNae; - (ra(v,p) - Vv)dQ

el VN e;
_Z/e pA

t (Tsupstm(V,p)) @ (Tsupsta (v, p))dQ

. 0*u
Nae; - po——=df?
+/ﬂ‘8 A€ " L0 50

+ | VNase; : FXdQ
Q3

- / NAei : podeQ
Q3

- / Nae; - h*d,
o

RY™ =B15({0, Na}, {v,p}: ) — F{;5({0,N4})

Nel N
VNA (v, p)d,

—/ N4V - VdQ—I-Z/ TSUPS
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RS =B™ (N 4e;, 1)

1 _ N
= /Qi(VNAei 4 (VN4e)T) : (Vi + (V)0
+ /Qi(v Naer) - (V- @)d.

Para explicar o algoritmo, vamos concatenar as fungoes de coeficientes do deslocamento
do fluido e da estrutura e representd-las (com todos o indices A) como um vetor U.
Representaremos os coeficientes da pressao p com P, e o deslocamento da malha, i, por
V. Podemos entao aplicar o método a-generalizado.

Usaremos n para representar o elemento ¢, de uma particio do intervalo [0,7] da

simulagao. Entdo, dados (U,,U,,U,,V,,V,, V,), vamos procurar
(Un+17 Un+17 Un+17 Pn+17 Vn+17 Vn+17 Vn+17 Un+afa Un+af7 Un+am> Vn+af ) Vn+af ) Vn+am)

tais que

Rmom(Un-i-afv Un+0cf7 Ustam: Prti, Vn+ocf> Vn-i-ozfa Vn-l—am) =0
R (Uptays Unsass Unvans Patt, Vickags Vg Vicka,,) = 0

Resh (Un+0lf7 Un+0£f7 ﬂnmm; Py, Vn+af; Vn+af ) vnmm) =0
Unia, = Up +ap(Uy — Uy)

I'anf =U, + ozf(fJnH -U,)

Upoe = U + am(Tns — U,

Viia; = Vo + (Vi = Vy)

Vn—i—af = Vn + af<vn+1 - Vn)

Vieor = Vo 4 (Vs — V)

Un+1 = Un + At((l - V)Un + fYUn+1>

U, = U, + AU, + 22((1 - 28)0,, +260,41)

Vi1 = Vo + AL =)V, +9V,i1)

Vo = Vi + AV, + 22 ((1 - 28)V, +28V,.,)

Na pratica, temos um algoritmo de dois estagios.

Estagio preditor
Calculamos o que sera o ponto inicial do algoritmo de Newton-Raphson
Un+1,(0) =0,
Unir0) = ,YT_lUn
U0 = Un + AU, + 22((1 - 28)U,, + 28U,410))
P10 =P,
Vn+1,(0) =V,

VnJrl,(O) = ’YT_lvn
. 2 .. ..
Vn-i—l,(O) =V, +AtV, + ATt((l - QB)Vn + QBVH-H,(O))
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Estagio multi-corretor

Na iteragao I, 1 € {1,2, ... lpae}

Passo 1
Untas,) = Un + ay(Unir,-1) — Un)
[.Jn+af7(l) = Un + Ckf(Un+17(l,1) — Un)
I"Jn+am,() =U, + ozm(I"JnH (1-1) — U,)
Vn_|_af =V, + Oéf(vn-i-l( 1) — Vn)
Vn+af V + Oéf(VnJrl (1-1) — Vn)
\"/‘Mam,(l) =V, + an(Vasra-y — Vi)
Poi1,0) = Pryiaoy

Passo 2. Procuramos os acréscimos, denotados com A, no sistema linear abaixo

OR™mom aRmom ORmom
AU, AP, + AV, om

U, 11 o 8Pn+1 L0 AV o ©
aRcont . aRcont 8Rcont

D AU, AP, Avn Rcont
oU, ., +1,1) T P, +1,(1) T+ o +1,(1)
aRmesh .. aRmesh aRmesh .

- AU, + AP, + AV, — _Rmesh
90, 11,(0) P, +1,() N 11,(1) )

Passo 3

I"Jn—l-l,(l) = ["Jn—i-l,(l—l) + A]jn—l—l,(l)
Ui, = Unprgon) + YAt AU )
Uiy = Upprgoy + BAE)2AU 41
Poi1.0) = Poyi,g-1) + APrpa
VnJrl,(l) = vn+1,(171) + Avn+1,(l)
Vi) = Vs + 7ALAV 1 )
Vo = Vs + B(AD)2AV, 1 )

Passo 4. Verificamos convergéncia através de alguma norma.

Decisoes praticas a serem tomadas incluem o ntimero maximo de iteragoes [,,., do

estagio multi-corretor; qual algoritmo de resolucao de sistemas lineares usar, como por

exemplo GMRES; o critério de convergéncia do estdgio multi-corretor. Por exemplo,

podemos verificar se os elementos com A encontrados sao menores que um e dado.

3.3 Matrizes tangentes

Seguimos o livro (BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013, pg. 97) para o célculo

das matrizes tangentes

aRmom aRmom aRcont . aRcont
8ﬂn+l 7 aPn+1 ’ aUnJrl aPn—i—l
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do Passo 2 acima. Lembramos que esta é uma linearizacao de

Rmom(Un—i-afa Un+af7 Un—f—amu Pn—f—la Vn+af) Vn-i—afu Vn—l—am) =0
. . . . . B

R (Un+af7 Un+af7 Un+ama Pn+17 Vn+af7 VnJrafa Vn+am) =0
h . . . .

Rmes (Un+af7 Un-i—afa Un+ama Pn+l> Vn+o¢f; Vn—i—af ) Vn+am> - O

Para explicar o processo, calcularemos, como exemplo, a contribuicao de

ov
Naei - por dQ
/Q{ AeZ patd

mom

aI"Jn—i-l .

para

i) Substituimos v = > p UNj e lembramos que R™™ ¢ calculado com U substituido por

U, ta,,- Mudamos também o dominio de integracio para Qn+am'

/Q  Naey - pNpU,i, d9

n+am

i) Substituimos o passo do algoritmo Unia, = U, + am(ﬂnﬂ — Un)

/Qf NAei . pNB {Un + Oém(t.jn+1 — Un)} ds

n+am

. Rmom aRZ
ii7) Derivamos a expressao com relagdo a U, 1, lembrando que —= = .
a.U-n—&—l aUvn—s—l,j

O elemento (7, 7) dessa matriz tangente serd dado por

/f NApNBOémdQ(Sij.

n+am

Mas, como os outros componentes terao integracao em 2, ;s padronizamos os do-
minios para este iltimo e calculamos os pontos do dominio, utilizando as fungoes de

deslocamento da iteracao atual, y = I — ®, e aplicando uma nova func¢ao de deslocamento

ﬁ(X, tn-‘roct) =X+ Y(Xa tn) + (If(Y(X, tn—‘rl) - Y(Xa tn)

Para as derivadas do sélido, utilizamos uma linearizagao das equagoes (BAZILEVS;
TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013, pg. 23),

/ W oo S+ / F'Vuw : CF7Vu — / w - pof*d®) — / w - htdl = 0,

onde C é o médulo de elasticidade descrito na Secao 1.2.
Entao, denotando por Ki{B o elemento da matriz que vem da coordenada i da fungao
base da fungao teste, A, e da coordenada j da fungdo base da incégnita, B (ver se¢do 2.5

sobre matrizes de conectividade), temos as relagoes
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aI{nunn

- = iij]
aUn-ﬁ-l
KIZ;{B :Oém/ NApNBdQ(S”
Qn+af
+ (0775 / TSUPS(V — \Af) . VNApNBdQ(SZ]
ntay
Qn+af
Qn+af
+ af'yAtn/ VNy - ej,usNB - e;d)
Qn+af
+ af’yAtn/ Tsups(V—V) - VNap(v — V) - VNdQ6;;
Qn+af
+ Oéf"}/Atn/ ,OVL510VNA . eiVNB . ede
Qn+af
+ap, / NapoNy dQ
Qn+af
+amyAt, / (FTVN, : CETV N + VN, : VNEE) dQ,
Qn+af
HRmom B [ ; ]
a]-:)n—i-l B AB

iAg = —/VNA-eiNBdQ

+ /TSUPS(V — ) - VN,V Ng - ;dS,

8Rcont
aﬂn—i—l

Dy =apyAt, / NAVNg - ¢;d€)

:[ AB]

+apyAt, / TsupsV N - e;(v — ¥) - VNpdQ

+ am/TSUPSVNA : ejNBdQ,

aRcont
.y
P, [Las]
Lap — / TSUPS N, - W Npd€.
P

8Rmesh aRmesh

- e
aIjn—I—l a1:)71-1—1
condicoes de bordo das equacgoes diferenciais, que nao foi tratada nesse trabalho.

As relagoes para dependem da escolha de abordagem numérica das
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3.4 Shape derivatives

As derivadas em relacdo ao deslocamento da malha sao chamadas de shape derivatives
(pois as fungoes sao fungdes shape). Seguimos (BAZILEVS et al., 2008) de perto, apre-
sentando, inicialmente, um exemplo de como as derivadas podem ser calculadas, para em
seguida listar todos os outros componentes necessarios para o calculo das matrizes.

A ideia importante por tras dos cdlculos é uma mudanca de variavel das integrais,

conforme a Figura 6 da Secao 2.4. Por exemplo, para calcularmos

O ey fo, Nap’ 85;; dQ,

Vg, ’

podemos comutar o operador de derivagao com o somatorio,

2221 0 er :NApf%dQe
WV, ’

e focar em um patch do dominio em particular.

O problema agora é comutar a derivada com a integral. Precisaremos efetuar uma
mudanca de varidveis na integral, pois o dominio depende de V e, portanto, de V. Por
isso, lembramos que podemos tomar um dominio canonico I para o patch e relacionar o
dominio atual através de composigoes de fungoes.

Usaremos entao um resultado de mecanica de meios continuos, sobre célculo de ope-

radores de derivada.

Lema. Seja D um operador diferencial, como por exemplo a derivada parcial com relacao
a uma coordenada. Entdo, DJ = JF~TD(F).
Demonstragao. vamos utilizar o resultado (CIARLET, 1988, pg. 20) que, para uma

matriz A,

Odet A

_ _y
DA = (detA)A™".

Entao, pela Regra da Cadeia,

oJ
DJ = =DF.
OF
Logo, como J = detF por defini¢ao, obtemos o resultado. ///

A partir de agora, usaremos a notacao de indice conhecida como “notacao de Einstein”,
em que indices repetidos em uma expressao indica um somatoério desse indice variando de

1 até 3. Por exemplo, o resultado anterior fica da forma

0&; ox;
DJ = LD t.
/ Jaxz‘ (351')
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Retornando ao problema acima, fazemos a mudanca de varidveis x — &, do conjunto
Q. para o I (novamente, ver Figura 6 na Se¢io 2.4). Usando o Lema acima, a integral se

torna

ov 0 v, 0 (%) og,
Napt =L = Napf = afl =Sbydl
/I A5t oV, / ot oV, Oz’

Mas, pela definicao de deformacao, xp = iy + yi, onde y, o deslocamento sofrido por

iy, de modo que

@l’k . 8ﬁk i 8yk
oG 04 0§’

logo

2(5e) _o(%)

Vg, Vs,

Segue a lista completa dos componentes e integrais para calculéd-los. Lembramos que

Q). representa o dominio de um patch.

S0 Jo, Nap? 22dQ, Ov; ONg
e A N
Vs, =P J NP 5 o,
Te S _
03 ey Jo, Nap” (vp — 1) 5-dQe BN ONa Ty Op aNBdQe
GVBJ Q. Ox; pf Ox; Oz
8NA T™ 8p (“)Ng
— a AL = dSd.
ayf 0. Ox; pf Oz; Ox;
8NA T™ 8]) 8NB
— a AL = d§d.
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Reiterando que essas integrais sao calculadas a cada passo do método de Newton-

Raphson, e para cada patch da geometria, reafirmamos que esta é a parte mais custosa

do algoritmo.
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4 Conclusao

A intencao desse trabalho foi o de apresentar um modelo para problemas do tipo interagao
fluido-estrutura e tentar encontrar uma solu¢do numérica através de um algoritmo que
utilizasse analise isogeométrica e o método a-generalizado.

Vimos que problemas desse tipo tém como principal dificuldade a necessidade de
acoplamento de dois sistemas fisicos, e que tentativas de solucionar esse problema podem
adicionar uma nova equagcao ao sistema de EDPs. Além disso, as diferentes formulagoes
possiveis de um problema, em mecanica do continuo, que utilizam fun¢des com dominios
de referéncia ou atual, levam a necessidade de cuidados adicionais com o formato das
variaveis durante a discretizacao das equagoes.

Notamos, também, que a abordagem isogeométrica possui varias semelhancgas com a
abordagem de elementos finitos, seja no suporte local das fungoes base, ou na forma como
utilizamos as formulagoes fracas para criar o algorimo. As principais dificuldades dessa
abordagem sao a geracao das geometrias e rotinas diferenciadas para o calculo do valor
das funcgoes e suas derivadas. Outrossim, espera-se que, ao evitar a necessidade de trian-
gulagao do espaco como procedimento em separado para a simulagao, e a possibilidade
de representar o movimento dos solidos de forma mais fiel, essas dificuldades sejam em
muito superadas pelas vantagens dessa abordagem.

Quanto a integracao no tempo, observamos que a principal dificuldade é a linearizagao
das equagoes. De fato, o maior trabalho computacional estard no método de Newton-
Raphson: precisamos calcular diversas integrais das formulas de linearizacdo e resolver
sistemas lineares em cada iteracgao.

Como trabalhos futuros, precisamos lidar com as condi¢oes de bordo de Dirichlet,
que nao sao especificadas em (BAZILEVS et al, 2008), e finalizar o calculo das matrizes
tangentes a elas associadas. H& pelo menos duas abordagens possiveis. Na primeira,
utilizamos o método conhecido como Bubnov-Galerkin ou levantamento de bordo, em que
os elementos ou patches na borda de Dirichlet sao corrigidos para aproximar a condigao
g e essa aproximagao deve ser levada em conta na formulagao fraca. Em (BAZILEVS;
TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013), é apresentado um método mais sofisticado, em que
as condigoes de Dirichlet sdo impostas de uma maneira “fraca”. Por fim, esperamos

implementar o algoritmo e testd-lo com um exemplo real.
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