UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

LUCAS NACIF GIACOMIN

ONDAS SOLITARIAS E A EQUACAO DE KdV

CURITIBA
2020



LUCAS NACIF

GIACOMIN

ONDAS SOLITARIAS E A EQUACAO DE KdV

Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado como requisito parcial & obtencao do
titulo de Licenciado, Curso de Matemé-
tica, Departamento de Matematica, Setor
de Ciéncias Exatas, Universidade Federal
do Parana.

Orientador: Prof. Dr. Roberto Ribeiro

Santos Junior

CURITIBA

2020



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, quero agradecer aos meus pais, Cristiana e Floréncio, que sempre me
apoiaram nas minhas escolhas. Também gostaria de agradecer meus amigos que estiveram

sempre ao meu lado e aos meus colegas de curso que me acompanharam nessa jornada.

Aos meus professores do ensino basico que me levaram a escolher matematica agradeco
imensamente, em especial a professora Claudia Santos, e também aos professores do curso,

que me mostraram o que significa ser matematico.

Finalmente, ao meu orientador, Professor Roberto Ribeiro, minha eterna gratidao por ter

me ensinado valiosas licoes ao longo destes dois anos de orientagao.



“Eu quase que nada nao sei.
Mas desconfio de muita coisa.”

Guimaraes Rosa



RESUMO

GIACOMIN, Lucas Nacif. Ondas Solitarias e a Equagao de KdV. 2020. 66 p. Trabalho
de Conclusao de Curso — Curso de Licenciatura em Matematica, Universidade Federal do
Parana. Curitiba, 2020.

Em 1834, enquanto caminhava pelas margens do Union Canal em Edimburgo, o enge-
nheiro naval John Scott Russell presenciou a formagao de uma onda que tomou a forma de
uma elevacao solitaria e viajou por este canal por um longo tempo sem mudar sua forma,
a qual denominou Onda de Translacao, que, a posteriori, passou a ser chamada de onda
solitaria. A modelagem matematica para o perfil desta onda veio apenas em 1865 com a
deducao da equacao de KdV atribuida aos mateméaticos neerlandeses Diederik Korteweg
e Gustav de Vries. O objetivo principal deste trabalho é estudar a deducao da equacao
de KdV. Mais precisamente, mostramos como a KdV pode ser obtida de trés formas di-
ferentes: por meio das equagoes de Boussinesq, via teoria do potencial e diretamente das
equagoes de Euler. Além disso, investigamos a representacao matemaética da onda solita-
ria. Ademais, discutimos sobre as grandezas que sao preservadas na equagao de KdV. A
principal técnica empregada no nosso estudo é a analise assintotica com expansoes assin-
toticas feitas em torno dos pardmetros de nao-linearidade e dispersao. Apresentamos os
conceitos, os calculos e demonstracoes de forma mais simples possivel de modo a tornar
o texto acessivel aos leitores nao familiarizados com o tema.

Palavras chave: Ondas Solitarias, Equacao de KdV, Equagoes de Euler, Expansoes

Assintoticas.



ABSTRACT

GIACOMIN, Lucas Nacif. Solitary Waves and the KdV Equation. 2020. 66 p. Trabalho
de Conclusao de Curso — Curso de Licenciatura em Matematica, Universidade Federal do
Parana. Curitiba, 2020.

In 1834, while walking on the side of the Union Canal in Edimburgh, John Scott
Russell, a naval engineer, observed the motion of a wave which assumed the form of a
solitary elevation and traveled along the canal for a long period of time without changing
its form. Russell named it the wave of translation, which later on would come to be
known as a solitary wave. The mathematical modeling for the profile of this wave was
discovered only in 1865, when dutch mathematicians Diederik Korteweg and Gustav de
Vries derived the KdV equation. The main goal of this dissertation is to study the
derivation of the KdV equation. More precisely, we show how the KdV can be obtained
from three different ways: through the Boussinesq equations, via potential theory and
directly from the Euler equations. Besides, the mathematical representation of the solitary
wave and conserved quantities are also discussed. The main approach that we employ in
this study is asymptotic analysis through asymptotic expansions around the nonlinearity
and dispersion parameters. We present the concepts, calculations and demonstrations in
the simplest way possible so that this text could be accessible to any reader who is not
familiarized with the theory.

Keywords: Solitary Wave, KdV Equation, Euler Equations, Asymptotic Expansions.
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Introducao

A humanidade sempre buscou justificar os fen6menos fisicos que acontecem a nossa
volta, ora por meio da religiao, ora pela ciéncia. Como consequéncia, muitos matema-
ticos, ao longo dos anos, concentraram seus esforcos em descrever e compreender estes
fenomenos, desde a infinitude do espaco até a estrutura molecular dos atomos que nos
rodeiam. Em especial, figuras notéveis como Euler, Laplace e Boussinesq deram grandes
contribui¢oes para o desenvolvimento da teoria matematica sobre a dinamica das ondas
aquaticas. Mais precisamente, Euler foi o pioneiro na formalizagao matematica da teoria.
Em meados do século XVIII deduziu as equagoes da hidrodinamica, equagoes diferenciais
parciais (EDPs) que modelam a evolu¢ao das ondas do mar, que sdo utilizadas até hoje
[2].

Durante os séculos XIX e XX ocorreram grandes avancos tedricos, numéricos e expe-
rimentais na area de ondas. Hoje, os modelos mateméticos para a dinamica de ondas de
superficie sao amplamente utilizados em diferentes contextos, seja para mapear a concen-
tracao de poluente no oceano, prever a formacao de tsunamis ou determinar o campo de
velocidade submarino, crucial para o bom funcionamento de operagoes submersas como
a extragao de petroleo em uma plataforma.

Este trabalho revolve em torno das ondas aquéticas, em particular iremos estudar
uma onda peculiar, descrita pela primeira vez pelo engenheiro naval escocés John Scott
Russell.

Em 1834 Russell estava andando pelo Union Canal em Edimburgo (Escocia) quando
se deparou com um barco que estava sendo puxado por dois cavalos. A frente desse
barco uma onda comecou a se formar e, quando repentinamente o barco parou, esta
onda continuou o curso do canal. Intrigado pelas qualidades dessa onda, que tomou a
forma de uma elevagao solitaria, Russell seguiu-a pelo canal por aproximadamente trés
quilometros. Durante seu trajeto, a onda nao se mostrou dispersiva, retendo sua forma
original. Além disso, esta onda manteve uma velocidade constante e viajava celeremente.
Russell denominou-a Onda de Translagao (|15], p.13). Mais tarde esta onda passou a ser
chamada de onda solitaria.

Fascinado pelo que viu, Russell realizou diversos experimentos os quais foram registra-
dos detalhadamente em seu artigo [15]. Quando publicado, o estudo de Russell chamou

atencao de diversos cientistas da época, entre eles Joseph Boussinesq, cuja aproximagao



matematica para a onda de translacao veremos neste trabalho, e os mateméaticos neerlan-

deses Diederik Korteweg e Gustav de Vries que em 1865 derivaram a EDP

Ny + Me + Nawe = 07

a qual ficou conhecida como equagao de KdV, cuja solu¢ao condiz com a onda observada
por Russell.

Embora a motivacao inicial para a equagao de KdV seja a dinamica de ondas aquaticas,
ela tem aplicagao em uma vasta gama de areas, por exemplo, fibra 6tica, supercondutivi-
dade em eletronicos, fisica de particulas, fisica quantica, biologia e cosmologia [9].

O objetivo principal deste trabalho é deduzir a equagao de KdV. Mais precisamente,
mostraremos como a KdV é obtida de trés formas diferentes: por meio das equacoes de
Boussinesq, via teoria do potencial e diretamente das equagoes de Euler. Além disso,
iremos buscar pela representacao matematica da onda solitaria, a saber, sech?. Ademais,
discutiremos sobre as grandezas que sao preservadas na equacao de KdV.

Independente de como as equagbes governantes estao postas (Boussinesq, potencial
ou Euler), a técnica que serd empregada nas dedugoes da KdV é a anélise assintotica,
que consiste em definir versoes aproximadas das equagoes governantes. Neste trabalho
utilizaremos expansoes assintoticas em torno dos pardmetros de nao-linearidade (a) e
dispersao (f) advindos do processo de adimensionalizagao.

Além disso, para encontrar a fungao que descreve o perfil da onda solitaria (Onda de
Translagdo de Russell) vamos buscar por solugoes viajantes para a equacao de KdV que
assumem a forma de uma “elevacao solitaria”, conforme descreveu Russell.

Este trabalho se divide como segue. No primeiro capitulo apresentaremos as equacgoes
governantes de ondas aquaticas, sistema de equagoes base para este trabalho. No segundo
capitulo deduziremos as equagoes de Boussinesq e em seguida o modelo para ondas lineares
no regime de aguas rasas, resultados importantes na teoria de ondas aquéaticas. Nos
proximos trés capitulos apesentaremos diferentes dedugoes para a Equacao de KdV. Por
fim no quinto capitulo determinaremos o perfil da onda solitaria, discutiremos sobre o
aparente “equilibrio” entre dois fendmenos fisicos presentes na KdV e as grandezas que se

mantém conservadas nessa equacao.
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Capitulo 1

As Equacoes governantes para Ondas

de Superficie

Neste capitulo mostraremos as equagoes que governam a dindmica de ondas aquaticas
de superficie, estas equagoes servirao como ponto de partida para a dedugao da equacao

de KdV.

1.1 As Equacoes de Euler

Seguindo os relatos de Russell ([15], p.13), vamos considerar uma onda que translada
ao longo de um canal extenso. Fazendo um corte transversal do escoamento na dire¢ao
de propagacao da onda e perpendicular a sua crista, observamos que este escoamento
tridimensional pode ser aproximado por modelos bidimensionais.

Considere as coordenadas cartesianas (x,y), onde y é a coordenada vertical, z a dire¢ao
da propagacao da onda e t o tempo. Denotamos por ﬁ(a:, y,t) = (u(z,y,t),v(x,y,t)) o
campo de velocidade do escoamento, limitado inferiormente, em y = —h, por um fundo
horizontal e impermeével e superiormente pela onda de superficie, y = n(x,t), onde y = 0
é o nivel de repouso da agua. Além disso, consideramos a dgua como um fluido inviscido
e incompressivel.

As equagoes da hidrodindmica foram deduzidas por Euler em meados do século XVIII
e estao baseadas em dois principios fisicos: conservacao de massa e conservac¢ao da quan-
tidade de movimento. Matematicamente, estes conceitos sao descritos, respectivamente,
pelas seguintes equagoes (vide [18] p.431 e [13] p.35):
¢ op

gﬂﬁ-vﬁ: —¥+7 em —h <y < n(z,1).
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onde P(z,y,t) é a pressao, 7 = (0, —g), em que g é a aceleragao da gravidade, p ¢é a

o 0
densidade constante e V é o operador | —, — |.
oxr’ Oy

Além disso, o produto (ﬁ -V)f,onde f:Q C R?*— R, é interpretado como ﬁ -V,
de modo que (ﬁ : V)ﬁ = ((D2 - V)u, (ﬁ - V)v). Ademais, consideramos que as fungoes
p, P,u e v sao suaves e satisfazem todas as hipoteses necessarias para os céalculos que
seguirao.

Aqui consideramos a densidade da dgua como sendo constante no espago e no tempo,

logo, a equagao de conservacao de massa reduz-se a
V.U =0 (1.1.1)
Estamos considerando também que o escoamento ¢é irrotacional, isto é,
Vx U = (0,0,v, —u,) = 0.

Fisicamente, isto significa que as particulas nao apresentam rotacao em relacao ao seu

centro de massa. Utilizando esta hipotese e a identidade vetorial
1
§V<ﬁ7> :ﬁx (Vx7>+<ﬁ-v>ﬁ

na equacao de conservagao da quantidade de movimento obtemos a equacao

0 1 VP
VTP =+ T em —h<y<n(zb). (1.1.2)
o 2 p
Agora vamos determinar as condigoes de fronteira.
A condi¢ao de impermeabilidade no fundo y = —h é escrita como
v=0 emy=—h. (1.1.3)

Ao longo da onda de superficie y = n(z, t), a qual denotaremos no texto como fronteira

livre ou superficie livre, temos a condi¢ao de dinamica
P = Py em y =n(z,t), (1.1.4)
onde P, é a pressao atmosférica, e a condi¢cao de cinemética
n+nu=v emy=n(xt). (1.1.5)
De modo geral, a condi¢ao de cinemética surge quando consideramos que existe

12



uma certa interface entre o ar e o fluido em questao dada implicitamente pela equa-
¢ao F (7, t) =0, 7= (x,y), satisfazendo a propriedade de que o fluido nao a atravessal.

Matematicamente, esta propriedade traduz-se na equacgao

U-7=U, (1.1.6)

onde 7 = (u,v) é o campo de velocidade do escoamento, 7 & o vetor normal (unitario)
a interface e U ¢é a velocidade da interface na dire¢ao normal.

Sabe-se que (cf. [17], p. 964)

VF
o
IVE]|
da
Uma vez que o campo de velocidade das particulas na interface é dado por o temos
— d¥ _, d¥ VF
“a " T a VR
Note que
d
F(Z,1)=0 = E#F@Kw]—o
OF d7 —_—_
o T T
F, di VF .
= +—- =
IVE| -~ dt [[VF|
d7  VF F,
= : = — .
e |[VF|  |[VF]|
Assim, a equagao (1.1.6) se torna
U.VF=_F, (1.1.7)

Quando impomos a existéncia de uma superficie livre (y = n(x,t)) a nossa interface
pode ser dada por F(x,y,t) =y — n(z,t), a qual implica que VF = (—n,, 1) e F, = —n;.

Deste modo, substituindo na equagdo (1.1.7) vamos obter

e+ nu=v emy=n(xt).

'Essa definicdo e os calculos que seguem foram adaptados de [18] p.432
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Observacao 1.1.1. A condi¢cao de cinemdtica implica que particulas que estao inicial-
mente na superficie permanecem na superficie ao longo do tempo. De fato, seja v(t) =
(z(t),y(t)) a trajetoria de uma particula que se encontra inicialmente na superficie. En-

tao, v(t) € solugao do sistema de equagoes ordindrias

;

dx

% = u(x(t), y(t)v t),
d

d_gi = v(x(t),y(t),1),
F(v(0),0)=0

Note que
d dx dy (1.1.7)
CFw) ) =FE+F | — |+ F (=) =R+ Fut Fo=F+ U -VF " 0.
dt dt dt

Essa relagao implica que

F(v(t),t) =K
para alguma constante IC. Mais ainda,
F(v(0),0)0=0 = K=0.
Logo, para todo tempo t, F(v(t),t) = 0.
Se tomarmos F = y — n(x,t) devemos ter que a trajetoria v se escreve v(t) =

(z(t),n(x(t),t)) e se dd ao longo da superficie.
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Recapitulando, das equagoes (1.1.1), (1.1.3), (1.1.4) e (1.1.5) obtemos o sistema

((v. T =0 em —h <y <n(zt),

ou

VP
W‘F(ﬁV)ﬁ: —7“*7 e1m —h<y<17(37,t),

()4 ¢

m+nu=v em y=n(z,t),

P =Py, em y =n(z,t),

v=20 em y = —h.

\ \
Também podemos escrever a equacao que descreve a conservacao da quantidade de
. . L 9 9
movimento na sua forma matricial. De fato, substituindo ﬁ = (u,v),V = 9% 9w e
T oy

7 = (0, —g) segue que:

(o).

Finalmente, obtemos que

x
Up + Uy + VUy = ——

; em —h <y <n(x,t),

P
v+ uv, +vv, =—-—2—g  em —h<y<n(z,t).
p

15



Consequentemente,

(

(uw+vy:0 em —h <y <n(x,t),
P,

g+ Uty + vuy, = —— em —h <y <n(zt),
p
by

v v, vy = ———g em —h <y <n(z,t),

( p

m+nu=v em y=n(z,t),

S P=P,, em y = n(z,t),

v=20 em y = —h.

\ \

1.2 Teoria do Potencial

A hipotese de escoamento irrotacional, isto ¢, V x ﬁ = 0, assegura (veja [7], p. 177)

que existe um potencial ¢(z,y,t) tal que
U= Vo(x,y,t)

A seguir veremos que ao substituir essa relagao no sistema (i) a quantidade de variaveis
desse sistema diminuira, ademais passamos a trabalhar com uma equacao de Laplace.

Com efeito, substituindo ﬁ = V¢ = (¢4, ¢,) no sistema (i), utilizando a equacao
(1.1.2), obtemos

;

V- (Vp)=0 em —h <y <n(zt),

(Vo)
ot

1 VP
+t3 VIV = _7+ g em —h<y<n(zt),

(

nt+nm¢x:¢y €ml y:n(x7t)7

S P=P,, em y =n(zx,t),

¢y =10 em y= —h.

\ \

16



Note que

Vo) 0 d¢
ot = a(gbza gby) = (¢xta¢yt) = (gbtxvqbty) =V E
e ¢ =(0,—g) = —V(gy), assim, podemos reescrever a equacio
Vo) 1 ) VP
5 T3 VIVel® = T q
na forma
\Y% o¢ ! V|| Vo|? vE \Y 0
3¢ T3 VIVel et (9y) = 0.
VP V(P - Patm)
Podemos também escrever —— como ———  uma vez que Py, é constante.
P P
Entao
v a¢ 1 vV 2 V(P_ Patm) v 0
2] T3 IVl +T+ (9y) =
v _8¢ 1 v 9 P— Patm 0
= Vgt Vol + ———+gy| =

1 2 P_Patm
= ¢t+§‘|v¢” +T+9y:7“(t)-

A constante 7(t) pode ser incorporada a ¢ com a transformagao

¢ =0+ /Otr(s)ds.

Ora, ¢ facil ver que V¢ = V¢ e que ¢y = ¢y — r(t). Substituindo na equagdo anterior,

abandonando a notacao “~7”, segue que

1 2 P_Patm
¢t+§\|V¢I| —i—T—l—gy:O em —h <y < n(z,t).

Essa expressao é conhecida como Fquacao de Bernoulli e é€ valida em todo o meio. Em

particular, quando y = n(x,t), P = Pun, tem-se

1
bt 5 Vo> +gn=0 emy=n(z,t).

17



Finalmente, obtemos o seguinte sistema de equacoes:

(A¢p =0 em —h<y<mn, (1.2.1)
N + 773:¢:r = (by em Yy = T](I,t), (122)
(i) 1
¢t+§ VoI +gn=0 em y=n(z,t), (1.2.3)
( Py =0 em y= —h. (1.2.4)

1.3 Adimensionalizacao

Quando utilizamos os sistemas de equagoes (ii) e (iii) além de encontrar solugoes
precisamos nos atentar & dimensao das varidveis envolvidas. Dessa forma, para evitar
essa inconveniéncia vamos utilizar uma simples mudanca de varidveis a fim de tornar os
sistemas (ii) e (iii) adimensionais.

Assim, considere a seguinte mudanca de variaveis:

A
r=\¢, y=h(y—1), t=—t,
Co
gAa - . (1.3.1)
=— 9, n=an,
Co
co = v/ gh.
Para o sistema (ii) ainda incluem-se
hCO
U = Ccol, v = T@,
(1.3.2)

P = Py + pg(h — y) + pghP

= Putm — (pgh)j + (pgh)P.

onde ¢y = v/gh, A é o comprimento de onda caracteristico e a ¢ a amplitude das oscilagoes

da onda de superficie.

18



Desta forma, temos

_dz 1 Co\ _
Up = CQUz —— = CoQUz T — X Uz,

19



_ . dT pgh\ -
Px = [Patm - (pgh)y -+ (pgh)P]j@ — T Pj

- . dy 1 )
Py = [Pum = (pgh)j + (pgh) Pli = (=pgh + pghFy) = —pg + pgP

Quando efetuamos as substituigoes nos sistemas (ii) e (iii), abandonando a notagao

“~" obtemos

(B¢zx+¢yyzo em 0<y<1+0‘777
1
nt—l—ozgzﬁwnw:E(éy em y =1+ an,
(iv)
al o 1,
Pt 3 ¢x+5¢y +n=0 em y=1+an,
[ &y =0 em y =0.
Uy +vy, =0 em 0<y<l1+4an,
U + Uy + VUy = — P, em 0<y<l1l+4an,

Bl +uwv, +vvyl =—P, em 0<y<1+an,

a(n +nu) =v em y =1+ an,
P=an em y =14 an,
v =0 em y =0,

onde a = % é chamado de parametro de nao-linearidade uma vez que, em ambos os siste-
h?
mas acompanha os termos nao lineares e 5 = 2 ¢é chamado de parametro de dispersao.
Quando B é muito pequeno, isto é, a profundidade do meio é muito menor que o
comprimento da onda, dizemos que estamos no regime de éguas rasas ou ondas longas.
Por outro lado, se 3 é grande dizemos que estamos no regime de aguas profundas ou ondas

curtas.

20



Observacgao 1.3.1. As nowvas varidveis provenientes de (1.3.1) e (1.3.2) ndo tém dimen-

sao. De fato, denotemos por
[L] = unidade de comprimento

e facamos a sequinte andlise de dimensao:
r =\ = [z] = [\T] = [\][Z].

Como [z] = [A] = [L], entao,
[Z] = 1.

Por consegquinte, * € uma quantidade com nenhuma dimensao fisica associada. Por
tal motivo é chamada de varidvel adimensional.

13

Podemos aplicar o mesmo processo a todas as varidveis “~”, colocando

[T] = unidade de tempo,
[M] = unidade de massa.

n

Portanto, concluimos que as varidveis "~ "sao todas adimensionais.

1.4 Relacao de dispersao de ondas aquaticas de gravi-
dade

As ondas aquaticas sao geradas a partir de uma forca externa que causa um distirbio
no meio, majoritariamente, esta forca é a gravidade e da origem ao que chamamos de
Ondas de Gravidade. Quando a amplitude da onda é muito menor quando comparada
a profundidade do meio, h, dizemos que a onda ¢é linear. Matematicamente, as ondas
lineares sao entendidas como a solu¢ao das equagoes governantes (iv) ou (v) no caso

particular em que a@ — 0. Neste contexto o sistema (iv) torna-se:

(Bbzs+ ¢y =0 em 0<y<1, (1.4.1)
1
N = quy em y=1, (1.4.2)
(S.L.)
o +n=0 em y =1, (1.4.3)
{ oy =0 em y = 0. (1.4.4)

Note que neste caso o sistema de equagoes governantes se torna linear, o que explica

a adocao da nomenclatura onda linear.
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As ondas lineares possuem uma relagao de dispersao caracteristica, descrita pela equa-

¢ao adimensional
, k tanh(y/Bk)
Y

Para obter esta relagao vamos procurar por solugoes na forma de trens de onda para
o sistema (S.L.).

Com efeito, suponha que n(z,t) = A; /**=“Y_ Entdo, segue da equagio (1.4.3) que

w

¢t(x7 O,t) = —'r](x7 t) — _Ak 6i(kz—wt)

A
= ¢(z,0,t) = E pilka—wt)
1w
O que nos sugere que
Olw,y,t) = fly)e'" 0, (1.4.5)

Note que,

Gue = f(y)(ik)%e 77,

oy = f'(y)e ™,

byy = f//(ZJ)ei(k%Wt)-
Substituindo (1.4.5) em (1.4.1) temos

Bk f+ f" = 0.

Segue também de (1.4.4) que

dy(2,0,y) = f(0)e'F~“D =0 = f(0)=0.
Logo,
—Bk*f + f" =0, (1.4.6)

F(0) = 0. (1.4.7)

Como a EDO (equagao diferencial ordinaria) acima ¢ linear e homogénea, sua solugao

geral é

f(y) =F 6(\/@?2/) + F 6—(\/Bky) (148)
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Agora, resta determinar as constantes E e F para que f’(y) = 0. Desta forma, substi-
tuindo (1.4.8) em (1.4.7) obtemos que

F'(y) = V/BE(E eVPW) _ | o= (VBky))

> £1(0) = VBKE - F) = 0
= FE=F.
Assim,

6(\/Bky) _I_ 67(\/31‘3@’)

fly) =2F ( 5 ) = 2F cosh (v/Bky).

E portanto,

d(z,y,t) = 2F cosh (v/Bky) elkr=«t), (1.4.9)

As equagoes (1.4.2) e (1.4.3) implicam que

1 1
(btt:—nt:—g@, :>¢tt+ﬁ¢y:0 emy = 1.

De (1.4.9) temos que

o ¢y = —w?2F cosh (v/Bky) ellkr=«1)

=  ¢u(z,1,t) = —w?2F cosh (\/Ek;) oi(kz—wt)
o ¢, = /Bk 2F sinh (v/Bky) ilkz—wt)

= ¢,(x,0,t) = \/Bk 2F sinh (\/Bk) e*+=1),
Substituindo na equacao anterior obtemos

—w?2F cosh (v/Bk) + % \/Bk 2F sinh (\/Bk) = 0.

E portanto

,  ktanh(v/pk)
-—75

Observacao 1.4.1. (Velocidade de ondas longas) No caso particular em que o compri-

w

mento da onda A € muito maior do que a profundidade de referéncia h, isto é, na hipdtese
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2mh
de ondas longas, o termo /Bk = z < 1, o que nos permite utilizar a aprorimagao

tanh (v/Bk) ~ /Bk e entdo, a relagio de dispersao obtida se resume a

k\/Bk w?
w2:%:>w2:k’2:>02:ﬁ:1:>\c|:

Isto nos diz que a velocidade das ondas aqudticas no regime de ondas longas é constante

e equivale a uma unidade do parametro de velocidade (cq) escolhido, isto é,

Cdim = \/g_h

Uma aplicagao dessa formula é na velocidade de propagagao de ondas de tsunamis. Em
alto mar, as tsunamis sao ondas cuja amplitude € cerca de um metro e comprimento na
ordem de centenas de quilometros. Assim, levando em consideracao que a profundidade
tipica em alto mar € de 4000m, estas ondas se enquadram na teoria linear no regime de

ondas longas®. Dessa forma, considerando g = 10m/s*, temos

Ctsunami = \/ gh = V40000 = 200m /s = 720km/h.

2Commonwealth of Australia 2020, Bureau of Meteorology. Tsunami Facts and In- formation. Dispo-
nivel em: http://www.bom.gov.au/tsunami/info/index.shtml.
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Capitulo 2
As Equacoes de Boussinesq

Neste capitulo iremos deduzir as equagoes de Boussinesq a partir das equagoes de
Euler adimensionais vistas na se¢ao 1.3. Também mostraremos um modelo para a ondas
longas lineares. Os contetidos que serao apresentados neste capitulo e no capitulo seguinte

foram baseados nas notas de aula do professor André Nachbin (|14]).

2.1 Analise assintotica: ondas nao lineares fracamente
dispersivas

Considere as equagodes governantes para ondas de superficie adimensionais nos para-
metros de nao-linearidade () e dispersao (/3) escrita na formulacdo da teoria do potencial

(veja secao (1.3)):

( Bus + byy =0 em 0<y<1+an, (2.1.1)
1
N+ adgny = Eqby em y =1+ an, (2.1.2)
af ., 1,
ot 5 ¢m+5¢y +n=0 em y=1+an, (2.1.3)
( Py =0 em y = 0. (2.1.4)

Vamos estudar o caso em que 0 < < 1 sem nenhuma hipoétese sobre «, que corres-
ponde & teoria de ondas longas. Nessas condigoes, as equagoes (2.1.1)-(2.1.4) constituem
um sistema de equagoes diferenciais parciais nao lineares, com uma fronteira livre e moével,
o que torna desafiador obter uma férmula fechada para a solugao, assim como o seu estudo

computacional. Nao obstante, a hipdtese 0 < < 1 nos permite aplicar uma técnica mo-
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derna no tratamento de EDPs nao-lineares: analise assintotica. Mais precisamente, essa

ferramente esteia-se em procurar por solugoes de (2.1.1)-(2.1.4) da forma

¢ = ¢o+ Bo1+ B2ha+ s .. (2.1.5)

em que ¢;,i = 0,1,..., sdo fungdes a serem determinadas a posteriori, e a soma (2.1.5) é
entendida apenas como uma notacao, isto nao significa convergéncia de série. Na pratica,
uma expansao assintotica raramente vai além de 5 termos. Mais detalhes sobre analise
assintotica e suas nuances podem ser encontrados em Johnson ([8], p.35).

Ao substituirmos (2.1.5) em (2.1.1) temos

5(¢0,zz + B¢1,m¢ + (9(52)) + (Qbo,yy + Bﬁbl,yy + 52¢2,yy + 0(63)) =0.

Reordenando,

¢07yy + ﬁ(ﬁbo,m + ¢1,yy) + 52(¢1,xa: + ¢2,yy> + 0(63) =0. (216)

Se considerarmos a equagao anterior na ordem 3, obtemos

¢0,yy(xu Y, t) = 0.
O que implica que
gb(),y(xa Y, t) = C(I’, t))

para alguma funcdo c(z,t). E entdo, da condigao (2.1.4) obtemos que c¢(z,t) = 0. Inte-

grando ¢y, com respeito a y obtemos

QbO(:B?yvt) = f(xvt)

Essa funcao nos diz que, na ordem mais baixa, a componente de velocidade horizontal

(¢,) nao depende da coordenada y.

Observacao 2.1.1. E importante ressaltar que ao buscar pelas componentes ¢; da expan-
sao de ¢ surgirao algumas constantes de integracao, o que nos diz que existem infinitas
aproximagoes para ¢. Deste modo, € aceitavel que se escolha uma solugao mais sim-
ples. Naturalmente, essas constantes serao consideradas identicamente nulas. Veremos

no capitulo 4 que essas constantes de fato nao interferem no resultado final.
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Agora, vamos considerar a equagao (2.1.6) da ordem (2. E facil ver que neste caso

obtemos

¢O,zm + Cbl,yy =0. (217)

Se integrarmos (2.1.7) com respeito a y obtemos que

/¢0,:1:x(x7 Y, t)dy + /¢1,yy(ma Y, t)dy = Cl(za t)

= /fm(x,t)dy + d1y(x,y,t) = c1(x, )

= Yfea(z,t) + ¢17y(xv y,t) = ci(x, 1)

= ¢1,y(x7y>t) = _yfxx(xat) + Cl<x7t)'

Aplicando a condigao de fronteira ¢, (z,0,t) = 0 encontramos que ¢; = 0, e entao

¢1,y<x> Y, t) = _yfa:x(xv t)

2
= | o1(x,y,t) = —Tfm(x,t) (2.1.8)

Para determinar ¢, vamos considerar a equagao (2.1.6) na ordem (33

(bl,:m: + ¢2,yy = 0. (219)

Substituindo a equagao (2.1.8) em (2.1.9) temos

yQ
_E,fzmzx + ¢2,yy =0

y3
= ¢2,y = Efa:xzx + 62($7t)'

Novamente pela condigao (2.1.4) temos que ¢y = 0, assim,

y4

Portanto, recursivamente, temos a seguinte aproximacao:

2 4

Sayt) = =5 S OB+ 5 O+,
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ou seja,
_ 2n

oz, y,t Z " f(x,t). (2.1.11)

Vamos impor que a expansao assintotica (2.1.11) para ¢ satisfaca as condigoes de

fronteira livre ((2.1.2) e (2.1.3)) em y = 1 4 an. Para isso vamos calcular ¢, ¢, € ¢,

+00

¢o(x,1 4 an,t) Z S Om) o f (2, 1), (2.1.12)
400 (—ﬁ)n(l _|_a,'7)2n71 .

by (z, 1+ an,t) = ; @) O f(x, 1), (2.1.13)
= "1+ om)

005" f(,1)). (2.1.14)

u(x, 14 an,t) Z

Substituindo as aproximagoes acima na condi¢ao de cinematica, (2.1.2), isto é,
1
N+ ey = 3 ¢y em y=1+am,

vamos obter

ur + (f:): - g(l + 0477)2fm + O(ﬁ2)>nx =

2

(=00 -+ an o+ 50+ 00+ 0

|~

= e+ CYf:c% + (’)(aﬁ, 62) = _(1 + an)fxx + gfx:m:ac + 0(527 aﬁ)

p

= 77t + af:r:n:r; + (1 + an)fmc - gfmcxx = O(BQa aﬁ)

= 4 (4o fl — gfmm — O(82 af). (2.1.15)

Por outro lado, quando substituimos as aproximagoes (2.1.12), (2.1.13) e (2.1.14) na
condigao de Bernoulli, (2.1.3), obtemos
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12

ft - g(l + an)zfxwt + O<52) + % l:f:c - é(1 + 0”7)2fxm + 0(52) +

2 .
o 52 12
= n+fi— gfm + %fi =08, ap). (2.1.16)

Deste modo, como primeira aproximacao, abandonando os termos da ordem 3? e af3,

temos

B

AL+ an) fala — 5 foaee = 0, (2.1.17)
. B
N+ it 5fe = G hen = 0. (2.1.18)

Recorde que a aproximacao de ¢ da ordem mais baixa e, consequentemente, a velo-
cidade horizontal nessa mesma ordem, ¢ ,, nao dependem da variavel y, deste modo,

vamos denotar a partir de agora ¢g ,(z,t) = fi(z,t) = u(x,t).

Observagao 2.1.2. Na secao 1.1, definimos a velocidade horizontal do fluido como sendo
u(z,y,t). Apesar do abuso de notagao, aqui, entenda u(x,t) como sendo a aproximag¢ao

de primeira ordem no pardmetro 3 para a velocidade horizontal.

Assim, se derivarmos a equagao (2.1.18) com respeito a x encontramos

p

(0%

p

Fazendo a troca f, = u na equagao acima e em (2.1.17) obtemos o seguinte sistema:

Up + 1Ny + QUU, — o Uaat = 0,

(vi)
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O sistema (vi) é um variante das versoes das equagoes de Boussinesq. A versao classica
do sistema de Boussinesq escreve as equagoes governantes em termos de U(z,t), média

vertical da velocidade horizontal:

U(z,t) = / Oz(x,y,t) dy, onde Y =1+ an.

Utilizando a expansao (2.1.11) temos que:

1+an 3¢
u(x’t):1+om/0 %dy

1 14+an +00 (_ﬁ)nQQn o
= U(z,t) = H(m/o Dy (ZW@ f(x,t)) dy

n=0

= Uz, t) = 1+1m]/01+m] :%a&;nﬂf{x,ﬂ d
sy ] #en
=1 jan:z; (Q(n_f):)!(l o) (1)
S U t) = :f - 2n1:10”7) P2 (2, 1).

Truncando na ordem O(3?), temos

ute.t) = fi(r.t) - Ly
Substituindo f, = u, segue que
U(x,t) = u(x,t) — gum + O(B%, ap). (2.1.19)

Diferenciando (2.1.19) duas vezes em rela¢do a x e multiplicando por s obtemos

B

g gum(x, t) + O(B% af). (2.1.20)

EUM (.1', t) =
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Segue de (2.1.19) e (2.1.20) que

U(x,t) + gum(a:, t) = u(z,t).

Vamos substituir a relacdo acima no sistema (vi) e truncar as equagoes na ordem
O(5?%,aB). Com efeito, note que:

1. A equagao u; + 1, + auu, — gumt = 0 implica em

{u n gum} to.+a [u " éum] {u n gum} 2 [u " ﬁum} =0

6 2 6
B af 5 2 B 62 .
B8 B 9
= Z/[t+77$+01uuz+ 6—5 Umt—(’)(ﬁ ,OZ/B)
B, _
Ut + Nz + Oéuua; — gL{mt =0
2. A equagao n; + [(1 + an)u|, — %um = ( acarreta em
e+ | (14 an)U + gumm)] - g {u + gum] =0
N i B B o
e+ | (L anU + (1 an) U | = GlUaze + O(F7) = 0

= n+[(1+anU], + O(F* af) =0

me+ (1 +oni], =0

Portanto, obtemos o sistema da ordem O(5%, af3)

N+ [(1 + O‘n)u]m =0,

Uy + 1, + U, — gum — 0.

(vii)
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Da primeira equagao do sistema anterior temos

ne = _u;r - Oé(ﬁu)a;
= B = —BU, + O(ap)

= ONat = —BUzar. (2.1.21)
Substituindo (2.1.21) na segunda equacao de (vii) obtemos as aprozimagoes de Bous-

sinesq na forma normalizada:

e+ [(1+ an)d], =0, (2.1.22)

A aproximacao de Boussinesq, também conhecida como Equacoes de Boussinesq ou
sistema de Boussinesq, é um modelo fracamente nao linear e fracamente dispersivo e
surgiu como uma primeira aproximagao acerca das Ondas Solitarias deduzida em 1872

por Joseph Boussinesq([1]) com base nos experimentos de Russell.

2.1.1 A Equacao da Onda: modelo para a diniAmica de ondas

longas lineares

A equagao unidimensional da onda foi descoberta por Jean-Baptiste d’Alembert em
1746 ([3]), surgindo como solugao para a modelagem das vibragoes em uma corda. Esta
equacao também ¢é utilizada na modelagem de ondas aquéticas lineares no regime de aguas
rasas, conforme mostraremos a seguir.

Observe que se negligenciarmos os termos da ordem [ no sistema (vi) obtemos as

equagoes fundamentais de dguas rasas:

N + uy + auu, =0,

ne + [(1+ an)ul, = 0.

Supondo agora que « assume um valor muito préximo de 0, ou seja, linearizando o

sistema acima, obtemos:

Ne + ur = 0, (2.1.24)

M + g = 0. (2.1.25)
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Em seguida, derivando (2.1.24) em relagao a x e (2.1.25) em relagao a ¢, temos:

Nex + Uzt = O)

Mee + Uge = 0.

Eliminando o termo u,; obtemos a equagao

(2.1.26)

Esta é a equacgao da onda cléssica, ela nos diz que ondas lineares no regime de aguas rasas
viajam com velocidade constante. Lembre que estamos nas variaveis adimensionais, cuja

notagao inicial era "~", de modo que a equacao (2.1.26) é na verdade
i — Naz = 0.

Ao voltarmos para as varidveis dimensionais, o que consiste em desfazer a troca de

variaveis realizada na segao (1.3), encontraremos

‘ntt - anwz =0

onde ¢y = v/gh corresponde a velocidade da onda.
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Capitulo 3

Deducao da Equacao de KAV via

Boussinesq

Neste capitulo iremos deduzir a equagao de KAV a partir das equacoes de Boussinesq

U + My + Quu, — gumt =0, (3.0.1)
(viii)
m+ [(1+ an)ul, — %um =0. (3.0.2)

apresentadas na secao 2.1.
Com efeito, vamos buscar por solugoes viajantes de (viii). Para isso vamos procurar

por solugoes da forma
n(z,t) = f(z —ct),

u($7t) :g($—Ct),
onde ¢ > 0.

Na aproximagao da ordem O(a, f) o sistema (viii) tem a forma

{nt—l—uwzoa
U + 1, = 0.

Escrevendo n(x,t) = f(2),u(z,t) = g(2), com z = x — ct e substituindo no sistema acima

encontramos

_Cf/+g/ = 07
—cg' + [ =0.

Resolvendo o sistema obtemos que

1-cA)f'=0 = c=1 ou f =0.
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Visto que estamos buscando por solu¢oes nao triviais, impomos que f’ # 0, portanto,

c = 1 e consequentemente
g=1

a menos de uma constante, ou seja,

uU=rn e e+ 1. = 0.

(3.0.3)

Estamos interessados em encontrar uma solucao fracamente nao linear e fracamente

dispersiva para (viii), isto é, uma solugao da ordem O(a?, 3?) que seja apenas uma per-

turbagao da solugao (3.0.3). Para isto, vamos supor que

u=n+aP+pQ+0(? %),

onde P e () sao fungoes que ainda precisam ser determinadas.

Desta forma, temos

u =+ aP + BQ; + O(a?, 5°),
Uy = Ny + apx + 5@1 + O<0527ﬁ2)‘

Lembre que, de (3.0.3),
U = —Uyg + O(Oé, 6)7

Ne = =Nz + +O(O‘7ﬂ)'
Substituindo em (3.0.5) obtemos que

— Uz + O<O‘a ﬂ) = =My + —1-0(04, 5) +abP; + 5Qt + O(&27ﬁ2>

= — Uy = Ny + al; + /BQt + O(O[,ﬁ)
Somando as equagoes (3.0.6) e (3.0.7) encontramos
0=a(P+ B)+0(Q+ @)+ O, f).

Logo, uma condicao consistente para P e @) é

P, + P =0,
Qx+Qt:O
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Se substituirmos a expressao (3.0.4) no sistema (viii), truncando na ordem O(a?, a3, %),

encontramos que:

1. u + 1y + auu, — gumt = 0 implica em

N+ aP + BQ], + nu+an+ aP+ Q] n+ aP + Q)] —

p

— 5l +aP+5Q), =0

2
Neaxt
= m+nx+a(Pt+nm)+ﬁ<Qt— 5 ) = 0. (3.0.10)
2. n+ (14 an)ul, — gumx = 0 implica em
s
e+ [(L+an) (7 +aP + BQ)s — = [0+ aP + 5Ql,,, =0
= N+ 200, + (n+aP + Q) — gnm =0
nxxx
= N+ +a(Pe+2mm,) + 8 (th G ) =0. (3.0.11)
Assim, de (3.0.10) e (3.0.11), obtemos o sistema de equagoes
( 7
e+ e + o (Py + 20m,) + B (Qx + ggw> =0, (3.0.12)
Nt
\
Para que estas equagoes sejam consistentes impomos que
Py + 21, = P4 1, (3.0.14)
Neax Nxat
Qx + 6 Q1 5 ( )
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Unindo a condigao (3.0.14) a condigao (3.0.8) encontramos que

n
= |P=——
4

Das condigoes (3.0.15), (3.0.9) e (3.0.3) obtemos que

Qu + "f’gx _ o, - m;zt
= 2Q, = _”wgw 3 m;;t
= 2Q, = _”ﬂgm m;x
= Q= n6
= Q= 7762

Portanto, a igualdade (3.0.4) acarreta em

o, I}
u:77+4_77 +g771‘x~

Além disso, segue de (3.0.12) que

771‘1533
77t+77x+a(Px+2nnx)+ﬁ<Qx+ G ) =0

2
(=] +2m. - =0

M Neax Neza

= N+t +f

6
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De onde obtemos a equacao de KdV

3 1

E importante mencionar que esta equacéo foi obtida sob a hipotese que « e /3 sdo de
mesma ordem e suficientemente pequenos de modo que os termos da ordem O(a?), O(af3)

e O(B?) sejam despreziveis.

Observagao 3.0.1. (Forma reduzida da equagao de KdV)Em contextos mais gerais, a

equacao de KdV aparece na forma

N + a1y + a2nny + a3Ngze = 0,

onde ay,as # 0 e ag > 0.

Ainda podemos simplificar esta equacao ao efetuar a mudanca de varidveis

v =\ai, t=./al,

¢ = ay + az.
Assim,
1
nt - a2\/a—3 ty
: G
Ne = ag\/a_g T
1
Negza = T3

TITT-
ao03+/03

Substituindo no sistema anterior obtemos

G ta G e —a1+(¢ G ta Caaz _9
ag\/a_g ! ag\/&_;g 2 (05} ag\/a_g 3 &2&3\/61_3 e

Apds algumas simplificacoes, abandonando a notagdao "~", obtemos a Equacao de KdV
simplificada
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Capitulo 4

Outras deducoes para a Equacao de

KdV

No capitulo anterior deduzimos a Equacao de KdV a partir das equagoes de Boussinesq.

Aqui surge um questionamento, serd que podemos obter a KdV a partir de contextos

mais gerais? Neste capitulo veremos que a equagao de KAV surge a partir das equagoes

completas da teoria do potencial e mais ainda, podemos descartar a hipotese da existéncia

de um potencial de velocidade e deduzi-la diretamente das Equacgoes de Euler. Estas
dedugoes foram adaptadas dos livros de Drazin & Johnson ([5], p.10) e Lokenath ([4],

p.440) respectivamente.

4.1 Deducao da KdV diretamente da Teoria do Poten-

cial

Vamos deduzir a Equacao de KdV agora partindo

do potencial (sistema (iv) da segao 1.3),

( nga:x + ¢yy =0 em
1
N+ aPuny = B% em
afl o 1,
¢t+§ %-FE% +7=0 em
\¢y:0 em

Para isso, introduziremos as seguintes variaveis:
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das equagoes completas da teoria

0<y<l+an, (4.1.1)
y=14an, (4.1.2)
y=14an, (4.1.3)
y=0. (4.1.4)



1/2 3/2 1/2

(0% (0% (0%

Observagao 4.1.1. A varidvel £ é conhecida como varidvel viajante e representa a regiao

no espaco onde compreende-se a equacao de KdV.

Desta forma,

B B1/2 dé B B1/2 o 1/2
O = a2 Y = QA piE

12 dr V2 gl 3/2
@zﬁ (cb €+<I>T—>—B ( - @g+a—@7)——q’f+0@n

O = Py,

/2 Sdt dt al/2 _51/2 BL/2

s dr o
=N+ e gy = G (e atle).

Substituindo no sistema obtemos que:

e De (4.1.1)
/2 gL/2
Bom e+ i ®uw =0
= CK(I)&‘ + (I)yy =0
e De (4.1.2)

al/? al/2 1 31/
iz (e omy) + alegrme = 5 iRy

= |a(—ne +an, +adene) = @,
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e De (4.1.3)

2
(—(I>€+a<1>7)+% ¢§+% (f;—jztby) +n7=0
L o 2
= n—q)5+ad>7+§(<l>y+a<bg) =0
o De (4.1.4)

®, =0

Donde obtemos um novo sistema de equagoes:
(P + Py =0 em 0<y<1l+an(r), (4.1.5)
a(—=ne + an, + adene) = @, em y=1+an(,7), (4.1.6)
77—<I>§+04<I)T+%(q)z+a<bg)20 em y=1+an(,7), (4.1.7)
(P, =0 em y =0. (4.1.8)

Observe que esse sistema esta aliado a apenas um parametro, a.
Assim como no capitulo anterior, vamos aplicar uma expansao assintotica para deter-

minar a solugao do sistema. Com efeito, vamos buscar por solugoes da forma

O =Dy + ady + a’Py+ ..., (4.1.9)

n=mno+an+a’n+... . (4.1.10)

Observe que se substituirmos (4.1.9) e (4.1.10) no sistema anterior, mantendo as equa-

¢oes na ordem O(«a) encontramos:

( gy =0 em 0<y<l, (4.1.11)

Oy, =0 em y =1, (4.1.12)
Low2

no — Poe + §(CI>07y) =0 em y=1, (4.1.13)

[ Py =0 em y =0. (4.1.14)

Note que da equagao (4.1.11) temos

/(I)O,yy =&y = 9(577')7
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para alguma funcao g. Segue de (4.1.14) que g = 0 e entao,

/q)o’y:q)ozf(f,’r) em0<y<1,

para alguma funcao f.
Por outro lado, de (4.1.12) e (4.1.13) obtemos

no = Poe emy=1

Portanto, encontramos uma solugao para o sistema (4.1.11) e (4.1.14):

Do(&,y,7) = f(E7), (4.1.15)

Do e(&,y,7) =m0(&7) = fe(&, 7). (4.1.16)

Agora, se substituirmos as expansoes assintoticas (4.1.9) e (4.1.10) em (4.1.5), man-

tendo as equagoes na ordem O(a?), obtemos que:
a®gee + Poyy + P,y =0 em 0 <y <1+ an,
Oy +aP, =0 emy=0.
Por conseguinte, segue das equagoes (4.1.11) e (4.1.14) que
Ppee +Pryy =0 em0<y<1, (4.1.17)
{CIDLy(f,T, 0)=0 emy=0. (4.1.18)

Consequentemente, integrando (4.1.17) com respeito a y, obtemos

Py, = —yPoee + (€, 7),

para alguma fungao c¢(&, 7). A condi¢do (4.1.18) implica ¢(,7) = 0. Portanto, apos

integrar ®; ,, encontramos que

2

Yy
o, = —?‘Po,gg + f1(§,7),

para alguma funcao fi(&, 7).
Finalmente, de (4.1.15) temos

2
Y

¢, = —Ef&"‘fl(éﬁ)- (4.1.19)

Continuando a analise assintotica, se substituirmos as expansoes (4.1.9) e (4.1.10) nas

42



equagoes (4.1.5) e (4.1.8), mantendo as equagoes na ordem O(a?), vamos obter que
a®ee + Poyy + APy + 0 (Pree + Poyy) =0 em 0 <y < 14 aln + an),
Doy + a®y, + Py, =0 em y=0.

Usando os resultados anteriores, temos:

Pree +Poyy =0 emO0<y<1, (4.1.20)
®y, =0 emy=0. (4.1.21)

Substituindo (4.1.19) na equagao (4.1.20) vamos encontrar que

y2
oy = gfsgss — fiee

Integrando a equacao acima obtemos

3
y
Pyy = gfssss — yfree +h(E,7),

para algum h(§, 7). Entdo, da condi¢do (4.1.21) temos h = 0. Logo, integrando @,

obtemos
2 4

) )
Dy = fo — 3]61,55 + ﬂf&&f&-

para algum f5(£, 7). Assim, substituindo os valores encontrados para ®,, ®; e ®3 na

expansao (4.1.9), concluimos que

4

Y y? y
S =f+a (fl - ?f&) + a? (fz - ?ngg + ﬂf&5§> + O(a3). (4.1.22)

Observacao 4.1.2. f; = f;(&,7), i = 1,2 sao fungdes arbitrdrias resultantes da integra-

cao de @1, e Py,

Agora, vamos substituir (4.1.22) nas condigoes de fronteira (4.1.6) e (4.1.7). Para isso,

note que

.

1
(I)T(€77_7 1+ 0”10) = fT + (fl,’r - 5f65T> + O(az)’

e(€, 7,1+ amg) = fe + o (fre — L fece) +O(a?), (4.1.23)

| 2u(&, 7.1+ amo) = —a(l + amo) fee + o (= free + G fecee) + O(a?).
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Substituindo (4.1.23) na equagdo (4.1.6) obtemos que
a(—ne + an, + adene) = @,
implica em
2 1 3
a(~1og = ame + anor + afeng) = —a(l + o) fee + o { —free + ¢ fegee | +O(@),

O que por sua vez acarreta em

1
—No,e — QM1 ¢ + QN + Oéfgﬁo}g = —fgg — Omofgg — Oéngg + Oééfgggg -+ (’)(a2). (4.1.24)

Ao substituir (4.1.23) em (4.1.7) segue que
L oxo 2
’I]—q)g—FOé(I)T—FE((I)y—l—qu)g) :0
implica em
1 1, 9
To + any — fg + « fl,{ — §f§§§ + O./fT + §Ozf§ = O(O{ ) (4125)

Portanto, (4.1.24) e (4.1.25) fornecem o seguinte sistema de equagoes na ordem O(a?):

1
—Toe — e +amor +afenoe = —fee — anofee — afiee + Oééf&&g; (4.1.26)
1 1,
no+am — | fe+al fie— §f£§5 +af + §Oéf£ = 0. (4.1.27)
Derivando (4.1.27) em relagao a £ obtemos
1
—Noe — Qe + anor + afenoe = —fee — anofee — afiee + Oéafssgga (4.1.28)

1
Noe +ame — |fee t | free — 5 fecee || + afer +afefee = 0. (4.1.29)
2

Lembre que, de (4.1.16),
no = fe.
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Substituindo no sistema anterior encontramos:

1
—To,g — QN1e + Qo+ + ANoNoe = —No,e — NoNoe — A f1ee + 046770,5557

1
Nog + anre — {770,5 + <f1,gg — 5770,,5&)} + an; + angnoe = 0.

Consequentemente, apos algumas manipulacoes algébricas simples, obtemos

1

—Me + Mo + Moo = —MoNoe — free + ghese (4.1.30)
1
Mg — free + 5Mogee + o +nomg = 0. (4.1.31)

Somando (4.1.30) e (4.1.31) obtemos que 79(&, 7) deve satisfazer a equagao de KdV

1
210,7 + 3nono,¢ + gﬂo,ggg =0.

Observagao 4.1.3. Note que as constantes de integracao fi e fo nao interferiram na
deducao da equacdao. Isto nos leva a refletir que, na secao 2.1, mesmo se tivéssemos
levado em consideracao as constantes de integragcao que surgiram no processo de obter

valores para as fungoes ¢;, elas nao afetariam os resultados encontrados.
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4.2 Deducao da KdV via Equacoes de Euler

Na se¢ao anterior utilizamos o sistema de equagoes advindo da teoria do potencial, mas,
como vimos na se¢ao 1.3, também podemos escrever o sistema de equagoes governantes

na forma

Uy +vy, =0 em 0<y<l1+an,
U + Uy + VU = — P, em 0<y<l1+4an,

Bl +uv, +vvyl =—P, em 0<y<1+an,

a(n +neu) = v em y=1+an,
P=an em y =14 an,
(v=20 em y =0.

Nesta secao vamos deduzir a equagao de KdV a partir deste sistema. Para isso, vamos

fazer um reescalonamento no tempo e no eixo x utilizando a troca de variaveis

B

a qual resulta no sistema abaixo, que, por conveniéncia, foi escrito sem a notagao A.

(up + a(uuy, + vuy) = — Py em O0<y<l+an

alvy + a(uvy +vvy))=—F, em 0<y<l+an

Uy + v, =0 em O0<y<l-+an
(ix)

V=N + angu, em y=1+4+an

P=n em y=1+4an,

(v =20 em y=0.

Por fim, vamos efetuar a mudanca para as variaveis viajantes

E=x—t e T=at,
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a qual implica em:
Uy = Ug, U = —Ug + UL,

Uy = Vg, U = —V¢+ Qug,

Ne = T, N = —M¢ + Nr,

P, = P..

Substituindo em (ix) obtemos

(—ue + a(u, + uue + vuy) = —F em 0<y<l+4+an(r), (42.1)
a[—ve + a(v; +uve +vvy)| = —FP, em 0<y<l+anr), (4.22)
ue +v, =0 em O0<y<l4+anr), (4.2.3)

(x)
v =—ne + a(n, + neu) em y=1+an(,1), (4.2.4)
P=n em y=1+an(&), (4.2.5)
(v=0 em y =0. (4.2.6)

Agora, vamos utilizar expansoes assintoticas para u, v, P e 7,

U= uy+ ouy + tus + ... (4.2.7)
v =1y + v, + vy + ..., (4.2.8)
P=P+aP,+a’Py+ ..., (4.2.9)
n=nmn+an +ao’n+..., (4.2.10)

para resolver o sistema (x). Lembre que u = u(&,y,7),v = v(&,y,7),P = P(£,y,7) e

n=n(&)-
Ora, substituindo as expansoes (4.2.7)-(4.2.10) nas equagdes (4.2.1)-(4.2.3) e negligen-

ciando os termos da ordem o2, obtemos que
—tog + a(—ure + Uor + Uolog + Votoy) = —Fog —aPre  em 0 <y <1+ an,
(xi) —avge = —Fyy —aPry, em 0 <y <1+ an,

Upe + Vo + a(ure +v1y) =0 em 0 <y <1+ an.
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Aproximagoes da ordem «

As equagbes governantes (xi) e as condigoes de fronteira de (x) na ordem « formam

o sistema linear

( Ug,e = P()f em 0< Yy < 1, (4211)
Poy=0 em 0<y<l1, (4.2.12)
e + 1o, =0 em 0<y<l, (4.2.13)

(xii)
Vo = —TMog em y =1, (4.2.14)
Py =g em y =1, (4.2.15)
(o =0 em y=0. (4.2.16)

Note que da equagao (4.2.12) segue que

P0(§7 Y, T) = C(ga 7—)7

para alguma funcao c arbitréria.

A condicao de fronteira (4.2.15) acarreta que

P61, 7) = (€, 7) = no(&, 7). (4.2.17)

Substituindo (4.2.17) em (4.2.11) obtemos

uog = Fog =1moe = uo(&,y,7) =mo(& 7). (4.2.18)
Integrando a equagao (4.2.14) em relagao a y conclui-se que
Vo = —YUoe + 6(57 T)a

para alguma funcao arbitraria ¢(£, 7). Consequentemente, em virtude da condigao (4.2.16)

encontramos que

Vo = —YNo.e. (4.2.19)

Portanto, as igualdades (4.2.17), (4.2.18) e (4.2.19) fornecem uma solu¢do para o
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sistema (xii):

ug(&,y,7) = no(&,7), (4.2.20)
Vo = —Yog, (4.2.21)
BPo(&,y,7) = no(, 7). (4.2.22)
2

Aproximagoes da ordem «

Se restringimos as equagoes de (xi) ao dominio 0 < y < 1, segue do sistema linear

(xii)
—U1e + Ugr + UgUpe + VoUpy = —FP1g  em0<y<1,
(xiii) { Piy = voe em 0 <y<1,
Ure+ vy =0 em (0 <y<l

Agora, precisamos definir as condigoes de fronteira para as equagoes (xiii). Deste
modo, para as condigoes de fronteira (4.2.4) e (4.2.5) convém utilizar uma expansao de
Taylor em y = 1 para as fungoes u,v e P.

Uma expansao de Taylor em torno de um ponto h de uma funcao f : R — R pode ser

feita da forma

frh) 5 f7(h)
5 xr” + 3] 7. ..

Perceba que podemos considerar u,v e P como fungoes de uma variavel ao fixar as

flw+h) = f(h)+ f(h)x +

variaveis ¢ e 7. Desta forma, tomando h = 1, vamos obter

(

1
u(§7 1 + y77—> = u<€7 177—) + Uy(f, 177—)y + 5 uyy<§7 177—)y2 R

1
'U(£> T+ y>T) = U(€> 177-) + Uy(€> 177-)y + 5 Uyy(g, 177-)y2 feey

1
P& 14y, 17)=PE1L7m)+ P51, 1)y + =

5 P, (¢, 1,7')y2 o
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Substituindo as expansoes assintoticas (4.2.7)-(4.2.9) nas séries de Taylor acima e

explicitando apenas os termos de primeira ordem no parametro o temos:
u(§7 1 + Y, T) = U/O(gﬂ ]-7 7—) + u(),y(fa 17 T)y + a[ul(ga ]-7 7—) + ul,y(ga 17 T)y] SR

v, 1+y,7) =v9(§,1,7) + v, (&, 1, T)y + afvi(§,1,7) +v1,(E, 1, 7)y] . . .,

\p<€7 1 + va) = P0<€7 17T) + PO,y(f? 177—)3/ + a[Pl(f> 177-) + Pl,y(§> 177-)y] cee

Assim, tomado y = an e mantendo a aproximagao da ordem O(a?), obtemos:

(U<€, 1 + ar, T) = UO(gv ]-7 T) + auO,y(ga ]-7 7—)77 + aul(gv 17 T)a (4223)
v(€,1+an, 1) =v9(&1,7) + avgy (&, 1, 7)n + avi (€, 1, 7), (4.2.24)
kP(& L+an,7) =Py 1,7)+aPy (&1, 7)n+ aP (€ 1,7). (4.2.25)

Quando substituimos estas equacgoes e a expansao assintotica de n nas condi¢oes de

fronteira (4.2.4) e (4.2.5) encontramos que:
o v=—n+an +nu) em y=1+animplica que
vo + Voo +v1) = —Mog — anre + o + Mo (uo + a(uoyno + u))]

= Vot QUoyMo + QUL = Mo — QT1¢ + Qo + Qo e Uo.

Por conseguinte, segue da condi¢ao de fronteira (4.2.14) que
Vo,yTo + v = —The + No,r + TocUp €M Y = 1. (4226)

e P=n em y=1+ animplica em

Py + aPyyno + alPr = ny + an.
Segue da condicao de fronteira (4.2.15) que
Poyno+Pr=m em y=1 (4.2.27)
Por fim, a condigao de fronteira (4.2.6) na ordem O(a?) resulta em

v9+av; =0 em y=0.

20



E entdo, aplicando a condi¢ao (4.2.16) obtemos

v1=0 em y=0. (4.2.28)

Em resumo, do sistema (xiii) com as condigoes de fronteira (4.2.26)-(4.2.28), obtemos

que as equagoes governantes da ordem O(a?) sao:

(—uie + U + Ugliog + VoUoy = —Pre  em 0 <y <1,
Py = vog em 0 <y <1,
Ure +v1y =0 em 0 <y<l1,
(xiv) ¢
Vo,yMo + V1 = —MN1¢ + No,r + No,glo emy =1,
FPoyno+Pr=m emy =1,
Lv1 =0 em y = 0.

Substituindo a solugao do sistema linear no sistema (xiv) temos:

(—U1e + 10 +Nooe=—Pie em0<y<l, (4.2.29)
Py, = —ynoee em 0 <y<l, (4.2.30)
Ure +v1y =0 em (0 <y<l, (4.2.31)

(xv)
V1 + e = Nor + 200N, emy =1, (4.2.32)
P=mn emy =1, (4.2.33)
(v =0 em y = 0. (4.2.34)

Vamos determinar u;,v; e Pj. Para isso, note que, integrando a equagao (4.2.30) em

relacao a y em ambos os lados obtemos que

2

Pl(é.?va) = _% To,c¢ + f(£77—>a
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para alguma funcao f. A condigao de fronteira (4.2.33) nos diz que

1
m = Pl(év 1’7—) = _5 Mo, + f(éuT)

1
= f(faT):§770,££+771,

e, portanto,

1-— y2
P&y, 7) = % No,ee + M- (4.2.35)

Quando substituimos (4.2.35) em (4.2.29) obtemos que

(=)
— Ure + Nor + NoNoe = — 5 Noce + M

3

(1=
= — Ure + Nor + MNoNoe = — 5 Nogee — Mg

Reorganizando os termos obtemos

1 y?
ue(&,y,7) = [771,5 + No,r + Nooe + 3 770,555} — 5 Mogge- (4.2.36)

Substituindo (4.2.36) em (4.2.31) obtemos que

y2

1
Viy = — {77175 + No,r + MoMo,e + B Uo,gsg} + 5 No,cee

3

1 Yy
= v1(§,y,7) = — |Me + Mo+ NoNog + 3 Mogee| Y + 5 Mo +9(&,7),

para alguma fungao g, o que, da condi¢do de fronteira v1(£,0,7) = 0 (c.f. equagao

(4.2.34)), resulta em ¢(&,7) = 0. De onde segue que

. 3
v (&Y, 7) = — {771,5 + Mo+ + Moo + 3 770,55&} Y+ & Mosee: (4.2.37)

As relagoes (4.2.35), (4.2.36) e (4.2.37) s@o suficientes para determinar uma solugao

do sistema (xv) em fungao de 7y e 7.
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Além disso, podemos encontrar uma condig¢ao para 7y. Basta ver que, quando y = 1,

1 1
v(§,1,7)=— {77176 + No,r + MoMo,e + 3 Uo,ggg} + G Mo eee
1
= —M,¢ — Mo, — MoNoe — 5770,555- (4.2.38)

Assim, quando substituimos (4.2.38) em (4.2.32), vamos obter

1

[—771,5 — No,r — NoMo,e — 3Mocee | + Mie = Nor + 210M0,¢

3

o que implica que 7y deve satisfazer a equagao de KdV

1
2107 + 3nono¢ + 3 Mogee = 0.
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Capitulo 5

Onda Solitaria e a Equacao de KdV

Em 1834 o engenheiro naval J.S. Russell observava uma onda produzida pelo movi-
mento de um barco que viajava por um canal estreito e extenso. Quando este barco
repentinamente parou esta onda seguiu pelo canal por muito tempo. A onda adotou a
forma de uma elevacao solitaria nao s6 retendo sua forma como também uma velocidade
constante e muito grande [15]. Russell denominou-a Onda de Translacao (Figura 5.1).

Quando foi divulgado, o estudo de Russel chamou a atencao de diversos matematicos,
entre eles Joseph Boussinesq cuja aproximagao para a equagao que rege esta onda vimos
no capitulo 2. Entretanto, foi s6 em 1895 que os matemaéticos Diederik Korteweg e Gustav

de Vries derivaram a equacao hoje conhecida como equacao de KdV

Ne + MMy + Naze = 07

que descreve essas ondas, atualmente chamadas de Sélitons ou Ondas Solitarias. Conforme
visto nos capitulos anteriores, a equacao de KdV pode ser deduzida a partir das equagoes
de Boussinesq, das equagoes de Euler e da teoria do potencial. Neste capitulo buscaremos
por uma solucao para a KdV que se aproxima da onda de translacao de Russell, em

seguida discutiremos algumas particularidades dessa equacao.

Figura 5.1: Onda de Translagao.
Fonte: [16].
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Com efeito, vamos procurar por uma solucao que representa uma onda viajando com
velocidade constante sem mudar sua forma. Para isso, vamos supor que a equacao de

KdV

admite solugao da forma
n(xz,t) = f(z —ct), ¢>0,

onde f é uma funcao de uma variavel e de classe C3. Mais ainda, Russell relata que a
onda tomou forma de uma “elevacgao solitaria”, deste modo vamos supor que esta solu¢ao

¢ também um pulso com

z = +oo = f(2),f(2),f"(z) — 0. (5.0.2)

Nosso objetivo é encontrar condi¢oes sobre f e ¢, para que de fato exista solucao do
tipo supracitado. Estas solugoes, como ja mencionado, sao chamadas de ondas solitérias.

Desta forma, substituindo a fungao (5.0.2) na equagao de KdV temos
—cff(x —ct)+ flx —ct)f'(x —ct) + f"(x — ct) = 0.

Tomando z = z — ct, temos f(z — ct) = f(z) e podemos prosseguir “ignorando” a
variavel independente z:

_Cf/+ff/+f//,:0-
Integrando com relagao a z obtemos

1
—cf+5 P+ =a

Da condigao (5.0.2), tomando o limite quando z — oo concluimos que a = 0.

Assim,
1
—cf+5 P+ =0

Multiplicando essa equacao por f’ encontramos

_Cf/f+%f/f2+f/f”:().

Integrando com relagao a z temos

e P () =b
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Novamente, da condi¢ao (5.0.2), tomando o limite quado z — oo obtemos que

b =0 e, portanto
Lo Loy 1o
Sef 4 S+ ()R =0
= —3cfP+4+3(f) =0

= 3(f)* = (3c— f)f*
Note que f = 3¢ é uma solugao trivial, mas estamos buscando por uma solu¢ao nao

trivial. Consequentemente, devemos impor que 0 < 3¢ — f. Assim,

V3[f'| =/ (Bc— fIf]-

Lembrando que haviamos considerado o fundo do canal em y = 0 e por consequéncia
f >0, de modo que

V3[f'| =/ (Bc— f)f.

Observando a figura 5.1, ao fazer um corte transversal na direcao de propagacao da
onda, é possivel notar uma simetria com relacao a crista da onda (figura 5.2). Sem perda
de generalidade, considere a crista em z = 0 e tome f no dominio (—o0,0). Assim, f' > 0

e
V31 =/ (Bc— f)f.
Consequentemente,
V3f

— 1. (5.0.3)

0
z

Figura 5.2: Simetria da Onda de Translagao.
Fonte: Autoria propria.
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Fazendo a substitui¢do g(z) = /(3¢ — f(2)) com z € (—o0,0) temos

g'=3c—f = ['=-2y4.
Substituindo em (5.0.3) vamos obter

V3(—2g9)

9(BBc—g?)

2V/3

r_
30—g2g =—1

Multiplicando em ambos os lados por /¢, podemos fazer a separacao

/ /

g g
-+ =
V3ctg V3e—yg

Integrado ambos os lados com respeito a z temos
g g
+ dz = / —Vc dz
/ (ws— PR g>

/(\/3_5—,%—g> dz+/<\/3_cg—,_g> dz = —\/cz +d.

Apos duas substituigoes simples, vamos encontrar

_J/e

In(vV3c+g) —In(V3c—g) = —vez +d

<\/3_c+g
= In

\/3_——g> = —Vez+d,

onde d é apenas uma constante de integracao.

Resolvendo para g obtemos

V3c+g

V3c—g
e(f\/EZ+d) J— 1
= g=13c o(—Veztd) 4 1"
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et —1

Lembremos que tanh (z) = o
e T

. Além disso, tanh (z) = — tanh (—z), desta forma,

g = V3ctanh E(—\/Ez + d)] = —V3ctanh B(fcz —~ d)}, Vz € (—00,0).

Finalmente, substituindo em f = 3¢ — g* obtemos

1 1
f(z) =3c— <30tanh2 {5(\/& - d)}) =3¢ (1 — tanh® {5(\/& - d)}) :
Entdo, da identidade sech? (z) = 1 — tanh® 2, encontramos
1
f(2) = 3csech? [5(\/52 + d)}, Vz € (—00,0).

Como f é simétrica em relagao a origem, podemos estender o seu dominio para a reta
toda. Desta forma, como estamos buscando apenas um perfil para 7, podemos tomar

d = 0. Assim, obtemos a solu¢ao viajante para a Equagao de KdV
n(x,t) = 3csech? {%(x - ct)].

Lembrando, que obtivemos esse resultado assumindo que a onda é um pulso com ¢ > 0,

0 < f < 3ceque f possui simetria com relagao a crista (em z = 0).

t=20 t=1

3c 3c 3e

n(z,t)
n(z,t)
n(z,t)

0
T

Figura 5.3: Perfil de n(z,t) em relagdo ao eixo = ao longo do tempo.
Fonte: Autoria propria.
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5.1 Os fenébmenos da equacao de KdV
A equacao de KdV é proveniente da juncao de dois fenémenos fisicos:

I. Uma onda nao-linear gerada a partir da Equagao de Burgers Inviscida:
N + 1 = 0.

II. Uma onda dispersiva gerada pela equacao

Para compreender como nao-linearidade e dispersao atuam na KdV vamos considerar
as equagoes I e IT com dado inicial

n(x,0) = 3csech? (% x),

os resultados sao mostrados nas figuras 5.4 e 5.5.

t=20 t=1t,

n(x,t)
w
(o)

3c

n(x,t)
n(z,1)

0
X X

Figura 5.4: Propagacio da onda sech? via equacdo de Burgers.
Fonte: Autoria propria com ajuda do prof. orientador.

n(x,t)

n(z,t)

0

0 0
T T T

Figura 5.5: Propagacao da onda sech? via EDP dispersiva II.
Fonte: Autoria propria com ajuda do prof. orientador.

No caso I a onda tende a “tombar” para a frente. Ja no segundo, tende a se desfazer

para tras. A KdV representa um “equilibrio perfeito” entre esses dois fenomenos, de modo
que a onda solitaria retém sua forma original.
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5.2 Grandezas conservadas

5.2.1 Leis de Conservacgao

De modo geral uma lei de conservagao é uma equacao que considera todas as formas
que uma grandeza pode mudar ([11], p.113).

Matematicamente, se u(x,t) representa a quantidade de uma grandeza que se move
em um meio unidimensional e ¥ (z,t) é o fluxo no qual essa grandeza se move ao longo do

meio, entao a lei de conservacao na sua forma integral é dada pela equacao

d b
dt J,

para todos os pontos a e b no meio tal que a < b.

p(z,t)de = (a,t) — (b, t), (5.2.1)

Sob a hipétese que p e v sao fungoes de classe Ct, obtemos a lei de conservacao na

forma diferencial

:ut(xvt) + ¢x(l‘7t) = 0.

De fato, note que

w(a’a t) - ¢(b’ t) = Qb(l’,t)

- / Uz, t)dx.
x=b b
Assim, podemos reescrever (5.2.1) na forma

d b

pr ,u(a:,t)dx—/b Ve (x, t)dx.

Como estamos integrando na variavel x, temos

d b b
5 [ e tido= [ et

o que implica em

b a
/,ut(af,t)d:c—/b Uy (x,t)dx =0

b b
:>/ ,ut(x,t)dx+/ Yu(z,t)dr =0

b
:>/ (e (x,t) + Yy, t)]dx = 0.
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Como p e 1) sao de classe C!, segue da arbitrariedade de a e b que
pe(x,t) + . (x,t) = 0.

5.2.2 Grandezas conservadas na Equagao de KdV
Para a Equagao de KdV,

M+ MM + Naax = 07
sob a hipdtese de que o perfil de i corresponde a um séliton ou onda solitaria, com

an

li —(z,t) = N
|x\l>n+lc>o@l’n(x’) 0 vnel,

podemos encontrar algumas grandezas que sao conservadas, mais notavelmente, quando
reescrevemos a KdV na forma

obtemos que

0 [t

= — dr =0
ot | "1

“+o0o
= / n dx = constante.

Essa equacao corresponde a lei de conservagao de massa.

Quando multiplicamos a equacao de KdV por 7 temos

MM+ 0N + Maze = 0

o (n o (n’ =\
= = -~ | & e T S| T
\2) Tor\ 3Ty
+oo
= / n*dx = constante.

Embora nao seja muito bem definido, nas literaturas sobre o assunto essa equagao é
associada a lei de conservacao do momento linear.

61



Ainda podemos obter outras grandezas conservadas. Denote por KDV (x,t) o lado

esquerdo da equacao de KdV. Entao,

0
— (KDV(z,t)) =0

ox
) ) .
=5 e+ %(nnx + Neaa) = 0.

Logo, .
/ 1, dxr = constante.

o0

Além disso, também temos

)
3n?- KDV (z,t) — 61y - — (KDV (x,t)) = 0,

ox
de onde encontramos
0 0 (3
E(n?’ —6n2) + 5 <Z 0t + 3070w — 6nn + 302, — 6m~nm> = 0.

Integrando em relagdo a = no dominio (—oo, +00), assim como nos casos anteriores,

mutatis mutandis, vamos obter

+o00
/ (773 — 6n§)d$ = constante.

o
Ainda que nao esteja bem definida, na literatura esta relagao é tida como conservacao da
energia.
De modo geral, quando consideramos que 7 assume a forma de uma onda solitaria

existem infinitas grandezas conservadas(veja [10]):

+00 ann a
5 dx = constante Vn € N,a € R.
_ "

o0
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Observagao 5.2.1. (Origem da palavra Soliton) Soliton é um termo mais geral para as
ondas solitdrias, e pode ser encontrado em varios contextos. Sequndo Gondar e Cipolatti
(2016):

[...] A palavra ‘soliton’ surgiv em 1965 a partir dos trabalhos de Zabuski e Kruskal.
FEles observaram uma propriedade notdvel: o fato de que ondas solitdrias da KdV,[...| ao
se encontrarem, uma passa pela outra sem mudar de forma [...]. Essa € uma propriedade
importante, porque mostra que a energia pode se propagar em pacotes localizados sem se
dispersar. Como a KdV é uma equagao nao linear, estas solu¢oes sao excepcionais e, por
isso, decidiram chamd-las de sdlitons. O sufixo ‘on’ (que em grego significa particula),
tlustra, neste caso, o comportamento tipo particula destas ondas.

Esse fenomeno nao é uma exclusividade da KdV. Além das ondas de dguas rasas em
um canal, muitos outros solitons podem ser observados na natureza, ou produzidos em
laboratdrio. Somente para citar algumas dreas onde eles ocorrem (em equagoes diferentes
da KdV): na teoria da supercondutividade, na fisica de particulas, na fisica de plasmas e na

otica nao linear. Esta ultima, em particular, tem aplicagoes relevantes nas comunicagoes

por laser via fibras dticas.|[...[([6], p.153).
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Consideracoes Finais

A equagao de KdV, assim como sua solug¢ao — a onda solitaria — sao de grande impor-
tancia na Teoria de Ondas Aquéaticas. Em 1834, devido aos experimentos de Russell, as
ondas solitarias ja eram objeto de estudo de diversos pesquisadores. Atualmente, com a
evolugao da tecnologia e da area de Equacoes Diferenciais Parciais, uma classe particular
de ondas solitérias, sdlitons, surgiu em outros contextos como fisica nuclear, fibra otica e
até mesmo biologia [9].

Motivado pelos relatos de Russell que sao um marco na teoria, este trabalho com-
preendeu um estudo sobre a equagao de KdV, desde sua deducao e apresentacao de sua
solucdo viajante, a onda sech?, ao estudo das suas grandezas conservadas. No decor-
rer deste texto nao s6 abordamos conceitos inicias da teoria de ondas aquéticas como
também alguns conceitos avangados, cuja compreensao provou ser tarefa dificil, dada a
complexidade da literatura sobre o tema.

Com isso em mente, neste trabalho de conclusao de curso buscamos apresentar esses
conceitos de uma forma simples e mais detalhada possivel para que sejam de facil enten-
dimento aqueles que se interessem pelo assunto. Além disso, esperamos que esse texto
seja util também como uma literatura em nivel de graduagao para alunos e professores
que estejam abordando este tema.

Finalmente, como desdobramento dos assuntos tratados aqui sugere-se investigar as
interagoes entre solitons e suas possiveis aplicagoes. Nao obstante, tendo em vista que ape-
nas tocamos a base da Teoria de Ondas Aquéticas, encorajamos os leitores a aventurarem-

se mais nesta teoria.
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