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Capitulo 1

(Génese, metas e pré-requisitos

No problem can be solved from
the same level of consciousness
that created it.

Albert Einstein

Creativity is a leap in
consciousness that brings new
meaning or new context to any
situation or problem.

Deepak Chopra

1.1 Origem, objetivos, diretrizes e notagoes das notas de
aulas'

Entre duas pessoas, existem trés pontos de vista (ou versdes) sobre um mesmo assunto, tema,
fato ou acontecimento: o (ou a) de uma delas, o (ou a) da outra e o (ou a) correto(a). O que
segue é uma visao pessoal de como deveria ser um primeiro curso, nao s6 sobre célculo de vérias
variaveis, mas sobre qualquer assunto.

Bom, o primeiro “aviso aos navegantes” é que tenho, aqui, a intengdo de atingir um piblico
leitor mais voltado a aplicagbes e nao a inclinagdes mais tedricas. O publico-alvo consiste de
estudantes, profissionais e interessados das areas de tecnologia (engenharias ambiental, civil, de
bioprocessos e biotecnologia, de produgao, elétrica, mecanica, mecatronica e quimica), das cién-
cias da terra (geografia, geoffsica, geologia e geomética) e afins (engenharias florestal e industrial
madereira, por exemplo). Também sdo muitissimo bem-vindos colegas, alunos e ex-alunos de
estatistica, fisica, informatica, quimica e, especialmente, matematica industrial. Quanto aos
que tém mais envolvimento com a matematica pura, que se sentem mais inclinados para a abs-
tracao, preciso ressaltar que existe um grande niimero de exercicios e aplicagoes neste, digamos,
manual de consulta rapida de cdlculo de vdrias varidveis.? Claro que o pessoal da licenciatura

'Doravante, NA seré utilizado como um acrénimo para notas de aulas.
2Essas NA tém menos de 200 paginas!
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e do bacharelado em matemética também é bem-vindo. Mas, definitivamente, existem 6timos
livros nos quais podem ser obtidas construcoes axiomaticas elaboradas e demonstracoes
engenhosas de teoremas fundamentais. Penso que o aprendizado de qualquer assunto, ndo s6 da
matematica, é via “aproximagcao”. Estas NA tentam oferecer uma perspectiva de primeira
abordagem, mais informativa do que formativa. Afinal, nos primeiros cursos de célculo, ndo é
para se aprender a calcular?

Entretanto, ainda que possa parecer contraditério, sugiro que o leitor interessado em seguir estas
NA, independentemente do primeiro curso de calculo (de fungoes reais) de uma variavel (real)
que ele mesmo tenha tido, inicie a leitura deste livro ja tendo estudado, em algum momento, limi-
tes, derivadas e integrais num contexto de rigor matemético (pelo menos) moderado.® Assim,
por completeza, para revisdo/aprofundamento e para contentar, primordialmente, os alunos
oriundos da matematica, a ultima parte deste capitulo reproduz uma lista de exercicios, quase
sem resolugoes mas com vérias sugestoes, que trabalhei com alunos de um curso de fundamentos
de célculo de uma variavel, por mim ministrado ha alguns anos. Tal lista visa a fundamentagao
do que ja tenha sido estudado e, por isso mesmo, requer uma busca rapida de demonstragoes
de alguns poucos resultados fundamentais. Saliento que o nivel de rigor desta lista é diferente
daquele adotado nos capitulos seguintes, como esclareco logo a seguir.? Para os leitores que
nao tenham fundamentado o contetdo do calculo de uma variavel real, mas necessitam apenas
“dar uma olhada” mais informal no assunto, preparamos um material mais /Zg47 que antecede
a lista de exercicios superformal mencionada.

O contetdo dessas NA, que abrange um curso de célculo (de fungdes reais) de varias
variaveis (reais), cujas primeiras versoes remontam ha mais de quinze anos, tem sido
uma “obra em construcao”. E provavel, portanto, que a ordem e/ou a redacao dos exercicios,
bem como a sua quantidade, tenham variado em muitas das visitas dos meus alunos (e
demais interessados) ao enderego eletronico www.ufpr.br/~jrrb, que ¢ minha pagina académica,
mantida pela Universidade Federal do Paranéd. Observagao anéloga vale para as definigoes, os
resultados e os formularios destas NA. Entretanto, s6 recentemente conclui que este material
est4 numa forma adequada para publicacdo.?

Muitos professores de calculo de vérias variaveis reclamam que o assunto (ali tratado) é muito
extenso. Portanto, o risco de ndo cumprir todo o programa de tal disciplina é real. Para tentar
solucionar tal dificuldade, o objetivo aqui é mais operacional do que teérico. Isto significa que a
teoria foi submetida a uma “lipoaspira¢ao” e que a énfase estd quase toda na resolugao de
exercicios e na interpretagdo geométrica e/ou fisica dos resultados. Assim, o que se perde em
precis@o e rigor se ganha em concisdo e tempo. Aqui, entdo, a teoria é minima e a pratica é
maxima.

Apenas para dar alguns exemplos de estilo:

e Para uma melhor aceitagao e um bom entendimento dos resultados, alguns exercicios sao
resolvidos de mais de uma maneira. Assim, nao apenas o calculo de varias variaveis é
utilizado, como também, por exemplo, o calculo de uma variével ou a geometria analitica
figuram como resolugoes extras. Tal procedimento dota os alunos de boas justificativas
para os resultados apresentados no lugar da apresentacao de suas demonstragoes.

3Nao existe, na verdade, qualquer contradigdo, ji que o provavel leitor ja deve ter concluido o seu primeiro
curso de célculo, estando assim disponivel para aprofunda-lo.

4Embora seja uma excelente oportunidade para formalizar o calculo de uma variavel estudado anteriormente,
sugiro que leitores com outras aptidoes (ou outros gostos) desconsiderem tal lista de exercicios, sem perda de
continuidade para o contetdo principal do livro.

5 Acrescento ainda que uma eventual errata serd mantida no endereco eletrénico citado, 4 medida que forem
encontradas eventuais incorregoes e incorporadas sugestoes ou melhorias.
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e Varios resultados sao estabelecidos, pelo menos quando exibidos pela primeira vez, via
analogias e comparacoes com aqueles do calculo de uma variavel.®

e Alguns resultados sdo apresentados sem todas as suas hipdteses. Além disso, demonstra-
¢oes de resultados, quando apresentadas, sao informais ou apenas justificativas razoéveis.

e Algumas definicoes nao sdo apresentadas com a énfase que mereceriam,” embora sejam
utilizadas a exaustao, por entender que definigbes analogas, do célculo de uma variavel, sdo
facilmente generalizadas ou que alguns conceitos sao fisicamente e/ou geometricamente
intuitivos. Por outro lado, a internet (via Google, por exemplo) estd ai para suprir
eventuais caréncias pontuais num tépico ou noutro.

e Em alguns resultados e algumas defini¢oes e resolugdes de exercicios figuram simbolos da
logica matemaética e outros. Por exemplo:
— E, usado em conclusoes no lugar da palavra portanto;

— [=] usado quando uma afirmacao que o antecede implica uma afirmacdo que o
sucede;

— [&], usado quando uma afirmagao que o antecede € equivalente a uma afirmacao que
o sucede.

e Em alguns resultados e algumas definigoes e resolugoes de exercicios o texto é escrito na
forma de uma lista de itens.

e Faco alertas onde é necessario mais formalizagao.®

e A fim de que se perceba a obviedade de algo, costuma-se dizer, até com certa ironia, “Quer
que eu desenhe (para vocé)?”. Logo, como “uma imagem vale mais do que mil palavras”, nao
economizei no uso de figuras e nas explicacoes sobre elas.’

5Por exemplo, a equagdo do plano tangente ao grdfico de f(x, y) num ponto aparece, pela primeira vez, como
uma extensao da equagdo da reta tangente ao grdfico de f(x) num ponto. Outro exemplo: A regra da cadeia para
fungdes de vdrias varidveis é apresentada como uma generaliza¢ao dela mesma para fungoes de uma variavel. Um
dltimo exemplo: a mudanga de varidveis para integrais duplas é dada como uma generalizacao natural da
integragao por substitui¢ao do cdlculo de uma varidvel.

"Por exemplo, mdzimos e minimos no estudo de otimizagio e orientagio de curvas no estudo de integrais
de linha e do teorema de Green.

8Por exemplo, passamos ao largo dos limites e ao introduzirmos informalmente as derivadas parciais,
o alerta de limites é “ativado”. Depois, amarramos as derivadas direcionais, portanto as parciais em
particular, a um limite via a regra da cadeia.

9Todas as figuras sdo de minha autoria e foram geradas ao longo do tempo e de maneiras distintas, de acordo
com a temporalidade de cada uma. Algumas foram plotadas utilizando-se o octave e o gnuplot, programas
desenvolvidos pelo projeto GNU/Linuz de software livre. Outras foram geradas no zfig, um editor grafico open
source, e depois modificadas nos arquivos de extensao .pstex t para incluirem letras no formato do texto
corrente, escrito em Latex, outro programa de editoragdo e plotagem cientifica bastante utilizado nos meios
cientifico e académico. Mais recentemente, inclusive, venho gerando/plotando as figuras diretamente nas linhas
de comando dos arquivos .tex. Em particular, tenho utilizado o pacote tikz, por meio do qual, além de produzir
novas figuras, mais claras e limpas, tenho trocado as figuras antigas geradas pelos meios ora citados. Gerei uma
Unica figura (para ser a figura 3.5 da pagina 115) usando o GeoGebra, um pacote grafico desenvolvido pelo
International GeoGebra Institute, e uma tnica figura usando o grapher (para ser a figura 5.1 da pagina 190), um
pacote grafico da Apple que acompanha o sistema operacional do Macbook. Para concluir esse “registro historico”
das figuras aqui produzidas, espero que, no todo, o resultado final tenha sido, além de satisfatorio, também
agradavel aos olhos.

LicoEs DE CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS REATS 11



e Em geral, figura sem label e caption ilustra algum resultado da frase na qual esta inse-
rida/intercalada, podendo também aparecer imediatamente ap6s o final dessa frase. Essa
figura ndo é referenciada em outras partes do livro.}® O mesmo vale para cada equacio
(respectivamente, tabela) sem label que represente apenas alguma etapa intermediaria de
determinado célculo. Por outro lado, figura com label e caption e, como é usual na maior
parte dos livros de matemaética, equagao com label, em geral, sdo referenciadas em varias
partes do texto.

e Em geral, logo apds a apresentagao de algum resultado, exercicios sao propostos e ime-
diatamente resolvidos. Onde consta apenas o enunciado de algum exercicio, o leitor
é remetido a secao de exercicios resolvidos do capitulo correspondente. Contudo, sugiro
que o leitor tente resolver cada exercicio proposto, antes de recorrer & secio supracitada.!!

Convém agora ressaltar que, no terceiro capitulo, o estudo dos multiplicadores de Lagrange é
escrito de forma pormenorizada: uma hipotese fundamental para o calculo de maximizado-
res (respectivamente, minimizadores) globais (de determinadas fungdes sujeitas a determinadas
restrigdes) € o requisito da existéncia destes extremos, isto é, o calculo destes mazimizadores
(respectivamente, minimizadores) via multiplicadores representa uma etapa posterior a demons-
tragdo de que estes extremos existem. Esta demonstragdo, muitas vezes, é dificil de ser obtida
e geralmente esta fora do escopo de livros de calculo para graduacao. Assim, quando a discus-
sao a respeito da existéncia de extremos tiver lugar, sugiro que o leitor que estiver realizando
estudo de tal assunto pela primeira vez desconsidere esses pormenores e foque apenas os
aspectos operacionais do assunto.

Ainda, no formulario do terceiro capitulo, varios itens sdo escritos num contexto mais geral,
estendendo resultados de duas e trés variaveis ou coordenadas para o caso de um ntumero qual-
quer de variaveis ou coordenadas, e sem algumas hipoteses. Ali, é necessario que o aluno tenha
conhecimento, por exemplo, da notacao de somatdrio.

O ultimo capitulo, que trata do calculo vetorial, propositalmente néo traz um nimero grande
de exercicios, ndo apresenta o teorema de Gauss e nao se aprofunda no teorema de Stokes.?
Isto porque adotamos uma abordagem mais intuitiva deste assunto. Portanto, recomendo uma
complementagao do estudo deste capitulo em outros bons livros de calculo.

Observamos ainda que os pré-requisitos para a leitura destas NA sdo: um curso de pré-calculo
(matematica do ensino médio), um curso de calculo de uma varidvel, obviamente, ¢ um curso de
geometria analitica.!® Falando em pré-requisitos, gostaria de expressar que vejo a matemaética
como uma linguagem tipo portugués, inglés, francés etc. Assim, temos também “matematiqués”,
“fisiqués”, “quimiqués”, “informatiqués” etc. Aprender uma lingua é antes, praticamente, ser
alfabetizado nela. J& nessa etapa preliminar é preciso estuda-la e pratici-la (para nao cometer
equivocos com o uso da lingua). Por um lado, note que néo é facil querer fazer um estudo
avangado da lingua sem ter sido alfabetizado nela. Como diz o ditado: “O avangado é fazer o
béasico bem feito!”. Por outro lado, para se ter fluéncia na lingua é preciso, além do estudo e da
prética, conhecer todo um jargao da érea. Estudar somente as vésperas de cada prova ¢é perda de
tempo para quase todos aqueles que assim procedem.

O Figura sem legenda e nao numerada sera referenciada como ilustracao ou gréfico!

HPor didatismo, enunciados de exercicios propostos, mas nao resolvidos, sdo reapresentados nas secdes de
exercicios resolvidos.

12Estes teoremas, juntamente com o teorema de Green, sio o cerne do calculo vetorial.

13 fundamental, por exemplo, ter conhecimento de como se calcula distancia de ponto a reta (ou a plano)
e que as formulas cos’x = —senx e sen’x = cosx sdo validas apenas para x expresso em radianos. Para x
expresso em graus, cada uma destas formulas recebe o fator 155 do lado direito da igualdade.

12 Jost RENATO RaMos BARBOSA



Demonstragoes dos resultados (assim como exercicios e exemplos similares e mais avangados aos)
destas NA também podem ser encontrados, por exemplo, nos livros de Boulos e
Abud (2006), Avila (2006), Marsden e Tromba (2004) e Belding e Mitchell (2008).

Eventuais sugestdes para o aprimoramento e/ou a clareza e/ou a corregdo das NA serdo muito
bem-vindas. Nesse contexto, desde ja, agradeco de modo especial ao colega Ademir Alves Ri-
beiro, pelas discussoes e contribuigdes (relativas a parte de ofimizagdo) que levaram, inclusive, &
publicagao do artigo de Ribeiro e Barbosa (2021) sobre o assunto. Agradego ainda ao colega
José Carlos Cifuentes Vasquez, por ter sugerido o titulo do livro, e aos ex-alunos Diego Wedermann
Sanchez, Trenton Roncato Juraszek, Nicolas Eugénio Martins Martinhao e Eusébio Labadie
Neto, pelos dialogos construtivos (durante as aulas) que influenciaram a forma como algumas
partes das NA foram reescritas.

LicoEs DE CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS REATS 13



1.2 Calculo de fungoes reais de uma variavel real

Para a parte de calculo de uma fungdo real de uma variavel real (isto é, limites, derivadas e
integrais destas fungdes), uma referéncia, digamos, mais light, é o livro de Gonick (2014).
Para comegar, adotamos a seguinte abordagem intuitiva para tais limites:

e Como sabemos, nao ¢ possivel calcular f(x) caso x nao esteja no dominio de f. Por

exemplo, considere
21
f(x) = X e x=1.

x—1

Assim, por um lado, temos a indeterminagao

121 11

Por outro lado,
x*—1=x+1(x—1).

Portanto, por abuso de notagao, podemos escrever

. x+1 sex#T;
fx) = { indefinido se x = 1.

Parte dessa fun¢do, para pontos proximos de x = 1, pode ser representada pelo seguinte
grafico:

Note que f(x) pode ser calculado “arbitrariamente proximo” de 2 para x “arbitrariamente
proximo” de 1, isto é, como o médulo da diferenga entre dois nimeros mede a distancia
entre eles, temos que
[f(x) — 2|
pode ser calculado “tao pequeno quanto se queira” para
Ix—1]

“suficientemente pequeno”.
Por exemplo, considere que x representa os seguintes valores aproximados, tanto a es-
querda quanto a direita, de 1:

‘ X ‘ f(x) “ X ‘ f(x) “ x—1T| Hﬂﬂ—ﬂ‘
0, 9200000 | 1,900000 1,100000 | 2, 100000 0, 100000 | 0, 100000
0, 990000 | 1,990000 1,010000 | 2,010000 0,010000 | 0,010000
0,999000 | 1,999000 1,001000 | 2,001000 0,001000 | 0,001000
0,999900 | 1,999900 1,000100 | 2,000100 0,000100 | 0,000100
0,999990 | 1,999990 1,000010 | 2,000010 0,000010 | 0,000010
0,999999 | 1,999999 1,000001 | 2,000001 0, 000001 | 0,000001

14 Jost RENATO RaMos BARBOSA



A partir dos dados da tabela anterior, infere-se que a distancia de f(x) até 2 (|f(x) — 2) vai
se tornando desprezivel & medida que a distancia de x até 1 (Jx — 1|) se aproxima de zero.
PERGUNTA: Dado um ntamero ¢ > 0 “arbitrariamente pequeno”, digamos

0<e<0,00...0

com um numero arbitrario de casas decimais, é possivel considerar |x — 1| “suficientemente
pequeno”, mas nao nulo, tal que seja possivel calcular f(x) a uma distancia de 2 menor que
€, isto &, tal que [f(x) — 2| < €?

RESPOSTA: Sim! Basta considerar x # 1 a uma distancia de T menor que um ntmero & que
nao exceda €, do modo que analisaremos a seguir:

Consideremos, por exemplo, ¢ = 0, 0000000010. Queremos obter x proximo de 1 tal que
[f(x) — 2| < &. Para isso, podemos considerar, por exemplo, & = 0, 0000000005 e [x — 1| < §.
Portanto,

[f(x)=2=x+1-2
=x—1]
< 0,0000000005
< 0,0000000010,

isto ¢, [f(x) —2| < €.
Agora, para ¢ arbitrario, considere 0 < |x — 1| < & tal que 6 < ¢. Portanto,

[f(x) =2 =I|x+1-2]
=x—1]
<d
<.

Isso significa que, ndo importa quao pequeno seja €, sempre podemos obter alguma en-
trada x (com 0 < |x — 1| < & suficientemente pequeno) tal que seja possivel calcular a
saida f(x) com distancia |f(x) — 2| inferior a qualquer nimero ¢ inicialmente considerado.
Para isso, basta majorar |x — 1| com um & adequado. Neste caso, dizemos que o limite de
f(x) € 2 quando x se aproxima de 1 e denotamos

lim f(x) = 2.1

x—1

e Agora vamos abstrair a discussdo do item anterior.'® Para uma funcao f(x) arbitraria que
esteja definida num intervalo aberto que contenha o niimero a, mas néo necessariamente

14 Analogamente, em Gonick (2014), verifica-se que a velocidade

t2-3
D(t) =
M=7—3
no instante t = 3 unidades de tempo ¢é calculada por
lim D(t) = 6,

t—3

isto ¢, o limite de D(t) é 6 quando t se aproxima de 3.
15Para um melhor entendimento da definicio de limites, as trés figuras que ilustram esse item esto interca-
ladas no texto e representam intervalos abertos ou a agao de uma funcao nesses intervalos.
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no proéprio a, a expressao
lim f(x) =L

x—a

significa que, independentemente de quao pequeno seja o intervalo

(L—e¢,L+e¢),
L+e
L
L—e¢
podemos obter outro intervalo
(a—06,a+d)
L+e
L
a+d L—e
a
a—>

suficientemente pequeno tal que

a#x€(a—6,a+8) = f(x) e (L—¢,L+¢),

L+e
a+5/w—li———f(x)
X L—e¢
a—29%

isto &,
0<|x—al<6=|f(x)—L| <e.l®

Portanto, podemos obter um circulo, tdo pequeno quanto se queira, de centro no ponto

(a,1),

6Dizer que o modulo da diferenca entre dois nimeros é menor do que um dado 1 significa que um desses
numeros pertence ao intervalo aberto de centro no outro e raio r. No antecedente da implica¢ao anterior, por
exemplo, os nimeros sdo x e a, enquanto r = . No consequente, os niimeros sao f(x) e L, enquanto r = ¢.
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onde o grafico da fungao se aproxima desse ponto com, no maximo, uma tnica interrup¢ao:
o proprio (a,L)!"”

Chamamos de fungdes elementares as fungoes constantes, a fun¢do modulo, as fungdes
poténcias, as fungdes exponenciais, as fungoes trigonométricas e as inversas dessas fungoes.
Pode ser demonstrado que, se f(x) é uma funcao elementar e a ¢ um ponto de seu dominio,
entao

lim f(x) = f(a). (1.1)

X—a

Exemplos
. s 2 2 1 1 : 18
lim V5 =+v5, lim x> = (=2)% m —=-— e limcosx = cosT.
x—a x——2 x—=3-1x 371 X7

Pode ser demonstrado que o limite da soma e o limite do produto de fungoes sdo a soma
e o produto dos limites dessas fungoes, respectivamente, desde que tais limites existam.
Além disso, demonstra-se que o limite do quociente de duas fungoes é o quociente dos
limites dessas funcoes, caso existam tais limites e o limite do denominador nio seja nulo.'

Exemplo
lim 3% + X + ! + ercos(x)] _ 3¢+ %y 1 e“cosa
x—a 2 (X,])Z x - 7 ((17])2 a

para cada real a diferente de 0 e 1.

Além das citadas, existem muitas outras propriedades de limites. Por exemplo, a conhe-
cida como teorema do sanduiche, isto é, se as fungdes f(x), g(x) e h(x) estao definidas
num intervalo aberto de centro a,

g(x) < f(x) < h(x)
para cada x pertencente a esse intervalo e
lim g(x) = L = lim h(x),
X—a Xx—a

entao

lim f(x) = L.

x—a

Exercicios resolvidos

1. Considerando

e a =0, calcule

1
lim f(x) = lim x? cos (—2> .
x—a x—0 X

17Confira Gonick (2014) para uma ilustragio.
18(0s trés tltimos limites sdo iguais a 4, 3 e —1, respectivamente.
9Confira Gonick (2014)!
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RESOLUGAO
Aqui, obviamente, nao ¢ possivel simplesmente usar a equagao (1.1).%2° Assim, por
um lado, note que as inequagoes

1< cos(%) <1 (1.2)

sao vélidas para cada x # 0 (e em particular para x suficientemente pequeno).?!
Agora, multiplicando as inequagdes (1.2) pelo niimero positivo x2, obtemos

1
—x? < x? cos<—2> < x2
X

para cada x # 0. Por outro lado, para g(x) = —x* e h(x) = x?, a equagdo (1.1)
mostra que
limg(x) =0= hII(l) h(x).

x—0

Portanto, pelo teorema do sanduiche,

1
lim %2 cos <7> =0.
x—0 X

Esse procedimento pode ser interpretado geometricamente, “plotando” o grafico de
f(x), para x proximo de 0, entre as parabolas da seguinte ilustragao:

h(x)
—1 1
g(x)
. Calcule
. osenx
lim
x—0 X
RESOLUGAO

Embora o teorema do sanduiche possa ser utilizado nesse calculo,?? daremos uma
“explicacdo” geométrica para verificar que o limite supracitado é igual a 1. De fato,
para x suficientemente pequeno, os comprimentos de senx e do arco x, no circulo
trigonométrico unitério, sao praticamente indistinguiveis.

o Limites infinitos e no infinito
Fora das éreas cientificas, o infinito é muitas vezes usado de modo impreciso/inadequado

20Note que f(0) nao esta definido, isto ¢, a expressao

1
2. —
0 cos<o>

nao tem qualquer nexo!

18

2INeste caso, 1/x sera arbitrariamente grande.
22Confira Gonick (2014).
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em expressoes do tipo amor infinito, infinitamente superior etc. Por outro lado, embora
o infinito oo esteja bem definido na matematica, tal defini¢ao esta fora do escopo destas
NA.23 Para os nossos propésitos, oo representa uma grandeza que pode assumir valores
“tao grandes quanto se queira”. Nesse caso, denotamos

grandeza — oo.

Exemplos

- O que acontece com a fungao f(x) = % quando x assume valores (em moddulo) tao
grandes ou tdo pequenos quanto se queira?
Por um lado, a tabela

\ X ) [ x| ]
—-10 —0.1 10 0.1
100 | —0,01 100 | 0,01

—1000 | —0,001 1000 | 0,001
—10.000 | —0,0001 10.000 | 0,0001

é um indicativo de que f(x) vai se tornando tao pequeno quanto se queira (em
modulo) a medida que x vai crescendo (em modulo). Desse modo, denotamos

lim f(x)=0" e lim f(x)=0".

X——00 X—+00

Por outro lado, a tabela

\ X ) T x [ fx) ]
—0.1 —10 0.1 10
—0,01 —100 0.01 100

—0,001 | —1000 0,001 | 1000
—0,0001 | —10.000 0,0001 | 10.000

indica que f(x) vai se tornando tao grande quanto se queira (em moédulo) & medida
que x vai decrescendo (em modulo). Desse modo, denotamos

lim f(x) =—oc0 e lim f(x) = 4oo.

x—0~ x—0+

Assim, temos o grafico de uma hipérbole, conforme a seguinte ilustracéo:

2300 néo &, por exemplo, um 8 que tropecou e caiu de lado!

LicoEs DE CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS REATS 19



Para valores positivos, ¢ tradicional denotarmos esses limites por:

lim f(x) =0 e limf(x)= co.

X—00 x—0
- Para a funcao exponencial f(x) = e¥,

lim f(x)=0 e lim f(x) = oo,

X——00 X—00

conforme a seguinte ilustragao:

]

X

Embora esses exemplos de fungoes elementares sejam ilustrativos do comportamento de
grandezas no infinito, a dificuldade de lidar com elas ocorre noutros casos, digamos,
mais sutis. Por exemplo, quando temos de analisar fung¢des racionais, que sdo divisGes de
polinémios.?* Outro exemplo dessa dificuldade pode ocorrer quando usamos o teorema do
sanduiche supracitado. O enunciado desse teorema também é valido caso a seja trocado

por oo.
Exemplo
Como
1  senx 1
X X X
para x positivo e
lim — =0,
Xx—00 X
segue que
senx
im =0.
X—00 X

24Confira Gonick (2014).

20 Jost RENATO RaMos BARBOSA



Agora, vamos prosseguir para as derivadas das fungdes reais de uma varidvel real.

o Derivada: um tipo de limite que mede inclinagdo de reta tangente
Suponha ser possivel obter a (reta) tangente ao grafico de uma fungao f(x) no ponto
(x0, T (x0)) de tal grafico. Seja y = ax + b a equagdo linear de tal reta, conforme a
ilustrag@o seguinte.

X0 X0+h

Portanto, como (xg, f (x0)) ¢ um ponto da tangente, temos
b =f(x0) — axe.

Agora, como obter a inclinagao a dessa (reta) tangente?
Primeiramente, denotemos
a:="f(x).

Seja entao

(xo +h,f(x0+h))
um outro ponto do gréfico de f(x) com |h| suficientemente pequeno mas nao nulo.?? Logo,
a inclinagao da (reta) secante que passa por esse ponto e pelo ponto (xo, f (xq)) é dada
por

f (XO + h) — f(XO) 26

SR —

25 Aqui, embora nao ilustrado na figura anterior, procedemos ao nosso estudo nas “proximidades” de xo, tanto
para pontos & esquerda de xo, isto é, para h < 0, quanto para pontos a direita de xo, isto é, parah > 0.
26Este quociente é denominado de quociente de Newton.
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Note que, se |h| se aproxima arbitrariamente de 0, esses dois pontos do grafico de f(x)
ficam arbitrariamente proximos um do outro e a secante considerada fica arbitrariamente
préxima da tangente considerada.?” Define-se, entdo,

f(xo+h)—f(x)

h )
caso exista tal limite. Agora, independentemente da existéncia desse limite estar associada
a uma interpretacao geométrica para a inclinagao a, diremos ainda que f(x) é diferencidvel
em x = xg ou que ' (xg) é a deriwada de f(x) em x = x,.
A fim de fixar esses conceitos, considere f(x) = x?
ilustrac@o seguinte.

' =1l
)=}

e Xo = 1 na discussao anterior e a

A inclinacao da tangente ao grafico dessa parabola em (1,f(1)) é obtida via a derivada
de f(x) =x? em x = 1 e calculada por

_ f(1+h)—f(1)
! —
=T
Y (T+h)?—12
=l h
o 14+2h+h2—1
:hmi
h—0 h
=lim(2+h)
h—0
=2.

22

27 Assim, o quociente de Newton fica arbitrariamente proximo de f/ (xo).
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Segue dai que o coeficiente linear dessa tangente é calculado por

b="f(1)—f(1)-1
=1-2-1
=-1
e, entdo, a sua equagao ¢ dada por y = 2x — 1.28 Para f(x) arbitraria, temos a fungdo
derivada f h)— f(x)
, Y x+h)—1f(x
fix) = lim h ’

definida onde tal limite existir.
Por exemplo, para cada x € R,

f(x) =x2= f'(x) = 2x,

cuja demonstracao ¢ analoga a de f'(1) do exemplo anterior, e

flx) =x> = f'(x) = 3x*

pois
. flx+h)—1(x)
() —
=T
 (x+h)pP=x
= lim
h—0
o X+ 3h 4+ 3xh? +h3 -3
= lim
h—0 h
= lim (.’)Xz + 3xh + hz)
h—0
= 3x%.

Na verdade, para cada inteiro positivo n fixo, demonstra-se que
f(x) =x" = f/(x) = nx""

para cada x € R.%?
Agora, a derivada de uma funcao constante é zero. De fato, seja f(x) = ¢ com c constante.
Segue dai que

*$Nesse exemplo, se x = X0 é arbitrério, note que £’ (xo) = 2Xo.
29Confira Gonick (2014).
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Ainda, como a derivada da soma de fungoes é a soma das derivadas destas fungoes e a
derivada do produto de uma constante por uma funcéo é o produto de tal constante pela
derivada de tal funcdo,®® é facil calcular a derivada de um polinémio. Por exemplo, se
f(x) = 3x* — %3 4+ 4x? + x + 2, entdo

f/(x) = 3(4x%) + (=1)(3x3) + 4(2x) + 1+ 0
=12x3 —3x? + 8x + 1

para cada x € R.

(A derivada de y = f(x) pode ser denotada das formas:

_ Y
T dx
_4af
Cdx
Y
T odx

/(%)

(f(x)).

Por exemplo, se ¢ é uma constante, d% (XZ + c) =2x.)

Além das regras apresentadas, existem outras igualmente importantes. Por exemplo, as
regras das derivadas do produto e do quociente de fungoes e a regra da cadeia que calcula a
derivada de funcoes compostas.?! Ainda, onde as respectivas funcoes estiverem definidas,
demonstra-se que:3?

——(senx) = *d( )=-— 4 (e¥) =¢"

™ senx) = cos X, I CcOSX) = —senx, ™ =e",
d 2 d
— (ta = sec el | —
dx(t anx) = sec” X, dx( nx) <

—( x) S ——(arctanx)

arcsen = arctan =

dx V2 T+ °©

dix (x") =1x"" com T € R fixo.

e Derivada mede taxa de variagdo instantinea
A derivada % pode ser interpretada como a taxa de variagao instantanea de uma grandeza,
Yy, em relacdo a outra, x. Em outras palavras, quio rapidamente y varia em funcédo de x.
Para exemplificar, vamos denotar a funcao f(x) = x? por

30Confira Gonick (2014).
3L Idem.
32 Idem.
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que aqui representa a posi¢do de uma particula no instante de tempo t u.t. (unidades de
tempo).3® Considere que queremos obter a velocidade de tal particula no instante t u.t.,
isto é, queremos saber quao rapidamente a posi¢do varia em relagdo ao tempo. Nesse
caso, a velocidade é calculada pela derivada

ds

Sl(t) = a

no instante t u.t. Assim, s'(t) = 2t u.v. (unidades de velocidade) ¢ a medida de tal
velocidade instantanea. Por exemplo, caso a posigao seja medida em metros e o tempo em
segundos, passados t = 10 segundos, a particula fica sujeita a uma velocidade (neste
instante) de s’(t) = 20 m/s.3*

o Otimizag¢ao (mazximiza¢Go-minimizacao)
Um ponto o de mdzimo (respectivamente, de minimo) local de uma fungao f satisfaz a

condigao | f(o) > f(x) | (respectivamente, | f(or) < f(x) |) para cada x pertencente a algum

intervalo aberto centrado em «. Um extremo local de f é um maximo local ou um minimo
local de .

Na figura 1.1, considere que P; = (xi,f(x;)) pertence ao grafico de uma fungéo f,
i=0,...,6. As abscissas de tais pontos sdo extremos locais de f.

Qualquer func¢éo que tenha extremos locais similares a x;, i = 1,2,3,4,5, muda de cres-
cente para decrescente ou de decrescente para crescente.

Um ponto interior ao dominio de uma fungao pertence a algum intervalo aberto inteira-
mente contido no dominio de tal fungao.

Na figura 1.1, apenas Xy € Xg nao sao interiores ao dominio de f(x).

Demonstra-se que:*6

Se f(x) tem extremo local num ponto o interior ao seu
dominio e tem derivada f'() nesse ponto, entio tal
ponto € critico, isto €, f'(a) = 0.

Na figura 1.1, embora as abscissas de indices pares sejam pontos de maximo locais e as
de indices impares sejam pontos de minimo locais, apenas X1, X2 € X5 sdo interiores ao
dominio de f(x) e existe f’(x) em cada um desses pontos. Note que f’(x;) = 0 para
i=1,2,5, corroborando o resultado anterior.

Contudo, a reciproca desse resultado nio é verdadeira: Para f(x) = x3, por exemplo,
x = 0 é um ponto interior com f'(0) = 3 - 02 =0, mas nfio ¢ extremo local (conforme pode
ser visto na proxima figura). Um ponto como esse ¢ chamado de ponto de sela.

f(x) =3

33Por exemplo, desconsiderando as dimensdes, uma bola de boliche lisa descendo, sem atrito, um plano
inclinado com inclinagdo adequada, varia a sua posigao (no tempo) aproximadamente via tal s(t).

34Confira Gonick (2014) para mais exemplos.

35Um ponto do grafico de uma funcio cuja abscissa é um ponto de maximo local representa o “cume de uma
montanha”, enquanto aquele cuja abscissa é um ponto de minimo local representa o “fundo de um vale”.

36Confira Gonick (2014).
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Figura 1.1: O que ocorre em Xg, X3, X4 € Xg?

Isso significa que os candidatos a extremos locais interiores ao dominio de uma fungao
sao aqueles nos quais a derivada da fungao ¢ nula. Mas derivada nula num ponto interior
ndo garante que o ponto seja um extremo local!

A proxima proposicgao é conhecida como

TESTE DA DERIVADA DE SEGUNDA ORDEM

Porém, antes de enuncia-la, cabe responder & seguinte pergunta: o que é uma derivada
de segunda ordem?
Suponha que é possivel derivar a derivada de y = f(x), isto é, obter a derivada de

dy
f(x) = =2
(x) dx’

0= 5 ()

Nesse caso, essa derivada é chamada de derivada de sequnda ordem de y = f(x) e é
denotada por

ou seja, existe a derivada

_dy
Cdx?

Por exemplo, seja s(t) = t* u.p. a posicdo de uma particula no instante t u.t. Ja vimos

f”(X)

que % = 2t u.v. é a sua velocidade no mesmo instante. Aqui,
d?s
dt?

é a aceleragao da particula em tal instante.

Supondo existir a derivada de segunda ordem, demonstra-se que:

= 2 u.a. (unidades de aceleragao)

Seja o« um ponto interior de algum intervalo onde f(x)
esteja definida e seja diferencidvel. Se f'(x) =0, entao
a tabela sequinte é vdlida:

[ (e | o |
>0 | minimo local de f(x);
<0 | mdzimo local de f(x).
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Por exemplo, 0 é ponto critico de f(x) = x?, que é diferenciével em cada x € R, e interior
ao dominio dessa funcdo.?” Por outro lado, f(0) > 0.3 Portanto, 0 é ponto de minimo
(global) de f(x), conforme ilustrado no seguinte grafico:

f(x) =x2
MO X

Um raciocinio anélogo mostra que 0 é ponto de méaximo de f(x) = —x2, conforme ilustrado
no seguinte grafico:

f(x) = —x2

‘ E quanto a concavidade do grafico de uma funcao f(x) a medida que x varia?

Considere a inclinagao f'(x) da tangente ao grafico no ponto (x, f (x)). O que acontece a
medida que x cresce??® Por um lado, se x cresce e f/(x) cresce com x, note que o grafico
de f(x) tem concavidade para cima. Isso ocorre precisamente onde a taxa de variagao
da derivada (em relagio a x), isto &, (f')'(x) = f/(x), é positiva. Por outro lado, se f'(x)
decresce & medida que x cresce, tal grafico tem concavidade para baizo. Isso ocorre onde
f’(x) < 0.

A abscissa de um ponto do grafico de uma fungdo onde a sua concavidade para cima
(respectivamente, baixo) muda para baixo (respectivamente, cima) é dito um ponto de
inflexio.’® Nesse ponto, a derivada de segunda ordem ¢é zero.!

‘E quanto ao esbogo do grafico de uma funcao f(x) arbitréria?‘

Para esbocar uma reta, basta obter suas interse¢oes com os eixos coordenados. Caso
o grafico nao seja uma reta, interse¢ées com os eixos coordenados, se existirem, sao
insuficientes para esboga-lo. Nesse caso, o roteiro é o seguinte:

I. Caso existam, obtenha as interse¢oes do grafico com os eixos coordenados, isto é,
determine:

f(x) para x = 0; x para f(x) =0.
Marque esses pontos nos eixos coordenados.

II. Caso existam, obtenha os pontos criticos da funcao, isto é, determine:

i;De fato, f'(x) = 2x acarreta f'(0) =0 e R é o dominio comum de f(x) e f’(x).

""De fato, f”(x) = 2 para cada x € R.

397, . ~ P - (1. R

40Ve‘]au7 por exemplo, as fungodes ctbica e quadraticas dos tltimos trés exemplos.
0 é ponto de inflexao para a fungao ciubica anterior.

*! Confira Gonick (2014)!
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x para f/(x) = 0.2
Para cada ponto critico & obtido, marque o ponto (oc, f(oc]) pertencente ao grafico
de f(x).
II1. Para cada ponto critico obtido, use o0 TESTE DA DERIVADA DE SEGUNDA ORDEM.*
IV. Caso existam, obtenha os pontos de inflexdo, isto é, determine:
x para f”(x) = 0.
Para cada ponto de inflexdo B obtido, marque o ponto (ﬁ,f(ﬁ)) pertencente ao
gréfico de f(x).
V. Estude a concavidade: onde é para cima ou para baixo.

VI. Estude o comportamento do grafico no infinito via

lim f(x).

x—+oo

Agora, reunindo todas as informagoes anteriores, esboce o grafico de f(x).

Por exemplo, seja f(x) = x* — 6x? + 11x — 6.4

I. Para a interse¢ao com o eixo das ordenadas, seja x = 0. Entao, f(x) = —6 e (0,—6)
pertence ao grafico de f(x). Para a interse¢do com o eixo das abscissas, seja f(x) = 0.
Portanto, como as raizes de x> — 6x? 4+ 11x —6 = 0 sdio x = 1,2, 3, temos que (1,0),
(2,0) e (3,0) pertencem ao grafico de f(x). Esses quatro pontos devem ser marcados
nos eixos coordenados, conforme a seguinte ilustragao:

f(x)

123

—6

II. Se f'(x) =0, como 3x? — 12x + 11 = 0, temos que

L_6FVE [ 1A=y
- 3 ~ 2,58:0(2.

Entao, calculando as imagens, temos
flon) =0,39 e f(oy)~—0,39.

Conforme a ilustragdo seguinte, o1 e &, sdo pontos de méximo e minimo locais,
respectivamente.*

28

42Lembre-se que tais pontos sao “candidatos” a extremos locais!
43 Assim saberemos que tipo de extremo temos!

“Portanto, f/(x) =3x% —12x + 11 e f”(x) = 6x — 12.

45No item III, esse fato é confirmado analiticamente.
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(o1, f (1))

(o2, F(x2))

III. Como " (o;) =601 — 12 <0 e " (ay) =60, — 12 > 0, temos que, de fato, o e o
sao pontos de maximo e minimo locais, respectivamente.

IV. f”(x) = 0 é equivalente a 6x — 12 =0, isto ¢, x = 2, que é o ponto de inflexdo e cuja
imagem por f(x) é dada por f(2) = 0.46

V. Concavidade para baixo em (—o0,2) (pois f”(x) < 0 em tal intervalo) e para cima
em (2,00) (pois f”(x) > 0 em tal intervalo).

VI. Como f(x) é um polinémio de grau impar cujo coeficiente do termo que determina
o grau é 1, pode ser verificado que

lim f(x) =—oc0 e lim f(x)= oo.
X——00 X—00

Coletando agora todas as informagoes anteriores, temos o seguinte grafico para f(x):

f(x)

Essas ideias podem ser utilizadas para resolver problemas de otimizagdo mais aplicados.
Por exemplo, considere que queremos construir um cercado retangular utilizando a parede
de um celeiro como um dos lados, conforme a seguinte ilustragao:

460 ponto (2,f(2)) = (2,0) ja havia sido marcado nas figuras anteriores.
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parede do celeiro

A(x) = x(80 — 2x)

80 — 2x

Suponha que temos 80 metros de tdbuas de madeira em pedacgos cortados iguais, um a
um. Pergunta-se:

Qual a maior area que pode ser delimitada pelo cercado?

O objetivo é obter o maximo da érea
A(x) = —2x2 + 80x

parax > 0e 80 — 2x > 0, isto é, 0 < x < 40. Logo, por um lado, como A’(x) = —4x + 80,
A’(x) = 0 fornece x = 20 metros como ponto critico. Por outro, para garantir que esse
ponto critico seja ponto de méaximo, basta utilizar o teste da derivada de segunda ordem.
De fato, temos A”(x) = —4 < 0 para 0 < x < 40 e, em particular, A”(20) < 0. Portanto, a
area maxima ¢ dada por A(20) = 800 metros quadrados.*”

Por fim, vejamos as integrais das fungoes reais de uma variavel real:

e [ntegragdo

Da mesma forma que a subtragao e a divisao, quando possiveis, sao operagoes inversas da
adigdo e da multiplicagdo, respectivamente, a integra¢do, quando possivel, é a operagao
inversa da derivagao. Isso posto, sejam F(x) e f(x) fungoes obtidas, uma da outra, como
resultados destas duas ultimas operagdes. A equivaléncia

L4 (F(x)) =f(x) & [f(x)dx = F(x)‘

significa que f(x) ¢ a derivada de F(x) se, e somente se, F(x) for uma integral (ou anti-
derivada ou primitiva) de f(x). Para ficar claro:

Uf(x) dx iguala a funcao F(x) cuja derivada resulta em f(x). ‘

47Para verificar o resultado de outra maneira, faca o grafico da funcio quadratica

A(x) = x(80 — 2x)
= —2x% + 80x,

que é, obviamente, uma parabola com concavidade para baixo, com raizes x = 0 e x = 40, abscissa do vértice
xy = 20 e ordenada do vértice f (xy) = 800.

30
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Por que F(x) é uwma integral de f(x) e ndo a integral de f(x)?
Seja C uma constante arbitraria e considere vélida a equivaléncia anterior. Portanto, a

equivaléncia

4 (F(x) + C) = f(x) & [ f(x) dx = F(x) + c\

também ¢é valida. Assim,

F/:f<=>jf(><)d><:F(x)+c\

para qualquer constante C.

Exemplos

- Sejar € R, r # —1, fixo. Portanto,

De fato,

r+1dx
1
= . X"
r+1 (r+1)x
=x"

- A integral do exemplo anterior, para v = 1, é dada por:

1
Jx’] dx:dex
X

=lIn|x|+ C.

De fato, por um lado, seja x > 0. Portanto,

dx

4 (x4 C) =

| o

X(lnx—i—C)

®l—a

Por outro lado, seja agora x < 0. Portanto,

d (Infx[+C) = i(1n(—x)+c)

dx dx
1
= (1)
(—x)
1
=3
onde utilizamos a regra da cadeia na segunda igualdade para a fungao internay = —x

e a fungdo externa z = Invy.
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- Para trigonométricas e suas inversas, ¢ imediato que
Jcosxdx =senx+ C, Jsenxdx =—cosx + C, Jseczxdx =tanx + C,

1

ﬁ dx = arctanx + C.
X

1
————dx=arcsenx+ C e J
J\/] —x?

De fato, temos que

d _ a._ _ L — soc?
a(senx+C)—cosx, dx( cosx+C)-senx7 dx(tanerC)—sec X,

1 d 1
e —(arctanerC) = T

V1—x2 dx

d
a(arcsenx + C) =

- E imediato que

Je" dx =e*+ C.
O caso geral, para a # 0 constante, é o seguinte:
eClX
Je‘“ dx =— +C.
a
De fato, pela regra da cadeia,
d eﬂX
— | —+C) =
dx ( a )

d ax
a(e )

ax

al=0a|=

-ae
=e™.

- Se F/(x) = f(x) e a é uma constante ndo nula, entao

Jaf(x) dx = aF(x) +C

De fato,

af(x).

Por exemplo,

JZez" dx = 2J’e2X dx

=¥+ C.
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- Para calcular a integral foe"z dx, note que, o integrando f(x) = 2xe¥’ parece ser o

resultado da aplicacao da regra da cadeia em alguma funcao F(x) adequada.

De fato, se u(x) = x? e v(u) = e, entdo a derivada de

F(x) = v(u(x))
— ul
_ er7
em relagao a x, é dada por
d d
4 = — [—
Pl =4 (u(x)) T (v(w)
=2x-e"
= 2xe*.

Assim, temos que

JerXZ dx = e + C.

- Vamos, agora, calcular a integral

1
oo
Como :
JW dx = arctan x + C
e
1 1
= J SELE ¥
J4 +x2 4 (1 + %)
1 J 1
=— | —dx
x\2 ’
e (3)
sera que
JH(]W dx = arctan(x/2) + C? (1.3)
Note que, pela regra da cadeia,
d 1 1
it te N=—-+ — 14
g Laretan(/2)) = 5+ 950y (L4)

é a metade do integrando em (1.3). Portanto, multiplicando ambos os membros de
(1.4) por 2, temos

44 x? 4
_ arctan (%)
2

J ] dx:1~2~arctan(§>+C
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- Pode ser facilmente demonstrado que a integral da soma de fung¢oes é a soma das

integrais destas fungées. Por exemplo,

4 1
—43 11— =(—4) | 0 —4 Ji
J( X+ 4+x2) dx = ( )Jx dx+Jx dx + (—4) 4+X2dx
__4.j+x1‘_4.(mn(§>>+c

2

= —x* +x — 2arctan (%) + C.

Existem técnicas que podem ser tuteis no célculo de integrais, como a integra¢ao por
substituicdo e a integracio por partes.

o Integral definida: drea‘“com sinal”
Seja f(x) uma fungao nao negativa (respectivamente, nao positiva) num intervalo [a, b].
Considere f(x) continua nesse intervalo, isto é, o grafico dessa func¢ao nao é interrompido
em (x, T(x)), para todo x em [a, b], conforme a seguinte ilustragao:

(x,f(x)) (b, f(b))

2
=
£

|
| |
| |
| |
| |
| |
o o
x b

De------

Uma importante consequéncia do teorema fundamental do cdlculo (confira Gonick (2014))
estabelece que, se F(x) é uma primitiva de f(x), isto é, (F(x) + C)’ = f(x), num intervalo
aberto que contenha [a, b], entao a integral definida de f (em [a, b]) € obtida via

(x)
b

1

F(b) —F(a):

‘b
f(x) dx.

Além disso, essa integral calcula a drea com sinal da regiao compreendida entre o gréafico
de f, isto é, G(f), e o intervalo [a, b], de acordo com os dois casos seguintes:

b . . -
caso f > 0: ja f representa a area com sinal positivo,

b . . .
caso f < 0: fa f representa a area com sinal negativo,

conforme a seguinte ilustragao:

34

48Veja Gonick (2014).
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Exemplos

Considere os graficos de uma reta, x € [0,1], e uma parabola, x € [1,2], conforme a
ilustragao seguinte:

Y
ik :y—X1

“X’ —A—IX
0o 1 o 1 2

A &rea relativa ao grafico da reta é calculada por

1 2|
J xdx = =
0 2
12 02
2 2
= % u.a. (unidades de area).

De fato, essa area também ¢ calculada por

base x altura

1
2 2

u.a.

N —
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Observe também que

cujo modulo representa o valor da area do triangulo obtido pela reflexao do triangulo do
grafico supracitado em relagdo ao eixo das abscissas, conforme a seguinte ilustracao:

0 1
: X
—1 : y=—X
Y
Agora, a area referente ao grafico da parébola supracitada é dada por
2 312
X
J xdx = =
1 30
2 1
33
8 1
3 3
7
== ua
3
Observacao
Caso existam exatamente n pontos entre a e b, digamos ¢1,Cz,...,Cn_1,Cn, onde f muda

de sinal, considere
b

b Cy C2 Cn
[o=] e [Treen [T re ] n
a a cq Cn_1 cn
onde a contribui¢ao de cada uma das n+ 1 parcelas do segundo membro alterna entre os
dois casos anteriores & medida que f muda de sinal.

Exemplo

21

27 U
J senxdx:J senxdx—i—J sen x dx
0 0 T

:J senxdx—J sen x dx
0 0
=0.

Nesse caso, temos um ponto entre a e b, conforme representado na seguinte ilustragao:
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1.3 Fundamentos de calculo de uma variavel

Como sugerido na quarta nota de rodapé (p. 10), apenas leitores com viés para o rigor matemdtico
devemtentar resolver os exercicios que seqguem. Aqui, algumas das notas de rodapé sdo sugestoes ou
dicas para resolver exercicios, enquanto que outras sao resolugoes quase completas.

PARTE 1

1. R > a é dito um ponto de acumulagio de S C R quando a seguinte condigao ¢é satisfeita:

‘Dado ¢ > 0 arbitrario, existe algum x € S tal que 0 < |x — a| < «. ‘

Mostre que:
(a) 0 é um ponto de acumulagao de S ={1/n|n € N}
(b) Z néo tem pontos de acumulagao.

2. Sejam: f uma fungdo; a um ponto de acumulagao de Dom(f); L € R.
lim f(x) =L
X—a
significa que, dado ¢ > 0 arbitrario, é possivel apresentar algum 6 = 6(¢) > 0 satisfazendo
a seguinte condicao:

[x € Dom(f), 0 < [x—al <& = |f(x) Ll <e|

Use essa defini¢ao de limites para demonstrar cada um dos cinco itens seguintes:

(a) Se )1(13{11 f(x) existe, entdo esse limite é tnico.*
(b) Se )l(i_r)rlllf(x) =Le )lgrcll g(x) = M, entéo:
i lim(f+g)(x) =L+ M,
ii. )[;rtll(f -g)(x)=L-M;
iii. ){;ril(f/g)(x) =L/ M se M #0;

Xx—a
iv. f(x) > 0 (respectivamente, f(x) < 0) para cada x € Dom(f) suficientemente
préximo de a = L > 0 (respectivamente, L < 0).%°

3. Seja p(x) um polindémio. Mostre que p é continua em a demonstrando os itens a seguir:
(a) Pela defini¢do de limites, lmc = ¢ para toda constante c.
(b) Pela defini¢ao de limites, lli}léX =a.
(c) Pelo item (b), pelo item ii da ultima questao e por indugéo finita, lgrgl X" = a" para

cada inteiro positivo n.

49 Assuma que L # M sdo ambos limites de f em a. Considere ¢ = |L — M|/2 na definicdo de limites. Use a
bem-conhecida desigualdade triangular para obter a contradicao 2e < 2e.

0Considere L< 0 e ¢ = —% (respectivamente, L >0 e ¢ = %) Obtenha dai uma contradigao.
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(d) Pelos itens (a) e (c) anteriores e pelo item ii da tltima questao, lim cx™ = ca™ para
X—a
cada constante c.
(e) Pelo item (d) anterior, pelo item i da questao anterior e por indugao finita, lgrép(x) =

pla)

51

4. Demonstre que lim f(x) e lim f(x) existem e sdo iguais se, e somente se, lim f(x) existe.
x—at x—a~ x—a
52

Nesse caso, tal limite iguala os limites laterais.

5. Considere ¢ > 0 arbitrario. Use a defini¢do de limites do exercicio 2 para verificar cada
um dos itens seguintes:®3

(a) lim3x—1=5.5

x—2

(b) lim 2 —4x = 6.5

x——1
(c) Sejax € (—%,5), x #0. Dat:

L 0 < cosx < 3% < 1,56

51Uma fungao f ¢ dita continua em a € Dom(f) quando, na definigdo de limite dada na questio 2, L = f(a).
52Para definir lim+ f(x) = L, basta considerar Dom(f) = (a,b) na defini¢ao de lim f(x) = L dada anterior-
xX—a xX—a

mente. Nesse caso, escreva 0 < |[x—al < 8 como 0 < x—a < §. Analogamente, para definir lim f(x) =L, basta
Xx—a
considerar Dom(f) = (c, a) na definigdo de lim f(x) = L dada anteriormente. Nesse caso, escreva 0 < [x—a| < &
X—a

como =0 <x—a<0.
53 Aléem das definices de limites ja apresentadas, considere agora as definices seguintes, para f definida no
intervalo I e € > 0 arbitrariamente dado:

(a) gl}rrl f(x) = L quando existe algum K = K(e) > 0 tal que:
X o0
x€l=(a,+00),x>K=|f(x)—LI<e¢

(b) lim f(x) =L quando existe algum K = K(¢) > 0 tal que

X——00
x€l=(—00,b),x < —K=|f(x) - LI <e.
54Tome & < ¢/3, justificando essa escolha (para 8).

%5Tome & < ¢/4, justificando essa escolha.
56RESOLUGAO

Utilizando o grafico anterior, temos:

senx

O<|scnx\<|x|<\tanx|:>0<\cosx\<’ ‘<]

X
sen X

=>0<cosx<b <1
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.. Y 2
ii. |se)1(1x7]| <L~57

2 9
ifi. lim s0x — 158
x—0 X
sy sen (1) — 0 59
(d) EL%“CH (1)=o.
(e) Se g(x) ¢é limitada, isto ¢, existe B € R tal que |g(x)| < B para todo x € Dom(g),
entao

limxg(x) = 0.9
x—0

(f) Se a >0, entdo lim v/x = /a.%

(g) lim x*+1=5.2

x——2
(0) lim 5 = 5.5
(1) liI(I)l+ Vx =05
() Se f(x) = %, entdo nao existe lirr(1) f(x) pois liI(I)£ flx)=—1e liI(I)l+ f(x) =1.
. l —
® iy 1 =0

6. Se f é uma fungdo definida no intervalo I e y = 1/x, demonstre os dois itens seguintes:

(a) Para I = (a,+o0),
lim f(x) =L & lim f(1/y) =L%
X—+00 y—0*
(b) Para I = (—o0,b),
lim f(x)=L& lirgl f(1/y) =L
y—0-

X——00

STRESOLUGAO
Utilizando o subitem (i) do item (c) dessa questao, temos que

71‘ <1 fcosx=23enz%

‘senx

N

<X
IR

58RESOLUGAO
Seja 0 < & < v/2e. Assim, segue do subitem (ii) do item (c) dessa questao que, se |x| < 8, entdo

52
2
< €.

‘ senx

59Tome & < ¢, justificando essa escolha.

60Note que, embora o item (d) dessa questdo tenha de ser resolvido pela definigio de limites, uma resolugio
mais simples pode ser obtida utilizando o resultado desse item (e).

61Tome § < min {a, sﬁ}, justificando essa escolha.

62Tome & < min{1,¢/5} ou & < min{2, ¢/6}, justificando essas escolhas para .

63Tome & < min{2,5¢/2}, justificando essa escolha.

64Tome & < €2, justificando essa escolha.

65Para =, se € > 0, escolha K = K(&) > 0 em relagdo ao limite de f quando x — +co. Use entdo & < 1/K.
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7. Utilizando a questao 6 e o item (c) da questao 5, mostre que

senx

lim =0.
X—+00 X

8. Assuma que f e g sdo continuas em a. Demonstre entao que:%

(a) f+ g ¢é continua em a;
(b) f-g é continua em a;

(c) f/g ¢é continua em a se g(a) # 0.
9. Utilizando a questao 8, mostre que

8x x+1
h(x) = Sx+vx+1
22 +x+9
é continua para todo x > 0.
10. Se g é continua em a e f é continua em g(a), demonstre que f o g é continua em a.

11. Utilizando a questdao 10, mostre que a fungao

o) = (Ve —TEr2+1)

é continua para todo x € R.
12. f é dita continua em [a,b], a < b, quando as duas condigdes que seguem sao satisfeitas:

e f é continua em (a,b);

. lim+ f(x) =f(a) e 133 f(x) = f(b).

(a) Mostre que f(x) = y/x é continua em [0, b].67
(b) Mostre que f(x) = xsen (1) néo é continua em [0, b].%
(¢c) Seja s a fungao definida em [0, b] por
1 .
s(x) = { X sen (x) se x # 0;

0 se x = 0.

i. Mostre que lim s(x) = s(0).9°
x—0*

ii. Mostre que s ¢ continua em [0, b].™

66Use o item (b) da questdo 2.

67Utilize: o item (f) da questdo 5 para verificar que f é continua em (0,b); o item (i) da questdo 5 para
verificar que liI(I)1+ f(x) = f(0); o item (f) da questdo 5 e questao 4 para verificar que 111]131 f(x) = f(b).

X— x—b—
68Verifique que, embora linél+ f(x) =0 (pelo item (d) da questao 5 e pela questao 4), f(0) néo esta definida.
x—

69Use o item (d) da questdo 5 e a defini¢do de s.

70Utilize: o item i anterior; o item (b) da questao 8, questao 10 e que senx ¢ continua para mostrar que s(x)
¢é continua para x # 0; a questdo 4 para mostrar que lir‘rjl s(x) = s(b).

X—
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13.

14.

15.

16.

Demonstre o teorema da conservagao de sinal (TCS), isto é, se f é continua em c e
f(c) # 0, demonstre que existe algum & > 0 tal que f(x) - f(c) > 0, isto &, f(x) e f(c) tém
mesmo sinal, para cada x € Dom(f) para o qual [x — ¢/ < 5.7

Seja S um conjunto nao vazio de ntimeros reais. S é dito limitado superiormente (res-
pectivamente, inferiormente) quando existe algum ntimero real B satisfazendo a seguinte
condigao:

‘ x < B (respectivamente, B < x) para cada x € S. ‘

Nesse caso, a existéncia do menor (respectivamente, maior) entre todos tais nimeros B,
denotado por sup S (respectivamente, inf S), é garantida. Por causa disso, dizemos que
R é completo.

(a) Considere o conjunto S do item (a) da questao 1. Mostre que supS =1 e inf S = 0.

(b) Preencha os detalhes da demonstragao do teorema do wvalor intermedidrio (TVI),
cujo enunciado ¢ o seguinte:
Se f:[a,b] = R € continua e f(a) # f(b), entao T assume no intervalo (a,b) todos
os valores entre f(a) e f(b).
DEMONSTRAGAO:
Caso f(a) < d < f(b), considere S = {x € [a,b]|f(x) < d}. Entdo, como R é
completo, obtenha f(c) = d com ¢ = supS. De fato, supondo que f(c) —d < O e
utilizando o TCS (da questao 13) na fung¢ao @ (x) = f(x) —d, obtemos a contradigao:
se X =c¢+ %, entdo x € S. Portanto f(c) > d. Agora, repetindo o argumento com
a suposigao f(c) —d > 0, obtemos f(c) < d. Para concluir, caso f(b) < d < f(a),
basta aplicar o caso anterior para g(x) = —f(x) e obter ¢ € (a, b) tal que g(c) = —d,
isto ¢, f(c) = d.

(c) Use o TVI para verificar que cada uma das equagdes seguintes tem uma raiz entre
os niimeros indicados:

i. cosx =xentre O e 1.
ii. 2x3 —5%x> —10x +5=0entre: —2e —1;0e 1;3 e 4.
iii. Inx =e ™ entre 1 e 2.

Demonstre que f é continua em a se, e somente se, lim(f(a +h) — f(a)) = 0.
h—0
Seja f uma fungao cujo dominio contém um intervalo aberto de centro a, isto é, seja a

um ponto interior ao Dom(f).
f é dita diferencidvel em a quando existe o limite do quociente de Newton dado a seguir:

f/(a) _ }1111% f(u+h})17f[u) )

Nesse caso, f'(a) é dito a derivada de f em a e

onsidere € = —5— para lm X) = CcJ. partlr essa 11p0tese miclal, conclua a emonstra(;ao com:
70 id \f[zcﬂ lim f f A ir d hipd inicial 1 d .
X—C
fix) > 1€ e f(c) >0,
fix) < L se f(e) <o.
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17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

[y =f(a)x+ (fla) = F'(a)a)]

¢ dita a equacdo da reta tangente ao grdfico de f em (a,f(a)).”™

Utilize a questao 15 para provar que f é continua em a se f é diferenciavel em a.
Use a definigdo de derivada dada na questdo 16 para mostrar que:

(a) f(x) =x2, x € R, ¢ diferenciavel e que f'(x) = 2x;

(b) f(x) = %3, x € R, ¢ diferenciavel e que f'(x) = 3x?;

(c) f(x) = vx =x12, x > 0, é diferenciavel e que f'(x) = -1/,

1
2k zX
Ainda, para cada um desses trés itens, obtenha a equagdo da reta tangente ao grafico de
fem (1,1).

Vale a reciproca da questao 16?7 Considere, por exemplo, f(x) =|x| e a = 0. f & continua
em a? f é diferenciavel em a?™

Sejam f e g diferenciaveis em a. Demonstre que:
(a) f+ g é diferencidvel em a e (f+ g)'(a) =f'(a) + g'(a )
+ f(a

(b) fg é diferenciavel em a e (fg)'(a) = f'(a)g(a) +

(c) f/g é diferenciavel em a e (f/g)'(a) = % se g( ) #£0.

Demonstre a regra da cadeia, isto é, se f € diferencidvel em a e g € diferencidvel em f(a),
entdo g of € diferencidvel em a e, nesse caso,

[(gof)'(a) =F'(a) - ¢'(f(a).|

Utilize as questoes 17, 19 e 20 para derivar a fungéo ¢ da questdo 11.

Seja f diferenciavel em a como na questdo 16.* Se a é um ponto de mdzimo (respectiva-
mente, minimo) local de f,” mostre que a é um ponto critico de f, isto &, f'(a) = 0.7

Vale a reciproca da questdo 22? Por exemplo, considere f(x) =x3 e a = 0.

PARTE 11

. Uma sequéncia N > n — x,, € R é denotada por (x,,) e o inteiro positivo n é o indice do

termo x,. Dizer que essa sequéncia é convergente para L € R significa dizer que, dado
€ > 0 arbitrario, existe um indice N = N(¢) tal que

‘n>Né\xn—L|<e‘.77

72Para uma melhor analise dessa reta e sua relagdo com o conceito de derivada, confira a secio 1.2.

7Use a defini¢do de continuidade dada na nota de rodapé do item (e) da questdo 3 e a definigio de derivada
dada na questao 16 para justificar suas respostas. Confira também o item (j) da questao 5.

" Portanto, em particular, a é um ponto interior ao dominio de f.

"Confira a se¢ao 1.2.

76Sem perda de generalidade, seja a um ponto (interior ao Dom(f)) de maximo local. Considere o quociente
de Newton em a tanto para h < 0 quanto para h > 0. Por fim, utilizando os limites laterais desse quociente, a
questao 4 e o subitem (iv) da questao 2, deduza que ’(a) é simultancamente < 0 ¢ > 0.

""Todos os termos da sequéncia de indices maiores que N pertencem a (L — ¢, L+ ¢).
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Neste caso, dizemos que L ¢ o limite de (x,,) e denotamos lim x, = L.
n—oo

Mostre que uma sequéncia constante converge para tal constante.

)

b) Verifique que lim 1 =0.7
)
)

n
Demonstre a unicidade do limite de uma sequéncia convergente.

Enuncie e demonstre as tradicionais propriedades da soma, produto e quociente de
limites para sequéncias convergentes.

(e) Sendo ¢ € R e k € N duas constantes, utilize os itens (a), (b) e (d) desta questao

para mostrar que lim —% = 0.
n—oo
(f) Demonstre o teorema do sanduiche para sequéncias (T'SS), isto é, se N é um inteiro
positivo, X, < yn < z, para cada indice n > N e lim x,, = lim z, = L, entao

. n—oo n—oo
lim y, = L.

n—oo

(g) Use o item (f) desta questdao para mostrar que

lim [x,|=0= lim x,, =0.
n—oo n—oo

(h) Dada a sequéncia (x,), se a fungao f(x) ¢ tal que f(n) = x, para todo indice n e
lim f(x) =L, demonstre que lim x, = L.
X—00 n—oo

(i) Considerando o item (h) desta questao e supondo ja ter demonstrado que lim * =0
X—00

para 0 <t < 1, calcule lim ™.
n—oo

(j) Dizer que (xn) é limitada significa dizer que existe B € R tal que

‘ [xn| < B para todo indice n|.

i. Mostre que toda sequéncia convergente é limitada.

ii. Sendo
x1=3,1, x=3,14, ..., x,=3,1415926...d,

e d,, o digito da n-ésima casa decimal de 7, verifique que tal sequéncia é limitada
e convergente.”

iii. Se x, = (—1)" para cada indice n, verifique, pela defini¢ao, que a sequéncia (x,)
é limitada mas nao é convergente.

2. Divida o intervalo [0, 1] em n partes de mesmo comprimento. Cada uma destas partes é
um subintervalo de comprimento 1/n. Tais subintervalos tém extremos
2 n—1n

Nl S

1
0, —
nn n n

Para a (parte da) parabola f(x) = x* com x € [0, 1], considere os retangulos cujas bases
sejam os M subintervalos e cujas alturas sejam as imagens por f dos extremos destes
subintervalos. Para uma representacao geométrica destes retangulos para n = 8, confira
a seguinte ilustragao:

"8Use o item (a) da questdo 1 da parte I.
"Para a convergéncia, mostre que T — X, < 10™™ para cada indice n. Depois use o T'SS combinado com o
item (i) desta questéo.
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Seja s, (respectivamente, S,) a soma das areas dos retangulos de alturas dadas pelos
1
extremos inferiores (respectivamente, superiores) dos subintervalos. Por fim, defina [ f
0
como o valor da area da regiao limitada pelo grafico de f, pelo eixo das abscissas e pelas
1

retas x = 0 e x = 1. Obviamente, s, < [ < S,.
0

(a) Calcule s, e S, paran =2,4,8,16,32.

(b) Mostre que lim s, = lim S, = 1.5
n—oo n—oo

1
(c) Como o item (b) desta questdo esté relacionado com o valor de [ 78!
0

3. Como na questdo 2,32 seja f uma funcio real ndo negativa e continua sobre [a, b]. Divida
esse intervalo em n subintervalos, ndo necessariamente de mesmo comprimento,

[Xi)XH—l]a i= 1a2)'~~ana

tais que X1 = @, Xny1 = b e, sendo A, o maior entre os comprimentos de todos os
subintervalos,

lim A, =0.

n—oo

Além disso, suponha ja ter demonstrado o teorema dos valores mdzimo e minimo (TMM),
isto é, se uma fungéo é continua num intervalo fechado e limitado, suponha j4 ter provado
que essa fung¢ao assume valores maximo e minimo (globais) nesse intervalo. Entao, sendo

80Mostre, por inducdo finita, que

nm+1)2n+1
12422432 4+...4n? :%, neN.
Depois, utilize tal identidade, juntamente com o item (e) da questao 1 da parte II, no calculo de lim S,. Por
n—oo
fim, utilize um raciocinio analogo para calcular lim s;.
n—oo

81Use o T'SS.
82Parte II.
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m; e My, respectivamente, os valores minimo e maximo de f em [x;, %], 1=1,2,...,n,
considere a soma inferior (respectivamente, superior)

n n
Sy = Z m; (xip1 — i) (respectivamente, S, := Z M (Xip1 —%1))
i=1

i=1

de Riemann de f em relagdo & particao {X1,X2,...,%Xn, Xn + 1} de [a,b]. Assim, como f

é continua, pode ser demonstrado que os limites lim s, e lim S, existem e sdo iguais.
n—oo

n—oo
Nesse caso, defina a drea da regido limitada pelo grafico de f, pelo eixo x e pelas retas

X =aex =Db como o limite comum supracitado. Por fim, denote a area supracitada por
b

J f e defina a fungdo I do seguinte modo:
a

[a,b] 2 x— I(x) = fo.

a

Demonstre os itens seguintes:

(a) I é diferenciavel e I’ = f, isto ¢, I é uma primitiva de ;%3
(b) Teorema fundamental do cdlculo (TFC) para fungées nao negativas
F & uma primitiva de f = fz f=Fb)—F(a):= F(x)|:j.84
4. Considere as mesmas hipéteses da questdo 3,8 com uma excecdo: f pode assumir valores
negativos em [a, b]. Escolha x; € [xi, xi11] parai=1,2,...,n. Entdo, como

my (X — %) < F(x3) (i — %) < Mg (X1 —x3)

83Considere a continuidade de f no intervalo [x,x +h] C [a, b] para h suficientemente pequeno mas positivo.
Assim, pelo TMM, existem X, Xm € [x,x+h] onde f (x,,) € 0 menor e f (xpm) ¢ o maior entre todos os valores
de f no intervalo [x,x + h]. Na ilustragao seguinte, xpm =X € X, = x + h.

y="1(x)

i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L

a

I
I
I
I
|
' X
X x+h b

Agora, compare as areas dos retdngulos aprozimantes e da regiao sob a curva y = f(x) de base [x,x + h] via

x+h
f(xm]hSJ f<f(xm)h.
X
Considerando que a area entre as desigualdades é dada por I(x + h) — I(x), calcule o limite do quociente de

Newton
I(x+h)—1I(x)

h
para h — 0.
84Use que F — I ¢ uma fungdo constante.
85Parte II.
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parai=1,2,...,n, segue que
n
$n < Zf(;‘i) (Xit1 —xi) < Sy (1.5)
i=1

Agora, considere que essas desigualdades sejam validas para n tdo grande quanto se queira.

Analogamente & questdo 3, como f é continua e lim A, = 0, podem ser demonstradas a
n—oo

existéncia e a igualdade dos limites das sequéncias que figuram em (1.5), bem como que
n
lim E (%) (i1 —xi)
n—oo 4 ;
=

¢ independente da escolha de xi, 1 = 1,2,...,n. Esse limite ¢ dito integral definida
b

de T em [a,b] e denotado por [f(x)dx, enquanto f é dita integrdvel.®® Por fim, defina
a

}f(x)dx = f}f(x)dx sea<b.
a b

Resolva os seguintes itens:

(a) Considerando a fungao

—x? sex <0,
f(x):{ x2 sex >0,

verifique que:
i. lim Sy, =0com Sy, = S, +S; tal que S, e S}/ sdo somas superiores de Riemann

n—oo
de f restrita aos intervalos [—1,0] e [0, 1], respectivamente;3”

1
ii. [f(x)dx=0.58
el

(b) Utilizando a defini¢ao de integral supracitada e propriedades de somatdrios adequa-
das, demonstre que:

i }f(x)dx = jf(x)dx+}f(x)dx se ¢ € [a,b];®

b b
Observe que, se f & ndo negativa, [ f(x)dx = [ f.
a

86

a
87Use o item (b) da questdo 2, parte II.
88Use o subitem (i) deste item (a).
89Tnicie considerando 2n subintervalos de [a, b], digamos

iy i1, i=1,2,...,2n,
Com X1 = @, Xn+1 = C €X2n41 = b, e escolhendo x; pertencente ao i-ésimo subintervalo anterior, 1 =1,2,...,2n.
Por fim, analise a expressao
2n n 2n
> F(x) (i —xi) = Y F(x) (i —xd)+ D F(x) (xipr —x1)
i=1 i=1 i=n+1

para n suficientemente grande, observando que, se j
n

Z] ) (X541 — %)

=

i —n, entdo o ultimo somatorio ¢ dado por
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b b
ii. [(constante - f(x))dx = constante - If dx;

a

b
i. f; e f; sdo continuas em [a, b] = f )+ f2(x)) dx = fﬂ Jdx + f fa(x

b
iv. [f(x)dx > 0 se f é ndo negativa em [a, b].

a
(c¢) Suponha ja ter demonstrado o TFC para fungdes nao necessariamente nao negativas,
isto ¢, se f: [a,b] — R ¢é continua, assuma ter provado que
b t=b
J f(t)dt =F(t)|_, = F(b) — F(a).
Utilize esse fato para demonstrar as técnicas de integragdo enunciadas nos dois sub-
itens seguintes.
i. INTEGRACAO POR SUBSTITUIGCAO
Se [c,d] 3 x ¥ u(x) € [a,b] é uma bijecio com derivada continua, ndo nula e
tal que u(c) = a e u(d) = b, entdo

d b
J f(u(x))%dx :J flu)du.®

Cc a

ii. INTEGRAGCAO POR PARTES
Utilizando a regra da derivada do produto,’’ demonstre que, se u e v sdo conti-
nuas em [a, b], entao

b b
du x=b J‘ dv
v(x)——dx = u(x)v(x — | u(x)=—dx.
|| v Grax =i 2 - [ uio g
Essa equagio é costumeiramente denotada por fz vdu = uv’f1 — fl; udv.

(d) Em bons livros de calculo de uma varidvel, encontre e resolva integrais que utilizem,
em suas resolugoes, as duas técnicas de integragdo enunciadas no item (c) dessa
questao.

9Tnicie considerando uma primitiva F de f e a integracao

d d
J flulx ))%d 7J F'(u(x))j‘:dx

- [ & o

onde foi utilizada a regra da cadeia (exercicio 20 da parte I) na ultima igualdade. Agora, use o TFC na tltima
integral e continue desse ponto.
91Ttem (b) do exercicio 19, parte I.
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Capitulo 2

Definicoes basicas

Suppose that you want to teach
the ‘cat’ concept to a very young
child. Do you explain that a cat
is a relatively small, primarily
carnivorous mammal with
retractible claws, a distinctive
sonic output etc. ? I'll bet not.
You probably show the kid a lot
of different cats, saying ‘kitty’
each time, until it gets the idea.
To put it more generally,
generalizations are best made by
abstraction from experience.

Ralph Philip Boas Jr.

Como todos devem recordar, se A e B sdo dois conjuntos ndo vazios, uma fun¢ao f (definida em
A a valores em B) associa a cada elemento a € A um tnico elemento f(a) € B; A é o dominio de f;
f(a) é a imagem de a (por f) e o subconjunto de B de todas tais imagens é a imagem de f.
Uma analogia tutil é considerar f como uma maquina ou um processador, como ilustrado a
seguir, a como uma entrada ou um nput de f, A como o conjunto das entradas admissiveis de f,
isto é, que podem ser processadas por f, f(a) como uma saida ou um output de f e, por fim,

a imagem de f como o conjunto de todas as saidas.

Asal

f(a) € B
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Aqui, estudaremos fungoes f cujos dominios s@o subconjuntos do R™ e cujas imagens sao sub-
conjuntos do R™, isto é,

A =Dom(f) CR" e Im(f) C R™=B.
No ja estudado cdlculo de fungoes y = f(x) reais de uma varidvel real, temos n =m = 1:
Para todo x € Dom(f) C R, existe y € R tal que y = f(x).
Estudaremos, principalmente, os seguintes casos:
I. n=2c¢m=1: Para todo (x,y) € Dom(f) C R?, existe z € R tal que z = f(x,y);

II. n =3¢ m=1: Para todo (x,y,z) € Dom(f) C R3, existe w € R tal que w = f(x,y,z);

III. n=1em=2: Para todo t € Dom(f) C R, existe (x,y) € R? tal que (x,y) = f(t);

IV. n=1em=3: Para todo t € Dom(f) C R, existe (x,y,z) € R? tal que (x,y,z) = f(t).

No caso I, temos fungées reais de duas varidveis reais.

Exemplos

1. Considere a fungao f que a cada vetor (x,y) associa o seu comprimento f(x,y) = v/x? + y2.
Portanto, por exemplo,

£(3,4) =3 +42 =5uc. e f (ﬂ, 1/2) —\VZ +(1/22=3/2 ue.

2. Considere a funcao f(x,y) = xy que calcula a area de um retangulo cuja base mede
X u.c. e cuja altura mede y u.c. Assim, por exemplo, f(2,2) = 4 u.a. é a area de um
quadrado cujo lado mede duas u.c.

No caso 11, temos fungdes reais de trés varidveis reais.

Exemplo

Considere a fungéo f que a cada ponto do espaco associa a sua distancia ao plano OXY. Assim,
por exemplo,

f(7,4,—2) =2 u.c. e f(1,2,3) =3 u.c.

Nos casos III e IV, temos as fungdes (a valores) vetoriais (de wma varidvel real) ou curvas
parametrizadas e, em geral, seus dominios sdo intervalos da reta real. Além disso, é conveniente
ressaltar que, as “coordenadas” de f(t) também dependem da variavel independente t, ou seja,
x =x(t), y =y(t) e z=z(t).
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Exemplo

Considere a funcao vetorial f que, a cada instante de tempo t € [0,27), associa a posi¢ao
f(t) = (cost,sent) de uma particula numa circunferéncia de centro na origem e raio unitério.
Claramente, x(t) = cost e y(t) =sent.

Em geral, denotaremos as fungoes vetoriais por letras gregas. Por exemplo, no lugar de f,
usaremos y. Além disso, por abuso de notacdo, funcdes vetoriais com imagens em R? e com
uma das componentes nula podem ser consideradas como fungoes vetoriais com imagens em
R?. Por exemplo, no lugar de y(t) = (x(t),y(t),0), podemos usar apenas y(t) = (x(t),y(t)).

Como todos devem lembrar dos estudos iniciais das fungoes reais de uma variavel real, y = f(x),
o domfnio e a imagem de f quase sempre sdo intervalos ou reunido de intervalos da reta real.!
Cada um desses intervalos pode ser de um dos seguintes tipos: aberto, fechado, aberto & direita
e fechado a esquerda, fechado a direita e aberto a esquerda, limitado ou ilimitado.
Generalizaremos o conceito de intervalo da reta real para subconjuntos do R™ que represen-
tam, com certa frequéncia, dominios e imagens de fungoes de vérias variaveis. Além disso,
analisaremos “graficos” de fungdes de duas varidveis e “tragos” de fungdes vetoriais. Contudo,
primeiramente, determinaremos os dominios e as imagens de algumas fungoes z = f(x,y) e
w = f(x, Y, z).

1. z = x* +y? pode ser obtido para todo (x,y) € R%. Logo, Dom(f) = R2. Por outro lado,
a soma de dois quadrados no minimo é 0 e pode se tornar tdo grande quanto se queira
(ao variarmos os pontos do dominio). Portanto, Im(f) = [0, +oc0).

2. Para z = —2%__ note que:

V122’

(a) O dominio é dado por

Dom(f) = {(x,y) e R*|1 —x* —y* > 0}
={(xy) eR |} +y? <1},

isto é, o dominio é o conjunto dos pontos do plano que pertencem ao circulo de centro
(0,0) e raio unitério, exceto os pontos pertencentes a sua circunferéncia x? +y? = 1.

(b) Considerando pontos do dominio arbitrariamente proximos da circunferéncia unitaria
x> 4+y? = 1, temos o numerador x + 1y limitado, podendo ser negativo ou positivo, e
o denominador /1 — (x? + y2) proximo de 0 pela direita, ou seja,

1
z=(x+Y) ———— — +00.2
(x+y) e oo

Portanto,
Im(f) = (—o0, +00).

L0 dominio e a imagem de y = v/x ¢ o intervalo [0, +00). O dominio de y = e* ¢ o intervalo (—oco, +00) e a
imagem ¢ o intervalo (0,+00), enquanto o contrario ocorre para a fungdo y = Inx. O dominio de y =tanx ¢ a
unido de intervalos

< U (-5m/2,—3m/2) U (—3m/2,—m/2) U (—mt/2,t/2) U (7t/2,37t/2) U (371/2,57/2) U - - -,

enquanto que a sua imagem ¢é o intervalo (—oo, +00)!
2Tsso significa que, em moédulo, z pode assumir valores tao grandes quanto se queira, como na pagina 19.
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3. Paraz=1In (9 —x*— 9y2), note que:
(a) O dominio é dado por

Dom(f

y) €R?|9—x"— 9y’ >0}
y) e R? X +9y <9}

{(x,
{(x,
{ xy) eR?| X +y <1}

,{( y) € R? —+y—2<1}
b 32012

isto é, o dominio é o conjunto dos pontos do plano que pertencem a elipse de centro
(0,0), eixo maior sobre o eixo dos x (com vértices em (£3,0)) e eixo menor sobre o
eixo dos y (com vértices em (0,+1)), exceto os pontos pertencentes & sua fronteira
2y ; 2 2) —

3 + 3 =1, ou seja, 9—(X + 9% ) =0.

(b) Considerando pontos do dominio arbitrariamente proximos da fronteira da elipse
9— (xz + 91_42) =0, temos 9— (xz + 9y2) proximo de 0 pela direita, isto é, z — —oo.
Por outro lado, 9 — (XZ + 9yz) atinge o seu maior valor quando x? + 9y? assume o
seu menor valor, isto é, quando x =y = 0. Assim,

Im(f) = (—o0,In9].

4. Para w = cos (\/1 —x2—y?— zz>, note que:

(a) O dominio é dado por

Dom(f) = {(x,y,z) eR3 } 1— (xz +vy? +ZZ> > 0}
={(xy,2) eR?*|x* +y*+2* < 1},
ou seja, o dominio é o conjunto dos pontos do espago que pertencem a esfera de

centro (0,0,0) e raio unitario: cada um desses pontos estd a uma distancia até a
origem nao maior do que T u.c.

(b) Note que, para cada ponto (x,y,z) € Dom(f), como
0<xX+y’+2 <= 1< (¥+y*+2%) <
S0<T- (P +y’+2) <
& cosl < cos( 1—(x2+y? +Z2)> < cos0

= cosl <w<1,

0
1

temos que
Im(f) = [cos 1,1].
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2.1 Bola aberta de centro Py € R™ e raio r > 0

e Paran =1, ¢ o intervalo aberto JPy — 1, Py + 7[, conforme a seguinte ilustragao:

P()*T' Po P0+T‘
G L 9

e Paran =2, ¢ o conjunto dos pontos de um circulo de centro Py e raio 1, exceto aqueles
pertencentes a sua circunferéncia, isto é, aqueles cuja disténcia até Py seja exatamente
igual a r u.c., conforme a seguinte ilustragao:

e Para n = 3, é o conjunto de todos os pontos de uma esfera de centro Py e raio 7, exceto
aqueles cuja distancia até Py seja exatamente igual a 1 u.c.

Em geral, a bola aberta de centro em Py e raio r é o conjunto
{PeR|IP—Poll <7},

onde ||P — Pyl| representa a distancia euclidiana entre P e Py.

Exemplos
- Paran=1, Py =% e P=x, a bola aberta é dada por

{x eR|lx—xol <T};
- Paran =2, Py = (x0,Yo) € P = (x,y), a bola aberta é dada por

{XERZ‘ \/(x—xo)2+(y—yo)2<r}.

Observagao

{P e R ’ [|P—Pol| < 1‘} ¢ a bola fechada de centro Py e raio 7.

2.2 Conjunto aberto - Ponto interior

Cada ponto Py de um subconjunto aberto A de R™ & interior (ao conjunto A), isto &, existe
alguma bola aberta de centro Py inteiramente contida em A.
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Exemplos

- Paran =1, Py = 1 ¢ interior ao intervalo aberto A = ]%,%[ pois, por exemplo,
]1 — %,1 + %[ C A. Contudo, 1/2 e 3/2 nao sdo interiores a A. Na verdade, como
qualquer ponto Py € A é centro de algum intervalo aberto contido em A, A é aberto.

1

N
os pontos dos quadrantes impares, exceto aqueles pertencentes aos eixos coordenados,

conforme a seguinte ilustragdo, a esquerda:

- Paran = 2, considere A’ = Dom(f) com f(x,y) = Portanto, A’ é o conjunto de todos

A’ ¢é aberto pois qualquer um de seus pontos é interior (a A’). Nenhum ponto dos eixos
coordenados ¢é interior a A’. De fato, se A” = Dom(g) com g(x,y) = /Xy, isto é, A" ¢ a
unido de A’ com o conjunto dos pontos pertencentes aos eixos coordenados, entao A” nao
é aberto, pois, por exemplo, nenhuma bola centrada na origem esta inteiramente contida
em A", conforme a ilustragao anterior, a direita.

- Para n = 3, todos os pontos de um cubo sao interiores a ele, exceto aqueles pertencentes
as suas faces. Um cubo sem faces é aberto.

2.3 Ponto de fronteira

Py € R™ esta na fronteira de um subconjunto A de R™ quando toda bola aberta de centro em
Py intercepta A e R™ — A, isto é, o complementar de A em R™.

Exemplos

- Paran=1, {%,%} ¢ a fronteira de A :]%,%[

- Para n = 2, os conjuntos A’ e A” supracitados tém a mesma fronteira,® que é composta
pelos pontos dos eixos coordenados.

- Para n = 3, as faces de um cubo formam a sua fronteira.

2.4 Conjunto compacto

Um subconjunto C de R™ é compacto quando contém a sua fronteira e esta contido em alguma
bola fechada. Se apenas contém a fronteira, C é dito fechado. Se apenas esta contido em alguma
bola fechada, C ¢é dito limitado.

3De fato, A” é a unidio de A’ com a fronteira de A’.
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Exemplos

Nos exemplos anteriores, os conjuntos A, A’ e A” nao sdo compactos. Contudo, note que

13 13
_ 2l =Aud=2
LHRLEIES)
é compacto, pois, além de conter a sua fronteira, esta contido em, por exemplo, [1 - %,1 + H

Agora, embora A” seja fechado, ndo é um conjunto compacto, pois nenhuma bola fechada
pode conter A”. Por fim, note que um cubo, incluindo as suas faces, ¢ compacto.

2.5 Graficos de funcoes f reais de n variaveis reais

e Paran =1, é o conjunto

G(f) = {(X, f(x)) € R? ‘ X € Dom(f)} ;
e Paran =2, é o conjunto
G(f) = {(%y,f(x,y)) € B | (x,y) € Dom(f)};
e Para n =3, é o conjunto
G(f) = {(xv,2,f(x,u,2)) € R*| (x,y,2) € Dom(f)} .

f, no primeiro caso, tem dominio contido em R e grafico contido em R? no segundo, dominio
contido em R? e gréafico contido em R3; no tltimo, dominio contido em R3 e grafico contido em R%.
Na ilustragdo seguinte, exemplos de graficos (ou partes deles) dos dois primeiros casos sao

representados(as). Note que ndo ha possibilidade de se ilustrar tridimensionalmente o
altimo caso!

o (x,y,f.(x,y))

Exemplos

Podemos usar algumas figuras geométricas conhecidas, em alguns poucos exemplos,? para a
visualizacdo dos graficos das fungoes.

4Tais como: planos (veja figura 2.1), esferas (veja figuras 2.2 e 4.18, paginas 56 e 166, respectivamente), pa-
raboloides (veja figuras 2.3 e 4.14, paginas 59 e 162, respectivamente), cones (veja figuras 4.13 e 4.18, paginas 161
¢ 166, respectivamente) etc.
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1. Paraz = f(x,y) = —x—y+1, existe z para todo (x,y) € R?, isto ¢, Dom(f) = R%. Agora,
de z=—x—y+1, temos x+y+2z—1 =0, que é a equagao do plano ax+by+cz+d =0
paraa=b=c=1e d=—1, conforme a figura 2.1. Por fim, temos

G(f) ={(x,y,—x—y+1) €R3|(x,y) e R?}.

Figura 2.1: Gréafico da fungdo z = f(x,y) = —x —y + 1 para x e y variando entre —1 e 1

2. Para z = f(x,y) = /1 —x%—y?, existe z (nfio negativo) para (x,y) € R? tal que
1 —x2—y? > 0, isto é, x> +y?> < 1. Logo, Dom(f) é a bola fechada em R? com
centro na origem e raio 1. Agora, da equacgio da esfera unitaria x* +y2 + 2> = 1, temos
z = ++/1 —xZ — z2. Portanto, desconsiderando o sinal negativo, temos que

G(f) = {(x,y,\ﬂ —x2—y) eR}[x*+y’ < 1}

¢ a semiesfera unitaria superior, conforme a figura 2.2, onde parte desse grafico esta
ilustrada.

Figura 2.2: Grafico da funcio z = f(x,y) = v/1 —x? —yZ para x e y variando entre —0,7 e 0,7
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Agora, se¢des transversais de um grafico G(f) dado acarretam curvas espaciais que, quando
projetadas no plano OXY, sdo ditas curvas de nivel da fungdo z = f(x,y). Essas curvas,
juntamente com intersegoes de G(f) com planos verticais (paralelos ao eixo OZ), resultam num
modo qualitativo de se obter G(f), como veremos a seguir.

2.5.1 Conjunto de nivel
Curva de nivel ¢, ¢ € R fixo, no plano OXY

E a projegao no plano z = 0 (plano OXY) da intersecao do grafico de z = f(x,y) com o plano
horizontal z = ¢ (plano paralelo ao plano OXY de altura c), isto é, ¢ o conjunto

{(x,y) e R?*| f(x,y) =c}.

Superficie de nivel c, ¢ € R fixo, em R3
E o conjunto

{(X)Uaz) eR’ | f(X»U»Z) = C}'

Para f(x,y,z) = x* +y* + 2%, por exemplo, as superficies de nivel sdo esferas com centro na
origem cujos raios pertencem ao conjunto [0,00). De fato, uma tal esfera é a representagao
geométrica do conjunto

{(x,y,ZJ ER | +y’+2 = (ﬁ)z}

com ¢ € [0,00) fixo. Note que, a superficie de nivel 0 é representada pela origem do sistema
OXYZ.

Exemplo do uso de curvas de nivel e de intersegoes de graficos com planos verticais
para visualizagao do grafico de uma funcao

Seja z = f(x,y) = x* +y>. Da geometria analitica ou da algebra linear (identificacio de
quddricas), sabemos que x> +y% —z = 0 é um paraboloide de revolucio com vértice na origem
e eixo das cotas como eixo de revolugao, conforme a figura 2.3 da péagina 59.

Outro modo de visualizar o grafico é observando, em primeiro lugar, que as curvas de nivel sdo
circunferéncias em R? com centro na origem e raio /c, ou seja, cada uma dessas curvas pode
ser representada pelo conjunto

{row em ey =e= (v}

com ¢ € [0, 00) fixo, conforme a seguinte ilustragao:
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Note que:

e Para constante ¢ negativa, nio existe curva de nivel x* + y2 = c, isto é, nenhuma parte do
gréfico estéa abaixo do plano z = 0;

e Para c =0, a curva de nivel x*> +y? = 0 representa o ponto (x,y) = (0,0);

A medida que c cresce, cresce a altura do plano horizontal z = ¢, bem como o didmetro da
circunferéncia x? +y? = ¢ que representa a projecio da intersecio do grafico de z = x2 +y?
com o plano z =c;

e As curvas de nivel indicam que o grafico pode ser o paraboloide ou o cone de vértice na
origem e eixo OZ como eixo de revolugao.

Assim, para descartar a possibilidade de o grafico ser o cone, vamos interceptar z = x> +y? com
o plano x = 0 (ou com o y = 0), isto ¢, o plano OYZ (ou o OXZ). Se x = 0, entdo z = y?
é uma parabola em OYZ com vértice na origem e concavidade para cima (e, analogamente,
sendoy = 0, z = x? ¢ uma parabola em OXZ com vértice na origem e concavidade para cima),
conforme ilustrada a seguir.

2

z z=y? (ouz=%%)

o Y (ou X)

Em geral, a interse¢ao do grafico e qualquer outro plano que contenha o eixo OZ é uma para-
bola em tal plano com vértice na origem e concavidade para cima. Assim, o gréafico s6 pode ser
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Figura 2.3: Grafico da fungio z = f(x,y) = x* +y? com x e y variando entre —2 ¢ 2

o paraboloide da figura 2.3.

Para outros exemplos e alguns exercicios sobre o uso de curvas de nivel e de intersegoes de planos
verticais com gréficos de funcdes, para uma visualizacdo desses graficos, confira Avila (2006) e
Marsden e Tromba (2004). Além disso, ¢ fortemente recomendével o uso de softwares livres para
a plotagem de graficos de fungoes tais como: Winplot, Kmplot, GeoGebra, Gnuplot etc. Como diz
o ditado, “uma imagem vale mais do que mil palavras!”. De qualquer modo, em geral, tal
visualizagdo sé sera possivel por meio de algum programa gréfico.
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2.6 Trago (ou trajetoria) da curva parametrizada y(t)
E a imagem da funcéo v, isto ¢, é o conjunto
Im(y) = {y(t) |t € Dom(y)}.

Vale ressaltar que, de maneira andloga ao que foi dito para graficos de funcoes, apenas al-
guns tragos de figuras geométricas simples como retas (veja figura 2.4), circunferéncias (veja

figura 2.5), hélices (veja figura 2.6) etc., podem ser esbogados sem a necessidade de usar algum
pacote grafico.

Exemplos

O trago é uma reta que passa pelo ponto Py, = (1,0,4) na diregao do vetor v = (2,3,5)

O conjunto

Im(y) = {Po + tV| t € R}
={(1+2t,3t,4+5t) |t € R}

pode ser representado geometricamente por tal reta (veja figura 2.4).

Figura 2.4: Traco de y(t) = (1 + 2t, 3t,4 + 5t)

reta por (1,0,4) com vetor diretor (2,3,5)

20

O traco é uma circunferéncia de centro na origem e raio unitario no plano OXY
O conjunto

Im(y) = {(cost, sent, 0) ! te [O,Zﬂ)}

pode ser representado geometricamente por tal circunferéncia (veja figura 2.5). De fato, pela
rela¢do fundamental da trigonometria, temos x(t)? + y(t)? = cos*t + sen’t = 1 para todo
t € [0,27). Por outro lado, para todo (x,y) € R? tal que x2 +y* = 1, existe t € [0, 27) tal que
x =costey =sent.
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Figura 2.5: Trago de y(t) = (cost,sent,0)

circunf. em OXY ——

2(t)

A trajetoria é uma helix (ou hélice)

O trago Im(y) = {(cos t,sent,t) }t e [0, oo)} é um subconjunto do cilindro representado pelo
conjunto {(x,y,z) € R*[x* + y? =1} (veja figura 2.6).°

Figura 2.6: Trago de y(t) = (cost,sent,t)

helix

2.6.1 Dinamica de uma particula percorrendo o traco

Y(to) & o vetor posi¢iao de uma particula que percorre o trago da curva 7y no instante de tempo
t =t u.t. No exemplo da reta que passa por Py na direcao de v, y(0) = Py é o vetor posicao
da particula no instante t = 0 u.t.

No proximo capitulo, estudaremos os vetores velocidade e aceleragdo em t =ty u.t.

5Verifique!
6Confira figura 2.4 da pagina 60.
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Capitulo 3

Resultados do calculo diferencial

I will not define time, space,
place and motion, as being well
known to all.

Isaac Newton

3.1 Curvas parametrizadas

3.1.1 Limite da fungao vetorial y(t) = (x(t),y(t),z(t)) em t =t

E dado por

lim (1) = (nm (0, im y (1), Jim y(t)) ,

t—to t—to

caso existam tais limites.

Exemplo

Para y(t) = (t,t%,t%),

limvy(t) = <hmt, limtz,linzlt3> =(2,4,8).

t—2 t—2 Tt—2 t—

3.1.2 Continuidade de y(t) em t =t

Ocorre quando

lim y(t) = v(to) |

t—to

isto é, quando tlir{l x(t) = x(to), tlir{l y(t) =y(to) e tlir? z(t) = z(ty), ou seja, quando x(t), y(t)
—to —to —to

e z(t) sdo continuas em t = to.
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Exemplos

- A funcao y(t) do exemplo anterior é continua em t = 2.1
- Fungoes vetoriais como as dos exemplos da se¢do 2.6, isto é, fungGes cujos tragos sejam

retas, circunferéncias ou hélices, sdo continuas.

3.1.3 Derivada da fungao vetorial y(t) = (x(t),y(t),z(t)) em t = t,

Em existindo, ¢ dada por

(ty) = 1i Y(to+h)—v(to) A
v'(to) = lim

Pela subsecao 3.1.1, esse limite é igual a

(lim x(to +h) —x(to) Jim y(to +h) —y(to) Jim

h—0 h h—0 h h—0

i

z(to +h) — Z(to))
h

isto €, v'(to) = (x" (to) ,y' (to) , 2’ (to)).
v’ (ty) também ¢ chamada de vetor velocidade da curva -y no instante t = to u.t.

Vetor velocidade e reta tangente ao trago (a trajetoria) de y(t) = (t, tz) emt=1

Para obter o traco, considere x =t e y = t* = x?. Portanto, o traco é o grifico da parabola y = x?.

Agora, qual é a dinAmica de uma particula sobre tal trajetoria?
A medida que t cresce de —oo até 0, x = t também cresce nesse intervalo, enquanto que y = t
decresce de +o0 até 0. Quando t cresce de 0 até +0o, x =t e y = t2 também crescem em [0, +00).
Portanto, a particula “desce” pela parte da pardbola do segundo quadrante, até atingir
o seu vértice, e depois “sobe” pela parte da parabola do primeiro quadrante. Essa andlise deve
ser confirmada pelo vetor velocidade. De fato, como y’(t) = (1,2t) para todo t € R, seu
modulo 1+ 4?2 diminui de arbitrariamente grande para 1 (quando t varia de —oo até 0) e
aumenta de 1 até ficar tao grande quanto se queira (quando t varia de 0 até +00).2
Cabe, agora, exemplificar o que ocorre no instante t = 1 u.t. Py =vy(1) = (1,1) é a posigao de
uma particula em t =1 u.t. Vv =v'(1) = (1,2) ¢ o vetor velocidade em t = 1 u.t. Assim, para
obter a reta tangente a trajetoria em t = 1, considere a reta que passa por Py na diregao de v,
isto é,

r(t) =Po+tv=(1+t,14+2t) VteR (3.1)

Para confirmar que, de fato, (3.1) é a reta tangente a trajetoria em t = 1, vamos obter a reta
y = ax + b tangente ao grafico de f(x) = x* no ponto de coordenadas x =t=Tey=t> =1,
isto é, em Py, utilizando o calculo de uma variavel. Por um lado, sabemos que a = /(1) =2-1.
Assim, y = 2x + b ¢ a reta tangente ao grafico de f em Py = (1,1). Por outro lado, como Py
pertence a essa reta tangente, isto é, suas coordenadas satisfazem a equacao y = 2x + b, temos
queb=1—-2-1=—1, isto é,

y=2x—1 vxeR

¢ a equacdo da reta tangente ao gréafico de f(x) = x? em Py, conforme a seguinte ilustracao:

INa verdade, essa funcio é continua em todos os pontos do seu dominio.
2Note que o vetor velocidade tem direciio e sentido compativeis com a dindmica descrita anteriormente.
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t=0

Para mostrar que as equagoes y = 2x — 1 e (3.1) representam a mesma reta, basta eliminar a
variavel t da segunda equagdo, obtendo, assim, a primeira. De fato, sendo x = 1+tey = 1+2t,
temos x — 1 :t:%], isto é, y =2x—1.

3.1.4 Vetor aceleragao de y(t) em t =ty u.t.

Em existindo, ¢ dado por

V" (to) = (¥ (1) ,y" (to) , 2" (t0)) |

Exemplo

Para y(t) = (t, tz), v"(t) = (0,2) é constante para todo t € R.

Exercicios

1. Para a curva y(t) = (cost,sent), dada na se¢do 2.6, verifique que, em cada instante de
tempo t, o vetor velocidade é tangente ao movimento da particula, isto é, perpendicular
ao vetor posicao, e o vetor aceleracao é simétrico ao vetor posicao. Considerando a massa
da particula unitéaria, como podemos descrever a forga centripeta atuando na particula?

2. Considerando que uma particula de massa unitaria percorre a trajetéria descrita pela
curva y(t) = (cost,sent,t) (helix), dada na segdo 2.6, como podemos descrever a forga
centripeta atuando na particula?

3. Para fungdes vetoriais v1(t) = (x1(t),y1(t),z1(t)) e va(t) = (x2(t),y2(t),22(t)), e para a
funcao real f(t), todas derivaveis em t = to, temos que, em t = to:
(a) (vi+v2) =vi+v5

(b)

(

(fy)’ = f'y + fy’, onde fy representa a multiplicagdo de um escalar por um vetor.
(Em particular, vale que (constante - y)’ = constante - y');
(
(

(¢) (v1-v2) =¥} v2+v1-7v}, onde - representa o produto escalar de dois vetores;

(d) (vi xv2) =7 xvy2+7v1 X7V}, onde x representa o produto vetorial de dois vetores.
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4. Determine os pontos em que a curva y(t) = (2 — 1,1+ 1,3t), t € R, intercepta o plano
3x—2y—z+7=023

5. A curva

5

representa o movimento de um corpo. Em t = 1 u.t., o corpo se desprende da curva
e continua seu movimento, sem que haja forcas adicionais atuando sobre ele,® conforme
ilustrado na figura 3.4, pagina 92. Determine o ponto e o instante em que o corpo atinge
oplano x+y+z=107°

-1
Rot—y(t) = (t,tz,—) eR3

6. Suponha que uma particula siga pela trajetoriay(t) = (e', e, cost) até sair pela tangente

no instante t = 1 u.t. Onde estara a particula no instante t = 3 u.t.7%

7. Seja y(t) uma curva parametrizada com coordenadas diferenciaveis tal que [[y(t)|| = ¢
constante para todo t pertencente a algum intervalo aberto I. Prove (usando a regra da
derivada do produto escalar) que y(t) L y/(t) para todo t € 1.7

8. Seja y(t) uma curva parametrizada com coordenadas diferenciaveis, definida num inter-
valo aberto, cujo trago estd sobre uma esfera de centro na origem e raio r. Prove que
v(t) L y'(t) para todo t pertencente a tal intervalo.®

Conforme antecipado na segao 1.1, sugiro que o leitor também tente resolver exercicios sobre

curvas parametrizadas em outros livros de calculo. Recomendo, por exemplo, Avila (2006) e
Marsden e Tromba (2004).

Observagao

Analogamente ao caso de duas/trés variaveis, se y tem n variaveis dependentes, digamos
Y(t) = (xa(t),. .., xa(t),

sua derivada em relagdo a t é dada por
Y(t) = (xi(t), ..., xu (1),

cuja derivada em relagao a t é obviamente dada por

Y1) = (%] (t), ..., %7 (1)

3Resolugio na secio 3.5.

4 Movimento retilineo uniforme.
5Resolucio na segao 3.5.

6 Idem.

"Idem.

8 Idem.
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3.2 Continuidade e diferenciabilidade

3.2.1 Interpretacao geométrica da continuidade para funcgdes reais de
uma (duas) variavel (variaveis) real (reais)’

y = f(x) é continua quando seu grafico nao apresenta interrupgoes (“saltos” e/ou “buracos”)
enquanto X varia numa parte sem interrupg¢oes de seu dominio. Analogamente, z = f(x,y)
é continua quando seu grafico ndo apresenta interrupgoes (“saltos” e/ou “buracos”’) enquanto
(x,y) varia numa parte sem interrupgdes de Dom(f).

Exemplo
Como o gréifico da fungao f(x,y) = —x —y + 1, dada na secio 2.5, é um plano,’ z = f(x,y) ¢
continua.

Em geral, é continua qualquer fungao cujo gréafico seja o plano ax + by + cz = d.'! Em
particular, sao continuas:
Funcao constante

z = cte(x,y) = constante (c =1, a =b =0 e d = constante);

Projegao na primeira coordenada

z=pilx,y)=x(a=1,b=0,c=—Ted=0);

Projegao na segunda coordenada

z=pax,y) =y (a=0,b=1,c=—-1ed=0).

3.2.2 Propriedades das fungoes continuas

Somas, diferengas, produtos e, quando possiveis, quocientes e composi¢oes de fungoes reais con-
tinuas de uma variavel real também sao continuas. O mesmo vale para fungdes reais continuas
de duas varidveis reais.

Exemplos

Utilizando as fungdes cte, p; e p; supracitadas, sdo continuas as funcoes:
- z="f(x,y) = Z]f:] constante;x™y™ onde my e n; sdo inteiros nao negativos;
- z=3xy? + (log 2)x*y> + x* +y + cos ;12

.z = e\/§Xy2+[log2)x3y3+xz+y+cos277('13

9Formalmente, o estudo de continuidade precisa do conceito de limites.

10Ver afigura 2.1, pagina 56.

UPara a fungio z=—x—y+1,temos a=b=c=d=1.

12Aqui, constante; = \/37 constante; = log2, constantes = constantes = 1, constantes = cos
mp :37 m3 :2, my = mMs :O, n :2, n, :3, n3 =mns :00ﬂ4:1.

13Confira a subse¢ao 3.5.2.

2n

—, my =1,
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Resultados analogos séo vélidos para fungdes reais de trés varidveis reais que sejam continuas.

Exemplo
342541557 .
A fun¢ao w = f(x,y,z) = \/% ¢é continua.

3.2.3 Derivagao parcial para funcoes de duas/trés variaveis reais'*

Para calcular a derivada parcial de uma fungdo em relagdo a uma de suas variaveis indepen-
dentes, digamos y, consideram-se todas as suas outras variaveis independentes, digamos x e z,
como constantes e, em sendo possivel, deriva-se a fungdo apenas em relagao a y. Por exemplo,
se w = f(x,y,z), a derivada parcial de f em relagio ay é denotada por fy e pode ser obtida
derivando-se f (como no célculo de fungoes reais de uma variavel real) apenas em relagio a
variavel y, sendo x e z constantes em tal derivagao.

Além de fy, podemos utilizar também, por exemplo, as notagoes % ou %—‘;V
Agora, seja f simétrica, isto é, a permutagdo de duas ou trés de suas variaveis independentes
nao modifica a fungdo. Suponha, por exemplo, que tal simetria tenha lugar nas variaveis x e
y, como nos exercicios 1(a), 1(b) e 1(d), 2(a) e 2(b) e 3(c), dados a seguir. Assim, f, é obtida
simplesmente permutando-se as varidveis x e y da fy. Em outras palavras, ¢ calculo s6 precisa
ser feito para fy; fy segue via permutagao simples.

Exercicios

1. Obtenha f, e f, para:

(a) f(x,y) =xy;

(b) fx,y) =e%;

(¢) f(x,y) =xcosxcosy;

(d) fx,y) = ( +y*) In(x* +y?).

2. Calcule as derivadas parciais 0z/9x e 9z/0y das fungoes dadas nos pontos indicados.

(a) Z=1 az_xz_y27 (O)O) (a/z) a/z)v
(b) z=1In+/T+xy, (1,2), (0,0);
(¢) z=e*cos(bx +y), (2rt/b,0).

3. Em cada um dos casos seguintes, obtenha as derivadas parciais 0w/0x e 0w/0y.

(a) w=xex’ v’

(b) w = S,

(¢) W= e¥In(x +yP);
(d) w=x/y;

(e) w = cos(ye™)senx.

1 necessario o conceito de limites para uma definicao formal dessas derivadas.
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Observacao

Analogamente ao caso de duas/trés variaveis, se f tem n variaveis independentes, digamos
f(X],...,Xn),

a derivada parcial de f em relagao a i-ésima variavel, isto é,

of
aXi7

é obtida considerando-se x; como variavel e todas as outras varidveis independentes como cons-
tantes.

3.2.4 (Vetor) gradiente de f no ponto Py, isto &, Vf(Py)
Em existindo as derivadas seguintes, é dado por:

Vi (x0) = ' (xo) para Po =xp e y = f(x);

VT (%0, Y0) = (fx (x0,Yo) , fy (X0, Yo)) para Py = (x0,Yo) € z = f(x,y);

\%i (XOaUO) zo) = (fx (XO)y()aZO) D fy (Xan())ZO) y T2 (XO)UOa zg)) se Po = (Xan())ZO) ew = f(X,U, z);
ete. (Isto é, o padrao se mantém para fungoes reais de mais de trés variaveis reais.)

Exemplos

- Sejam f(x,y,z) = sen(ln(xy)) + cos (%), em radianos, e Py = (1,1,2). Dai, como

_cos(ln(xy)) zm xXzm ~ cos(In(xy)) _xm xXzm

fx_ix 7 sen (T)’ fy—iy e f,= 7 sen (T)a
temos que

_cos(Inl) 7 T _cos(InT1) _m T

fx (Po) = 7 T8 (z) , fy(Po) = — ¢ f, (Po) = —gsen <§) .
T s
VE (Po) = (1 - 5,1,72) .
- Sendo

r(Xay» Z) = (X»y» Z')

o vetor que vai da origem ao ponto (x,y,z) e

T(x,Y,z) = V¥ +y2 + 22
o seu modulo, o gradiente de r é dado por

Vr = (TX) Ty, rz)

_ X y z
<\/x2+yz+z2’ V42 \/x2+yz+zz>
1

N (%Y,2)

r
-
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Exercicios

Verifique (para pontos que nao sejam a origem) que:
LY ()=
2. Vinr = 5;

3. Vf(r) = fl(%)r para f diferenciavel em relacio a 7.1

3.2.5 Derivadas parciais de ordens superiores para f(x,y) = % —yx?

x2 X
de f(x,y). Em sendo possivel deriva-las, obtemos suas derivadas parciais de segunda ordem.
Portanto:

fo =8 = ¥ _3yx2ef, = o = 50U _ 43 30 as derivadas parciais de primeira ordem
x ox Y dy

_ 9 _ 0 (6) _ Zeosy _ g
o fux = xZ T dx (ax)_ x3 ny,

o

_ 9% __ 9 (df\ _ seny 2.
M fXU T 9ydx T dy (ax) - X2 3x ’

_ 9% __ 2 (of) _ seny 2.
o fUX T Xy T ox (6y) - X2 3x ’

_ 2 _ 2 (df) _ _cos
b fyy—agz_ay (ay)_ X
Analogamente, utilizando essas derivadas de segunda ordem, podemos obter as derivadas par-
ciais de terceira ordem e assim sucessivamente.
Observagao

N&o apenas para a fun¢ao do exemplo dado, mas para qualquer f(x,y) definida em alguma
bola aberta de centro em (xo,Yo) onde fy, fy, fyy € fyx existam e sejam continuas, vale que

fxy (XO)yO) = fyx(XanO) ‘

Exercicios
L. f(x,y) = In(y/x? + y?) satisfaz a equagdo fyy + Ty, = 0710

2. Verifique que a fungdo z = e*"z/‘”“/\/{ satisfaz a z; = kz,, dita equagdo de difusdo ou
equacdo do calor, onde k é uma constante.!”

15Generalizacio do segundo item dos exemplos e dos exercicios 1 e 2 de 3.2.4.
16Resolugdo na se¢io 3.5.
7 Idem.
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3.2.6 Diferenciabilidade'®
Reta tangente para y = f(x)

y = f(x) é diferenciavel em x, se, e somente se, existe reta tangente ao grafico de f em
Py = (xo, T(x0)) dada por

f(%0) + (x —%0) + (=1) - (y(x) — f (x0)) =0,
conforme a seguinte ilustragao:

Temos, aqui, uma representagao geométrica de parte da reta y(x) = ax+b, tangente ao grafico
de f num ponto Py desse grafico, onde a = f’(xo).

‘ Para y = f(x) ser diferenciavel em x, basta que exista f'(xo)! ‘

Aproximacgao linear

Podemos aproximar (localmente) o grafico de f em Py por sua reta tangente em Py, isto é,
(x, f(x)) proximo de Py pode ser aproximado pelo ponto (x,y) da reta tangente, ou seja, sendo
[x —x0| = |Ax| < 1 arbitrariamente pequeno, temos que

f(x) = f(xo) + f'(x0) - Ax.

Exemplo

Na subsecdo 3.1.3, num exemplo sobre curvas parametrizadas, vimos que para f(x) = x? e

xo = 1,y = 2x—1 ¢ a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto Py = (xo, f (x0)) = (1,1). Vamos
estimar o erro absoluto cometido quando aproximamos f(x) linearmente no ponto x = 1,001.%°
Assim, como
f(xo) + f'(x0) - Ax = f(1) +f'(1) - (0,001)
=1+2-(0,001)
=1,002

fxo) = x3
=(1,001)2
=1,002001,

temos que a aproximacdo linear calcula (1) com erro da ordem de 107°.

8 Aqui, o conceito de limites é necessério.
YNote que Ax = x — x¢ = 0,001.
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Plano tangente para z = f(x,y)

z = f(x,y) é diferenciavel em (xo,Yo) se, e somente se, existe plano tangente ao grafico de f em
Po = (%0, Yo, f (x0,Yo)) dado por

fix (X0, Yo) - (x = x0) + Fy (X0, Yo) - (Y —yo) + (=1) - (z(x,y) — f (x0, o)) =0,% (3.2)

conforme a seguinte ilustragao:

(xy,z(x,y))

»
,
,

N XO)y07f(X0)y0))

.

S
N
S~
~
W
N,
.

1

§ ey, £ y)

Temos, aqui, uma representacdo geométrica de parte do plano ax + by + cz(x,y) + d = 0,
tangente ao grafico de f num ponto Py desse grafico, onde a = fy (xo,Yo), b = fy (%0, Yo) €
c=—1.

Para que z = f(x,y) seja diferenciavel em (xo,yo) basta
que fy e fy existam e sejam continuas em alguma bola
aberta de centro (xg,yo)!

Aproximagao linear

Podemos aproximar (localmente) o grafico de f em Py por seu plano tangente em Py, isto é,
(x,y, f(x,y)) proximo de Py pode ser aproximado pelo ponto (x,y,z) do plano tangente, ou
seja, sendo [x —xo| = |Ax| <« 1 e [y —yol = |Ay| < 1 arbitrariamente pequenos, temos que

f(x,y) = f (x0,Yo) + fx (X0, Yo) - Ax + fy (x0, Yo) - Ay.

20A equagdo do plano tangente para z = f(x,y) é dada aqui por analogia com a equacio da reta tangente
paray = f(x). Contudo, sera obtida pela consequéncia (C3) da regra da cadeia.

72 Jost RENATO RaMos BARBOSA



Exercicio resolvido

Qual é a equagdo do plano tangente & esfera de centro na origem e raio unitario no ponto

= (1/V3,1/V3,1/V/3)?

RESOLUGAO

21

Por um lado, como o plano tangente tem vetor normal dado por n = (1,1,1),*! esse plano

pode ser representado por x +y +z+ d = 0. Assim, como Py satisfaz essa equagado, temos que
% + d = 0. Portanto,

x+y+z—v3=0
¢ a equagao do plano procurado.
Por outro lado, a calota superior de tal esfera ¢ o grafico de z = f(x,y) = /1 —x? —y? com
x? +y? < 1, conforme figura 2.2, pagina 56. Logo, como
x Y

T—x2— 2 e fy= /T—x2— 2

existem e s@o continuas em alguma bola aberta de centro em (1 /V3,1/ \/§>, temos que f é

fo=—

diferenciavel nesse ponto. Portanto, via (3.2), a equagao
1
i (1/\f 1/[) < \/§>+fy (1/\f 1/[) < ﬁ>+(—1)-(z—f(l/\/§,1/\/§>):0 (3.3)

representa o plano tangente procurado. Assim, devido a f (]/\@, l/\@) =+/1-(2/3) = i\[

e fy (1/\/5,1/\/§):fy (1/\[1/\/) \/*%——1,(3.3)édadapor

(=) (x= (1/V3)) + (=1 (y = (1/¥3)) + (=1) (2= (1/v3) ) =0

istoéﬂ(—%-l—y—%-i-z 7 =0, ou seja,

Xx+y+z—V3=0.

Exercicios

1. Obtenha a equag@o do plano tangente ao grafico de z = f(x,y) no ponto Py para:

(a) z = 2x*+y? (paraboloide) e Py = (1,1,3); RESPOSTA: 4x +2y—z—3=0
(b) z=yx—yePy=(51,2); RESPOSTA: x —y—4z+4=0
(¢) z=In(2x+y) e Py = (—1,3,0). RESPOSTA: 2x+y—2z—1=0

2. Aproxime linearmente uma func¢ao adequada f(x,y) e a partir dela estime:

(a) (0,99e%002)8.22
(b) (0,99)% + (2,01)% — 6(0,99)(2,01).2%

21Basta considerar a reta que passa pela origem e pelo ponto Pg.
22Resolugdo na secio 3.5.
23 Idem.
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3.2.7 Regra da cadeia

e Para x(t) diferenciavel em t =ty e f(x) diferencidvel em x = x(to)

d
i)

_arf &
dx x=x(to) dt t=to
= Vf(x(to)) - x/(to);

t=to

e Para x(t) e y(t) diferenciaveis em t =ty e f(x,y) diferenciavel em (x,y) = (x(to),y(to)),

d

FCORIO)

dx diy

fx|(x,yJ:(x<to>,y(ton at — +fH|(x,y>:(x(to),y(to)J' dat|,_,
=to =to

= Vf(x(to),y(to)) - (x'(to),y’(to));

t=to

e Em geral, para y(t) com coordenadas diferenciaveis em t =ty e f diferenciavel em y(to),

= Vif(y(to)) - v'(to),

onde - representa o produto escalar de vetores.

Exemplo

x(t) = e' e y(t) = Int sdo diferenciaveis para todo t € (0,00) e f(x,y) = e¥Inx ¢é diferenciavel
para todo (x,y) € (0,00) x R.2* Assim, por um lado, de f(x(t),y(t)) = e™tlnet =t-t = t?,
temos que

d

o B, y(1) =2t

Por outro lado, como x'(t) = €', y’(t) = 1/t, f(x(t),y(t)) = &~ = = Lefy(x(t),yt) =

eYMInx(t) = e™tInet = 2, temos também que

VHx(t Y1) - (0, ¥/ (1) = e

3.2.8 Algumas consequéncias da regra da cadeia
(C1) Derivada de f no ponto Py e na diregao do versor i
E definida por

Outra notagao muito utilizada é a seguinte:

of (Po) _
o - fu (PO) .

24De fato, fy e fy existem e sdo continuas em qualquer bola aberta contida em (0, 00) x R.
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Exemplo
SePycR3ietic {f,f,fé}, entdo fg (Po) € {fx (Po), fy (Po), . (Po)}. De fato, a derivada de f na
diregao de {6 dada por

fﬂ( ) (fx( ) fy (PO))fz (PO)) . U)O)O)

fe (Po) +0+4+0
Ty (Po)

e, analogamente, f)v(Po) = fy (Po) e fy (Po) = f (Po).

Em geral, se i = ai + bj + ck com a? + b? 4 ¢2 = 1, entdo

of (Py) _ a@f(Po) n baf(Po) n caf(Po).

ou ox oy 0z

Exercicio

Obter a derivada da funcédo f, no ponto e na dire¢do dados.
Sugestao: Normalize a diregao.

1. f(x,y,z) = e*cos(yz), Po = (0,0,0), v=(2,1,-2); RESPOSTA: 2/3
f(x,y,2) =xy+yz+2zx, Py =(1,1,2), v=(10,—1,2). RESPOSTA: 31/4/105.

Discutiremos, agora, o porqué de fz representar uma derivada do “calculo I7.25

Figura 3.1: Como projyw V é a projegao ortogonal de W sobre V # 0 o médulo da derivada de f

H\7H2
no ponto Py =y (to) e na direcao de i = Hz E %H é 1gual ao modulo da projecao ortogonal de V£ (y (tg))
sobre V =’ (tg), isto ¢, & igual a |Vf (y (to)) - m = |IVf (v (t0)) ||| cos 6|

VF(Po) e

|
S. £ v/ (tg)
N T 7o)l
| |

25Portanto, em particular, fy, fy e f, também podem ser interpretadas como derivadas do “calculo I".
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“Justificativa” da férmula para a derivada direcional?

fz(Po) pode ser obtida da regra da cadeia, considerando uma curva paranletri7ada v(t) tal que

Y (to) =Poe vy (to) =V # 6, conforme a figura 3.1. De fato, se i = W entao
d H
S| = ViR v
t t=to
— w1 (vrtro) - )
= |Vl - fa(Po).
Portanto, afa(g") ¢ simplesmente um multiplo escalar da derivada %f (v(1)) ‘ ety

A proxima consequéncia da regra da cadeia interpreta 0f/0U como taza de variagdo.

(C;) Em sendo nao nulo, Vf (Py) (respectivamente, —Vf (P,)) aponta na dire¢ao na
qual f cresce (respectivamente, decresce) mais rapidamente

De fato, da formula do produto interno, temos que ot P" = ||V (Po) ||-|[i]|-cos B, onde © € [0, 7] &
o angulo entre os vetores envolvidos, conforme a ﬁgura 3.1. Dai, como ||t]| =Te—1 < cos0 <1,
temos que

—[IVf (Po) H <|IVF(Po) llcos 8 < [[VF (Po) |l

isto ¢, ||[Vf (Po) || o maior valor de 2 = ], ocorrendo para 0 =0, e —||Vf (Py) || € o menor valor
de afa(P"] ocorrendo para 0 = 7.

Exemplo

A partir do ponto (0, 1), em que direcio f(x, y) = x* — y* cresce mais rapidamente?

De Vf(x,y) = (2x, —2y), temos Vf(0, 1) = (0, —2) = —2j. Portanto, f cresce mais rapidamente
a partir de (0, 1) na diregao —j.

Exercicio

Determinar a dire¢do na qual a funcio z = x* + xy cresce mais rapidamente no ponto (—1, 1).
Qual é a norma de Vz nesse ponto e como podemos interpretar tal valor?

(C3) Para Py € R3, Vf (Py) & normal a superficie f(x, y, z) = f (Po) em P

Sem perda de generalidade, considere VT (Py) # 0. Agora, seja y(t) uma curva parametrizada
sobre a superficie f(x, y, z) = f (Py), isto &,

f(y(t)) =1 (Po)
= constante.

Suponha que essa curva passa por Py em t = to, isto &, y(ty) = Py, e que V =y’(to), conforme
a figura 3.2. Portanto, utilizando a regra da cadeia,

26Para definir derivadas direcionais é necessario o conceito de limites.
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Figura 3.2: Vf(Py) é perpendicular ao plano gerado por vetores tangentes, digamos V e W, a curvas em
Po

V£(Po)

_d (constante)
Tt

t=to

ou seja, VI(Py) é perpendicular a V. Analogamente, para outra curva sobre a mesma superficie
e que também passa por Py num dado instante, agora com vetor velocidade w, temos que
Vit (Py) Lw. Assim, Vf (Py) é normal ao plano gerado pelos vetores v ew. Como tais vetores sao
tangentes a superficie em Py, esse plano também é tangente a superficie em P,,.

Exercicios resolvidos

1. Qual ¢ a equagao do plano tangente a esfera de centro na origem e raio unitario no ponto

Po = (1/V3,1/V3,1/v/3)7

RESOLUGAO
Vimos que esse plano é dado por

X+y+z—V3=0.

2TEsse exercicio esté resolvido de outra forma na pagina 73.
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Para confirmar essa equacio, seja f(x,y,z) = x> +y? + z%. Entdo, como

e Vf = (2x,2y,2z) em Py ¢ dado por

(i 2 i)
V3 V33
segue de (C;) que o plano ¢ dado pela equagao

2 X+ 2 + 2 z+d=0
VRV RV ’
onde, como Py é um ponto desse plano, basta substituir

2 1

1=="5

=2

2. Verifique que os vetores normais unitarios a superficie x>y>+y — z +2 =0 em (0, 0, 2)
sao dados por it = £(1/v/2)(j — k).

RESOLUGAO
Sejam f(x,y,z) = x*y>+y—z+2e Py = (0,0,2). Entdo, como f (Py) = 0, segue de (C3)
que
\%i (PO) 1 {(X)U)Z) /f(X)y)Z) =f (PO)}
em Py. Assim, devido a
V= (3x*y?, 3%yt +1,-1),

temos
. Vit (Po)
n=+ft———-—
[IVf (Po)ll
1
=+—(0,1,-1).
ﬁ( )
Exercicios

1. Obtenha o vetor normal unitario a superficie cos(xy) = e*— 2 em (1, 7, 0).

2. Obtenha o plano tangente e a reta normal ao hiperboloide x* +y? — z> = 18 em (3, 5, —4).

Corolario de (C;)

Se F(x, y, z) = f(x, y) — z com f(x, y) diferenciavel em (xq, Yo), entdo o plano tangente a
superficie F(x, y, z) = 0 em Py = (x¢, Yo, T (X0, Yo)) tem vetor normal dado por

(Fx (Po) , Fy (Po) , Fz (Po)) = (fx (X0, Yo) , Ty (X0, yo) , —1) -
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Assim, a equagdo do plano tangente a tal superficie em Py é dada por
fx (X0y Yo) X + fy (X0, Yo) y + (=1)z+d =0,
onde, como Py pertence a esse plano,
d = —f, (x0,Yo) X0 — fy (X0, Yo) Yo — (—1)f (X0, Yo) -
Portanto,
fx (x0,Yo) - (x = xo) + fy (x0,Yo) - (Y —yo) + (=1) - (z— f (x0,yo)) =0 (34)

é a equagio do plano tangente ao gréfico de z = f(x,y) no ponto Py.28

(C4) Outra regra da cadeia
Se x = x(u,v) ey = y(u,v) sdo diferenciaveis em (u,v) = (ug,vo) e z = f(x,y) é dife-
renciavel em (x,y) = (x(uo,vo),y(uo,vo)), entdao z = f(x(u,v),y(u,v)) é diferenciavel em
(u,v) = (ug,vo) €, nesse ponto,

1. 92 — 220x 4 220y
T ou T Oxou dy ou’

2 0z __ 0z 0x 9z 0y

v T Oxov oy ov’

Demonstraremos esse resultado apenas para 0z/0uw. Antes, porém, vamos verificad-lo para as

~ 2 2,4 .
funces z = e¥ seny, x = uv? e y = u?v. Como z = e*"" sen(u’v), a regra da derivada do

produto pode ser utilizada para obter
zy = 2uwter™ sen(u?v) + e 2uv cos(u®v).
Por outro lado, como z, = 2xe*’ seny = 2uv?et™ sen(udv), zy = e cosy = e cos(uv),

Xy = V? e Yy = 2uv, temos que zyxy + ZyYu = Zy.

DEMONSTRAGAO
Fixe v = vy. Sejam as fung¢oes reais apenas da variavel real u dadas por X(u) = x(u,vy) e
Y(u) =y(u,vp). Portanto, podemos usar a regra da cadeia para z = f(X(u), Y(u)) em u = uy:

d

o T X(w), Y(w) = Vf (X(uo), Y(uo)) - (X'(uo), Y'(uo)) -

u=ug

Isto equivale a zy, = zXy, + zyYy, em (u,Vv) = (U, Vo).

Exercicio
Calcule 0z/0x e 0z/0y para

u? +v? ey .
z=—5—>, u=e e v=e",
u —v
das seguintes maneiras:
1. Substituindo e calculando diretamente;

2. Utilizando a regra da cadeia.

28Compare (3.4) com (3.2), p. 72.
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3.3 Otimizacao

3.3.1 Maximos, minimos e pontos criticos

Um mazimizador (respectivamente, minimizador) local da fungao f é um ponto Py € Dom(f)
tal que, para cada ponto P pertencente a alguma bola aberta de centro Py,

f(Po) > f(P) (respectivamente, f (Py) < f(P))

e, nesse caso, f(Py) é um wvalor mdzimo (respectivamente, minimo) local de f. Ainda, tal
maximizador (respectivamente, minimizador) também é chamado de ponto de mdximo (respec-
tivamente, ponto de minimo) ou extremante.

(O1) Se f tem extremante local P, interior ao seu dominio onde existe Vf, entdao P,
& ponto critico de f, isto &, Vf (P,) = 0.

Exemplo

Na figura 1.1 da pagina 26, considere que P; = (x4, f (x;)) pertence ao grafico de uma fun¢ao real
f de uma variavel real, i = 0, ..., 6.2 Embora as abscissas de indices pares sejam maximizadores
locais e as de indices impares sejam minimizadores locais, apenas X1, X; € X5 sdo interiores ao
dominio de f com derivadas nulas: xg e Xg nao sao interiores, enquanto que f’ (x3) e f’ (x4) nao
existem.

Ponto de Sela

Exemplificaremos, em (Oy/), a validade de (O;) para fungoes reais de vérias variaveis reais.
Contudo, salientamos que a reciproca desse resultado nao é verdadeira, nem mesmo para fungdes
de uma variavel real.

Exemplo

Para f(x) = x3, x = 0 é um ponto interior com f'(0) = 0, mas ndo é extremante local. Um
b )

ponto como este ¢ dito ponto de sela.>

(Oy/) “Candidatos” a extremantes interiores locais onde exista o gradiente: pontos
onde o gradiente seja nulo!

Exemplo

Considere a funcao f(x,y) = x*4+y?. Primeiramente, note que todo ponto (x,y) € R? ¢ interior
a Dom(f) = R2. Agora, embora possam existir pontos interiores que anulem o gradiente de
f e ndo sejam extremantes locais (conforme exemplo anterior), nossos “candidatos” a pontos
(interiores) de maximo ou minimo locais existem entre aqueles que anulem o gradiente. Assim,
como Vf = (2x,2y) = (0,0), temos apenas um tal “candidato” (x,y) = (0,0). E, de fato,
como f(x,y) = x?+y? > 0 = £(0,0) para todo (x,y) € R?, temos que (0,0) é ponto de minimo
local de f.3! Isso pode ser corroborado com o que foi visto na subsecio 2.5.1: o grafico de f ¢

29Este exemplo foi apresentado no primeiro capitulo. Encontra-se aqui para um estudo comparado e/ou para
aqueles que dispensaram a leitura daquele capitulo!

30 Idem.

31Note que, de fato, esse ¢ um ponto de minimo global de f.
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um paraboloide com vértice na origem cujo eixo de revolugao é o semieixo positivo das cotas,
conforme ilustrado na figura 2.3 da pagina 59.

(O2) Se f & continua num dominio compacto, entao f assume valores maximo e
minimo globais nesse dominio.

A figura 3.3 apresenta dois exemplos para funcoes reais de uma variavel real.

Figura 3.3: No primeiro grafico, os pontos de méximo e minimo globais ocorrem nos extremos do
intervalo compacto que representa o dominio da fungao. No segundo, os pontos de maximo e minimo
globais sao interiores ao intervalo compacto que representa o dominio da fungao

Esse resultado também é valido para fungdes reais de varias variaveis reais, podendo ser aplicado
para garantir a existéncia de maximizadores e minimizadores globais num dominio fechado e
limitado. Por outro lado, se o dominio ndo for compacto, f pode ndo admitir ponto de maximo
nem de minimo globais.

Exemplos
- f(x) =1n x, definida para todo x € (0, 00), ndo tem maximo nem minimo globais.
- f(x,y) = x*+ y?, definida para todo (x,y) € R?, tem (0, 0) como ponto de minimo
global 2 mas nao tem ponto de maximo global, pois f(x, y) pode se tornar tao grande

quanto se queira.®?

- Considere agora que o dominio da funco f(x,y) = x*+y? continua esté restrito ao circulo
de centro na origem e raio unitario, isto é,

Dom (f) = {(x,y) € R* | x* +y* < 1}.

Por um lado, vimos que (0,0) é o minimo global de f. Por outro lado, ¢é facil ver que todo
ponto da circunferéncia unitaria x? +y? = 1 é maximo global de f.

32Cf. 0 exemplo de (O, ).
33Quando o dominio nao for compacto, garantir a existéncia (ou inexisténcia) de valor maximo/minimo global

é, em geral, um problema cujo nivel de dificuldade esta fora do escopo de um curso de calculo para a graduagao,
como veremos ao final desta segao.
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- Seja f(x,y) = /1 —x* —y?. f & continua e esta definida (apenas) no circulo de centro

na origem e raio unitario, isto é,
Dom (f) = {(x,y) € R*|[x* +y> < 1}.

O grafico de f é a semiesfera superior de centro na origem e raio unitario (conforme
ilustrado na figura 2.2 da pagina 56). Portanto, por um lado, (0,0) é o méaximo global de
f pois

T— < +yd) <1=1(0,0)
para todo (x,y) € Dom (f). Por outro lado, claramente, cada ponto da circunferéncia
unitaria x? +y? = 1 ¢ minimo global de f.

- Considere a funcio f(x,y) = xy(3 —x —y) = 3xy — x>y — xy?, que & continua, com

Dom(f) = {(x,y) e R*|x >0, y >0, x+y < 3},

que é compacto, representado por um triangulo (interior e fronteira), conforme a seguinte
ilustragao:

Y
3
x=0 x+y=3
Dom(f)
0 y=20 3 X

Portanto, por (O3), f admite pontos de maximo e minimo globais em Dom(f). Agora,
(O4/) acarreta que, para pontos interiores, os candidatos a pontos de maximo e minimo
sao obtidos via as seguintes equagoes:

fo=3y—2xy —y> =0,
fy=3x—2xy —x*=0.

Uma solugao é imediata: O = (0,0), que nao é interior!
Outras duas solugoes, Py = (3,0) e P, = (0, 3), que ndo sao interiores, seguem de:

—x=0ey#0=>3—y=0,istoé, y=23;
- x#0ey=0=3—x=0,isto ¢, x =3.

Agora, sendo x e y diferentes de zero, podemos dividir fy = 0 por y e fy = 0 por x,

resultando em
3—2x—y =0,
3—2y—x=0,
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isto é,
2x+y =3,
x+2y=3.

Resolvendo tal sistema, temos x =y = 1. Portanto, P; = (1,1) é o unico candidato para
ponto (interior) de maximo/minimo local.

Agora, por um lado, note que todos os pontos da fronteira de Dom(f), inclusive O, P; e
P, anulam a func@o f, isto ¢, satisfazem a equacao f(x,y) = 0.3 Entdo, como f(P3) =1,
nenhum ponto da fronteira pode ser ponto de maximo global. Logo, o méaximo pertence
ao interior de Dom(f). Contudo, por (O4/), pontos de maximo (locais) interiores a Dom(f)
devem anular o gradiente. Assim, por ser o tnico ponto interior que anula o gradiente e
ter imagem maior que as dos pontos de fronteira, P3 ¢ o maximo global. Por outro lado,
nio existe ponto de minimo interior ao dominio.? Contudo, por (O,), deve existir ponto
de minimo global no dominio. Portanto, o minimo global pertence a fronteira de Dom(f).
Como todos os pontos da fronteira tém a mesma imagem (nula) por f, todos eles sao
pontos de minimo globais.

Essa andlise para obter os extremantes pode ser simplificada, utilizando (O32), dado a seguir.

3.3.2 Teste da derivada segunda e multiplicadores de Lagrange
(O3) Teste da derivada segunda para:
(031) y=~(x)

Se a derivada de segunda ordem de f é continua num intervalo aberto com centro no ponto
critico xg, entao a tabela seguinte é valida.

[ (xo) | Xo |
>0 minimo local
< 0 | maximo local

Note que todos os pontos de um intervalo aberto sao interiores a ele, inclusive seu centro xg.

(032) z=Tf(xy)

Se as derivadas parciais de segunda ordem sdo continuas numa bola aberta de centro no ponto
critico (xo,Yo) € H := fifyy — (f,(y)z7 entdo a tabela seguinte é valida.

H H(Xano) ‘ Trx (XO)HO) ‘ (XO)yO) H
>0 >0 ponto de minimo local
>0 <0 ponto de maximo local
<0 >0ou<0 ponto de sela
=0 >0ou<0 teste inconclusivo

Note que todos os pontos de uma bola aberta sao interiores a ela, inclusive seu centro (xo,Yo)-

34De fato, (0,0) = f(3,0) = f(0,3) =0 e, em geral, x =0, y =0 e x +y = 3 anulam f(x,y) = xy(3 —x—y).
35De fato, eventuais pontos (interiores) de minimo anulariam o gradiente e apenas quatro pontos o anulam.
Trés deles, O, P; e P2, estdo na fronteira e o que esta no interior, P3, ¢ maximo global.
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Exemplo

No ultimo exemplo de (O;), vimos que (1,1) é o tnico ponto interior ao Dom(f) que anula
o gradiente de f(x,y) = xy(3 —x —y), onde f, = 3y —2xy —y? e fy, = 3x — 2xy — x%.
Agora, como fy, = =2y, fyy = —2x e fyy = 3 —2x — 2y, temos que iy (1,1) = =2 < O e
H(1,1) = fo (1, )y (1,1) — (fxy(1,1))2 = (=2)(=2) = (—=1)? = 3 > 0. Assim, pela tabela
apresentada em (O32), (1,1) é ponto de méaximo local. Portanto, como nao existem outros
pontos interiores a Dom(f) que anulem o gradiente,s f(1,1) = 1 e, como visto no exemplo
supracitado, cada um dos pontos pertencentes & fronteira de Dom(f) anulam f, (1,1) é o ponto
de maximo global.

(O4) Multiplicadores de Lagrange com:
(O4.1) Uma restrigao

Considerando fungoes f(x,y) e g(x,y) adequadas, para determinar o valor méximo (respecti-
vamente, minimo) de f para (x,y) satisfazendo a restri¢ao g(x,y) =k, supondo que esse valor
mdzimo (respectivamente, minimo) global exista (em algum ponto nao pertencente a fronteira
da regido onde f e g estejam definidas) e que Vg # 0 para cada tal (x,y), proceda do modo
seguinte:

1. Determine cada (x,y) (e A) satisfazendo:
(a) Vf(x,y) =AVg(x,y);
(b) Q(Xay) =k

2. Calcule f(x,y) para cada (x,y) obtido no item anterior: o maior (respectivamente, menor)
valor de f serd o seu maximo (respectivamente, minimo).

Exercicio resolvido

Determine os valores méaximo e minimo de f(x,y) = x? + x + 2y? restrita & circunferéncia
unitaria x2 +y? = 1.

RESOLUGAO

Como f é continua e a circunferéncia unitaria é compacta, existem valores maximo e minimo
(globais) de f nesse compacto de R2.3" Assim, podemos utilizar (Oy41) para calcular tais extre-
mantes, considerando f sujeita a restrigio g(x, y) =1, g(x, y) = x* + y?, fx = Agy e fy = Agy,.
Logo, 2x + 1 =A2x e 4y = A2y, isto &, 2y(2 — A) =0, ou seja, y = 0 ou A = 2. Note que:

e A =2 acarreta 2x + 1 = 4x, isto &, x = 1/2. Assim, 1 +y*> = 1 via g(1/2,y) = 1. Logo,
_ L
y - 20
e y = 0 acarreta x> + 0 = 1 via g(x,0) = 1. Logo, x = %1.

Portanto, como os pontos criticos sado dados por

1 ,V3
<2,:|:2> e (£1,0),

36 Assim, nao pode existir outro ponto de maximo local nem algum ponto de minimo local interiores a tal
dominio.
3TCE. (03).
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temos:

1 V3 9. 5ximo:
o f (z,i 5 ) = ;: valor méximo;

e f(1,0) = 2: ndo ¢é valor maximo nem minimo;

e f(—1,0) = 0: valor minimo.

Consideragoes importantes sobre multiplicadores de Lagrange

e (Oy41) também ¢ valido caso sejam consideradas fungoes f(x,y,z) e g(x,y,z) adequadas
no lugar de f(x,y) e g(x,y), respectivamente.

e A adequacao de f e g citada nas hipoteses de (O41) corresponde ao requisito de que tais
fungbes sejam continuamente diferencidveis, que é um conceito que esté fora do escopo
destas notas.?

e (O41) determina o valor maximo (respectivamente, minimo) entre os pontos criticos da
funcdo f — Ag, isto &, pontos tais que

V(f—Ag) =0,

desde que esse valor mdzimo (respectivamente, minimo) exista. Assim, caso ndo tenha-
mos determinado previamente a existéncia do valor méaximo (respectivamente, minimo)
global, a simples aplicacdo dos itens 1 e 2 de (O41) pode nao resultar no calculo de
maximizadores (respectivamente, minimizadores) globais.

Exemplo

Sejam f(x,y) =%3, g(x,y) =y e k =0. Dos itens 1 e 2 de (O4.1), temos fx = Agy, fy = Agy
e g(x,y) =0. Entdo, 3x>=A-0,0=A-1ey = 0.3 Contudo, (0, 0) ndo é minimizador nem
maximizador: claramente é ponto de sela.

e Como nem sempre temos o dominio compacto para, via (O3), garantirmos a existéncia
de méximo e minimo globais, e como essa garantia sem tais compactos, em geral, ¢ um
problema dificil e fora do escopo de livros de célculo, o uso de (O41), na verdade, apenas
calcula os candidatos para valores méaximos (respectivamente, minimos). Assim, apenas em
alguns poucos casos apresentaremos justificativas da existéncia dos valores méximos
(respectivamente, minimos).

e Outro requisito nas hipoteses de (O41) é que os maximizadores (respectivamente, minimi-
zadores) globais nao podem pertencer a fronteira da regiao onde f e g estejam definidas. Se
isso ndo ocorrer, mesmo que existam maximizadores (respectivamente, minimizadores)
globais, os itens 1 ¢ 2 de (O4.1) podem nao calcular o valor maximo (respectivamente,
minimo) global de f sujeito a restrigao g = k.

38Neste capitulo, fungdes que tenham relagdo com a aplicacio de (O4) sdo continuamente diferenciaveis.
39Note que Vg = (0,1).
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Exemplo

Sejam f(x,y) = x> e g(x,y) =y definidas no quadrado [—1,1] x [-1,1]. Considere ainda k = 0.
No exemplo anterior, vimos que temos um tnico ponto critico, (0,0), que é um ponto de sela.
Contudo, o maximizador e o minimizador globais estdo na fronteira desse quadrado: f(—1,0)
¢ o valor minimo e f(1,0) ¢ o maximo.

e A resolugao de um sistema decorrente da utilizacao do item 1 de (O41) pode resultar
somente em pontos, ou mesmo em apenas um ponto, de mesma imagem pela funcio f.
Como saber, portanto, se foi obtido o valor méximo ou o valor minimo?

No préximo exercicio resolvido, apresentaremos algumas técnicas para lidar com os problemas
descritos nas consideragoes anteriores. Além de multiplicadores de Lagrange, utilizaremos o
teste da derivada segunda numa resolugdo alternativa.

Exercicio resolvido

Em existindo, obtenha as dimensdes de uma caixa retangular sem tampa, de modo que ela
tenha um dado volume V e area minima.

RESOLUGAO PELO TESTE DA DERIVADA SEGUNDA

Sendo x, y e z positivos, xyz = V u.v. (unidades de volume) acarreta z = % u.c. (unida-
des de comprimento). Substituindo tal z na equagao da é4rea (varidvel) da caixa, dada por
Xy + 2xz + 2yz, obtemos uma fungdo nas variaveis x e y, dada por

flx,y) =x +21+21
Y) =xy Y <

Assim, como

2v
fx=y——=0e¢ fy=x—— =0,

2
segue que x*y = xy? = 2V. Entdo, o ponto critico (x,y) de f tem x =y = v/2V u.c. Agora,
como

4v 4v

fox = =— e f, :1:
vy y3 Y

X3’
T (V2V,V/2V) =2 >0 e H(V2V,V2V) =2-2—12=3 > 0. Logo, P = (v2V, V/2V) é ponto
de minimo local para f. Além disso, como Dom(f) = (0,00) x (0,00), isto é, o dominio de f
é representado pelo primeiro quadrante sem os semieixos coordenados,’® e o tinico ponto de
Dom(f) que anula o gradiente de f é P, caso possamos determinar, de algum modo, a existéncia
do valor minimo global de f,*' P tem de ser o minimizador global.*? Por fim, calcula-se o valor

minimo global z = Y = RVAA
3/*2\/2 2

RESOLUQAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
Sendo f(x,y,z) = xy+2xz+2yz e g(x,y, z) = xyz a area e o volume da caixa, respectivamente,
onde X, Yy e z sdo positivos, devemos minimizar f(x,y,z) para g(x,y,z) = V constante, em u.v.

40Portanto, todos os pontos deste dominio sio interiores a ele.

41Demonstraremos que esse valor minimo global existe, utilizando argumentos de andlise matemdtica, ao
término da resolugao deste exercicio.

42De fato, por (O1), ndo pode existir outro ponto de minimo local interior a0 Dom(f) que anule o gradiente
de f (pois apenas P o anula).
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De fy = Agx, fy = Agy e f; = Ag;, obtemos y + 2z = Ayz, x + 2z = Axz e 2x + 2y = Axy.
Considerando as trés ultimas equagdes, multiplique a primeira por x, a segunda por y e a terceira
por z, para obter xy + 2xz = xy + 2yz = 2xz + 2yz. Considerando essas duas igualdades, da
primeira obtemos xz = yz e da segunda, xy = 2xz, isto ¢, x = y = 2z. Portanto, como
xyz =V, temos 423 = V, ou seja, z = 3/V/4, que, racionalizado, iguala z = {/2V/8 = v/2V/2
u.c.®® Portanto, x =y = v2V u.c.
Caso tenhamos determinado previamente, por algum método, a existéncia do valor minimo,**
segue que P = (W, V2V, \3/27V/2> é 0 minimizador.
Convidamos o leitor a considerar qualquer ponto Q, distinto de P, que satisfaga xyz =V,
comparar as imagens de P e Q por f e verificar que, de fato, f(P) < f(Q). Por exemplo, se
Q= (1,1,V), entdo

f(P) =3V4VZ e f(Q)=1+4V.

Segue que 3V4V2 < 1+ 4V, pois, caso contréario,

3VAVI > 144V = (3W)3 > (144V)

=23 4V2>1 43124V 431 (4V)2 4+ (4V)°

= 108V% > 1412V +48V% + 64V?

=64V —60V2E4+12V+1<0,
que é algo absurdo para V > 0. De fato, se g(V) = 64V? —60V? + 12V + 1, entdo

g'(V)=0=192V* — 120V +12=0
11
=>Ve {g, E} .

Logo, como g”(V) = 2-192V — 120, 1/8 ¢ ponto de maximo local e 1/2 é ponto de minimo
local de g(V) para V > 0. Ainda, como g(1/8) > 0 e g(1/2) =0, para V > 0, g(V) é sempre

positiva exceto em V = %., caso em que P = Q. Assim, pode ser desconsiderado. O grafico de
g(V) para V > 0 esté representado na seguinte ilustragao:

g(V)

N=

43Multiplique tanto o numerador quanto o denominador por v/2.

44Embora nao tenhamos determinado, até essa etapa da resolucdo, que a drea minima existe, isso nio
representa um grande problema, pois supusemos que ela eziste no inicio do enunciado do exercicio. Logo, a partir
dessa suposi¢ao, podemos resolvé-lo via 1 e 2 de (O4.7). De qualquer forma, demostraremos a existéncia da
4rea minima ao término desta resolugao.

LicoEs DE CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS REATS 87



Demonstragao da existéncia da drea minima para o exercicio anterior

Aqui é requerido um grau de sofisticagdo matematica fora do escopo de um curso de calculo.
Portanto, sugere-se que a leitura dessa demonstracio seja postergada.*®
Para facilitar a discussao, considere o caso V =1 e denote x = x; e y =y;. Considere ainda

D :{(Xth) GRZ‘)Q >O,X2 >O}

e a fungdo f: D — R definida por

2 2
f(X],Xz) =xX1X2 + — + —.
X1 X2

Agora, note que o ponto critico obtido anteriormente é dado por
P=(v2,v2)

e que f(P) < 5. Usaremos esse resultado, de modo heuristico, para verificar que f tem um
minimizador global.
Primeiro, afirmamos que se f (x1,%2) < 5, entao % <x <4,1=1,2. De fato, se x; < % ou
Xy < %, entao

2

2
fxi, %) =xixp+ — + —
X1 X2
2
>7
Xi
> 5.

Além disso, se x; >4 ou x; > 4, entdo

2(x1 +%2)

f(x1,%2) = x1%2 +
X1X2

()qxz — 2\/2) :

Sxg+—=-— 2 442
X1X2 X1X2

> 5.
Isto prova a afirmagdo. Agora, considere o conjunto
L={(x1,%) € D[ f(x1,%x2) <5}
L é fechado, pois, se uma sequéncia em L converge para um ponto (x,y), entao (x,y) € D com
f(x,y) < 5. Além disso, L é limitado em decorréncia da afirmagao provada anteriormente.

Portanto, por (O3), existe um minimizador Py € L para f restrita a L. Agora, caso (x1,x3) €
D — L, temos

45Para mais detalhes, cf. Ribeiro e Barbosa (2021).
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provando assim que Py é um minimizador global de f. Na verdade, Py s6 pode ser igual ao
ponto critico P obtido anteriormente.

A argumentagdo anterior ilustra o quanto pode ser dificil garantir previamente a existéncia
de um minimizador/maximizador. Doravante, nos exercicios resolvidos via multiplicadores de
Lagrange, a existéncia do valor maximo/minimo somente sera apresentada quando houver al-
gum argumento simples (por exemplo, geométrico) que justifique essa existéncia.

(O42) Duas restrigoes

Considerando fungoes adequadas, para determinar o valor méaximo (respectivamente, minimo)
de f(x,y,z) para (x,y,z) satisfazendo as restri¢oes g(x,y,z) = ky e h(x,y,z) = ka, supondo
que esse valor exista (para algum ponto nao pertencente & fronteira da regiago onde f, g e h
estejam definidas) ¢ que Vg e Vh nao se anulem e nao sejam paralelos entre si para cada tal
(x,Y,z), proceda do modo seguinte:

1. Determine cada (x,y,z) (e (A, pn)) satisfazendo:

(a) Vfb‘)U) Z) = AVQ(X)Q)Z) + HVh(Xal.‘J)Z);
(b) Q(Xayyl) = k1;
(¢) h(x,y,z) =ka.

2. Calcule f(x,y,z) para cada (x,y,z) obtido no item anterior: o maior (respectivamente,
menor) valor de f serd o seu méaximo (respectivamente, minimo).
Exercicio resolvido

Sendo f(x,y,z) = x+y + z, obtenha o maximo e o minimo de f restrita a interse¢do do plano
x+y—2z=1 com o cilindro y? + z* = 4.

RESOLUGAO

Tal intersecdo ¢ uma elipse, que é um conjunto compacto, em R3. Logo, por (O;), a funcio con-
tinua f admite maximo e minimo nessa interse¢ao. Portanto, considerando g(x,y,z) = x+y—z
e h(x,y,z) = y? + 2%, temos o sistema

(,1,1) =A01,1,-1) + u(0,2y,2z), g(x,y,z) =1 e h(x,y,z) =4.

Da primeira equagao desse sistema, segue que A = 1, A+ 2puy =1 e —A 4+ 2uz = 1. Assim,
wy =0e uz=1. Portanto,y =0e, como Yy’ +z> =4ex+y—z =1 temosz =42 ¢
x € {—1,3}. Entao, f(—1,0,—2) = —3 & o valor minimo e f(3,0,2) =5 é o valor méximo.
Exercicios
1. Proceda como no exercicio resolvido anterior, para:
(a) f(x,y,2) =x—y—z,x+y+z=2ex*+y> =4
(b) f(x,y,z) =2x —y +4z, x>’ +3y> =84 ez =x.

16Veja as duas tltimas equacbes do sistema supracitado.
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2. Obtenha o ponto pertencente aos planos x+2y+3z = 8 e z = x mais préximo da origem.*”

Na segao 3.5, sao apresentados exercicios resolvidos adicionais. Contudo, sugiro que o leitor
também tente resolver exercicios sobre continuidade, diferenciabilidade, plano tangente, apro-
ximagoes lineares e otimizagdo em outros livros de calculo de varias variaveis. Recomendo, por
exemplo, Avila (2006) e Boulos e Abud (2006).

4TResolugao na segio 3.5.
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3.4 Formulario do calculo diferencial®®
Aqui, paran =2, (X1,...,Xn) = (X,y); paran =3, (x1,...,xn) = (x,y,2).
e Vetores:

— Posi¢do em t: y(t) = (x1(t)y...,xn(t));
— Velocidade em t: y/(t) = (x](t),...,x5,(1));

Aceleragdo em t: v (t) = (x{(t),...,x/1(t));
— Gradiente em P = (x1,...,%Xn): VF(P) = (fx, (P),..., fx, (P)).
o Aproximagdo linear: f(x1,...,%n) & f(X10y- -+, Xng) + D 11 Fxi (X1gy -+« Xno )AX4, [xi — X4 | = [AX;] < 1.

o Regra da cadeia: ﬁf(y(t))}t:to = Vf(y(to)) - v (to)-

e Derivada em Py na dire¢do do versor u: % = Vf(Py) - U = |Vf(Py)| cos 0, 6 angulo entre V(Py) e .
o Vf(Po) L Sem Py com S ={(x1,...,xn) €R™|f(x1,...,%n) = f(Po)}.

9z _9z9x 4 0z0y 9z _ 9z 0x 4 09z 0y
du ~ Ox ou dy ou’ dv 9x Ov oy ov '

e Regra da cadeia para z = f(x(u,v),y(u,v)): =
e f tem maximo/minimo local num ponto Py interior ao seu dominio onde existe VI = Vf(Py) = 0.
e f & continua e Dom(f) é compacto = f tem pontos de maximo e minimo globais em Dom(f).

e Teste da derivada de segunda ordem para f(x,y):

[ H(x0,y0) | fxx (x0,y0) | (x0,y0) |

>0 >0 minimo local
>0 <0 maximo local
<0 >0ou<0 sela

=0 >0ou<0 ?

sendo H = . fyy — (fxy)z e (x0,Yo) ponto critico interior ao Dom(f).

e Multiplicadores de Lagrange com uma restri¢do:
Para determinar o valor maximo/minimo de f(x,y) para pontos (x,y) satisfazendo a g(x,y) = k, supondo
que esse(s) valor(es) exista(m) e que Vg # 0 nesses pontos:

— determine todos os (x,y) (e A) onde:
* VI(x,y) =AVglx,y);
* glxy) =k

— calcule f(x,y) para todos os (x,y) obtidos no item anterior: o maior/menor valor de f serd o seu
méximo/minimo.
Vale um resultado analogo para fungdes reais de trés variaveis reais (x,y,z).
e Multiplicadores de Lagrange com duas restri¢des:
Para determinar o valor maximo/minimo de f(x,y,z) para pontos (x,y,z) satisfazendo a g(x,y,z) = ki e

h(x,y,z) = k;, supondo que esse(s) valor(es) exista(m) e que Vg e Vh n3o se anulam e ndo sdo paralelos
entre si nesses pontos:

— determine todos os (x,y,z) (e (A, u)) onde:
* Vf(X,U,Z) = )‘vg(xvyvz] + HVh(ny»Z)Q
* h(XaU»Z):kz;

— calcule f(x,y,z) para todos os (x,y,z) obtidos no item anterior: o maior/menor valor de f ser4 o seu
maximo/minimo.

BFormulas validas no contexto anterior.
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3.5 Exercicios resolvidos de calculo diferencial

3.5.1 Curvas parametrizadas

1. Determine os pontos em que a curva parametrizada y(t) = (t> — 1,t> 4+ 1, 3t) intercepta
oplano 3x —2y —z+7=0.

RESOLUGAO

Para a curva interceptar o plano, x(t) = t — 1, y(t) = t? + 1 e z(t) = 3t devem sa-
tisfazer 3x — 2y —z +7 = 0. Assim, 3t> — 2t — 3t + 2 = 0, cujas raizes sdo +1 e %
Portanto, os pontos de intersegao sao y(—1) = (—2,2,—3), v(2/3) = (—19/27,13/9,2) ¢

Figura 3.4: Corpo “sai” pela tangente a curva no ponto Py e colide com o plano no ponto P

Po

2. A curva

3_
RStHy(t)z(t,tz,t s ]) eR3

representa o movimento de um corpo. Em t = 1 u.t., o corpo se desprende da curva e
continua seu movimento, sem que haja forcas adicionais atuando sobre ele,*® conforme
ilustrado na figura 3.4. Determine o ponto e o instante em que o corpo atinge o plano
x+y+z=10.

PRIMEIRA RESOLUCAO
O corpo se desprende da curva no ponto Py = y(1) = (1,1,0). No instante t = T u.t. (para
a curva y(t)), como

Rot—y/(t)= (1,2t, %t2> € R3,

o seu vetor velocidade é dado por V.=vy'(1) = (1,2,3/5). Assim, o corpo “sai”’ pela (reta)
tangente (a curva) dada por

Rot—r(t)=Py+tV= (1+t,1+2t,§t) € R3.%

49 Movimento retilineo uniforme.
50Note que Py é obtido para t = 0 como ponto da reta, isto é, 1(0) = Po. Portanto, ao instante em que o
corpo atingir o plano, acrescentamos uma unidade de tempo.
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No instante t u.t. em que o corpo atinge o plano, as coordenadas de r(t) satisfazem a
equagdo x +y +z = 10, isto &, 1 +t+ 1+ 2t + %t = 10. Entdo, 18t = 40, ou seja,
t= % = 2,2 u.t. é o instante em que o corpo atinge o plano, visto como uma Partl’cula
que estivesse em movimento sobre a reta durante todo tempo t. Portanto, 3,2 u.t. é o

exato instante do impacto e isso ocorre no ponto P =1 (2,2) = (3,2, 5,4, %E)

SEGUNDA RESOLUCAO

Considerando qualquer curva parametrizada y(t) que tenha derivada em t = tg, a equa-
¢ao da reta que passa pelo ponto Py = y(to), no instante t = to u.t. (ndo no instante t = 0
u.t.) e na dire¢ao do vetor Vv =y’(ty) é dada por

Rotr(t) =P+ (t—t)V € R®.

Nessa questao, como o corpo se desprende da curva em t =ty = 1 u.t., temos
r(t) = (1,1,0)+ (t—1)(1,2,3/5) = (t,Zt— 1,§(t— 1)> .

Portanto, ao contrario da primeira resolugao, existe uma sincronizacao de tempo entre a
curva e a reta, ndo sendo necessério acrescentar unidades de tempo ao tempo transcorrido
ao longo da reta. Assim, quando 7(t) atinge o plano x +y +z = 10, temos t + 2t — 1 +
%(t —1) =10, isto é, 18t = 58. Entdo, t = % = 3,2 u.t. é o instante do impacto com o
plano e isto ocorre no ponto P =1(3,2) = (3,2, 5,4, @55).
3. Suponha que uma particula siga pela trajetéria y(t) = (e', e ', cost) até sair pela tan-
gente no instante t = 1 u.t. Onde estara a particula no instante t =3 u.t.?

RESOLUGAO

O vetor velocidade é dado por y'(t) = (e, —e ', —sent), que, no instante t = 1 u.t., é
o vetor V.= (e,—1/e,—sen1). A particula estd em Py = (e, 1/e,cos 1) no instante t = 1
u.t. Portanto, a equacao da reta tangente é dada por

t

T(t) =Po+ (t—1)V = <et,f£+§,cos1 f(tfl)scrﬂ) Al

Assim, no instante t = 3 u.t., a posigdo sobre a reta é dada por

1(3) = (3e,—1/e,cos 1 — 2sen1) ~ (8,155, —0,368, —1,143).

4. Seja y(t) uma curva parametrizada com coordenadas diferenciaveis tal que [[y(t)|| = ¢
constante para todo t pertencente a algum intervalo aberto .52 Prove, utilizando a regra
da derivada do produto escalar, que y(t) L y’(t) para todo t € L.

RESOLUGAO
Derivando 1/v(t) - y(t) = c, isto &, y(t) - y(t) = ¢2, temos 2y(t) - y/(t) = 0.3

51Confira a segunda resolucio do exercicio anterior.

52Para curvas em R™, isso significa que o trago de y(t) esta contido na fronteira da bola aberta/fechada
n-dimensional de raio ¢ e centro na origem.

53Via geometria analitica ou algebra linear, temos: U L W &= - W = 0.
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5. Sey(t) & uma curva parametrizada com coordenadas diferenciaveis, definida num intervalo

aberto, com traco sobre uma esfera de centro na origem e raio r, prove que y(t) L y’(t)
para todo t pertencente a esse intervalo.

RESOLUGAO
Como [[y(t)]| =7, basta aplicar a questdo anterior com ¢ =T.

3.5.2 Continuidade e diferenciabilidade

1.

2 3,3 2 G2, ~ . :
z = eV3W Hlog 2y i yteos 6y funcdo continua? Justifique a sua resposta.

RESOLUGAO
Fungoes constantes, tais como

2
cter(x,y) = V3, ctey(x,y) = log2 e ctes(x,y) = cos 771,

bem como as fungoes
Pl y) =xepaxy) =y,

sdo continuas, pois seus graficos sdo planos e, assim, nao tém “buracos” ou “saltos”.
Como o produto de fungdes continuas é uma fungio continua, sdo continuas as fungdes

fi(x,y) = V3xy?, f2(x,y) = (log 2)x°y® e f3(x,y) = x%.

Como a soma de fungdes continuas é uma fungdo continua, é continua a fungéo
2 33, .2 2m
f(x,y) = V3xy? + (log 2)x*y® + x> +y + cos -
Por fim, como a composigao de fungoes continuas, quando possivel, é uma funcdo continua
e g(t) = e' é continua para todo t € R,
z = g(f(x,y))
— eflxy)

2 303442 2
— e\/gxy +(log 2)x7y3 +x?+y+cos

¢ uma func¢do continua.

. Em existindo as derivadas parciais das fungoes f(x,y,z) e g(x,y,z) num dado ponto,

prove que V(fg) = fVg + gVTf nesse ponto.

RESOLUCAO

0 0 0
(a(fg), @(fg), a(fg)) = (fxg + fgx, fyg + fgy, 29 + fg:)
= f(gx) 9y gz) + g(fm fyv f).

3. f(x,y) =1In(y/x? +y?) satisfaz a equagdo fy + fy, = 07

94
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RESOLUCAO
Para facilitar as contas, escreva

SIn(x® +y?).

N —

f(x,y) =
Logo, pela regra da cadeia, temos

x Y
= e f,=—2
X2+92 € Y X2+y2

Portanto, pela regra da derivada do quociente, temos

T- (¢ 4y —x-2x 1-(¢+y?)—y-2y
foc = 21422 e fyy = 2 202 )
(x* +y?) (x* +y?)

cuja soma é zero.

. Seja f uma funcdo de uma variavel, diferenciavel até a segunda ordem. Verifique que

z = f(x — ct) satisfaz a z,, — C‘—zzﬁ =0, dita equacao das ondas, onde ¢ é uma constante.

RESOLUGAO

Se y = x — ct, entdo, pela regra da cadeia para fungées de uma variavel,

_ dfly) _ df(y)dy _ df(y)

_d( dfly) _ d [/dfy)\dy _ ,d*f(y)
Z“*dt( “ay )T ey \Uay Jar € Tay

= dx dy dx  dy '
L _dly) _ditlay _ dfly)
dt dy dt dy ’
_d /df(y)\ _ d [df(y)) dy _ d*f(y)
ZXP&(W) dy (Ty)af a?

. Verifique que a fungdo z = e*"z/‘”‘t/ Vt satisfaz a z, = Kz, dita equagio de difusdo ou

equacdo do calor, onde k é uma constante.

RESOLUGAO
Basta observar que

2z = ((X2/4kt2)€7xz/4kt/\/{) + (efx2/4kt/(_2t3/2))

efxz/4kt X2 1
VA (4kt2 B ﬂ) ’
z, = (—=2x/4kt)e /™ Vo

(—1/2kt)e /% 4 (—x/2kt) (—x/2kt)e /4
Vit

B e—x2/4kt 1 N x2
TVt 2kt 4k22t2 )

XX

LicoEs DE CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS REATS 95



3.5.3 Planos tangentes, aproximacoes lineares e regra da cadeia

96

1. Onde o eixo das cotas intercepta o plano tangente ao grafico de z = €Y em Py = (1,1,1)7

RESOLUGAO

Sendo z, = eV e zy = —e* Y em (1,1) dados, respectivamente, por 1 e —1, tal plano
tangente é dado por (x —1) + (=1)(y—1) + (=1)(z—1) = 0, o qual intercepta o eixo das
cotas quando x =y =0, isto &, (—1) + (—1)(—=1) 4+ (=1)(z — 1) = 0. Portanto, (0,0,1) é
o ponto de intersegao.

. Determine a equacio do plano tangente a superficie z = 2x? — 3xy +y? que seja paralelo

ao plano 10x —7y — 2z +5 =0.

RESOLUGAO

Se f(x,y,2z) = 2x* — 3xy + y*> — z, entdo Vf = (fy, fy,f,) = (4x —3y,—3x + 2y,—1) é
normal ao plano tangente & superficie f(x,y,z) = 0 = f (Py) num ponto Py = (X0, Yo, 2o)
qualquer desta superficie. Contudo, ndo é dado o Py que determina unicamente o plano a
ser determinado. Por outro lado, como tal plano é paralelo ao plano 10x—7y—2z+45 =0,
temos VT (Py) = A(10,—7,—2) para algum real nao nulo A, isto é,

(4x0 — 3yYo, —3x0 + 2yo, —1) = (10N, —7A, —27),

ou seja,
4X0—3y0 = 10}\7
—3x0+2yp = —7A,
-1 = =22 = )\:%.
Portanto, Vf (Py) = (10/2,—-7/2,—1) e
4X0_3UO = 1707
73X0+2y0 = 7%

Multiplicando a primeira equagao desse sistema por 3, a segunda por 4, e somando as
duas, temos yo = —1, xo = % ezg=2(1/4)—3(1/2)(—1) + 1 = 3. Assim, a equagao do
plano procurado é dada por

(10/2)x+ (—=7/2)y+ (—1)z+d =0,

onde, como Py ¢ um ponto desse plano,

Portanto, a equagao procurada é dada por
(10/2)x+ (=7/2)y+ (—1)z—3 =0,

isto é, 10x —7y —2z— 6 =0.

. Verifique que: o trago da curva espacial de equagdes paramétricas x =sent, y =sent e

z = cos 2t esté contido na superficie x* + y% + z = 1; o traco da reta tangente a essa curva
no ponto Py em t = 71/4 esta contido no plano tangente a essa superficie em Py.
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RESOLUGAO

Sendo $ = {(x,y,z) € R®|x* +y?> +z =1} a superficie e y(t) = (sent,sent,cos2t) a
curva do enunciado, queremos verificar que y(t) € S, isto é, y(t) satisfaz a equagdo
x*+y%+2z = 1. De fato,

x(1)? + y(t)? + z(t) = sen’ t + sen’ t + cos 2t
= sen®t + sen*t 4 cos® t —sen’t
=1.

Agora, note que Py = y(1/4) = (\[/2 V2/2, 0) Entao, sendo 1(t) = Py + Vt a reta

tangente a curva y(t) em Py, como y’(t) = (cost,cost,—2sen2t) e V =y’ (11/4), temos

T(t) = (\zf+\2[t §+\2[ —2t>.

Assim, seja TT o plano tangente a S em Py, isto é, o plano de equagao

fx (Po) <x\§z> + fy (Po) ( ?) +(=1(z—-0)=0

com f(x,y) =1 —x* —1y?, ou scja,

(= 5) (A (=7 e

Queremos verificar que r(t) € TT, isto &, r(t) satisfaz a equagao anterior. De fato,

(A (F P E)

2 2 2
Vi Vi VI
(ﬁ)<z+zt z)+
(120 =
—t—t+2t=
0.

4. Aproxime linearmente uma fungao adequada f(x,y) e a partir dela estime:

(a) (0,99e%%02)3;
(b) (0,99)° + (2,01)% — 6(0,99)(2,01).

RESOLUGAO
Sendo [x —xo| = |Ax| < 1 e |y —yo| = |Ay| < 1 (arbitrariamente pequenos), temos que

f(x,y) = f(x0, Yo) + fx(x0,Yo) - Ax + fy(x0,Yo) - Ay.
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t

(a) Sendo f(x,y) = (xe¥)?, f, = 8(xe¥)7eY, fy = 8(xe¥)®, x = 0,99, x0 =1, Ax =x—%xo =
—0,01,y=10,002, yo=0e Ay =y —yo = 0,002, temos que

(0,99¢%%02)8 — £(0,99, 0,002)
~ f(1,0) 4+ £x(1,0) - Ax + f,(1,0) - Ay
~ 1+ 8(—0,01) + 8(0,002)
~ 0,936.

Note que, numa calculadora (0,99e%%2)3 x~ 0,938. Portanto, o erro é aproximadamente
0,002.

(b) Sendo f(x,y) = x> +y> —6xy, fx = 3x* — 6y, fy = 3y> —6x, x = 0,99, xo = 1,
Ax =x—x9 =—0,01,y=2,01, yo =2 e Ay = 0,01, temos que

(0,99) + (2,01)* — 6(0,99)(2,01)7 = (0,99, 2,01)
~f(1,2) 4+ £(1,2) - Ax + f(1,2) - Ay
~ =3+ (—9)(—0,01) + 6(0,01)
~ —2,8500.

Note que, numa calculadora (0,99)% + (2,01)3 — 6(0,99)(2,01) ~ —2,8485. Portanto, o
erro é aproximadamente 0,0015.

. Considere um cilindro cujo raio mede aproximadamente 2 metros e cuja altura mede

aproximadamente 3 metros. Determine a precisao das medidas do raio e da altura para
que o erro estimado do volume via aproximagao linear nao ultrapasse 0, 1 metros ctubicos.
Suponha ainda que o possivel erro cometido ao se medir o raio seja igual ao possivel erro
cometido ao se medir a altura.

RESOLUGAO
V(r,h) = mr’h ¢ o volume do cilindro de raio T e altura h. Suas derivadas parciais sdo
dadas por V, = 2mrh e V;, = mr?. Assim, por aproximacao linear,

V(ro + AT)hO + Ah) ~ V(To, }10) + V‘r(rO) hO) <Ar + Vh(TO) hO) : Ah’7 (35)

onde 1p = 2, hg = 3 e Ar = Ah <« 1 é o erro cometido nas aproximagdes do raio e da
altura. Logo, o erro estimado do volume é dado por

IAV| = [V(2 + Ar,3 + Ah) — V(2,3)|
~[V;(2,3) - At + Vi(2,3) - Ah|
~|(Vi(2,3) + Vi(2,3)) - A7
~ 16mAT].

Entdo, para que |AV| seja majorado por 0,1 m?3, basta que 167/AT| o seja. Assim,

16mAT] < 0,1 & |AT| <

1
< Teon ~ 0,001989.

Portanto, a precisao requerida é da ordem de 2 mm tanto no raio quanto na altura.
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6. O interior de um tanque cilindrico metalico tem altura de 1,2 m e raio de 80 cm. Se a
espessura das paredes é de 5 mm, calcule a quantidade aproximada de metal usada na
construgao do tanque, via aproximagao linear, e o erro relativo cometido nessa aproxima-
gao.

RESOLUCAO

Sendo V(r,h) = 7r’h o volume do cilindro de raio r e altura h, com derivadas par-
ciais V, = 2nrh e V;, = mr?, sua aproximacdo linear ¢ dada por (3.5). Agora, sejam
o = 80 cm, hy = 120 cm, Ar = 0,5 cm e Ah = 2-0,5 = 1 cm. Assim, como
AV = V(1o + Ar,hy + Ah) — V(10, hy), por um lado, via aproximagao linear,

AV = 2mrohoAr + mriAh
~ 30159,29 4 20106, 19 = 50265,48 cm?.

Por outro, calculando diretamente pela formula do volume de um cilindro, temos

AV = 7t (ro 4 Ar)* (hy + Ah) — mrdhy
~ 2463355,00 — 2412743,16 = 50611, 84 cm®.

Entéo, o erro absoluto é dado por 50611, 84 — 50265,48 = 346,36 cm?, enquanto que o
erro relativo é dado por %’% ~ 0.0068 < 7 -1073. Ainda, note que, embora o erro
relativo seja pequeno, o erro absoluto é grande pois Ar e Ah nao sao muito menores do

que 1, condigdo para que a aproximacao linear seja efetiva.

7. Um observador vé o topo de uma torre sob um angulo de elevagido de 30° com um pos-
stvel erro de 1’. Sua distancia até a torre é de 300 m com possivel erro de 10 cm. Via
aproximacao linear, determine o possivel erro no céalculo da altura aproximada da torre.

RESOLUGAO
Sendo x a distancia entre o observador e a torre, © o angulo de elevacdo e h = xtg0 a
altura da torre, temos h, = tg 0 e hyg = x/ cos? 8. Considere xo =300 m e 8y = 7z rad com

Ax =0,1Tme A0 ~ 0,0003 rad.”* Portanto, como Ah = h (xo + Ax, 8y + A8)—h (xo, 8p),
por um lado, o erro aproximado da altura pela aproximagao linear é dado por
Ah =~ (tg8y) Ax + —=—A@
cos? 0y
~ 0,177735 m.

Por outro,

Ah=h (300, 1, Tg[ +o0, ooos) —h (300; g)

~ 173,382877 —173,205081 = 0,177796 m.

0,177796—0,177735 3.4. 10—4
~ 3, .

Entao, note que, o erro relativo é dado por NEZicTs

8. Se f é uma funcao diferenciavel tal que fy(1,—1) =2 e fy(1,—1) = 0, determine a incli-
nagao da reta tangente ao grafico da fungdo Z(t) =f (th —t, —t4) no ponto de abscissa
to=1.

?4Via uma simples regra de trés, 755 rad esta para 1°, que esta para 60”.
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RESOLUGAO
Sabemos do “calculo I” que a inclinagao é dada por Z'(1). Assim, seja Py = (to, Z (to))
um ponto fixo do gréafico G (Z) de Z, conforme ilustrado na figura seguinte:

Para tal ponto, se z(t) = at+b é a reta tangente a G (Z) em Py, essa reta tem inclinagao
a=27'(t). Logo, se ty = 1, x(t) = 2t> —t e y(t) = —t*, entdo

a=2'(1)

= VIx(1),y(1)) - ( (1),

= (fx(1,=1), f,(1,=1)) - ( (1—1,—4-(1)3)
=2-3+0-(—4)

=6,

utilizando a regra da cadeia na terceira igualdade, de cima para baixo.

9. Determine o vetor i perpendicular & curva de equacdao xIlny — ylnx = 0 no ponto

Po= (1, 1), considerando que a sua primeira componente ¢ positiva e [[fi| = 2V2.
Observagao
Analogamente ao caso de fungodes reais de trés variaveis reais, para uma funcdo f(x,y)

adequada, VT (Py) é ortogonal & curva f(x, y) = constante = f (Py) no ponto Py dessa
curva.

RESOLUGAO
Como 1l = kVTf (Py) e VI = (lny — %,ﬁ—lnx), temos que Vf(1,1) = (—=1,1) e i =
(—k, k), sendo que, para —k > 0, temos k < 0. Portanto,

Il = 2v2 = V2K2 = 2V2

= kvV2=2V2
Sk=2
S R=(2,-2).

10. Determine os versores normais a superficie de equacao e¥*"*+Inz = 1, no ponto Py dessa
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11.

RESOLUGAO
Se Py = (%0, 1,1) satisfaz a equacio e¥*"™* +Inz = 1, entdo e™* =1, isto é, xo = 1. Por
outro lado, a superficie dada é representada por
f(x,y,z) = e¥*™* 4 1Inz
=1
=f(Po),

com vetor normal em Py = (1,1, 1) dado por multiplos de Vf(Py) = (fx(Po), fy(Po) , f2(Po)),
onde

— Yz yzlnx _ zlnx _ zlnx 1
fo = ez f) =zlnxeY e f,=ylnxey + 5

Portanto, como V£ (Py) = (1,0, 1), os versores normais a superficie em Py sdo dados por
n= i%(l)o,l).

Se u = f(x,y) esta definida e tem derivadas parciais de primeira ordem continuas num
dominio adequado, x =7cos0 e y = rsen6, prove que

T (au)'_ (w1 (uy:
ox oy/ ~ \or r2\00 /) °
Sugestao: Regra da cadeia no segundo membro.
RESOLUGAO

Calculando separadamente cada parcela do segundo membro e somando os resultados,
temos que

(au)z (auax+ 8uag)2
or ox or  dy Or
= (uycos +uysene)2
= u} cos” 0 + 2u,y cosesene—b—uﬁ sen” 0

+

T(au)E 1 ouax dudyy?
12\ 00/ = r2\ 0x 00 dy 00

1
= — (u,r(—sen 0) 4 u, T cos 0)?
T2 Yy
=u?

sen?0 — 2u,uy sen O cos 6 + uﬁ cos? 0

2 2
U +uy.
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3.5.4 Otimizagao

1. Qual ¢ a menor distancia entre o ponto Py = (2,1,4) e o plano TT dado pela equacio
x+2y+z=>57

RESOLUCAO VIA GEOMETRIA ANALITICA

Distancia entre Py = (xo,Yo,20) € TT: ax + by + cz+ d = 0 é dada por

laxo + byp + czo + d|
VEioiia

124214145

BV IR T

d(Po, M) =

u.c.

Sron ol

RESOLUQAO PELO TESTE DA DERIVADA SEGUNDA
Se P = (x,y,z) €T, entdo P = (x,y,5 —x — 2y) e d(Py, TT) é o menor valor da fungao

d(x,y) = d(Po, P)
=Vx=2+y -1+ (1 —x—2y)
Note que, como d ¢é positiva, se
f(x,y) = d(x,y)
=(x=2 +y—17+01—x—2y),

entao
2
fminimo = (dminimo) )

nao sendo necessério, portanto, derivar raiz quadrada.

. DETERI\/IINAQAO DOS PONTOS CRITICOS
fy = 2(x—2)—2(1—x—2y) = 4x+4y—-6 = 0
fy = 2(y—1)—-401-x-2y) = 4x+10y—6 = 0
Como cada ponto do dominio de f ¢ interior a ele, em particular, (3/2,0) ¢ interior
a tal dominio.

- TESTE DA DERIVADA II PARA (3/2,0)
Como

—y=0,x=3/2.

H(3/2) O) = fxxfyy - fiy|(3/2,0)
=4.10—4?
>0

e T(3/2,0) =4 > 0, (3/2,0) ¢ minimizador local (e global) de f e d, ou seja,
P = (3/2,0,7/2) é o ponto de TT mais proximo de Py, com distancia d(Py,TT) dada

por
duntuimo = \/fmmimo
=/(=1/2)7+ (=1)2 + (—1/2)2
3/2 u.c.
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2. Caso exista, calcule a menor distancia da origem até a superficie S dada por xyz = 8.

RESOLUGAO

Primeiramente, note que S é um hiperboloide de quatro folhas, onde quatro de seus
pontos sdo os mais proximos da origem de R3.°6 Assim, temos valor minimo como ima-
gem (da fungao distancia) de quatro minimizadores.

RESOLU(;AO PELO TESTE DA DERIVADA SEGUNDA
Aqui, x, y e z sdo diferentes de 0 e, para nao ter de derivar raiz quadrada,

f(x,y) = d(x,y)?
=x*+y*+ (8/xy)~

- DETERMINAGAO DOS PONTOS CRITICOS
fu = 2x—22 =0 = xy=64
{ fy = nyx‘zyss =0 = Xy'=64

= x =14y ==2.

Como pontos que nao estdo nos eixos cartesianos sdo interiores ao dominio de f,
(£2,42) sdo interiores a esse dominio.

- TESTE DA DERIVADA II PARA (2,2), (2,-2), (—2,2) E (—2,-2)

Como
H = fiofyy — 2,
128 128 128 \ 1?
=23 () 2 ()| - (5]
128 (x2 + 42 2
—4+16 7(’2 Ty )| 45 (—?i)
xty x*y

e Ty 880 positivos, (+2,+2) sdo minimizadores locais de f e d, sendo a distancia

procurada dada por
dinmimo = V Frnmimo
= /(£2)? + (£2)% + (£2)?
=2V3uc.

Contudo, como xyz = 8 > 0, temos que (2,2,2), (2,—2,-2), (—2,2,-2) e (—2,-2,2)
sdo os pontos de S mais proximos da origem.

RESOLUGAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

fx = }\gm
Sejam d(x,y,z) = /X2 +y2 + 2%, f = d?, g(x,y,z) = xyz e ]iy i ;gy’
Q(X»y» Z] = &
2x = MAyz,
2y = Mxz,
2z = Axy, (3.6)
xyz = 8.

%58 pode ser visualizada, por exemplo, no Wolfram Alpha.
%Da mesma forma que dois pontos da hipérbole xy = 8 sdo os mais proximos da origem de R2.
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Agora, multiplicando a primeira equagao de (3.6) por x, a segunda por y e a terceira por
z, obtemos 2x?> = 2y? = 2z?, isto é, y = +x e z = +x. Portanto, da tltima equacdo
de (3.6), temos +x* = 8, ou seja, x = £2, y = £2 e z = +2. Por outro lado, como
xyz = 8 > 0, segue que (2,2,2), (2,-2,-2), (—2,2,—2) e (—2,—2,2) sao os pontos de S
mais proximos da origem. Por fim, caso P seja qualquer um destes quatro pontos,

dmim = d(P)
_ V2
=2V3uc

Convidamos o leitor a comparar a imagem de qualquer outro ponto de S com a imagem
dos quatro minimizadores de d obtidos, ou seja, considere um ponto arbitrario P’ # P,
cujas coordenadas satisfazem a condi¢ao xyz = 8, e verifique que d (P’) > d(P). Se

P/ = (2\/22, ﬁ), por exemplo, entdo 2v/2-2-vV2 =8¢

d(P) =14 >12 = 4(P).

. Em existindo a caixa de maior volume cuja area total da superficie seja igual a 64 cm?,

obtenha as dimensoes de tal caixa via multiplicadores de Lagrange.

RESOLUGAO

Embora possamos verificar a existéncia do valor maximo global para o volume dessa
caixa,”™ a resolucao tera prosseguimento apenas com a suposicao de que seu volume mé-
ximo existe, conforme o enunciado dessa questdo. Portanto, sejam f(x,y,z) = xyz e
g(x,y,z) = 2(xy + yz + xz) o volume e a area da caixa, respectivamente. Assim,

T = Agx = yz = 2A(y + z),
fy = Agy - xz = 2A\(x + z), (3.7)
f,=Ag. = xy = 2A(x +y), '

g(x,y,z) =64 = xy+yz+xz=232

Multiplicando a primeira equagao do sistema (3.7) por x, a segunda por y, a terceira por
z, igualando-as e observando que A # 0,% temos xy + xz = xy + yz = xz+ yz. Portanto,
x =y = z. Entdo, da tltima equacio de (3.7), temos 3x* = 32, isto é, x = 1/32/3 cm,
onde desconsideramos a raiz negativa.

Convidamos o leitor a comparar a imagem do maximizador P = (\/32/3, \/32/3, \/32/3)

de f com a de um ponto arbitrario P’ # P, cujas coordenadas satisfazem a condigao
xy + yz + xz = 32, e verificar que f(P’) < f(P). Por exemplo, para x =y = 1, a
condigao supracitada fica reduzidaa 1-14+1-z4+1-z =32, isto é, z=31/2. Assim, para

P’ = (]a])%)v

31 32 /32

57Verificacdo similar & demonstracdo apresentada na pagina 88.
58Se A = 0, entdo yz = 0 acarreta volume nulo!
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De fato, nessa expressao, caso < seja trocado por >, temos

B3 (3 (32) %
2 - 3V3 2 —\3 3
312 323
- > TC
4 — 27
= 27-31-31>4-32-32-32,

que é uma desigualdade invalida.

22 _

4. Em existindo o elipsoide de equagao z—i + }bé % =1, que passa por (1,1,2) e limita a
2

regido de volume minimo,* determine os valores numéricos de a?, b? e c?.

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
Embora possamos verificar a existéncia do valor minimo global para o volume desse
elipsoide,%° a resolucdo tera prosseguimento apenas com a suposicio de que seu volume

minimo existe, como enunciado nessa questao. Assim, f(a,b,c) = % e, como o ponto

(1,1, 2) satisfaz a equagao ’;—i+%§+§:1, g(a,b,c) :%+J—Z+§ =1

fo= )\ga = 47{% = —%7
o = Agy == % = _%v (3 8)
fc = 7\9c - dzab 7?2’\’ ’

b _
gla,be) =1 = L+gE+EH=1

Multiplicando a primeira equagao do sistema (3.8) por a, a segunda por b e a terceira
por ¢, igualando-as e observando que A # 0,1 temos a? = b? e ¢? = 4b?. Substituindo
tais quadrados na tltima equagdo de (3.8), temos b* = 3. Portanto, a*> = 3 e ¢ = 12.
Entao, % + %z + % =1 ¢ o elipsoide de menor volume que passa por (1,1,2).

Para testar a minimalidade do ponto P = <\/§, V3, 2\/§), considere um ponto arbitrario
P’ # P, cujas coordenadas satisfazem a condicao % + biz + ;iz = 1, e verifique que
f(P’) > f(P). Por exemplo, para a = b = 2, a condi¢ao supracitada fica reduzida a
JT + % + ;% =1, isto ¢, ¢ = 2v/2. Considere, entdo, P’ = (2, Z,Zﬁ). Assim,

_47123\/2 42 <\/§)3
T3 7 3

De fato, nessa expressao, caso > seja trocado por <, temos

23f2g2(\f3)3:>4\f2g3¢§

—=16-2<9-3
— 32<27,

f(P) = f(P).

que é uma desigualdade invalida.

59Utilizando integrais triplas, no capitulo 4, mostraremos que o volume da regido limitada pelo elipsoide
% + gfi + z—i =1 ¢é dado por 4"?"“ wv.

60Verificacdo similar 4 demonstragio apresentada na pagina 88.

61Se A = 0, entdo bc = 0 acarreta volume nulo!
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5. Em existindo a caixa retangular de maior volume que pode ser inscrita no elipsoide
2 2 2 . .
%+ & +% =1, determine essa caixa.

RESOLUGAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Embora possamos verificar a existéncia do valor maximo global para o volume dessa
caixa,%? a resolucdo tera prosseguimento apenas com a suposicao de que seu volume mé-
ximo existe, conforme o enunciado dessa questao. Assim, sendo (x,y,z) o vértice da caixa
no primeiro octante, f(x,y,z) = 8xyz é o volume da caixa para (x,y,z) satisfazendo a

~ 2 2 2
equagdo g(x,y,z) =S+ L+ 5 =1

fo = Agy — dyz =2
fy =Agy = 4xz = ¥,
f.=Ag.  — dy = &, (3.9)

gyz) =1 = S+5 45 =1

Multiplicando a primeira equagao do sistema (3.9) por x, a segunda por y, a terceira por

~

. 2 2 P ~
z, igualando-as e observando que A # 0,5 temos % = = % e, da tltima equagdo de
3x2 _3y? 322 _ a _ b _
(3.9)7?7])27077].LOgO,Xfﬁ,yfﬁczfﬁu.C.

Para testar a maximalidade de P = ( %) desconsidere a aplicagao do problema,

a b
V3 V3!
ou seja, suponha que f(x,y,z) # 0 nao tenha relacdo com o calculo de volume. Assim,

Dom(f) = {(x,y,z) ER’: xyz # O}

a b c
+—t—,+—
sao as solugoes de (3.9), onde P ¢é a solugdo com as trés coordenadas positivas, com
imagens por f dadas por ii‘“\;gc, onde o valor positivo é o maximo e o valor negativo é o

minimo.

6. Seja f(x,y) = x* + y* definida em D = {(x,y) € R?[x? 4+ 2y* < 1}. Obtenha os maxi-
mizadores e minimizadores globais de f sobre D.

RESOLUGAO
Como f é continua e D é compacto, f tem méximo e minimo globais em D por (O,).
Seguem duas resolugoes distintas para essa questao.

RESOLUGAO SEM CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS

Como f(0,0) = 0 < x* +y? = f(x,y) para todo (x,y) € R?, (0,0) é o ponto de minimo
global. Por outro lado, de y* < 2y?, temos f(x,y) = x* +y*> < x* + 2y? < 1 para pontos
(x,y) € D. Portanto, o valor méximo de f em D é 1. De fato, como f(x,y) é o quadrado
da distancia de (x,y) até (0,0), o ponto de méaximo ocorre nos vértices (+1,0) da elipse
que representa a fronteira de D.

RESOLUGAO COM CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS
Devemos analisar tanto o interior quanto a fronteira de D.

62Verificacdo similar 4 demonstracio apresentada na pagina 88.
63Se A = 0, entdo yz = 0 acarreta volume nulo!
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- INTERIOR DE D, OU SEJA, {( x,y) € RZ] 5 +J¥ < 1}

(v/1/2)2
ANALISE DOS PONTOS CRITICOS
Se Vf = (0,0), entdo (x,y) = (0,0), que é minimo local via (03,).% De fato, como
nio existe ponto (x,y) € R? tal que f(x,y) < f(0,0), a origem ¢ minimo global de
fxy) =x +y%

. 2 Y
FRONTEIRA DE D, OU SEJA, {( x,y) € R | L+ i 1}

Da analise no interior de D, resta calcular os pontos de maximo globais na fronteira
de D. Seguem duas formas distintas de calcula-los.

CALCULO DE MAXIMIZADORES VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

fix = Agy,
f,y) =X+ 9% gl y) =x* +2y° = ¢ f, = Agy,
Q(X»y) = 1
2x = 2Ax,
= 4q 2y = 4y, (3.10)
x*+2y2 = 1

Multiplicando a primeira equagao do sistema (3.10) por 2y, a segunda por x, e
igualando os primeiros membros das duas, temos xy = 0. Portanto, pela terceira
equagao de (3.10), temos:

iLx=0=wy :iﬁ/z;

ii.y=0=x==1.
Como f(0,+£v2/2) = 02 + (£v2/2)2 =1/2 ¢ f(£1,0) = 12+ 0> =1, (£1,0) séo os
pontos de méximo globais de f em D.

CALCULO DE MAXIMIZADORES SENDO f FUNGAO APENAS DE x (OU y)

I. Substituindo x*> = 1—2y? em f(x,y) = x2+y?, f ¢ funcio apenas de y, digamos,
gly) =1—y? comy € [—/1/2,1/1/2]. Como g'(y) = —2y, y = 0 é o tnico
ponto critico de g. Como ¢g”(y) = —2 < 0, y = 0 ¢ o ponto de méaximo local
no intervalo (—\/7 \/7 com valor méaximo local g(0) = 1. Por fim, na

fronteira, temos g(£4/1/2) =1/2 < 1. Assim,

y=0ex*=1—-y> = x=+1

= (£1,0) sdo pontos de maximo locais para f,

com valor méximo local f(£1,0) = (£1)?+ 0> =1.

II. Substituindo y> = (1 —%?)/2 em f(x,y) = x* +y?, f ¢ funcdo apenas de x,
digamos, h(x) = (1 4+%?)/2 com x € [—1,1]. Como h'(x) = x, x = 0 é o tnico
ponto critico de h. Como h”(x) =1 >0, x = 0 é o ponto de minimo local no
intervalo (—1, 1), que podemos desconsiderar pela analise no interior de D. Por
fim, na fronteira, h(£1) = 1. Assim, (£1,0) sdo os maximizadores locais de f
em D.

64Verifique!
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108

Portanto, (0,0) ¢ o minimizador e (£1,0) sdo os maximizadores globais de f em D.

. Para f(x,y) = x* —xy, obtenha os valores maximo e minimo globais de f na bola fechada

X +y? <.

RESOLUGAO

f & continua no compacto D = {(x,y) ER X +y? < 1}. Entao, f admite maximo e
minimo globais em D por (O;). Buscaremos tais extremantes, tanto no interior, quanto
na fronteira de D.

- INTERIOR DE D, ou sEJA, {(x,y) € R?[x* +y? < 1}

CALCULO DOS PONTOS CRITICOS
? ~ — 2x—y i 0
y = —X =0

= Xx=y= 0.
TESTE DA DERIVADA SEGUNDA PARA (0,0)

H(0,0) = fufyy — fiy\(o,m =—1< 0= (0,0) & ponto de sela.
Assim, 0 maximo e o minimo de f ndo ocorrem no interior de D.

- FRONTEIRA DE D, OU SEJA, {(x,y) € R?[x* +y*> =1}

RESOLUQ;\O VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

fx = 7\9x-,
flxy) =X —xy e glxy) =" +y* =< f, = Agy,
9(x,y) 1
2x—y = 2Ax,
= { —x = 2y, (3.11)
x*+y? = 1

Depois de multiplicar a primeira equagao do sistema (3.11) por y e a segunda por
X, iguale os primeiros membros das duas equagoes resultantes e utilize a terceira
equagao de (3.11) para obter

xy—yYl=—-AN=y 1=y —1=22xyex* =1—1?
= (2y° = 1)’ = (2)* =401 =)y’
— 4yt -1 =4 4y
=8y =8y’ +1=0
W82 gt 41=0

242
TRt

—=yt=t=

Portanto:
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= 2 — X" = -y = 2
2
— e
2 2 2 1 2
= f(x,y) =x* —xy = +\[+£: +V2
4 4 2
Logo, %ﬁ ¢ o valor minimo e '*—‘[ é 0 maximo.

RESOLUCAO VIA COMPOSIGAO DE f COM UMA CURVA PARAMETRIZADA
Sendo x(t) = cost e y(t) =sent, t € [0,271], uma parametrizacdo de x> +y2 = 1,
note que, calcular o valor maximo/minimo de

z(t) = f(x(t),y(t))
=cos’t —costsent
1+ cos(2t) —sen(2t)
= 3 ,

t € [0, 27, significa calcular o valor maximo,/minimo de f ao longo da circunferéncia
unitéria x* +y? = 1. Portanto:
i. z(t) é continua no compacto [0, 271]. Assim, por (O3), z(t) tem maximo e minimo
globais em [0, 27;
ii. z(t) assume o valor 1 na fronteira de [0, 271, isto &, em {0, 27t};%°
iii. O valor maximo/minimo no interior de [0, 27, isto &, em (0, 27), é calculado da
forma seguinte:
2'(t) = —sen(2t) —cos(2t) = 0 para 0 < t < 27, isto é, cos(2t) = —sen(2t) para

0 < 2t < 4m. Assim, como 2t € {3%, Zx In 1rl

122
T2

z(t)

3n 7n 11w 157
para t € {35, 5, 17, B}

Como f nfo tem extremantes no interior do compacto D, eles pertencem a sua

fronteira. Portanto, 1= ‘[ H‘[

é o valor minimo e é o valor maximo de f em D.

%5De fato, z(0) = z(2n) = 1.
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8. Determine o maximo e o minimo globais da funcdo z = Ax? 4 2Bxy + Cy?, onde B # 0 ¢
(A + C)2 —4(AC —B?) > 0, na circunferéncia unitaria x> +y? = 1.

RESOLUQAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
Sejam z = f(x,y), g(x,y) =x* +y* e

fx - }\gx7
fy = Agy,
Q(X»U) = 1
Portanto,
2Ax+2By = 2Ax = (A—A)x — By = 0,
2Bx+2Cy = 2y = —Bx + A—-C)ly = 0, (3.12)
x? 4+ y? = 1
Note que A # A.% Agora, da primeira equagio do sistema (3.12), temos
B
=— . 3.13
X=3—y (3.13)

Além disso, multiplicando a primeira equagao de (3.12) por (A — C), a segunda por B, e
somando as duas equacdes resultantes, temos ((A — A)(A — C) — B?)x = 0, acarretando
x = 0, que, como vimos, pode ser descartado, ou

B2=A—A)A-C). (3.14)

Ainda, substituindo (3.13) na terceira equagao de (3.12), temos [% + 1] y? =1, ou
seja,
: . (A= A)?
VTR A—AT
Por fim, substituindo (3.13), (3.14) e (3.15) na funcao do enunciado da questao, temos

(3.15)

B2 2B?

e L

A(A— Q) (A—A)
= { A +2(7\_C)+C} A _A)A (A1 Q)
CAM—C)+2A—A)A—C)+ C(A—A)
- 2A—(A+C)
VM (A+ QR

A (A+C)
:7\7

que, por (3.14), é obtido via

M —(A+CA+AC—B*=0.

66De fato, A = A na primeira equagio do sistema (3.12) acarreta y = 0, que, na segunda equagio, acarreta
x = 0. Contudo, (x,y) = (0,0) ndo & ponto da circunferéncia x?> +y2 = 1, ou seja, x =y = 0 nio satisfaz a
terceira equagao de (3.12).
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Portanto, A é dado por

_A+Cx/[A+CF—4[AC B}
- > ,

As (3.16)

onde z = A; é o valor maximo global e z =A_ é o minimo global.

Observagao
Considerando a resolugéo via multiplicadores de Lagrange da questao 7, pagina 108, ob-
serve que, substituindo A = 1, B = —1/2 ¢ C = 0 na equagdo (3.16), zmax = # e
Zin = 52

9. Uma fabrica produz dois tipos de lampadas. Sendo feitas x lampadas do tipo 1 e y do
tipo 2, cada uma delas podera ser vendida por 100 — 2x e 125 — 3y u.m. (unidades mo-
netérias), respectivamente. O custo de fabricagao de x lampadas do tipo 1 e y do tipo 2
é de 12x + 11y + 4xy u.m. Quantas lampadas de cada tipo devem ser produzidas para
que a fabrica obtenha o lucro méaximo e de quanto é esse lucro?

RESOLUGAO

f(x,y) = x(100 — 2x) + y(125 — 3y) — (12x + 11y + 4xy)
= 88x + 114y — 2x* — 3y? — 4xy

¢ a funcdo lucro e, sendo x > 0,y > 0, 100 —2x > 0 e 125 — 3y > 0, temos que f &
continua no dominio

12
D:{(x,y)eR2|O§x§50eO§y§Ts}

fechado e limitado. Portanto, f tem méximo e minimo globais em D.

125

- ANALISE NO INTERIOR DE D, OU SEJA, EM {(x,y) € R? : 0 <x <50, 0 <y < 12

CALCULO DOS PONTOS CRITICOS
f, = 8 —4x—4y = 0 — x+y = 22 x(=2)
fy 114 — 6y —4x 0 2x+3y = 57 «—+
—x=9,y=13.

TESTE DA DERIVADA SEGUNDA
(9,13) é maximizador local com valor maximo local dado por f(9,13) = 1137.%8

- ANALISE NA FRONTEIRA DE D
Verificaremos que o maximizador local (9,13), interior ao dominio D, ¢, de fato,
o ponto de maximo global de f em D, dividindo a sua fronteira em quatro partes
que representam seus lados, denotadas por I, IT, III e IV (conforme a ilustragao
seguinte), e observando que, em nenhuma delas, f assume um valor maior que 1137.

67Para o discriminante, confira o enunciado dessa questao.
68 Verifique!
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125/3 111
11 IV
(9,13)
X
0 I 50

I REPRESENTANDO O SEGMENTO DE RETA DADO POR y =0 E x € [0,50]

- INTERIOR DE I, 1STO E, (0,50)
fi(x) = f(x,0) = 88x — 2x* = fj(x) = 88 —4x = I (x) = —4.
Logo, 1 assume valor méaximo local de 968 em x = 22.
- FRONTEIRA DE I, 1sTO E, {0,50}
Note que, 1(0) =0 e f;(50) < 0.
Portanto, como f(9,13) > f(22,0) = 968, o valor méaximo global de f em D nao
ocorre em 1.

IT REPRESENTANDO SEGMENTO DE RETA DADO POR x =0 E y € [0,125/3]

- INTERIOR DE II, 1sTO E, (0,125/3)
f2(y) = f(0,y) =114y — 3y? = fi(y) = 114 — 6y = f}(x) = —6.
Logo, f; assume valor méximo local de 1083 em y = 19.

- FRONTEIRA DE II, 1sTO E, {0,125/3}
Note que, f2(0) =0 e f,(125/3) < 0.

Portanto, como (9,13) > f(0,19) = 1083, o valor maximo global de f em D
nao ocorre em 11I.

IIT REPRESENTANDO O SEGMENTO DE RETA DADO POR Yy = % E x € [0,50]
Como f3(x) = f(x,125/3) = f1(x) — % — S%X < f1(x), o valor méximo global
de f em D n&o ocorre em III.

IV REPRESENTANDO O SEGMENTO DE RETA DADO POR x =50 E y € [0,125/3]
Como f4(y) = f(50,y) = f2(y) — 600 — 200y < f;(y), o valor maximo global de
f em D nao ocorre em IV.

Portanto, para 9 lampadas do tipo 1 e 13 do tipo 2, temos lucro méaximo de 1137 u.m.

10. Em existindo, calcule a menor distancia entre a origem e a curvay = x> + 1.

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
O objetivo é minimizar f(x,y) = d(x,y)? = x* +y? restrita a g(x,y) =y —x>—1=0.9

59Parte do grafico de y = x> + 1, com concavidade para baixo, est4 ilustrada a seguir.
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Y h(x) = 3x* +3x + 1

y=x>+1

X1 X2

Nessa ilustragdo, o grafico com concavidade para cima representa parte da funcao
h(x) =3x* 4+ 3x + 1,

que analisaremos a seguir, bem como as suas raizes x; e X, isto &,
h(X]) = h(Xz) =0.

Primeiramente, é facil ver que, como o grafico de y = x*> + 1 néo passa pela origem,™
(0,0) nao pode ser o ponto de minimo global de f. Agora, do sistema

fx = }\ng
fy = Agy,
g (X» Yy ) = 07
temos
2x = -3\,
2y = A (3.17)

onde A # 0.7 Portanto:

i. y # 0, pela segunda equagio do sistema (3.17);7
y—0°—-1=0

.o \*/—/

iil. x=0 = y=173

iii. Por (3.17),

Xx#0,xBAx+2)=0,A=2yey=x"+1=6x(x*+1)+2=0
= h(x)=3x"+3x+1=0.

De fato, 0 % 03 + 1.

"Se A = 0, entdo x =y = 0, que acabamos de descartar.

"Logo, (—1,0) ndo é ponto de minimo e a distancia minima é menor do que 1.

"3Contudo, (0,1) nio pode ser ponto de minimo global, pois a distancia minima é menor do que 1.
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Assim, para resolver (3.17), analisaremos a existéncia das raizes da equagao h(x) = 0,

pelo grafico de h, e calcularemos seus valores por meio de um método numérico.
GRAFICO DE y = h(x)

i. Como h(—1) =h(0) =1, o grafico passa por (—1,1) e (0,1), onde g(0,1) =0.

<0 parax<—1/v4 .. h decrescente;
.. =0 parax =xo=—1/v4 minimizador local
. ! =12 3 )
i h(x) =12 +3 pois h'(xo) = 36x% > 0;
>0 parax>—1/v4 .. h crescente.

iii. h(xo) <O0e lirin h(x) = 0.

Portanto, o gréafico de h(x) é esbo¢ado como na ilustragio supracitada e existem x; e x;
m [—1,0] tais que h(x;) =0 e h(x;) =0.

METODO DE NEWTON

Sendo, agora, h(x) uma fun¢do arbitriria adequada,
h(r) = 0, r9 um ponto inicial prozimo da raiz v e
Th = Tno1 — h,T“ U pem definido (isto é, h' # 0 nos
Th’s) para n = 0,1,23 , temos T, — T se N — 0.

Por exemplo, se h(x) = x2 — 2, sabemos que h(£v/2) = 0, onde v/2 & aproximadamente
igual a 1,414213562. Seja, entdo, 1o = 1. Assim:

h(To) -1

Ty =Ty — h/(TO) =1- 72 = ],5;
h(r) 1/4

T) =T — W = 1)5— T = ],4]66666677
h(r;)

T3 =T — () ~ 1,414215686;

Essas reticéncias significam que, se n — oo, entao |1, — ﬁ‘ — 0.
Para a funcio h(x) = 3x* +3x 4+ 1, como h/(x) = 12x3 + 3, se 1, = 0,9, entdo:

- h(re) 3-(0,9*+3- (0,941 _
NS oy 07 2.0 9P s 048
n=T— h((T )) —0,187;

h(r2)

~ —0,348;

BT h/(r;)
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Obtendo a outra raiz de h(x) de modo similar, temos x; ~ —0,846 e x, ~ —0, 348.
Portanto, a distancia minima é o menor valor entre

d(x,y1) = VE(xn,y1) e d(xa,y2) = VFx,12),
onde Yy — Xiz —1=0, ou seja, y; = 0,395 e y, = 0,958. Desse modo, como
f(x1,y1) = 0,716 + 0,156 = 0,872 e f(x2,y2) =~ 0,121 40,918 = 1,039,
a distancia minima é dada por

dimmima =~ V0,872 =~ 0,934 u.c.

11. Em existindo o triangulo cujo produto dos senos dos seus angulos internos seja o maior
possivel, verifique que ele é equilatero.

RESOLUGAO
Sejam x, y e z os angulos internos de um tridngulo arbitrario, conforme a figura 3.5.
Portanto, como x +y + z = 7, temos

Figura 3.5: Apenas o tridngulo a esquerda tem senx - seny - senz maximo

Al 4

senxsenysenz = senxsenysen(m— (x +y))
= senxsenysen(x +y)

=f(X»y)’

onde usamos sen(7m — (x +y)) = sen(x +y) na segunda igualdade. Por um lado, como x
e Y sdo positivos e x + Yy é menor que 7, todos os pontos do conjunto aberto

Dom(f) ={(x,y) ER|x >0,y >0, x+y <7t}
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sao interiores a ele e existe Vf em cada um desses pontos. Em particular, o maximizador
global, caso exista, deve ser um ponto desse dominio. Por outro lado, entre esses pontos,
os candidatos a extremantes de f devem satisfazer, por (O7), o sistema

I. fy =cosxsenysen(x +y) + senxsenycos(x +y) =0;

II. fy =cosysenxsen(x+y) + senxsenycos(x +y) =0.
Subtraindo II de I, temos
(cosxseny — cosysenx)sen(x +y) = sen(y — x)sen(x +y) = 0.
Como 0 < x+y < 7, sen(x +y) # 0 e, portanto, sen(y —x) = 0. Assim, como y—x =0,
I ou II acarretam
cosxsenxsen2x + senxsenxcos2x = senx(cosxsen2x + senx cos2x)

= senxsen 3x
=0.

Como senx # 0, 3x € {0, 7t}. Logo, 3x = 71, pois x nao pode ser nulo. Assim,

. m

x=y=z=3.

Portanto, por (Os3), o tnico ponto critico calculado, ou seja, (71/3,7/3,7/3), ¢ maximi-
zador global de f em seu dominio.

12. Em existindo o ponto P tal que a soma das distancias entre ele e os vértices de um

triangulo acutangulo ABC seja minima, verifique que as semirretas PA, PB e PC formam,
entre si, um angulo de 120 graus, conforme a figura 3.6.

Figura 3.6: Triangulo acutangulo

v

RESOLUGAO
Sendo P = (x,y), A = (xa,ya), B = (xs,ys) ¢ C = (xc,yc),

f(x,y) = [AP|| + [BP|| + |CP|
=/(x—xa)*+ (y —ya)?
+ v/ (x—xp)% + (y — ys)?
+vV(x—xc)2+ (y —yc)?
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¢ a soma das distancias entre P e os vértices do tridngulo supracitado. De acordo com
o enunciado da questdo, assumiremos que f admite minimo global.”™ Assim, sendo esse
valor minimo a imagem de P por f e P interior ao dominio de f, Vf(P) = 0 por (On).
Entdo, como Dom(f) = R?, podemos considerar o sistema,

(X) y)_<X—XA+X_XB+X_XC y_yA+y_yB+y_yc>

— = — T — = —
AP IIBPIL - [ICPIl [IAP IBPI| ICPI]
.
== = =
IAPIIIBPI [ICP]
=(0,0).

Portanto, sendo U, V e W os versores de }TF)’, ﬁ e @, respectivamente, temos
U+ v+w=0.
Assim, calculando o produto interno dessa equagdo por U, V e W, respectivamente, ou
seja, calculando
U ( A+ V+W) =10, V- (U+V+W) =V-0 e W- (L+V+W) =w-0,
temos
1+cosax+cosy=0, cosc+1+cosp =0 e cosy+cosp+1=0, (3.18)
onde « é o angulo que U forma com V, B é o angulo que V forma com W e y é o angulo
que W forma com U. Subtraindo duas equagoes de (3.18), uma da outra, obtemos
cosx = cos 3 =cosy = —%.
Portanto, como o« + 3 +v = 360°,
ax=pf=y=120°.
13. Em existindo, calcule a menor distancia da parabolay =x*+ 1 aretay =x — 2.
RESOLUCAO

Note que os graficos das fungées do enunciado da questao néao se interceptam, conforme a
seguinte ilustragao:

A demonstracao da existéncia desse minimo requer argumentos avangados de um curso de andlise mate-
mdtica.
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Além disso, tal interse¢do implicaria na existéncia de algum ponto x de mesma imagem
pelas funcoes dadas, isto é, x2 +1 = x — 2, ou seja, x> —x + 3 = 0, que é uma equacio
sem solugao real.

Seguem duas resolugoes. A primeira utiliza “calculo I1”. A segunda, “calculo I”.

PRIMEIRA RESOLUGAO

Seja f(x,y) o quadrado da distancia d(x,y) entre o ponto (X, x? 4 1) da parabola e o
ponto (y,y — 2) da reta. Assim, f(x,y) = (x —y)* + (XZ -y +3)2 e todos os pontos
de R? sdo interiores ao dominio de f. Agora, como d e f sdo positivas (pois seus grafi-
cos ndo se interceptam), temos dpy = /Fum, caso exista a distancia minima.” Ainda,
observando os graficos supracitados, nao existe dpsy.

- CALCULO DOS PONTOS CRITICOS

I f,=2(x—y)+4x(x* —y+3) =0,
IL fy=-2(x—y)—2(x*—y+3)=0.

Adicionando I a II, temos 2(2x — 1)(x* —y +3) = 0. Logo, x = % oux?—y+3=0.

Entao, por um lado, substituindo x = ]E em [ ou II, temos

1 1 1

Portanto, y = % Por outro lado, substituindo x> —y +3 = 0 em I ou II, temos

x =Y. Logo, X —x + 3 = 0, que ¢ uma equacio sem solucio real. Assim, o tinico
ponto critico (candidato a ponto de minimo) de f, por (Oy/), & (1/2, 15/8).

- TESTE DA DERIVADA II
De fi = 144122 — 4y, fyy = 4 e fyy = —2 — 4x, temos f(1/2,15/8) > 0 e
H(1/2,15/8) > 0. Entao, (1/2,15/8) & ponto de minimo local para f. Como nao
existe outro ponto de minimo local interior a Dom(f), pois esse ponto anularia Vf,

(1/2,15/8) é minimo global.

Portanto, a distancia minima ocorre entre os pontos (1/2, 5/4) e (15/8, —1/8) ¢ ¢ dada
por dmin =V fmin = ”T\ﬁ u.c.

SEGUNDA RESOLUGAO

Determinaremos o ponto da parabola f(x) = x? 4 1 onde a inclinacdo da reta tangente ¢

a mesma da retay = x —2.”7 Nesse caso, 2x = f'(x) = 1, isto é, x = % Entao, f (%) = %.

75d pode ndo atingir um valor minimo?
Ou seja, pode existir um limite inferior £ > 0 para d tal que d(x,y) > { para todo (x,y)?
Na segunda resolugao dessa questao, verificaremos que existe dy,m, = (.

76Cf. (01).

""Note que essas retas sio paralelas.
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Portanto, basta calcular a distancia d do ponto (%, g) até a reta y = x —2."® Assim,

152
v1+1

11
—_ _4
V2
112
Tu.c.

d=

14. Sendo f(x,y,z) = 2x —y + 4z, determine o méaximo e o minimo de f restrita a intersegao

do plano z = x com o cilindro x* + 3y? = 84.

RESOLUGAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
Tal intersecao é uma elipse, que é um conjunto compacto em R3. Portanto, por (02), a
fungdo continua f admite méximo e minimo nessa interse¢do. Assim, sendo

9(x,y,z) =x—z=0,
h(x,y,z) =x*+3y? =84 ¢
Vf(x)yaz) = )\VQ(X,U»Z) + th(X»U»ZL

temos
(2,—1,4) = A(1,0,—1) + u(2x,6y,0), x —z =0 e x* + 3y = 84. (3.19)

Da primeira equagio de (3.19), temos A 4+ 2ux = 2, 6uy = —1 ¢ A = —4. Entao,

1
px =3 e py = — (3.20)

Agora, muliplique a primeira equagao de (3.20) por y e a segunda por x. Temos, portanto,
x = —18y. Assim, da terceira equagio de (3.19), temos 3 - 108y? + 3 -y = 3 - 28, isto &,

109y? = 28, ou seja,

2

7\ﬁ ez=x= :|:736ﬁ,
V109 V109

da segunda equagao de (3.19). Portanto,

. (_36ﬁ 2V7 36\ﬁ> e <_36ﬁ> W7

y==

— <0
V109’ V109" /109 V109 V109

f(36V7 V7 367\ o (36V7) VT
V109" V109’ V109 ) \VT109 ) V109

sao os valores minimo e méximo, respectivamente.

8Via geometria analitica, a distancia do ponto (xo, Yo) a reta ax + py + ¢ = 0 é dada por

_ looxo + Byo + ¢l

N

d
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15. Via multiplicadores de Lagrange, obtenha o ponto dos planos x +2y +3z =8 ez = x
mais proximo da origem.

RESOLUGAO
A intersecao desses planos é a reta r dada por

r(t) = (0,4,0) +t(1,-2,1), te R.™

Existe, portanto, o ponto mais préximo da origem.® Assim, podemos minimizar a funcao
f(x,y,2) = d(x,y,2)> = x> +y? + 22 sujeita as restricoes g(x,y,z) = x —z = 0 e
h(x,y,z) =x + 2y + 3z = 8. Entao, do sistema

(2x,2y,2z) = A(1,0,—1) + u(1,2,3) e z = x,

temos

Adp=2x,u=y e —A+3p=2z=2x. (3.21)
Adicionando a primeira equagao de (3.21) a tultima, temos z = x = @4 = y, que, na
equagdo x +2y +3z =8, resultaem x =y =z = %. Logo, (4/3,4/3,4/3) ¢ o ponto da
interse¢ao dos planos x + 2y + 3z = 8 e x —z = 0 mais proximo da origem, com distancia
dada por d(4/3,4/3,4/3) = \/3(4/3)2 = “5 u.c.
Tendo resolvido a questéo, usaremos geometria analitica para confirmar a solugao encon-
trada. Assim, na equagao de v, Py = (0,4,0) e V = (1,—2,1) sdo, respectivamente, um

Figura 3.7: U — projyu é perpendicular a v

<

projgii -~

ponto e um vetor diretor, conforme figura 3.7. Logo, para obter a distancia da origem
0 =(0,0,0) até r, sendo U o vetor cujas extremidades sao os pontos Py e O, basta calcular
a norma do vetor

U — projyu.

™De fato, se x =t, entdoz =t e

y:%(S—x—?ﬂ)

=42t

ou seja, para cada namero real t, (x(t),y(t),z(t)) = (t,4 — 2t, t).
80Contudo, obviamente, ndo o mais distante.
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Portanto, calculando a projecao ortogonal

de U sobre V, segue que a distancia de O até r ¢ dada por

l(—4/3,—4/3,—4/3)|| = 4/3/3 u.c.
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Capitulo 4

Resultados do calculo integral

Eudozus developed a system for
calculating areas enclosed by
general curves, such as a circle,
by removing the areas within
them, such as rectangles or other
shapes whose areas are simple to
calculate, until the total area to
be calculated is “exhausted”.

Thus the area can be calculated
by a close approximation.

Zvi Artstein

De certa forma, integrar uma funcao de véarias variaveis é proceder de maneira analoga, mas
inversa, da estabelecida na derivagao parcial mista. De fato, para calcular a derivada parcial
de uma fun¢ao f(x, y) em relagdo a x, desde que seja possivel calcular fy, derive f em relagao a
variavel x, como no calculo de uma variavel real (célculo 1), partindo da premissa de que y é uma
constante. Depois, para calcular fy,, supondo que exista essa derivada, considere x constante, y
variavel e derive fy em relagdo a y, como no calculo I. Por outro lado, para integrar f(x, y),
considere que x é variavel e y é constante. Entao, se possivel, integre f como func¢éo apenas de
X, como no célculo I. Por fim, se o resultado dessa tltima integragao for uma fungao integravel
em Yy, integre-a como no célculo I. Simples assim!

4.1 Integrais duplas

No calculo integral de fungoes y = f(x) reais de uma variavel real, sendo f integravel, a integral
simples é calculada sobre um intervalo fechado e limitado Dy = [a, b], como ilustrado a seguir,
e podemos calcular a integral [, f(x)dx = jz f(x) dx.!

a b

e
No célculo integral de fungoes z = f(x,y) reais de duas varidveis reais, sendo f integrdvel,
entao a integral dupla é calculada sobre dominios fechados e limitados Dy, adequados, como
representados na figura 4.1, e podemos calcular a integral ffnyf(x, y) dxdy do modo que
descreveremos a partir de agora.

LConfira a parte II da lista de exercicios da segdo 1.3.
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Figura 4.1: Tipos 1 e 2 de regides de integragdo Dyy

h(y) Dy ha(y)

4.1.1 Regioes (dominios) de integragao D,

Embora o compacto Dy, possa apresentar intimeras formas, existem duas formas bésicas nas
quais dominios mais gerais podem ser subdivididos.

Integracao sobre (em) dominios de tipos 1 e 2

1. Para Dy, = {(x,y) € R? | a<x<b,gix)<y< gz(x)} com gi(x) e g2(x) continuas,

x=b Yy=g2(x)
JJ f(x,y) dxdy = J J f(x,y) dy | dx.
Dxy x=a

y=9g1(x)
Primeiramente, calcula-se a integral entre parénteses com x constante e y variavel.

2. Para Dy = {(x,y} cR? ’ hi(y) <x<h(y),c<y< d} com hy(y) e ha(y) continuas,

J JDW fhoy) dxdy = Ed (J iy dx) dy.

x=hq(y)
Primeiramente, calcula-se a integral entre parénteses com x variavel e y constante.

Exercicio resolvido

Integre f(x,y) = 1 sobre a regido Dy, limitada por y = x e y = x?, representada na seguinte
ilustragao:
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0, 1) (Ln

(0,0)

RESOLUGAO
Note que (%, y) € Dy se, e somente se,

0<x<Tex*<y<x ou y<x<,ye0<y<l.

D,y € de tipo 1 no primeiro caso. No segundo, de tipo 2. Entdo, primeiro integrando-se em relagao
ay para Dy, de tipo 1, temos

x=1 Yy=x
JJ 1dxdy :J (J 1 dy) dx
Dy x=0 y=x2

x=0
x=1
= J (x —x%) dx
x=0
l:Xz X3:| x=1
B 2 3 x=0
!
¢

Agora, primeiro integrando-se em relacao a x para Dy, de tipo 2, temos

y=1 [ =V
JJ 1 dxdy :J J Tdx | dy
Dy y=0 \Jx=y
=1

y=0
=1
Py
3 20,
_!
= ¢

Observacgoes

e Em sendo possivel calcular a integral dupla, podemos desconsiderar os parénteses nas
formulas supracitadas. Contudo, pode ndo ser possivel calcula-la. Pode ocorrer que a integral
de um dos tipos seja mais dificil de resolver que a do outro ou nio tenha solucdo analitica.?

2Confira os exercicios 2 e 3 a seguir.
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e Integrar sobre o retangulo
D,y = [a,b] x [c,d]
={(xy) eR*|a<x<bc<y<d}
significa calcular

JLX f(x,y) dxdy = E (f f(x,y) dy) dx = f (Jj f(x,y) dx) dy.

A figura dada a seguir é uma representacdo geométrica de Dy, no primeiro quadrante
comd—c>b—a.

Y
d
Dy
c
a b X
Exercicios
1. Se Dy, = [0,1] x [2,3], calcule IIDW (3x2 +Zy) dxdy. RESPOSTA: 6.

2. Em existindo, calcule a integral de f(x,y) = 2x%y sobre a regido limitada pela parabola
y=4—x? e pelaretay =0. RESPOSTA: 19,5, aproximadamente.

3. Em existindo, calcule a integral de f(x,y) = e¥’ + x sobre a regido limitada pelas retas
x=0,y=2ey=x. RESPOSTA: 2 + €.
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Na ilustragdo anterior estao representados os dominios de integragdo para os exercicios 1, 2 e
3, respectivamente, e os eixos coordenados, na mesma escala de medida. Além disso, note que:

e No exercicio 2, a regido Dy = {(x,y) } —2<x<2,0<y< 4—xz} ¢ de tipo 1, en-
quanto a regiao Dy, = {(x,y) ’ —Vi—-y<x<y4—y,0<y< 4} é de tipo 2. Aqui,
a integracao sobre Dy de tipo 1 é mais facil que a sobre Dy, de tipo 2;

e No exercicio 3, ao se tentar integrar primeiro em relagao a y, isto é, integrar sobre a
o~ . ~ L, ~ e . 2 ~ . .
regiao de tipo 1, ndo se obtém uma resolugdo analitica, pois e¥” + x nao tem antiderivada
elementar.

Regioes D,, mais gerais

Para calcular a integral dupla I = IJDXH f(x,y) dxdy, pode ser necessario: dividir o seu dominio
de integracao D, em n partes disjuntas de tipos 1 ou 2; calcular a integral dupla I; relativa a
i-ésima parte parai=1,...,n; e obter asoma I =1; +--- 4+ L.

Exercicio resolvido

Integre f(x,y) = 2x + y sobre a regido limitada por x = y?, y =x —2 e y = 2, conforme a
ilustragdo que segue.

RESOLUGAO

A primeira tarefa é obter os pontos de intersecao dos graficos das trés fungoes. As resolugoes
das equagdes y =y — 2,y = y% ex—2= % fornecem os seguintes trés pontos de intersegao
para a regidao de interesse: (1,—1), (3,1) e (\3/3?, \3/5)

Para integrar primeiro em y, é necessario separar D, em trés partes: a primeira subregiao para
x € [0,1], a segunda subregido para x € [1,32/3}7 e a terceira para x € [32/3,3]. Isso porque
em cada um desses pontos a fungao que define ou o limite superior ou o limite inferior para y
muda.

Para integrar-se primeiro em relagao a x, é necessario separar D,, em apenas duas partes.
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Portanto, apenas duas integrais devem ser resolvidas. De fato,

I= JJD (2x +y) dxdy

xy

y=1 X=y+2 y="3
:J (J (2x+y)dx) dy—i—J
y=— x=y? y=1

=L +1.

x=y2

x=3/y
J (2x+y)dx | dy

A primeira parcela é calculada por

y=1 _
I = J [x*+ xy]xiyjz dy

y=-1 A

y=1
J (Y+27 +yly+2) —y' — dy
y=—1

y=1

:J —y'—y’+ 297 + 6y +4dy
y=—1

= 8,93.

A segunda, por

y="3 _
L= J [x*+ xy]XJéy dy

y=1 b

¥ g i
:J —S+t3-y -y dy

y=1 Yy

9 5 41J:%/§
:—7+3g—y——y—

y 5 4,
~2,21.

A soma das duas parcelas resulta em I =~ 11, 14.

4.1.2 Area, volume e massa
Areas de regides D,y

Se f(x,y) =1, entdo a integral dupla calcula a drea da regiGo Dyy.

Essa propriedade decorre do seguinte resultado: a integral dupla de uma fungao integravel ndo
negativa calcula o volume da regido compreendida entre o grafico dessa funcédo e nyf’

Exercicio resolvido

Seja Dy = {(x, y) € R? | x2+y? < TZ} o circulo de centro na origem e raio T, como representado
na ilustragao seguinte:

3Ainda nesta subsecdo, serd, apresentada uma demonstracio informal desse resultado.
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Verifique que a sua area ¢ mr? u.a.

RESOLUGAO
De fato, a area do circulo pode ser calculada por:

x=1 y=vrI—Z
JT 1dxdy=J J Tdy | dx
Dxy X=—T =—/r2—y2
X=T T
_ J [

X=—T

:ZJ - V12 —xZdx

X=—T

0=0

= —ZTZJ sen’0 do
0=m

=7’ wa.

Note que, na pentltima e ultima igualdades, usamos a mudanga de variaveis

‘x:rcosG:} dx:—rsenede‘

e a integral imediata

2 __ 0 _ sen20
“son 0de =5 — =022

respectivamente.

Exercicio

Calcule a 4rea da regiao no primeiro quadrante, limitada pelas retasy =x,y =3 ey =

N2
=

Volumes calculados via integrais duplas

Se f(x,y) > 0, entdo a integral dupla calcula o volume da regiao limitada pelo grdafico de f(x,y)
e pelo plano OXY, (x,y) € Dy.

Uma propriedade andloga também ¢é vélida para o célculo de fungoes reais de uma variavel
real. De fato:

Se f(x) > 0, entdo a integral simples calcula a drea da regigo limitada pelo grifico de f(x)
e pela reta OX, x € Dy, = [a,b].”

4Resoluciio na segao 4.5.
5Confira a parte II da lista de exercicios da segdo 1.3.

Li¢cOEs DE CALCULO DE VARIAS VARIAVELS REAIS 129



Note que, fz f(x) dx pode ser interpretada como a soma de uma infinidade de parcelas “f(x)dx”,
onde cada parcela representa a area do retangulo de altura f(x) e base infinitesimal “dx”. Ana-
logamente, para integrais duplas, f f Dy f(x,y) dxdy representa a soma de uma infinidade de
parcelas “f(x,y)dxdy”, onde cada parcela representa o volume de uma caixa retangular de
altura f(x,y) e base infinitesimal “dxdy”.

Exercicios

1. Obtenha o volume do sélido limitado pelos planos 4x +2y +z =10,y =3x,z=0¢
x =009

2. Obtenha o volume do solido limitado superiormente pela superficie z = 8xy + 200 e

inferiormente pela regido do plano OXY limitada pory =x? ey = 8 —x%.7

Centro de massa

Se pu(x,y) é a densidade superficial de massa no ponto (x,y) e D = Dy, a massa de D é dada
por

M(D) = JJ p(x,y) dxdy u.m. (unidades de massa)
D

e o centro de massa

(xy)
de D é dado por

w= Hpxuboyiddy - [Jpynboy) dady
= e y= M(D) )

M(D)
E importante observar:
e a adimensionalidade de tais coordenadas;

e a similaridade destas coordenadas com médias ponderadas.

Caso p(x,y) seja uma fungao constante, o centro de massa é chamado de centroide de D e dado
por

uix,y) IJDXdXdU
uix,y) [[p 1 dxdy

B [ xdxdy
- A(D)

X =

e, analogamente,

_ JJpydxdy
~ A(D)

onde A(D) é o valor numérico da area da regiao D.

6Resolucio na segio 4.5.
"Idem.
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Exercicios

1. Obtenha o centro de massa do retangulo [0, 1] x [0, 1] sendo a densidade de massa:

(a) constante;®

(b) dada por p(x,y) = e¥*v.

2. Verifique que o ponto (0, 0) ¢ o centroide do tridngulo equilatero inscrito na circunferéncia
x?+y? =1 e com um dos vértices no ponto (0,1).1

4.1.3 Mudanca de variaveis nas integrais duplas
Integragao por substituicao

No cdlculo de uma fungdo real de uma varidvel real, para f(x) continua num dominio D,, sendo
que entre D, e um dominio D,, adequado existe uma bijecao x = x(u) com derivada continua
e nao nula em Dy, temos

J f(x)dx=J f(x(u))%du.“

Por exemplo, se f(x) = cosx e x = u?, entdo

/2 /2
J cosx dx = J cos (u?) 2u du.
0 0

No cdlculo de wma fungdo real de duas varidveis reais, para f(x,y) continua num dominio Dy,
sendo que entre Dy, e um dominio Dy, adequado existe uma bijecao (x,y) = (x(u,v),y(u,v))
com derivadas parciais de primeira ordem continuas e jacobiano

0%Y) | x x

o(w,v) | Yu Yo
= XuYv — YuXy
£0

em Dy, temos

J JDW fhoy) dxdy = ” flx(w,v),y(w,v) dudv.

uv

9(x,y)
9(u,v)

Por outro lado, pode ser mais conveniente calcular o jacobiano via

8Resoluciio na secio 4.5.
9 Idem.
10 Idem.
1 Confira a parte II da segao 1.3.
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Exercicio resolvido

Utilize uma mudanga de coordenadas adequada para obter o volume da regiao delimitada su-
periormente pelo grafico da funcio z = (x —y)? e inferiormente pelo conjunto dos pontos do
plano OXY pertencentes ao paralelogramo de vértices (0,0), (1,1), (2,0) e (1,—1).

RESOLUGAO
De acordo com a figura 4.2, como 0 <x—y <2el0<x+y<2;seu=x—yev=x+y,

Figura 4.2: Mudanca de variaveis

Dwv u

entdo 0 <u<2e0<v<2 Assim, por um lado, x = “T*'V ey = 5*. Portanto,

0(x,y) :} 1/2 1/2’

o(u,v) =1/2 1/2
10
T4 4
1
=3
Por outro lado, o inverso de
o(w,v) |1 —1
oxy) [T 1
=1+1
=2
também fornece o jacobiano
oxy) 1
o(w,v) 2
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Portanto, o volume é dado por

Jﬁhfxfyfdxm;:

—

J - u?- %dudv

1 2 2 5
== dudv
ZJJ”
1 02 0 2
¢ WIS
0
8 v=2
= g [V} v=0
8
= g u.v

Observacgao

Sem qualquer duvida, a maior utilidade da férmula de mudanga de varidveis para integrais
duplas é sua aplicagdo quando mudamos de coordenadas cartesianas para polares. Nesse caso,
em geral, a fronteira de Dy, tem partes curvilineas. Ao procedermos a tal mudanga de variaveis,
podemos obter um novo dominio de integragao cuja fronteira apresente apenas partes retilineas.

Coordenadas polares: mudanga de D, para D,g

Primeiramente, objetivando relacionar coordenadas cartesianas e polares, considere a seguinte
ilustragdo:

» (,Y)

X

Portanto, sendo r a distancia de (x,y) a (0,0) e 0 o angulo que o eixo OX faz com a reta que
passa por (0,0) e (x,y), temos:

1. x=rcosB, y =7sen®, 7 = /x2 +y? ¢ 0 = arctg ¥;

cos® —rsenB
sen® T cosO

' =r (cosze + sen? 6) =r;

‘”DX x,y) dxdy = [ [, f(rcos0,rsend) Tdrde‘

Essa integral pode ser calculada por

0=0, T=7,(0)
J J f(rcos0,rsen®)rdr | do,
0=0, r=r1(0)
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caso 0 € [07,0;] e 11(0) < 1 < 71,(0), ou por

9=0,(r
J f(rcos0,rsen®)do | rdr,
0=0(r

caso 1 € [r, 1] e 0;(r) <0 < 0,(r).

Exercicio resolvido

Se f(x,y) = 2x +3y? e Dy, = {(x,y) € R? ! 1< +y?< 4}7 como ilustrada na figura 4.3,
calcule a integral supracitada.

Figura 4.3: Mudanga de variaveis: de cartesianas para polares

Y (C]
A A
2n |----
7
7
7
7
7
7
7
7
x=rcosB, y=rsend 7

7
7

N

RESOLUCAO
Como f(rcos8,Tsen®) = 2rcos® + 3r?sen’0 e Dyp = {(1,0) € R?[1 <1 <2,0<6 < 2m},

temos
JJDW f(x,y) dxdy = ”
|

D
=. 0=2m1
J (2rcos B + 3% sen? 9) dG) rdr
0

r
r=2
r=1 (9:

=2 2 0=2mn
= J {Zrz sen 0 + 313 <9 _ . 9)} dr
2 4 0—0

f(rcosB,rsend) rdrdd
0

r=2
J (2rcos 0 + 3rsen’ 0) rdr) de.

r=1

I

A verificagdo da ultima igualdade fica como exercicio.
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Exercicios

1.

2.

Para Dy, = {(x,y) € R?|x? +y? < 1}, calcule ”ny e v dxdy. 12

Seja D,y a regiao triangular do primeiro quadrante limitada pelas retas y = x, y = 0
e x = 1. Usando a formula 2asexaltura (gren de um triangulo) da geometria plana ou
calculando a integral [ Duy dxdy apenas em coordenadas cartesianas, sem mudanca de

varidveis, obtemos facilmente que a area de D, ¢ dada por % u.a. Verifique tal resultado
fazendo a mudanga de varidveis para coordenadas polares na integral dupla supracitada.!®

. Verifique, via integrais duplas, que o volume de uma esfera de raio ry é dado por %nrg.l“

. Obtenha o volume da regido limitada pela esfera x* +y? + z? = 9, acima do plano z = 0

e interior ao cilindro x* +y? = 5.1

. Se (r,0) representa um ponto em coordenadas polares, determine a area da regiao interior

aT=23+2sen0 e exterior a r = 2.16

. Se (r,0) representa um ponto em coordenadas polares, calcule a area da regiao limitada

pela curva r = asen(30), a > 0.'7

Sugiro que o leitor também tente resolver exercicios sobre integrais duplas em outros livros de
célculo. Recomendo, por exemplo, Avila (2006) e Boulos e Abud (2006).

2Resolucdo na se¢io 4.5.
13 Idem.
M dem.
15 Idem.
16 Idem.
7 Idem.
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4.2 Integrais triplas

4.2.1 Fungoes continuas f(x,y,z) sobre (em) regioes D, de tipo 1

Integrais triplas podem ser calculadas de modo anélogo as integrais duplas, por meio de inte-
gragoes sucessivas. De fato, sendo u;(x,y) e uy(x,y) fungdes continuas e

nyz = {(X,U»Z) € R3 ’ (X)y) € DXU’ wy (Xay) <z< uZ(X)y)}
o dominio de f, como representados na figura 4.4,'® f & integrdvel e

Figura 4.4: Dy, ¢ o conjunto dos pontos (x,y,z) tais que (x,y) € Dyy e ui(x,y) <z < uz(x,y)

z
Y -
z=u3(x,y)
\
|
|
|
\ |
| |
‘
L A
3 /,,;;”,:L*/\ 3 z=1(x,y)
Lo ;
[ | [N
|
w
1 ! 1
| ‘ |
‘
IR
; : ; -y
| Lo |
|
-
X h D}(‘J

z=1u1 (x%,y)

‘”JDWZ f(x,y,z) dxdydz := JJDXH <

Primeiramente, integre a integral simples entre parénteses, isto €, o integrando da integral dupla
anterior, como no célculo de uma variavel, considerando z variavel e x e y constantes. Entao,
o resultado dessa integragao é uma fungao nas (agora) variaveis x e y. Para concluir, calcule a
integral dupla dessa fungdo, como temos feito até o presente momento.

z=u; (x,y)
J f(x,y,z)dz | dxdy.

Exercicio resolvido

Calcule a integral ffwaz 2x dxdydz, onde Dy, ¢ a regiao do primeiro octante abaixo do plano
2x + 3y + z = 6, conforme ilustrada na figura 4.5.

RESOLUGAO
Note que Dy ¢é a regiao do primeiro quadrante abaixo da reta y = —%X+27 conforme ilustrada
na figura 4.5, e

18Compare essa figura com o lado esquerdo da figura 4.1, pagina 124.
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Figura  4.5: Dyyz = {(x,y,z) ‘ (% Yy) € Dy, 0<2 < 6—2x—3y} com
{xy|0<x<3,0<y<—2x+2}

z=6—2Xx—3Y
JJJ 2x dxdydz = J (J 2x dz) dxdy
Dxyz Dyy z=0

= J J [2xz] ZE_ZX_Sy dxdy
Dxy
x=3
B JXZO (

x=3 2.
= L:a [12xy — 4x*y — 3xy2]3:0 S ax

y:7§x+2
J 2x(6—2x —3y) dy | dx
y=0

4.2.2 Regioes de tipos 2 e 3

Por analogia com a defini¢ao de integral numa regiao de tipo 1, definimos:

e Integral sobre uma regiao de tipo 2
Sendo vi(y,z) e v2(y, z) continuas e

Dy = {(x,9,2) € R*| (y,2) € Dy, vi(y,2) < x < way,2)},
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f & integravel e

JJJDWZ f(x,y,2) dxdydz = JJDHZ <

e Integral sobre uma regiao de tipo 3
Sendo wi(x,z) e wy(x,z) continuas e

x=v2(y,z)
J f(x,y,2z) dx | dydz.

x=v1(y,z)

nyz = {(nyaz) € R3 | (X)Z) € szv Wi (X)Z) < Yy < WZ(X)Z)}y

f & integravel e

y=w;(x,z)
JJJ f(x,y,z) dxdydz = JJ J f(x,y,z)dy | dxdz.
Diys e \Jy=wi(x.2)

Exercicio sobre integragao numa regiao de tipo 3

Sendo D,y limitada por y = 2x? 4 22? ¢ o plano y = 8, calcule
JJJ V3x2 + 322 dxdydz.?®
Dxyz

Integragao sobre blocos retangulares

Se Dy, = [a,b] x [c,d] x [m,n], entao

I, oo avava= (7

podendo ser calculada em qualquer outra ordem.

r:n f(x,y,2) dz) dy) dx,

zZ=m

Exercicio

Para Dy, = [2,3] x [1,2] x [0, 1], calcule IJIDW 8xyz dxdydz.

Volumes de regioes D,

Se f(x,y,z) =1, entio fijwz f(x,y,2) dxdydz calcula o volume da regiio Dy, .

Exercicios

1. Via integrais triplas, obtenha o volume do sélido limitado pelos planos 4x 4+ 2y +z = 10,

y=3x2z=0ex=02

2. Via integrais triplas, determine o volume de uma cunha cortada do cilindro x* +y* = 1

pelos planos z=—y e z = 0.2

YResolugio na segio 4.5.
20 Idem.
2 Idem.
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4.2.3 Mudanca de variaveis nas integrais triplas
Integragao por substituicao

Para uma funcao f(x,y, z) continua num dominio Dy, sendo que entre Dy, e um dominio Dy
existe uma correspondéncia biunivoca dada por x = x(u,v,w), y =y(u,v,w) e z = z(u, v, w),
com derivadas parciais de primeira ordem continuas e jacobiano

L R
vy | P Y

em Dy, temos

dudvdw.??

9(x,y,2)
o(u,v,w)

”JD flxy,z) dxdydz = ”J fx(u, v, w),y(u, v, w), z(u, v, w))

uvw

Mudanga para coordenadas cilindricas e esféricas: de D,,, para Do, e D¢e

Primeiramente, objetivando relacionar coordenadas cartesianas e cilindricas (respectivamente,
esféricas), considere a figura 4.6.

Figura 4.6: Coordenadas cilindricas e esféricas

—eY

Integragao em coordenadas cilindricas

De x =1cos0,y =rsenb e z =z, temos

cos® —rsen® 0
=|sen® 7rcos® O |=r
0 0 1

JJJ f(x,y,z) dxdydz = J”’ f(rcos0,rsen0,z) rdrdodz.
Dxyz

Droz

22Para uma aplicacio, confira o exercicio resolvido da pagina 132.
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Exercicios
Via integrais triplas:
1. Verifique que o volume do cone circular reto de raio R e altura h é %Zh;%
2. Calcule o volume do paraboloide z = a(x? +y?) de altura h;*
3. Obtenha o volume da calota esférica que representa a intersecio da esfera x? +y?+2z? < R?
com o semiespagoz > a,0 < a < R.%
Integragao em coordenadas esféricas
Dex=psendcosd,y=psendsend ez =pcosd,ondep >0, € [0,7]eb e [0,27], temos

3(x,1,2) sendcosO® pcosPcosd® —psendsend
% = | sen¢psend® pcospsend psendcosd | =p’send
(p,#,0) cos ¢ —psen ¢ 0

J”’ f(x,y,z) dxdydz = JJJ f(psen d cos 0, psen ¢ sen 6, pcos ) p?sen ¢ dpddpde.
Dxyz

Dogo
Exercicio resolvido
. . . x2 y? 22 . 4mabce
Verifique que o volume do elipsoide %3 + 5 + % < 1 ¢ dado por 5> u.v.

RESOLUCAO ,
. - 2 2 .
Se os pontos (x,Y,z) de Dy, satisfazem a equacdo %3 + {7 + % < 1, a mudanga de variaveis

‘x:au,y:bvez:cw

acarreta outro dominio Dy, dos pontos (i, v, w) que satisfazem a equacio u?+v2+w? < 1.2

Portanto, % =abce

volume = J“' dxdydz
Dyy:

= abc JJJ dudvdw.

Assim, para pontos (p, $,0) de Dyge tais que p? <1, ¢ € [0,71] e 8 € [0, 27, temos

volume = abc JJ J p’sen ¢ dpdddo
Dogo

1 7T 27
:ach pzdpJ send)dcbj de
0 0

0

1
= abc - 3 2-2m
_ 4mabe u
= 3 V.

23Resolucio na segio 4.5.

24 Idem.

25 [dem.

26Ta]l mudanca transforma o elipsoide numa esfera de raio unitario.
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Exercicios

1. Calcule o volume do sélido limitado inferiormente pelo plano OXY, lateralmente pela
esfera p = 2 e superiormente pelo cone ¢ = §.27

2. Obtenha o volume do sélido limitado inferiormente pelo cone ¢ < 7 e superiormente pela
esfera p < 2Rcos ¢.28

3. Via coordenadas esféricas, obtenha o volume do sélido limitado superiormente pela esfera
x? 4+ y? + 22 < R? e inferiormente pelo cone z2 = m?(x? +y?), z > 0.

Centro de massa

Analogamente ao caso da massa superficial, sendo p(x,y,z) a densidade de massa no ponto
(x,Y,2z) € D = Dy, a massa de D é dada por

M(D) = JJJ u(x,y,z) dxdydz u.m.
D
e, para X; =X, X2 =Y e X3 = z, a i-ésima coordenada do centro de massa de D é dada por

= .I‘IJ‘D XiH(X,UaZ) dXdde
e M(D)

parai=1,2,3.
E importante observar:

e a adimensionalidade de tais coordenadas;
e a similaridade destas coordenadas com médias ponderadas;
e o centroide de D, caso 1(x,y, z) seja uma fungao constante, podendo ser calculado apenas

por
_ JIJpxidxdydz
Xi = V(D) )

parai=1,2 3, onde V(D) é o valor numérico do volume da regiao D.

Exercicio

Analogamente ao exercicio da se¢io sobre massa superficial, obtenha o centro de massa do cubo
[0,1] x [0,1] x [0, 1] caso a densidade de massa seja:

(a) constante; RESPOSTA: X =
(b) dada por p(x,y,z) = e*Vr= RESPOSTA: X =y

Sugiro que o leitor também tente resolver exercicios sobre integrais triplas em outros livros
de célculo. Recomendo, por exemplo, Avila (2006) e Marsden e Tromba (2004).

2TResolucdo na secdo 4.5.
28 [dem.
29 Idem.
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4.3 Formulario do calculo integral para integrais duplas

1. Sendo gi(x) e ga(x )continuas Dy ={(xy) e R?[a<x<b, gi(x) <y < ga(x)}, temos

142

JIo,, fxy) dxdy = I (3 Sf f(x ,y)dy) dx.

. Sendo h;(y ) e hy(y) continuas, Dyy = {(x,y) € R? | hy(y) < x < hy(y), c <y < d}, te-

mos ffD (x,y) dxdy = yj <K :]Z( f(x,y) dx) dy.

. Para f(x,y) continua num dominio D,y, sendo que entre D,y e um dominio D, existe uma

correspondéncia biunivoca dada por x = x(u,v) e y = y(u,v), com derivadas parciais de
primeira ordem continuas e jacobiano

= XuYv — YuXy 7& 0

em D,,, temos

JLW f(x,y) dxdy = JJ i flx(w,v),y(u,v)) }ggz’,l‘ii

Para algumas integrais, é mais simples calcular o jacobiano via:

. Do item anterior, IID (x,y)dxdy = [[, f(rcos®,rsen0d)rdrdo.

. Se f(x,y) =1, a integral calcula a area de D,y.

. Se f(x,y) > 0, a integral calcula o volume da regido do espago compreendida entre o grafico

de f(x,y) e o plano OXY, para (x,y) € Dyy.

. Se u(x,y) é a densidade superficial no ponto (x,y) e D C R?, entdo a massa de D ¢é

dada por M(D) = [, u(x,y)dxdy, o centro de massa (x,y) de D & dado por x =

JJpxulx,y) dxdy/M(D) e y = [[,yu(x,y) dxdy/M(D), e, sendo p(x,y) constante
e A(D) a érea da regido D, o centroide de D é dado por x = [[,xdxdy/A(D) ey =

[y dxdy/A(D).
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4.4 Formulario do calculo integral para integrais triplas

1. Para fungdes continuas definidas em dominios Dy, adequados, a integral

JJJ f(x,y,z) dxdydz
Day:

é igual a alguma das seguintes integrais:

z=1,(x,Y)
JJ J f(x,y,z)dz | dxdy;
Dyy z=u1 (x,y)

x=v2(y,z)

JJ J f(x,y,z) dx | dydz;
Dyz \Jx=vi(y,2)
Y=w3(x,z)

” J f(x,y,z)dy | dxdz;
xz y=wi (x,z)

JJJ f(rcos0,rsen0,z) rdrdodz;
Dioz

JJJ f(psen ¢ cos 0, psen ¢ sen 0, pcos d)p?sen d dpddpdo.
Dogo

2. Se f(x,y,z) =1, a integral calcula o volume da regido Dyy,.
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4.5 Exercicios resolvidos de calculo integral

1. Calcule a integral dupla de f(x,y) = e™*Y sobre a regiao Dy, do primeiro quadrante na
qual x+y < 1.

RESOLUGAO
D,y ¢ limitada pelo triangulo retangulo de base e altura unitarias, cujos vértices sao os
pontos de interse¢ao das retas x =0,y =0 e x +y = 1, como ilustrado a seguir:

Pela simetria tanto de Dy, quanto de f(x,y), caso exista solugdo analitica, podemos
calcular a integral considerando D, como sendo de tipo 1 ou de tipo 2. Assim,

x=1 y=1-—x
JJ e Vdydx = J (J e eV dy) dx
Dxy x=0

y=0
x=1 _
— J e * [—679]5;07X dx

x=0
x=1
:J e [1—e "] dx
x=0
x=1
= J (e —e) dx
x=0
=1-—2¢"

2. Calcule a area da regidao no primeiro quadrante delimitada pelas retas y = x, y = 3 e

_x 1
Yy=7-12

RESOLUGAO

ESE
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Na ilustracao anterior, temos uma representacao geométrica da regiao triangular Dy, tal
que

IN

<x X € 11 3X_1<
y— ou 2) ) 2 _U_

xX= 1/2 x=1 x 1
= x—f dx—i—J (—f S | dx

x=0 x=1/2 2 2

|:X2 2:|x1/2 [ XZ X:|X]
=|5-= +|—=+3

2 4 x=0 4 2 x=1/2

1 1 1 n 1 n 1 1

6 4 2716 4

De fato, a area é igual & metade do produto da base pela altura, que medem V2 e 1/72
u.c., respectivamente.3°

3. Obtenha o volume do sélido limitado superiormente pela SupCI ficie z = 8xy + 200 e infe-
riormente pela regido Dy, do plano OXY limitada por y = x* e y = 8 —x%. Além disso,
verifique que z > 0 em D,y.

RESOLUGAO
Primeiramente, considere a seguinte representacao geométrica de Dyy:

30A altura pode ser calculada pela formula da distancia de um ponto (xo,Yyo) a uma reta ax + by +c = 0.
De fato, para xo = %, Yo = %., a=1,b=—1ec=0, temos:

laxo +byo +c| |1-%71-1+0|
VaZ + b2 V124 (=1)2

1
4 e
V2
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8
y=8—x
4
y=x
-2 -1 0 1 ZX

Como regiao de tipo 1, temos Dy, = {(x,y) } —2<x<2,x¥*<y<8— XZ}. De fato,
para obter os limites da variacdo de x, considere x> = 8 — x?. Logo x = %2.
Agora, para verificar que z > 0 em Dyy,* note que

—2<x<2, ¥ <y<8—x=-2-x<x-y<2-(8—x%)
= - <xy<16—2x2
=8 (—2x*) <8 xy <8 (16—2x%)
= —16x% < 8xy < 128 — 16x*
= —16x* +200 < 8xy + 200 < 128 — 16x* + 200
= 200 — 16x* < z < 328 — 16x%.

Portanto, z > 0 para |x| < 2. De fato,

X < 4= —16x> > —64
=200 — 16x* > 0.

31Condigao para que IIDW zdxdy seja o volume procurado!
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Por fim, o volume é dado por

x=2
JJ 8xy 4200 dxdy = J (
Dy x=—2

2

Y=8—x
J &xy + 200 dy) dx
y=x?

(x=2 y:8—x2

= 4J , [xyz + SOy]y:XZ dx
x=2

=4 (64x —16x” + x° + 400 — 50x* — x* — 50x%) dx
x=—2

- 37 x=2
— 432 — ax* + 400x — 20 }
L x=—2

=4 400.2,M,4oo.(,2)+100’7(_8)
i 3 3
=4 16007@}
i 3
8
:1600-§ u.v.

4. Determine o centro de massa do retangulo D = [0, 1] x [0, 1], caso a densidade de massa
seja:
(a) constante em D;
(b) w(x,y) =e*"¥ em cada ponto (x,y) € D.
RESOLUGAO

(a) Nesse caso, o denominador de x e y é simplesmente o valor numérico da area de D.
Assim, A(D) = 1 u.m. Portanto,

_ JJpxdxdy
*T T AD)
100
:ijdxdy
0Jo
_ 1
=5
*:JlJ‘Dydde
Y7 AD)

y dydx
0

Il I
N —= 5,
S

Na ilustragdo que segue, temos uma representacao geométrica do centroide do quadrado
coincidindo com o seu centro geométrico.
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(b) Primeiramente, calculemos a massa total, isto &, o denominador de x e y:
M(D) = JJ etV dxdy
D

1p1
:JJ etV dydx
0Jo

1
:J e~ [ey}é dx
0

1
=(e—1)| ed
(e )Le X
=(e—1)? um.

Agora, em relagdo ao numerador de X, note que

101
” xe*™Y dydx = J J xe ™Y dydx
D oJo

1
:(e—l)J xe* dx,
0

que, via integracdo por partes,®? resulta em

(e—1) (xe"

1

0 0

—f e"dx) =(e—1)(e—e+1)
=e—1 um.

Assim,
X = 1 ~ 0,582
e—1
e, trocando-se os papéis de x e y na integral anterior, temos que y ~ 0,582.
Na ilustragdo que segue, temos uma representagao geométrica do centro de massa do
quadrado, que tem um pequeno deslocamento em relagdo ao seu centro geométrico.

(X,‘y)

32Como visto na parte II da secdo 1.3, [udv = uwv — [vdu. Aqui, u = x e dv = e*dx, isto &, du = dx e
v=e*.

148 Jost RENATO RaMos BARBOSA



5. Verifique que (0,0) é o centroide do triangulo equilatero inscrito na circunferéncia unitaria
e com um dos vértices em (0, 1).

RESOLUGAO
Primeiramente, vamos mostrar que as retas y = ax + b que interceptam a circunferén-
cia unitaria nos vértices do triangulo equilatero sdo dadas por y = +V3x+1e y = %,

conforme a ilustragao seguinte:

y=—V3x+1 Y y=13x+1
X
O 1
Yy=—3

De fato, para obter as retas que passam por (0,1), note que 1 = a-0+b acarreta b = 1.
Assim, essas retas sdo da forma y = ax + 1, faltando calcular a inclinagdo a # 0 para
cada reta. Caso a seja positivo, temos que a = tan 5 = V3. Caso a seja negativo, temos
que a = tan %7[ =—3. Portanto, as equagoes y = +v3x + 1 representam as duas retas
com a # 0. Entdo, como essas duas reétas interceptam a cicunferéncia x? +y? = 1 nos
outros dois vértices, x? 4 (i\/§x+ 1) =1, isto ¢, 4x* + 2¢/3x = 0. Logo, x = i?.

Assim, y = —1/2 é a reta com a = 0.
Os denominadores de x e y sdo diferentes de zero. De fato,

__ base - altura

A(D) =
(D) = 2
_VE
2
_3V3
4
#0
Para concluir, considerando a regido
—1
D—{(x,y)]”—sgs—y—, Szsy i

33Note que optamos pela integracio sobre uma regifio de tipo 2!
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obtemos as seguintes coordenadas do centroide:

_ [ Jpxdxdy
T AD)
y=1 x=—(y-1)/v3
y=-1/2 (f x=(y-T1)/V3 de) dy
B A(D)
J‘y:,]/z[ *]))2*(9*”2] dy
A(D)
y_ ]/2 0dy
~ 6A(D)
_ 0
~ 6A(D)
-0
_ oy dxdy
Y= AD)
y=1 x=—(y—1)/v3
_Jy=12Y (f x=(y~1)/V3 d") dy
B A(D)
Z [ uly—1)dy
A(D)
g 2]V
7_2[3 2]9:71/2
V3A(D
20 1)
V3A(D)
__ 20
V3A(D)
=0.

Portanto, o centroide do tridngulo equilatero esta localizado no seu centro geométrico.

6. Calcule a integral dupla da funcio f(x,y) = (x+y)?sen?(x —y) sobre o dominio de todos
os pontos (x,y) do plano tais que x| + |y| < 7.

RESOLUGAO

Da inequacdo modular temos x +y <7, —x—y <3 x—y <me —x+y < .3 Por-
tanto, utilizando a mudanga linear de varidveisu =x+yev=x—y, temos -t <u <7
e —mt < v < 7, conforme ilustrado a seguir:

3Msto 6, —m < x + Y.
3sto 6, —m < x — Y.
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. oxy) 1 — 1 he
Assim, como Auy) = M = TNIT — 2 Segue que

1
JJ (x +y)?sen®(x —y) dxdy = fJT u?sen? v dudv
Dxy 2 uv
= % J (J u? du) sen?v dv
1" 3ju=mn 2

¢ [Wli="  sen” v dv
_ 7'[73 ,_ sen b
6 2 .
o
=3

onde usamos a identidade sen’?v = # na penultima igualdade.

7. Para Dy, = {(x,y) € R*|x* +y? < 1}, calcule IIny e v dxdy.

RESOLUGAO

Iniciamos com a seguinte representacao grafica de Dy, o circulo de raio unitario e centro

na origem:
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Temos que Dyg = {(r,f)) €R2|O§r§ 1,0<0 §27I} e

JJ e’ dxdy JJ e” rdrde
Dy Dro

I
@ [~
- T 7
A
VRS

onde usamos |u = 1%, du = 2rdr| na quarta igualdade (de cima para baixo).

8. Seja Dy a regiao triangular do primeiro quadrante, limitada pelas retas y =x, y =0-e
x = 1, conforme ilustrada na figura 4.7.

Figura 4.7: Dyy ¢ a regido triangular limitada pelas retas y =x,y=0ex =1

Y
.-0=7 . _ 1
4 /’/ $\ T=%oso
\B‘ ////’
o
X7
Tk
T ! X
J 0=0 A
! \ //
r=0 Te-T

Usando a formula asexaltura (4165 de um triangulo) da geometria plana ou calculando a

integral dxdy apenas em coordenadas cartesianas, sem mudanca de variaveis, ob-
D ) )
Xy

temos facilmente que a area de Dy, ¢ dada por % u.a. Verifique esse resultado utilizando
a mudanga de variaveis para coordenadas polares na integral dupla supracitada.
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RESOLUGAO

Comox=1ex=rcosB, temos r = %

], o

xy

9. Verifique, via integrais duplas, que o volume de uma esfera de raio 1y é dado por %TETO.

RESOLUCAO

3

A calota superior da esfera x* +y? + z? = 1 ¢ o gréifico da funcio

z=

V1= (2 +y2),

cujo dominio é o circulo de raio 1y e centro na origem do plano OXY, que, em coordenadas
polares, é dado por 0 < 0 < 2me 0 < r < r1y. Portanto, o volume da esfera é dado por

ZJJ 13— (x* +y?) dxdy = ZJJ
D Dro

Xy

/13 —r2rdrd®
0=2mn T=To
:ZJ (J \/Té*TZT‘dT) de
0=0 =0
T=T0
=27 J
r=0
=0
( J ul’? du>
r=r2
0
(3p2)

T8 —122rdr

Note que, na quarta igualdade, de cima para baixo, usamos a mudanga de varidveis

uw=r1}—1% du=—2rdr.
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Figura 4.8: Dy = {(x,y) [x® +1? <5} e Dyg = {(r,9)|0 <r<V5,0<0< 271}

10. Obtenha o volume da regido limitada pela esfera x? +y? + 2z = 9, acima do plano z = 0
e interior ao cilindro x? +y? = 5, conforme ilustrada na figura 4.8.

RESOLUGAO
Sendo Dy, = {(x,Yy) ’xz-i—yz <5} e Dy = {(T,G) ’O <r<4/5,0<0< 271}7 o volume
é dado por

JJ V9 —x2—yrdxdy = JJ V9 —r2rdrdd
Dxy Dro
=V5
J V9 —rirdr| de

0=2m
J 0=0 =0

r=V5
:ﬂJ V9 —122rdr

=0

t=4
= —nJ t'/2dt
t=9

Note que, na quarta igualdade, de cima para baixo, usamos a mudanga de variaveis
t=9—1% dt = —2rdr.
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Figura 4.9: Dy é a regido interior & cardioide r = 3 + 2 sen 0 e exterior & circunferéncia r = 2

5

ES

11. Se (r,0) representa um ponto em coordenadas polares, determine a area da regiao interior
ar =34 2sen 0 eexteriorar=2.

RESOLUCAO

Primeiramente, note que a regiao Dy, representada na figura 4.9 em coordenadas car-
tesianas, ¢ limitada pelas curvas r =2 e r = 3 + 2 sen 0, representadas em coordenadas
polares, acima da primeira e abaixo da segunda. Vejamos como obter essas represen-
tagoes. Por um lado, a intersec¢ao entre as curvas ocorre para 3 + 2 sen 0 = 2, isto é,
sen 0 = —%. Assim, a intersecdo ocorre nas semirretas 0 = —% ¢ 6 = %“. Por outro lado, se
0 cresce de —% a 0, entdo sen 0 cresce de —% a 0, implicando que r cresce de 342 (—%) =2
a3+2-0=3. Agora, se 0 cresce de 0 a %, entdo sen 0 cresce de 0 a 1 implicando que

2
1, V2

Z a 7, entao sen 0 cresce de 5 a 4,

6
implicando que r cresce de 4 a 3+ 2 - ? =3+ /2. Por fim, se 0 cresce de 7 a5, entao

T cresce de 3 a3 +2- % = 4. Ainda, se 0 cresce de

sen O cresce de ? a 1, implicando que 7 cresce de 34++v/2 a 3+2-1 =5. Obtemos, assim,
nos quadrantes IV e I, as curvas representadas na figura 4.9. Por simetria, obtemos as
curvas nos quadrantes II e III. Portanto, a area ¢ dada (em u.a.) por

JJ Tdxdy = JJ 1rdrd®

Dy Do
0=77/6 r=3+2sen 0

:J (J rdr) de
=—71/6

r=2
0=77/6 T‘z r=3+2sen 0
{ ] a0

2

r=2

0=7m/6 5
J (*+6sene+ls<}n29) de
=—m/6 2
3 0=7m/6
= {E —6c0s0 — :,enze}
2 0=—m/6
14 11
_ Mm 1V3
3 2
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Figura 4.10: Roséacea de trés folhas com a =1

4

8

12. Se (r,0) representa um ponto em coordenadas polares, calcule a area da regiao limitada
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pela curva r = asen(30), a > 0.

RESOLUGAO

A figura 4.10 ilustra a regiao Dy, representada em coordenadas cartesianas, interior a
rosdcea v = asen(30), representada em coordenadas polares, para a = 1. Vejamos como
essa curva pode ser obtida, pétala por pétala, e como podemos calcular a area requerida.

PRIMEIRA PETALA

Note que, quando 30 cresce de 0 a 71/2, isto é, O cresce de 0 a 71/6, temos que 1 cresce de
0 a a; quando 30 cresce de 71/2 a 7, isto é, O cresce de 71/6 a 7t/3, temos que 1 decresce
de a a 0. Assim, no grafico da figura 4.10, o contorno da primeira pétala comega em
(6 =0, = 0), tem a sua metade em (0 = 7t/6,1 = a), e termina em (0 = /3,1 = 0).
Agora, quando 30 cresce de 7t a 271, isto ¢, 0 cresce de /3 a 27t/3, temos que 1 < 0, isto
¢, 7 =0. Assim, no grafico, para 0 € [r/3,27/3], temos o contorno em (6,1 = 0).

SEGUNDA PETALA

Repetindo o raciocinio anterior, quando 30 cresce de 27 a 27t + 1t/2 = 57/2, isto ¢, 6
cresce de 27/3 a 51/6, temos que T cresce de 0 a a; quando 30 cresce de 57t/2 a 37,
isto é, 0 cresce de 57/6 a 7, temos que 1 decresce de a a 0. Assim, no gréfico da fi-
gura 4.10, o contorno da segunda pétala comeca em (0 = 27t/3,7 = 0), tem a sua metade
em (60 = 571/6,1 = a), e termina em (6 = 7,7 = 0). Agora, quando 30 cresce de 37 a
47, isto é, 0 cresce de 7t a 471/3, temos que 1 < 0, isto é, r = 0. Assim, no grafico, para
0 € [mt,47/3], temos o contorno em (0,1 = 0).

TERCEIRA PETALA

Para finalizar o grafico, note que quando 30 cresce de 47 a 4w+ /2 = 97/2, isto é, O
cresce de 47t/3 a 37/2, temos que r cresce de 0 a a; quando 30 cresce de 97t/2 a 5,
isto &, 0 cresce de 37m/2 a 57t/3, temos que 1 decresce de a a 0. Assim, no grafico da
figura 4.10, o contorno da terceira pétala comega em (6 = 47/3,r = 0), tem a sua metade
em (0 =3m/2,T = a), e termina em (6 = 57/3,7 =0). Agora, quando 30 cresce de 57 a
671, isto é, O cresce de 57t/3 a 27, temos que T < 0, isto é, r = 0. Entdo, no grafico dado,
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para 0 € [57t/3, 271], temos o contorno em (0,1 = 0).

CALCULO DA AREA
Sendo D,y a metade da pétala do primeiro quadrante, a 4rea total das trés petalas ¢ dada
por

GJJ 1dxdy = GJJ 1rdrd®
Dxy Dro

0=7/6 pr=asen(30)
= 6J J rdrd®
0=0 =0

8=m/6

=3d® J sen?(30) d@

8=0

u = 39, du = 3do u=rr/2
= a J sen’udu

u=0
(12 u=m/2
= J (1 —cos2u) du

2 u=0
a? [ sen Zu] u=m/2
= |lu—
2 2 o
a’m
=—" ua
4

13. Utilizando integrais duplas ou triplas, obtenha o volume do sélido delimitado pelos planos
dx+2y+2z=10,y=3x,z=0ex=0.

RESOLUQAO VIA INTEGRAIS DUPLAS
Na ilustragdo seguinte, temos uma representacdo geométrica da regido piramidal deli-
mitada pelos planos supracitados, bem como de sua “planta baixa” triangular, isto &,

D,,.

x+2y+2z2=10
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14.

158

Note que Dyy ={(x,y)10 <x <1, 3x <y < —2x 4 5}. Entao, o volume ¢ calculado, em

u.v., por
x=1
JJ (10 —4x — 2y) dxdy = J (
Dxy x=0

x=1
- J [T0y —4xy —y?]"-, 7" ax

y=—2x+5
J (1074x72y)dy) dx
y=3x

y=3x

x=0
37x=1
:25{x7x2+xf}
3 x=0
1
—25.-
3
>
T3

1 5x1
7§><( 3 ><10)7

coincidindo portanto com a féormula do volume de uma piramide, isto é, um ter¢o do
produto da drea da base pela altura da piramide.

R,ESOLU(;’AO VIA INTEGRAIS TRIPLAS
Na ilustracao anterior, denote a regiao piramidal por Dyy,. Entao, o volume é calculado,

em u.v., por
z=10—4x—2y
JJJ 1dzdxdy = JJ (J 1 dz) dxdy
Dxyz Dxy z=0

= JJ (10 —4x — 2y) dxdy
Diy

25

3 )

onde as reticéncias anteriores representam o calculo que acabamos de realizar na resolugéo
via integrais duplas.

Sendo Dy, limitada por y = 2x? + 222 e pelo plano y = 8, calcule

J” vV 3x? + 322 dxdydz.
Dxyz

RESOLUGAO

Note que wi(x,z) = 2x* + 2z% e w;(x,z) = 8 representam, respectivamente, o cone de
geratriz Yy = x (ouy = z) e o plano perpendicular ao eixo das ordenadas no ponto (0, 8, 0),
conforme ilustrados na figura 4.11.
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Figura 4.11: Dy : 2%+ 222 < Yy <8, (x,2) € Dyz; Dyz: x2+22<4

Assim, como a intersecdo entre o cone e o plano supracitados é dada por 2x* + 2z% = 8,
D, é o circulo no plano OXZ com centro na origem e raio 2. Portanto,

Dz (

[\/ 3x? 4 322 y] e dxdz

y=2x2+42z2

J V2422 [8—2 (x* +2%)] dxdz

I,
|

‘[ r(8—2r%) rdrde
Do

0=2m1 =2
J (J (8r* —2r%) dr> de
0=0 \Jr=0

3 571=2
[Sr 2r } . [e]ezzﬂ
=0

y=38
vV 3x2 + 322 dxdydz = V3x2+3z2dy | dxdz
Y Y
Diy=

y=2x2+2z2

Il
L—Le
g g
N
g

Il Il Il
5 5%

I
&

375 e

I
S
N
| R
|
BN
~——
)

(5-64—3-64)

I
=

15
464
Vs T
_256\3m
15

Note que, na quarta igualdade, de cima para baixo, usamos a mudanga de variaveis
x=rcosfez=rsenfcom 0<r<2e0<0<2m

15. Determine o volume de uma cunha cortada do cilindro x? +y? = 1 pelos planos z = —y
e z =0, conforme ilustrada na figura 4.12, utilizando integrais triplas.
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RESOLUGAO

Figura 4.12: Cunha cortada do cilindro x* +y? = 1 pelos planos z = —y e z = 0. Observe que Dy ¢ a
metade inferior do circulo unitario no plano OXY com centro na origem

z=—y
J 1 dz) dxdy

E; H(Z(—y)dy) &

x=1
=0
J [~y e dx

16. Utilizando integrais triplas, verifique que o volume de um cone circular reto de raio R e

160

L 2
altura h é % u.v.

RESOLUGAO
Considere o cone z = my/x? +y?2, z > 0, sendo m a inclinagao de sua geratriz, conforme
ilustrado na figura 4.13. Logo, m = % e esse cone pode ser representado pelo conjunto

D,y. dos pontos (x,y,z) tais que %\/xz +y2 <z<hex?+y? <R Assim, em coor-
denadas cilindricas, o cone pode ser representado pelo conjunto dos pontos (r,0,z) tais
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Figura 4.13: Dy, : %\/Xz +y2 <z<h, (xy) € Dyy, sendo Dyy o circulo com centro na origem e
raio R

que % <z<h, 0<r<Re0<0<2m Portanto, o volume procurado é dado por

JJJ 1 dxdydz = JJ
Dxyz 0z
z=h
J J J 1dz | rdrd®

D:o z:h%

0=2n =R
(J (h — E) rdr) de
0=0 =0 R
= T

J 1rdrdodz

D
N

2 3R
1 1
z —_—— —
= 2mthR (2 3)
ThR?
= u.v
3

17. Utilizando integrais triplas, calcule o volume do paraboloide z = a (Xz + yz) de altura h.

RESOLUGAO
Note que Dy, é o conjunto dos pontos (x,y,z) tais que a (XZ +y2) <z<he(xy)

pertence ao circulo Dy, de centro na origem e raio \/% , conforme ilustrado na figura 4.14.
Assim, Dy, pode ser representado, em coordenadas cilindricas, pelo conjunto D,g, dos

pontos (1, 0,z) tais que ar> < z < he (1,0) € Dyp com 0 < 1 < \/E e0 <0< 2m
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Figura 4.14: (x,1,2) € Dyy; &= a (x* +y?) <z < he (x,y) € Dy com x* +y? < \/

Portanto, o volume ¢é dado pela integral

I, o= [ v
.

J 1 dz) rdrdo
z=ar?

0=. h/a
:J =", rdr | d0
0=0 \Jr=0

]

=0

(h—ar?) rdr
[hrz ar“]T\/m
— o |

=0

18. Utilizando integrais triplas, obtenha o volume da calota esférica que representa a interse-
¢io da esfera x? 4 y% 4 z2 < R?com o semiespaco z > a, 0 < a < R.

RESOLUGAO
A partir da analise da figura 4.15, cuja legenda explicita a passagem de coordenadas
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Figura 4.15: Dy, ¢ o conjunto dos pontos (x,y,z) tais que a < z < RZ—(x2+y?) e (x,y) € Dyy
com x2 +y? < R?2 — a?; D,g; ¢ o conjunto dos pontos (1,8, z) tais que a <z < vVRZ —1Z ¢ (1,0) € Dyg
com0<r<+vRZ—a?2e0<0<2n

cartesianas para cilindricas, segue que o volume é dado por

J” 1dxdydz = JJJ 1rdrdodz
Diyz D

" =R [ (z=/REAZ
J (J 1 dz) rdr) de
=0 z=a

an

=R
:ZWJ (\/sz‘rzfa>rdr
e
= J (Vu—a)du
u=R2
2u’/? use?
T [ 3 a au:| u=R2
2 3 3 2 2
=7 g(R —a )—a(R fa) wv.
Note o uso da mudanca de variaveis u = R? — 12, du = —2rdr no célculo dessa integral.

Uma compreensao mais abrangente da resolucao exige uma breve digressao sobre o volume
calculado, que faremos a seguir.

A primeira integral da resolugdo calcula o volume da regiao Dyy,.%0 Portanto, o resultado
dessa integral deve ser positivo. Contudo, o resultado obtido representa uma expressao
cujo sinal pode néo ser tdo evidente. Assim, primeiramente, note que essa expressdao pode
ser escrita como

2 2 2 IR — qR — a2
Zﬂ(R—a)(R +0:%R+a —aR;a>:27T(R—a)~ R c61R a
_M.(ZRZ,QR,QZ).

3

36Cf. asubsecdo 4.2.2.
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19.

164

Entdo, como R — a > 0, o volume calculado nos diz que p(R) = 2R* — aR — a? deve
ser positivo. De fato, como p(R) representa uma parabola com concavidade para cima,
P(R) =0 se, e somente se, R = “if@, isto ¢, R=aouR=—%.

Segue uma interpretacdo geométrica do estudo do sinal dessa parébola:

p(R)

Portanto, fica evidente que

PR >0 & R<—% ou R>a.

Observando que apenas a condigdo R — a > 0 deve ser considerada, segue que p(R) é
positivo.

Utilizando integrais triplas, calcule o volume do sélido limitado inferiormente pelo plano
z = 0, lateralmente pela esfera p = 2 e superiormente pelo cone ¢ = .

RESOLUGAO

Note que p € [0,2], ¢ € [73‘, %] e 0 € [0,27], de acordo com a figura 4.16.

Figura 4.16: Semiesfera superior p = 2, “furada” pelo cone ¢ :%

z
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Portanto, o volume é dado por
”J 1dxdydz = J ” p?sen ¢ dpddpde
Dxyz Doge

0=2m $=m/2 p=2
- J <J <J o? dp) send)d(b) do
0=0 $b=m/3 p=0

87
= — uv.,

3

como pode ser facilmente verificado.

20. Utilizando integrais triplas, obtenha o volume do sélido limitado inferiormente pelo cone

¢ < 7 e superiormente pela esfera p < 2R cos ¢.

RESOLUGAO

A figura 4.17 representa a unidao da semiesfera superior p < 2R cos ¢, escrita como
x? +y? + (z— R)? < R? em coordenadas cartesianas, com o cone circular reto de vértice

na origem, altura R e geratriz v/2R.

Figura 4.17: Solido no formato de “sorvete na casquinha”

De fato,
o’ gZRpcode:)szrszrzz—ZRerRz < R2<:>x2+y2+(z—R)2 < R2.

O volume procurado ¢é, portanto, dado por

J” dxdydz = J ” p?sen ¢ dpddde
Dxyz Dogo

0=2m1 b=m/4 p=2Rcos ¢
= J J <J p? dp) send dd | do
0=0 $=0 p=0

167R3 J~¢Z7t/4

3 cos® psen d do.

$=0
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Utilizando a mudanga de variaveis uw = cos ¢, temos que du = —sen p ddp. Assim, o
volume é dado por

T6nR3 [“=V22 | 47R3 1
B 3 Ju:] widu= 3 <] a Z)

=7R® uwv.

Observe que o mesmo resultado pode ser obtido a partir das férmulas dos volumes de
esferas e cones analisadas neste capitulo. De fato,

4nR3 3
7R
RP=—23 4+~
7T 7 + 3

Note que, na segunda parcela, usamos o fato de que o cone tem altura igual ao raio da
esfera.

21. Utilizando integrais triplas em coordenadas esféricas, obtenha o volume do so6lido limitado

superiormente pela esfera x? +y* + z = R? e inferiormente pelo cone z? = m?(x* + y?)
com z > 0.

Figura 4.18: Outro solido no formato de “sorvete na casquinha”, agora com menos “sorvete”

x? 4y +22 <RP8p<R

RESOLUGAO

A figura 4.18 ilustra a intersecdo entre a calota superior da esfera x> +y? +2z> < R? e
o cone circular reto com vértice na origem dado por z2 = m?(x?* +y?), z > 0. Assim,
0<0<2me0<p <R3 Agora, considere que ¢, é o angulo que a geratriz do cone
forma com o eixo das cotas. Entao, 0 < ¢ < ¢, e precisamos obter a equagdo do
cone em coordenadas esféricas que escreva ¢y, em funcdo de m.?® Portanto, utilizando a

302 = x2 4 y? 422,
38Note que ¢y, nio é dado no enunciado do exercicio!
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equagao do cone de inclinagao m, temos
2 2(2_ .2
Z2=m?(p*—2%),

isto €,
R m2p?
C14+m?

Logo, escrevendo z em coordenadas esféricas, temos

z

TTLZ pZ

2 2 _
p* cos ¢m_1+m2'

Assim, como o cone existe apenas para z > 0, isto ¢, 0 < ¢, < 7, temos
m2
cos =1/—-7.
bm =1/7 gy
Portanto, o volume procurado é dado por
J” dxdydz = J” p?sen ¢ dpdddo
Dxyz Dogo

“Jo (o (L an) woae) o

27R3 [P=dm
= LR J sen ¢ dd
3 b=0
_ 2nR?

3 [ — cos d)} izg)m

_ 2nR? 1_ [/ m2
= 3 71 + mz u.v.

Note que, como m? < 14 m?, o volume calculado &, de fato, positivo.®

9

39Cf. a digressdo apresentada na resolucio do exercicio 18.
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Capitulo 5

Resultados do calculo vetorial

There is nothing in the world
except emply curved space.
Matter, charge,
electromagnetism, and other
fields are only manifestations of
the curvature of space.

John Wheeler

Os teoremas de Green, Gauss e Stokes do calculo vetorial tém forte relagdo com as equagdes
de Maxwell,! que, assim como as importantes equacoes de Navier-Stokes, nos dao informacoes
fundamentais sobre o comportamento de fluidos e fluxos (tais como: velocidade, aceleragao,
estabilidade, contengéo, transferéncia, propagagio, transmissao, escoamento, vazao etc.) em
meios sblidos, liquidos ou gasosos, com ou sem viscosidade, heterogéneos ou homogéneos, po-
rosos ou nao porosos, saturados ou nao saturados, fraturados ou nao fraturados etc.
Apenas o teorema de Stokes no plano, mais conhecido como teorema de Green, sera estudado
mais detalhadamente, ficando a tarefa de aprofundar o caso tridimensional, bem como a de
estudar o teorema de Gauss, a cargo do leitor.

5.1 Integrais de linha
Denotemos o traco de uma curva parametrizada y : [a, b] — RZpor T, isto ¢,
IM={y(t)|t€[a,bl}.

I'é dita uma curva. Considere agora uma funcao F: T — R? limitada, isto ¢, Dom(F) = I'e Im(F) é
um conjunto limitado em R2. F é chamada de campo vetorial. Por fim, seja y diferenciavel e sejam
v’e F oy continuas. Segue uma ilustragao desses conceitos:

ndico o excelente livro do fisico Daniel Fleisch (2008), escrito para aqueles interessados nessas equacdes
que, juntamente com a lei da for¢a de Lorentz, compoem a base do eletromagnetismo classico.
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F(T)
. _F,
a
5.1.1 Definicao de integral de linha
A integral de linha de F ao longo de ' é definida por
b
J F-dy ::J F(y(t)) - y'(t) dt. (5.1)
r a

Exemplo
Seja F(x,y) = (—y + 1, x) e considere a semicircunferéncia I' de centro na origem e raio 2

parametrizada por y(t) = (2 cos t, 2 sen t) para t € [0, 71],% conforme a ilustracio seguinte:

t=m/2

Como F(y(t)) = (—2sent+ 1,2cost) e y'(t) = (—2sent,2cost) para cada t € [0, 7], temos

J F-dy :J (—2sent+1,2cost) - (—2sent,2cost)dt
r 0

:J (4senzt—Zsent+4coszt) dt
0

:J (4 —2sent)dt
0

= [4‘(—0—2(}08’(]3
=4n—4.

Observagao

Dizer que I tem orientagdo positiva (respectivamente, negativa) significa que y(t) percorre I
no sentido anti-horério (respectivamente, horario) & medida que t cresce em [a, b].

2Em breve, faremos um comentario sobre a possibilidade de uma curva I' admitir varias parametrizacoes.
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Exemplo

A circunferéncia I' = {(X,y) | xr 4y = 1} tem orientagdao positiva (respectivamente, negativa)
se parametrizada por y(t) = (cost,sent) (respectivamente, y(t) = (cost,—sent)) com t €
[0, 27].

Notagao sugestiva para integrais de linha
Suponha agora que F(x,y) = (f(x,y), g(x,y)) e v(t) = (x(t),y(t)) para todos os pontos onde
tais fungoes estejam definidas. Portanto, como

b
JFF -dy :J (F(x(t),y(1) - x'(1) + g(x(t),y(t)) -y (V)] dt,

a

a integral de linha definida em (5.1), pagina 170, também é denotada por
J fdx + gdy.
r

Exercicios resolvidos
1. Calcule [(x+y)dx+xydy paral = {(x,y] ‘ 0<x<2,y= xz} com orientacao positiva.
r

RESOLUCAO
Aqui, f(x,y) =x+Yy, g(x,y) =xy e T é o arco da parabola de (0,0) a (2,4), parametri-
zada por x(t) =t e y(t) = t? para t € [0, 2], conforme a ilustracio seguinte:

(034) t=2

t=0 (2,0)

Portanto, como x'(t) = 1 e y’(t) = 2t, segue que

2

J(x—i—y)dx—b—xydy :J [(t+t%) -1+ (t-t7)-2t] dt
r 0

2
:J (t+t*+2t") dt
0

2 21577
:{TT?L
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2. Calcule f ‘J‘;j”zdy com I' = {(x,y) [x2+y? = rz} totalmente percorrida no sentido anti-

-horarlo e uma Unica vez.

RESOLUGAO
Parametrizando a circunferéncia de raio r por y(t) = (rcost,rsent) com t € [0,2n]?
temos
—ydx + xd m rsent Tcost
J y27+2y:J‘ 7#(7T‘S0Ht)+—(TCOSt) dt
r X2 +y 0 12 (cos?t + sen? t) 12 (cos? t + sen? t)

7 12sen?t 12costt
—a  t— ) dt
T T

:J sen®t + cos® t dt
2

Integrais de linha: para que servem?

As integrais de linha tém véarias aplicagdes fisicas e geométricas relacionadas ao comportamento
de um vetor ao longo de uma curva, sendo fundamentais para a modelagem de problemas mais
aplicados, como: o trabalho realizado por uma for¢a F ao longo de uma curva I'; o fluxo do vetor
velocidade de um fluido através de uma curva; a érea de certas regides planas limitadas por
curvas fechadas; etc. Além disso, algumas integrais duplas podem ser calculadas via integrais de
linha. Aqui, algumas dessas aplicagoes serao trabalhadas.

Exercicio sobre o trabalho realizado por uma forga

Se uma forca é dada por F(x,y) = (0,x), (x,y) € R?, calcule

~| Far,
r

o trabalho realizado por F ao longo da curva I', representada pela parte da circunferéncia unitaria
que se encontra no primeiro quadrante, orientada no sentido anti-horario. Ainda, como T nao
depende da parametrizagdo da curva, desde que seja respeitada a sua orientagdo, calcule a
integral com as seguintes parametrizagoes y(t) de I':

1. (cost,sent), t € [0, %]
2 (VI=8,t), te o,

A resolugéo desse exercicio encontra-se na se¢ao 5.4.

3Pode ser demonstrado que, dada uma integral de linha arbitraria, o valor de tal integral é independente da
parametriza¢ao (que preserve a orientagao) da curva, isto ¢, se y1(t) e y2(t) sdo parametrizagdes (que preservam
a orientagao) de T, entao

r r

Resolva este exercicio usando outra parametrizagao de I'. Por exemplo, y(t) = (r cos 27tt, rsen 27tt) com t € [0, 1].
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Observagao

Sejam T e Ty curvas como a I" definida na equagao (5.1), pagina 170, tais que o ponto final de
I coincide com o ponto inicial de T>.# Denote T := I3 UT,. Seja F como na definicao (5.1).
Pode ser demonstrado que

JF-dy:J F~dy1+J F- dy,.
r [N )]

Exercicios resolvidos

1. Integre F(x,y) = (y,x?) sobre o triangulo T' = I U T, U T3, que representa a unido de trés
segmentos orientados positivamente, como ilustrado a seguir:

5 Y
I3 I
2
1 I
@) 2 X

RESOLUGAO

Para integrar F sobre I', vamos precisar de trés parametrizagoes, uma para cada segmento
de reta. Para parametrizar um segmento, obtenha primeiro a equacao da reta que o
contém. Para I7, temos y = %X + 1, que pode ser parametrizada por yi(t) = (t, %t + 1)
para cada t € [0,2]. Entao

4Isto &, se y1 : [a,b] = RZ e vy; : [c,d] — R? sdo parametrizacdes de I e Ty, respectivamente, entdo
v1(b) =v2(c).
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Agora, como T esta contida na reta x = 2, podemos parametriza-la por y,(t) = (2,t)
para cada t € [2,5]. Portanto,

L Fody, = J5(t,4) - (0,1) dt

2
5
:J4dt

Por fim, para T3, considere a reta y = 2x + 1. Se parametrizada por y3(t) = (t,2t + 1)
para todo t € [0,2], I'3 tem sentido horario. Logo, para T =2 —1, temos 2t +1 =5—21.5
Assim, parametrize T3 por y3(T) = (2 — 1,5 — 27) para cada T € [0,2].5 Entdo,

2

J F~dy3:J 5-2t,2—-71)%-(-1,-2)dr
rs 0

2
:—J (27 =10t +13) dr
0
3 2
_— {Zifh%m}
3 0

Portanto, temos que

JF~dy:J F-dw+J F-dyz+J F-dy; =5.
r I r I3

2. Seja T =T UL, UT; tal que Iy ¢ a parte (orientada) da parabola y = x* que vai de (0,0)
a (1,1), T, é o segmento (orientado) de reta que vai de (1,1) a (0,1) e T3 ¢ o segmento
(orientado) de reta que vai de (0,1) a (0,0). Calcule a seguinte integral de linha:

I:J (x’y* +y) dx + xdy.
r
Y

I3

I3 I

5Note que, quando T cresce de 0 a 2, t decresce de 2 a 0 e, portanto, I's tem sentido anti-horario.
6Esse procedimento é dito uma reparametriza¢io da curva.
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RESOLUGAO
A ilustragdo anterior representa I' e podemos considerar as seguintes parametrizagoes:

M: vi(t) = (t,12) com t € [0,1];
N v2(t) = (1—1t,1) com t € [0,1];
I3 v2(t) = (0,1 —1t) com t € [0,1].

Portanto,
I= Jr (x*y* +y) dx + xdy

1

+ L (x*y* +y) dx +xdy
2

+ L (x*y* +y) dx + xdy
s

= L] (7 +t%) +2t%] dt

1
[ [0 -0+ +opat
0

1
+J (0+0)dt

18 0
:[ +t3] +J (W +1)du+0
0

Esse exercicio também sera resolvido utilizando o teorema de Green na segao 5.2.

5.1.2 Teorema fundamental do calculo para integrais de linha

Seja ' uma curva como a definida em (5.1), pagina 170. Considere f: ' — R diferenciavel com
fx e fy continuas. Sejam A,B € R? os pontos extremos de T, isto é, se v : [a,b] — R? é uma
parametrizacao de I', entao A =y(a) e B =+y(b). Portanto,

J Vf - dy = £(B) — f(A). (5.2)
r

DEMONSTRACAO
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Nas segunda e terceira igualdades da demonstracdo, foram utilizadas, respectivamente, a regra
da cadeia apresentada na se¢do 3.2.7 e o teorema fundamental do célculo para fungdes do
“calculo I”.

Observagoes

e Na equagao (5.2), no lugar da curva I' e de sua parametrizagao vy, considere uma outra
curva A parametrizada por A, mas mantenha todas as outras hipéteses inalteradas. Entao,

JVf~d}/:J Vit dA,
r A

pois a integral depende apenas de f e dos pontos A e B.
e Se F = Vf para alguma f como a utilizada em (5.2), entéo jv F- dy s6 depende dessa f e
dos pontos A e B, mas nao da curva I' que liga esses pontos.
Exercicios
1. Calcule [ VT - dy para f(x,y) = cos(xym) e qualquer curva I' cuja parametrizagio tenha
derivadarcontinua e pontos inicial e final em (], %) e (2,1), respectivamente.”
2. Considerando a funcdo F(x,y) = (y,x), responda as seguintes questoes:®

(a) Existe alguma fungéo f diferencidvel, com derivadas parciais fy e f, continuas, tal que
F=Vf?

(b) Existe alguma relagao entre o teorema fundamental supracitado e o célculo da inte-
gral de linha de F ao longo de uma curva arbitraria?

5.2 Teorema de Green

Seja I’ uma curva parametrizada no sentido anti-horario por v : [a, b] — R? continua. Considere
que I é:

e fechada,isto é,y(a) =vy(b);
e simples, isto &, I'nao tem autointersecao;’

e C'por partes, isto 6, existe uma particio de [a, b] em um ntmero finito de subintervalos
fechados tal que y tem derivada continua em cada um desses subintervalos.

Por fim, sejam f,g : ' — R continuas com derivadas gy, f, continuas num dominio D = D,
aberto cuja fronteira seja a curva I'. Demonstra-se, assim, a equag¢do de Green:

”D (gx — fy) dxdy = ﬁ(ﬂg) - dy

:% fdx + gdy.
-

"Resolugdo na segio 5.4.
8 Idem.
9sto ¢, v (t1) #7v (t2) para t1,t2 €]a,b] com t; # t;.
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O segundo membro da equagao (5.3) denota uma integral de linha ao longo de uma curva
fechada.

Note que, assim como no teorema fundamental do calculo, a equacéo supracitada mostra que
a integracao de determinadas fung¢oes depende apenas da fronteira do conjunto aberto sobre o
qual se estd integrando.

Exemplo

Vamos retomar o exercicio resolvido que precede a subsegdo 5.1.2, mas, dessa vez, utilizar o
teorema de Green para calcular a integral de linha. Podemos pensar que, naquele exercicio,
calculamos o valor f% para o segundo membro da equagao (5.3), isto &,

1
3.2 _ 1
fj;r(xy +y) dx +xdy = 5

Agora, vamos calcular o primeiro membro da equagao de Green usando apenas integragao dupla.
Portanto, verificar a validade do teorema de Green para essa integral de linha significa obter

|| 1o axay = .

Assim, primeiramente, como f(x,y) = x*y? +y e g(x,y) = x, segue que fy(x,y) =23y +1e
gx(x,y) = 1. Entao,

x=1
_ 7J by, ax

x=0
x=1
= —J (x* —x7) dx
x=0
|:X4 X8:| x=1
4 8]
1
=3

Note que, como visto no exercicio supracitado, I'" satisfaz as hipoteses do teorema de Green,
isto é, T tem sentido anti-horario e é simples, fechada e C' por partes.

Exercicios

1. Utilize o teorema de Green para calcular a integral de linha
J (1 +xy?)dx — x*ydy,
r

onde T & o arco da parabola y = x? cujos pontos inicial e final sio (—1,1) e (1,1),
respectivamente. '’

0Resolucio na segao 5.4.
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2. Utilize o teorema de Green para calcular
jE V14 x3dx + 2xydy,
r

onde T é o triangulo cujos vértices sao os pontos (0,0), (1,0) e (1, 3), orientado no sentido
anti-horario.!!

5.2.1 Calculo de areas via integrais de linha

Sejam g(x,y) =3 e f(x,y) = —3. Portanto, pelo teorema de Green,

a(D) = J'J'D dxdy
=[] (o=t axay
= ﬂ;r fdx + gdy

= 13@ —ydx 4+ xdy u.a.
2 Jr

Exemplos

- A éarea da elipse I' = {(x,y) ‘ ’;—i + bii = 1} pode ser calculada pela formula (5.4). De
fato, parametrizando a elipse por y(t) = (acost,bsent) com t € [0,27], a drea ¢ dada
por

1
a(D) = Eﬁ; —ydx + xdy
r

27
= 7J' —(bsent)(—asent) + (acost)(bcost)dt
0

1 27
== J ab (sen2 t + cos? t) dt
0

1 27
= E JO abdt

= abm u.a.
- O valor da integral er xy?dx + (x*y + 2x)dy ao longo de qualquer quadrado I' depende

apenas do seu tamanho e ndo de sua localiza¢do no plano. De fato, pelo teorema de
Green,

?J; xy?dx + (x*y + 2x)dy = JJ (2xy + 2 — 2xy)dxdy
r D

:JJ 2dxdy
D

=2a(D).

HResolugio na secio 5.4.
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Exercicio
Utilize o teorema de Green para calcular a area da elipse cuja fronteira I' é dada pela equacao
o1 | 22 g2
7 9 :
5.2.2 De Green para Stokes

Na equagdo (5.3), pagina 176, tanto o campo vetorial F = (f, g) quanto a regido D sao planares.
Se quisermos que sejam espaciais, podemos reescrever o campo e a regido, respectivamente, por

F= (f>gv0) eS :{(X>Uyl)|(X»U) €D, z=0}.

Nesse caso, o rotacional de F é um vetor dado por

i j Kk
VxF=]0/0x 9/0y 0/0z
f g 0

_ (%9 _0df\p
ox 0y

Assim, como kK-k= 1, temos o produto interno
(VxF) k=g, fy,

que ¢ exatamente o integrando da integral do primeiro membro de (5.3). Ainda em relagio a
essa integral, denote a area infinitesimal dxdy por dS. Agora, na integral de linha do segundo
membro de (5.3), denote a curva I' (que representa a fronteira de S = D x {0}) por 39S ¢ o
diferencial dy por ds, que aqui representa o comprimento infinitesimal da curva que delimita
a regido S. Portanto, a equagao (5.3) pode ser reescrita da seguinte forma:

” (V><F)~Ed5:j£ F-ds. (5.5)
s as
Em outras palavras, a integral de linha do campo vetorial planar F ao longo da fronteira 9S é
tgual & integral dupla (da unica coordenada nao nula) do rotacional de F sobre a superficie
planar S. Dessa forma, o teorema de Green é simplesmente o teorema de Stokes no plano.
Faremos, entédo, cinco modificagbes para converter o teorema de Green numa versao mais geral
do teorema de Stokes:

I. No lugar de F e S usadas na equagao (5.5), considere o campo vetorial F = (f, g, h) e seja
S uma superficie de R? que tenha vetor normal em cada um de seus pontos. Por exemplo, é
possivel que S seja o grafico de uma fungéo z = z(x, y) diferenciavel adequada. Existe ainda
a possibilidade de que S seja uma superficie de nivel ¢ representada pela equagdo w(x, y, z) =c
com w diferenciavel. Como sabemos, tais superficies tém seus vetores normais i = n(x, y, z)
dados por

+ (—zy, —Zy, 1) e =% (wy, Wy, w;),

respectivamente.

2Resolucio na secio 5.4.
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II. Considere que a fronteira S seja uma curva contida em algum plano em R3.13 A ori-
entacao da curva é determinada pela regra da mao direita, isto é, ao fazer o sinal de
positivo com a mao direita, imagine que o vetor normal ao plano que contenha a curva 0S5,
denotado por 1, esteja apontado na direcédo do polegar da mao direita. Além disso, considere
que o sentido de percurso de 0S seja o mesmo dos outros dedos da méo direita ao se
curvarem para tocar a palma da mao e concluir o sinal de positivo. Assim, a curva tem
sentido anti-horario em relagao ao plano que a contém. Ainda, os vetores normais 1t
(do item I) devem apontar para o mesmo semiespago (delimitado pelo plano que contém 0S)
para o qual @i aponta.l

III. Considere agora o rotacional

i j K
VxF=|0/0x 0/dy 9/0z
f g h

= (hy = )i+ (- —h)J+ (g — )k,
mais geral do que aquele usado em (5.5).
IV. Troque K de (5.5) pelo vetor fi(x,y,z) normal a S (do item I).

V. ndS agora representa uma combinagao linear adequada cujos termos sao multiplos esca-
lares dos trés elementos de drea: dxdy, dxdz e dydz.'®

Portanto, temos a equacao de Stokes, dada por

£S F.ds= ”S (V x F) - dS. (5.6)

Exercicio resolvido

Se F(x,y,z) = (3y,4z,—6x) esté definida no paraboloide S = {(x,y,z) |z =16 —x* —y? > 0},
verifique a validade da equagao de Stokes, calculando os dois membros de (5.6).

RESOLUGAO
Note que 0S é a circunferéncia de centro (0,0,0) e raio 4, percorrida no sentido anti-horario.!
Logo, por um lado, parametrizando 9S por s(t) = (4 cost,4sent,0) com t € [0,27], a integral

6

3Uma parametrizagio s dessa curva tem trés componentes: s(t) = (x(t),y(t), z(t)).

MEm relacio a (5.5), tanto fi(x,y,z), para cada (x,y,z) € S, quanto 1, sdo iguais ao vetor K.

15 Aqui, nao abordaremos parametrizacio de superficie. Como consequéncia, os nossos problemas tém apenas
curvas 0S contidas em planos paralelos aos planos coordenados (OXY, OXZ e OYZ) ¢, nesse caso,

dS € {dxdy, dxdz, dydz}.

>
=1}
I
i
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de linha do primeiro membro de (5.6) ¢ dada por
21
ﬂg F-ds :J F(s(t)) - s'(t) dt
as 0

21
:J (12sent,0,—24 cost) - (—4sent,4cost,0) dt
0

27
=—48 J sen’ t dt
0

= —48m.
Por outro lado, como

VxF=(-4,6,-3) e f=(—z,—21)=(2x,2y,1),

a integral dupla do segundo membro de (5.6) ¢ dada por

JJ (VxF)-ndS = JJ (—4,6,—3) - (2x,2y, 1) dxdy
S Dxy
= JJ (—8x + 12y — 3) dxdy
Diy
= JJ (—8rcos0 + 12rsen 0 — 3)rdrdo
D,
27 ’ 4
— J U (—8r%cos0 4 12r?sen® — 3r) dr| dO
o Lo

= —48m.

Exercicios
1. Seja T a curva parametrizada por x(t) = 0, y(t) = 2+ 2cost e z(t) = 2 + 2sent,

t € [0, 271]. Utilize o teorema de Stokes para calcular a seguinte integral de linha:

jg x?e* dx 4 xseny dy + 3y dz.'”
.

2. Sejam F(x,y,z) = (—y,x,z) e S a parte do paraboloide z = 7 — x? — 4y? acima do plano
z = 3, orientada com vetores normais apontando para cima. Utilize o teorema de Stokes
para calcular a seguinte integral de linha:

1= ”S (V x F) -1 ds.18

Consideracoes finais

Como antecipado na sec¢ao 1.1, este capitulo é bastante resumido, tanto em relagdo aos resulta-
dos apresentados, quanto aos exercicios propostos. Portanto, sugiro que o leitor também tente
resolver exercicios sobre os teoremas de Green e Stokes em outros livros de célculo. Além disso,

1"Resolugio na segao 5.4.
18 [dem.
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¢ recomedével complementar os estudos dessa parte mais bésica do célculo vetorial, buscando
informagoes sobre o teorema da divergéncia, também chamado teorema de Gauss, que estabe-
lece uma relagao entre a integral do divergente de um campo vetorial F sobre uma regiao e a
integral de F sobre a fronteira da regidao. Para essa parte do contetdo, recomendo os livros

de Belding e Mitchell (2008) e Marsden e Tromba (2004).
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5.3 Formulario do calculo vetorial®®

1. Integral de linha de F = (f, g) ao longo de I" parametrizada por y(t) = (x(t),y(t)):
J F-dy:J fdx + gdy
r r

b
- j Fiy(t) - /(1) dt.

a

2. Teorema fundamental do calculo para integrais de linha:
|| vr-av =ty — fivtan.
r

3. Equacdo de Green:

”D (9x — fy) dxdy :jﬁ (f,g)-dy

r

:fﬁ fdx + gdy,
r

onde D = Dy é aberto com fronteira dada por T".

4. Area de D via integral de linha:

a(D) = JL dxdy
;

{; —ydx + xdy u.a.
r

5. Equacdo de Stokes:

ﬂgasF-ds:JJS(VxF)-ﬁdS,

onde a superficie S tem fronteira 3S, orientacdo positiva e versor normal 1l dependendo de
seus pontos.

F6rmulas validas para fungdes e curvas sujeitas a hipoteses estabelecidas neste capitulo.
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5.4 Exercicios resolvidos de calculo vetorial

1. Se uma forca ¢ dada por F(x,y) = (0,x), (x,y) € R?, calcule

T:JF-dy,
r

o trabalho realizado por F ao longo da curva I, representada pela parte da circunferéncia
unitaria que se encontra no primeiro quadrante, orientada no sentido anti-horario. Ainda,
como T nao depende da parametrizagao da curva, desde que sua orientagao seja respeitada,
calcule a integral com as seguintes parametrizagoes y(t) de I':

(a) (cost,sent), t € [0,F];
(b) <Mt) ,te 0,1,
RESOLUGAO

Inicialmente, considere a seguinte ilustragdo do campo de forcas atuando ao longo da
curva, representando a dire¢do e o sentido da forga, mas néo o seu médulo.

1A

1 { senZt}TZr
=_|t+
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1-t2?

(b) Como y'(t) = (— 1 1), t € [0, 1], temos

A
Il
-

(v(t))-y'(t) dt

(o.vT-€) (—\/% 1) dt
V1—gadt

m cosudu

Veos?u cosu du

Lo

Il
S 2o

jus
2

I
s

0
g

2

Il
:O

cos? udu

Il
< L8]

u.t.

13

Note que, na quarta igualdade, de cima para baixo, usamos a mudanca de varidveis
t =senu, dt = cosudu. Na ultima igualdade, de cima para baixo, a integral é resolvida
como no item (a).

2. Calcule [ Vf- dy para f(x,y) = cos(xym) e qualquer curva I' cuja parametrizagao tenha
T

derivada continua e pontos inicial e final em (1, %) e (2,1), respectivamente.

RESOLUGAO

Né&o é necessério explicitar a curva I' que conecta os pontos A = (1, %) e B=(2,1). De
fato, devido as condigoes enunciadas no exercicio e ao teorema fundamental da subsegao
5.1.2, a fungdo f e os pontos A e B sio os dados necessérios para a integral ser calculada.
Portanto,

JVf— dy = f(B) — f(A)

r
:f(Z,])—f(L%)

s
- ()
cos(27) — cos 3
=1-0
=1.
3. Considerando a fungao F(x,y) = (y,x), responda as seguintes questoes:

(a) Existe alguma funcéo f diferenciavel, com derivadas parciais fy e fy continuas, tal que
F=VI1{?

(b) Existe alguma relagao entre o teorema fundamental da subsegao 5.1.2 e o calculo da
integral de linha de F ao longo de uma curva arbitraria?

Li¢cOEs DE CALCULO DE VARIAS VARIAVELS REAIS 185



186

RESOLUGAO
(a) Note que, para f(x,y) = xy, F = Vf.
(b) Pelo teorema supracitado, a integral

Jydx-ﬁ-xdy

r

é independente da curva I' escolhida para conectar seus pontos extremos, desde que a
curva tenha parametrizagao com derivada continua.

. Utilize o teorema de Green para calcular a integral de linha

J (1 4+ xy?)dx — x*ydy
r

onde T é o arco da pardbola y = x? cujos pontos inicial e final sio (—1,1) e (1,1), res-
pectivamente.

RESOLUCAO

A integral de linha pode ser calculada diretamente, sem utilizarmos o teorema de Green,
se considerarmos a parametrizacao de I' dada por y(t) = (t, tz), t € [—1,1]. Entretanto,
para calcula-la como requerido no enunciado da questao, devemos obter uma curva I'” tal
que 'UT’ seja fechada. O modo mais direto é considerar I como o segmento de reta
com pontos inicial e final em (1,1) e (—1, 1), respectivamente. Na ilustragao seguinte, sao
representadas I', T e a regiao D limitada por I'UT’, orientada no sentido anti-horério.

Desse modo, para f(x,y) = 1+ xy? e g(x,y) = —x%y, temos f, = 2xy e g, = —2xy.
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Além disso, aplicando o teorema de Green a D, obtemos

jg fdx + gdy = JJ (g« — fy) dxdy
rur D
= ” (—4xy) dxdy
D

y=1
J 2xy dy) dx

y=x*

Agora, parametrizando T'" por (x(t),y(t)) = (—t, 1), t € [=1,1], obtemos

1

J (T+xyH)dx—x*ydy = | [(1—t)(—1)—t*-0] dt
/ Jo
1
| t=1at
1
2 }]
==t
12 1
= -2

Por fim, observe que

J (1 +xy?)dx — x*ydy = jg 14 xy?)dx — x*ydy —J (1 +xy?)dx — x*ydy
r rur/ re

=0—
=2

5. Utilize o teorema de Green para calcular a integral
% V1 +x3dx + 2xydy,
r

onde I ¢ o tridngulo cujos vértices sdo os pontos (0,0), (1,0) e (1,3), orientado no sentido
anti-horéario.

RESOLUGAO
A regido D delimitada por I' esta representada na seguinte ilustragao:
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¢} 1

" é a unido de trés segmentos orientados, que podem ser facilmente parametrizados.
Nao é possivel calcular diretamente a integral de linha, pois

J\/l +t3dt

ndo tem solucdo analitica. Contudo, o teorema de Green converte a integral de linha
numa integral dupla sobre D, que tem solugao analitica. Assim, sejam f(x,y) = /14 x3
e g(x,y) = 2xy. Entéo, fy, =0 e g« = 2y. Portanto,

jg fdy + gdx = J y) dxdy
r

J 2y dxdy

|

J =3

J <JU XZy dy) dx
[.b

[

y3x

1
9x? dx

=[5
=3.

6. Utilize o teorema de Green para calcular a area da elipse cuja fronteira I' é dada pela

188

_1)2 _97)2
equacio X=1° 4” 4+ =27 92) =1.

RESOLUGAO
x(t) = 2cost+ 1 ey(t) = 3sent+ 2, t € [0,27], é uma parametrizacao para a elipse
dada. Portanto, como x’(t) = —2sent e y’(t) = 3 cost para todo t em [0, 271, a area da
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elipse pode ser calculada do seguinte modo:

21
J [(2cost+1)(3cost) — (3sent+ 2)(—2sent)] dt

14
— ¢ xdy —ydx =
2 5. Yy—y .

21
J [6((:os2 t+sen’t)+3cost+4 senﬂ dt

0
27 27 27

{6J 1dt+3j costdt+4J sentdt}
0 0 0

{6 Méﬂ+3 [sentfT +4 [—COst]zﬂ}

= 6mu.a.

7. Seja T a curva parametrizada por x(t) = 0, y(t) = 2+ 2cost e z(t) = 2 + 2sent,
t € [0,27]. Utilizando o teorema de Stokes, calcule a seguinte integral de linha:
jE x?e* dx + xseny dy + 3y dz.
r

RESOLUCAO

As equacgoes paramétricas dadas descrevem a circunferéncia de centro (2,2) e raio 2 no
plano OYZ, como ilustrada a seguir.

X

Nessa ilustragao, consideramos S como o circulo limitado por T' = 3S. Entao, i = (1,0,0)
e, pelo teorema de Stokes,

ﬂ; (x*e*,xseny,3y) - ds = JJ [V x (x*¢*,xseny,3y)] - (1,0,0) dS.
as s

Assim, como a primeira componente do rotacional é dada por hy —g, =3 —0,% a integral
do segundo membro é calculada por

3JJ dS =12m u.a.,
s

isto é, o triplo da area de S.
8. Sejam F(x,y,z) = (—y,x,z) e S a parte do paraboloide z = 7 — x* — 4y? acima do plano

z = 3 e orientada com vetores normais apontando para cima, como ilustrada na figura 5.1.
Utilize o teorema de Stokes para calcular a seguinte integral:

I:US (V x F) - i dsS.

20g(x,y,z) = xseny e h(x,y,z) = 3y.
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Figura 5.1: S, com OZ como eixo de rotagao, acima do plano z = 3, x,y € [—2,2]

RESOLUGAO

Para obtermos I' = 3S, consideremos 7—x?*—4y? = 3, isto é, a clipse x>+4y? = 4, que pode
ser parametrizada por y(t) = (2cost,sent,3), t € [0,271]. Essa curva é positivamente
orientada quando vista de cima. Entdo, pelo teorema de Stokes, segue que

IszF-dy
r

(—sent,2cost,3)  (—2sent,cost,0)dt

2
J
27

=J (ZSenzt-i-Zcoszt) dt
0
2
J
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