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RESUMO

As equacdes de onda sdo um dos exemplos mais praticos de Equacdes Diferenciais
Parciais, estando presentes em estudos de diversas areas da ciéncia. Em nosso
meio, podemos facilmente encontrar as ondas na musica que ouvimos, na televisao,
no celular e microondas que usamos ou ainda nas préprias ondas do mar. Em vista
disso, este trabalho buscou detalhadamente obter solugbes para problemas
envolvendo equagbes de onda, além da analise da convergéncia e regularidade
destas solugdes. De maneira geral, os problemas de ondas apresentam a equagao
de ondas a ser resolvida juntamente com algumas caracteristicas que denominamos
condi¢cdes de contorno e iniciais. Em nosso estudo, encontramos, via separagao de
variaveis, a solugdo formal do problema linear e homogéneo, garantindo na
sequéncia as condi¢des adicionais. Isto nos levou a obter solugbes em uma forma
especifica de séries trigonométricas, conhecidas como séries de Fourier. A
utilizacdo da teoria de Fourier nos possibilitou garantir solugcbes bem definidas e
que, além disso, possam ser aplicadas aos teoremas de convergéncia conhecidos
na literatura basica, como as desigualdades de Young e de Bessel e o classico
M-Teste de Weierstrass. Com nossas experimentagdes, fomos capazes de resolver
o problema geral de equagdes de ondas, comprovar a convergéncia das solugdes e
ainda constatar a existéncia de uma relagcado direta entre a regularidade dessas
solugdes e a regularidade das condigdes iniciais. Ao longo do estudo, formalizamos
os resultados na forma de teoremas e corolarios, fazendo as respectivas
generalizagdes, e também conseguimos ampliar nosso trabalho apresentando a
resolugao de problemas de ondas no caso bidimensional. Ao final, concluimos que
as séries de Fourier, em suas diversas formas, sdo ferramentas eficientes para a
obtencdo de solugdes explicitas para os problemas de ondas, tanto no caso
unidimensional como no caso das membranas em suas diferentes geometrias.

Palavras-chave: equagdes de onda, regularidade de solugdes, séries de Fourier.



ABSTRACT

Wave equations are one of the most practical examples of Partial Differential
Equations, being present in studies of several areas among science. In our ambient,
we can easily find waves in music we hear, television, cell phones and microwaves
we use or even at the sea waves themselves. Thus, this work sought to reach, in
detail, solutions to problems involving wave equations, besides the analysis of the
convergence and regularity of these solutions. In general, wave problems present
the wave equation to be solved, along with some characteristics that we denominate
boundary and initials conditions. In our study, we found, via separation of variables,
the formal solution of the linear and homogeneous problem, consequently verifying
the additional conditions. This led us to obtain solutions in a specific form of
trigonometric series, known as Fourier series. The use of Fourier's theory has
allowed us to guarantee well-defined solutions and, in addition, can be applied to
convergence theorems known in the basic literature, such as the inequalities of
Young and Bessel and the classic Weierstrass M-Test. With our experiments, we
were able to solve the general problem of wave equations, proving the convergence
of the solutions and also verifying the existence of a direct relationship between the
regularity of these solutions and the regularity of the initials conditions. Throughout
the study, we formalized the results in theorems and corollaries, making the
respective generalizations, and we have also been able to expand our work by
presenting wave solving in the two-dimensional case. Finally, we conclude that
Fourier series, in their various forms, are efficient tools to obtain explicit solutions for
wave problems, both in the one-dimensional case and in the case of membranes in
their different geometries.

Keywords: Fourier series, regularity of solutions, wave equations.
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1 Introducao - Equacoes Diferenciais Parciais

Uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) é uma equagao que envolve uma fungao des-
conhecida (que geralmente depende de duas ou mais varidveis) e suas derivadas parciais.
A ordem de uma EDP é o maior valor numérico dentre as ordens dessas derivadas parciais,
por exemplo, uma equacao diferencial parcial de 2* ordem cuja funcao incégnita depende
das varidveis x e y é da forma:

Py 000 P )
7y7 7ax7ay7ax2’ay2 - Y

O interesse em se estudar equacoes deste tipo é devido a sua vasta aplicabilidade,

principalmente em problemas de Modelagem Fisica, como os citados por Evans (2010):

0? 0? 0? 0%u
1. Equacoes de Laplace e de Poisson: a_u + (9_1; =0e a—;; + m = f(z,y), respec-

tivamente, temos u como o potencial eletrostatico ou distribuicao de temperatura

numa placa, o qual independe do tempo;

0 0?
2. Fquacgao da Transferéncia de Calor: —u—ﬁa—z = f(t), onde u denota a distribuic¢ao
T

ot

de temperatura, 8 > 0 o coeficiente de condutividade térmica e f uma fonte de calor;

62

3. Fquagao de Ondas: —= B— = f(z), aqui u equivale a oscilagao de uma corda
elastica, > 0 é o coeﬁmente de elasticidade da corda e f uma forca de controle

aplicada na corda.

Além disso, uma EDP é dita linear se essa equacao é expressa como uma dependéncia
linear da func¢ao incognita e suas derivadas parciais, o que acontece com todos os exemplos
apresentados acima. Outra definicao que precisamos conhecer é a fungao solugcao de uma
EDP, que sera aquela funcao que satisfaz a equagao, para todo ponto do dominio da
fungdo. Para exemplificar temos que z = e®cosh(y/Bt) é solugao da equacao de ondas

linear e homogénea (isto é, f = 0), pois

2
% a zzat[\/—e senh \/_t} [e cosh \/_t} 0, V(J;J)GR?



Este exemplo mostra apenas um caso particular de solugao, ao longo deste traba-
lho buscaremos ferramentas para encontrar uma candidata a solucao geral dessa EDP
especifica. Assim, revelamos que o foco deste trabalho serd a equacao de ondas e, por
esse motivo, vamos apresentar agora uma pequena contextualizacao dela para o leitor

familiarizar-se com nosso objeto de estudo.

2 Equacao de Ondas

2.1 Tipos de Ondas

Ondas sao movimentos oscilatorios que se propagam no espaco, causadas por alguma
perturbacao. Elas estao presentes de diversas formas no nosso meio: seja nos mares
durante a pratica do surfe, na musica que ouvimos, na televisao e no microondas que
usamos. Para Halliday (2012), devido a esta grande variedade de formas, as ondas sao

divididas em trés tipos principais:

1. Ondas mecanicas: aquelas que existem em meios materiais, como agua, ar e rochas.

Sao as mais conhecidas, como por exemplo as ondas do mar, sonoras e as sismicas;

2. Ondas eletromagnéticas: nao precisam de um meio material para existir, pois podem
ser produzidas no vacuo. Apesar de comumente usadas, sao menos conhecidas, como

as ondas de radio/televisao/microondas, luz ultravioleta, raio-X e radar;

3. Ondas de matéria: estao associadas as particulas elementares e moleculares, como
os elétrons e prétons. Sao mais utilizadas em laboratérios e recebem esse nome

porque essas ondas sao pensadas como elementos de matéria.

Neste trabalho restringiremos o estudo para a mais habitual das ondas mecanicas, as
que se propagam em cordas, entendendo-se aqui corda como um fio fino e flexivel. Vamos
descrever o movimento com um exemplo pratico, digamos que duas pessoas (a fonte)
estejam segurando extremidades opostas de uma corda (o meio), se uma delas movimenta

sua extremidade para cima e volta a posi¢ao original, a essa perturbacao chamamos de
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pulso, esse pulso forma uma curva na corda, que vai se propagando devido a tensao
presente no meio, aos movimentos oscilatérios dessa curva chamamos de ondas. Além
disso, o trabalho se limitara a este tipo de oscilagoes, que recebem a denominacao ondas
transversais pois a perturbacao que as geram é um movimento vertical, ja a propagacao

¢ no sentido horizontal, ou seja, em dire¢oes perpendiculares.

2.2 Deducao da Equacao de Ondas Unidimensional

Como ja vimos, a equacao de ondas é dada por uma EDP, nesta secao mostraremos
a dedugdo da equagdo unidimensional feita por Zill (2001). Consideremos uma corda
de comprimento L, que durante o estado de equilibrio coincide com o eixo das abscis-
sas de um sistema cartesiano. Quando a corda comeca a vibrar, cada ponto da corda
parte do equilibrio e se desloca ao longo dela, representemos por u(z,t) esse deslocamento

transversal de cada ponto, no instante ¢; logo, os movimentos se darao ao longo do eixo zu.

ut uld T,
/,‘___' *
As 71 O
u(x, ) :
As! : !
ﬂi v x4+ Ax Z. x T x xl+ Ax x
(a) (b)

Figura 1: Representagdo do movimento em (a) corda e (b) segmento. Fonte: Zill (2001).

Vamos supor que em determinado instante ¢ a corda apresenta a configuragao do item
(a) da Figura 1 e consideremos também o segmento do item (b) que se deformou num
arco de curva. Precisamos de hipéteses adicionais para continuar fundamentando nosso
resultado: a corda deve ser perfeitamente flexivel e homogénea (isto é, massa por unidade
de comprimento constante), a unica forga externa que atua sobre o meio é a tensao, as
amplitudes u das oscilagoes e suas derivadas sao pequenas em relagao ao comprimento da

corda e também ¢é pequena a inclinacao da curva em todos os pontos.



No lado direito da imagem vemos que as tensoes 77 e Ty atuam tangencialmente aos
extremos do segmento. Observe que, a partir dos angulos, temos as seguintes componentes

horizontais das tensoes T} e T5:

Tp1 = |T1| cos(bh) e T,o= ’TQ{ cos(6s).

Como citado, #; e 65 sao na pratica tao pequenos que o valor de seus cossenos sao
extremamente proximos de 1. Com isto, obtemos que 7, ; ~ —T, » e, consequentemente,
a forca horizontal resultante é praticamente nula. Analisando agora as forcas verticais,
teremos que o seno dos angulos terd seu valor aproximadamente igual ao da tangente
(pois ja citamos que os cossenos sao proximos de 1), logo a resultante da forga vertical

que atua no arco As é:

Tyr = |T|sin(fz) + |T1|sin(6;)

Q

Ttg(02) — Ttg(61)
0 0
= T |—u(x+ Azx,t) — —u(z,t
i A )~ (e, 1)
Aplicando agora a Segunda Lei de Newton, onde “a forca resultante Fr que atua
sobre um corpo € proporcional ao produto da massa pela aceleracdo por ele adquirida”.
Juntando o fato da tensao ser a tnica for¢a atuante no meio, com a relacao da densidade

linear p = =, entao obtemos:

0 0 D?u
T %u(x + Az, t) — %u(x,t) = Mo,
isto é
0 0
T %u(x + Az, t) — %u(m,t) 9%
P Az oo

Agora tomemos acima o limite quando Az — 0, pela definicao de derivada, no lado



0%y

esquerdo da igualdade aparece 92 e esta expressao se descreve como:
x

0%u 0%u

T
— =0— d =—>0.
Bl /88$2’ onde [ ,0>

Encontramos deste modo a equacao que buscavamos, que é uma EDP linear e de 2?2
ordem, onde estdo contidas as varidveis t > 0, x € [0, L] varidvel espacial e a constante
£ > 0. Uma das caracteristicas que difere a equacao de ondas da equagao do calor é que,
nas condicoes de trabalho ideais, as ondas nao se estabilizam, ou seja, nao ocorre u — 0

quando t — oo, portanto o movimento oscilatério segue indefinidamente.

3 Solucao Formal da Equacao de Ondas

3.1 Problema de Ondas Unidimensional

Anteriormente deduzimos a equacao, agora vamos realizar o estudo da existéncia de
solugbes. Abaixo segue um exemplo pratico, também relatado por Zill (2001), do problema
de ondas homogéneo, aquele que possui apenas a tensao como forca atuante na corda:

0%u *u

oz~ Vo
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, Vt>0

(,0) = wy(x), VYael0,L]

rel0,L], t>0

u(z,0) = wo(e),
onde wy e w; sao fungoes dadas e u(x,t) representa a posicao da corda dependendo das

variaveis x e t, conforme visto anteriormente.

Na primeira linha do problema consta-se a equacao de ondas a ser resolvida, igual
para todos os casos homogéneos e, logo abaixo, aparecem as condigoes de contorno, que
definem o comportamento da corda em suas extremidades. Como estas condicoes sao
nulas, significa que nao ha movimento nestes pontos ao longo do tempo, ou seja, os
extremos dessa corda estao fixos. Por fim, tem-se as condicoes iniciais, dadas por wg e

wy, que representam, respectivamente, a posicao e a velocidade iniciais da corda.



3.2 Candidata a Solucao do Problema de Ondas

Para encontrar a solucao formal do problema, precisamos satisfazer as trés condicoes
apresentadas anteriormente. O primeiro passo é resolver a equacao de ondas e um dos
métodos de resolucao mais conhecidos é a Separacao de Variaveis, que sera utilizada
neste estudo por proporcionar solugoes explicitas ao problema. Para utilizar o método,
precisamos supor que a equacao tem solugao da forma u(z,t) = ¢(z)1(t), onde as funcoes
¢ e ¢ estao definidas para = € [0, L] e t > 0, nesta ordem. Substituindo-a na equagao de
ondas:

o'
ot?

_ @ )" _ e @D//(t) _ Qb//(l’)
=05 = @ =) = Ts=S0

Como isto deve ser valido para todo x € [0, L] e t > 0, segue que

v e

pyt)  olx)

onde a constante real A sera encontrada posteriormente.

A partir dai, obtemos duas EDO’s lineares homogéneas e de 2* ordem:

" (x) + Ap(x) = 0, (3.1)
() + A\BY(t) = 0. (3.2)
Como a solucao deve satisfazer as condigoes de contorno, segue ¢(0)y(t) = 0 e

o(L)Y(t) = 0, V¥t > 0. Queremos solugoes nao triviais (ndo nulas) para u = ¢(x)y (1),
entao necessariamente ¢(0) = ¢(L) = 0. Vamos resolver agora a EDO (3.1), usando o

polindmio caracteristico 72 + X\ = 0 e analisando os trés possiveis casos:
e se A\ <0:

Entao as raizes r = £+/— A\ serao reais, pois ja vimos que 3 > 0, sendo assim para c;

e ¢y constantes teremos que ¢(x) = 16V 4 eV ogo:



¢(0):0 = Cl+02:0 = 1 = —Cy
HL)=0 = (V™ e V=0 = =0

Por fim, terfamos que ¢; = ¢o = 0, e a solucao seria nula, a qual descartaremos.
e se A=0:

Ou seja, a raiz seria real de ordem dois e a solugao seria ¢(x) = ¢; + cox, 0 que resulta
¢(0):0:>01+CQO:O:>01:0
¢(L):0:>02L:0:>02:0

Teriamos apenas a solucao trivial, entao desconsideramos este caso também.
e se A >0:

Neste caso, as raizes do polinomio caracteristico seriam complexas e conjugadas tal
que r = +iv/. Assim a solugao seria ¢(z) = ¢ cos (\/X:v) + ¢o sin (\/Xx) e portanto
#(0) =0 = c1cos(0) +c2sin(0) =0 = ¢, =0
(L) =0 = cysin (VAL) =0

Como ja dito, queremos solu¢oes nao triviais, portanto definiremos ¢y # 0, assim
sin (\/XL) = 0, e isso implica VAL = km, com k = 0, 1,... Desta maneira, obtemos

A =X = ()% e, por fim, temos a seguinte solugao nao nula para a EDO (3.1):
k
¢r(x) = coysin (%x) :

Agora, solucionamos também a EDO (3.2) para A = A, = (%)% O polinémio ca-
racterfstico entao serd r? + (%’T)Qﬁ = 0, que possui duas raizes complexas e conjugadas

r = +i(5)/B. Logo, a solu¢ao dessa EDO ¢:

i (t) = c3 cos (kﬂi/gt) + ¢4 8in (kﬂg/gt) .



Encontradas ambas as funcoes, finalmente conseguimos, para cada k € N, solucoes da
equagao diferencial satisfazendo as condigoes de contorno, da forma ug(x,t) = ¢ (x)k(t).
Como a EDP ¢ linear, entao combinagoes lineares das solugoes particulares também serd
solugao, isso nos motiva a representarmos u(z,t) como a soma de todas as solugoes par-

ticulares, ou seja:
u(wt) = Y wlz,t) = op(@)n(t)
k=1 k=1
= isin (%x) {Ak cos <%gt) + By sin (%t)] : (3.3)

k=1
onde Aj e B}, sao constantes, que dependerao dos dados iniciais.

Agora vejamos que condigoes deverao ter essas constantes para que a funcao acima

satisfaga também as condigoes iniciais:
wo(x) = u(x,0) = isin (klx) [Ag cos(0) + By sin(0)] = i Ay sin (klx) .
k=1 L k=1 L

Para encontrarmos o valor de cada A, fixando ky € N, multiplicamos a equagao

anterior por sin (kOT”x) Ao aplicar a integral de 0 a L e tendo em consideragao o seguinte

resultado (que demonstraremos adiante na Se¢ao 5.2):

/L, (m) (k’ow) 0, sek # ko
sin| —z |sin| —z | dz =
0 L L % se k = ko

I

obtemos

Como kg é arbitrario, entao vale a formula:

2 [* k
Ay = E/o wo(x) sin (%x) dr, VkeN.
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Para obter a férmula do outro coeficiente, derivamos formalmente (3.3) em relagao a ¢

O ofot) = sin (’%%) > [Ak (_ mj_/ﬁ) sin (kWLﬁt) B, (/mLﬁ> . (WL\/@H |

k=1

Agora tomando t = 0 chega-se em

o= 5% (452 s () = 5 o (42).

k=1

Procedendo de maneira analoga a anterior, encontramos que

- 9 L
By, = Z/o w1 (x) sin (%x) dx,

e consequentemente

L
By = kﬂQ\/B/o wi(x) sin <I%Tx) dx.

Com tudo isso, encontramos que a série representada em (3.3), com os coeficientes Ay,
e By da forma acima, é candidata a solugao geral do sistema inicial. Usamos o termo
“candidata” pois inicialmente supomos que a solucao fosse da forma u(z,t) = ¢(z)i(t),
resta agora verificar se essa suposi¢cao nos levou a uma solucao de fato, o que sera feito

em secoes futuras do trabalho, utilizando os resultados que iremos introduzir.

Para estas verificagoes e também para os demais objetivos do trabalho, que é estudar a
convergéncia e regularidade destas solucoes, serao utilizadas as Séries de Fourier, conceitos
que abordaremos a seguir, logo apods a revisao de alguns topicos de Analise, fundamentais

para estas questoes.

4 Sequéncias e Séries de Funcoes

Vimos que a possivel solugao da equacao de ondas se refere a uma série de fungoes,

portanto esta secao do trabalho tem por objetivo auxiliar na verificacao da convergéncia
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das séries deste tipo, informacoes que nos serao extremamente uteis futuramente. Como
estas séries estao associadas a sequéncias de funcoes, precisamos também definir esses
conceitos e apresentar alguns resultados que venham a colaborar com o alcance dos nossos

objetivos.

4.1 Convergéncia de Sequéncias de Funcoes

Lima (1987) nos traz o conceito de uma sequéncia de fungoes definidas em um con-
junto X, geralmente denotada por (f,,), como uma correspondéncia que associa para cada
n natural uma funcao f, : X — R. O autor cita ainda que, (f,(x)),eny é uma sequéncia

numérica, Vx € X, e nos traz algumas defini¢coes importantes.

Definicao 1 (Convergéncia pontual): Uma sequéncia de fungoes (f,)nen, fn: X = R,
converge pontualmente para a funcao f : X — R se, para cada = € X e para cada € > 0,
Ing = no(e, z) tal que:

|[ful@) = f(x)] <€ Vn>n,.
Dizer que f, — f pontualmente em X significa que, para cada x, € X fixado, a

sequéncia de pontos { fi(xo), f2(xo), ...} tendem para o ponto f(zg).

Definicao 2 (Convergéncia uniforme): Uma sequéncia de funcoes (f,,)nen converge

uniformemente para f se, para cada € > 0, existe ng = ng(€) tal que:

Ifn(x)_f| <€, VTL>7’LO e Vz € X.

Note que aqui, diferentemente da convergéncia pontual, ng nao depende de cada ponto
de X. Observe ainda que toda sequéncia que converge uniformemente também converge
pontualmente. Para aplicar estes resultados, vamos explorar o seguinte exemplo, anali-

sando ambas as convergéncias:
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Exemplo 1: Seja a sequéncia f,(x) = 2", para n =0,1,2, ..., definida no intervalo [0,1).

]

Figura 2: Fungoes 1, z, 2%, 3 e 2'°. Fonte: Adaptado de Lima (1987).

Mostraremos que ela converge pontualmente para a fungao nula, porém a convergéncia
nao é uniforme. De fato, seja 0 < § < 1 vejamos primeiro que a convergéncia é uniforme
no intervalo [0,0]. Seja € > 0, observe que nhjEO 0™ = 0, com isso, dado qualquer ¢ > 0
podemos achar ny € N tal que n > ny = 0" < € (note que o ngy estd dependendo de €

e §). Entao, Vz € [0, ] temos 0 < 2" < 0" < ¢, para todo n > ng. Isto significa que

|fu(z) — f(z)] <€, Vn > ng, onde f é a fungao nula.

Como ¢ < 1 é arbitrario, temos que a convergéncia pontual vale para todo intervalo
[0,1). Agora, vejamos que a convergéncia nao é uniforme: supondo por absurdo que a

convergéncia é uniforme, logo para € = %, existe ng € N, tal que

1
|z — 0| < o1 Ve €[0,1), Vn >ng.

Em particular, vale para os pontos da forma z,, = ¢’ ”T_l, pois estao contidos em [0, 1).

Porém, ao substituirmos na desigualdade acima temos

Com estas condicoes, ao fazermos n — oo obtem-se 1 < %, o que é um absurdo. Logo,

a convergencia nao pode ser uniforme.
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4.2 Convergéncia de Séries de Funcgoes

Considere uma sequéncia infinita de fungoes {f1, fa, ..., fn, ...}, denominamos série de
fungoes a soma dos termos dessa sequéncia. Nesta secao, usaremos as notacoes de Lima
n
(2006), que representa essa soma como s = lim s,, onde s, = E fr. Essas notacoes
n—oo
k=1

envolvendo limite sao chamadas de reduzidas e nos possibilitam demonstrar os teoremas

a seguir, que serao importantes no decorrer do trabalho.

Teorema 1 (Passagem ao limite sob o sinal da integral) Se a sequéncia de fungoes
integraveis f, : [a,b] — R converge uniformemente para f : [a,b] — R, entao f € in-
tegravel e

b b b
/ f(x)d:c:/ h_}m fo(x)dx = lim [ f,(z)dz. (4.4)

n—oo

Prova: Esse resultado também foi obtido do livro de Lima (2006), que nos sugere

demonstrar primeiro que a funcao f é integravel sob essas condigoes:

Dado € > 0, Ing € N tal que n > ng = [f(2) — fu(2)| < 3555, V& € [a,b]. Fixando

m > ng, como fp, é integravel, por hipdtese, entdo existe uma partigdo P de [a, b] tal que

€
Zw;(tl — ti—l) < 5,

onde w; é a oscilagao de f,, no intervalo [t;_1,¢;] de P.

Mas, para quaisquer z,y € [t;_1,t;], vale a seguinte relacdo com a oscilagao w; de f

neste mesmo intervalo [t;_1,t;] de P:

wi < [f(y) — f(=)]
< W) = fm@) + [ (y) = ()] + [ fin () = f(2)]
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Com isso, segue a integrabilidade de f pois

Zwi(ti —ti1) < Zw;<ti —tio1) + ﬁ Z(tz —ti1)

< —1—6
— — =€
- 2 2

Finalizada esta parte, mostra-se agora a relacao dada em (4.4), que segue de

/ e - / ()

< [ 15@) = fula)|as

(b—a)e _
— €
~ 4(b—a) ’
ou seja, temos lim fab fo(z)dx = f; f(z)dz, ¥n > ng, concluindo assim a prova. O
n—oo

Teorema 2 (Integracao de séries termo a termo) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes

integraveis em um intervalo [a,b] tal que a série g fn converge uniformemente. Entao

n=1

[ (z fn) =3 [ e

Prova: Utilizando as reduzidas da série, teremos entao que

b oo b b > b
/ an dr = / lim s,dx = lim spdr = Z/ fndx,
a — @ N0 n—oo J. —Ja
onde utilizou-se o teorema anterior na segunda igualdade acima. O
Teorema 3 Seja a sequéncia de fungéoes derivdveis f, : [a,b] — R. Se a sequéncia (f)

converge uniformemente para g, : [a,b] — R e também a sequéncia (f,(xo)) converyge,

para algum xy € [a,b], entdo (f,) converge uniformemente e



Prova: A demonstragao deste teorema encontrou-se no livro de Figueiredo (1996), que

iniciou a prova aplicando o Teorema do Valor Médio

(@) = fn(x) = [fa(@0) = fun(w0)] = (2 —z0)[fr(c) = frn(c)], (4.5)

sendo ¢ um ponto do intervalo (x, zg).

Além disso, pela hipdtese de (f))) convergir uniformemente, temos que (f,) também
possui convergéncia uniforme em [a,b]. Por sua vez, dado € > 0 e tomando ng € N tal

que n,m > ng resulta em |f;(y) — f,(y)| <€ Vy € [a,b]. Logo, da expressio (4.5) segue

ful@) = Fun(@) = [falao) = fun(a0)]| < o= o, (4:6)

e tomando o limite quando m — oo obtemos

fa(@) = ful@o)  flz) — fl20)

r — X r — Ig

< € n>ngp (4.7)

— )

Agora fixando um n; onde |f/ (xo) — g(zo)| < €, Vn > ny e também um d(e,m) > 0

(com m = max(ng,ny)) tal que |z — x| < J, obteremos entao em (4.6)

fm(l’) - .fm(wo) . g(xo)' < 2e. (48)

r — 29

E, por fim, as expressoes (4.7) e (4.8) nos levam a

‘f(x)_f<x0)—g(l‘o) < 36,
r — 29
que implica em f'(xg) = g(xo), levando ao resultado pela arbitrariedade de x. O

Teorema 4 (Derivagao de séries termo a termo) Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes
o

tal que Zﬂl converge uniformemente, em um intervalo [a,b]. Se existe xy € [a,b] tal

n=1
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o0 oo
que Z fu(zo) converge, entdo Z fn € derivdvel e

n=1 n=1
(z fn) -y 8
n=1 n=1

Prova: A demonstracao é feita de maneira analoga a prova do Teorema 2, porém utili-

zando o resultado anterior. O

Note que estes resultados sé podem ser aplicados nos casos em que a série converge
uniformemente, mas de maneira geral isso nem sempre ocorre. Um dos resultados classicos
usados para verificar a convergéncia uniforme de séries de funcoes é o M-Teste de Weiers-

trass, mostrado na sequéncia.

Teorema 5 (M-Teste de Weierstrass) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes definidas

no dominio X, sob a condi¢do |f,(x)| < M,, para todo x € X, onde Z M, ¢ uma série

n=1
oo
numérica convergente. Entao a série E fn converge absoluta e uniformemente em X.
n=1

Prova: A prova que mostraremos aqui é a mesma exposta por Avila (2001), que decorre

primeiramente sobre a convergéncia absoluta, garantida pela majoracao |f,(z)| < M, e

[o¢]
pela convergéncia da série E M,.
n=1

Agora por essa convergéncia temos que, dado € > 0, existe ng tal que

o0
n>ny = Z M, < e.
k=n-+1

Com isso, para todo = € X segue
n [o.¢] (o]
n>ng=|f(x)— ka(x) = Z fr(x)| < Z M < e,
k=1 k=n+1 k=n+1
o que prova a uniformidade da convergéncia, concluindo a demonstragao. O
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5 Séries de Fourier

5.1 Introducao as Séries de Fourier

O conceito de séries de Fourier pode ser aplicado a um conjunto de certas funcoes,
que possuem caracteristicas especificas, sendo uma delas a periodicidade. Portanto, Iério
Jr e T6rio (1988) descrevem uma funcao periddica f : R — R como aquela que possui um

periodo, ou seja, uma constante ndo-nula P € R, tal que f(z + P) = f(z), Vz € R.

Geometricamente, o periodo representa o comprimento do intervalo em z necessario
para que o grafico da funcao se repita. Podemos citar como exemplos de funcoes deste
tipo a fungao constante, que possui qualquer nimero real P # 0 como periodo, e também
as fungoes trigonométricas sin (kz) e cos (kz), para k = 1,2, ..., onde 27 é um periodo em

comuim.

Observe que, se tomarmos qualquer série de funcoes trigonométricas com o periodo
2L, entao ela também sera periddica com o mesmo periodo. Vamos entao chamar essa

série de série trigonométrica e representa-la por:

NE

Qo
— +
2

javeon () +bosin (o) m=12
Ay, COS LI n Sin Lx , n=12 ..

n=1

sendo L a metade do periodo e ag, a, e b, constantes que dependem de cada n natural.

Para as aplicagoes que queremos neste trabalho, iremos supor convergéncia na série
acima, para todo z € R, e também considerar funcoes bem comportadas que venham a

coincidir com a série trigonométrica, isto é:

[e.e]

flz) = % + Z [an cos (%x) + by, sin <%x>} : (5.9)

Vejamos que é possivel encontrar uma forma geral para os coeficientes ag, a, e by,

realizando manipulacoes distintas na obtencao de cada um deles. Primeiramente, para
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calcularmos ag, basta apenas realizar a seguinte integracao em ambos os lados:

/LLf(x)d$ = /LL %%—iancos(n%x)%—bnsin(n%x)] dx
= % _LLd:L'—i-i {an/_LLCOS <%:c) d:c—l—bn/_LLsin (%x) dq;:|

n=1

= aOL7
onde a pentltima igualdade decorre do Teorema 2 e a ultima segue da periodicidade. Logo
1 L
ag = —/ f(z)dz. (5.10)
LJ-1

Consequentemente, também podemos encontrar as constantes a, e b,, sé que para
isso precisaremos de alguns resultados, conhecidos por relagoes de ortogonalidade e que,

inclusive, ja utilizamos em segoes anteriores do trabalho.

5.2 Relagoes de Ortogonalidade

[6rio (2010) cita que duas fungdes sao ortogonais se a integral do produto entre elas

se anula em um determinado intervalo. No presente estudo, temos as fungoes sin("x)

e cos(“Fx), ortogonais em algum intervalo que contenha seu periodo, no caso [—L, L].

Vamos entao demonstrar as relagoes que existem entre essas funcgoes.

(a) Vejamos que f_LL sin(“*x) cos("Fx)dx = 0.

De fato, da relagao trigonométrica sin(a) cos(b) = 1 [sin(a + b) + sin(a — b)] resulta

[ (ge)on (g [ [ [P one [Pt ]

A integral resultara na funcao cosseno, também periédica de periodo 2L. Logo, pela

paridade da funcao cosseno a expressao acima resulta em zero, como queriamos.
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(b) Também temos f_LL sin( %X

) 0, se n#m
Tx)sin("Fr)de =

L, sen=m
Para isso, supondo n # m e usando sin(a) sin(b)

s[cos(a — b) — cos(a + b)] temos
[ (S sn () e = 5 [ [ cos [P o= [ o [T ]

L
As integrais irao recair sobre a funcao seno, onde temos que sin(kr) = 0, Vk € Z, logo
a expressao acima também resulta em zero.

—L

Agora analisando o caso n = m temos:

L L
WAL 11 2nm
/Lsm (—L x) dx /_ [2 oS (—xﬂ dz,

_ - I 2 L

de onde segue que a expressao a direita vale L, concluindo a prova.

0, se n#m
(c¢) Analogamente vale LLL cos (22z) cos (22z) do = 7 :
L, se n=m#0

5.3 Coeficientes de Fourier

Tendo agora estes resultados, retornamos para o calculo do coeficiente a,,, onde mul-

tiplicamos a equacgao (5.9) por cos (%x), com m € N, e integramos:

/_LL f(x) cos (%x) dr = /_LL % +ian cos (n%$> 4 b, sin <n7r )] o (mﬂ

— Tﬂ?) dx.

L
Aplicando as relagoes de ortogonalidade, ao resolvermos as integrais concluimos que

a, = %/LL f(x) cos <n%x> dzx.

(5.11)
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mT

7 a:) e integrando, analogamente encontramos:

Por sua vez, multiplicando 5.9 por sin (
1 (L
b, = 17 /L f(x)sin <n%:17) dx. (5.12)

A partir destes resultados, Figueiredo (1977) define a série de Fourier de uma

funcao f periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel, como sendo:

M8

flx) ~ % + [an cos (%x) + by, sin <%x>} ,n=1,2 .. (5.13)

n=1

com ag, a, e b, comumente chamados de coeficientes de Fourier e obtidos de (5.10),

(5.11) e (5.12), respectivamente.

De maneira geral, a série de Fourier é uma outra forma de representar algumas fungoes
f especificas, porém no momento nada nos garante que a série trigonométrica converge
e nem se a relagao entre a funcgao e sua série de Fourier é realmente uma igualdade (por
isso utilizamos o sinal ~, que ressalta a ideia de “aproximacao”). O que podemos fazer é

reduzir a forma geral em (5.13), usando a paridade da func¢ao, como veremos a seguir.

5.4 Séries de Fourier de Funcgoes Pares e fmpares

Uma fungdo f : R — R é par se f(z) = f(—x), Vz € R, ou seja, o grafico é simétrico
em relacao ao eixo dos ¥, o exemplo mais comum é a funcao cosseno. Analogamente, uma
fungao é impar se f(x) = —f(—x), Vo € R, gréfico simétrico em rela¢do a origem, como

é o caso da funcao seno. Abaixo segue algumas propriedades:

(a) A soma preserva o tipo de funcdo, ou seja, duas pares (ou fmpares) somadas resulta
em uma fung¢ao par (ou impar);
De fato, considere f,g fungoes pares entdao: (f + g)(z) = f(x) + g(z) = f(—z) +
g(—x) = (f + g)(—x), portanto f + g é par. Analogamente, sendo f,g {mpares te-
mos que (f + g)(z) = f(z) + g(z) = —f(=2) + (-g(—2)) = —f(-2) — g(—2) =

—(f + g)(—x), ou seja, continua sendo fmpar.
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(b) O produto de fungoes do mesmo tipo é uma fungdao par;

De fato, seja as fungbes f,g pares entdao: (fg)(z) = f(z)g(z) = f(—x)g(—x) =
(fg)(—x), entdo f+g é par. No caso de f, g impares temos que (fg)(x) = f(x)g(x) =
—f(=2)(=g(=2)) = f(=z)g(—2) = (f9)(—=), também par.

(¢) O produto de fungoes de tipos diferentes resulta em uma fun¢ao impar;

De fato, tomemos as fungoes f par e g impar temos que (fg)(z) = f(x)g(x) =

f(=z)(—=g(—z)) = —=(fg)(—x), ou seja, é uma fungao impar.

(d) Se a fungao for par e integrdavel no intervalo [—L, L], entao ffL f(z)de =2 fOL f(z)dz;

De fato, temos LLL f(x)dz = fEL f(x)dz + fo r)dr, fazendo x = —t na primeira

integral do lado direito da igualdade, e usando a parldade da func¢ao obtem-se:

/i fz)da = — /LO F(=t)dt + /OL f(z)da = /OL ft)dt + /OL fla)de =2 /oL fleyds

(e) Se a fungao for impar e integravel em algum intervalo limitado, entao ffL f(z)dz = 0.
Analogamente ao anterior, ffL f(x)dz = fEL f(x)dx + fo r)dr, fazendo x = —t

na primeira integral do lado direito da igualdade, e usando a paridade da funcao

obtem-se:

[ stwyie=- [ s+ / fayde = - / roar+ / " oy =

Ainda conforme Figueiredo (1977), aplicando essas propriedades ao célculo das séries
de Fourier obtemos que, se f for par, periédica com periodo 2L, integravel e absoluta-
mente integravel, entdao ag = Lf(] r)dz, a, = %fOL f(z)cos (“Zx) dx e b, = 0, isto
implica que a sua série de Fourier é uma série de cossenos. Da mesma forma, para f

#mpar, obtemos uma série de senos (pois ag = a, =0 ¢ b, = = fDL f(z)sen (“Fx) dz).
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5.5 Convergéncia de Séries de Fourier

Como citamos, nem sempre a fungao serd igual a sua série de Fourier. A ferramenta
que nos auxilia nessa identificacao é a convergéncia de séries de Fourier, sendo assim va-

mos introduzir conceitos acerca desse tema, também abordados pelo autor citado.

Definicao 3: Uma funcao f: R — R € seccionalmente continua se ela tiver um nimero
finito de descontinuidades, e todas de primeira espécie (limites laterais diferentes, mas

finitos), em qualquer intervalo limitado.

Observe que a funcao % nao é seccionalmente continua, é descontinua apenas em x = 0,
mas essa descontinuidade é de segunda espécie (limite infinito). Como exemplo de fungao

seccionalmente continua temos a funcao abaixo

1, se x>0
f(x) = 0, se x=0

-1, se <0
onde a origem ¢ o unico ponto de descontinuidade, e ainda de primeira espécie.

Definicao 4: Uma funcao é seccionalmente diferencidvel se ela e sua derivada forem

seccionalmente continuas.

Note que f(z) = v/1 — 22, se |z| < 1, periddica de periodo 2, é continua, mas nao sec-

cionalmente diferencidvel, pois nos pontos onde f'(z) = \/1__“7 ¢ descontinua, isso ocorre

em segunda espécie. Como exemplo podemos citar a fungao dita como seccionalmente
continua no caso acima, ela também assegura as condicoes para ser seccionalmente dife-

rencidvel.
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Lema 1 (Integral de Dirichlet) Seja f uma funcgdo periddica de periodo 2L integrdvel

m [—L, L]. Entao a soma parcial Sy, da série de Fourier de f é dada por

Sk(x) = %/_LL f(z +u)Dg(u)du, Vk € N, (5.14)

k
em que Di(u) = 1 + Zcos (%u) ¢ chamada de nicleo de Dirichlet.

Prova: Aqui, a demonstragao de Medeiros e Andrade (1978) foi consultada como ideia
para a prova. Inicialmente, precisamos considerar a seguinte definicao da soma parcial de

ordem k de uma série de Fourier

k

= % + Z [an cos (%x) + b, sin (n%xﬂ )
n=1
Com isso, juntamente com as féormulas dos coeficientes de Fourier segue que Si(x) vale
/ f)ydt + — 7 Z/ cos t> oS (%x) + sin <%t> sin (%m)} dt
_ 1/ £(1) +Zcos( ¢ ) dt
1 [t nmw
= E/L f(t) 5 + ;cos <T(t —x)>] dt.

Fazendo a substitui¢ao t = x + u segue

%/_LLf(:c—i—u)

garantindo assim a igualdade em (5.14). O

k
1
3 + ;cos (%u)] du,
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Lema 2 O nicleo de Dirichlet, Dy(u), verifica as sequintes igualdades:

k sin(LJr%)ﬂu)
1 nm A" ) se w#2mm, meZ
LS - | S+

n=1 5+ k, se u=2mL, m€EZ

e também

1 b
Z/L Dy(u)du = 1.

Prova: Nesta demonstragao também usamos os resultados de Medeiros e Andrade (1978)

como ideia. Primeiramente, mostraremos para o caso u = 2mL, m € Z, onde teremos

k
n 1
cos (%u) =1 e, portanto, %+ Z cos <%u) =3 + k. Caso u # 2mL, a seguinte relagao
n=1

trigonométrica 2sin(a) cos(b) = sin(a + b) — sin(a — b) nos permite concluir que

2sin (%@ cos <%u> — sin (@0 _ sin <(T

e tomando a soma dos n naturais entre 1 e k, obtemos

N =
|
S
~—
N
N
N——

5 sin ( 2)7,,
SC I s

2sin (F-u) 2’

Descartando o caso sin(4) = 0, segue a primeira afirmacao do lema. A segunda parte

temos pela integracao

1 /Y1 k nmw 1 L 1 b L nmw
Z/'_L §+;COS<TU)] dr = ﬁ _Ldl’ + Z;/_LCOS<TU)C£J}:1,

onde a ultima igualdade segue da periodicidade da funcao cos (%u), encerrando assim a

prova. O
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Lema 3 (Lema de Riemann-Lebesgue) Seja f uma fungdo seccionalmente continua

num intervalo (a,b). Entao

lim /bf(x) sin(kx)der =0 e hm/ f(z) cos(kx)dx = 0.

k—o0 a k—o0

Prova: Retirada também da publicacdo de Medeiros e Andrade (1978), que iniciam a

prova supondo a continuidade de f no intervalo fechado [a,b] e tomando h = 7 com k

suficiente grande de tal modo que a < a+ h < b— h < b. Por consequéncia:

/f sin(kx)d / f(z)sin(kx)dx + b f(z) sin(kx)dz.

a+h

Se fizermos a seguinte mudanca de variavel y = x — h na ultima integral acima:

b—h b—h b—h
fy+h)sin(k(y+h))dz = fy+h)sin(ky+m)de = — f(y+h)sin(ky)dz,

a a a

e ao retornarmos para a variavel inicial obtemos:

b—h

/ f(z)sin(kx)d / f(z)sin(kx)dx — f(z+ h)sin(kx)dzx. (5.15)

a

Também temos uma outra forma de fazer essa representacao:

/f(x)sin()\x)dx = . f(z)sin(Az)dx + f(z)sin(Az)dx. (5.16)

a b—h

Se realizarmos a soma de ambos os termos das igualdades (5.15) e (5.16) teremos

/f sin(ka)d / f@)sin(ka)do + | f(x)sin(/\x)dx

+ / [f(z) — f(z + h)]sin(kz)dx.

Como f é continua em [a, b] entdo ela é limitada, portanto existe uma constante M
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tal que |f(z)| < M, para todo x neste intervalo. Sendo assim

2 / f(z)sin(Azx)dx| < 2Mh+ /_ |f(z) — f(x + h)|dz.

Por f ser continua num intervalo limitado fechado, segue a convergéncia uniforme, o
que significa que, para cada x € [a,b] e paracada A > 0, 3k, tal que |f(x) — f (x + h)| < A,

Vk > k). Com isso, a desigualdade acima se torna

A

< MZ 4 b—a

b
/a f(z) sin(Ax)dx ? 5

Para cada € > 0, considere A > 0 tal que A < = e k) onde sao validas as desigualdades

|f(z) = f (x4 h)] < Xetambém 4T < £, para todo k > ky. Desse modo segue que
Ve > 0, Jk. tal que Vk > k. resulta ‘fab f(z)sin(kx)dz| < e.

Isto prova o caso do lema com a continuidade uniforme. Para o caso geral, temos f
continua apenas no intervalo (a,b), ou seja, nao é uniformemente continua. Porém, por f
ser continua em partes, existem e sao finitos os limites laterais f(a%) e f(b~). Portanto,

estendendo f ao intervalo todo, denotando essa extensio por f e definindo-a como

flat) se z=a
flx)=40 se a<z<b
f(b™) se x=b

obtemos que essa fungao é continua em [a, b], logo vale a primeira parte da demonstragao
para f. Como vale que fff(m) sin(kz)dr = fab f(x)sin(kz)dz, conclui-se que o lema

também vale para f. O

5.5.1 Convergéncia Pontual

Com estes resultados provados, conseguimos finalmente definir e demonstrar o teorema

da convergéncia pontual para as séries de Fourier:
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Teorema 6 (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma fungao seccionalmente dife-
rencidvel e periddica de periodo 2L. Entao a série de Fourier de f converge, em cada

ponto g, para o ponto médio dos limites laterais, ou seja,

;[f(%)+f$0 =?0+§:ancos< )+bnsin<n%m>,

n=1

onde f(zy) e f(xg) sdo, respectivamente, os limites laterais d esquerda e a direita de f

no ponto Iy.

Prova: A demonstracao foi adaptada do livro de Figueiredo (1977). Note que a fungao
f possui todas as caracteristicas para aplicarmos o Lema 1, entao temos que a k-ésima

soma parcial da série de Fourier de f é

Para demonstrarmos o teorema, é suficiente provar que quando k — oo, a primeira
A . : 1p(— 1p(o+
parcela da tltima igualdade acima converge para ;f(zy) e a segunda para 5 f(zy) em
cada ponto x onde existem as derivadas laterais de f. Ou seja, vamos mostrar que

lim {% /OL f(zo + u)Dg(u)du — %f(xg)} =0

k—o00

e também

lim {% /OL f(xo + u)Dy(u)du — %f(xé)]] =

k—oo

Demonstraremos apenas a primeira destas, ja que a outra seguira analogamente. Note
que o ultimo resultado do Lema 2 nos diz que f Dg(u)du = 1, podemos ainda perceber

que Di(—u) = Dg(u), logo unindo estas duas observagoes segue

9 0
—L

daf obtemos que 1 fEL Dy (u)du = % e, consequentemente, T fEL f(@g)Dy(u)du = 5 f(xq).
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Retornando agora a demonstracao:

%/_[)Lf(:v(ﬁ—u)Dk(u)du—%f(mo) = 1/0

7w = fap ) Dutuda
1 (0 sin (@u)
= [ a0 - ) e

u.
2 sin (%u)
Sabemos que precisamos aplicar o limite quando k& — oo, portanto definimos no in-
tervalo (—L,0) a funcao v(u) = fl@o+u)—f(z5)

u
2

—=2—~_que é seccionalmente continua neste
u sm(iu)
intervalo, e deste modo podemos aplicar o Lema 3 obtendo

I k+1
kll_}I(r)lo I /Lv(u) sin (%u) du = 0.

Utilizando este resultado, em conjunto com o andlogo para f(z]), nos permite verifi-

car que klim Si(xo) = 3[f(xg) + f(z)], como desejavamos. O
—00

-~ . 7 7z . . . + — ~
Observacao: Note que, se f é continua em z, os limites laterais f(zg) e f(zy) serao
iguais a f(xg). Assim, em cada ponto x de continuidade, a série de Fourier convergira

pontualmente para a propria funcao nesses pontos, ou seja, vale a igualdade:

flz) = % + io: [an Ccos (%x) + by, sin <%x>} : (5.17)

Esta é a forma mais simples de convergéncia da série de Fourier. Adiante, caracteri-

zaremos o outro caso de convergéncia, a do tipo uniforme, mas antes vejamos algumas
aplicagoes do teorema.

1, 0<z<L
Exemplo 1: Calcular a série de Fourier da funcdo f(z) =4¢ 0, —L<z<0

periodica de periodo 2L
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Figura 3: Gréfico da fungao f do Exemplo 1. Fonte: Adaptado de Figueiredo (1977).

Primeiro verificamos que essa funcao ¢é seccionalmente diferenciavel, logo existe a série

de Fourier, cujos coeficientes sao:

1 [* 1 [*
a = - flz)dz = / de =1
0
1 [t nmw 1 [t nm
a, = — f(z) cos (—x) dr = Z/o cos <fx> de =0

L
nm 1 [t nr 1 — cos(n)
fI) dr = —/0 sin (fx> dpy = ——— =~

nm

b, = — f(zx)sin

. ~ - o o 2
Analisamos entao n par e depois impar, obtendo que by, = 0 € by, = @D bara
k > 1. Com isso, finalmente encontramos a série de Fourier de f, descrita abaixo, onde o

sinal de igualdade segue do fato desta funcao ser seccionalmente diferencidvel e peridédica

com periodo 2L:

= 2 C[@k—1)r
@k—Uﬂ$n{ L

x}, Ve £ kL, k=1,2,..

~

—~

g
|

3

_

Ve=kL, k=12,..

Y

N |+—=

A obtencao da série de Fourier das funcoes é uma ferramenta bastante 1til para encon-

trar o valor de algumas séries numéricas mais complicadas. Por exemplo, a seguir vamos

1 11
calcular o valor da soma infinita Z =i 1+ 1 + 9 + T + ..., que servird como um
k=1

resultado importante ao longo do trabalho.
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Exemplo 2: Seja f : R — R periddica de periodo 2 e definida por f(x) = z?*, onde

—nm<r<T.

Wy

3T

Figura 4: Gréfico da fungao f do Exemplo 2. Fonte: Adaptado de Figueiredo (1977).

Como f é uma funcao par, ela serd uma série de cossenos, como ja visto anteriormente,

cujos coeficientes sao b, = 0 e:

2 (7 2 (x? 27
ay = —/ 2tdr =2 (2 /:l
T Jo ™\ 3 0 3

2 [T 2 2 [T
a, = —/ 2% cos ( = —[ r?sin(nz)| — —/ xsin(nx)dx}
7 Jo m n Jo
4 1 4
= —— |:——£L‘COS nx) / — cos(nz dx} = —(=1)"
™m | n n

Sendo assim, obtemos a série de Fourier como sendo:
2

5 =, cos (nzx) —

Em virtude do Teorema de Fourier f é igual sua série de Fourier e, além disso, tomando

x = 7 obtemos:

P=T4 Z > g =il
— i%:% (5.18)
n=1
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5.5.2 Convergéncia Uniforme

A seguir, abordaremos os resultados prévios para a convergéncia uniforme das séries

de Fourier, seguido pelos resultados propriamente ditos.

Lema 4 (Desigualdade de Young) Para quaisquer a e b € R vale a relagdo

1.2 172

Prova: Sabemos que 1(a —b)? > 0 e também que (a — b)* = a* — 2ab + b?. Portanto

vale que: $(a —b)? = 2a®> —ab+ 30> > 0= 1a® + 10 > ab. O

Lema 5 (Desigualdade de Bessel) Seja f uma fungao integravel e quadrado integrdvel

m [—L, L], e com ag, a, e b, os coeficientes da série de Fourier dessa fung¢dao, entdo
2 oo
0 Z 2 2(
? a a,, + b / f

Prova: Para este resultado, partimos da ideia principal da demonstracao feita por Iério

(2010), utilizando a seguinte desigualdade:

L a i nm nm i
0 < / f(x) — 50 - (an cos <fx> + by, sin <Tx>>] dx

L n=1

/L (f(x) — %)2 _ 9 (f(x) — %) Zl (an oS (n%@") + b, sin <n%x>>] dr

IN
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Agora usamos a periodicidade das funcgoes trigonométricas e também a forma geral

dos coeficientes de Fourier para obter

L ailL i
= / f(x)¥dr — a3l + 2= —2 Z(aiL +b2L)
-L 2 n=1
L 2 k
_ / fx)?da % +2) (al +1b2)
-L n=1

Por fim, podemos concluir a prova ja que

0 < /_LLf(x)de /f V2dw — L

de onde obtemos o resultado ao tomarmos o limite com k& — oo. O

k

2+ (an+ 1)

n=1

9 k
Ag 2
—2 +2nE:1 (1 —|—b

Teorema 7 Seja f € C*Y(R), periddica de periodo 2L, com derivada f%*) integrdvel
e quadrado integrdvel em [—L, L], e denotando por a? e b os coeficientes de Fourier

an(fD) e b, (fD), respectivamente, entdo vale a relagdo

0]+ [60] = (°F) QoA+ bu()), ¥n>1 ¢ 1<i<k

Prova: Provaremos o teorema de forma recursiva, inicialmente mostra-se para ¢ = 1.

Precisamos entao dos coeficientes de Fourier de f’, que encontraremos pela definicao:

%/_i f'(z) cos (%x) dr = % {% /_i f(z)sin (%x) dx] = %bn'

Analogamente b, = —(“*)a, e, com isso, obtemos o resultado para o caso i = 1, pois:
nm nm
!/ /
a, |+ b, = |—by ’——an
i+ = | -

= () Uaal + [bu])

Agora, vamos analisar os casos onde 2 < i < k. Primeiramente, note que por f ser de
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classe C*~!, existem diretamente as séries de Fourier das derivadas de f até ordem k — 1,

/ .« A . . k k) , . 1.
porém na ordem k o que garante a existéncia dos coeficientes at" e a6 a integrabilidade

de f®) porque assim é possivel encontrar os coeficientes pela definico.

Vamos garantir entao o resultado, inicialmente supondo a validade do teorema para

indices estritamente menores que ¢, ou seja:
a1+ 6] = (%) aal + 0]y, 1< <

Com isso, concluiremos que vale para i, partindo do fato que

a? = / f@ cos >dac

= E/L (f )(Z b (x) cos (%x) dx
= a7 (),

e também que b = pi—Y (f"), obtido de maneira andloga. Portanto:

@]+ (6] = Jan™ ()] + [ ()
= (") (a0
- ) el
= (") (aul + 10,

onde a segunda igualdade se obtém da hipdtese para j = i—1 e a terceira igualdade provem

do caso i = 1 que mostramos anteriormente, finalizando assim a prova. O

Corolario 6 Como consequéncia do Teorema anterior, e nas mesmas condicoes, vale a

convergéncia da série numeérica

Zn (lan| +1bn]), YVn>1e 1<i<k.
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Este resultado segue diretamente de resultados vistos anteriormente neste trabalho:

o0

Sl ) = 3 (5) 3 (o1 0

< i[ ( )2” 5 (0P +109P)|

onde a igualdade segue do Teorema anterior e depois aplicou-se a Desigualdade de Young.

o0

Podemos garantir agora que a expressao final converge, pois 5 — € convergente e a
n
n=1
série dos coeficientes também converge pela Desigualdade de Bessel. Assim, pelo M-Teste

de Weierstrass vale a convergéncia uniforme e absoluta da série mostrada no corolério.

Teorema 8 (Convergéncia Uniforme) Seja f : R — R uma fungao continua, periddica
com periodo 2L, e com derivada f' seccionalmente continua e quadrado integrdvel em

[—L, L], entao a série de Fourier de f converge absoluta e uniformemente em [—L, L].

Prova: Pelas hipoteses, f pode entao ser representada em série de Fourier, verifiquemos

entao se ocorre convergencia

ancos< )—i—bnsin(%x)‘ < i(

ERDY (2]

(7
ancos | —x
L

Z(|an| + [bal)-

IN

Logo, pelo fato de f ser de classe C''[—L, L] podemos entao aplicar o Colorario 6 para

1 =1 e o resultado segue diretamente. O

Observe que estes resultados sao suficientes para verificarmos a convergéncia uniforme
das séries de Fourier e, por sua vez, estes resultados podem ser usados para verificar a
continuidade das funcoes. A relacao direta entre essas afirmacoes estd mostrada logo a

Seguir.
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Teorema 9 Seja (f,) uma sequéncia de fungoes continuas que converge uniformemente

em um intervalo [a,b] e seja f o seu limite. Entdao, f € uma fungdo continua.

Prova: Esta demonstragao também é encontrada na obra de Figueiredo (1977), que

mostrou a continuidade de f em um ponto zy de [a, b].

Dado € > 0, tome ng tal que
| fao() = f(2)] <€, Va€lab].
Agora usa-se a continuidade de f,,, para obter § > 0 de modo que
| fro (@) = fro(z0)| <€, para |z — xo| <.

Entao utilizando ambos os resultados acima teremos que

[F(2) = f(xo)l = [f(2) = Fuo(2)] + [fug () = fug (o) | + | g (20) = fulwo)| < 3€,

para |z — xo| < €, 0 que prova a continuidade de f em qualquer . O

5.6 Integracao de Séries de Fourier

Em resultados anteriores, mostramos a validade da integracao termo a termo para
séries de fungoes. O que faremos agora é aplicar este resultado para as séries de Fourier,
note que usando o Teorema 2 numa funcao f : R — R que coincida com sua série de

Fourier, a qual se supoe convergir uniformemente, entao teremos que:

/bf(x)dx: %/baodx—i-z {/bancos <%x> dx—l—/bbnsin (%x) dx} :

A igualdade acima nao é valida de modo geral, mas mesmo assim possui inlimeras
aplicacoes. Antes de ilustrarmos essa aplicagao com um exemplo, traremos o Teorema da

integracao de Fourier, o qual utiliza o Lema a seguir em sua demonstracao.
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Lema 7 Seja f uma funcao periodica de periodo 2L. Se f € integravel no intervalo

[—L, L], entao teremos que

/_I; fle)ds = /_ " jwyds, waer

L+

Prova: Notemos em primeiro lugar, que ¢ valida a igualdade

/a " ) = / " . (5.19)

+2L

para isso basta fazer a mudanca de varidavel y = x 4+ 2L na integral da esquerda.

De (5.19) e das propriedades da integral resulta

/LJFA flx)dr = /_L f(z)dz + /i f(z)dz + /LLHf(x)dx

L+ L+
L L —L+X+2L
_ /_ Sy /_ oo+ /_ L f(ads

—L4A L —L+X
S / f(@)de + / f(a)de + / f(x)de
—L -L -L
L
- [ fad,
-L
concluindo assim a prova do lema. O

Teorema 10 (Integracao de Séries de Fourier) Seja f: R — R uma func¢do periédica
de periodo 2L e seccionalmente continua, entao pela sua série de Fourier temos que a
fungio F(x) = fox [f(t) — %0} dt, periddica de periodo 2L e continua, tem derivada F’

seccionalmente continua e é representada por sua série de Fourier
r ao L b, L& b, nm Qn . (NT
t ——}dt:— — 4+ — ——cos(—x)+—sm<—x> ,
/0 [f( ) 2 T ; n o ; [ n L n L

b O
onde temos que = =— F(z)dx.
; n 2L%2 J_;
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Prova: Esta demonstragao foi adaptada de Figueiredo (1977). Tomando a fungao
f R — R periddica de periodo 2L e seccionalmente continua, e também [ : R — R
definida pela expressao F(x fo [ } dt, a qual é continua. Agora, pelo Teorema
Fundamental do Célculo, existe F’ (:v) em todos os pontos que f é continua e F'(z) = f(t)

nesses pontos, sendo assim F’(x) é seccionalmente continua.

Observe que F' é periddica de periodo 2L pois:

F(z+2L) — F(z) = /IML [f(t) - %} dt = /2L [f(t) - %} dt

= /LL [f(t)—%] dt/zj“(t)dt%/idtoa

onde utilizou-se o Lema 7 na segunda igualdade da primeira linha acima.

Com isso, essa funcao apresenta as condigcoes para podermos aplicar o Teorema 6,
resultando que a funcao é igual a sua série de Fourier. Portanto vamos encontrar os
coeficientes de Fourier:

A, = %/_LF(x)cos,(%x)dx

L
1L L L [* L
= 7 {%F(x) sin (%x) ‘_L “ar ], F'(z) sin (%x) dx} = —Ebn.

Analogamente teremos B,, = %an, e para Ay fazemos z = 0 na igualdade de F' com

sua série de Fourier obtendo Ay = % g —. Sendo assim, temos
n

F(z) = A?+i[14 cos( >+anin<n%x)},

n=1

e a partir disto, segue

[ o=y = 233 23 [ e (Fa) + San ()]

encerrando assim a demonstracgao. O
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Vejamos entao a aplicacao direta desse teorema:

‘ xr, x€[-m 7|
Exemplo 3: Considere a fun¢io f(x) =

pertodica de periodo 2w

T

|
|
AT 2T =TT ] T
| :
! I
\ '
-7

Figura 5: Gréfico da fungao f do Exemplo 3. Fonte: Adaptado de Figueiredo (1977).

o
“

2T 3

Calculando os coeficientes de Fourier obtemos a,, = 0 (pois f fmpar) e b, = 2(—1)"*1.
Além disso, pelo fato de f ser seccionalmente continua temos que ela coincide com sua
série de Fourier, ou seja:

n+1

Z sin (nz), VneN.

Aplicando entao o Teorema 10 temos Fj(z) = %2, que possui a seguinte representacao

em série de Fourier:
TL

cos (nx) .

ﬂ' oo
:E g

Aplicando o teorema outra vez segue que

x 2 2 3 2
FQ(@:/ L P
o \2 6 6 6

Tomando também a sua representacao em série de Fourier obtemos:

o
ol 273 (—=1)"
6 6 3 n3
n=1

sin (nx) .
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Aplicando pela ultima vez o teorema, encontramos

T w2 xt  r?
Fa)= [ (B8 g = T
(z) /0 (6 6 ) 24 127

onde procedemos de maneira andloga implicando em

zt w? 7 N 21t = (—1)"H! (nz)
o= - — cos (nx) .
24 12 360 7 " n4

Realizando a substituicao x = m, obtemos o valor nimerico de uma importante série:

=1 T

nt 90

n=1

6 Analise de Convergéncia e Regularidade das Solucoes

6.1 Resultado Prévio

Teorema 11 Seja a fungdo h € C*([0, L]), satisfazendo

([ 1(0) = h(L) =0
B(0) = 1(L) = 0

| 19(0) = (L) = 0

e h a extensio impar e periddica de periodo 2L de h, entio h € Ck(R).

Prova: A demonstragao aqui serd feita pelo principio da inducao.
Passo Base - mostrando para k = 1:

Considerando h € C*([0, L]) com h(0) = h(L) = 0 e I/(0) = h/(L) = 0 e denotando

por h sua extensao impar e periddica de periodo 2L, entao:
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h(z), se x€(0,L)
—h(—x), se x € (—L,0)
h(x +2L) = h(x)

>
I

Vamos verificar se h é continua, note que no intervalo (0, L) temos a continuidade
diretamente do fato de A ser continua. Também por esse mesmo fato em conjunto com a

paridade da funcao segue a continuidade no intervalo (—L,0) pois:

lim h(z) = —h(zy), Vo€ (0,L).

T——x0

Agora verificaremos os pontos 0, —L e L, para assim completar o intervalo [—L, L]:

lim h(z) = lim h(x) = h(0) =0

z—0t z—0t
lim h(z) = lim —h(—z) = —h(—0) =0
z—0~ z—0~

Assim, obtemos os limites laterais iguais, logo segue a continuidade de A quando z = 0.

lim h(z) = lim h(z)=h(L) =0

Jlim, h(x) = | h(y) = —h(~(~L)) = —h(L) =0

Note que os pontos onde & — LT se encontram fora do intervalo (—L, L), por isso foi
realizada a mudanca de variavel y = x — 2L, ja que a funcao é periédica de periodo 2L.
Assim, estes pontos passariam a se encontrar no intervalo (—L,0) com y — —L", o que

resulta na igualdade dos limites laterais.

lim A(z) = lim —h(—z) = —h(—(=L)) = —h(L) =0

z——L*+ z——L*
lim h(z) = lim h(y) = lim h(y) = (L) =0
r——L— y—L— y—L—

Aqui também usamos a mudanca de variaveis, porém neste caso y = x + 2L, o que
recai sobre pontos do intervalo (0, L) com y — L~. Com isso, mostramos a continuidade

nestes trés pontos, logo vale para todo o intervalo [—L, L] e, finalmente, pela periodicidade

41



ainda vale a continuidade para os demais pontos fora deste intervalo.

Agora nos indagamos se h/ também é continua? Sabemos que derivada de fungao

fmpar é par, ou seja: I/(x) = h/(—z). Isso é valido pois para todo z, em (0, L) temos:

Fae) = tim M@ R0 _y b() = ha)

T30 T — Ty T T — Iy

= hl(al()).

Procedendo de maneira anéloga, para todo x; no intervalo (—L, 0) segue que A/ (1) =
R (x1) = h'(—x0), o que confirma nossa afirmacao anterior. Além disso, pelo fato de h ser

de classe C'!, obtemos que h’ é continua nos intervalos citados.

Também devemos verificar os valores de x que estao fora destes intervalos. Por exem-

plo, analisando a derivada no ponto zero, segue que:

0F) = lim M@=hOD) _ i h@=h©) _ gy —

h (O ) N mlir(l;l‘L ) x—~0 N xli>r(r)l+ =0 h (0) =0

P(07) = lim MERO) — gy ZREDEO) — prg) = 0
z—0~ z—0~

Logo vale a continuidade de f’(0) e o mesmo conseguimos quando z vale L e —L, ja
que os limites laterais nestes pontos também valem zero (iguais). Assim, concluimos que
h' é continua em (—L, L), sendo possivel ampliar para a reta toda devido a periodicidade

da funcao. Com isso, terminamos de mostrar a validade do teorema para k = 1.

Hipotese de Inducao - supondo valer o teorema para k:

Se h € C*([0, L]) com h(0) = 0 = h)(L), 0 < i < k e h sua extensdo fmpar periédica
de periodo 2L, entdo h € C*(R).

Passo Indutivo - mostraremos que o teorema também se aplica para k + 1:

Tomemos h € C*+1([0, L]) com h?(0) = 0 = h)(L), 0 < i < k + 1. Da hipdtese ja
temos que A*) é de classe C', com h®)(0) = h®)(L) = 0 e (h™)(0) = (h®Y(0) = 0.
Como h® ¢ extensdo fmpar de h, periédica com perfodo 2L, podemos aplicar o préprio
passo base dessa demonstracao e verificar que h®) e C'. Finalmente obtemos que h(E+D)

é continua, ou seja, h € C*+1. O
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6.2 Estudo de Convergéncia e Regularidade

Conforme vimos anteriormente, especificamente na Secao 3, a candidata a solucao do

problema de ondas, nas condi¢oes de contorno e iniciais dadas, é a seguinte:

u(w,t) = guk(m,t) - gsin (’%%) [Ak cos (%t) + By sin (%tﬂ , (6.20)

com os coeficientes A;, e B), da forma:

L L
A = %/ wo(x) sin (%x) dx e By= ]f7T2\/B/ w1 (x) sin (%x) dr. (6.21)
0 0

Nosso objetivo agora, nessa secao, serd mostrar que a série realmente resolve o pro-

blema como um todo. Primeiramente, devemos assegurar a convergéncia em (6.20) e, logo
apods, mostraremos um resultado interessante encontrado em nossos estudos, a constatacao
de que a candidata a solugao herda a regularidade das condicoes iniciais, resultados que

formalizamos como teoremas e corolarios e que estao mostrados a seguir.

Teorema 12 Se wy € C([0,L]) com wy(0) = wo(L) = wy(0) = wh(L) = 0 e wy in-
tegrdvel e quadrado integrdvel em [—L, L], e também w; € C°([0, L]) com w(0) = w; (L) =
0 e w) integrdvel e quadrado integravel em [—L, L]. Entdo u(x,t) dado em (6.20) define

uma fungdo de classe C1([0, L] x [0,00() e que satisfaz parte do nosso problema da onda.

Prova: Aplicando o médulo na candidata a solucao, pela limitagao obtemos:

lug(z,t)] = |sin (I%T:c) ‘ ‘Ak cos (lm[\//Bt> + By sin (%t) ’
< Akl + | Byl (6.22)

Logo, a convergéncia de u se resume na série numérica acima convergir. Para isso, pela

defini¢do de By em (6.21), em comparagao com os coeficientes de Fourier de w; temos

Bk (wl)

kB
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Se modularmos a igualdade acima e aplicarmos a Desigualdade de Young teremos

|Bi| < ﬁ [% + |bk(’w1)|21 :

onde a série da expressao a direita converge por (5.18) e pela Desigualdade de Bessel.

O mesmo devemos mostrar para Ay, que equivale ao coeficiente de Fourier by (wy).
Note que, com as hipéteses do enunciado, podemos utilizar o Teorema 7 para i = 2,

portanto:

L

1
Al = |be(wo)| = - ¢

Eak(wo)

cuja série converge de maneira analoga.

Isso nos permite garantir a convergéncia de (6.22). Agora, se aplicarmos o teste de
Weierstrass, segue a convergéncia uniforme de u(x,t) e, consequentemente, concluimos

sua continuidade pelo Teorema 9.

Para finalizar a demonstracao, precisamos que u seja de classe C''. Tomemos entao as

derivadas de u; em ambas as varidveis:

%uk(x,t) = (’%) cos (’%%) [Ak cos <’”L\/B t) + Bysin (k”f t)} :

Ouk

a qual em modulo se restringe a:

< (%) (Ael + [By]).

%Uk(x, £) = sin <I%Tx) [Ak (— kﬁf) sin (%t) + By (mﬁ) cos (kﬂftﬂ ,

ou
que fica majorada em: ‘—k

ot

Observe que ambos os casos de majoracao sao da forma Ck (|Ag| + |Bkl|), com C

< (*%2) (| 4] + By).

constante, portanto a analise desta forma valera para ambas as derivadas. Primeiramente
examinamos k|By| = Cy |bg(wy)|, onde C} é constante, aqui também temos as condigoes

necessarias para aplicar o Corolario 6 com ¢ = 1 e garantir diretamente a convergéncia.
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Agora para Ay, temos k|Ag| = Cak|b,(wo)|, sendo Cy constante, onde aplicamos o Co-
rolario 6 para ¢ = 2, obtendo de maneira direta que essa série converge. Analogamente
segue a convergéncia de k (|Ag| 4+ |Bx|) e como consequéncia, pelo M-Teste de Weiertrass

e pelo Teorema 9, temos finalmente que u’ é continua no intervalo dado. O

Infelizmente essas condi¢oes nao garantem a resolugao total do problema, pois para
solucionar a equacao de ondas a funcao candidata precisa ser, no minimo, de classe C2.
Observe que se ampliarmos a regularidade de wy e wy, isso também amplia a regularidade
da candidata u. Constatamos entao a existéncia de uma herancga direta de regularidade

entre as condigoes iniciais e a fungao candidata, também vista no teorema a seguir.

Teorema 13 Se wy € C?([0,L]) com w(()i)(O) = w(()i)(L) = 0 sendo i = 0,1,2 e wy’
integrdvel e quadrado integrdvel em [—L, L], e também w, € C'([0,L]) com wgi)(O) =
wgi)(L) =0 parai=0,1 e w] integravel e quadrado integrdvel em [—L, L]. Entdo u(x,t)
dado em (6.20) define uma funcao de classe C*([0, L] x [0, 00[) e que satisfaz as condi¢oes

wmactais e de contorno do nosso problema de ondas.

Prova: Podemos observar que as condigoes do teorema anterior estao incluidas nas
hipdteses deste caso, logo é possivel aplica-lo e diretamente obtemos que u é de classe
C'. Assim, sé nos falta mostrar que u” é continua, de onde precisaremos das derivadas

parciais de segunda ordem de wuy:

2
aa—;uk(x,t) = — (k%) sin (k%x) {Ak cos (%t) + By, sin (%gt)} ,

2uk

0x?

< (52)* (|AK] + [ Bi]).

que em moédulo é limitada por: ‘

2

0 ug(x,t) = sin (lmx)
oz M PR

L L L L

() on (520 () (5]

82uk
ot?

que também se restringe em:

) (1A + 1B).

< (lmrL\/B
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Aqui novamente ambas majoragoes se aplicam em um mesmo caso

CY K (Al +|Bil), CeR (6.23)

k=1

Procedendo de maneira analoga a demonstracao anterior, apliquemos entao o Corolario
6: sob a funcdo wy utilizamos i = 3 obtendo que k?|Ax| = k?|bx(wp)| converge, ji com
w; temos k% By| = C1k|b.(w)|, para C} € R, onde usamos i = 2 e analogamente segue a

convergencia.

Deste modo, a série (6.23) converge, o que implica na convergéncia de u” pelo M-
Teste de Weierstrass e em sua continuidade pelo Teorema 9. Finalmente encontramos que
u € C?0, L] e, além disso, a funcio candidata também satisfaz as condigoes de contorno e
iniciais, como ja vimos anteriormente, resolvendo entao o problema de maneira completa

e finalizando assim a prova. O

Com estes resultados demonstrados, partimos entao para uma generalizacao:

Teorema 14 Se wy € C™([0,L]) com w(()i)(()) = w(()i)(L) =0 sendo i = 0,1,....m, e
w(()mﬂ) integrdvel e quadrado integrdvel em [—L, L], e também w, € C™ ([0, L]) com
wy) (0) = wgi)(L) =0parai=0,1,...m—1ce wY”) integrdvel e quadrado integrdvel em
[—L,L]. Entdo u(x,t) dado em (6.20) define uma funcdo de classe C™([0, L] x [0, 00|),

m > 2, e que satisfaz as condigoes iniciais e de contorno do nosso problema da onda.

Prova: Para esta demonstracao iremos utilizar o Principio da Inducao.
Passo base - esta etapa seria mostrar em m = 2, porém isto ja fizemos no Teorema 13.

Hipdotese Indutiva - tomemos agora como valido o teorema para m, conforme aparece

no enunciado acima.

Passo indutivo - por fim, nos resta verificar a validade do teorema para m + 1.
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Com a hipétese indutiva, temos que u € C™, faltando apenas mostrar que u(™t1) é
continua. Por recorréncia, sabemos que as derivadas parciais de ordem m + 1 de uy sao

limitadas por uma sequéncia numérica da forma

CE™ (|4l +|Bk]), CeR.

A partir disto, analisemos a equacao acima em duas partes. Primeiramente a expressao
E™|Ag|, onde podemos aplicar o Corolério 6 sob a fun¢ao wy e usando i = m + 1, o que
implica na convergéncia de k™ |b,(wp)|. Fazendo a mesma aplicacao para a outra parte,

sob a fungao w; e com i = m, obtemos entao que k™1 |b,(w;)| converge.

Ao fim, segue a mesma conclusao do teorema anterior, ou seja, que u é de classe C™*!
no intervalo [0, L]. Note que nao precisamos mais verificar se u resolve as condigoes do
problema, justamente porque o teorema anterior estd incluido neste, logo esta verificagao

ja foi realizada naquele caso. O

7 Estudo do Caso Bidimensional

Vamos ampliar agora nosso estudo abordando o problema de ondas no caso bidimensi-
onal, que recai sobre membranas, ou seja, folhas de espessura muito pequena, de material
flexivel e que podem ser esticadas. Citamos como exemplo a membrana de um tambor,
observe que quando ela estd em repouso sua posi¢ao coincidird com o plano zy e quando
ocorre vibragao surge entao a terceira coordenada, que denotaremos por u. Abaixo segue

a dedugao da equagao de ondas na membrana retangular, realizada por Kreszig (2009b).

7.1 Deducao da Equacao de Ondas Bidimensionais

A equagao da membrana retangular vibrante consiste em uma EDP com suas condigoes
adicionais. Para obtermos essa EDP, serd utilizado o modelo de forcas atuando numa
pequena porcao da membrana enquanto ela vibra, se movimentando para cima e para

baixo, sempre no sentido positivo do eixo u (conforme representado na figura).
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Figura 6: (a) membrana em repouso; (b) por¢ao da membrana em movimento e (c¢) detalhe
da for¢a tensao na membrana. Fonte: Kreyszig (2009b).

Como as deflexdes da membrana e os angulos de inclinacao sao pequenos, os lados
da porgao defletida sdo aproximadamente iguais aos lados da porgao inicial (Az e Ay).
Sobre essa membrana temos a a¢ao da tensao 7' (for¢a por unidade de comprimento),
cujos valores nos lados da porcao sao aproximadamente T'Ax e T Ay. Pela flexibilidade

sabemos que estas forgas sao tangentes a membrana em cada instante do movimento.

Vejamos agora os componentes destas forcas, obtidas utilizando os angulos de in-

clina¢do. Primeiramente, no sentido horizontal percebemos na Figura 6(c) que

Fm,l

TAy

cosff = = F,1 =TAy.cosf3,

e, analogamente: —F, o = T'Ay. cos a.

Como os angulos sao pequenos, seus cossenos estao muito proximos de 1, disto segue
que F,, =~ —F,5. Logo, a componente horizontal resultante serd praticamente nula e o
movimento da membrana serd transversal, considerando apenas as componentes verticais

da forga, que sao:

F,1 =TAy.sin8 e —F,,=TAy.sina

Como ja vimos, os cossenos destes angulos sao aproximadamente 1, entao podemos

substituir os senos pelas tangentes. Assim, a componente vertical resultante sera

F,=F,1+F,» ~ TAy[tan — tan ]

= TAy[u,(z + Az, y1) — us(z,10)], (7.24)
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onde y; e y, sdo valores no intervalo [y, y + Ay]. Similarmente, nos outros dois lados da

porgao a resultante das componentes verticais das forcas é
Fy =TAz[uy(z1,y + Ay) — us(z2,9)], (7.25)

onde x e x9 sdo valores no intervalo [z, z + Ax].

Agora a segunda lei de Newton implica que a soma das forgas dadas por (7.24) e
(7.25) equivale a massa pAA dessa pequena porc¢ao multiplicada pela aceleragao uy, com
p representando a massa da membrana nao-defletida por unidade de area e AA = AxAy

a area dessa porcao quando ela nao esta defletida. Portanto
2

0
pArvAya—tg = TAy[u,(x + Az, y1) — up (2, 4a)] + TAz [uy(21,y + Ay) — uy(2,y)]

em que a derivada é calculada em algum ponto da por¢ao. Dividindo por AzAy segue

o p Az Ay

a2u T Ux(l' + Axayl) - Ux(l',yg) + uy(gjlay + Ay) - ux(an y)

Por fim, tomando o limite quando Az e Ay tendem a zero e denotando ¢? = % obtemos
por fim a equacao de ondas

0*u *u  O%*u

7.2 Problema de Ondas em Membranas Retangulares

Nesta secao, estudaremos a equacao de ondas bidimensional no caso da membrana
retangular, definida em um retangulo 2 = [0, a] x [0,b] x [0, co[. Ainda segundo Kreyszig
(2009b), o problema envolvendo este tipo de equagao é semelhante ao do caso unidimen-
sional, porém envolve uma variavel a mais. Estes problemas visam obter o deslocamento
u(z,y,t) de um ponto (z,y) € 2, no tempo t > 0 e partindo do repouso, sendo dadas as

funcoes ug e uy reais em ) e satisfazendo as seguintes condigoes:
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Pu _ 2 (0% 4 O%u
oz — @ (812+8y2) em {
a restricao de u no contorno de ) € zero

u(z,y,0) = uo(z,y), Hu(z,y,0)=u(z,y) em Q

Resolvendo o problema por separacao de varidveis, vamos entao supor u(zx,y,t) =

v(z,y)0(t) e substituir na equac¢do de ondas obtendo:

" v v 0" (t) V2
o(,y)8" (1) = a?0(1) <a_ ! @) MOl i

onde A € R e V*v é chamado operador de Laplace (ou laplaciano) de 2* ordem da
fungao v(zx,y).

Conseguimos assim separar o problema em duas equagoes diferenciais:

V2 + Au(z,y) =0, V(z,y) em (7.27)
0"(t) + \a?0(t) =0, Vt>0 (7.28)

Note que a equagao (7.27) representa uma EDP conhecida como equag¢do bidimensional
de Helmholtz, que contém a variavel v medindo a amplitude do movimento, ou seja, o
deslocamento maximo da membrana em relacao a posicao de equilibrio em cada instante.
Porém, o objetivo é proceder analogamente ao problema unidimensional obtendo apenas

EDO’s, sendo assim separamos esta equacao fazendo v(z,y) = F(z)G(y), o que resulta
F'(2)G(y) + F(2)G"(y) + N F(2)G(y) = 0 = [F'(x) + N'F ()] Gy) = —F(2)G"(y).

Dividindo agora ambos os lados da tltima igualdade por —F(z)G(y):

_G"(y)
Gly)

1 /! 2
“F@) [F"(x) + N*F(x)]

Pelo que vimos anteriormente que ambos os lados devem ser iguais a uma constante

—k?, para obter solucoes nao-nulas para a condicdao de contorno u = 0. Sendo assim,

50



novamente teremos duas EDQO’s lineares homogéneas de 2* ordem

F'(z) + (02— K)F(z) = 0
G"(y) + K G(y) = 0,

cujas solugoes sao
F(x) = cicos(pzr) + cosin(pr) e G(y) = czcos(ky) + cysin(ky), (7.29)

onde p? = A2 — k% e ¢y, ¢, c3, ¢4 constantes.

O proximo passo ¢é verificar a condicao u = 0 no contorno. Sabemos que a membrana
no plano xy é o retangulo dado por = [0, a] x [0,b] x [0, o[, disto segue que a fungao u

se anula nas retas x =0, x = a, y = 0 e y = b. Portanto:

Juntando o resultado acima com (7.29) obtemos que: F(0) =¢; =0e¢ G(0) =c¢3 =0.
Além disso, também teremos F'(a) = cosin(pa) = 0 e G(b) = ¢4 sin(kb) = 0 e, para evitar

que v(x,y) seja nula, deve valer que

sin(pa) =0=pa=mn e sin(kb)=0=kb=nr, m,n=1,2,..

Assim, conseguimos encontrar as solucoes da equacao de Helmholtz, que se anulam no

contorno da membrana e dependem dos naturais m, n:

VU (T, Yy) = Fp(2)Gp(y) = C'sin <?m> sin (%y) , CeR; mn=1,2,..

Agora solucionamos a EDO (7.28), cujas raizes da solugao caracteristica sdo +ila.

Logo, a solucao da EDO ¢ da forma

O(t) = c5cos (aXt) + cgsin (@A),  a,c5,¢c6 € R.
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Porém vimos que A*> = p? + k? e também p = 2%k = 2% Com isso, a constante \

depende dos inteiros m,n e é dada por

Im2  n?
)\mn:’/T ?+b_2’ m,n:1,2,... (730)

Finalmente obtemos a forma geral das fungoes candidatas a solugao da equagao de

ondas e que satisfaz também as condigoes de contorno:
(. 9, 8) = [ €05 (Bount) + B sin (Bnt)]sin (") sin (S5y) . (731)
a

onde «, A, By, s80 constantes e 5, = &y, para A, dada por (7.30).

O autor ainda cita que essas funcoes sao chamadas de autofungoes ou funcoes carac-
teristicas e os numeros [(3,,, sao os autovalores ou valores caracteristicos da membrana
retangular vibrante. Além disso, nos pontos onde u se anula aparecem as curvas cha-
madas de linhas nodais, onde as abscissas sao denominadas nods e as curvas dependem

diretamente da geometria da membrana.

Como ilustragao, apresentamos o exemplo de um problema com a membrana quadrada.
Exemplo 4: Consideremos o caso da membrana quadrada com a =b = 1.

Primeiramente encontra-se os autovalores 3,,, = arv'm?2 + n?2. Observe que [,,, =
Bnm, mas apesar disso nao costuma ser valida a igualdade das autofuncoes u,,, = Upm.

Por exemplo, B34 = (43 = dam, mas

uss = [Asgqcos(bamt) 4+ Bsysin(bamt)] sin(3mx) sin(4ry)

# [Ayzcos(bart) + Bygsin(bant)] sin(4rz) sin(37y) = uys.

Neste exemplo, temos as seguintes linhas nodais para ugy: * =0, x = %, T = %, =1,

y=0,y= %1, Yy = %, Yy = % e y = 1. Isto significa que os segmentos dessas retas no
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interior do quadrado os dividem em 3 colunas e 4 linhas. De maneira geral, as linhas
nodais decompdem a membrana em m X n retangulos (conforme mostra a figura), cada

um vibrando com a fronteira fixa, similarmente a membrana inteira.

u11 u12 u2|

I 1 1 1 1 11
L1 b=+ 444
I B
R A -1

U33 u34 u43

Figura 7: Linhas nodais das solugoes w11, 12, U2y, Uss, Uzs € Uy da membrana quadrada.
Fazendo A3y =1 e B3y = Byz = 0, segue
Usa + ugz = cos(bart) [ sin(3mz) sin(4ry) + Aggsin(4rz) sin(37y)],

que representa outra vibragao correspondente ao autovalor Ham. Varias outras funcoes
podem ter o mesmo valor numérico de f3,,,, como por exemplo uig, Ugi, Us7 € Uryg, POTEM

o que muda de uma para outra sao as linhas nodais.

Continuaremos a resolucao do problema de ondas, pois as funcoes u,,, que encontramos
em (7.31) solucionam apenas a equagao de ondas e as condi¢oes de contorno, precisamos
assegurar ainda as condicoes iniciais. Para isso, com as mesmas defini¢oes anteriores,

tomemos u como a série abaixo

u(z,y,t) = ZZumn(z,y,t)

1

3
I
3
[

[
NE
NE

[Apn €08 (Bnt) + B sin (Brnt)] sin (?w) sin <%y> (7.32)

1

3
IL
3
I
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Sendo assim, utilizando (7.32) em conjunto com u(z,y,0) = ug(x,y) segue

= i iAmn sin <%aj> sin <n%y> , m,n=12 .. (7.33)

m=1 n=1

Procederemos do mesmo modo que o caso unidimensional, comparando as funcoes
com suas séries de Fourier, porém aqui iremos nos deparar com as séries duplas de
Fourier. Temos que (7.33) é a série dupla de Fourier da fungao ug, que deve ser dada,
e para encontrar seus coeficientes precisamos separa-la em duas séries de Fourier simples,

sendo a primeira delas
= Z A, sin (nly> .
n=1 b

Com isso, reescrevemos (7.33) na forma

Com esse procedimento, conseguimos encontrar os coeficientes de Fourier. Por resul-

tados que ja vimos anteriormente temos
2 (P 2 [°
A =+ / Kn(y)sin (“Fy)dy e Koly) == / o, y)sin () de.
bJo b a f a

De ambos os resultados acima segue entao que

A / / up(z,y) sin —x) sin (nb )dxdy, m,n=1,2,... (7.34)

Procedemos de maneira andloga para a derivada de (7.32):

u(z,y,t) Z Zﬁmn i COS (Brnt) — Ay Sin (Bmat)] sin (%x) sin (%y) .

m=1 n=1
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Utilizando agora a condigao 5 u(x,y,0) = u;(x,y) encontramos

uy(z,y) = Z Z Bin B S (%x) sin <n§y) ,
m=1 n=1

e, por sua vez, supondo que a fungao u; possa ser expandida na série dupla de Fourier,

encontramos os seguintes coeficientes

4 b pa
B = i /0 /0 ui(x,y) sin (%x) sin (%y) dxdy, m,n=1,2,... (7.35)

Finalmente, concluimos que (7.32), com os coeficientes (7.34) e (7.35), soluciona o
problema de maneira geral. Isso é valido desde que ug e u; apresentem as caracteristicas

necessarias para que u possa ser expressa por (7.32).

Abaixo segue outro exemplo do mesmo livro, mostrando a aplicacao destes resultados:

Exemplo 5: Encontrar a vibracao de uma membrana retangular de lados a = 4m e
b = 2m se a tensdo ¢ de 12,5 Ib/m, a massa especifica é de 2,5 kg/m?, a velocidade

inictal € nula e o deslocamento inicial é dado por

flx,y) = %(41: — 2% (2y — y*) metros.

S 4 x
- 0
Membrana Deslocamento inicial

Figura 8: Representagao da membrana e seu deslocamento. Fonte: Kreyszig (2009b).

Como ja vimos a vibracao de uma membrana retangular é dada por uma equacgao de
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ondas bidimensional, cuja equagao foi definida em (7.26), onde tinhamos que

onde T' é a tensao e p a massa especifica da membrana, ambas dadas no enunciado, logo

2
2 = % =5 m?/s? e com isso obtemos a equacao de ondas 2egu =5 ((%QU + 6‘9242 u)

O préximo passo é encontrar os coeficientes (7.34) e (7.35), note que pela velocidade
inicial %u(ac,y,()) ser nula, segue que u(z,y) = 0 e, consequentemente, By, = 0. Ja
para A,,, precisaremos resolver a integral dupla de (7.34) com ug(z,y) dada pela f(z,y)

do enunciado. Entao

4
Apn = 4—/ / 10 4z — 2°)(2y — y?) sin (Tx) sin (%y) dzdy
1 4 2
= 3 [/ (42 — 2°) sin (mTa:) d:c] [/0 (2y — y*) sin <%y> dy} :
onde na ultima parte utilizamos o Teorema de Fubini.

Resolvendo entao as integrais obtemos

Ay = ( 128 (-1)71]) | < 10 (-1)n]) mon =12,

20 \ m3m3 n3m3

Observe que, se m e n sao pares, entao a expressao acima se anula, logo iremos

considerar apenas as constantes impares, pois resulta em
L (256 (32 8192
™90 \ m3ns n3m3 ) mBn3r6’

Por fim, também precisamos encontrar o coeficiente (,,,, que vale

n2 \/_1/ 2 2
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Portanto, encontramos a equagao da vibragao desta membrana em (7.31):

8192

cos £7r\/ m? + 4n?t | sin (%x) sin (%y) ,

u(z,y,t) =

onde m e n sao os nimeros naturais fmpares.

O exemplo anterior nos mostra na pratica que somos capazes de resolver um problema
de ondas bidimensional no caso das membranas retangulares. Porém nem sempre nos
deparamos com configuragoes desse tipo e, como ja citamos, a geometria da membrana

interfere diretamente na sua vibragao. A seguir estudaremos o caso da membrana circular.

7.3 Ondas em Membranas Circulares

Os problemas de ondas que analisam o movimento vibratério de uma membrana cir-
cular costumam surgir durante o estudo dos tampos de tambores, os quais nao somos
capazes de encontrar solucoes de maneira direta. Porém acabamos de verificar a eficacia
do processo na membrana retangular, portanto nos basta apenas fazer uma mudanca
de coordenadas na forma polar para que o nosso caso recaia sobre algo que ja sabemos

resolver.

7.3.1 Laplaciano em Coordenadas Polares

A primeira adaptacao a fazer é a transformacao do laplaciano VZu = awg + 5% a % da
equacao de onda para coordenadas polares, visando obter um dominio retangular para u.
Neste sistema de coordenadas consideramos u = rcosf e y = rsinf, agora aplicando a

regra da cadeia encontramos que
Uz (2, y) = ug(r,0) = upry + ugby,

onde os subscritos representam as derivadas parciais.
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E derivando mais uma vez em relagao a variavel x obtemos

Uzz (-Tv y) = (urra: + ub?ea:)a: = (ur>x71:1: + UpTyr + (UH)xem + u99zz

(urrrx + UT’HQz)TI + UypT zg + (UOT‘T$ + ueﬁex)ex + Ueem- (736)

: : _ 2 1 .2 — y
Agora precisamos de r, e 6, e, para isso, sabemos que r = \/x? + y? e § = arctan (x)

Dai teremos

1 1 T T
rp==| —m——— |20 = —— = —
2<\/x2+y2> Vat+y? T
e também

b ()
z 1_'_(%)2 72 x2+y2 r2’

Além disso, precisaremos de 7, e #,,, entao deriva-se novamente as expressoes acima

encontrando

2zy
Tow = —% e Hmz—r4 .

Substituindo as expressoes acima em (7.36) e tomando a continuidade dessas derivadas

parciais (para valer u,g = ug,) finalmente segue que

x? 2xy y? y? 2xy

Upy = 5 Upp — —7 Upg + — Upp + — Uy + — Ug.
72 7"3 7:4 7:3 7,.4

Procedendo analogamente para u,, obtemos

y? 21y x? x? 2xy

Uyy = 3 Upr + —5Uprg + — U0 + —5Ur — — Up.
vy T’2 7"3 T4 ’1"3 ?,.4

Por fim, somamos ambas as expressoes para obter o laplaciano em coordenadas polares:

Pu  10u 1 0%u

2, _ Ow 1ou 10U
vu_8r2+r8r+r2892'
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7.3.2 Problema das Membranas Circulares de Simetria Radial

O estudo das membranas circulares é de grande aplicacao, pois além dos tampos de
tambores, esse tipo de membrana também esta presente em bombas hidrdulicas, microfo-
nes e telefones (KREYSZIG, 2009b). A partir de agora estudaremos entao as vibragoes
de uma membrana circular plana de raio arbitrario R, feita de material elastico sem
resisténcia ao dobramento, onde podemos aplicar o modelo das equagoes de onda bidi-
mensionais em coordenadas polares, ou seja

Pu_ L (Fu 100 15
o2 or2  ror 12002

Vamos considerar solugoes u(r,t) da equacdo acima que sejam radialmente simétricas,
isto significa que nao ha dependéncia de #. Logo a equacao de ondas se reduz e as condi¢oes

iniciais também nao dependerao desta variavel, sendo assim teremos o seguinte problema

2
T=c (i),
condi¢ao de contorno w(R,t) =0, Vt>0

condigoes iniciais u(r,0) = f(r) e %(7’, 0) = g(r)

Para resolver o problema partiremos do método de separagao de variaveis usando

u(r,t) = W(r)G(t). Fazendo as respectivas derivadas e aplicando na equagao teremos

G”(t) o 1 "y 1 'y
o = (V0 + ).

Na préxima etapa igualamos ambos lados da igualdade a uma constante —h? a fim de

obter solugoes nao-nulas. Isto resulta em

G"(t) + h*G(t) = 0 (7.37)
W”(r)+%W’(r)+h2W(r) =0 (7.38)

Primeiro resolveremos (7.37), onde as raizes do polinomio caracteristico sao +ich, com
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isso a solucao geral dessa EDO é

G(t) = ¢ cos(cht) + ey sin(cht), ¢1,c, €R, t>0. (7.39)

Agora consideremos (7.38) e introduziremos a varidvel independente s = hr:

, ow  owos oW " 0*W
W'(r) = = — = h e W"(r) = 952

2
or ds Or 0s U

Substituindo essas expressoes na EDO (7.38) e usando o fato de % = %2 segue que

2W  h2OW LW OW
h2852 + -, +RW =0 = & 5 +38—+52W—0 (7.40)

sendo a ultima equagao uma particularidade da equacao de Bessel, de ordem zero.

7.3.3 Equacgao de Bessel de Ordem Zero

Uma das maneiras de encontrar a solucao geral da EDO (7.40) é aplicando o Método
de Frobenius, utilizado também por Oliveira e Tygel (2005), o qual busca solugoes na

forma de séries de Frobenius do tipo

o0

W (s) s—squans—so , ag # 0, (7.41)

n=0
com ¢ sendo o expoente indicial e sp um ponto singular regular da funcao.

O ponto sy = 0 é um ponto singular regular para a equagao de Bessel, isso significa que,
ao escrevermos a EDO (7.40) na forma geral W”(s) + P(s)W'(s) + Q(s)W (s) terfamos
que P(s) = 1 e Q(s) = 1; sendo assim a fun¢do P(s) ndo seria analitica no ponto
s = 0 (definicdo de ponto singular), mas se tornaria analitica na funcio P(s) = sP(s)
(caracterizacao de ponto singular reqular). Usando este s = 0 em (7.41) conseguiremos

encontrar uma solugao particular para a EDO da seguinte forma

$) =57 ans" =Y ans"™, ag#0, s>0. (7.42)
n=0 n=0

60



Fazendo entao sua substituicao na equacao de Bessel, obtemos

PRI

0 = W,
0s? s 0s e
= g +n)(g4+n—1Da,s" 2+ s +n)apsT T 452 a,s7T
> (g+n)(q q
n=0 n=0 n=0
— Z(q +n)2a, s + Z s, (7.43)
n=0 n=0

Vamos proceder agora de maneira a escrever (7.43) em uma tnica somatoria. Primeiro

introduzimos na segunda somatoria o indice m = n + 2, resultando

Z(q +n)2a, st + Z Am08TT™ = 0.
n=0 m=2

Na sequéncia, separamos os dois primeiros termos da primeira série e retornamos para

n o indice da segunda, encontrando

apq’s? + ay(q + 1)t + Z[(q +n)a, + a,_o]s"" = 0.

n=2
Como ag # 0, devemos ter
apq’> =0 =q=0
ai(q+1)2=0 =a =0

(q + n)2an +ap,2=0 =a,= _anEQ

n

A 1ltima relagao vale para todo n = 2,3, .... Podemos observar que para n impar, os

coeficientes a,, serao nulos, pelo fato de a; = 0; ja no caso par n = 2k teremos um padrao

a; a
a9 = Q91 = _2_8 — _2222
o o a __ ap  __ ag
(4 =022 = 732 = 3247 = 39(1.2)2
_ — Q@ _ a4 _ __ __G0
g = A2.3 = — g2 = T 324262 — T 26(1.2.3)2
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De maneira geral, teremos que estes coeficientes se apresentam da forma

(—1)"aq
agkzw, Vk‘:1,2,

No caso da EDO de Bessel de ordem zero costuma-se usualmente escolher ay = 1, com

isso encontramos a partir de (7.42) a primeira solu¢ao

Wi(s) = ia s = i (1) (f)% (7.44)
k=0 k=0
que costuma ser chamada de Jy(s) ou fungdo de Bessel de primeira espécie de

ordem zero e pode ser denotada de outra maneira por:

2 st 50
_|._

161 2300 T

Uma segunda solugao, linearmente independente, pode ser obtida pela série
Wa(s) = wv(s)Jo(s), s>0, (7.45)

com a funcdo v(s) a determinar.

Calculando as derivadas de (7.45) e substituindo em (7.40) segue que

0 = (W' Jo+ 20Ty +vJ)) +s(v' Ty +vJh) + s*vdy

= s[s(v"Jo + 20" J}) + V' Jo] + v(s2T] + 5T+ %),

onde a segunda expressao entre parenteses na ultima igualdade se anula, pois como ja

vimo Jy também ¢é solugao de (7.40).

Sendo assim, como s # 0, temos entao a seguinte igualdade
U//J()S + 1/(28«]6 + J()) = O,

que pode ser resolvida mais facilmente se utilizarmos a notacao z = v’ e a transformarmos
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na seguinte EDO de primeira ordem

0z 2J; 1
%JF(JO +E)_O’

cuja solucao pode ser encontrada por separacao de variaveis, correspondendo a

1
sdo(s)?

z2(s) =C

Retornando entao a notagao inicial obtemos que

1
U(Z)IC/W—FD

Qualquer funcao v do tipo acima resolve nossa EDO, portanto escolhemos C' =1 e

D = 0 para o célculo, sendo assim a segunda solucao da EDO de Bessel é

Wy(s) = Jo(s)/W:ES)Q.

Vamos buscar agora uma melhor representacao pa

expressao de Jy(s) dada em (7.44), logo

1 1 1

(7.46)

ra (7.46), para isso usaremos a

Jos2 ~ (1—Z242 0 4y p_o 2 s Ee

Tt 6 230 32~ 576
com b,, coeficientes a determinar.

A igualdade acima vale, pois Jy(s)? sé envolve potén

o seu inverso também, pois

1——+———+...) (bo + b2s” + bys®

B bo\ by  3bo\
= b0+(62—2>8 +<b4—2+32)8+ b

63

= b0+b2$2+b484+6686—|—...,

cias de s com expoente par, logo

+ bes® + ...)
by 3by  Bby\
65 + 39 576) s+ ..,



0 que nos leva a resolucao do sistema:

(

by =1
bg—b?OZO
by— %+ % =0

_ba 4 3by _ 5bg
be 2+32 576

:>bz_%
= b=
:>b6_ﬁ

Portanto, com esses coeficientes em (7.46) segue a segunda solugao da equacao

WQ(S)

o

5

—+ s+ sS4

1 2 5
28 328 5765

1+ -+

(&1)? 2

1, 5 , 23 4
(s) (43 + 128° +34568 +)

52 st 50 1 5 23
. ) (582 st
( T 61 230" ) (48 T8 Taamet T )
1, 3 , 11
(48 128° " 13324 F'”)

fﬂ—nﬂl< 1

)G

denominada de Yy(s) ou fungdo de Bessel de seqgunda espécie de ordem zero.

Finalmente, obtemos a solucao geral de (7.40), que é a combinagao linear das duas

solugoes particulares, ou seja

W(r) = c3Jo(s) + caYo(s),

C3,C4 S R. (747)

7.3.4 Solucao do Problema das Membranas Circulares de Simetria Radial

Regressamos agora ao nosso problema inicial, onde a solu¢ao é da forma wu(r,t) =

W (r)G(t), com W(r) descrita por (7.47) e G(t) dada por (7.39). Com isso, temos uma

candidata a solucao da equacao de ondas bidimensional do problema:
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O passo seguinte sera verificar as condi¢oes de contorno e iniciais. Assim, ao obser-
varmos a deflexao u(r,0) = W(r)G(0) da membrana, percebemos que ela é sempre finita,
porém pela defini¢ao de Yj ela se torna infinita quando s — 0. Deste modo, nao poderemos
empregar Yy em nossa candidata a solugao, logo escolhemos ¢y = 0 e, consequentemente,

c3 # 0 para evitar que W (r) seja nula. Portanto a candidata wu(r,t) se torna

u(r,t) = Jo(s)[Ch cos(cht) + Cysin(cht)], C1,Cs € R.

Prosseguindo, temos pela condi¢ao de contorno que u(R,t) = 0, assim exigiremos que
W(R) = Jo(s) = Jo(hR) = 0; isso evita que G(t), e consequentemente u, seja nula. Tal
condicao pode ser satisfeita pois Jy tem um nimero infinito de zeros reais «,,, conforme

podemos observar na figura abaixo.

3 2 1 1 2
Figura 9: Grafico da funcao de Bessel Jy com a; = 2,4048, as = 5,5201, a3 = 8,6537 e
ay = 11,7915. Fonte: Kreyzsig (2009b).

Portanto temos que hRR = a, ou h = h, = %, n=1,2,.... Assim as fungoes

Wy (r) = Jo(hnr) = Jo (%T) , n=12.

sao solugoes da equacao da membrana e que se anulam no contorno.
Analogamente devemos reescrever G(t) = G, (t), isto nos leva as fungoes u,(r,t), que
solucionam de maneira geral a condicao de contorno, descritas da forma

an
—r

(1) = Walr)Gin(t) = [Avcos (“258) + Bsin (%24 | gy (5

) . n=1,2,.(7.48)
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as quais sao as fungoes caracteristicas do problema e A, = “£¢ os valores caracteristicos.

As fungoes u,, encontradas determinam as vibragoes da membrana, chamadas de mo-
dos normais de ordem n, cuja frequéncia é dada por é\—; ciclos por unidade de tempo.
Os resultados que encontramos até agora nos ajudam a justificar porque o som de um
tambor é completamente diferente de um violino, a justificativa é porque o violino recai
sobre a corda vibrante unidimensional, onde os zeros das fungoes senoidais sao regular-

mente espacadas, ja na membrana os zeros de Jy nao sao regularmente espagados.

.
=

f $/T\$ |

-}

i

|
|
N

|

|

A

|

Figura 10: Modos normais de uma membrana circular com simetria radial. Fonte: Kreyz-
sig (2009D).

As formas dos modos normais podem ser facilmente obtidas da Figura 9 e estao mos-
tradas na Figura 10. Note que, para n = 1, todos os pontos da membrana se movem
para cima (ou para baixo) ao mesmo tempo, ji para n = 2 temos r = % COMo Zero
de Wy(r), isso significa que a circunferéncia com este raio r ¢ a linha nodal. Esta linha
delimita a regiao onde, em dado instante, a parte da membrana central se movimentara
em sentido contréario a parte externa, conforme mostra a Figura (10). Os demais valores

de n seguem a mesma ideia, porém com um nimero maior (n — 1) de linhas nodais, que

sdo circunferéncias concéntricas.
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Vamos verificar agora se as candidatas a solucao u,(r,t) satisfazem as condigoes ini-

ciais do problema, para isso vamos proceder de maneira andloga ao problema de onda
oo

unidimensional. Primeiramente, fazendo ¢ = 0 em (7.48) e considerando u = g Up,
n=1

encontramos
o] o,
u(r,0) = f(r) =" Ay (Er) . (7.49)
n=1

Assim, para que u(r,t) satisfaga u(r,0) = f(r) precisamos que os A, sejam os coe-
ficientes da série de Fourier-Bessel que representa f(r) em termos de Jy (%"T). Vamos

encontrar entao a forma desse coeficiente:

Fixemos um n natural e sejam «,, zeros positivos de Jy, ao multiplicarmos ambos os

lados da igualdade (7.49) pela integral fOR rJo (‘%’”"r) dr, obtemos

/OR rf(r)Jo (O%r) dr = /ORgAnJO <%r> Jo (O%r) rdr

— nio:lAn /ORrJO (%T) Jo <%nr> dr, n,m=1,2,.(7.50)

Para encontrarmos A,, devemos resolver a integral contida em (7.50) usando relagoes
de ortogonalidade das fungoes de Bessel. Inicialmente, sabemos que ambas as
funcoes Jy ("‘7’”7") = M(r) e Jy (a—}gr) = N(r) satisfazem suas respectivas equacoes de

Bessel, portanto

2

rM" + M + (%’”) "M =0 (7.51)
2

rN” + N+ (%) PN =0 (7.52)

Devemos avaliar o problema em dois casos distintos:

® sem # n:

Neste primeiro caso, devemos inicialmente multiplicar N por (7.51) e M por (7.52) e,
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na sequeéncia, subtrair uma pela outra obtendo:
Qo 2 Qi \ 2
N [TM” M+ () TM] M [rN”+N’+ (%) TN] — 0.
Reorganizando os termos, obtemos que

aZ 042
(R_g —~ F’g) rMN = r(M"N—MN")+ (M'N — MN')

= [r(M'N-MN)].

Logo apés, integra-se de 0 até R ambos os lados da igualdade encontrando

(%_%) /ORTMNdT = /OR [r(M'N = MN')]'dr - = [T(M,N_MN/)H:'

Pelo fato de M(R) = Jy(ayn) = 0 e N(R) = Jy(a,) = 0 entdo o lado direito da

igualdade se anula, reduzindo o calculo na igualdade

2 2 R
(% _ %) /O rJo (‘%’“) Jo (%) dr = 0.
Como m # n entao segue diretamente que
/R rJo (O‘—m) o (%) dr = 0. (7.53)
0 R R
e sem =n:

Aqui, as fungoes M (r) e N(r) serdo iguais, entao escolhemos qualquer uma delas, por

exemplo (7.52), e multiplicamos por 2rN’. Disto segue que

2 N’ |:7‘N” LN (%)27’1\[} —0 = {rz (N + (%)27“2]\[2]/ —2 <%>27“N2.
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Também integrando de 0 até R segue o resultado, pois

v+ () e (%) [T (Ger)

ET

Neste caso, o lado esquerdo da igualdade nao se anulard, apesar de seguir valendo

N(R) = 0, aqui também temos pela regra da cadeia que N'(R)

2 Jo(aw) # 0. Portanto,
o lado esquerdo da igualdade acima equivale a o2 Jj(a,,)?, e com isso teremos

R Qan 2 R?
rdo (—r) dr = —J\(a,)%
/0 “(R ) ol@)

: (7.54)

Com estes resultados, podemos enfim obter o coeficiente A,,. Substitui-se as igualdades

(7.53) e (7.54) em (7.50) e usa-se a relacio 2 Jo(r) = —J;(r) para finalmente obtermos

2 R Ol
An = W/O ’T‘f(?")JQ <ET> d’f‘, n

1,2,... (7.55)

Essas operagoes sé podem ser realizadas se f(r) for diferenciavel no intervalo [0, R]. O

mesmo vale para o coeficiente B,, com g(r) apresentando as mesmas condigdes, procedendo

de maneira analoga encontramos a seguinte forma para este coeficiente

Bt ot = 3 (%) 0 ()

n=1 R
Do mesmo modo integramos a igualdade no intervalo de 0 até R:
R Qi C — R Qi QU
/0 rg(r)Jo (Er) dr 7 Zl Bnan/o rJo (ET) Jo (Er> dr
cR
= EBnozn <7J6(o¢n)2) = TBnosz{](ozn)?

Disto, obtemos que

2 = o
B —— = ) g |
O P A /o rg(r)Jo < = r) r, n (7.56)
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De maneira geral, encontramos a candidata a solugao do problema da membrana nas

condigoes de contorno e iniciais dadas, sendo ela da forma

D=3 [Ancos (250) + B, sn (2250)] gy (S2) (7.57)

n=1

com os coeficientes A,, e B,, dados por (7.55) e (7.56), respectivamente.

Os valores numéricos de A, e B,, podem ser obtidos por método de integragao numérica

usando valores tabelados para as constantes Jy e J;, como mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 6: Encontre as vibragoes da tampa de um tambor circular de raio R = 1m,
massa especifica de 2kg/m? e tensdo 81b/m, se a velocidade inicial é nula e o deslocamento
inicial €

f(r) =1—1r* metros.

Outro exemplo presente em Kreyzsig (2009b). Primeiro encontra-se ¢? = % = 4m?/s*

e como a velocidade inicial é zero, entdao B,, = 0, resta apenas obter A, usando (7.55)

9 1
A, = m/o (1 — 1) Jo(a,r)dr

= ﬁ Uolr,fo(anr)dr - /01 r3J0(anr)dr] .

A partir das relagdes 2 [1PJ,(r)] = 12J,_1(r) e também J,_1(r) + Jyp1(r) = 2J,(r)

COHSGgUImOS desenvolver a equagao e encontrar

4 4 2(a,) 8

A, = —— _ _ |
" 2P T 2R an @)

Com isso, usando a férmula (7.57) e consultando os valores tabelados (Figura 11),

conseguimos obter a solucao geral deste exemplo, sendo esta

u(r,t) = 1,108.Jy(2, 405r) cos(4, 81t) — 0,140.Jy(5, 52r) cos(11,04¢t) + ..., r € (0,1),¢ > 0.
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m Oy S(ev) Jolay) Ap

1 240483 0,51915 043170 1.10801
2 552008 -0.34026 -0,12328 —0,13978
3 8.65373 0.27145 0,06274 0.04543
4 11.79153 —0,23246 —0.03943 —0,02099
5 14.93092 0,20655 0,02767 001164
0 18.07100 —-0,18773 -0,02078 -0,00722
7 2121164 017327 0,01634 0.00484
8 2435247 —0,16170 -0,01328 —0,00343
9 27.49348 0,15218 0,01107 0,00253
10 3063461 -0,14417 -0,00941 —0,00193

Figura 11: Valores tabelados de «,, Ji(ay,) e Jo(,) para n entre 1 e 10. Fonte: Kreyszig
(2009b).

7.3.5 Problema das Membranas Circulares de Simetria Nao-Radial

A membrana sem simetria radial é aquela onde as vibragoes dependem tanto do raio
R quanto do angulo 6, desta forma o problema envolvendo este tipo de membrana se
restringe a equacgao completa de ondas na forma polar e suas condi¢oes de contorno e

iniciais, ou seja

1 1
Uy = 02 (UTT‘ + —u, + —2U99) (758)
r r
u periddica de periodo 2w (7.59)
u(R,0,t) =0, 0€][0,2n], t>0 (7.60)
u(r,0,0) =0, 6el0,2n], r €[0,R]. (7.61)

Aqui também buscaremos solugoes explicitas, entao usaremos novamente o Método de
Separagao de Variaveis, usando u(r,0,t) = F(r,0)G(t). A substituicdo dessa expressao
em (7.58) nos fornece duas equagoes diferenciais de segunda ordem, uma do tipo ordinéria

e outra parcial, sendo elas respectivamente:

G" + NG =0 (7.62)

1 1
Fpt ~F 4 = Fgg + N2F =0 (7.63)
T r
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A solugao de (7.62) ja vimos anteriormente e sabemos que é

G(t) = ¢ cos(cAt) + cosin(eAt), e, A€ R, t > 0. (7.64)

Ja na EDP (7.63) devemos aplicar novamente separacao de variaveis, onde usamos

F(r,0) = W(r)Q(0) e resulta em duas EDO’s de segunda ordem:

Q// + 0'2Q =0 (765)
P2W" 4 e W+ ()\2'1"2 _ 0'2)W = 0. (766)

Analogamente a solugao de (7.65) é

Q(0) = c3 cos(af) + ¢4 sin(ob).

Agora pela periodicidade exigida em (7.59), devemos ter Q(6+2km) = Q(). Sabemos
que Q(0+2km) = c3cos(c0+2kom)+cysin(of+2kom) e também sabemos que as fungoes

seno e cosseno sao periddicas, entao segue que o0 =n = 0,1, 2, ... e consequentemente

Q(0) = Qn(0) = c3cos(nb) + ¢4 sin(nd), 6 € [0, 27] (7.67)

Por sua vez, a EDO (7.66) se apresenta na forma de uma equacdo de Bessel de
ordem o. Anteriormente haviamos visto a solucao de Bessel para o caso particular de

ordem zero, porém aqui necessitamos da solucao em sua forma geral, a qual iremos deduzir.

7.3.6 Equacao de Bessel de Ordem o

Conforme vimos, o método de Frobenius é convenientemente empregado nas equagoes
diferenciais do tipo Bessel. Até entao apresentamos apenas o caso de ordem zero, porém

vamos agora utilizar as ideias de Kreyzsig (2009a) para ampliar a equacdo de Bessel ao
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caso de ordem n e encontrar uma solucao para ela da forma

W(r) = (r—ry)? Z an(r—ro)", ag#0,

onde ¢ é o exponente indicial e ry ¢ um ponto singular regular.

Novamente teremos 1y = 0 como ponto singular, assim a solucao procurada se reduz
[o.¢]

aWi(r)= Z a,r?". Substituindo esta fungao em (7.66) obtemos que

n=0

(q+n)(g+n—D)ar™ +> (g+n)a,r™ + (Xr? =) > a,r" =0

NE

n=0 S vt
= Z [(q +n)? — 02}anrq+n + Z A2a, 9t = 0.
n=0 "0

Por fim, na somatoria a esquerda separamos os dois primeiros termos e nela também

trocamos o indice n para n + 2, encontramos entao

(" — 0®)aor® + [(g+ 1) — 0?]ayr* + Z “(q +n+2)% = 0% an2+ Azan} Pt —
n=0

Procedemos com a igualdade e resolvemos um sistema de trés equagoes, onde a primeira
2 2
g —o0°=0

é chamada de equacdao indicial, pois nos fornecera o indice ¢ da solucao.

Esta igualdade é valida pois r varia no intervalo [0, R] e também ay # 0 pela definigao.
Com isso, encontramos dois valores para o indice (¢ = +0), que nos fornecerao as duas

solucoes linearmente independentes da EDO de Bessel.

Primeiramente tomaremos ¢ = ¢. Usando isto no segundo componente do sistema de

equacoes citado segue que

[(0+1)?=0%a;=0 = (20+ 1)a; =0,
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disto concluimos que a; = 0, pois vimos anteriormente que o s6 assume valores inteiros

nao negativos, logo 20 + 1 # 0. Agora analisando a iltima equagao encontramos

Na,,

(n+2)(20+n+2)

2 2 2

[(a—i—n—i—2) —U}anw—l—)\an:() = Upyo = — n=0,1,2,..
Note que se n é impar, entao por recorréncia teremos que os coeficientes a,, 1o depen-

derao de ay, que por sua vez é nulo. Portanto, a, 1o = asky3 =0, Vk =0,1,2,.... No caso

de n par, a dependéncia serd em relacao a ag, seguindo o seguinte padrao

)\QCLO >\2a0
Qa o — e
? 220 +2) 22(1)(c +1)
)\2a2 )\4a0
Qa = —_ =
* 120 +4)  221)(c +2)(c + 1)
Nay Aay
Qa, fry —_ e
0 6(20 +6)  26(32.1)(c +3)(0 +2)(c + 1)
/\2a2k_2 (—1)kA2ka0
oy, = — — :
2k 2% (20 4+ 2k)  2%kl(o+ k)(o+k—1)...(c +2)(c + 1)
A partir disso, podemos encontrar a primeira solugao Wi (r) = r4 Z a,r", utilizando
n=0
ap = Qf;! e obtendo a equivaléncia a seguir

> -1)" Ar\ e
Wilr) = Zo nlol(o —|(- n)>(a +1) (7) ’ (7.68)

denominada de J,(\r), funcao de Bessel de primeira espécie de ordem o.

Agora para encontrar a segunda solucao, utilizamos a segunda raiz da equacao indicial,

q = —o. Procedendo analogamente, obtemos que
1 Ar\ 2o
Wy(r) = — 7.69
2(r) nlol(c —n)..(c — 1) ( 2 > ’ (7.69)

chamada de Y, (\r), funcao de Bessel de segunda espécie de ordem o.
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Com isso, a solugao geral de (7.66) é

W(r) =csJy(Ar) + csY, (A1), ¢5,¢c6 €ER, r €0, R],

com as fungoes J,(Ar) e Y,(Ar) dadas por (7.68) e (7.69), respectivamente.

7.3.7 Solucao do Problema das Membranas Circulares Simetria Nao-Radial

Com isso, retornamos a nossa busca pela solugao do problema. Primeiramente, observe
que nao sera possivel aplicar Y, pelo mesmo argumento usado no caso de simetria radial.

Logo

W(r)=csJy(Ar), ¢ €R, rel0,R]. (7.70)

Verifiquemos agora a condi¢ao de contorno (7.60), que revela a igualdade W(R) = 0.
Usando isto na equacao acima encontramos que AR equivale aos zeros da funcao .J,, os

quais sao da forma «,,, para m > 1, e que sao valores tabelados. Com isso temos que

onde § = ayp, é 0 m-ésimo zero de J,,(s), funcao de Bessel de primeira espécie e ordem n.

Com isso, substituindo em u(r,0,t) = W(r)Q(0)G(t) as fungoes (7.64), (7.67) e (7.70)

entao resultamos nas primeiras solugoes do problema

U (1,0, 1) = [A* cos(nb) + B* sin(nd)] [C* oS (cagn t) + D*sin (ca—gn t>] I (a};n r) :

com A*, B*, C*, D* constantes, n =0,1,2,... e m > 1.

A préxima etapa agora é verificar a condicao inicial (7.61), primeiramente fazemos u;:

w(r,0,t) = c% [A* cos(nd)+B* sin(n@)} [D* cos <cagnt> — C"sin (camntﬂ In (agnf>
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e na sequéncia substituimos ¢t = 0 e igualamos u; = 0 encontrando desta forma

« Omn * % e Omn o x
D - [A* cos(nf) + B &n(n@)}Jn( I 7") =0 = D"=0.

Verificadas todas as condigoes, obtemos assim a candidata final a solugao do problema:

u(r,0,t) = i i Un, = i i [Apn cos(nf) + By sin(nb)] cos (cagnt) In (%7’) ;

com A,,, e B,,, constantes a determinar para cada n, relacionando-os com os coeficientes

das séries de Fourier-Bessel, exatamente como fizemos no caso de simetria radial.

Assim vemos que o comportamento das membranas circulares com simetria nao-radial
ocorre de maneira distinta das membranas estudadas anteriormente. Isto fica ainda mais

evidente ao observarmos as linhas nodais deste tipo de membrana, mostradas abaixo.

[ [ 7 PN [

11 12 23

Figura 12: Modos normais de algumas solucoes da membrana circular com simetria nao-
radial. Fonte: Kreyszig (2009Db).

8 Conclusoes

Com isso, finalizamos o trabalho mostrando que as séries de Fourier, em suas diver-
sas formas, sao ferramentas eficientes para a obtencao de solugoes explicitas para vérios
problemas de ondas, tanto no caso unidimensional como no caso das membranas em suas
diferentes geometrias. Além disso, também sao importantes artificios de verificacao da

convergencia e regularidade destas solucoes, conforme constatamos ao longo deste estudo.
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