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RESUMO

A sincronizacao de fase parcial, também relatada como cooperacao neuronal, é um comporta-
mento fundamental do cérebro e relacionado a suas principais caracteristicas, como a memoria.
O excesso ou mesmo a falta de sincronizacao de fases esta associada a disturbios cerebrais como
epilepsia e mal de Parkinson. FEssas doengas podem estar relacionadas ao mau funcionamento
do processo de sincronizagao dos neuronios, desencadeado por alteracoes da dinamica local dos
neuronios influenciadas por parametros como a condutancia do canal ionico. De fato, ¢ comum
o uso de drogas para bloquear ou ativar canais especificos, alterando a condutancia e levando
o processo de sincronizacao a algum comportamento desejado. Relatamos aqui como carac-
teristicas individuais da dinamica local dos neuronios, como sua estabilidade linear, quando
acoplados em uma rede, podem ser um ator fundamental no processo de sincronizacao de fase
em funcao da for¢a de acoplamento. Topologias globais e small-world foram consideradas para
uma rede de neuronios Hindmarsh-Rose. Para ambos os esquemas de acoplamento, os efeitos
da dinamica local sdo claros, induzindo precocemente ou retardando a ocorréncia de sincro-
nizagao de fase parcial da rede quando a forga do acoplamento ¢ variada. Neste cenario, foi
discutido o efeito da dinamica local do neuronio, mostrando que pode ser de fundamental im-
portancia entender e controlar o processo de sincronizacao de fase da rede. O estudo também
traz informagcoes Uteis para o entendimento geral do processo de sincronizacao de fase de rede.

Palavras chave: Redes neurais, sincronizacao de fase, caos, modelo de Hindmarsh-Rose,

dinamica nao-linear.



ABSTRACT

Partial phase synchronization, also reported as neuron cooperation, is a pivotal behavior of
the brain and related to its main features, such as memory. The excess or even the lack of
phase synchronization are associated to brain disorders like epilepsy and Parkinson’s disease.
These diseases may be related to malfunctioning of the synchronization process of the neurons,
triggered by changes of the local dynamics of the neurons influenced by parameters such as the
ion-channel conductance. In fact, it is common the use of drugs to block or activate specific
channels, changing the conductance and bringing the synchronization process to some desired
behavior. We report here how individual characteristics of the local dynamics of the neurons,
such as their linear stability, when coupled in a network may be a fundamental player in the
phase synchronization process as a function of the coupling strength. Global and small-world
topologies are considered for a Hindmarsh-Rose-neuron network. For both coupling schema, the
effects of the local dynamics are clear, inducing early or retarding the occurrence of partial phase
synchronization of the network when the coupling strength is varied. In this scenario, we discuss
the effect of the local dynamics of the neuron, showing it may be of fundamental importance to
understand and control the process of the network phase synchronization. The study also brings
useful information to the general understanding of network-phase-synchronization process.
Key-words: Neuronal networks, phase synchronization, chaos, Hindmarsh-Rose model,

non-linear dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Christiaan Huygens fisico holandes foi o pioneiro a estudar sincronizagao de osciladores onde
havia acoplado fracamente dois péndulos e houve sincronia de fase [6, 7]. Posteriormente, esse
fenomeno foi detectado em uma ampla gama de sistemas biolégicos, como o piscar ritmico dos
vaga-lumes [8], os grilos sincronizar seus sons respondendo ao som anterior de seus vizinhos [9],
grupos de mulheres cujos periodos menstruais tornam-se mutuamente sincronizados [10], uma
danga sincronizada entre caranguejos na hora de acasalarem [11], e até potenciais de agao do
sistema nervoso [12, 13].

Um cérebro humano e sauddvel é composto por aproximadamente 10! células neuronais
interligadas por algo préximo a 10'® sinapses criando grupos de neurénios conectados divididos
em regides cerebrais, cada uma com fungoes especificas [14]. O papel da neurociencia é entender
como funcionam os comportamentos produzidos pelo c¢érebro. Alguns dos muitos comporta-
mentos importantes sdo a percepcao, movimento, linguagem, pensamento, memoria, etc. O
cérebro pode ser compreendido em termos das atividades coletivas dos neuronios, uma vez que
todos os disturbios comportamentais que caracterizam doencas psiquiatricas sao devidos ao
mau comportamento dos neuronios e as sinapses [14]. Niveis anormais de sincronizagao foram
relacionados a comportamentos neurais nao sauddveis [14]. Um alto grau de sincronizagao é
detectado nas crises epilépticas [15], quando ocorre o aumento da sincronizagdo de alguns gru-
pos de neuronios gerando episédios convulsivos. Na doenca de Parkinson, é observada uma
sincronizagao excessiva nos ganglios da base [16]. Niveis reduzidos de sincronizacao entre dreas
corticais podem estar associados a distirbios cerebrais como autismo [17] e Alzheimer [18].

Um dos primeiros modelos desenvolvidos para simular neuronios foi apresentado em 1952
por Hodgkin-Huxley [19], que recebeu o premio Nobel de fisiologia e medicina em 1963, ao

descrever o primeiro modelo matematico neuronal para a propagacao de potenciais de acao
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do axonio gigante da lula. Hoje contamos com diversos modelos que simulam a dinamica de
neuronios por meio de equagoes diferenciais nao lineares como Hindmarsh-Rose [20], FitzHugh-
Nagumo [21], Izhikevich [22, 23], 0 modelo Hodgkin-Huxley-like proposto por Braun [24]; ou
modelos mais simples descritos por mapas como o mapa bi-dimensional de Rulkov [25], o
mapa bi-dimensional de Chialvo [26], entre outros modelos. Esses modelos neuronais simulam
os sinais sinapticos dos neuronios, esses sinais sao os potenciais de agao dos neuronios, que
em poucas palavras ¢ o neuronio estar ligado/desligado. Alguns modelos representam apenas
neuronios que se encontram num regime de spike (cujo a tradugao é disparo), outros apresentam
neuronios num regime de burst (cujo a tradugdo é rajada de disparos). Esses regimes podem ser
obtidos conforme variam-se os parametros do modelo neuronal, assim como pode ser observado
ao alterar o comportamento dinamico do neuronio de uma atividade regular para uma cadtica
(onde os padroes de ativagio dos neuronios ocorrem de forma nao periddica [4]). Alguns
modelos apresentam estados multi-estaveis, em que um neuronio inicializado com diferentes
condicoes iniciais pode apresentar diferentes estados estaveis, com diferentes padroes de disparo,
frequencias, regularidade e caoticidade [27, 28, 29, 30]

O uso de redes complexas é muito 1til ao estudar a dinamica de sitios acoplados, em sistemas
neuronais, cada sitio da rede é composto por um neuronio e as hastes, que os conectam formando
a rede, representam suas conexoes sinapticas. Nao existe uma unica topologia de rede que
compoe o cérebro globalmente, entretanto algumas topologias servem para estudar certas areas
ou conexoes cerebrais. Como exemplos de topologias de conexdes, podemos citar as topologias
small-world, scale-free, global, aleatéria entre outras [31, 32].

No capitulo 2 serao apresentados os principais conceitos a respeito de sistemas dinamicos
nao-lineares e caos, definiremos o que é um sistema dinamico e conceitos fundamentais como
pontos fixos, estabilidade de pontos fixos, caracteristicas dinamicas em sistemas cadticos, ex-
poentes de Lyapunov, atratores. No terceiro capitulo mostram-se alguns conceitos sobre teoria
de grafos, redes, caracteristicas de redes e topologia de redes. As topologias usadas foram
small-world e global. Finalizando a primeira parte desse trabalho. Ainda no capitulo 3, serao
discutidos topicos sobre sincronizacao de fase e o parametro de ordem de Kuramoto, uma ferra-
menta apropriada para quantificar a sincronizacao de fase de osciladores em redes. O capitulo
4 ¢ focado na apresentacao de propriedades dos neuronios, falaremos sobre sinapses, o primeiro
modelo de neuronio de Hodgkin-Huxley [19]. Depois desse primeiro modelo, serd comentado
e exemplificado o modelo termicamente sensivel de Braun [24] chamado Hodgkin-Huxley-like,
por fim, o modelo mais utilizado nesse trabalho é chamado de modelo de Hindmarsh-Rose [20)].

Partindo desses conceitos é possivel acoplar os neuronios para formar nossas redes.
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No quinto capitulo sera investigado o processo de sincronizacao de fase de uma rede com-
posta por neurénios Hindmarsh-Rose (HR). Os neuronios HR tém a capacidade de exibir ati-
vidades no regime de spike (disparo) ou no regime de burst (rajada), dependendo de seus
parametros. A dinamica dos neuronios individuais tem a capacidade de representar compor-
tamentos dinamicos regulares ou caéticos no espaco de fase e tem forte influencia no processo
de sincronizacgao de fase. Com base nisso, é estudado o efeito dinamica local na sincronizacao
de fase dos neuronios, como a transicao nao monotonica de estados nao sincronizados para
sincronizados a medida que o acoplamento é variado, a presenca de biestabilidade, histerese e
outras caracteristicas dinamicas importantes [32, 33, 34].

O principal resultado discutido aqui é uma dependencia do processo de sincronizacao da
estabilidade linear da dinamica local das trajetérias dos neuronios. Nossas conclusoes sao base-
adas no fato de que redes fracamente acopladas induzem dois comportamentos muito distintos
na rede: sincronizacao e difusao. Chamaremos de difusao ou efeito difusivo o fato dos neuronios
uma vez sincronizados perderem essa sincronia. Os efeitos de sincronizagao e difusao associados
a capacidade dos neuronios de exibir dinamicas regulares e cadticas tornam o processo de sin-
cronizacao dependente da estabilidade linear das trajetorias da dinamica local dos neuronios,
que pode ser avaliada pelo menor expoente de Lyapunov do modelo de neuronios. Para avaliar
a sincronizagao de fase da rede usamos o parametro de ordem de Kuramoto [35, 36].

Esse trabalho serd dividido em duas partes, a primeira parte é dedicada a introducao de
todos os referenciais tedricos utilizados para esse trabalho (Capitulo 1 ao 4). Enquanto a

segunda parte é composta pelos capitulos de resultados e conclusoes (Capitulo 5 e 6).
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos e caos

A dinamica é o ramo da mecanica cldssica que estuda como os corpos se movimentam ao longo
do tempo. Historicamente, Aristételes (384 a.C. — 322 a.C.) foi um dos primeiros responsaveis
por um dos primeiros modelos registrados que representava a dinamica dos corpos da natureza.
Galileu (1564 — 1642) e Isaac Newton (1642 — 1727) realizaram uma mudanca de paradigma
relativo a teoria aristotélica para o movimento, estabelecendo assim a teoria newtoniana.

A teoria newtoniana, é uma das bases fundamentais para a chamada Mecanica Classica.
[saac Newton publicou em 1687 (Principios Matematicos da Filosofia Natural) um dos livros
mais famosos da histéria da ciencia, o qual contém as famosas trés leis de Newton e a lei da
gravitagao universal. Laplace (1749 — 1827) em 1825 publicou em seu livro (FEnsaio filoséfico
sobre as probabilidades) uma seguinte afirmagao que corroborava com o determinismo cientifico:

"Uma inteligéncia que, em certo momento, conhecesse todas as forcas que atuam no universo
e o estado inicial de todos 0s corpos que constituem a natureza, abarcaria na mesma expressao
matemdtica os movimentos dos grandes objetos do universo bem como do mais infimo dos
datomos: nada lhe seria duvidoso e o futuro, tal qual o passado, seria como o presente a seus
olhos.”

Com o surgimento da mecanica quantica e com o avanc¢o dos estudos de fenomenos nao-
lineares, essa inteligéncia prevista por Laplace foi contestada, independentemente de quao
ampla seja, jamais o conhecimento futuro seria como aquele almejado pelo mesmo, colocando
um ponto final na ideia do determinismo cientifico.

Em 1886, o rei da Suécia e da Noruega propos um desafio para os cientistas da época:
provar (ou refutar) a estabilidade do sistema solar. Henry Poincaré (1854 — 1912) venceu
o concurso, mesmo nao conseguindo afirmar sobre a estabilidade do sistema solar, provou

que seria impossivel encontrar uma solugao geral para o problema de 3 corpos, mas solugoes
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particulares ainda poderiam ser obtidas.

Edward Lorenz (1917 — 2008), com o avango da computagio, conseguiu mostrar que de-
terminados problemas apresentam comportamento cadtico. Em Margo de 1963 foi publicado
seu famoso artigo com um compilado das informacoes que havia obtido sobre os movimen-
tos cadticos e sistemas nao-lineares [37]. O modelo matematico simplificado para a convecgao
atmosférica estudado por Lorenz é um sistema de tres equacoes diferenciais ordinarias onde
x, y e z denotam variaveis proporcionais a intensidade convectiva, diferencas de temperatura

horizontais e verticais

X~ oly-u) (2.)
Z—? = x(r—z)—v, (2.2)
Z—j = zy — bz, (2.3)

aqui, o, r e b sao parametros chamados de nimero de Prandtl, nimero de Rayleigh e um fator
geométrico, respectivamente. O estudo de fenomenos nao-lineares sao fundamentais para o
compreendimento de sistemas cadticos e complexos. O sistema de equacoes diferenciais nao-
lineares acima é popularmente conhecido como o atrator de Lorenz. A teoria do caos, em
poucas palavras, é relacionada com a idéia de evoluir um sistema dinamico (no tempo) e notar
que: sutis mudangas nas condiges iniciais do sistema, podem levar a condigbes finais (ou até
trajetérias) completamente diferentes. A figura 2.1 representa a projecdo do atrator de Lorenz
no plano, tal que seu formato assemelha-se ao de uma borboleta. A sensibilidade extrema a
condig¢oes iniciais forcam uma divergencia exponencial de trajetérias préoximas. Tal divergencia
¢ uma das caracteristicas principais do caos.

Este capitulo mostra quando um sistema dinamico descreve uma dinamica cadtica e como

quantifica-la.

2.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico pode ser definido como a evolugao temporal do estado de um sistema (cujo
o tempo vai de zero em diante) [1]. Nesse sentido, para uma dada configuracao (condicdo inicial),
um sistema dinamico ¢ deterministico e apresenta unicidade de solugao. Existem duas formas
de descrever a evolugao de um sistema dinamico: com equacoes diferenciais, que descrevem a

evolugdo do sistema considerando o tempo como uma variavel continua (denominados fluxos);
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20

Figura 2.1: Projecao do atrator de Lorenz no espaco de fase x x z

e por meio de equacoes de diferencas que consideram o tempo como uma varidvel discreta
(denominados mapas).

Considerando um sistema dinamico continuo com N dimensoes caracterizadas pelas varidveis
(1, 22,...,2yN), a evolucdo temporal dessas varidveis ¢ descrita pelo conjunto de N equacgoes
em que as equacoes do sistema sao diferenciais ordindrias, autonomas, de primeira ordem e

pode ser escrito da seguinte formas:

1 = filzy,xe,...,2N), (2.4)
Ty = folxy,29,...,2N), (2.5)

(2.6)
in = fn(z1,22,...,2N), (2.7)

que pode ser reescrito na forma vetorial como

% = f(x,1), (2.8)

onde x é um vetor de dimensao N. Este é um sistema dinamico uma vez que qualquer estado
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Figura 2.2: Uma érbita no espago de fase de trés dimensoes. Figura retirada de [1]

inicial do sistema x(0), podemos, em principio, resolver as equagoes para obter o estado futuro
do sistema x(t) para ¢t > 0. A figura 1.6 mostra o caminho seguido pelo estado do sistema a
medida que evolui com o tempo em um caso em que N = 3. O espago (r1, %2, x3) na figura
é nomeado espago de fase, e o caminho no espaco de fase seguido pelo sistema a medida que

evolui com o tempo é referido como uma 6rbita ou trajetéria.

O péndulo simples

O pendulo simples é um sistema constituido de uma massa m presa a uma haste rigida de
comprimento [ (despresivel de massa) em que pode se mover livremente em relacdo ao seu
ponto de apoio O (figura 2.3).

A equacao de movimento é dada pela e.d.o nao-linear:
ml*0 + mglsinf = 0 (2.9)
A equacao 2.9 pode ser escrita como

0 = o=f0,9), (2.10)

¢ = —(g/l)sind =g(0, ). (2.11)
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Figura 2.3: O péndulo simples. Figura retirada de [2].

Podemos construir trajetdrias no espaco de fase (6,60 = ¢) fazendo:

o f ©

w_J___ ¥+ 2.12
g (a/)smd) 1
ou seja,
—(g/1) sin 0dO = pdp. (2.13)
Integrando os dois lados, obtém-se:
¢©® —acosf = C, (2.14)

em que a = 2g/l e C = cte.

Para cada valor da constante C, tem-se diferentes curvas no espago de fase, essa familia de
curvas representadas por h(f, ), estd representada na figura 2.4.

Para um dado par de valores (0,6) (figura 2.4) temos um estado do sistema. As curvas sao
chamadas de trajetorias de fase e sao as possiveis solugoes da equacao do pendulo simples. O
conjunto de todas as curvas é chamado de diagrama de fase do sistema. A constante C' esta
relacionada com a energia total do péndulo, cada condicio inicial (6,0) = (a,b) define cada
uma das trajetorias possiveis e as flechas indicam o sentido da evolugao temporal.

O ponto A corresponde & solucao trivial de (6,6) = (0,0) em que o péndulo estd parado e
permanece assim. Esse ponto A é chamado de ponto fixo x*, pontos fixos sdo pontos em que

0 o sistema se encontra em equilibrio, para fluxos um ponto é dito ponto fixo se ele respeita a
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(c) 7
¢

O:w( 40

Figura 2.4: (a) Diagrama de fase para o péndulo simples e pontos de estabilidade
(b) estédvel (c) instavel. Figura adaptada de [2].

seguinte equagao:

do .
oo = 0(z") =0, (2.15)

Um ponto fixo pode estar num equilibrio estavel ou instavel. O ponto A é um ponto fixo
estavel, ja o ponto B correspondente as condigoes (6, 9) = (m,0) sdo considerados pontos fixos
instaveis. Ao perturbar o sistema nas proximidades de um ponto fixo, se a trajetéria foi atraida
¢ dito um equilibrio estavel, e se a trajetéria é repelida temos um equilibrio instavel. A figura
2.4 (b) e (c) exemplifica essa diferenga das estabilidades de pontos fixos.

A familia de curvas que circula A representa possiveis movimentos periédicos (em que de-
pois de um certo tempo o sistema volta ao mesmo estado). O ponto onde cada curva corta o
eixo @ corresponde a amplitude de oscilacdo. As linhas onduladas no topo e em baixo repre-
sentam movimentos onde @ tem sempre o mesmo sinal, ou seja, # cresce ou decresce sempre. O
movimento que essas curvas descrevem ¢ no qual o péndulo roda em torno do ponto de apoio
O. Note que os pontos fixos de equilibrio instdvel B tem duas curvas que passam por eles.
Essas duas regioes no espaco de fase representam comportamentos qualitativamente diferentes:
dentro delas o movimento é periédico e limitado; fora o movimento é ilimitado. Tais curvas sao
chamadas de separatrizes.

A estabilidade dos pontos de equilibrio para fluxos pode ser determinada analisando a
vizinhanca dos pontos. Considerando um ponto de equilibrio de um sistema com dimensao D,
e a perturbac@o dos pontos da vizinhan¢a dada por éx = x(t) — 2*, a evolugdo temporal desta

perturbacao pode ser descrita em termos de

. d .
0x = a(dx(t) —dx*), (2.16)
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e desde que x* seja constante, ddx = x e §x% = f(x) = f(x* 4 6x). Fazendo a expansio em

séries de Taylor:

of(x = x*)

f(x* +ox) = f(x*) + o

5x + O(0x?), (2.17)

em que f(x*) = 0 devido & defini¢io de equilfbrio e Odx? representando os termos de ordem
superior de 0x. Desconsiderando os termos superior ou igual a 2 para uma perturbacgao sufici-
entemente pequena,

of(x = x¥)

a derivada parcial da equacao é conhecida como matriz Jacobiana e é definida por

o
dry dzxs dxp
I — of(x =x*) j—fl j—Z %
aX R e N N ’
o o
Ldzy  drs dxpl wr s, .ot
entao
ox = J(x")ox, (2.19)

em que J(x*) é a matriz Jacobiana avaliada nos pontos de equilibrios x = x*. De acordo
com a teoria das equagoes diferenciais, a solugao pode ser descrita em termos dos autovalores
complexos da matriz Jacobiana. Se a parte real de todos os autovalores de J for negativa, o
ponto é estavel. Entretanto, se pelo menos a parte real de um dos autovalores for positiva, o

ponto é instavel [1].

2.2 Expoentes de Lyapunov

Sistemas cadticos apresentam caracteristicas como sensibilidade extremas a condigoes iniciais,
a-periodicidade e os expoentes de Lyapunov sdo positivos [38]. Grosseiramente expoentes de
Lyapunov medem a taxa de divergéncia (ou convergencia) das perturbagoes préximas, em
outras palavras, eles mostram o que acontece com as trajetérias do sistema conforme condi¢oes
iniciais (préximas) evoluem no tempo, as trajetérias podem estar se aproximando, mantendo

as distancias originais ou até mesmo se afastando.
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4 . o~ e e e . ’ . / . ~ .
Para exemplificar esse conceito, da-se duas condigoes iniciais proximas xg e x,, a distancia

entre essas duas condicoes é dada por:

18(0)]] = lazg — ol (2.20)

ao evoluirmos x(t) depois de um longo tempo ¢, a distancia entre as trajetérias iniciais seré:

16| = |z, — 24l. (2.21)

Ao supor que a relacdo entre as distancias dependa exponencialmente do nimero de intera-
das para o tempo ¢, pode-se escrever, que para condi¢oes muito préximas e ao longo de muitas

interadas:

1611 = [16(0)]]e™, (2.22)

aqui, A é o expoente de Lyapunov (desenvolvido por Aleksandr Lyapunov (1857 — 1918)) do

sistema [39] e podemos explicita-lo escrevendo-o assim:

Zln 16(t) (2.23)

tf—

em que ty e t; sdo os tempos finais e iniciais computados.

e Se A > 0 as orbitas se afastam exponencialmente e pode-se dizer que o sistema tem

caracteristica cadtica.

e Se A < 0 as drbitas se aproximam exponencialmente e pode-se dizer que tem-se pontos

fixos ou orbitas periddicas.

e Se A\ = 0 o sistema encontra-se em uma bifurcacao.

Foi exemplificado acima um sistema com apenas uma varidvel, agora um sistema com D

dimensoes, os expoentes de Lyapunov é escrito da seguinte forma:

A= Zln |6 (¢ 2,..D. (2.24)

tf—t

A; sao chamados de espectro de Lyapunov, e definimos como o maior expoente de Lyapunov A
onde

A:max{)\l,)\g,...,)\D} (225)
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x(1) +6(1)

6@ =16 0)| e*

16O )

Figura 2.5: Evolucao de x(t) dadas duas condigoes iniciais préximas.

E agora sim, um sistema que tenha o maior expoente de Lyapunov A > 0 tem comporta-

mento cadtico.

2.3 Atratores

O atrator pode ser descrito como uma regiao do espago de fase de volume nulo para onde as
trajetérias do sistema dinamico em questdo migram conforme passa o tempo [40], em outras
palavras, é um conjunto de pontos (ou um ponto) no espago de fase em que o sistema ¢é atraido
[41]. Atratores s@o presentes e evidentes em sistemas dissipativos, pois nesses sistemas, hé
variacao de volume do espacgo de fase. Essa variacao esta ligada com a conservacao da energia,
e depois de um tempo suficientemente longo, todas as trajetérias migram para a regiao de
volume nulo no espago de [ase [42].

Uma maneira de exemplificar o que sao atratores é pensar no Oscilador harmonico amorte-

cido em que a equacao diferencial é descrita por:
i+t +wir =0, (2.26)

tal que as solugoes sao:

x(t) = Aexp(pit) + Bexp(p-t), (2.27)
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em que p4 sao as raizes do polinomio caracteristico:
PP+ 9p+ws =0, (2.28)

e sao dadas por
1
J— 5{—7 +4/72 — w2} (2.29)

2 — 4w2)'/? imaginario) pode-se

Supondo, por exemplo o amortecimento subcritico (A = (v
escrever

x(t) = Aexp(1/29t) cos(—A /2t + a), (2.30)

em que A e o sdo constantes e dependem das condigoes iniciais.

E notével que devido a exponencial negativa, apds passar um longo tempo ¢, a solucao
x(t) tende a zerar pois o sistema tende a permanecer em repouso (devido ao termo de amor-
tecimento), ou seja, o ponto para o qual a trajetéria converge no espago de fase x = 0 é um
atrator, neste caso, o atrator ¢ um ponto (dimenséo zero). Atratores podem apresentar qualquer

dimensao menor que o nimero de graus de liberdade do sistema.

2.4 Bacias de Atracao

Podemos descrever uma bacia de atracdo de um atrator como o conjunto de pontos que vao
para o atrator a longo prazo. Um jeito simples de exemplificar esse conceito é utilizando a

equacao de Duffin:

i+ 0%+ ax + Bx® = ycos(wt). (2.31)

Se tirarmos o forcamento, v = 0 e w = 0, a equacao fica mais simples e suficiente pra

explicar esse conceito:

i+ 0%+ ax + Bx® = 0. (2.32)

esse é um oscilador cujo dois minimos em x = 1 e x = —1, um méximo local em z = 0 e
para x < —1 a fung¢ao do potencial é crescente assim como x > 1. Essa equacao tem também
um termo dissipativo que depende de . Entao se ”soltarmos uma bolinha”ao longo desse
pontencial (de vérios lugares diferentes, com varias velocidades diferentes) ela uma hora vai

parar, a questao é, onde ela vai parar,em x =1,z =0ou x = —17
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Figura 2.6: Bacias de atragao do oscilador Duffing. A barra de cor é bindria, os atratores
sao os dois pontos em vermelho no espaco de fase.

A figura 2.6 exemplifica a bacia de atracio desse problema, pode-se soltar a bolinha nesse
potencial na posicao x, e velocidade z, com esse par ordenado de condigoes iniciais sabe-se pela
cor do grafico (preta ou branca) em que potencial ela vai parar. Note que o grafico é preto
e branco, se seu par ordenado for em algum ponto branco, ela vai parar no ponto x = —1 se
for preto ela vai parar no ponto x = 1. Note que ela nao para em x = 0 pois ¢ um ponto de

equilibrio instavel. x =1 e x = —1 sao dois atratatores.
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Capitulo 3

Grafos, redes, conexoes e suas

topologias

Em poucas palavras rede é o nome dado a estruturas compostas por um conjunto de sitios
(sites, do ingles) que s@o interligados por conexoes. Grafo é uma representagio abstrata dessas
estruturas que compoe a rede compostas por nés e arestas que ligam esses nés uns aos outros.
Existem diversas formas de conectar esses sitios uns com os outros, e essas formas, sao chamadas
de topologias de rede. Alguns exemplos de topologias de rede serao discutidas nesse capitulo.

Brevemente apresentados os maiores elementos que irao compor esse capitulo, vale a pena
trazer um pouco do apanhado histérico por tras da teoria de grafos, em que um de seus pioneiros
foi o matematico Leonhard Fuler (1707 — 1783), que desenvolveu parte da teoria ao solucionar
o problema das sete pontes de Konigsberg na Prussia. A cidade de Kdnigsberg é banhada pelo
rio Pregel, que ao se ramificar formam duas ilhas que se ligam a cidade por meio de sete pontes.
O desafio era: atravessar todas as sete pontes sem repetir nenhuma delas, independente da
regiao de comeco e fim e retornar ao ponto de partida.

Assim como na figura 3.1 Euler listou as pontes e os montes de terra, estudou casos especiais
variando o numero de pontes das ilhas e por fim, mostrou que nao haveria solucao para tal
problema pois as 4 regides A, B, C e D possuiam um ntimero fmpar de pontes. Feito isto, seus
resultados deram inicio ao estudo a teoria de grafos [3].

O cérebro pode ser entendido como uma grande rede neuronal, em que os sitios dessa rede
sao neuronios e esse capitulo serd apresentado como os neuronios da rede se conectam uns com

08 outros.
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Figura 3.1: O problema das pontes de Konigsberg consiste em atravessar todas as sete
pontes da cidade sem repetir nenhuma delas, B e C sdo duas regioes da cidade, A e D sdo duas
ilhas. Figura retirada de [3].

3.1 Caracteristicas e propriedades de redes

3.1.1 Grafos e matriz adjacente

Uma rede é composta por um conjunto de sitios, (ou nés, ou vértices) que se conectam entre si.
Em um grafo os sitios sdo representados como pontos e essas conexoes sao representadas como
linhas (ou curvas). Essas conexdes podem ser entendidas como a distancia entre dois sitios,
e essas distancias podem representar alguma quantidade fisica ou simplesmente um estado de
ligado/desligado [43]. As redes podem ser classificadas como direcionais ou ndo-direcionais. As
direcionais tem como caracteristica que um sitio pode estar ligado a outro, mas esse outro pode
nao estar ligado ao primeiro propriamente dito. J4 redes nao-direcionais sao aquelas onde o
comportamento reciproco é presente, assim um sitio estd conectado a outro da mesma maneira
que esse outro esta ligado a um. A figura 3.2 exemplificam as conexodes duma (a) rede direcional
e (b) duma rede nao direcional.

Uma forma de representar esses grafos e redes é através de uma matriz adjacente (ou matriz
de conexdo). Os elementos e;; dessa matriz sdo responsdveis por indicar se o elemento i esta
conectado ou nao ao elemento j. Nesse caso os sitios estao conectados da mesma forma sem
existir nenhum peso associado a conexao, portanto se, e;; = 1 o sitio ¢ estd conectado com 7,
e se, e;; — 0 o sftio 7 ndo estd conectado com j.

Abaixo seguem representagoes das matrizes adjacentes aos grafos da figura 3.2 (a) e (b). A

diferenga de uma rede direcional (A) e outra nao-direcional (B) é evidente, a matriz adjacente
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(a) (b)

Figura 3.2: Exemplo de conexoes (a) rede direcional (b) rede nao direcional.

a uma rede nao-direcional (B) é uma matriz simétrica, ou espelhada pela diagonal principal:

0101
1010
A ,
0 0 01
1 000
01 01
10 01
B =
0000
1100

Olhando as matrizes A e B, as linhas e colunas indicam que para a primeira rede o sitio 1
esta conectado com o 2 e 4, o sitio 2 esta conectado com o sitio 1 e 3, sitio 3 se conecta com o
4 e o sitio 4 conecta com o sitio 1. J4 a segunda rede é possivel notar que a matriz é espelhada
pela diagonal, sendo que o sitio 1 conecta com o 2 (e vice-versa) e com o 4 (e vice-versa) e o
sftio 2 conecta com o 4 (e vice-versa).

Neste trabalho vamos utilizar os grafos para representar as conexdes entre nossos neuronios

da rede neuronal respeitando as seguintes afirmagoes:

e A rede é considerada um grafo.
e Cada né do grafo é um sitio da rede neural que consequentemente é um neuronio.

e As conexoes entre os neuronios sao representadas por uma matriz adjacente que é esparsa.



26

3.1.2 Propriedades da rede
Livre caminho médio

Uma das informagoes mais relevantes de uma rede é chamada de livre caminho médio. O livre
caminho médio consiste na média das menores distancias possiveis entres os sitios da rede. Essa
distancia entre o sitio ¢ e 7 nao é uma distancia fisica propriamente dita, e sim o ntmero de
sitios existentes entre ¢ e j. Seja L;; a menor distancia possivel entre 7 e 7, entao o livre caminho

médio pode ser escrito como:

~ 1 il
L:m.z Eso (3.1)

i=1,j=1
em que L ¢ o livre caminho médio da rede, N ¢ o ntimero de sitios da rede. Podemos definir o

diametro de um grafo:

de = max(ij (Ly), (3.2)

Calcularemos o livre caminho médio para a matriz A da secdo anterior. Nesse caso as

menores distancias possiveis L;; sao:

0
o

Lip=1 Liz=2 Liu=1
Lot =1 Loz =1 Ly —2

Ly =2 Lzyp=3 Lz=1

[N
ot

.- Fos” ey S o
D W
N’ Nt p — -

L41:1 L42:2 L43:1

Obtemos com auxilio da equacao 3.1 podemos afirmar que para a matriz A o valor do livre
caminho médio é L = 1,5. Uma rede com livre caminho médio pequeno implica na facilidade

da informacao chegar ao maior nimero de sitios da maneira mais eficiente e rapida.

Coeficiente de aglomeracao

Outra informagao relevante é avaliar o coeficiente de aglomeragao da rede (do ingles clustering)
das conexoes entre os sitios da rede. Esse coeficiente quantifica o quao aglomerado sao os sitios
da rede. Considerando os vizinhos de um sitio, o seu coeficiente de aglomeracoes é a fracao
das conexdes efetivas em relagio as suas conexoes (locais) possiveis. Defini-se o coeficiente de

aglomeracao C; para o i-ésimo sitio como



27

¢ .
= 3.7
Cmax,i ( )

em que C,; ¢ o nimero de conexdes que o i-ésimo sitio possui, Chax,; ¢ 0 nimero total de

conexoes possiveis definido por

ki(k; — 1)

Cmax,i — 9 )

(3.8)

em que k; é o nimero de vizinhos que o ¢-ésimo sitio possui.
O coeficiente de aglomeracao da rede como um todo €', é a média dos coeficientes de

aglomeragao de todos os sitios da rede:

1 N
(F= N;Ci, (3.9)

quanto o coeficiente de aglomeracao da rede C' ~ 0, nao existe aglomeracao na rede, desta
forma poucos sitios estao acoplados, de maneira oposta, se C' =~ 1, implica na existéncia de

aglomeracao e acoplamento entre os sitios.

3.2 Topologias de acoplamento

A topologia de uma rede é entendida a partir de como os sitios da rede se conectam. Exem-
plos de topologias sao: regular, global, small-world (pequeno mundo), scale-free (escala livre),
aleatéria, entre outras possiveis. No estudo de redes neurais topologias das redes mais utiliza-
das sdo small-world [44] e scale-free [31], pois tais estruturas apresentam propriedades analogas
ao que o cérebro pode se comportar dessas formas dependendo da regiao do cérebro que esta

sendo estudada, [44].

3.2.1 Rede regular

Considerando uma rede de tamanho N, ou seja, N sitios, a rede mais simples é chamada de
rede regular, onde todos os sitios possuem o mesmo numero de conexoes, por exemplo, a rede
de primeira vizinhanga exposta na figura 3.3 (a). O i-ésimo sitio estd conectado apenas com os
sitios 1+ 1 e ¢t — 1, assim como o i + 1-ésimo sitio estd conectado apenas com os ¢ e ¢ 4 2 sitios e
assim por diante. Nessa configuracao cada sitio possui 2 conexoes. Podemos mudar um pouco
a configuracdo, e conectar com os dois mais préximos vizinhos da figura 3.3 (b), a rede ainda

serd chamada de regular mas agora com segunda vizinhanca, em que o i-ésimo sitio se conecta
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Figura 3.3: Exemplo de redes regulares. Com N = 10 sitios (a) uma rede de primeiros
vizinhos (b) uma rede com segundos vizinhos (¢) uma rede global.

com dois & esquerda e dois a direita, 1t —2ei—1e1+ 1 e i+ 2. Todas essas conexdes citadas
acima entre os vizinhos sao chamadas de conexdes locais. Conforme aumenta-se essas conexoes
locais entre os vizinhos até que eventualmente conectemos todos os sitios da rede com todos os
outros, essa rede regular tem um nome particular e é chamada de rede global, em que todos
os sftios estdo conectados com todos os outros da rede figura 3.3 (¢). Cada sitio dessa rede faz

N(N — 1) conexdes.

3.2.2 Rede aleatdria

Redes aleatérias sdo redes em que suas conexdes sio distribuidas aleatoriamente. E possivel
calcular analiticamente [45] os coeficientes de aglomeragio, livre caminho médio e o diametro
para redes aleatorias. A construcao duma rede aleatéria é baseada na probabilidade de conex@o
aleatoria p.. Supondo N sitios na rede, quando N — oo, z o nimero médio de conexoes da

rede e p. &~ z/N.

2
%_ 01
o~ (3.10)
. In N
L~ — A1
In(ln N)’ (3.11)
o D (3.12)
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3.2.3 Rede small-world

O psicologo Stanley Milgram em 1967 elaborou um experimento com a finalidade de entender
o fenomeno de mundo pequeno, ele queria calcular a probabilidade de duas pessoas aleatérias
se conhecerem [46].

O experimento social dele consistia em enviar pacotes para 296 pessoas aleatorias em Omaha,
Nebraska e Wichita no Kansas. Em cada pacote continha uma carta com detalhes do estudo e
havia um contato pessoal de uma pessoa-alvo que morava em Boston, Massachusetts. Entao,
se a pessoa que recebesse o pacote conhecia a tal pessoa-alvo, ela deveria enviar o pacote
diretamente ao endereco. Caso contrario, o escolhido deveria envia-lo a alguém que teria maior
chance de conhecer a tal pessoa-alvo. Quando o pacote chegasse a pessoa-alvo, poderiam
terminar o estudo sabendo quantas pessoas cada pacote passou. O resultado final de Milgram

foi algo em torno de 6 pessoas.

Rota Watts-Strogatz

Duncan Watts (1971 — atual) e Steven Strogatz (1959 — atual) estudaram essas redes small-
world e constataram que algumas substituicoes de conexdes locais por conexdes nao-locais
(isto ¢, uma conexao com outros sitios "nao-vizinhos”) poderiam transformar uma rede regular
em uma rede small-world [47]. Eles partiram de uma rede regular do tipo segundos vizinhos
(que possui um coeficiente de aglomerac¢ao médio e livre caminho médio alto) e a partir desta,
definiram uma probabilidade p,s de dois sitio vizinhos perderem a conexao e fazer com um
sitio aleatério da rede e notaram que ao aumentar o valor da probabilidade p,, o livre caminho
médio da rede é reduzido, pois conexoes nao-locais comecam a surgir. Desta forma, obtiveram
uma rede small-world, onde o coeficiente de aglomeracao médio da rede continua alto e o livre
caminho médio ¢é reduzido. O Livre caminho médio baixo, implica que em média precisa-se
de menos passos para a informacao chegar a seu destinatario; ja o coeficiente de aglomeracao
alto implica em aglomeracao entre os sitios da rede. Os parametros mais importantes dessa
topologia Watts-Strogatz sao: N o nimero de sitios, k o nimero de conexoes de cada sitio (com
os vizinhos), e a probabilidade 0 < p,s < 1 de perder uma conexao local e fazer uma néo-local.
Quando p,s = 1 a rede torna-se aleatéria. A figura 3.4 apresenta o exemplo duma rede regular

de segundos vizinhos, em seguida duma rede small-world e por fim duma rede aleatéria.
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O @
Figura 3.4: Representagao da rota de Watts-Strogatz: de (a) até (c) a probabilidade de

ocorrer a troca de conexbes é aumentada, sendo que (a) representa uma rede regular p,s = 0,
(b) uma rede de pequeno mundo p,s = 0.1 e (¢) uma rede aleatéria p,s = 1.

Figura 3.5: Representacao da rota de Newman-Watts: de (a) até (¢) a probabilidade de
novas conexoes ¢ aumentada, sendo que (a) representa uma rede regular p,,, = 0, (b) uma rede
de pequeno mundo p,,, = 0.3 e (¢) uma rede global pp, = 1.

Rota Newman-Watts

Outra topografia de redes small-world é a Rota Newman-Watts (48] que difere da rota Watts-
Strogatz em um detalhe, o sitio nao perde suas conexdes locais para fazer conexdes nao-locais,
ocorre uma adi¢do sucessiva de conexoes afim de criar shortcuts (atalhos) na rede. Essa rota
para uma rede small-world parte do mesmo principio da rota Watts-Strogatz. Inicia-se uma
rede regular e conforme aumenta o parametro p,,, a rede vai fazendo novas conexoes nao locais
sem perde as locais. O parametro p,, = 1 (maximo) implica na criagdo duma rede global.
Os outros parametros sao semelhantes aos da Rota Watts-Strogatz: N o nimero de sitios, k o

ntmero de conexdes de cada sftio (com os vizinhos).
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Capitulo 4

Sinapses, modelos neuronais e

sincronizacao de fase

Este capitulo apresenta algumas propriedades do neuronio, a principal célula do sistema nervoso
[14, 4]. Em seguida, serd apresentado o primeiro modelo de neuronio, o modelo Hodgkin-Huxley
(HH) [19], onde as equagdes para modelar a evolugao temporal do potencial de membrana sao
criadas a partir de um circuito elétrico. O termo spike pode ser traduzido como disparo, é
quando o neuronio sai dum estado de relaxamento e libera um pulso devido a diferenga de
potencial. Adianto que no modelo HH, os neuronios apresentam apenas a dinamica de spike.
Em seguida, serd apresentada uma das adaptagoes do modelo HH proposto por Braun et al.
[49, 24], aqui chamado de modelo Hodgkin-Huxley-like (HHI), onde a adaptac@o consiste na
adicao de duas correntes ionicas e alguns parametros dependentes da temperatura, que tornam
possivel ao neuronio representar uma dinamica diferente de spike, chamada de dinamica de
burst. Podemos definir burstqualitativamente como uma sequencia de spikes, seguido de um
tempo de relaxamento bem definido. Em seguida, serd apresentado o modelo de Hindmarsh-
Rose (HR) [20], um modelo neuronal que tem trés equagoes diferenciais de primeira ordem
acopladas, com dinamicas de spike e burst. O trabalho se baseard nesse modelo. Por fim,
sao apresentadas brevemente as equagoes que acoplam no modelo HR e regem as interacoes
sindpticas entre os neuronios, o que permite a transferencia de informagoes entre os neuronios.

No final deste capitulo serao introduzidos os conceitos necessdrios para estudar sincronizacgao
de fase em sistemas dinamicos. O parametro de ordem de Kuramoto, idealizado por Yoshiki

Kuramoto (1940 — atual), quantifica a sincronizagéo de fase de osciladores em redes.
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4.1 Sinapses

Nesta subsecao, descrevemos brevemente os principais mecanismos que envolvem as conexoes
neuronais. Fm geral, os neuronios podem ser conectados eletricamente, por meio de jungoes
comunicantes, ou quimicamente, através de moléculas especiais chamadas neurotransmissores.
Em ambos os casos, a estrutura que conecta os dois neuronios é chamada de sinapse [14].

O neuronio, assim como todas as células, possui membrana celular, chamada de membrana
neuronal, que serve para delimitar o meio intracelular do meio extracelular onde as variagoes
nas concentracoes ionicas dos meios geram uma diferenca de potencial na membrana que pode

ser definida por

V= V;ntra - %Xtra (41)

em que Vigra € Vexira S0 Tespectivamente o potencial do meio intracelular e do meio extracelular.

A membrana celular do neurénio é constituida de proteinas as quais funcionam como canais
seletores de fons, uma espécie de tinel que permite a entrada e a saida de fons da membrana
neuronal. O potencial de repouso refere-se ao potencial através da membrana quando a célula
estd em repouso. Um neuronio tipico tem um potencial de repouso de cerca de —70 mV. A
diferenca de potencial surge das diferencas nas concentragdes dos varios fons dentro e fora
da célula. Os principais fons encontrados em ambos os lados da membrana celular sao Sédio
(Nat), Potdssio (K*) e Cloro (ClI7). A diferenga de potencial spike envolve o transporte de
fons através da membrana celular e a permeabilidade seletiva da membrana a esses fons. No
repouso, a concentragao dos fons de Potdssio dentro de uma célula (meio intracelular), é cerca
de dez vezes maior do que fora da célula (meio extracelular), ja as concentragbes de Sédio e
Cloro sao muito maiores no meio extracelular.

Existem dois tipos de canais ionicos na membrana: gated (com portao) ou non-gated (sem
portdo). Os canais sem portao estdo sempre abertos, enquanto os canais com portdo podem
abrir e fechar em que a probabilidade de abertura geralmente depende do potencial de mem-
brana; estes sao referidos como canais dependentes de voltagem. Canais fechados sao tipica-
mente seletivos para um unico fon. Os canais ionicos sem portao sdo os principais responsaveis
por estabelecer o potencial de repouso. Um potencial de agao, spike, é gerado quando canais
com portas se abrem, permitindo o fluxo de fons através da membrana celular.

Por causa das diferencas nas concentracoes dos meios intra e extracelular, quando os canais
apropriados estao abertos, fons de Nat e ClIt tendem a se difundir para dentro da célula,

enquanto os fons de K tendem a se difundir para fora. Os {fons nao difundem para dentro ou
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Figura 4.1: O fluxo de Kt é determinado tanto pelo gradiente de concentragao de
K* e o potencial elétrico através da membrana. Retirada da referéncia [4]

para fora de um canal aberto até que a concentracao desse fon em qualquer um dos lados da
célula seja bem préxima de zero. Isso ocorre por causa do campo elétrico criado pela separacao
de cargas positivas e negativas através da membrana celular.

Para fins de simplificacio, supoe-se que a célula seja permedvel apenas a K. O gradiente
de concentracao de K move fons de K para fora da célula. No entanto, o fluxo continuo de
K* acumula um excesso de carga positiva no exterior da célula e deixa para trds um excesso
de carga negativa no interior. A carga negativa consiste principalmente de anions organicos
impermedveis A~. Este acimulo de carga atua para impedir o fluxo adicional de K, entao,
eventualmente, um equilibrio é alcancado. Nesse equilibrio, as forgas motrizes elétrica e quimica
sao iguais e opostas, um esquema desse exemplo é visto na figura 4.1.

O potencial de membrana no qual o fons de K estao em equilibrio através da membrana é

chamado de potencial de Nernst para o K*':

RT [K+] dentro

Vie = —— Iy L~ JRemD,
K g " [K+]f0ra

(4.2)

em que Vi é o potencial de Nernst, R é a constante dos gases, T" é a temperatura absoluta em
Kelvin, z é o numero de elétrons da camada de valéncia de Kt, I’ é a constante de Faraday e

[K ) dentro € [K T Jtora 80 as concentragoes dos fons de K dentro e fora da célula.
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4.2 Modelos neuronais

4.2.1 Hodkin-Huxley

Um dos primeiros modelos neuronais proposto na literatura chama-se modelo de Hodgkin-
Huxley devido aos cientistas britanicos Alan Lloyd Hodgkin e Andrew Fielding Huxley, que
em 1952 propuseram a fim de explicar como se dava a propagacao dos potenciais de agao no
axonio de uma lula (que sfo gigantes comparado com os axonios dos humanos) por um modelo
capacitivo [19] e receberam o Prémio Nobel em Fisiologia/Medicina 1963.

Esse trabalho permitiu que eles observassem que o axonio tinha trés correntes principais:
uma corrente de entrada de sédio Jy, que depende da voltagem, uma corrente de saida de
potéssio Jx que depende de voltagem e uma corrente de vazamento ohmica J; (realizada prin-
cipalmente por fons Cl7). Eles notaram que o canal de sédio tinha trés portas de ativagao
(varidvel m) e uma porta de inativacao (varidvel h), enquanto o canal de potdssio tinha quatro
portas de ativagao (varidvel n).

As quatro equacoes diferenciais que compoe o modelo HH s&o:

CoV = Jows — Gaen(V — Ex) — gnahm®(V — Eng) — gi(V — B), (4.3)
o= an(V)(1—n) —nBa(V), (4.4)
m = am(V)(1—m) —mBn(V), (4.5)
h = an(V)(1 = h) — hBu(V), (4.6)

em que as variaveis representam as mesmas quantidades definidas anteriormente, com Cy; =
1uF Jem? e Jeps ¢ uma densidade de corrente aplicada externamente. As taxas de transicao sio

determinadas experimentalmente:
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(V) = 0.021_6}(;(;525 oL (4.7)
Ba(V) = 0.0021_6}(;(‘_/2_525)/9), (4.8)
an(V) = 0.1821_6XPX_+V35_ ST (4.9)
Bn(V) — —0.1241_6XPV((;3+535)/9), (4.10)
an(V) = 0.25exp((—V —90)/12), (4.11)
Bu(V) = 0.25;?((((“//:9602))//162)), (4.12)

Estas sao as equacoes originais, nas quais os parametros sao alterados de tal forma que
o potencial de repouso fica em torno de 0 mV. Com uma mudanc¢a de varidvel, chega-se as

seguintes equacoes:

CvMVv = Jewr — gKn4(V - EK) - gNahmg(V - ENUJ) - gl(v B El)’ (413)
no = (noo(v) - n)Tn(V)7 (414)
mo= (moo(v) - m)Tm(V)7 (415)
ho = (heo(V) = B)(V), (4.16)
(4.17)

em que ps para p = n,m, h sao fungoes estacionarias de ativacao dadas pelas equagoes
Poo(V) = ap/(ap + Bp) (4.18)

que podem ser aproximadas por func¢oes de Boltzmann
1

Pes(V) (4.19)

- L+ exp(Vipp = V)/k

em que V5 é chamado de potencial de meia ativacio, tal que me(Vi/2) = 0.5, ¢ k ¢ a inclinacao
de meia ativacao.

Os tempos caracteristicos sao:
1

(ap + Bp)

A resposta das varidveis de estado devido a aplicacdo de uma corrente é mostrada na figura

(4.20)

T =
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Figura 4.2: Voltagem da membrana do modelo Hodgkin-Huxley como resposta a
aplicacao de pulsos lineares.

4.2 e 4.3. A corrente aplicada tem um crescimento linear, e o fato de demorar bastante para
ocorrer o disparo da-se ao fato de que uma corrente fraca nao € suficiente pro neuronio disparar,
o neuronio s6 dispara o potencial de acao a partir de um limiar. Portanto a corrente tem que

ser forte o suficiente para que ocorra o disparo do neuronio.

4.2.2 O modelo Hodgkin-Huxley-like

O modelo proposto por Braun [24] é uma adaptagao do modelo Hodgkin-Huxley que reproduz
padroes semelhantes observados nos eletro-receptores termicamente sensiveis do bagre [49]. O
modelo HH-I traz a dinamica de burst, que é caracterizado por uma fase silenciosa (comporta-
mento de repouso) seguida de uma fase ativa de picos rapidos de oscilagoes. Pacientes com mal
de Parkinson exibem aumento da atividade de burst em neuronios dentro dos ganglios da base
[4]. A adaptac@o de Braun criando o modelo HH-1, consiste na adi¢do de duas correntes com
frequencia mais lenta e alguns parametros dependentes da temperatura. A equagao principal

do modelo é definida como

dVv
CMﬁ ==Tg—Tp = Lgi— Lo~ Il) (421)
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Figura 4.3: Variaveis de ativacao e inativacao do modelo Hodgkin-Huxley como res-

posta a aplicacao dum pulso linear

em que, assim como no modelo HH, Cy; é a capacitancia da membrana, I; e I, representam as

correntes ionicas de sédio (Nat) e potdssio (K1), I e I, representam as correntes sublimiares

de despolarizacao e re-polarizacao, e podem estar relacionadas aos fons Ca?t [50]. I, representa

a corrente passiva recebida devida a contribuicao dos canais nao controlados. Essas correntes

sao descritas por

I

pgaaa(V — Ea),
pgrar(V — Ey),
pgsatsa(V — Ea),
PYsrasr(V — Esp),
g(V — Ey),

N
o
N}

W
o
]

-
b
ot

Voo o S VS PN
an = ’
[\] [\]

D W
N’ p — S o T N’

em que gaq, 9r, Jsd, Jsr € g1 820 0s valores maximos das condutancias e agq, a,, Gsq € ag A0

as funcoes de ativagao dos canais ionicos. p é um parametro que depende da temperatura e é

definido por
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T—"T,
p=13 T | (4.27)

em que T é a temperatura do sistema, T e 75 sdo constantes.
A evolucao temporal de cada termo de ativacao estao representadas pelas equacgoes diferen-

clals

dag _ ¢
—dt - T_d(ad,oo - ad)) (428)
da, [0
- Xz — 4.2
= = Law-a), (429)
dasd o QS
dt — Tt (CLSd’oo — CLsd), (430)
das,
d - g(_771851, - Vasr)7 (431)
14 Tsr

aqui ¢ é outro parametro dependente da temperatura em que ¢ = 3T=10)/70. . = 7 e 7, sAo0
os tempos caracteristicos correspondentes a cada fungao de ativagao [24]. O termo 7 é um fator
que relaciona a corrente mista Na/Ca com o incremento do Ca?" intracelular, e v é a taxa de

diminuigao do Ca?* [50].

1
o0 ; 4.32
e 11 expl—sa(V — Vog)] 482
1
e — , 4.33
@r, 11 expl—s,(V — Vi]) L.38)
A sd, 00 ! (434)

1+ exp|—ssa(V — Visa)|’

em que Sq , Sy , Ssd , Vod » Vor € Vosq s80 08 parametros. A figura 4.4 representa a evolucao das
5 varidveis do modelo HH-1 utilizando os parametros da Tabela A.1. No painel (a), o potencial
de acdo da membrana V representa um tempo de relaxamento seguido duma sequencia de 4
picos seguidos por um tempo de repouso. Nos painéis (b) e (¢) as varidveis de ativagao aq € a,
apresentam uma dinamica semelhante. Nos painéis (d) e (e) as varidveis de ativagio asq € ag,

mostram uma oscilacao mais lenta que segue a oscilacao de ruptura.
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Figura 4.4: Dinamica das 5 variaveis do modelo HH-like isolado. (a) A dinamica de
burst do potencial de agdo da membrana V(t): uma sequéncia de picos seguida de um tempo
de repouso. As varidveis de ativacdo (b) a4 € (¢) a, seguem a dinamica rapida do potencial
V', enquanto (d) ay e (e) ag apresentam uma dinamica mais lenta. Em particular, ay, oscila
com a frequencia de burst pouco influenciada pela ocorrencia do spike. Utilizando os valores

da tabela A.1.
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4.2.3 Hindmarsh-Rose

Dinamica individual

Em 1982 Hindmarsh-Rose propuseram um modelo neuronal com duas equacgoes diferenciais
que nao tinha dinamica de burst [51], mas em 1984, eles adicionaram uma terceira equacao
diferencial, responsdvel por trazer essa dinamica de burst ao modelo [20]. O modelo mais

utilizado neste trabalho é o modelo Hindmarsh-Rose [20], este modelo é um sistema de equagoes

diferenciais com tres equacgoes diferenciais, e pode ser escrito de forma autonoma por:

i be? —ax® +y—2+1, (4.35)
dy 2

- S = 4.36
Yo ey, (1.36)
dz

— = —z. 4.37
0 r(sx+k)—z (4.37)

Nesta equacao a varidvel x representa o potencial de acao do neuronio, e as varidveis y
e z sao equacoes de suporte. Diferente do modelo de neuronios Hodgkin-Huxley, esse é um
modelo puramente matematico, portanto, os parametros a, b, ¢, d, r, s, k sdo apenas valores, sem
nenhuma unidade de medida por tras. O parametro I representa uma corrente externa aplicada
a0 neuronio.

A tabela A.2 representa os valores dos parametros que sao fixos no modelo. O trabalho foi
feito variando os parametros I e b, e evoluindo as 3 varidveis do modelo ao longo dos intervalos
de b e I obtém-se 4 dinamicas diferentes para o neuronio isolado.

As solugoes dessas dinamicas estao representadas nas figuras 4.5 cujo os parametros sdo (a)
b=26075el =433, (b)b=268el =44 (c)b=265el =4345¢e(d)b=2625e 1 =4.3.
Essas figuras foram feitas calculando 2000 tempos apds um transiente de 200 tempos utilizando
o método de integragio Runge-Kutta de 4/5 ordem, com o step de integracio At = 0.01. As
condigoes iniciais foram wy = (%o, Yo, 20) = (0.1,0.2,0.3). Essas 4 regides serdao definidas no
capitulo 6, mas por enquanto podemos notar que na figura 4.5 (a) temos um regime de burst
regular, na figura 4.5 (b) temos um regime de spike regular, na figura 4.5 (¢) temos um regime

de burst cadtico e, por fim, na figura 4.5 (d) temos um regime de burst regular.
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Dinamica acoplada

Para acoplar neuronios temos que adicionar a potencial de ac¢do dos neuronios como uma
corrente sindptica nas equacoes diferenciais que calculam os potenciais de acao nos outros

neuronios, matematicamente o sistema torna-se:

du;
CZ = bx? o ax? +a — 8 I+ Logns (4.38)
dy;
dyt = c—dzr’ —y, (4.39)
dz;
_dzt = r(sz; + k) — 2, (4.40)

em que o potencial acoplado do i-ésimo neuronio é dado pela solugao em relagao a primeira
equacao do sistema acima e o termo de corrente sindptica externa de sincronizacao devido aos

outros neuronios ¢ dado por

N
g
Iz',syn — % § ei,j$j(t)7 (441)
Jj=1

e é parametro de forcamento do acoplamento que varia de 0 & 0.50, n é o nimero de conexoes
que cada neuronio faz em média na rede. O elemento de matriz e; ; ¢ em relacao a matriz de
conexao, de modo que se ¢ e j estiverem conectados e; ; = 1, caso contrério e, ; = 0. A varidvel

x; representa o potencial de acao do j-ésimo neuronio.

4.3 Sincronizacgao de fase

A sincronizacao é um fenomeno nao-linear, detectado no século XVII quando o cientista
holandes Christiaan Huygens reportou sua observacao onde havia acoplado fracamente dois
pendulos e houve sincronia de fase [6, 7]. Um dos principais modelos que deram inicio ao
estudo de sincronizacao foi o modelo de Kuramoto, esse modelo descreve a dinamica dos os-
ciladores e o grau de sincronia em um sistema acoplado [36]. Dependendo da intensidade do
acoplamento, tendem a sincronizar suas fases e frequencias de oscilacao. No conceito de sis-
temas dinamicos ha varios estados de sincronizacao: a sincronizacao completa é a forma mais
simples de sincronizacao pois consiste na convergencia exata de todas as trajetérias do sistema;
a sincronizacao de frequéencia consiste no bloqueio de frequéncia do sistema, onde todos os ele-
mentos do sistema evoluem com a mesma periodicidade; e a sincronizacao de fase que sincroniza
a fase e a frequéncia [52].

Nesta seccao serao introduzidos alguns conceitos de sincronizac¢ao em sistemas dinamicos,
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Figura 4.5: Dinamica das 3 variaveis do neurdnio HR isolado, z,y e z respectivamente.
Usando os parametros da tabela A.2. Os parametros b e [ sdo:(a) b = 2.6075 ¢ [ = 4.33, (b)
b=268el =44, (c)b=265el=4345e (d) b=2.625e [ =4.3.
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baseado no modelo oscilatério de Kuramoto, idealizado por Yoshiki Kuramoto (1940 — atual),
esse modelo tem uma ferramenta muito poderosa que quantifica a sincronizacao de fase de
osciladores em redes, chamada de parametro de ordem de Kuramoto. A sincronizacao de fase

vai ser de grande importancia na hora de quantificar a sincronia entre neuronios.

4.3.1 Parametro de ordem de Kuramoto

Toda vez em que o j-ésimo neuronio inicia seu disparo, associa-se a uma fase geométrica e

multipla de 27 da seguinte forma:

t— by

0;(t) = 2nk; + 27 <
thy1y = tiy

> ; tkyj <t< thrl,j? (442)

em que t é o tempo de integracao, tx é o tempo em que ocorre o k-ésimo disparo do neuronio j
e g1 € o tempo em que ocorre o disparo seguinte. Dessa forma, 5, —{; caracteriza a duracao
de um (burst) (no regime de rajada) ou de um (spike) (no regime de disparos).

Ao atribuir a fase aos neuronios utiliza-se o parametro de ordem de Kuramoto [36], essa é
a ferramenta que caracteriza a sincronizacao de fase para um determinado tempo t.

R(t) = , (4.43)

|

i0;(t)
— E e
N P

em que R(t) é o modulo do parametro de ordem de Kuramoto, ele é responsavel por dizer

se o estado estd sincronizado e quantificar essa sincronia. Quando R(t) ~ 1 o sistema estd
sincronizado em fases no tempo t e quando R(t) ~ 0 o sistema dessincronizado em fases no
tempo ¢.

O parametro de ordem de Kuramoto R(t) mostra a sincronizagio para apenas o instante de
tempo t. Assim nao podemos afirmar sobre a sincronia do sistema como um todo.

Para esse trabalho, utiliza-se em grande parte dos resultados o que é definido por parametro
de ordem de Kuramoto médio (R), o qual é uma média temporal de todos do parametro de

ordem de Kuramoto R(t) num longo periodo de tempo, assim:

(R) — % > (), (4.44)

em que t; é o instante de tempo inicial do cédlculo do parametro de ordem R(t) ja que o célculo
ocorre a partir de um transiente, e ¢y ¢ o instante de tempo final do cdlculo do parametro de

ordem.
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Assim, se (R) &~ 1 o sistema permaneceu num regime sincronizado por um longo perfodo de
tempo e pode-se dizer que o sistema estd sincronizado. Em contra-partida se (R) ~ 0 o sistema
estd num regime dessincrono. Variando o parametro de forcamento do acoplamento £ podemos
dessa forma avaliar o parametro de ordem de Kuramoto médio (R), assim, (R) nos dira se para
aquele forcamento de acoplamento € a rede esta ou nao sincronizada.

A sincronizagao anomala estd relacionada com alguma doengas cerebrais e neuroparias como
mal de Parkinson, epilepsia e autismo [53, 54, 55]. No préximo capitulo, esses conceitos apre-
sentados serao mostrados como resultados do presente trabalho e exemplificados em algumas

figuras.
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Capitulo 5

Resultados

No presente capitulo serao apresentados resultados sobre a dinamica local do modelo de neuronios
Hindmarsh-Rose. Variando os parametros b e I com o calculo dos maiores e menores expoentes
de Lyapunov serd distinguido as principais diferencas dos neuronios desse modelo, apontando
quais apresentam caracteristicas cadticas, regulares e as principais diferencas entre os potenci-
ais desses neuronios HR. Depois da dinamica individual, serd mostrado como foram feitas as
redes de conexoes entre os neuronios homogeneos que foram baseadas em duas topologias: a
small-world e a global. Por fim, sera apresentado como se comporta o parametro de ordem
médio de Kuramoto ((R)) conforme aumentamos o forcamento do parametro de acoplamento

em cada uma das redes.

5.1 Dinamica local de um neuronio Hindmarsh-Rose

Com base nos conceitos do maior expoente de Lyapunov (A1), que nos qualifica a caoticidade ou
periodicidade do nosso sistema, foi feito um mapa de calor com 1000 x 1000 pontos em que os
parametros b e [ variam em intervalos que pertencem a: b € [2.6,2.7) e I € [4.25,4.45]. Assim
nota-se quais sao os pares ordenados dos parametros b e I que representam uma dinamica cadtica
ou uma dinamica periédica para o potencial de acao dos neuronios ao evoluir o sistema HR
no tempo. Foram setadas quatro regides que estdo mostradas na figura 5.1 [56]. Os neuronios
cadticos tem o maior expoente de Lyapunov A; > 0 (positivo), e os neuronios periédicos tem o
maior expoente de Lyapunov A; < 0 (aproximadamente zero). Para a simulacao da figura 5.1,
o tempo transiente foi de ¢; = 5000s e o tempo final foi de ¢y = 20000s.

Ao evoluir o modelo HR no tempo e com base na figura 5.1 o potencial de ac¢do obtido
dos neuronios da regido 1 nos resulta num regime de burst e regular (conclui-se como regular,

nao alterar o nimero de spikes por burst). Fazendo o mesmo para pontos da regiao 2, as
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Figura 5.1: O maior expoente de Lyapunov ()\;): para um neurdnio isolado no espago
de parametros b X I. Em preto temos a dinamica peridédica (A; ~ 0) e em colorido temos a
dinamica cadtica (A; > 0) para esse espago de parametros.
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caracteristicas da dinamica individual sdo regulares num regime de spike (aqui a palavra regular
é dado pelo fato de um spike ser igual ao outro tanto na amplitude quanto no espacamento
entre um e outro). Ao evoluir pontos da regido 3 (colorida) a dinamica local do neurénio é
cadtica e de burst, ou seja, o nimero de spike por burst varia. E por fim, a regiao 4, é bem
similar a primeira regido, regular e num regime de burst. A figura 5.2 representa o potencial
de acao de cada uma dessas quatro diferentes areas representadas acima respectivamente pelas
cores: verde, vermelho, azul e preta, cujo os parametros b e I para cada simulacdo do potencial
de aglo foram (2.6075, 4.33), (2.68, 4.4), (2.65, 4.345) e (2.625, 4.3) respectivamente.

A figura 5.3 exemplifica a dinamica de um neuronio Hindmarsh-Rose burst e cadtico, (a)
potencial de acdo (solucdo para a varidvel x do modelo), (b) (solugdo para a varidavel z do
modelo), simulado usando os parametros fixados da Tabela A.2 e b = 2.65 e I = 4.345. Nota-
se que este neuronio tem diferentes spikes por burst, seguido de um tempo de relaxamento
(quiescente). A varidvel z deste modelo é uma boa candidata a ser usada como varidvel auxiliar
para calcular o tempo de duracao de cada burst, pois € facil encontrar seus minimos locais e o
minimo local da variavel z sempre coincide com o inicio/fim de um burst.

Para esta simulac¢do, consideramos como tempo inicial ¢; = 250s (considerando efeitos

transitérios) e t; = 2000s como tempo final e as condigdes iniciais sdo uy = (zo,%0,20) =
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Figura 5.2: Dinamica local dos neur6énios HR para as regioes 1 — 4, conforme ilustrado
na Fig. 5.1. Os valores dos parametros b e I para cada uma das regides 4 sdo (2.6075, 4.33),
(2.68, 4.4), (2.65, 4.345) e (2.625, 4.3).
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Figura 5.3: Associagao de fases do modelo HR. Evolucdo temporal do: (a) potencial de
membrana do neuronio (varidvel z), (b) melhor candidata para marcar a duracdo dos bursts
variavel z, utilizando os parametros da Tabela A.2.
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(0.1,0.2,0.3). No resto do trabalho as condigdes iniciais serdo aleatérias para evitar uma sin-
cronizagao total inicial, pois utilizamos neuronios identicos ao acoplar. Até aqui nessa seccao
consideramos o neuronio isolado. A seguir serao apresentadas as principais caracteristicas das
redes para que apliquemos os conhecimentos dos osciladores de Kuramoto e possamos analizar

a sincronia dos neuronios da rede a partir do parametro de ordem médio de Kuramoto.

5.2 Propriedades da rede

A partir de agora, apresentarei as principais propriedades das redes utilizadas nesse trabalho,
ambas com N = 1000 neuronios identicos Hindmarsh-Rose utilizando as seguintes topologias:
small-world (mundo pequeno) e global.

A rede global, é mais trivial, todos neuronios estao conectados com todos os outros neuronios,
ja a rede small-world foi gerada com uma Watts-Strogatz Route cujo os parametros foram,
ny = 6000 conexodes e p,s = 0.1, isso significa que cada neuronio é conectado com os seis vi-
zinhos mais préximos de cada lado (12 conexdes por neuronio), com uma chance de 10% de
perder uma conexao local, e fazer uma conexao nao-local.

O acoplamento dos neuronios ¢ feito adicionando um termo de corrente sinaptica externa de
sincronizacao na primeira equacao do sistema de equacoes diferenciais do modelo Hindmarsh-

Rose. Portanto o sistema torna-se:

du;
jt = bxl —axd+y;—zm+I+  CT— (5.1)
dy;
dyt = c—dx? —y, (5.2)
% = r(sz; +k)—z, (5.3)

em que o potencial acoplado do i-ésimo neuronio é dado pela solugao em relagao a primeira
equacao do sistema acima e o termo de corrente sindptica externa de sincronizacao devido aos

outros neuronios ¢ dado por

N
g
Iz',syn — % Z €455 (t)7 (54)
j=1

g é parametro de forcamento do acoplamento que varia de 0 a 0.50,, n = 12 (para o caso
small-world) e n = 999 (para o caso global) é o nimero de conexdes que cada neuronio faz em
média na rede. O elemento de matriz e, ; ¢ em relagao a matriz de conexao, de modo que se i e
j estiverem conectados e; ; = 1, caso contrdrio e; ; = 0.A varidvel x; representa o potencial de

acao do j-ésimo neuronio.
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Figura 5.4: Exemplo de como a fase é passada ao longo do potencial de agao de um
neurdnio. Nesse caso o par ordenado é b = 2.677 e [ = 4.25.

5.3 Resultados

Agora com os neuronios homogeneos e acoplados em duas diferentes topologias, serd apresentado
como foi feita a sincronizacio de fase deles separadamente em cada uma delas.

O primeiro passo € observar a sincronizacao de fase entre os neurdnios da rede, para isso,
primeiro passa-se a fase onde ela serd +1 no comeco e no fim do burst e variara ao longo da
duracao do burst de —1 a 41, como exemplificado na figura 5.4.

Apés passar a fase do neuronio, verifica-se a sincronia dos neuronios. As figuras 5.5 e
5.6 exemplificam os potenciais de acao de dois diferentes neuronios em diferentes estados de

sincronia, nota-se que a figura 5.5 esta mais sincronizada que a figura 5.6.
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Figura 5.5: Potencial de acao de dois neurénios que estao num estado em que a fase
esta sincronizada. Em azul é o potencial de a¢do do primeiro (#1) neuronio da rede, e em
laranja é o potencial de acdo do quingentésimo (#500) neuronio da rede.
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Figura 5.6: Potencial de acao de dois neurdnios que estao num estado em que a fase

esta dessincronizada. Em azul é o potencial de agdo do primeiro (#1) neurdnio da rede, e
em laranja é o potencial de agio do quingentésimo (#500) neuronio da rede.

Nestes casos foram descartados os tempos transientes para os plots das figuras 5.5 e 5.6.
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Figura 5.7: Fase da rede. Essa rede encontra-se num estado dessincronizado e é feita de 32
neuronios na forma cadtica.

A figura 5.7 apresenta a fase dos neuronios, para nossos resultados nao serem afetados por
uma sincronizagao de fase inicial ou final, nosso programa nota qual foi o Ultimo neuronio a
comecar a disparar e o neuronio que para de disparar primeiro (que para ambos os casos é o
neuronio 28). O tempo utilizado para o cdlculo do parametro de ordem médio de Kuramoto
respeita essa ”janela” que nesse exemplo é algo em torno de 600 e 1100 tempos.

A figura 5.8 mostra o menor expoente de Lyapunov (ou terceiro expoente de Lyapunov)
trazendo informacoes complementares para nossa andlise da dinamica coletiva do modelo neu-
ronal HR, ela revela como a fase da rede transita de estados dessincronizados para estados
sincronizados dependendo dos pares de parametros b e I.

Primeiramente vale pontuar que a dependencia da dinamica individual na sincronizacao
de fase dos neuronios em funcao do aumento parametro de acoplamento ¢ depende do com-
portamento dos neuronios da rede serem cadticos ou nao [32]. Em segundo lugar, quando o
parametro de acoplamento entre os neuronios é fraco a dinamica coletiva dos neuronios da rede
possuem dois efeitos contrarios, o primeiro ¢ a tendencia de sincronizacao de fase, induzindo
os neuronios idénticos que possuem uma dinamica regular (regido 1, 2 e 4) a sincronizar via
processo de phase locking [57). O segundo efeito é devido a difusdo dos potenciais de a¢ao dos
neuronios da rede que facilmente levam-os a exibirem uma dinamica caética devido aos muitos

graus adicionais de liberdade que o acoplamento permite. O fato da dinamica individual se
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Figura 5.8: Menor expoente de Lyapunov em fungao do espago de parametros [I x b| para
o conjunto de Eqs. 4.35 — 4.37. A amplitude do expoente é codificada por cores.

tornar cadtica (regiao 3) impoe um limite finito para que ocorra a sincronizagao, mesmo para
neurénios idénticos [58, 57]. Portanto esses dois pontos ocorrendo simultaneamente fazem com
que o0s neuronios tentem primeiro sincronizar as fases em um regime regular (ou fracamente
cadtico), mas a medida que o termo de acoplamento aumenta, essa sincronizacao é perdida
devido ao efeito difusivo imposto pelo proprio acoplamento. A estabilidade linear da dinamica
individual do neuronio é a caracteristica fundamental para que a dinamica de phase locking
da rede acoplada seja superada pelo efeito difusivo, essa estabilidade linear pode ser estimada
olhando pro espectro dos expoentes de Lyapunov [34] baseado no caso do neuronio desaco-
plado. O menor expoente de Lyapunov (o tnico negativo no caso de neuronios HR) é usado
para indicar a estabilidade linear distinta das trajetorias e esta plotado na figura 5.8.

Por exemplo, as regioes 1 e 2 da figura 5.8, tém os menores expoentes de Lyapunov muito
diferente em amplitudes. Devido a esse efeito, espera-se que os neuronios da regiao 1 sejam
menos sensiveis ao efeito difusivo gerado pelo acoplamento fraco em relagao aos neuronios da
regiao 2. Assim, fracamente acoplados, os neuronios da regido 1 apresentam mais facilidade
para sincronizar sua dinamica individual, quando comparados com os da regiao 2, como pode
ser observado nos 3 primeiros pontos verdes e vermelhos das figuras e , painéis (a), (b) nos

painéis (a) das figuras 5.12 e 5.14. Em especial torna-se evidente a correlacao entre as figuras
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5.1 e 5.8 com as figuras 5.12 e 5.14 ¢ claro.

Vale também ressaltar que para acoplamentos suficientemente altos, o efeito difusivo final-
mente se torna um driver efetivo, portanto, espera-se que a rede quando fortemente acoplada
comece a apresentar um comportamento tnico que eventualmente exibe um Unico estado sin-
cronizado quase independente de todas as quatro regides delimitadas na figura 5.1.

Claramente as figuras 5.1 e 5.8 sao validas apenas para a dinamica dos neuronios desaco-
plados, mas influenciam fortemente os regimes de redes fracamente acopladas. A medida que o
acoplamento aumenta, essa influencia é gradualmente perdida, mas os limites de acoplamento
onde essa influéncia cessa ainda sao influenciados pelos parametros da dinamica individual.

Classificamos a sincronizacao de fase dos neuronios para cada regiao da figura 5.1 como
nao-monotonica, quasi-monotonica e monotonica. Essa classificagao é distinguida analisando os
primeiros pontos dos parametros de ordem de Kuramoto médio ({(R)(¢)) das curvas das figuras
5.9 e 5.10, em que a regiao 1 é representada pelos losanglos verdes, a regiao 2 é representada pelas
estrelas vermelhas, a regiao 3 por triangulos azuis e a regiao 4 por circulos pretos. Conforme
o acoplamento entre os neuronios vai sendo intensificado, o parametro de ordem de Kuramoto
médio dos neuronios periddicos no regime de burst apresenta crescimento nao-monotonico,
isso é, ele comecga sincronizado, perde sincronia e volta a sincronizar conforme aumentamos
o parametro de acoplamento ¢, esses neuronios da regiao 1 e 4 sdo classificados com esse
crescimento nao-monotonico. Fazendo a mesma andlise para a regiao 2 que é periédica num
regime de spike, notamos um crescimento quasi-monotonico, pois ela comeca dessincronizada,
tenta sincronizar, perde sincronia e por fim consegue sincronizar. Por ultimo caso tem-se
a regiao 3 que ao fazer a mesma andlise, o crescimento do parametro de ordem médio de
Kuramoto é classificado como monotonico, pois ela comega dessincronizada, e s6 a partir do
momento que sincroniza mantém sincronizada.

Considere agora uma rede HR-neuronio acoplada por meio de uma topologia small-world
e globais, conforme detalhado na subsecao 5.2. Para ambas as topologias, as propriedades
dinamicas individuais dos neuronios, conforme ilustrado pelas figuras 5.1 e 5.8 sao fundamen-
tais quando o regime de acoplamento fraco dos estados sincronizados da rede de neuronios

Hindmarsh-Rose ¢ analisado.

5.3.1 Small-world

Considerando uma rede com o acoplamento small-world tres regimes de acoplamento sao dis-

tinguiveis: um regime com acoplamento fraco, um regime difusivo que ocorre para valores
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Figura 5.9: (R) em funcao do forcamento de acoplamento ¢ para um par de pontos b e
I exemplificando cada uma das 4 regices da figura 5.1 utilizando a topologia de acoplamento
small-world. Os valores dos parametros b e I para cada uma das regides 4 sao (2.603, 4.43),
(2.69, 4.38), (2.682, 4.26) e (2.617, 4.26).
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Figura 5.10: (R) em fungao do forgcamento de acoplamento ¢ para um par de pontos b e [
exemplificando cada uma das 4 regioes da figura 5.1 utilizando a topologia de acoplamento glo-
bal. Os valores dos parametros b e I para cada uma das regides 4 sdo (2.605, 4.43), (2.69, 4.38),
(2.682, 4.26) e (2.617, 4.26).
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Figura 5.11: Valores médios do parametro de ordem, Eq. 4.44 para trajetérias repre-
sentativas das 4 regioes representadas na figura 5.1 considerando uma rede acoplada com a
topologia small-world. Claramente, as regioes 1 e 4 tém uma forte tendéencia a sincronizar em
regimes de acoplamentos fraco.

intermediarios do acoplamento e um regime de driver quando o acoplamento é forte o sufici-
ente que impoe um regime de sincronizacao de fase independente da dinamica individual dos
neuronios.

A figura 5.11 mostra exemplos tipicos do parametro de ordem de Kuramoto médio dado
pela equacao 4.44 em funcao do forcamento de acoplamento, para as 4 regioes delimitadas na
figura 5.1. As sombras nos dao a dispersao dos valores calculados de (R) devido a 100 diferentes
condicgoes iniciais em cada uma das 4 regides, enquanto os pontos coloridos sao os valores médios
de (R). O comportamento da rede em acoplamento fraco e o limiar de sincronizagao de fase
para maiores valores de acoplamento sao diferentes para cada regiao. As sombras da figura
indicam a presenca de histerese, onde pode ser observada sincronizacao de fase explosiva. Vale
ressaltar que estudos recentes descobriram que a condi¢do de dor cronica (Fibromialgia) pode

estar associada a estados explosivos sincronizados e as propriedades desses estados podem ser
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usadas para controlar ou pelo menos reduzir a hipersensibilidade do cérebro causando alivio de
dor [59, 60, 61, 62]. Todos esses comportamentos descritos na figura 5.11 podem ser melhor
compreendidos se analisados em conjunto com as figuras 5.1 e 5.8.

As regides 1 e 4 (da figura 5.1) tém os menores valores para os menores expoentes de Lya-
punov. O efeito das redes fracamente acopladas faz com que a fase dos neuronios num estado
regular ou fracamente cadtico sincronize, como observado nos painéis (a) e (d) da figura 5.11.
Isso se deve a forte estabilidade linear que as trajetérias dinamicas individuais possuem, que ge-
renciam a rede para alcancar um estado sincronizado de fase antes que o efeito difusivo imposto
pelo acoplamento torne a dinamica fracamente caética, fazendo com que o estado sincronizado
de fase seja perdido. As regioes 1 e 4 apresentam valores minimos do menor expoente de Lya-
punov muito semelhantes, mas a regiao 4 também apresenta uma forte mistura de regides com
expoentes muito maiores, originarios das regides cadticas. FEste fato influencia fortemente a
regiao 4 a ser sutilmente mais afetada pelo aumento do acoplamento e, consequentemente, a
curva verde (painel (a)) tem valor ligeiramente maior que os pretos (painel (d)) quando con-
sideramos valores muito pequenos do acoplamento (os trés primeiros pontos em cada curva)
como pode ser observado nas figuras 5.11 painéis (a) e (d).

Quando o forcamento do acoplamento é alto, essa mistura dos valores dos expoentes de
Lyapunov também torna a regiao 4 mais adequada para sincronizar, pois os terceiros expoentes
de Lyapunov maiores facilitam o papel de driver imposto pelo acoplamento forte.

Observa-se que a sincronizacao assintética, que ocorre quando ¢ alto o forgamento, compa-
rando as regides 1 e 4, painéis (a) e (d) da figura 5.11, pode ocorrer para valores de acoplamento
tao baixos quanto ¢ ~ 0.08 na regiao 4, enquanto na regiao 1 tal sincronizacao ocorre apenas
para valores em torno de € ~ 0.19.

Considerando apenas valores muito pequenos do acoplamento, a regiao 2 (painel (b), curva
vermelha da figura 5.11) é menos afetada pela sincroniza¢ao da dinamica individual quando
comparada com a regiao 1 (painel (a)), conforme mencionado anteriormente. Isso se deve a
uma grande diferencga dos valores do menor expoente de Lyapunov dessas duas regioes. Mas a
mesma caracteristica que permite que a regiao 1 sincronize facilmente sua dinamica local num
acoplamento fraco, impede a sincronizacao quando um acoplamento forte é considerado, o que
chamamos de regime driver para o acoplamento. De fato, a sincronizacao para acoplamentos
fortes da regiao 2 ocorre para valores muito menores do que os apresentados pela regiao 1.
Devido a regiao de histerese, os valores limite para sincronizacao podem variar. Considerando
o menor valor possivel do acoplamento que leva a estados sincronizados de fase, a regiao 2

(painel (b)) passa a apresentar estados sincronizados para valores do acoplamento quase a
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metade do observado para a regiao 1.

Quando o acoplamento fraco é imposto a rede, os valores intermediarios & maiores para o
menor expoente de Lyapunov levam a pequenas tendencias de sincronizacao ou a ausencia total
dessa tendéncia, como pode ser visto nas curvas vermelhas e azuis nos painéis da figura 5.11) (b)
e (¢). Conclui-se também que, para acoplamentos mais altos, a sincronizacao das regides que
tem maiores valores do menor expoente de Lyapunov tem um limiar de acoplamento menor,
tornando a regiao 3 mais facil de ser sincronizada em relacdo a regiao 2, mesmo tendo um
comportamento cadtico, figura 5.11) painel (¢) enquanto a regiao 2, tem dinamica regular,
figura 5.11) painel (b).

Em geral, as sombras de cor observadas nos painéis da figura 5.11 (a)—(d) indicam a pre-
senca de histerese nos intervalos do acoplamento. Este efeito serda discutido novamente na
proxima subseccao desse capitulo em redes globalmente acopladas onde a histerese observada
¢ muito mais relevante, em que existe a possibilidade da sincronizacao de fase da rede transi-
tar de acoplamento fraco para assintotica sem a presenga do regime de difusivo (estados néo
sincronizados).

Para generalizar os comportamentos descritos na figura 5.11, a figura 5.12 mostra o mesmo
espaco de parametros I x b mostrado nas figuras 5.1 e 5.2, porém, agora um mapa de calor com
os valores dos parametros de ordem médios da rede considerando 6 valores fixos do acoplamento.
Os valores do parametro de acoplamento nos painéis (a — f) sdo (a) € = 0.0001, (b)e = 0.005,
(c)e = 0.025 (d)e = 0.05, (e)e = 0.07, (f)e = 0.15. Em geral, todas as nossas conclusoes
apresentadas na discussao da figura 5.11 podem ser verificadas.

Em especial, a tendencia das regives 1 e 4 de sincronizar para pequenos acoplamentos é
claramente observada nos painéis (a) e (b), com exce¢@o de que na regido 4 os dedos cadticos
nao sincronizam fase, como esperado, seguindo o comportamento de regiao 3, tambhém cadtica.
Vale ressaltar que dentro dos dedos pretos visiveis na regiao 4 dos painéis (a) e (b) existem
pequenas areas onde o menor expoente de Lyapunov atinge valores altos (cor vermelha na
figura 5.8). Observa-se também que, para acoplamentos mais fortes, painéis (¢ — d) o processo
de sincronizacao devido ao aumento do forcamento imposto pelo acoplamento, inicia-se na
regiao 4 e se estende gradativamente para todas as regioes. Em geral, a regra do menor
valor do expoente de Lyapunov, ou seja, quanto maior o menor expoente de Lyapunov, mais
rapida serd a sincronizacao via forcamento devido ao acoplamento, tem uma boa correlacao
em todas as regioes. Essa correlacao, no entanto, nao pode ser verificada para todos os pontos
de cada regiao, pois para grandes valores de acoplamento a dinamica individual nao é mais de

fundamental importancia. Essa observacao também é valida dentro da mesma regiao, como é
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Figura 5.12: Parametro de ordem de Kuramoto médio (R) de uma rede para o
parametro de acoplamento ¢ fixado. b e [ foram variados com o objetivo de percorrer os
mesmos intervalos da figura 5.1. A rede considerada foi small-world e os valores do acoplamento
£ sa0 a) € = 0.0001, (b)e = 0.005, (c)e = 0.025 (d)e = 0.05, (e)e = 0.07, (f)e = 0.15, considera-
se como tempo inicial ¢; = 250 (evitando efeitos transitérios) e tempo final de ¢, = 20000.
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o caso da regiao 2, que tem expoentes de Lyapunov progressivamente menores ao rolar a figura

da esquerda para a direita.

5.3.2 Global

Para trazer uma generalizacao maior do que foi discutido na seccao anterior utilizando o aco-
plamento small-world, apresentarei nessa seccao resultados para a topologia global no processo
de sincronizacao de fase.

De modo anélogo ao observado na figura 5.11 foi feita a figura 5.13. Os pontos representam
uma média de 100 pontos de pares ordenados b e I para cada regiao. As sombras da figura
mostram os maximos e minimos do parametro de ordem de Kuramoto médio (R) para cada
valor do parametro de acoplamento . E quanto a figura 5.12 do mapa de calor olhando para
o (R), o caso global esté representado na figura 5.14 para o mesmo intervalo do parametro de
espaco dado na figura 5.1.

Devido ao acoplamento global uniforme (isto é, sem delay, e simétricos) imposto a todos os
neuronios da rede, espera-se que, pelo menos para alguns intervalos do forcamento do acopla-
mento, o efeito difusivo imposto de lugar ao efeito driver. Em algumas regides da figura 5.1
os tres regimes descritos para o caso das redes small-world nao podem ser observados quando
o acoplamento global é considerado. O resultado mais evidente do acoplamento global ocorre
na regiao 4, que tem uma mistura de comportamentos cadticos e regulares individuais, sendo
que as regiodes cadticas possuem um valor relativamente alto do menor expoente de Lyapunov,
tornando essas regides candidatas a sincronizar rapidamente a medida que o acoplamento é va-
riado. Para esta regiao o regime driver é alcangado mesmo para baixos valores de acoplamento
e ocorre uma transicao suave entre o estado de sincronizagao local em pequenos acoplamentos
para estados globalmente sincronizados, sem necessariamente passar pelo regime onde a rede é
dessincronizada pelo efeito difusivo. Neste caso, observa-se que o efeito difusivo pode nao ser
observado e a rede passa de um regime de sincronizagao semelhante a dinamica individual para
o regime de sincronizacao global, sem passar por um regime dessincronizado.

Ainda para o caso da regiao 4, é possivel observar que a rede pode ter uma transigao suave
entre o estado de sincronizagio local (ocorrendo para pequenos acoplamentos) para estados
sincronizados globalmente, sem necessariamente passar pelo regime difusivo em que a rede
dessincroniza. Devido ao fenomeno da histerese, ainda existe a possibilidade de a rede passar
dos estados sincronizados da dinamica local que ocorre para acoplamentos fracos, para um

regime dessincronizado e daf atingir um regime sincronizado globalmente.
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De fato, este cendrio ¢ uma das possibilidades para a transi¢ao para estados sincronizados
de fase. Olhando para o painel (d) na figura 5.13, pode-se ver que a dispersao dos valores de (R)
atinge quase todo o alcance possivel, demonstrando que nesses intervalos de acoplamento ambos
os estados, sincronizados e nao sincronizados, coexistem juntos. O regime sincronizado que
ocorre para fortes acoplamentos se estende a pequenos valores do acoplamento, permitindo um
cenario de bi-estabilidade. Para esses intervalos no acoplamento, o sistema exibe sincronizagoes
explosivas [33] devido aos dois estados estaveis.

Em geral, os mesmos comportamentos observados na figura 5.11 sao novamente observa-
dos na figura 5.13. O acoplamento global impoe limiares de acoplamento mais baixos para
a ocorrencia de sincronizacao de fase quando comparado ao acoplamento small-world. Esse
resultado é esperado devido a maior intensidade da difusao imposta pelo acoplamento e con-
sequentemente maior efeito driver, de modo que a dinamica coletiva é obtida para menores
valores do acoplamento . No entanto, nossas conclusoes sobre o papel da dinamica individual
ainda permanecem em muitos casos. Devido ao acoplamento global, as regides de histerese sao
maiores em certos intervalos de valores de epsilon £ pequenos.

A figura 5.14 mostra os mesmos espagos de parametros mostrados na figura 5.12 e para
melhor comparar os resultados, ela mostra em painéis (a—f) os mesmos valores do parametro de
acoplamento, (a) € = 0.0001, (b)e = 0.005, (c)e = 0.025 (d)e = 0.05, (e)e = 0.07, (f)e = 0.15
utilizando um esquema de acoplamento global. Como regra, as mesmas observagoes ja discu-
tidas sdo validas, mas algumas excegdes podem ser observadas. Os painéis (a) e (b) mostram
que para intervalos de acoplamento especificos do acoplamento, é possivel obter niveis consi-
deraveis de sincronizacao de fase. Neste caso, o processo de sincronizacao de fase da rede é
nao-monotonico como ja observado em muitos artigos publicados na literatura [33, 63], aumen-
tos adicionais do acoplamento tornam a rede dessincronizada novamente, devido ao aumento
do efeito difusivo que o acoplamento impoe. As vezes, essa ramificagdo de sincronizacao no
espaco de parametros ¢ chamada de sincronizacao inicial.

Observe que para o caso dos neuronios HR, essa condicao de sincronizagao precoce é parti-
cular para as regioes 1, 2 e 4. Na verdade, essa condi¢ao de sincronizacao para acoplamentos
fracos € resultado da interacao entre os fatores que descrevemos, ou seja, a estabilidade local
das érbitas individuais do modelo do neuronio, associada ao duplo papel desempenhado pelo
acoplamento: um difuso seguido de um driver, que ocorre apenas para acoplamentos fortes.
Para valores intermediarios do acoplamento, um processo de sincronizacao de fase parcial pode
ser possivel, onde a estabilidade original da dinamica individual supera o papel difuso do aco-

plamento. Neste caso, espera-se que a sincronizagao apresentada nos painéis (a) e (d) das Figs.
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Figura 5.13: Valores médios do pardmetro de ordem, Fq. 4.44 para trajetorias represen-
tativas das 4 regides representadas na Fig. 5.1 e considerando uma rede globalmente acoplada.
Nas regioes 1 e 4 permanece a forte tendencia de sincronizagao para regimes de acoplamento
pequeno.

5.11 e 5.13 nao tem as mesmas propriedades que a sincronizacao observada para acoplamen-
tos fortes. Para esclarecer as particularidades da dinamica sincronizada em ambos os regimes:
fracamente acoplado, onde o estado sincronizado é semelhante a dinamica local dos neuronios
e cada regiao da figura 5.1 sincroniza em um estado diferente; e fortemente acoplado, onde o
estado sincronizado é devido ao acoplamento atuando como driver, impondo um regime unico
a todos os neuronios da rede, independente de sua dinamica local.

A figura 5.15 mostra exemplo de ambos os regimes de sincronizacdo. Os painéis (a)—(d)
mostram o potencial de acdo de dois neuronios representativos para cada uma das quatro
regides dadas na figura 5.1 para um valor de acoplamento de ¢ = 0,07. Para este pequeno
acoplamento observe que apenas a regiao 3 permanece dessincronizada e todas as outras tem
as fases sincronizadas. Por outro lado, os painéis (e)—(h) representam o potencial de acao

representativo para dois neuronios de uma rede fortemente acoplada, ¢ = 0,15. Observe que,
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Figura 5.14: Parametro de ordem de Kuramoto médio (R) de uma rede para o
parametro de acoplamento ¢ fixado. b e [ foram variados com o objetivo de percorrer os
mesmos intervalos da figura 5.1. A rede considerada foi global e os valores do acoplamento ¢
sdo a) € = 0.0001, (b)e = 0.005, (c)e = 0.025 (d)e = 0.05, (e)s = 0.07, (f)e = 0.15.

neste caso, apenas um estado dinamico é observado, o que é esperado para o regime forte o

suficiente, onde o acoplamento atua como um driver sobre todos os neuronios da rede.
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Figura 5.15: Potenciais de agao para dois neurdnios representativos da rede (curvas
azul e vermelho claro), iniciadas nas quatro regides delimitadas pela Fig. 5.1, para o regime
de sincronizagao fracamente acoplado, painéis (a)—(d) para acoplamento igual a ¢ = 0,07 e (a)
I=4,43,6=2,603 (b) I =4,38,b=2,69, (c) I =4,26,b=2,682,¢e (d) I =4,26,b=2,617.
E para o regime de sincronizacao fortemente acoplado, painéis (e)—(h) para acoplamento igual
ae=0,15e(e) I =4,43,b = 2,603, (f) I = 4,38,b = 2,69, (g) I = 4,26,b = 2,682, ¢ (h)
I =4,26,0=2,617. Em especial, observe que para acoplamentos fracos, apenas a regiao 3 nao
sincroniza, devido ao limiar imposto pela dinamica cadtica local dos neuronios
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Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Conclusoes

Ao longo desse trabalho foram apresentados alguns modelos que representam a dinamica das
sinapses de neuronios, e o mais utilizado para este foi o modelo de Hindmarsh-Rose, seguimos
acoplando cerca de 1000 neuronios identicos em duas redes diferentes, uma com topologia small-
world, feita utilizando uma Rota Watts-Strogratz e outra topologia global, com o objetivo de
estudar a sincronizacao da rede. Mostramos o papel da dinamica individual dos neuronios no
processo de sincronizacao de fase de uma rede de neuronios acoplados. Utilizou-se para tal,
como quantificador de sincronizacao de fase o que é conhecido na literatura como parametro
de ordem de Kuramoto, conforme foi aumentado o forcamento de acoplamento ¢ foi observado
o comportamento do parametro de ordem médio de Kuramoto (R).

Como ja mencionado, quando pequenos acoplamentos sao considerados, o processo de sin-
cronizacao de fase é fortemente afetado pelas propriedades de estabilidade linear da dinamica
individual do modelo do neuronio. Para todos os casos analisados, quanto menor o terceiro
expoente de Lyapunov, mais facil é verificada a sincronizacao de fase dos neuronios.

Para o regime em que dizemos que o acoplamento age como um driver sobre a rede (aco-
plamento superior), as propriedades de estabilidade das trajetérias dos neuronios individuais
também desempenham um papel relevante, fazendo com que os neuronios com trajetérias mais
estaveis precisem de um acoplamento maior para se tornarem globalmente sincronizados em
fase. No entanto, nesses casos, a relacao entre o papel da dinamica individual e o processo de
sincronizacao de fase nao € o Unico ator importante.

No acoplamento global, o efeito difusivo da lugar ao efeito driver, fazendo com que certas

regides nao dessincronizem antes da sincronizacao global.
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Devido a dinamica cadtica na dinamica individual dos neuronios, algumas regides do espaco
de fase apresentam uma forte mistura de valores do menor expoente de Lyapunov, como é o caso
das regioes 3 e 4 da figura 5.1. Essa situacao, associada a fortes acoplamentos da rede, pode
tornar a andlise uma tarefa mais dificil, pois em geral, um forte acoplamento destréi as regices
entremeadas, tornando muito mais complexa a andlise baseada apenas na dinamica individual
dos neuronios.

Mesmo considerando os casos em que as conclusoes sao mais complexas, a andlise do com-
portamento individual dos neurdnios traz caracteristicas importantes da dinamica coletiva da
rede, contribuindo para um melhor entendimento das caracteristicas da dinamica coletiva.

Quando a rede estd fortemente acoplada nota-se um regime unico a todos os neuronios da

rede, independente da sua dinamica local.

6.2 Perspectivas futuras
A perspectiva para um futuro trabalho é:

e [azer nossa rede ser nao homogenea, ou seja, todos os neuronios nao serao identicos.

e Eistender o papel da influencia da dinamica individual dos neuronios na sincronizacao fase
e estudar como alteragoes guiadas pelos possiveis comportamentos da dinamica individual

podem levar a estados sincronizados bem como evitar possiveis estados sincronizados.

e Estudar a neuroplasticidade, ou maleabilidade cerebral que estd relacionada com a habili-
dade do cérebro de reorganizar os caminhos de seus neuronios com fim de melhor resposta

a nova informagao, ambientacoes, desenvolvimento, estimulacao sensorial e até danos.

e Pretendemos tambhém estudar a influencia da heterogeneidade cerebral que se deve ao fato
de alguma areas do cérebro ter uma grande concentragao de neuronios, enquanto outras

ha pouca quantidade de neuronios na sincronizacao de fase.



Apeéndice A

Tabelas

Tabela A.1: Parametros do modelo de neuronio HH-1 [5].

Capacitancia da membrana p (F / cm?) Cly I}
ga 1.5
g7‘ 2
M4éximas condutancias (mS/cm?) Jsd 0.25
Gsr 0.4
g1 0.1
Td 0.05
Tempos caracteristicos (ms) T 2
Tsd 10
Togp 20
By 50
E, —90
F 50
Potenciais reversos (mV) By —90
Iy —60
Voa —25
%r —25
%sd —40
Ty 25
Parametros de temperatura (¢ C) T 13
T0 10
84 0.25 mV !
Sy 0.25 mV !
Outros parametros Sed 0.09 mV 1!
n 0.012 ecm?/pA
v 0.17

Tabela A.2: Parametros que sao fixos no modelo de neurénio Hindmarsh-Rose.
a=1.000 ¢=1.000 d=5.000 r=0.010 s=4.000 k=1.600
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