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RESUM O

A sincronização de fase parcial, tam bém  relatada como cooperação neuronal, e um comporta­

mento fundamental do cerebro e relacionado a suas principais características, como a memória. 

O excesso ou mesmo a falta de sincronizacao de fases esta associada a distúrbios cerebrais como 

epilepsia e mal de Parkinson. Essas doencas podem estar relacionadas ao mau funcionamento 

do processo de sincronizacao dos neurônios, desencadeado por alterações da dinamica local dos 

neurônios influenciadas por parâmetros como a condutância do canal ionico. De fato, e comum 

o uso de drogas para bloquear ou ativar canais específicos, alterando a condurância e levando 

o processo de sincronizacõo a algum comportamento desejado. Relatamos aqui como carac­

terísticas individuais da dinamica local dos neuronios, como sua estabilidade linear, quando 

acoplados em uma rede, podem ser um ator fundamental no processo de sincronizacçõao de fase 

em funcao da forca de acoplamento. Topologias globais e small-world foram consideradas para 

um a rede de neurônios Hindmarsh-Rose. Para ambos os esquemas de acoplamento, os efeitos 

da dinâmica local sõo claros, induzindo precocemente ou retardando a ocorrência de sincro- 

nizaçõo de fase parcial da rede quando a forca do acoplamento e variada. Neste cenario, foi 

discutido o efeito da dinamica local do neurônio, m ostrando que pode ser de fundamental im- 

portancia entender e controlar o processo de sincronizacao de fase da rede. O estudo tambem 

traz informacoes uteis para o entendimento geral do processo de sincronizaçõo de fase de rede.

P a la v ra s  chave: Redes neurais, sincronizaçao de fase, caos, modelo de Hindmarsh-Rose, 

dinâmica nao-linear.



A BSTR A C T

Partial phase synchronization, also reported as neuron cooperation, is a pivotal behavior of 

the brain and related to its main features, such as memory. The excess or even the lack of 

phase synchronization are associated to brain disorders like epilepsy and Parkinson’s disease. 

These diseases may be related to malfunctioning of the synchronization process of the neurons, 

triggered by changes of the local dynamics of the neurons influenced by param eters such as the 

ion-channel conductance. In fact, it is common the use of drugs to block or activate specific 

channels, changing the conductance and bringing the synchronization process to some desired 

behavior. We report here how individual characteristics of the local dynamics of the neurons, 

such as their linear stability, when coupled in a network may be a fundamental player in the 

phase synchronization process as a function of the coupling strength. Global and small-world 

topologies are considered for a Hindmarsh-Rose-neuron network. For both  coupling schema, the 

effects of the local dynamics are clear, inducing early or retarding the occurrence of partial phase 

synchronization of the network when the coupling strength is varied. In this scenario, we discuss 

the effect of the local dynamics of the neuron, showing it may be of fundamental importance to 

understand and control the process of the network phase synchronization. The study also brings 

useful information to the general understanding of network-phase-synchronization process.

K ey-w ords: Neuronal networks, phase synchronization, chaos, Hindmarsh-Rose model, 

non-linear dynamics.
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Capítulo 1 

Introdução

Christiaan Huygens físico holandês foi o pioneiro a estudar sincronização de osciladores onde 

havia acoplado fracamente dois pendulos e houve sincronia de fase [6 , 7]. Posteriormente, esse 

fenômeno foi detectado em um a ampla gama de sistemas biológicos, como o piscar rítmico dos 

vaga-lumes [8], os grilos sincronizar seus sons respondendo ao som anterior de seus vizinhos [9], 

grupos de mulheres cujos períodos menstruais tornam-se mutuam ente sincronizados [10], uma 

dança sincronizada entre caranguejos na hora de acasalarem [11], e ate potenciais de acao do 

sistema nervoso [12, 13].

Um cerebro humano e saudóvel e composto por aproximadamente 1011 celulas neuronais 

interligadas por algo próximo a 1015 sinapses criando grupos de neurônios conectados divididos 

em regiões cerebrais, cada um a com funcoes específicas [14]. O papel da neurociencia e entender 

como funcionam os comportamentos produzidos pelo cerebro. Alguns dos muitos comporta­

mentos im portantes são a percepçao, movimento, linguagem, pensamento, memória, etc. O 

cerebro pode ser compreendido em termos das atividades coletivas dos neurônios, um a vez que 

todos os disturbios comportamentais que caracterizam doencas psiquiatricas sao devidos ao 

mau comportamento dos neuronios e as sinapses [14]. Níveis anormais de sincronizacao foram 

relacionados a comportamentos neurais não saudaveis [14]. Um alto grau de sincronizacao e 

detectado nas crises epilepticas [15], quando ocorre o aumento da sincronizacao de alguns gru­

pos de neuronios gerando episodios convulsivos. Na doença de Parkinson, e observada uma 

sincronização excessiva nos ganglios da base [16]. Níveis reduzidos de sincronizacao entre óreas 

corticais podem estar associados a disturbios cerebrais como autismo [17] e Alzheimer [18].

Um dos primeiros modelos desenvolvidos para simular neurôonios foi apresentado em 1952 

por Hodgkin-Huxley [19], que recebeu o premio Nobel de fisiologia e medicina em 1963, ao 

descrever o primeiro modelo matem atico neuronal para a propagacao de potenciais de acao
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do axonio gigante da lula. Hoje contamos com diversos modelos que simulam a dinâmica de 

neurônios por meio de equacoes diferenciais nao lineares como Hindmarsh-Rose [20], FitzHugh- 

Nagumo [21], Izhikevich [22, 23], o modelo Hodgkin-Huxley-like proposto por Braun [24]; ou 

modelos mais simples descritos por mapas como o m apa bi-dimensional de Rulkov [25], o 

m apa bi-dimensional de Chialvo [26], entre outros modelos. Esses modelos neuronais simulam 

os sinais sinapticos dos neurônios, esses sinais sao os potenciais de açao dos neurônios, que 

em poucas palavras e o neuronio estar ligado/desligado. Alguns modelos representam apenas 

neurônios que se encontram num regime de spike (cujo a traduçao e disparo), outros apresentam 

neurônios num regime de burst (cujo a traducao e rajada de disparos). Esses regimes podem ser 

obtidos conforme variam-se os parâm etros do modelo neuronal, assim como pode ser observado 

ao alterar o comportamento dinômico do neuronio de um a atividade regular para uma caótica 

(onde os padrões de ativacao dos neuronios ocorrem de forma nao periódica [4]). Alguns 

modelos apresentam estados multi-esrâveis, em que um  neuronio inicializado com diferentes 

condicoes iniciais pode apresentar diferentes estados esrâveis, com diferentes padrões de disparo, 

frequencias, regularidade e caoticidade [27, 28, 29, 30]

O uso de redes complexas e muito util ao estudar a dinamica de sítios acoplados, em sistemas 

neuronais, cada sítio da rede e composto por um neuronio e as hastes, que os conectam formando 

a rede, representam suas conexoes sinópticas. Nõo existe um a ónica topologia de rede que 

compoõe o cóerebro globalmente, entretanto algumas topologias servem para estudar certas aóreas 

ou conexões cerebrais. Como exemplos de topologias de conexoes, podemos citar as topologias 

small-world, scale-free, global, aleatoria entre outras [31, 32].

No capótulo 2 seraõo apresentados os principais conceitos a respeito de sistemas dinôamicos 

nao-lineares e caos, definiremos o que e um sistema dinamico e conceitos fundamentais como 

pontos fixos, estabilidade de pontos fixos, características dinamicas em sistemas caoticos, ex­

poentes de Lyapunov, atratores. No terceiro capítulo mostram-se alguns conceitos sobre teoria 

de grafos, redes, características de redes e topologia de redes. As topologias usadas foram 

small-world e global. Finalizando a primeira parte desse trabalho. Ainda no capítulo 3, serâo 

discutidos topicos sobre sincronizacao de fase e o parâm etro de ordem de Kuramoto, um a ferra­

m enta apropriada para quantificar a sincronizaçcõao de fase de osciladores em redes. O capótulo 

4 e focado na apresentaçõo de propriedades dos neuronios, falaremos sobre sinapses, o primeiro 

modelo de neuronio de Hodgkin-Huxley [19]. Depois desse primeiro modelo, seró comentado 

e exemplificado o modelo termicamente sensível de Braun [24] chamado Hodgkin-Huxley-like, 

por fim, o modelo mais utilizado nesse trabalho e chamado de modelo de Hindmarsh-Rose [20]. 

Partindo desses conceitos e possível acoplar os neuronios para formar nossas redes.
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No quinto capítulo será investigado o processo de sincronização de fase de um a rede com­

posta por neurônios Hindmarsh-Rose (HR). Os neurônios HR tem  a capacidade de exibir a ti­

vidades no regime de spike (disparo) ou no regime de burst (rajada), dependendo de seus 

parâmetros. A dinamica dos neurônios individuais tem  a capacidade de representar compor­

tamentos dinamicos regulares ou caóticos no espaco de fase e tem  forte influencia no processo 

de sincronização de fase. Com base nisso, e estudado o efeito dinamica local na sincronizacao 

de fase dos neurônios, como a transicão nao monotônica de estados nao sincronizados para 

sincronizados a medida que o acoplamento e variado, a presenca de biestabilidade, histerese e 

outras características dinômicas im portantes [32, 33, 34].

O principal resultado discutido aqui e um a dependencia do processo de sincronizacao da 

estabilidade linear da dinômica local das trajetórias dos neuronios. Nossas conclusões são base­

adas no fato de que redes fracamente acopladas induzem dois comportamentos muito distintos 

na rede: sincronizacao e difusao. Chamaremos de difusao ou efeito difusivo o fato dos neurônios 

um a vez sincronizados perderem essa sincronia. Os efeitos de sincronização e difusao associados 

a capacidade dos neurônios de exibir dinamicas regulares e caoticas tornam  o processo de sin- 

cronizacão dependente da estabilidade linear das trajetorias da dinômica local dos neuronios, 

que pode ser avaliada pelo menor expoente de Lyapunov do modelo de neuronios. Para avaliar 

a sincronizacão de fase da rede usamos o parâm etro de ordem de Kuramoto [35, 36].

Esse trabalho sera dividido em duas partes, a primeira parte e dedicada a introducao de 

todos os referenciais teoricos utilizados para esse trabalho (Capítulo 1 ao 4). Enquanto a 

segunda parte e composta pelos capítulos de resultados e conclusoes (Capítulo 5 e 6).
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Capítulo 2 

Sistem as dinâmicos e caos

A dinômica e o ramo da mecanica classica que estuda como os corpos se movimentam ao longo 

do tempo. Historicamente, Aristoteles (384 a.C. -  322 a.C.) foi um dos primeiros responsaveis 

por um dos primeiros modelos registrados que representava a dinaômica dos corpos da natureza. 

Galileu (1564 -  1642) e Isaac Newton (1642 -  1727) realizaram um a mudanca de paradigma 

relativo a teoria aristotelica para o movimento, estabelecendo assim a teoria newtoniana.

A teoria newtoniana, e uma das bases fundamentais para a chamada Mecanica Classica. 

Isaac Newton publicou em 1687 (Princípios M atematicos da Filosofia Natural) um dos livros 

mais famosos da historia da ciencia, o qual contem as famosas três leis de Newton e a lei da 

gravitação universal. Laplace (1749 -  1827) em 1825 publicou em seu livro (Ensaio filosífico 

sobre as probabilidades) um a seguinte afirmaçao que corroborava com o determinismo científico:

”Uma inteligência que, em certo momento, conhecesse todas as forças que atuam no universo 

e o estado inicial de todos os corpos que constituem a natureza, abarcaria na mesma expressão 

matemática os movimentos dos grandes objetos do universo bem como do mais ínfimo dos 

atomos: nada lhe seria duvidoso e o futuro, tal qual o passado, seria como o presente a seus 

olhos.”

Com o surgimento da mecanica quantica e com o avanço dos estudos de fenomenos não- 

lineares, essa inteligência prevista por Laplace foi contestada, independentemente de quao 

ampla seja, jamais o conhecimento futuro seria como aquele almejado pelo mesmo, colocando 

um ponto final na ideia do determinismo científico.

Em 1886, o rei da Suecia e da Noruega propôs um desafio para os cientistas da epoca: 

provar (ou refutar) a estabilidade do sistema solar. Henry Poincaré (1854 -  1912) venceu 

o concurso, mesmo naão conseguindo afirmar sobre a estabilidade do sistema solar, provou 

que seria impossível encontrar um a solucao geral para o problema de 3 corpos, mas soluçoes
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particulares ainda poderiam ser obtidas.

Edward Lorenz (1917 -  2008), com o avanco da computaçao, conseguiu m ostrar que de­

terminados problemas apresentam comportamento caótico. Em Marco de 1963 foi publicado 

seu famoso artigo com um compilado das informaçcoães que havia obtido sobre os movimen­

tos caoticos e sistemas nao-lineares [37]. O modelo matem atico simplificado para a conveccao 

atmosferica estudado por Lorenz e um sistema de três equaçoes diferenciais ordinarias onde 

x, y  e z denotam variaveis proporcionais à intensidade convectiva, diferencas de tem peratura 

horizontais e verticais

dX =  ^(y  -  x). (2.1)

=  x (r -  z) -  y . (2.2)

dZ =  x y -  bz, (2.3)

aqui, a , r e b sao parâmetros chamados de numero de Prandtl, nómero de Rayleigh e um fator 

geometrico, respectivamente. O estudo de fenomenos nao-lineares sao fundamentais para o 

compreendimento de sistemas caoticos e complexos. O sistema de equacães diferenciais nao- 

lineares acima e popularmente conhecido como o a tra to r de Lorenz. A teoria do caos, em

poucas palavras, e relacionada com a ideia de evoluir um sistema dinâmico (no tempo) e notar

que: sutis mudancas nas condiçães iniciais do sistema, podem levar a condicoes finais (ou ate 

trajetorias) completamente diferentes. A figura 2.1 representa a projeçao do atra to r de Lorenz 

no plano, tal que seu formato assemelha-se ao de uma borboleta. A sensibilidade extrem a à 

condicoes iniciais forcam uma divergencia exponencial de trajetorias proximas. Tal divergencia 

e um a das características principais do caos.

Este capítulo m ostra quando um sistema dinâmico descreve uma dinamica caotica e como 

quantificóa-la.

2.1 S istem as D inâm icos

Um sistema dinamico pode ser definido como a evolucao temporal do estado de um sistema (cujo 

o tempo vai de zero em diante) [1]. Nesse sentido, para um a dada configuraçao (condicão inicial), 

um sistema dinamico e determinístico e apresenta unicidade de solucao. Existem duas formas 

de descrever a evolução de um sistema dinamico: com equacoes diferenciais, que descrevem a 

evolucao do sistema considerando o tempo como um a variavel contínua (denominados fluxos);
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Figura 2.1: P ro je ç ã o  do  a t r a to r  de  L orenz  no  esp aço  de  fase x  x  z

e por meio de equacoes de diferenças que consideram o tempo como uma variavel discreta 

(denominados mapas).

Considerando um sistema dinamico contínuo com N  dimensoes caracterizadas pelas variaveis 

(x1 , x 2, . . . , x N), a evolucao tem poral dessas variaveis e descrita pelo conjunto de N  equacoes 

em que as equacoes do sistema são diferenciais ordinarias, autônomas, de primeira ordem e 

pode ser escrito da seguinte forma:

x  1 =  h  (X1,X2 , . . . , x N), (2.4)

x 2 =  h  (X1,X2 , . . . , X N ), (2.5)

. . .  (2 .6)

Xn  =  ÍN (X1 ,X2, . . . ,X N ), (2.7)

que pode ser reescrito na forma vetorial como

x  =  f (x ,t) , (2 .8)

onde x  e um vetor de dimensão N . Este e um sistema dinamico uma vez que qualquer estado
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Figura 2.2: U m a  o rb i ta  no espaco  de  fase d e  t r ê s  d im en sõ es . Figura retirada de [1]

inicial do sistema x (0), podemos, em princípio, resolver as equações para obter o estado futuro 

do sistema x(t) para t > 0. A figura 1.6 m ostra o caminho seguido pelo estado do sistema à 

medida que evolui com o tem po em um caso em que N  =  3. O espaco ( x \ , x 2 , x 3) na figura 

e nomeado espaco de fase, e o caminho no espaco de fase seguido pelo sistema a medida que 

evolui com o tempo e referido como uma órbita ou trajetória.

O p e n d u lo  sim ples

O pendulo simples e um sistema constituído de um a massa m  presa a um a haste rígida de 

comprimento l (despresível de massa) em que pode se mover livremente em relaçao ao seu 

ponto de apoio O (figura 2.3).

A equaçao de movimento e dada pela e.d.o nao-linear:

m l20 +  mgl sin 0 =  0 (2.9)

A equacao 2.9 pode ser escrita como

0 =  V =  f  (0.V).

<(> =  -(g/Osm0 =  g (° ,v ).

(2 .1 0 )

(2. 11)
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Figura 2.3: O p e n d u lo  s im p les. Figura retirada de [2].

Podemos construir trajetórias no espaço de fase (0, 0 =  v) fazendo:

=  f  =  V 
dv  g ( - ( g/ l ) s in '

(2 .12)

ou seja,

— (g /l ) s in 0d0 =  vdv . (2.13)

Integrando os dois lados, obtóem-se:

V2 — a cos 0 =  C, (2.14)

em que a = 2g/l  e C  =  cte.

Para cada valor da constante C , tem-se diferentes curvas no espaco de fase, essa família de 

curvas representadas por h(0, v), esta representada na figura 2.4.

Para um dado par de valores (0, 0) (figura 2.4) temos um estado do sistema. As curvas sao 

chamadas de trajetorias de fase e sao as possíveis soluçoes da equacõo do pendulo simples. O 

conjunto de todas as curvas e chamado de diagrama de fase do sistema. A constante C  esta 

relacionada com a energia to tal do pendulo, cada condicõo inicial (0, 0) =  (a, b) define cada 

um a das trajetorias possíveis e as flechas indicam o sentido da evolucao temporal.

O ponto A  corresponde à solucõo trivial de (0,0) =  (0, 0) em que o pendulo esta parado e 

permanece assim. Esse ponto A  e chamado de ponto fixo x*, pontos fixos sao pontos em que 

o o sistema se encontra em equilíbrio, para fluxos um ponto e dito ponto fixo se ele respeita a
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Figura 2.4: (a) D ia g ra m a  de  fase p a ra  o p ê n d u lo  s im p les  e p o n to s  de  e s ta b ilid a d e
(b) estavel (c) instavel. Figura adaptada de [2].

seguinte equacao:

—Ú
- =  Ú(x*) =  o, (2.15)

Um ponto fixo pode estar num equilíbrio estavel ou instavel. O ponto A  e um ponto fixo 

estável, já  o ponto B  correspondente as condicões (Ú, Ú) =  (n, 0) sao considerados pontos fixos 

instaveis. Ao perturbar o sistema nas proximidades de um ponto fixo, se a tra je tária  foi atraída 

e dito um equilíbrio estavel, e se a tra je tária  e repelida temos um equilíbrio instavel. A figura

2.4 (b) e (c) exemplifica essa diferenca das estabilidades de pontos fixos.

A família de curvas que circula A  representa possíveis movimentos periódicos (em que de­

pois de um certo tempo o sistema volta ao mesmo estado). O ponto onde cada curva corta o 

eixo Ú corresponde a amplitude de oscilacao. As linhas onduladas no topo e em baixo repre­

sentam movimentos onde Ú tem  sempre o mesmo sinal, ou seja, Ú cresce ou decresce sempre. O 

movimento que essas curvas descrevem e no qual o pendulo roda em torno do ponto de apoio 

O. Note que os pontos fixos de equilíbrio instavel B  tem  duas curvas que passam por eles. 

Essas duas regiões no espaco de fase representam comportamentos qualitativamente diferentes: 

dentro delas o movimento e periodico e limitado; fora o movimento e ilimitado. Tais curvas sao 

chamadas de separatrizes.

A estabilidade dos pontos de equilíbrio para fluxos pode ser determ inada analisando a 

vizinhança dos pontos. Considerando um ponto de equilíbrio de um sistema com dimensao D, 

e a perturbaçõo dos pontos da vizinhanca dada por Sx =  x(t) — x*, a evolucõo tem poral desta 

perturbacçõao pode ser descrita em termos de

d
Sx =  — (dx(t) — dx*), 

dt
(2.16)
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e desde que x* seja constante, Sdx =  x  e Sx =  f(x) =  f(x* +  Sx). Fazendo a expansao em 

series de Taylor:

f  (x* +  Sx) =  f  (x*) +  d f ( x — Sx  +  O(Sx2),
d

(2.17)

em que f(x*) =  0 devido à definiçao de equilíbrio e OSx2 representando os termos de ordem 

superior de Sx. Desconsiderando os termos superior ou igual a 2 para uma perturbacao sufici­

entemente pequena,

íx  =  f  =  x ,)  íx  
d x

a derivada parcial da equação e conhecida como matriz Jacobiana e e definida por

' d f i  dfi_"
dx\ dx2 dxD

d f( =  *. d k  d k  ... d k
J ( x *) = _(x =  dx\ dx2 dxD

d x  ''

dfd dfd dfd

_d x \ dx2 dxD_ xpx| ,...,x*D

então

(2.18)

Sx =  J(x*)Sx, (2.19)

em que J(x*) e a matriz Jacobiana avaliada nos pontos de equilíbrios x  =  x*. De acordo 

com a teoria das equaçães diferenciais, a solucão pode ser descrita em termos dos autovalores 

complexos da matriz Jacobiana. Se a parte real de todos os autovalores de J  for negativa, o 

ponto e estável. Entretanto, se pelo menos a parte real de um dos autovalores for positiva, o 

ponto e instável [1].

2.2 E xp oen tes de Lyapunov

Sistemas caáoticos apresentam caracterásticas como sensibilidade extremas a condiçcãoes iniciais, 

a-periodicidade e os expoentes de Lyapunov sao positivos [38]. Grosseiramente expoentes de 

Lyapunov medem a taxa de divergencia (ou convergencia) das perturbacoes práximas, em 

outras palavras, eles mostram o que acontece com as trajetáorias do sistema conforme condiçcãoes 

iniciais (práoximas) evoluem no tempo, as trajetáorias podem estar se aproximando, mantendo 

as distôancias originais ou atáe mesmo se afastando.
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Para exemplificar esse conceito, da-se duas condições iniciais próximas xo e x 0, a distancia 

entre essas duas condicoes e dada por:

||á (0)|| =  X  -  xo|, (2 .20)

ao evoluirmos x(t) depois de um longo tempo t, a distancia entre as trajetórias iniciais será:

||á (t)|| =  X  -  X tl  (2.21)

Ao supor que a relacao entre as distancias dependa exponencialmente do numero de intera- 

das para o tempo t, pode-se escrever, que para condições muito proximas e ao longo de muitas 

interadas:

||á (t)|| =  ||A(0) ||eAt, (2 .22)

aqui, X e o expoente de Lyapunov (desenvolvido por Aleksandr Lyapunov (1857 -  1918)) do 

sistema [39] e podemos explicita-lo escrevendo-o assim:

i tf
X =  ln W t)|- (2.23)

f  * t=ti

em que t f  e t* sao os tempos finais e iniciais computados.

• Se X > 0 as orbitas se afastam exponencialmente e pode-se dizer que o sistema tem 

característica caótica.

• Se X <  0 as orbitas se aproximam exponencialmente e pode-se dizer que tem-se pontos 

fixos ou orbitas periódicas.

• Se X =  0 o sistema encontra-se em um a bifurcaçao.

Foi exemplificado acima um sistema com apenas uma variavel, agora um sistema com D 

dimensões, os expoentes de Lyapunov e escrito da seguinte forma:

1 tf
Xi =  ------ -  J ] l n  m ^ i  =  1, 2, ...D. (2.24)

t f  -  ti t=u

X* sõo chamados de espectro de Lyapunov, e definimos como o maior expoente de Lyapunov A 

onde

A =  max{Xi,X2, ..., XD} (2.25)
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Figura 2.5: E v o lução  de  x(t) d a d a s  d u a s  cond ições in ic ia is  p ró x im as .

E agora sim, um sistema que tenha o maior expoente de Lyapunov A > 0 tem  comporta­

mento caotico.

2.3 A tratores

O atra to r pode ser descrito como um a regiao do espaco de fase de volume nulo para onde as 

trajetorias do sistema dinamico em questao migram conforme passa o tempo [40], em outras 

palavras, e um conjunto de pontos (ou um ponto) no espaco de fase em que o sistema e atraído 

[41]. Atratores sao presentes e evidentes em sistemas dissipativos, pois nesses sistemas, h í  

variacao de volume do espaco de fase. Essa variacõo esta ligada com a conservaçao da energia, 

e depois de um tem po suficientemente longo, todas as trajetorias migram para a regiao de 

volume nulo no espaco de fase [42].

Uma m aneira de exemplificar o que sao atratores e pensar no Oscilador harmônico am orte­

cido em que a equacõo diferencial e descrita por:

x  +  ^ x  +  u^x  =  0 , (2.26)

tal que as solucões sõo:

x(t) =  A  exp(p+t) +  B  exp(p-t), (2.27)
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em que p± sao as raízes do polinómio característico:

p2 +  YP +  ^  =  0 (2.28)

e sao dadas por

P± =  1 { —Y ± \ l Y 2 -  4^0} . (2.29)

Supondo, por exemplo o amortecimento subcrítico (A =  (y2 — 4 ^ ) 1/2 imaginário) pode-se

escrever

x(t) =  A  exp(1/ 2Y t)c o s ( -A /2t +  a), (2.30)

em que A  e a  são constantes e dependem das condicoes iniciais.

E notavel que devido a exponencial negativa, apos passar um longo tempo t, a solucao

x(t)  tende a zerar pois o sistema tende a permanecer em repouso (devido ao termo de amor­

tecimento), ou seja, o ponto para o qual a trajetória  converge no espaço de fase x  =  0 e um 

atrator, neste caso, o a tra to r e um ponto (dimensão zero). Atratores podem apresentar qualquer 

dimensao menor que o nómero de graus de liberdade do sistema.

2.4 B acias de A tracao
j»

Podemos descrever uma bacia de atraçao de um atra to r como o conjunto de pontos que vão 

para o a tra to r a longo prazo. Um jeito simples de exemplificar esse conceito e utilizando a 

equacao de Duffin:

Se tirarm os o forcamento, 7  =  0 e  u  =  0, a equacão fica mais simples e suficiente pra 

explicar esse conceito:

esse e um oscilador cujo dois mínimos em x  =  1 e x  =  —1, um maximo local em x  =  0 e 

para x  < —1 a  funcao do potencial e crescente assim como x  > 1. Essa equaçao tem  tambem 

um termo dissipativo que depende de x . Entao se ’’soltarmos uma bolinha”ao longo desse 

pontencial (de vórios lugares diferentes, com varias velocidades diferentes) ela uma hora vai 

parar, a questão e, onde ela vai parar, em x  =  1, x  =  0 ou x  =  —1?

X +  ôX +  a x  +  f ix3 =  y cos(ut). (2.31)

X +  ôX +  a x  +  f ix3 =  0. (2.32)
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Figura 2.6: B acias de atração do oscilador D uffing. A barra de cor e binária, os atratores 
sao os dois pontos em vermelho no espaco de fase.

A figura 2.6 exemplifica a bacia de atraçao desse problema, pode-se soltar a bolinha nesse 

potencial na posiçao x, e velocidade x, com esse par ordenado de condições iniciais sabe-se pela 

cor do grafico (preta ou branca) em que potencial ela vai parar. Note que o grafico e preto 

e branco, se seu par ordenado for em algum ponto branco, ela vai parar no ponto x  =  —1 se 

for preto ela vai parar no ponto x  = 1 .  Note que ela nao para em x  =  0 pois e um ponto de 

equilíbrio instavel. x  =  1 e x  =  —1 sao dois atratatores.
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Capítulo 3 

Grafos, redes, conexões e suas 

topologias

Em poucas palavras rede e o nome dado a estruturas compostas por um conjunto de sítios 

(sites, do ingies) que são interligados por conexoes. Grafo e um a representacao abstrata  dessas 

estruturas que compoe a rede compostas por nos e arestas que ligam esses nós uns aos outros. 

Existem diversas formas de conectar esses sítios uns com os outros, e essas formas, são chamadas 

de topologias de rede. Alguns exemplos de topologias de rede serâo discutidas nesse capítulo.

Brevemente apresentados os maiores elementos que irão compor esse capítulo, vale a pena 

trazer um pouco do apanhado histórico por trós da teoria de grafos, em que um de seus pioneiros 

foi o matematico Leonhard Euler (1707 -  1783), que desenvolveu parte da teoria ao solucionar 

o problema das sete pontes de Königsberg na Prussia. A cidade de Königsberg e banhada pelo 

rio Pregel, que ao se ramificar formam duas ilhas que se ligam a cidade por meio de sete pontes. 

O desafio era: atravessar todas as sete pontes sem repetir nenhuma delas, independente da 

região de comeco e fim e retornar ao ponto de partida.

Assim como na figura 3.1 Euler listou as pontes e os montes de terra, estudou casos especiais 

variando o numero de pontes das ilhas e por fim, mostrou que nao haveria solucão para tal 

problema pois as 4 regiães A, B, C e D possuíam um numero ímpar de pontes. Feito isto, seus 

resultados deram início ao estudo a teoria de grafos [3].

O cerebro pode ser entendido como um a grande rede neuronal, em que os sítios dessa rede 

sao neurônios e esse capítulo sera apresentado como os neurônios da rede se conectam uns com 

os outros.
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Figura 3.1: O p ro b le m a  d as  p o n te s  de  K o n ig sb e rg  consiste em atravessar todas as sete 
pontes da cidade sem repetir nenhuma delas, B e C são duas regioes da cidade, A e D sao duas 
ilhas. Figura retirada de [3].

3.1 C aracterísticas e propriedades de redes

3.1.1 Grafos e matriz adjacente

Uma rede e composta por um  conjunto de sítios, (ou nos, ou vertices) que se conectam entre si. 

Em um grafo os sítios são representados como pontos e essas conexoes sao representadas como 

linhas (ou curvas). Essas conexoes podem ser entendidas como a distância entre dois sítios, 

e essas distancias podem representar alguma quantidade física ou simplesmente um estado de 

ligado/desligado [43]. As redes podem ser classificadas como direcionais ou nao-direcionais. As 

direcionais tem  como característica que um sítio pode estar ligado a outro, mas esse outro pode 

nao estar ligado ao primeiro propriamente dito. Ja  redes nao-direcionais sao aquelas onde o 

comportamento recíproco e presente, assim um sítio está conectado a outro da mesma maneira 

que esse outro e s tí  ligado a um. A figura 3.2 exemplificam as conexoes duma (a) rede direcional 

e (b) duma rede nao direcional.

Uma forma de representar esses grafos e redes e atraves de um a matriz adjacente (ou matriz 

de conexao). Os elementos eitj dessa matriz são responsíveis por indicar se o elemento i e s tí  

conectado ou nao ao elemento j . Nesse caso os sítios estao conectados da mesma forma sem 

existir nenhum peso associado a conexao, portanto se, eitj =  1 o sítio i e s t í  conectado com j ,  

e se, eiyj =  0 o sítio i não e s tí  conectado com j .

Abaixo seguem representacoes das matrizes adjacentes aos grafos da figura 3.2 (a) e (b). A 

diferenca de um a rede direcional (A) e outra nao-direcional (B) e evidente, a matriz adjacente
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Figura 3.2: E x em p lo  de  conexões (a) rede direcional (b) rede nao direcional. 

a um a rede nao-direcional (B) e uma matriz simetrica, ou espelhada pela diagonal principal:

A

0 1 0  1 

1 0  1 0

B

0 0 0 1 

1 0  0 0

0 1 0  1 

1 0  0 1 

0 0 0 0 

1 1 0  0

Olhando as matrizes A  e B, as linhas e colunas indicam que para a primeira rede o sítio 1 

está conectado com o 2 e 4, o sítio 2 está conectado com o sítio 1 e 3, sítio 3 se conecta com o 

4 e o sítio 4 conecta com o sítio 1. Ja  a segunda rede e possível notar que a matriz e espelhada 

pela diagonal, sendo que o sítio 1 conecta com o 2 (e vice-versa) e com o 4 (e vice-versa) e o 

sítio 2 conecta com o 4 (e vice-versa).

Neste trabalho vamos utilizar os grafos para representar as conexoes entre nossos neurônios 

da rede neuronal respeitando as seguintes afirmações:

• A rede e considerada um grafo.

• Cada n í  do grafo e um sítio da rede neural que consequentemente e um  neuronio.

As conexões entre os neuronios sao representadas por um a matriz adjacente que e esparsa.



26

3.1.2 Propriedades da rede 

Livre cam inho m edio

Uma das informações mais relevantes de um a rede e chamada de livre caminho medio. O livre

caminho medio consiste na media das menores distancias possíveis entres os sítios da rede. Essa

distância entre o sítio i e j  nao e um a distancia física propriamente dita, e sim o numero de 

sítios existentes entre i e j .  Seja L ij a menor distância possível entre i e j ,  entõo o livre caminho 

medio pode ser escrito como:

1 N
L = n ( n  — 1) ^  Lij , (3^

em que L  e o livre caminho medio da rede, N  e o numero de sítios da rede. Podemos definir o 

diametro de um grafo:

dG =  max(ij) (Lij), (3.2)

Calcularemos o livre caminho medio para a matriz A  da secao anterior. Nesse caso as 

menores distancias possíveis L ij sõo:

L 12 =  l L 13 =  2 L 14 =  l (3 3̂)

L 21 =  l L 23 =  l L24 =  2 (3.4)

L 31 =  2 L 32 =  3 L 34 =  l (3.5)

L41 =  l L42 =  2 L43 =  l (3.6)

Obtemos com auxílio da equacao 3.1 podemos afirmar que para a matriz A  o valor do livre 

caminho medio e L  =  1, 5. Uma rede com livre caminho medio pequeno implica na facilidade 

da informacao chegar ao maior número de sítios da maneira mais eficiente e rapida.

C oeficien te de aglom eração

O utra informacao relevante e avaliar o coeficiente de aglomeraçao da rede (do ingles clustering) 

das conexoes entre os sítios da rede. Esse coeficiente quantifica o quao aglomerado sõo os sítios 

da rede. Considerando os vizinhos de um sítio, o seu coeficiente de aglomeracões e a fraçao 

das conexoes efetivas em relacao às suas conexões (locais) possíveis. Defini-se o coeficiente de 

aglomeracõo Ci para o i-esimo sítio como
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Ci _  . (3.7)
Cmax,i

em que Cn,% e o número de conexões que o íAsimo sítio possui, Cmaxi e o número to tal de 

conexões possíveis definido por

C  _  ki(k i -  1) (3
Cmax,i 2 . (3*8)

em que ki e o número de vizinhos que o íAsimo sítio possui.

O coeficiente de aglomeração da rede como um todo (7, e a media dos coeficientes de 

aglomeracao de todos os sítios da rede:

1 N
C  _  Ci. (3*9)

i=1

quanto o coeficiente de aglomeraçao da rede C  ~  0 , nao existe aglomeracao na rede, desta 

forma poucos sítios estão acoplados, de maneira oposta, se C  ~  1, implica na existencia de 

aglomeracão e acoplamento entre os sítios.

3.2 Topologias de acoplam ento

A topologia de um a rede e entendida a partir de como os sítios da rede se conectam. Exem­

plos de topologias sao: regular, global, small-world (pequeno mundo), scale-free (escala livre), 

aleatória, entre outras possíveis. No estudo de redes neurais topologias das redes mais utiliza­

das são small-world [44] e scale-free [31], pois tais estruturas apresentam propriedades analogas 

ao que o cerebro pode se com portar dessas formas dependendo da regiao do cerebro que está 

sendo estudada, [44].

3.2.1 Rede regular

Considerando um a rede de tam anho N , ou seja, N  sítios, a rede mais simples e chamada de 

rede regular, onde todos os sítios possuem o mesmo numero de conexoes, por exemplo, a rede 

de primeira vizinhança exposta na figura 3.3 (a). O íAsimo sítio está conectado apenas com os 

sítios í +  1 e í — 1, assim como o í +  1-^simo sítio esta conectado apenas com os í e í +  2 sítios e 

assim por diante. Nessa configuraçao cada sítio possui 2 conexoes. Podemos mudar um pouco 

a configuracao, e conectar com os dois mais príxim os vizinhos da figura 3.3 (b), a rede ainda 

sera chamada de regular mas agora com segunda vizinhanca, em que o í-esimo sítio se conecta



28

Figura 3.3: E x em p lo  de  re d e s  re g u la re s . Com N  = 1 0  sítios (a) um a rede de primeiros 
vizinhos (b) um a rede com segundos vizinhos (c) um a rede global.

com dois à esquerda e dois a direita, i — 2 e  i — 1 e i +  1 e  i +  2. Todas essas conexoes citadas 

acima entre os vizinhos são chamadas de conexoes locais. Conforme aumenta-se essas conexoes 

locais entre os vizinhos ate que eventualmente conectemos todos os sítios da rede com todos os 

outros, essa rede regular tem  um nome particular e íe chamada de rede global, em que todos 

os sítios estão conectados com todos os outros da rede figura 3.3 (c). Cada sítio dessa rede faz 

N ( N  — 1) conexães.

3.2.2 Rede aleatória

Redes aleatórias são redes em que suas conexões são distribuídas aleatoriamente. E possível 

calcular analiticamente [45] os coeficientes de aglomeracao, livre caminho medio e o diametro 

para redes aleatórias. A construcõo duma rede aleatória e baseada na probabilidade de conexao 

aleatória pc. Supondo N  sítios na rede, quando N  ^  x>, z  o numero medio de conexões da 

rede e pc z / N .

z
C  & (3.10)

ln N
& ln(ln N ) ’ (3.11)

ln N
d &  ----- .

ln z
(3.12)
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3.2.3 Rede small-world

O psicologo Stanley Milgram em 1967 elaborou um experimento com a finalidade de entender 

o fenômeno de mundo pequeno, ele queria calcular a probabilidade de duas pessoas aleatórias 

se conhecerem [46].

O experimento social dele consistia em enviar pacotes para 296 pessoas aleatorias em Omaha, 

Nebraska e Wichita no Kansas. Em cada pacote continha um a carta com detalhes do estudo e 

havia um contato pessoal de um a pessoa-alvo que morava em Boston, Massachusetts. Entao, 

se a pessoa que recebesse o pacote conhecia a tal pessoa-alvo, ela deveria enviar o pacote 

diretamente ao endereco. Caso contrario, o escolhido deveria envia-lo a alguem que teria maior 

chance de conhecer a tal pessoa-alvo. Quando o pacote chegasse a pessoa-alvo, poderiam 

term inar o estudo sabendo quantas pessoas cada pacote passou. O resultado final de Milgram 

foi algo em torno de 6 pessoas.

R o ta  W a tts -S tro g a tz

Duncan W atts (1971 -  atual) e Steven Strogatz (1959 -  atual) estudaram  essas redes small- 

world e constataram  que algumas substituicoes de conexoes locais por conexoes nao-locais 

(isto e, uma conexõo com outros sótios ”nao-vizinhos”) poderiam transform ar uma rede regular 

em um a rede small-world [47]. Eles partiram  de uma rede regular do tipo segundos vizinhos 

(que possui um coeficiente de aglomeraçõo medio e livre caminho medio alto) e a partir desta, 

definiram um a probabilidade pws de dois sítio vizinhos perderem a conexõo e fazer com um 

sítio aleatorio da rede e notaram  que ao aum entar o valor da probabilidade pws o livre caminho 

móedio da rede óe reduzido, pois conexõoes nõao-locais começcam a surgir. Desta forma, obtiveram 

um a rede small-world, onde o coeficiente de aglomeraçao medio da rede continua alto e o livre 

caminho medio e reduzido. O Livre caminho medio baixo, implica que em media precisa-se 

de menos passos para a informacao chegar a seu destinatario; ja  o coeficiente de aglomeracao 

alto implica em aglomeracao entre os sótios da rede. Os parâm etros mais im portantes dessa 

topologia Watts-Strogatz sao: N  o numero de sótios, k o numero de conexoes de cada sótio (com 

os vizinhos), e a probabilidade 0 <  pws < 1 de perder um a conexõo local e fazer uma nao-local. 

Quando pws =  1 a rede torna-se aleatoria. A figura 3.4 apresenta o exemplo duma rede regular 

de segundos vizinhos, em seguida duma rede small-world e por fim duma rede aleatoria.
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Figura 3.4: R e p re se n ta ç ã o  d a  r o ta  de  W a tts -S tro g a tz : de (a) ate (c) a probabilidade de 
ocorrer a troca de conexões e aumentada, sendo que (a) representa um a rede regular pws =  0 , 
(b) uma rede de pequeno mundo pws =  0.1 e (c) uma rede aleatória pws =  1.

Figura 3.5: R e p re se n ta ç ã o  d a  r o ta  de  N ew m an -W a tts : de (a) ate (c) a probabilidade de 
novas conexoes e aum entada, sendo que (a) representa um a rede regular pnw =  0 , (b) uma rede 
de pequeno mundo pnw =  0.3 e (c) uma rede global pnw =  1.

R o ta  N e w m a n -W a tts

O utra topografia de redes small-world e a Rota Newman-Watts [48] que difere da ro ta Watts- 

Strogatz em um detalhe, o sítio nao perde suas conexoes locais para fazer conexoes nao-locais, 

ocorre um a adicão sucessiva de conexoes afim de criar shortcuts (atalhos) na rede. Essa rota 

para um a rede small-world parte do mesmo princípio da ro ta  Watts-Strogatz. Inicia-se uma 

rede regular e conforme aum enta o parâm etro pnw a rede vai fazendo novas conexães não locais 

sem perde as locais. O parâm etro pnw =  1 (máximo) implica na criacao duma rede global. 

Os outros parâm etros sao semelhantes aos da Rota Watts-Strogatz: N  o numero de sítios, k o 

numero de conexoes de cada sítio (com os vizinhos).



31

Capítulo 4 

Sinapses, m odelos neuronais e 

sincronização de fase

Este capítulo apresenta algumas propriedades do neurônio, a principal célula do sistema nervoso 

[14, 4]. Em seguida, sera apresentado o primeiro modelo de neuronio, o modelo Hodgkin-Huxley 

(HH) [19], onde as equações para modelar a evolucão tem poral do potencial de membrana sao 

criadas a partir de um circuito eletrico. O termo spike pode ser traduzido como disparo, í  

quando o neuronio sai dum estado de relaxamento e libera um pulso devido a diferença de 

potencial. Adianto que no modelo HH, os neurônios apresentam apenas a dinamica de spike. 

Em seguida, será apresentada um a das adaptacoes do modelo HH proposto por Braun et al. 

[49, 24], aqui chamado de modelo Hodgkin-Huxley-like (HHl), onde a adaptaçao consiste na 

adicao de duas correntes ionicas e alguns parâmetros dependentes da tem peratura, que tornam  

possível ao neurônio representar uma dinamica diferente de spike, chamada de dinamica de 

burst. Podemos definir burstqualitativamente como um a sequencia de spikes, seguido de um 

tempo de relaxamento bem definido. Em seguida, sera apresentado o modelo de Hindmarsh- 

Rose (HR) [20], um modelo neuronal que tem  três equacoes diferenciais de primeira ordem 

acopladas, com dinamicas de spike e burst. O trabalho se baseara nesse modelo. Por fim, 

sao apresentadas brevemente as equacoes que acoplam no modelo HR e regem as interacoes 

sinapticas entre os neurônios, o que permite a transferencia de informacoes entre os neuronios.

No final deste capítulo serâo introduzidos os conceitos necessários para estudar sincronizacao 

de fase em sistemas dinamicos. O parâm etro de ordem de Kuramoto, idealizado por Yoshiki 

Kuramoto (1940 -  atual), quantifica a sincronizacao de fase de osciladores em redes.
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4.1 Sinapses

Nesta subsecão, descrevemos brevemente os principais mecanismos que envolvem as conexoes 

neuronais. Em geral, os neurónios podem ser conectados eletricamente, por meio de junçoes 

comunicantes, ou quimicamente, atraves de moleculas especiais chamadas neurotransmissores. 

Em ambos os casos, a estru tura que conecta os dois neurônios e chamada de sinapse [14].

O neuronio, assim como todas as celulas, possui membrana celular, chamada de membrana 

neuronal, que serve para delimitar o meio intracelular do meio extracelular onde as variações 

nas concentraçcãoes ioónicas dos meios geram um a diferençca de potencial na membrana que pode 

ser definida por

V  =  Vintra — Kxtra (4.1)

em que Vintra e K xtra são respectivamente o potencial do meio intracelular e do meio extracelular.

A membrana celular do neuronio e constituída de proteínas as quais funcionam como canais 

seletores de íons, um a especie de tunel que permite a entrada e a saída de íons da membrana 

neuronal. O potencial de repouso refere-se ao potencial atraves da membrana quando a celula 

e s tí  em repouso. Um neuronio típico tem  um potencial de repouso de cerca de -70 mV. A 

diferença de potencial surge das diferenças nas concentracoes dos vírios íons dentro e fora 

da celula. Os principais íons encontrados em ambos os lados da membrana celular sao Sodio 

(Na+), Potíssio (K+) e Cloro (Cl_ ). A diferenca de potencial spike envolve o transporte de 

íons atraves da membrana celular e a permeabilidade seletiva da membrana a esses íons. No 

repouso, a concentracao dos íons de Potassio dentro de uma celula (meio intracelular), e cerca 

de dez vezes maior do que fora da celula (meio extracelular), j í  as concentraçães de Sodio e 

Cloro saão muito maiores no meio extracelular.

Existem dois tipos de canais ionicos na membrana: gated (com portão) ou non-gated (sem 

portao). Os canais sem portao estao sempre abertos, enquanto os canais com portao podem 

abrir e fechar em que a probabilidade de abertura geralmente depende do potencial de mem­

brana; estes sao referidos como canais dependentes de voltagem. Canais fechados sao tipica­

mente seletivos para um unico íon. Os canais ionicos sem portao sao os principais responsíveis 

por estabelecer o potencial de repouso. Um potencial de acao, spike, e gerado quando canais 

com portas se abrem, permitindo o fluxo de íons atraves da membrana celular.

Por causa das diferenças nas concentraçães dos meios intra e extracelular, quando os canais 

apropriados estao abertos, íons de Na+ e Cl+ tendem  a se difundir para dentro da celula. 

enquanto os íons de K+ tendem a se difundir para fora. Os íons nao difundem para dentro ou
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Figura 4.1: O fluxo de  K+ e d e te rm in a d o  ta n to  p e lo  g ra d ie n te  de  c o n c e n tra ç a o  de 
K + e o p o te n c ia l e le tr ic o  a tra v e s  d a  m e m b ra n a . R etirada da referencia [4]

para fora de um canal aberto ate que a concentração desse lon em qualquer um dos lados da 

celula seja bem próxima de zero. Isso ocorre por causa do campo eletrico criado pela separação 

de cargas positivas e negativas atraves da membrana celular.

Para fins de simplificação, supãe-se que a celula seja permeavel apenas a K+. O gradiente 

de concentração de K+ move íons de K+ para fora da celula. No entanto, o fluxo contínuo de 

K+ acumula um excesso de carga positiva no exterior da celula e deixa para tras um excesso 

de carga negativa no interior. A carga negativa consiste principalmente de anions organicos 

impermeaveis A_ . Este acúmulo de carga a tua  para impedir o fluxo adicional de K+, entao, 

eventualmente, um equilíbrio e alcancado. Nesse equilíbrio, as forcas motrizes eletrica e química 

sao iguais e opostas, um esquema desse exemplo e visto na figura 4.1.

O potencial de membrana no qual o íons de K+ estao em equilíbrio atraves da membrana e 

chamado de potencial de Nernst para o K+:

T/ R T  [K+] dentro
Vk =  -  X F  i K + f n r  ■

(4.2)

em que VK e o potencial de Nernst, R  e a constante dos gases, T  e a tem peratura absoluta em 

Kelvin, z e o numero de eletrons da camada de Valencia de K  + , F  e a constante de Faraday e 

[K+]dentro e [K+]fora sao as concentracões dos íons de K  + dentro e fora da celula.
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4.2 M odelos neuronais

4.2.1 Hodkin-Huxley

Um dos primeiros modelos neuronais proposto na literatura chama-se modelo de Hodgkin- 

Huxley devido aos cientistas britanicos Alan Lloyd Hodgkin e Andrew Fielding Huxley, que 

em 1952 propuseram a fim de explicar como se dava a propagacao dos potenciais de acõo no 

axonio de um a lula (que sao gigantes comparado com os axonios dos humanos) por um modelo 

capacitivo [19] e receberam o Prêmio Nobel em Fisiologia/Medicina 1963.

Esse trabalho perm itiu que eles observassem que o axonio tinha três correntes principais: 

um a corrente de entrada de sodio JNa que depende da voltagem, um a corrente de saída de 

potassio JK que depende de voltagem e um a corrente de vazamento ôhmica Jl (realizada prin­

cipalmente por íons Cl- ). Eles notaram  que o canal de sodio tinha três portas de ativacõo 

(variavel m)  e um a porta  de inativacao (variavel h), enquanto o canal de potassio tinha quatro 

portas de ativacao (variavel n).

As quatro equações diferenciais que compõe o modelo HH sao:

CMV  =  Jext — gK n'4 (V  — E K ) — gNahm-3(V — E Na) — Ql(V — E l) , (4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

n  =  an (V  )(1 — n) — n^n(V ),

m  =  am(V  )(1 — m) — mfim ( V ),

h =  a^(V )(1 — h) — hfih( V ),

em que as variaveis representam as mesmas quantidades definidas anteriormente, com CM =  

1g,F/cm2 e Jext e um a densidade de corrente aplicada externamente. As taxas de transiçao sao 

determinadas experimentalmente:
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a " (V) =  0 ■ 0 2 1 -  e x p « - -  V )/9) ■ (4-7)

A‘(V) =  0 ■ 0 02 1 -  e x p « -  - 2 5 ) /9 )  ’ (4-8)

" m(V) =  0 4 8 2 1 -  e x p ( ( - K -  35)/9) ’ (4'9)

M V)  =  - 0  -1241 -  exP((V + 3 5 ) /9 )  • ( 4 4 0)
a h(V ) =  0 . 2 5 e x p ((-V  -  90)/12), (4.11)

Rh(V ) =  0 25 exp((V +  62)/6) (4 12)
Ph(V) =  0 5 exp((V +  90)/12) , (4.12)

Estas sao as equações originais, nas quais os parâmetros são alterados de ta l forma que 

o potencial de repouso fica em torno de 0 mV. Com uma mudança de variavel, chega-se às 

seguintes equaçães:

CMV  =  Jext -  gK n  ̂(V -  E K) -  9Nahm3(V -  E Na) -  9l(V  -  E l) , (4.13)

n  =  ( n ^ ( V ) -  u)rn (V ), (4.14)

m  =  ( m ^ ( V ) -  m )rm(V ), (4.15)

h =  ( h ^ ( V ) -  h)Th(V), (4.16)

(4.17)

em que p ^  para p  =  n ,m ,h  são funções estacionárias de ativação dadas pelas equações

p™ (V ) =  ap/ ( a p +  ßp) (4.18)

que podem ser aproximadas por funçoes de Boltzmann

P » (V ) =  —  V ------VT7Í (4.19)
1 +  exp(Vi/2 -  V ) / k

em que V1/2 e chamado de potencial de meia ativaçao, ta l que m x ,(Ví/2) =  0 .5, e k e a inclinação 

de meia ativacao.

Os tempos característicos sao:
1

(4.20)
(aP +  fip)

A resposta das variaveis de estado devido a aplicaçao de um a corrente e m ostrada na figura
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Figura 4.2: V oltagem  da m em brana do m odelo H od gk in -H u xley  como resposta a 
aplicaçao de pulsos lineares.

4.2 e 4.3. A corrente aplicada tem  um crescimento linear, e o fato de demorar bastante para 

ocorrer o disparo da-se ao fato de que uma corrente fraca nãao e suficiente pro neurâonio disparar, 

o neuronio so dispara o potencial de acao a partir de um limiar. Portanto a corrente tem  que 

ser forte o suficiente para que ocorra o disparo do neurâonio.

4.2.2 O modelo Hodgkin-Huxley-like

O modelo proposto por Braun [24] e um a adaptacao do modelo Hodgkin-Huxley que reproduz 

padrães semelhantes observados nos eletro-receptores termicamente sensíveis do bagre [49]. O 

modelo HH-l traz a dinâmica de burst, que e caracterizado por um a fase silenciosa (comporta­

mento de repouso) seguida de um a fase ativa de picos rapidos de oscilaçcãoes. Pacientes com mal 

de Parkinson exibem aumento da atividade de burst em neurânios dentro dos ganglios da base

[4]. A adaptacão de Braun criando o modelo HH-l, consiste na adicao de duas correntes com 

frequencia mais lenta e alguns parâmetros dependentes da tem peratura. A equacão principal 

do modelo e definida como

(4 .21)
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Figura 4.3: V ariáv e is  de  a tiv ação  e in a tiv ação  do  m o d e lo  H o d g k in -H u x le y  como res­
posta à aplicacão dum pulso linear

em que, assim como no modelo HH, CM e a capacitância da membrana, Id e Ir representam as 

correntes ionicas de sodio (Na+) e potássio (K+), I sd e I sr representam as correntes sublimiares 

de despolarizacão e re-polarizacao, e podem estar relacionadas aos íons Ca2+ [50]. Ii representa 

a corrente passiva recebida devida a c o n tr ib u to  dos canais não controlados. Essas correntes 

sao descritas por

Id =  pgdad(V  — E d) , (4.22)

Ir =  pgr ar (V  — E r), (4.23)

Isd =  pgsdasd(V — Esd), (4.24)

I sr pgsrasr(V E sr (4.25)

Ii =  gi (V — Ei), (4.26)

em que gd, gr , gsd, gsr e gl são os valores maximos das condutancias e ad, ar , asd e asr são

as funcães de ativacao dos canais iânicos. p e um parâm etro que depende da tem peratura e e 

definido por
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T  -  To

p =  1.3 To , (4.27)

em que T  í  a tem peratura do sistema, T0 e t0 sao constantes.

A evolucão tem poral de cada termo de ativacao estao representadas pelas equacoes diferen­

ciais

^r r  =  — (o,d ,<x -  ad ), (4.28)dt Td

d a r  — ,  s
—— =  (ar -  a r ) ) (4.29)

d t  T r

<da S d  =  —  (a s d ,<x -  a s d ) , (4.30)
d t  T sd

—  ( - n l s d  -  Y a s r ), (4.31)
d t  T sr

aqui — e outro parâm etro dependente da tem peratura em que — =  3(T-Tod T°; Td , T r , T sd  e T s r  são

os tempos característicos correspondentes a cada funçao de ativacao [24]. O termo n  í  um fator

que relaciona a corrente m ista N a/C a com o incremento do Ca2+ intracelular, e 7  e a taxa de 

diminuicao do Ca2+ [50].

ad,^ r T r \1 , (4.32)
1 +  exp[—Sd(U — V0d)J

ar,^ ~T~ r JTJ t  t n \  , (4.33)1 +  exp[—sr (V  — VQr J)

asd,<x Z : f JTJ TJ TT, (4.34)
1 +  exp[—ssd(V — VOsd)J

em que sd , sr , ssd , V0d , V0r e V0sd sao os parâmetros. A figura 4.4 representa a evolução das 

5 variaveis do modelo HH-l utilizando os parâmetros da Tabela A.1. No painel (a), o potencial 

de açao da membrana V  representa um tempo de relaxamento seguido duma sequencia de 4 

picos seguidos por um tempo de repouso. Nos paineis (b) e (c) as variaveis de ativaçao ad e ar 

apresentam um a dinamica semelhante. Nos paineis (d) e (e) as variaveis de ativacao asd e asr 

m ostram  uma oscilacao mais lenta que segue a oscilacao de ruptura.



39

Figura 4.4: D in â m ic a  d as  5 v a riáv e is  do  m o d e lo  H H -lik e  iso lado . (a) A dinâmica de 
burst do potencial de acâo da membrana V (t): um a sequencia de picos seguida de um tempo 
de repouso. As variaveis de ativacao (b) ad e (c) ar seguem a dinâmica rápida do potencial 
V , enquanto (d) asd e (e) asr apresentam um a dinâmica mais lenta. Em particular, asr oscila 
com a frequencia de burst pouco influenciada pela ocorrência do spike. Utilizando os valores 
da tabela A .1.
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4.2.3 Hindmarsh-Rose

D in â m ic a  in d iv id u a l

Em 1982 Hindmarsh-Rose propuseram um modelo neuronal com duas equações diferenciais 

que nao tinha dinamica de burst [51], mas em 1984, eles adicionaram um a terceira equaçao 

diferencial, responsavel por trazer essa dinamica de burst ao modelo [20]. O modelo mais 

utilizado neste trabalho e o modelo Hindmarsh-Rose [20], este modelo e um sistema de equacoes 

diferenciais com três equacoes diferenciais, e pode ser escrito de forma autônom a por:

=  bx2 — ax3 +  y — z  +  I, (4.35)
dt

dy  =  c — dx2 — y, (4.36)

dz
—  =  r(sx  +  k) — z. (4.37)
dt

Nesta equacõo a variavel x  representa o potencial de açao do neuronio, e as variaveis y 

e z sõo equacoes de suporte. Diferente do modelo de neurônios Hodgkin-Huxley, esse e um 

modelo puramente matematico, portanto, os parômetros a, b, c, d, r, s, k sao apenas valores, sem 

nenhuma unidade de medida por trâs. O parâm etro I  representa uma corrente externa aplicada 

ao neurôonio.

A tabela A .2 representa os valores dos parômetros que sõo fixos no modelo. O trabalho foi 

feito variando os parômetros I  e b, e evoluindo as 3 variaveis do modelo ao longo dos intervalos 

de b e I  obtem-se 4 dinôamicas diferentes para o neurôonio isolado.

As solucoes dessas dinamicas estõo representadas nas figuras 4.5 cujo os parâm etros sao (a) 

b =  2.6075 e I  =  4.33, (b) b =  2.68 e I  =  4.4, (c) b =  2.65 e I  =  4.345 e (d) b =  2.625 e I  =  4.3. 

Essas figuras foram feitas calculando 2000 tempos ap ís um transiente de 200 tempos utilizando 

o metodo de integracao Runge-K utta de 4/5 ordem, com o step de integraçao A t  =  0.01. As 

condicoes iniciais foram u0 =  (x0,y 0, z 0) =  (0.1, 0.2,0.3). Essas 4 regiões serõo definidas no 

capítulo 6 , mas por enquanto podemos notar que na figura 4.5 (a) temos um regime de burst 

regular, na figura 4.5 (b) temos um regime de spike regular, na figura 4.5 (c) temos um regime 

de burst caotico e, por fim, na figura 4.5 (d) temos um regime de burst regular.
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D in â m ic a  a co p la d a

Para acoplar neurônios temos que adicionar a potencial de acao dos neurônios como uma 

corrente sinaptica nas equações diferenciais que calculam os potenciais de acao nos outros 

neurônios, m atem aticam ente o sistema torna-se:

d x '
=  bx2 — ax \  +  yi — Zi +  I  +  Ii,syn, (4.38)

d i  =  C -  dxl -  y i , (4.39)

dZ
=  r(sxi  +  k) -  Zi, (4.40)

dt

em que o potencial acoplado do i-esimo neurônio e dado pela solucõo em relacao a primeira 

equacao do sistema acima e o termo de corrente sinaptica externa de sincronizaçõo devido aos 

outros neurôonios e dado por
N

I i,syn =  ~  ^  ] ei,j x j ( t) , (4.41)
n  j = 1

£ e parômetro de forcamento do acoplamento que varia de 0 a 0.50, n  e o numero de conexoes 

que cada neuronio faz em media na rede. O elemento de matriz eitj e em relacõo a matriz de 

conexao, de modo que se i e j  estiverem conectados eiyj =  1, caso contrario eiyj =  0 . A variavel 

xj  representa o potencial de acõo do j -esimo neurônio.

4.3 Sincronização de fase

A sincronizacao e um fenômeno nao-linear, detectado no seculo XVII quando o cientista 

holandes Christiaan Huygens reportou sua observaçao onde havia acoplado fracamente dois 

pendulos e houve sincronia de fase [6 , 7]. Um dos principais modelos que deram inicio ao 

estudo de sincronizacao foi o modelo de Kuramoto, esse modelo descreve a dinômica dos os- 

ciladores e o grau de sincronia em um sistema acoplado [36]. Dependendo da intensidade do 

acoplamento, tendem a sincronizar suas fases e frequencias de oscilacõo. No conceito de sis­

temas dinômicos ha varios estados de sincronizacao: a sincronizacao completa e a forma mais 

simples de sincronizacao pois consiste na convergencia exata de todas as trajetórias do sistema; 

a sincronizaçao de frequencia consiste no bloqueio de frequencia do sistema, onde todos os ele­

mentos do sistema evoluem com a mesma periodicidade; e a sincronizaçcõao de fase que sincroniza 

a fase e a frequencia [52].

Nesta seccao serõo introduzidos alguns conceitos de sincronizaçao em sistemas dinamicos,
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Figura 4.5: D in a m ic a  d a s  3 v a riav e is  do  n e u rô n io  H R  iso lado , x ,y  e z respectivamente. 
Usando os parâm etros da tabela A.2. Os parâmetros b e I  sao:(a) b =  2.6075 e I  =  4.33, (b) 
b =  2.68 e I  =  4.4, (c) b =  2.65 e I  =  4.345 e (d) b =  2.625 e I  =  4.3.
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baseado no modelo oscilatório de Kuramoto, idealizado por Yoshiki Kuramoto (1940 -  atual), 

esse modelo tem  um a ferramenta muito poderosa que quantifica a sincronização de fase de 

osciladores em redes, chamada de parâm etro de ordem de Kuramoto. A sincronizacão de fase 

vai ser de grande importôncia na hora de quantificar a sincronia entre neurônios.

4.3.1 Parâmetro de ordem de Kuramoto

Toda vez em que o j râsimo neuronio inicia seu disparo, associa-se a uma fase geometrica e

m últipla de 2n da seguinte forma:

dj (t) = 2nkj +  2 n ( —*-— J , t kJ < t < t k+1J, (4.42)
Vrâ+ij — t k,j J

em que t  e o tempo de integracão, t k e o tempo em que ocorre o krâsimo disparo do neurônio j  

e t k+1 e o tempo em que ocorre o disparo seguinte. Dessa forma, t k+1 — t k caracteriza a duracao 

de um (burst) (no regime de rajada) ou de um (spike) (no regime de disparos).

Ao atribuir a fase aos neuronios utiliza-se o parômetro de ordem de Kuramoto [36], essa e

a ferramenta que caracteriza a sincronizacçãao de fase para um determinado tem po t .

1 N
R M = w Z é "’ • (4.43)

j=1

em que R(t)  e o modulo do parâm etro de ordem de Kuramoto, ele e responsavel por dizer 

se o estado esta sincronizado e quantificar essa sincronia. Quando R(t) ~  1 o  sistema esta 

sincronizado em fases no tem po t e quando R(t) ~  0 o sistema dessincronizado em fases no 

tempo t .

O parâm etro de ordem de Kuramoto R(t) m ostra a sincronizacão para apenas o instante de 

tempo t . Assim nãao podemos afirmar sobre a sincronia do sistema como um todo.

Para esse trabalho, utiliza-se em grande parte dos resultados o que e definido por parômetro 

de ordem de Kuramoto medio (R), o qual e um a media tem poral de todos do parâm etro de 

ordem de Kuramoto R(t) num longo período de tempo, assim:

1 f -ti

( R  =  M  Z  R ( j  )• (4-44)
j=i

em que ti e o instante de tempo inicial do cúlculo do parâm etro de ordem R(t) jú que o calculo 

ocorre a partir de um  transiente, e t f  e o instante de tem po final do calculo do parâm etro de 

ordem.
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Assim, se (R) « 1 o  sistema permaneceu num regime sincronizado por um longo período de 

tempo e pode-se dizer que o sistema esta sincronizado. Em contra-partida se (R) « 0 o  sistema 

e s tí  num regime dessíncrono. Variando o parómetro de forcamento do acoplamento e podemos 

dessa forma avaliar o parâm etro de ordem de Kuramoto medio (R), assim, (R) nos d ir í  se para 

aquele forçamento de acoplamento e a rede e s tí  ou não sincronizada.

A sincronizacao anomala e s tí  relacionada com alguma doencas cerebrais e neuroparias como 

mal de Parkinson, epilepsia e autismo [53, 54, 55]. No proximo capitulo, esses conceitos apre­

sentados serãao mostrados como resultados do presente trabalho e exemplificados em algumas 

figuras.
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Capítulo 5 

Resultados

No presente capítulo seraão apresentados resultados sobre a dinôamica local do modelo de neuroônios 

Hindmarsh-Rose. Variando os parômetros b e I  com o calculo dos maiores e menores expoentes 

de Lyapunov sera distinguido as principais diferencas dos neurônios desse modelo, apontando 

quais apresentam características caíoticas, regulares e as principais diferençcas entre os potenci­

ais desses neuronios HR. Depois da dinamica individual, sera m ostrado como foram feitas as 

redes de conexoes entre os neurônios homogeneos que foram baseadas em duas topologias: a 

small-world e a global. Por fim, sera apresentado como se comporta o parâm etro de ordem 

medio de Kuramoto ((R)) conforme aumentamos o forcamento do parômetro de acoplamento 

em cada uma das redes.

5.1 D inam ica local de um  neuronio H indm arsh-R ose

Com base nos conceitos do maior expoente de Lyapunov (Ai), que nos qualifica a caoticidade ou 

periodicidade do nosso sistema, foi feito um m apa de calor com 1000 x 1000 pontos em que os 

parômetros b e I  variam em intervalos que pertencem a: b E [2.6, 2.7] e I  E [4.25,4.45]. Assim 

nota-se quais sao os pares ordenados dos parômetros b e I  que representam uma dinamica caática 

ou um a dinômica periádica para o potencial de ação dos neurônios ao evoluir o sistema HR 

no tempo. Foram setadas quatro regioes que esrâo m ostradas na figura 5.1 [56]. Os neurônios 

caoticos tem  o maior expoente de Lyapunov A1 > 0 (positivo), e os neurônios periódicos tem  o 

maior expoente de Lyapunov A1 < 0 (aproximadamente zero). Para a simulacão da figura 5.1, 

o tem po transiente foi de t t =  5000s e o tem po final foi de t f  =  20000s.

Ao evoluir o modelo HR no tem po e com base na figura 5.1 o potencial de acão obtido 

dos neuronios da regiao 1 nos resulta num regime de burst e regular (conclui-se como regular, 

nao alterar o número de spikes por burst). Fazendo o mesmo para pontos da região 2, as
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Figura 5.1: O m aior ex p oen te  de L yapunov (À1): para um neurónio isolado no espaço 
de parómetros b x I . Em preto temos a dinómica periódica (À1 «  0) e em colorido temos a 
dinamica caotica (À1 >  0) para esse espaço de parâmetros.

características da dinómica individual sao regulares num regime de spike (aqui a palavra regular 

e dado pelo fato de um spike ser igual ao outro tan to  na amplitude quanto no espacamento 

entre um e outro). Ao evoluir pontos da regiao 3 (colorida) a dinamica local do neuronio e 

caotica e de burst, ou seja, o ním ero de spike por burst varia. E por fim, a região 4, e bem 

similar a primeira regiao, regular e num regime de burst. A figura 5.2 representa o potencial 

de açao de cada uma dessas quatro diferentes areas representadas acima respectivamente pelas 

cores: verde, vermelho, azul e preta, cujo os parâmetros b e I  para cada simulaçao do potencial 

de açao foram (2.6075, 4.33), (2.68, 4.4), (2.65, 4.345) e (2.625, 4.3) respectivamente.

A figura 5.3 exemplifica a dinamica de um neurónio Hindmarsh-Rose burst e caotico, (a) 

potencial de acão (solucao para a variavel x  do modelo), (b) (solucao para a variavel z do 

modelo), simulado usando os parómetros fixados da Tabela A.2 e b =  2.65 e I  =  4.345. Nota- 

se que este neuronio tem  diferentes spikes por burst, seguido de um tempo de relaxamento 

(quiescente). A variavel z deste modelo e uma boa candidata a ser usada como variavel auxiliar 

para calcular o tempo de duraçao de cada burst, pois e facil encontrar seus mínimos locais e o 

mínimo local da variavel z sempre coincide com o início/fim de um burst.

Para esta simulacao, consideramos como tempo inicial ti =  250s (considerando efeitos 

transitórios) e t f  =  2000s como tempo final e as condicães iniciais são u0 =  (x0,y0,z 0) =
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Figura 5.2: D inâm ica local dos neurônios H R  para as regiões 1 —4 , conforme ilustrado 
na Fig. 5.1. Os valores dos parâmetros b e I  para cada uma das regioes 4 sao (2.6075, 4.33), 
(2.68, 4.4), (2.65, 4.345) e (2.625, 4.3).

Figura 5.3: A ssociacão de fases do m odelo  H R . Evolucão tem poral do: (a) potencial de 
membrana do neuronio (variavel x), (b) melhor candidata para marcar a duracao dos bursts 
variável z , utilizando os parâmetros da Tabela A.2 .
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(0.1,0.2, 0.3). No resto do trabalho as condicões iniciais serão aleatórias para evitar um a sin- 

cronizacao to tal inicial, pois utilizamos neurônios identicos ao acoplar. Ate aqui nessa seccao 

consideramos o neuronio isolado. A seguir serâo apresentadas as principais características das 

redes para que apliquemos os conhecimentos dos osciladores de Kuramoto e possamos analizar 

a sincronia dos neurônios da rede a partir do parômetro de ordem medio de Kuramoto.

5.2 Propriedades da rede
\

.A partir de agora, apresentarei as principais propriedades das redes utilizadas nesse trabalho, 

ambas com N  =  1000 neuronios identicos Hindmarsh-Rose utilizando as seguintes topologias: 

small-world (mundo pequeno) e global.

A rede global, e mais trivial, todos neuronios estao conectados com todos os outros neuronios, 

ja  a rede small-world foi gerada com um a Watts-Strogatz Route cujo os parâmetros foram, 

n0 =  6000 conexões e pws =  0 .1, isso significa que cada neurônio e conectado com os seis vi­

zinhos mais proximos de cada lado (12 conexoes por neuronio), com um a chance de 10% de 

perder um a conexõao local, e fazer uma conexaõo naõo-local.

O acoplamento dos neurôonios e feito adicionando um termo de corrente sinaptica externa de 

sincronizaçao na primeira equacao do sistema de equacoes diferenciais do modelo Hindmarsh- 

Rose. Portanto o sistema torna-se:

dxi 7 2 3 t t / r i \—f  =  bxi — axi +  yi — zi +  I  +  I i,syn, (5.1)

-d t  =  c — dx2 — y i, (5.2)

=  r(sxi +  k) — Zi, (5.3)
dt

em que o potencial acoplado do irâsimo neuronio e dado pela solucao em relacao a primeira 

equacçaõo do sistema acima e o termo de corrente sinaptica externa de sincronizacçõao devido aos 

outros neurôonios e dado por
N

I i,syn =  n  ^   ̂ei,jx j ( t) , (5.4)
n  j = l

£ e parômetro de forcamento do acoplamento que varia de 0 a 0.50,, n  =  12 (para o caso 

small-world) e n  =  999 (para o caso global) e o numero de conexões que cada neurônio faz em 

media na rede. O elemento de matriz eitj e em relacõo a matriz de conexão, de modo que se i e 

j  estiverem conectados eiyj =  1, caso contrario eiyj =  0 .A variavel x j  representa o potencial de 

acao do j -esimo neuronio.
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Figura 5.4: E x em p lo  de  com o a  fase é p a ssa d a  ao longo do  p o te n c ia l de  ação  de  u m
n eu rô n io . Nesse caso o par ordenado é b =  2.677 e I  =  4.25.

5.3 R esu ltados

Agora com os neurônios homogeneos e acoplados em duas diferentes topologias, sera apresentado 

como foi feita a sincronizaçao de fase deles separadamente em cada uma delas.

O primeiro passo e observar a sincronizacao de fase entre os neuronios da rede, para isso, 

primeiro passa-se a fase onde ela sera +1  no começo e no fim do burst e variara ao longo da

duração do burst de —1 a +1, como exemplificado na figura 5.4.

Após passar a fase do neuronio, verifica-se a sincronia dos neurônios. As figuras 5.5 e 

5.6 exemplificam os potenciais de açao de dois diferentes neuronios em diferentes estados de 

sincronia, nota-se que a figura 5.5 esta mais sincronizada que a figura 5.6.

Figura 5.5: P o te n c ia l d e  açao  d e  dois n eu ro n io s  q u e  e s tã o  n u m  e s ta d o  em  q u e  a  fase 
e s ta  s in c ro n iza d a . Em azul e o potencial de acao do primeiro (#1 ) neuronio da rede, e em 
laranja e o potencial de acao do quingentesimo (#500) neuronio da rede.

Figura 5.6: P o te n c ia l d e  açao  d e  dois n eu ro n io s  q u e  e s tã o  n u m  e s ta d o  em  q u e  a  fase 
e s ta  d e ss in c ro n iz ad a . Em azul e o potencial de acao do primeiro (#1) neuronio da rede, e 
em laranja e o potencial de açao do quingentesimo (#500) neuronio da rede.

Nestes casos foram descartados os tempos transientes para os plots das figuras 5.5 e 5.6.
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Figura 5.7: Fase d a  red e . Essa rede encontra-se num estado dessincronizado e e feita de 32 
neurônios na forma caótica.

A figura 5.7 apresenta a fase dos neuronios, para nossos resultados não serem afetados por 

um a sincronizaçao de fase inicial ou final, nosso programa nota qual foi o ultimo neurânio a 

comecar a disparar e o neurânio que para de disparar primeiro (que para ambos os casos e o 

neuronio 28). O tem po utilizado para o calculo do parâm etro de ordem medio de Euram oto 

respeita essa ”janela”que nesse exemplo e algo em torno de 600 e 1100 tempos.

A figura 5.8 m ostra o menor expoente de Lyapunov (ou terceiro expoente de Lyapunov) 

trazendo informacoes complementares para nossa analise da dinâmica coletiva do modelo neu­

ronal HR, ela revela como a fase da rede transita  de estados dessincronizados para estados 

sincronizados dependendo dos pares de parâmetros b e I .

Primeiramente vale pontuar que a dependencia da dinamica individual na sincronizacao 

de fase dos neuronios em funcao do aumento parâm etro de acoplamento e depende do com­

portam ento dos neurânios da rede serem caoticos ou não [32]. Em segundo lugar, quando o 

parâametro de acoplamento entre os neurâonios e fraco a dinâamica coletiva dos neurâonios da rede 

possuem dois efeitos contrârios, o primeiro e a tendencia de sincronizaçao de fase, induzindo 

os neuronios identicos que possuem uma dinamica regular (regiao 1, 2 e 4) a sincronizar via 

processo de phase locking [57]. O segundo efeito e devido a difusão dos potenciais de ação dos 

neuroânios da rede que facilmente levam-os a exibirem um a dinâamica caotica devido aos muitos 

graus adicionais de liberdade que o acoplamento permite. O fato da dinaâmica individual se
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Figura 5.8: M en o r e x p o e n te  de  L y ap u n o v  em função do espaço de parômetros [I x b] para 
o conjunto de Eqs. 4.35 -  4.37. A amplitude do expoente í  codificada por cores.

tornar caática (região 3) impoe um limite finito para que ocorra a sincronizacao, mesmo para 

neurônios idínticos [58, 57]. Portanto esses dois pontos ocorrendo simultaneamente fazem com 

que os neuronios tentem  primeiro sincronizar as fases em um regime regular (ou fracamente 

caotico), mas à medida que o termo de acoplamento aumenta, essa sincronizacao í  perdida 

devido ao efeito difusivo imposto pelo práprio acôplamentô. A estabilidade linear da dinômica 

individual do neuronio í  a característica fundamental para que a dinamica de phase locking 

da rede acoplada seja superada pelo efeito difusivo, essa estabilidade linear pode ser estimada 

olhando pro espectro dos expoentes de Lyapunov [34] baseado no caso do neuronio desaco- 

plado. O menor expoente de Lyapunov (o único negativo no caso de neuronios HR) í  usado 

para indicar a estabilidade linear distinta das trajetorias e esta plotado na figura 5.8.

Por exemplo, as regiões 1 e 2 da figura 5.8, t ím  os menores expoentes de Lyapunov muito 

diferente em amplitudes. Devido a esse efeito, espera-se que os neuroônios da regiãao 1 sejam 

menos sensíveis ao efeito difusivo gerado pelo acoplamento fraco em relacão aos neuronios da 

região 2 . Assim, fracamente acoplados, os neurônios da regiao 1 apresentam mais facilidade 

para sincronizar sua dinamica individual, quando comparados com os da regiao 2 , como pode 

ser observado nos 3 primeiros pontos verdes e vermelhos das figuras e , painíis (a), (b) nos 

painíis (a) das figuras 5.12 e 5.14. Em especial torna-se evidente a correlacao entre as figuras
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5.1 e 5.8 com as figuras 5.12 e 5.14 e claro.

Vale tam bem  ressaltar que para acoplamentos suficientemente altos, o efeito difusivo final­

mente se torna um driver efetivo, portanto, espera-se que a rede quando fortemente acoplada 

comece a apresentar um comportamento uánico que eventualmente exibe um uánico estado sin­

cronizado quase independente de todas as quatro regiãoes delimitadas na figura 5.1.

Claramente as figuras 5.1 e 5.8 sao validas apenas para a dinamica dos neuronios desaco-
v

plados, mas influenciam fortemente os regimes de redes fracamente acopladas. A medida que o 

acoplamento aumenta, essa influâencia áe gradualmente perdida, mas os limites de acoplamento 

onde essa influâencia cessa ainda sãao influenciados pelos parâametros da dinâamica individual.

Classificamos a sincronizacao de fase dos neuronios para cada regiao da figura 5.1 como 

nao-monotânica, quasi-monotânica e monotonica. Essa classificacao e distinguida analisando os 

primeiros pontos dos parâmetros de ordem de Kuramoto medio ((R)(e))  das curvas das figuras 

5.9 e 5.10, em que a região 1 e representada pelos losanglos verdes, a regiao 2 e representada pelas 

estrelas vermelhas, a região 3 por triangulos azuis e a região 4 por círculos pretos. Conforme 

o acoplamento entre os neurâonios vai sendo intensificado, o parâametro de ordem de Kuramoto 

medio dos neuronios periodicos no regime de burst apresenta crescimento não-monotonico. 

isso e, ele começa sincronizado, perde sincronia e volta a sincronizar conforme aumentamos 

o parâm etro de acoplamento e, esses neuronios da região 1 e 4 sao classificados com esse 

crescimento nao-monotonico. Fazendo a mesma analise para a regiao 2 que e periodica num 

regime de spike, notamos um crescimento quasi-monotônico, pois ela comeca dessincronizada, 

ten ta  sincronizar, perde sincronia e por fim consegue sincronizar. Por uáltimo caso tem-se 

a regiao 3 que ao fazer a mesma analise, o crescimento do parâm etro de ordem medio de 

Kuramoto e classificado como monotonico, pois ela comeca dessincronizada, e sá a partir do 

momento que sincroniza m antem  sincronizada.

Considere agora uma rede HR-neuronio acoplada por meio de um a topologia small-world 

e globais, conforme detalhado na subseçao 5.2. Para ambas as topologias, as propriedades 

dinamicas individuais dos neuronios, conforme ilustrado pelas figuras 5.1 e 5.8 são fundamen­

tais quando o regime de acoplamento fraco dos estados sincronizados da rede de neurâonios 

Hindmarsh-Rose áe analisado.

5.3.1 Small-world

Considerando uma rede com o acoplamento small-world trâes regimes de acoplamento saão dis­

tinguíveis: um regime com acoplamento fraco, um regime difusivo que ocorre para valores
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Figura 5.9: (R) em  funcao do forcam ento de acoplam ento  e para um par de pontos b e 
I  exemplificando cada um a das 4 regioes da figura 5.1 utilizando a topologia de acoplamento 
small-world. Os valores dos parâm etros b e I  para cada um a das regiões 4 sao (2.603, 4.43), 
(2.69, 4.38), (2.682, 4.26) e (2.617, 4.26).

Figura 5.10: (R) em  fu n ção  do  fo rça m e n to  de  a co p la m e n to  e para um par de pontos b e I  
exemplificando cada um a das 4 regiões da figura 5.1 utilizando a topologia de acoplamento glo­
bal. Os valores dos parâm etros b e I  para cada uma das regioes 4 sao (2.605, 4.43), (2.69, 4.38). 
(2.682, 4.26) e (2.617, 4.26).
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Figura 5.11: Valores m édios do parâm etro de ordem , Eq. 4.44 para trajetórias repre­
sentativas das 4 regiões representadas na figura 5.1 considerando um a rede acoplada com a 
topologia small-world. Claramente, as regiões 1 e 4 tem  um a forte tendencia a sincronizar em 
regimes de acoplamentos fraco.

intermediarios do acoplamento e um regime de driver quando o acoplamento e forte o sufici­

ente que impoe um regime de sincronizacao de fase independente da dinamica individual dos 

neurônios.

A figura 5.11 m ostra exemplos típicos do parâm etro de ordem de Kuramoto medio dado 

pela equacõo 4.44 em funcao do forcamento de acoplamento, para as 4 regioes delimitadas na 

figura 5.1. As sombras nos dõo a dispersao dos valores calculados de (R) devido a 100 diferentes 

condicoes iniciais em cada um a das 4 regiões, enquanto os pontos coloridos sõo os valores medios 

de (R).  O comportamento da rede em acoplamento fraco e o limiar de sincronizacao de fase 

para maiores valores de acoplamento sõao diferentes para cada regiõao. As sombras da figura 

indicam a presenca de histerese, onde pode ser observada sincronizacao de fase explosiva. Vale 

ressaltar que estudos recentes descobriram que a condicao de dor cronica (Fibromialgia) pode 

estar associada a estados explosivos sincronizados e as propriedades desses estados podem ser
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usadas para controlar ou pelo menos reduzir a hipersensibilidade do cáerebro causando alávio de 

dor [59, 60, 61, 62]. Todos esses comportamentos descritos na figura 5.11 podem ser melhor 

compreendidos se analisados em conjunto com as figuras 5.1 e 5.8.

As regiões 1 e 4 (da figura 5.1) tem  os menores valores para os menores expoentes de Lya­

punov. O efeito das redes fracamente acopladas faz com que a fase dos neuroânios num estado 

regular ou fracamente caático sincronize, como observado nos paineis (a) e (d) da figura 5.11. 

Isso se deve à forte estabilidade linear que as trajetárias dinamicas individuais possuem, que ge- 

renciam a rede para alcançar um estado sincronizado de fase antes que o efeito difusivo imposto 

pelo acoplamento torne a dinaâmica fracamente caáotica, fazendo com que o estado sincronizado 

de fase seja perdido. As regioes 1 e 4 apresentam valores mánimos do menor expoente de Lya­

punov muito semelhantes, mas a regiao 4 tambem apresenta um a forte m istura de regiães com 

expoentes muito maiores, origináarios das regioães caáoticas. Este fato influencia fortemente a 

regiãao 4 a ser sutilmente mais afetada pelo aumento do acoplamento e, consequentemente, a 

curva verde (painel (a)) tem  valor ligeiramente maior que os pretos (painel (d)) quando con­

sideramos valores muito pequenos do acoplamento (os três primeiros pontos em cada curva) 

como pode ser observado nas figuras 5.11 paineis (a) e (d).

Quando o forçcamento do acoplamento áe alto, essa m istura dos valores dos expoentes de 

Lyapunov tam bem  torna a regiao 4 mais adequada para sincronizar, pois os terceiros expoentes 

de Lyapunov maiores facilitam o papel de driver imposto pelo acoplamento forte.

Observa-se que a sincronizacao assintática, que ocorre quando e alto o forcamento, compa­

rando as regioes 1 e 4, paineis (a) e (d) da figura 5.11, pode ocorrer para valores de acoplamento 

tao baixos quanto e ~  0.08 na regiao 4, enquanto na regiao 1 tal sincronizacão ocorre apenas 

para valores em torno de e ~  0.19.

Considerando apenas valores muito pequenos do acoplamento, a regiao 2 (painel (b), curva 

vermelha da figura 5.11) e menos afetada pela sincronizaçao da dinamica individual quando 

comparada com a regiãao 1 (painel (a)), conforme mencionado anteriormente. Isso se deve a 

um a grande diferença dos valores do menor expoente de Lyapunov dessas duas regioes. Mas a 

mesma característica que permite que a região 1 sincronize facilmente sua dinâmica local num 

acoplamento fraco, impede a sincronizacçãao quando um acoplamento forte áe considerado, o que 

chamamos de regime driver para o acoplamento. De fato, a sincronizaçcãao para acoplamentos 

fortes da regiãao 2 ocorre para valores muito menores do que os apresentados pela regiãao 1. 

Devido a região de histerese, os valores limite para sincronizacão podem variar. Considerando 

o menor valor possável do acoplamento que leva a estados sincronizados de fase, a regiaão 2 

(painel (b)) passa a apresentar estados sincronizados para valores do acoplamento quase a
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metade do observado para a regiaão 1.

Quando o acoplamento fraco e imposto a rede, os valores interm ediírios à maiores para o 

menor expoente de Lyapunov levam a pequenas tendencias de sincronizacao ou à ausencia total 

dessa tendencia, como pode ser visto nas curvas vermelhas e azuis nos paineis da figura 5.11) (b) 

e (c). Concluí-se tambem que, para acoplamentos mais altos, a sincronizaçao das regioes que 

tem  maiores valores do menor expoente de Lyapunov tem  um limiar de acoplamento menor, 

tornando a região 3 mais facil de ser sincronizada em relação a região 2, mesmo tendo um 

comportamento caotico, figura 5.11) painel (c) enquanto a regiao 2, tem  dinamica regular, 

figura 5.11) painel (b).

Em geral, as sombras de cor observadas nos paineis da figura 5.11 (a)-(d) indicam a pre­

sença de histerese nos intervalos do acoplamento. Este efeito sera discutido novamente na 

proxima subsecçao desse capítulo em redes globalmente acopladas onde a histerese observada 

íe muito mais relevante, em que existe a possibilidade da sincronizaçcãao de fase da rede transi­

ta r de acoplamento fraco para assintotica sem a presenca do regime de difusivo (estados nao 

sincronizados).

Para generalizar os comportamentos descritos na figura 5.11, a figura 5.12 m ostra o mesmo 

espaco de parâmetros I  x  b mostrado nas figuras 5.1 e 5.2, porem, agora um m apa de calor com 

os valores dos parâametros de ordem míedios da rede considerando 6 valores fixos do acoplamento. 

Os valores do parâm etro de acoplamento nos paineis (a -  f) são (a) £ =  0.0001, (b)£ =  0.005, 

(c)£ =  0.025 (d)£ =  0.05, (e)£ =  0.07, (f)£ =  0.15. Em geral, todas as nossas conclusoes 

apresentadas na discussao da figura 5.11 podem ser verificadas.

Em especial, a tendâencia das regiãoes 1 e 4 de sincronizar para pequenos acoplamentos íe 

claramente observada nos paineis (a) e (b), com exceçao de que na regiao 4 os dedos caoticos 

nao sincronizam fase, como esperado, seguindo o comportamento de região 3, tambem caítica. 

Vale ressaltar que dentro dos dedos pretos visíveis na região 4 dos paineis (a) e (b) existem 

pequenas íreas onde o menor expoente de Lyapunov atinge valores altos (cor vermelha na 

figura 5.8). Observa-se tam bem  que, para acoplamentos mais fortes, paineis (c -  d) o processo 

de sincronizacao devido ao aumento do forcamento imposto pelo acoplamento, inicia-se na 

regiãao 4 e se estende gradativam ente para todas as regiãoes. Em geral, a regra do menor 

valor do expoente de Lyapunov, ou seja, quanto maior o menor expoente de Lyapunov, mais 

râpida sera a sincronização via forcamento devido ao acoplamento, tem  uma boa correlaçao 

em todas as regiães. Essa correlacao, no entanto, não pode ser verificada para todos os pontos 

de cada regiao, pois para grandes valores de acoplamento a dinamica individual não e mais de 

fundamental imporrância. Essa observacao tam bem  e valida dentro da mesma região, como e
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Figura 5.12: P arâm etro de ordem  de K uram oto m edio (R) de um a rede para o 
parâm etro de acoplam ento  e fixado. b e I  foram variados com o objetivo de percorrer os 
mesmos intervalos da figura 5.1. A rede considerada foi small-world e os valores do acoplamento 
e são a) e =  0 .0001, (b)e =  0.005, (c)e =  0.025 (d)e =  0 .05, (e)e =  0.07, (f)e =  0 .15, considera- 
se como tempo inicial t i =  250 (evitando efeitos transitorios) e tempo final de t f  =  20000.
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o caso da regiao 2, que tem  expoentes de Lyapunov progressivamente menores ao rolar a figura 

da esquerda para a direita.

5.3.2 Global

Para trazer um a generalizacão maior do que foi discutido na seccao anterior utilizando o aco­

plamento small-world, apresentarei nessa seccao resultados para a topologia global no processo 

de sincronizaçao de fase.

De modo anílogo ao observado na figura 5.11 foi feita a figura 5.13. Os pontos representam 

um a media de 100 pontos de pares ordenados b e I  para cada regiao. As sombras da figura 

m ostram  os míximos e mínimos do parâm etro de ordem de Kuramoto medio (R) para cada 

valor do paróametro de acoplamento e . E quanto a figura 5.12 do m apa de calor olhando para 

o (R),  o caso global esta representado na figura 5.14 para o mesmo intervalo do parâm etro de 

espaçco dado na figura 5.1.

Devido ao acoplamento global uniforme (isto e, sem delay, e simetricos) imposto a todos os 

neuroónios da rede, espera-se que, pelo menos para alguns intervalos do forçcamento do acopla­

mento, o efeito difusivo imposto de lugar ao efeito driver. Em algumas regioes da figura 5.1 

os três regimes descritos para o caso das redes small-world nao podem ser observados quando 

o acoplamento global e considerado. O resultado mais evidente do acoplamento global ocorre 

na regiãao 4, que tem  uma m istura de comportamentos caoticos e regulares individuais, sendo 

que as regioes caoticas possuem um valor relativamente alto do menor expoente de Lyapunov, 

tornando essas regiães candidatas a sincronizar rapidamente à medida que o acoplamento e va­

riado. Para esta regiao o regime driver e alcancado mesmo para baixos valores de acoplamento 

e ocorre um a transicão suave entre o estado de sincronizaçao local em pequenos acoplamentos 

para estados globalmente sincronizados, sem necessariamente passar pelo regime onde a rede e 

dessincronizada pelo efeito difusivo. Neste caso, observa-se que o efeito difusivo pode não ser 

observado e a rede passa de um regime de sincronizacao semelhante a dinamica individual para 

o regime de sincronizaçcãao global, sem passar por um regime dessincronizado.

Ainda para o caso da regiao 4, e possível observar que a rede pode ter um a transiçao suave 

entre o estado de sincronizacao local (ocorrendo para pequenos acoplamentos) para estados 

sincronizados globalmente, sem necessariamente passar pelo regime difusivo em que a rede 

dessincroniza. Devido ao fenómeno da histerese, ainda existe a possibilidade de a rede passar 

dos estados sincronizados da dinaómica local que ocorre para acoplamentos fracos, para um 

regime dessincronizado e daí atingir um regime sincronizado globalmente.
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De fato, este cenário e um a das possibilidades para a transição para estados sincronizados 

de fase. Olhando para o painel (d) na figura 5.13, pode-se ver que a dispersao dos valores de (R) 

atinge quase todo o alcance possível, demonstrando que nesses intervalos de acoplamento ambos 

os estados, sincronizados e nao sincronizados, coexistem juntos. O regime sincronizado que 

ocorre para fortes acoplamentos se estende a pequenos valores do acoplamento, permitindo um 

cenario de bi-estabilidade. Para esses intervalos no acoplamento, o sistema exibe sincronizaçães 

explosivas [33] devido aos dois estados estaveis.

Em geral, os mesmos comportamentos observados na figura 5.11 sao novamente observa­

dos na figura 5.13. O acoplamento global impoe limiares de acoplamento mais baixos para 

a ocorrência de sincronizacao de fase quando comparado ao acoplamento small-world. Esse 

resultado e esperado devido à maior intensidade da difusão im posta pelo acoplamento e con­

sequentemente maior efeito driver, de modo que a dinamica coletiva e obtida para menores 

valores do acoplamento e. No entanto, nossas conclusães sobre o papel da dinâmica individual 

ainda permanecem em muitos casos. Devido ao acoplamento global, as regioes de histerese sao 

maiores em certos intervalos de valores de epsilon e pequenos.

A figura 5.14 m ostra os mesmos espaços de parâmetros mostrados na figura 5.12 e para 

melhor comparar os resultados, ela m ostra em paineis (a-f) os mesmos valores do parâm etro de 

acoplamento, (a) e =  0.0001, (b)e =  0.005, (c)e =  0.025 (d)e =  0.05, (e)e =  0.07, (f)e =  0.15 

utilizando um esquema de acoplamento global. Como regra, as mesmas observacoes ja  discu­

tidas sao validas, mas algumas exceçoes podem ser observadas. Os paineis (a) e (b) mostram 

que para intervalos de acoplamento específicos do acoplamento, e possível obter níveis consi- 

derâveis de sincronizacão de fase. Neste caso, o processo de sincronizaçao de fase da rede e 

nao-monotonico como ja  observado em muitos artigos publicados na literatura [33, 63], aumen­

tos adicionais do acoplamento tornam  a rede dessincronizada novamente, devido ao aumento
v

do efeito difusivo que o acoplamento impoe. As vezes, essa ramificação de sincronizacao no 

espaçco de parâametros áe chamada de sincronizaçcãao inicial.

Observe que para o caso dos neuronios HR, essa condição de sincronizaçao precoce e parti­

cular para as regioes 1, 2 e 4. Na verdade, essa condicao de sincronizaçao para acoplamentos 

fracos e resultado da interacão entre os fatores que descrevemos, ou seja, a estabilidade local 

das árbitas individuais do modelo do neuronio, associada ao duplo papel desempenhado pelo 

acoplamento: um difuso seguido de um  driver, que ocorre apenas para acoplamentos fortes. 

Para valores intermediáarios do acoplamento, um processo de sincronizaçcãao de fase parcial pode 

ser possível, onde a estabilidade original da dinâmica individual supera o papel difuso do aco­

plamento. Neste caso, espera-se que a sincronizaçao apresentada nos paineis (a) e (d) das Figs.
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Figura 5.13: V alo res m ed ios do  p a râ m e tro  de  o rd em , Eq. 4.44 para trajetárias represen­
tativas das 4 regioes representadas na Fig. 5.1 e considerando uma rede globalmente acoplada. 
Nas regioes 1 e 4 permanece a forte tendencia de sincronizacao para regimes de acoplamento 
pequeno.

5.11 e 5.13 nao tem  as mesmas propriedades que a sincronizaçao observada para acoplamen­

tos fortes. Para esclarecer as particularidades da dinamica sincronizada em ambos os regimes: 

fracamente acoplado, onde o estado sincronizado e semelhante a dinamica local dos neurânios 

e cada regiao da figura 5.1 sincroniza em um estado diferente; e fortemente acoplado, onde o 

estado sincronizado e devido ao acoplamento atuando como driver, impondo um regime unico 

a todos os neurâonios da rede, independente de sua dinâamica local.

A figura 5.15 m ostra exemplo de ambos os regimes de sincronizacao. Os paineis (a)-(d) 

m ostram  o potencial de açao de dois neurônios representativos para cada uma das quatro 

regioes dadas na figura 5.1 para um valor de acoplamento de e =  0, 07. Para este pequeno 

acoplamento observe que apenas a regiãao 3 permanece dessincronizada e todas as outras tem 

as fases sincronizadas. Por outro lado, os painíeis (e)-(h) representam o potencial de açcãao 

representativo para dois neuronios de um a rede fortemente acoplada, e =  0,15. Observe que,
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Figura 5.14: P a râ m e tro  de  o rd e m  de  K u ra m o to  m ed io  (R) d e  u m a  re d e  p a ra  o 
p a râ m e tro  de  a co p la m e n to  e fixado . b e I  foram variados com o objetivo de percorrer os 
mesmos intervalos da figura 5.1. A rede considerada foi global e os valores do acoplamento e 
sao a) e =  0.0001, (b)e =  0.005, (c)e =  0.025 (d)e =  0.05, (e)e =  0.07, (f)e =  0.15.

neste caso, apenas um estado dinômico e observado, o que e esperado para o regime forte o 

suficiente, onde o acoplamento atua como um driver sobre todos os neuronios da rede.
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Figura 5.15: P o te n c ia is  de  açao  p a ra  dois n e u râ n io s  re p re se n ta tiv o s  d a  re d e  (curvas 
azul e vermelho claro), iniciadas nas quatro regioes delimitadas pela Fig. 5.1, para o regime 
de sincronização fracamente acoplado, paineis (a)-(d) para acoplamento igual a e =  0, 07 e (a) 
I  =  4, 43,6 =  2, 603 (b) I  =  4, 38,6 =  2, 69, (c) I  =  4, 26,b =  2, 682, e (d) I  =  4, 26,b =  2, 617. 
E para o regime de sincronizacao fortemente acoplado, paineis (e)-(h) para acoplamento igual 
a e =  0,15 e (e) I  =  4, 43,6 =  2, 603, (f) I  =  4, 38,6 =  2, 69, (g) I  =  4, 26,6 =  2, 682, e (h) 
I  =  4, 26,6 =  2, 617. Em especial, observe que para acoplamentos fracos, apenas a regiao 3 nao 
sincroniza, devido ao limiar imposto pela dinaâmica caáotica local dos neurâonios
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Capítulo 6 

Considerações finais

6.1 C onclusões

Ao longo desse trabalho foram apresentados alguns modelos que representam a dinâmica das 

sinapses de neuronios, e o mais utilizado para este foi o modelo de Hindmarsh-Rose, seguimos 

acoplando cerca de 1000 neurônios identicos em duas redes diferentes, um a com topologia small- 

world, feita utilizando um a R ota Watts-Strogratz e outra topologia global, com o objetivo de 

estudar a sincronizacao da rede. Mostramos o papel da dinômica individual dos neuronios no 

processo de sincronizacao de fase de uma rede de neuronios acoplados. Utilizou-se para tal, 

como quantificador de sincronizaçao de fase o que e conhecido na literatura como parômetro 

de ordem de Kuramoto, conforme foi aumentado o forçamento de acoplamento e foi observado 

o comportamento do parâm etro de ordem medio de Kuramoto (R).

Como já  mencionado, quando pequenos acoplamentos sao considerados, o processo de sin­

cronizacao de fase e fortemente afetado pelas propriedades de estabilidade linear da dinômica 

individual do modelo do neuronio. Para todos os casos analisados, quanto menor o terceiro 

expoente de Lyapunov, mais fácil e verificada a sincronizaçao de fase dos neuronios.

Para o regime em que dizemos que o acoplamento age como um driver sobre a rede (aco­

plamento superior), as propriedades de estabilidade das trajetórias dos neuronios individuais 

tam bem  desempenham um papel relevante, fazendo com que os neuronios com trajetárias mais 

esrâveis precisem de um  acoplamento maior para se tornarem  globalmente sincronizados em 

fase. No entanto, nesses casos, a relacõo entre o papel da dinamica individual e o processo de 

sincronizacao de fase nao e o unico ator importante.

No acoplamento global, o efeito difusivo da lugar ao efeito driver, fazendo com que certas 

regiões nao dessincronizem antes da sincronizacao global.
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Devido a dinamica caotica na dinamica individual dos neurônios, algumas regiões do espaco 

de fase apresentam um a forte m istura de valores do menor expoente de Lyapunov, como e o caso 

das regioes 3 e 4 da figura 5.1. Essa situaçao, associada a fortes acoplamentos da rede, pode 

tornar a análise uma tarefa mais difícil, pois em geral, um forte acoplamento destroi as regioes 

entremeadas, tornando muito mais complexa a analise baseada apenas na dinâmica individual 

dos neuronios.

Mesmo considerando os casos em que as conclusões sao mais complexas, a análise do com­

portam ento individual dos neuronios traz características im portantes da dinamica coletiva da 

rede, contribuindo para um melhor entendimento das características da dinâmica coletiva.

Quando a rede esta fortemente acoplada nota-se um regime unico a todos os neurânios da 

rede, independente da sua dinamica local.

6.2 P erspectivas futuras

A perspectiva para um futuro trabalho e:

• Fazer nossa rede ser nao homogenea, ou seja, todos os neuronios nõo serâo identicos.

• Estender o papel da influencia da dinamica individual dos neuronios na sincronizacao fase 

e estudar como alteracoes guiadas pelos possíveis comportamentos da dinâmica individual 

podem levar a estados sincronizados bem como evitar possíveis estados sincronizados.

• Estudar a neuroplasticidade, ou maleabilidade cerebral que esta relacionada com a habili­

dade do cáerebro de reorganizar os caminhos de seus neurâonios com fim de melhor resposta 

a nova informacõo, ambientacoes, desenvolvimento, estimulacao sensorial e ate danos.

• Pretendemos tam bem  estudar a influencia da heterogeneidade cerebral que se deve ao fato 

de alguma áreas do cerebro ter um a grande concentracõo de neuronios, enquanto outras 

ha pouca quantidade de neuronios na sincronizacao de fase.
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Apendice A 

Tabelas

Tabela A.2: Parâm etros que sao fixos no modelo de neuronio Hindmarsh-Rose. 
a=1.000 c=1.000 d=5.000 r=0.010 s=4.000 k=1.600
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