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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a estrutura e resultados fundamentais dos
nameros complexos, para mostrar que os mesmos podem ser bastante efetivos
para a resolucao de certos problemas geométricos tais como o Triangulo de Na-
poledo e o Teorema de Ptolomeu-Euler.

Palavras-chave: Numeros complexos, Geometria.






Abstract

The objective of this work is to study the structure and key results of complex
numbers, in order to show that they can be very effective for solving certain geome-
tric problems like the Triangle of Napoleon and the Theorem of Ptolemy-Euler.

Keywords: Complex numbers, geometry.






Introducao

No presente trabalho tratamos de explorar algumas propriedades do corpo dos
nuameros complexos C, para a resolucao de alguns problemas da geometria plana.

O fato de termos mais liberdade para trabalhar com os elementos do conjunto
C, em relacao aos elementos do plano cartesiano, aliado ao fato de que podemos
multiplicar os numeros complexos nos motivou a utilizar a representagao cartesiana
comum a ambos 0s conjuntos.

Com isso, verificamos que resultados ja conhecidos da geometria plana tém
suas respectivas demonstracées mais simplificadas ao compararmos suas analises
via geometria analitica no plano cartesiano. Uma notavel propriedade é que pode-
mos estabelecer propriedades de paralelismo e ortogonalidade de vetores levando-
se em conta a multiplicacao de numeros complexos, operacao que nao existe quando
tratamos da geometria analitica tradicional.

Apresentando a organizagao do presente texto, temos no primeiro capitulo a
apresentacao das propriedades basicas dos numeros complexos, como por exem-
plo as formas algébrica e exponencial, conjugado e médulo e o plano de Argand-
Gauss, as quais serao utilizados no decorrer do trabalho.

No segundo capitulo demonstramos alguns resultados algébricos que facilitam
a resolucao de problemas geométricos, dando énfase ao problema do cincuncentro
de um triangulo e o problema do Triangulo de Napoleao.

Finalmente no terceiro e ultimo capitulo, fazemos uma detalhada apresentacao
alternativa, com base na teoria previamente desenvolvida nos capitulos anteriores,
do Teorema de Ptolomeu-Euler.



1 Os Numeros Complexos

O objetivo do presente capitulo é apresentar o corpo dos nimeros complexos e
sua estrutura. As propriedades aqui expostas servem de base tedrica para o que
desenvolveremos nos capitulos seguintes.

Numeros complexos sao pares ordenados z = (x, y) de nimeros reais, sobre 0s
quais definimos as operacoes de soma e produto da seguinte maneira: dados dois
numeros complexos z1 = (x1,y1) € 22 = (X2, ¥2),

z1+2p = (01 +x2,y1 +y2) 21-20 = (X1, 41) - (X2, ¥2) = (X1 - X2 — Y1 - Y2, X1 - Y2 +
X2 Y1),

x € chamado de parte real de z e y de parte imaginaria de z. As respectivas
notagdes que usaremos aqui sdo: R(z) = x e J(z) = y.

O conjunto dos nimeros complexos € representado por C e as operagdes des-
critas acima gozam das seguintes propriedades:

1.

1.1

Igualdade de dois nimeros complexos:
Z1 = Zp < ?R(Zl) = %(22) e %(21) = %(22).

. Leis comutativas: z1 + zo = 2o + z1, 2122 = 2271.

Leis associativas: z; + (zo + z3) = (21 + 22) + z3.
Lei distributiva: z - (z1 +22) =z-2z1 +z - 2p.
Elementos neutros:

e 21+ (0,0) = z.
® Z1- (1,0) = Z1.

Opostos: Para todo z € C, existe —z Unico, tal que z + (—z) = (0,0).

Inversos: Para todo z € C, z # 0 existe z~! Gnico, tal que z-z~1 = (1,0).

Forma algébrica

Considere o conjunto formado por todos os numeros complexos com parte ima-
ginéria nula, ou seja

A ={(x,0);x € R}.
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Observamos que dados dois elementos (x,0) e (y,0) pertencentes ao conjunto A,
temos que ao somarmos e multiplicarmos esses elementos, obtemos

e (x,0)+ (y,0)=(x+y,0+0) =(x+y,0),e
e (x,0)-(y,00=(x-y—0-0,x-0+y-0)=(x-y,0),

respectivamente. Com isso, notamos um isomorfismo algébrico com R, por isso
denotamos (x,0) apenas por x, e, assim, justificamos o abuso de notagao na
afirmacao de que os reais sao um subconjunto dos niumeros complexos.

Os numeros complexos da forma (0, y) sdo chamados de imaginarios puros. Em
especial, 0 nimero i é definido como a unidade imaginaria, ou seja, i = (0,1).

Fazendo i> = i-i, temos que i> = (0,1) - (0,1) = —1. Além disso, como po-
demos escrever (y,0) = y e iy = (0,1)(y,0) = (0,y), entdo podemos justificar a
notacao usual de nimeros complexos, como segue:

(xy) = (x,0)+(0,y) =x+iy

que € denominada forma algébrica de z.

1.2 O Plano de Argand-Gauss

Como os numeros complexos sao pares ordenados de numeros reais, podemos
associar a cada numero complexo z = x + yi um ponto no plano formado pelos
eixos coordenados x (eixo real) e y (eixo imaginario) e a cada ponto associamos
um vetor a partir da origem. Este plano é chamado de plano de Argand-Gauss.

O ponto P representa o nimero complexo z = x + iy.

Figura 1 — Plano de Argand-Gauss.

Com essa representacéo, similar a de vetores do plano R?, podemos represen-
tar graficamente os resultados de algumas operagoes, como a soma z; + z», obtida
na Figura 2:
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X1 X2 x;+Xo

Figura 2 — Soma de dois numeros complexos no Plano de Argand-Gauss.

1.3 Conjugados complexos
Definicao 1. O conjugado do nimero complexo z = x + iy € definido como x — iy
e denotado porz.
Se z1 = x1 + 11 € zp = x + Y21, entdo temos que
z1tzp=x1+x—i(y1 +y2) = (x1 —iy1) + (x2 — iy2) =21 + 22,

ou seja, 0 conjugado da soma € igual a soma dos conjugados. E de forma analoga,
podemos estabelecer a validade das seguintes propriedades relativas ao conjugado
de um numero complexo:

Observe que ao somarmos um numero complexo com seu conjugado, obtemos
o dobro de sua parte real. De fato, temos

z+z=x+iy+x —iy =2x = 2R(z).

De maneira similar, temos que ao subtrairmos um namero complexo de seu conju-
gado, temos um numero imaginario puro:

z—z=x+1iy— (x —iy) = 2iy = 2i¥(z).

1.4 Mobdulo de um numero complexo

Definicao 2. Definimos o modulo (ou valor absoluto) de um numero complexo z =
x + iy como o numero real nqo negativo

z| = |x +iy| = /x2 + 2.
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Geometricamente, interpretamos o nimero |z| como a distancia entre as represen-
tagdes dos pontos (x,y) e a origem (0,0) no plano de Argand-Gauss, ou 0 compri-
mento do vetor que liga essas representagoes.

De maneira similar ao calculo de modulo de vetores da geometria analitica do
plano, temos que

21— 20| = [(x1 — x2) +i(y1 — v2)| = \/ (31 — 22)2 + (31— v2)2.
Também temos que valem as seguintes propriedades adicionais:
o [z]> = R(z)* + 3(2)?
o |z[ = [R(z)] = R(z) e [z = [S(z)] = S(z)
o 2z = x> +y? = |z)?

Convém aqui salientar que a propriedade acima € importante ndo somente por
estabelecer uma relagao entre um nimero complexo e seu conjugado (o que é util
em alguns calculos, como na proposicao a seguir), como também estabelece uma
interpretacdo geométrica do inverso de um numero complexo, caso ela seja escrita

da seguinte maneira:
1 1

z = Wz.
Por exemplo, deduzimos que os numeros 1/z e z sdo sempre vetores paralelos no
Plano de Argand-Gauss, pois |z| € um nimero real. NiUmeros complexos de médulo
um sao tais que seus inversos coincidem com seus conjugados. Ou ainda, pode-
mos dizer que numeros complexos representados fora da circunferéncia unitaria
centrada na origem terao seus inversos representados dentro da mesma, pois ao

multiplicarmos z por 1/|z|, 0 médulo desse vetor se torna igual a 1.

Proposicao 1. (Desigualdade triangular). Sejam z1 = x1 + iy; € zo = xp + iy, dois
numeros complexos. Temos que |z1 + zo| < |z1| + |z2].

Demonstragcao. Note que

|z1 + Zzl2 = (21 + 22) (21 + 22)
= (21 —+ Zz)(a—i-z)
= 2121 + 2222 + 2R (2122)

= |z1* 4 |22 > + 2R (z122).
Além disso, temos que

2R(z122) < 2|z1Z2| = 2|z1]|z2]-
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Logo,
|21+ 222 < |z 2 + |22 + 2]z ||22] = (21| + |22])?,

e segue que
|z1 + 22| < |z1| + |z2]-

Notamos que a igualdade ocorre se, e somente se, um dos numeros € zero, ou
se z; € zp sao linearmente dependentes e tém mesmo sentido, ou seja, % cRe
i—; > 0. Isto pode ser observado pelo fato de que se impusermos a igualdade, ela é
equivalente a

R(21%) = |23,

Dai concluimos que a parte imaginéaria de z1z; é nula e sua parte real é ndo nega-
tiva. Logo z1z; € um ndmero real nao-negativo. Com isso, obtemos

z1Z7 = «, onde a > 0.

A igualdade acima é satisfeita quando um dos nimeros complexos é zero. Caso
contrario, podemos reescrevé-la multiplicando ambos os membros da mesma por
z, para obtermos

z1|22)* = azy,

ou ainda

1.5 Forma polar

Sejam r > 0 e § € R as coordenadas polares do ponto (x,y) que no geral
corresponde ao numero complexo nao-nulo z = x + iy. Neste caso x = rcosf e
y = rsen, e podemos escrever

z =r(cosb +isenb).

Temos que r € o comprimento do vetor radial z, ou seja, r = |z| e 6 € o angulo for-
mado entre 0 eixo x e z orientado no sentido anti-horario e chamado de argumento
de z, cuja notacdo correspondente é argz. Quando x # 0, 6 pode ser determinado
portgh = y/x.

Pela férmula de Euler, temos

¢ = cos@ +isen,
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Z=X+ly

=
N/ *

Figura 3 — Forma polar de um nimero complexo.

e dai
zZ=r7re

Se r = 1, temos que os pontos ¢ estdo no circulo de raio 1, centrado na origem.

Nesse caso, segue da formula acima que ¢ = —1, e /2 = —j e ¢ 07 = 1.

y

L

Figura 4 — Os nimeros da forma ¢ como pontos da circunferéncia de raio 1 cen-
trada na origem.

Também segue da férmula de Euler que z = re'®, 0 < 6 < 27 é uma equacéo
paramétrica do circulo |z| = r, centrado na origem com raio r. Em geral, o circulo

|z — z9| = r, com centro zq e raio r, tem representagdo paramétrica z = zg + re’?,
0<0<2m.
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Da Trigonometria, sabemos que

e%1e% = (cos @) + isen6;)(cos b, + isenb,)
= (cos B cos B, — sen By senBy) + i(sen 01 cos B, + cos By sen 6;)

= cos(01 + 6,) +isen(6, + 6,) = l(01162)

Assim, o produto de dois niUmeros complexos z; = r1e% e z, = r,e'% & dado por

2125 = 11601106102 = pippel(1402),

Logo, concluimos que arg z1z; = argz; + argzy. Essa expressdo é util na prova por
inducdo em n, da identidade z" = "¢ n € N.

O quociente de dois nUmeros complexos é dado por
0, ,—i6)
z riefe2 oy
21 Jﬁ = Lei1=02) 4, £,
Zo 7o e'b2¢—102 )

e segue que o inverso de qualquer nimero complexo ndo-nulo é z~1 = % = %e*ie.

1.6 Raizes de numeros complexos

Considerando um ponto z = re'®, que esta no circulo centrado na origem de
raio fixado r, temos que quando 6 aumenta, z se move nesse circulo no sentido
anti-horario. Em particular, quando 6 € aumentado em 27, chegamos ao mesmo
ponto.

Portanto, z; = r1e'?t e z, = r,e!® sdo iguais se, e somente se, r; = e 6, =
0> + 2k7t com k inteiro.

Definicao 3. Uma n-ésima raiz de zy = rge'® é um ndmero ndo nulo z = re® tal que
2" = zg, ou seja, e = ryetth.

Assim, " = ry e nf = 0y + 2kt com k inteiro. Entao, sendo r = {/ry a Unica raiz
n-ésima nao-negativa do niumero real ry e 6 = W = % + 2"7” k € Z, temos que
0S numeros complexos

z = {/roexp {i(%—l—%?n)}, kez

sao as as n-ésimas raizes de z,. Podemos ver que as raizes estao todas no circulo
|z] = {/ry sobre a origem e sado equidistantes a cada 27t/n radianos, iniciando
com o argumento 6y/n. Logo, todas as raizes n-ésimas distintas sao obtidas com
k variando somente no conjunto {0,1,2,...,n — 1}. Usamos ¢, para denotar estas
raizes distintas:

cr = Yroexp {z(%+2]{7ﬂ>‘|, ke{0,1,2,...,n—1}.
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Cl—1

Cl

27/n

Figura 5 — Posicao relativa das n-ésimas raizes de um niimero complexo.

Exemplo 1. Para deteminarmos as n-ésimas raizes da unidade, escrevemos 1 =
lexp[i(0 + 2kmt)] e segue que

10— Y exp {I(SJFZ"T”)} — exp (12"7”) ke {0,1,2,...,n—1}.

Quando n = 2, as raizes sdo +1. Paran > 3, temos que como a distancia é
preservada a cada 27t /n radianos, entao as raizes sdo os vértices do poligono

regular inscrito no circulo |z| = 1. Se denotarmos w, = exp (127”) segue que

wﬁ = exp (iZan>, ke{0,1,2,..,n—1}.

Portanto, as n-ésimas raizes distintas da unidade séo 1, w,, w?, ..., w!~!. Para

n =3, n=4en = 6 teriamos, respectivamente os vértices de um triangulo,
um quadrado e um hexagono representados no plano complexo, conforme ilustra a
figura abaixo:

Convém observar que se ¢ € qualquer n-ésima raiz particular de um namero com-
plexo ndo-nulo zy, 0 conjunto das n-ésimas raizes podem ser colocadas na forma
¢, cwy, cw?, ..., cw 1. Isto acontece porque ao multiplicarmos por w,,, 0 argumento
correspondente do nimero em é aumentado em 27t/n, sem que seu modulo seja
alterado.



2 Problemas Geomeétricos

Apresentamos neste capitulo alguns problemas geométricos para os quais o uso
dos numeros complexos podem ser efetivos devido a possibilidade de multiplicagao
dos vetores em C.

2.1 Preliminares

Sejam dois triangulos Azizpz3 € Awiw,ws com angulos zq, zp € z3 € wy, W)
e ws, respectivamente. Dizemos que Azyzpz3 € Awjwrws sdo semelhantes se, e
somente se, o angulo em z; é igual aquele em w; (com k = 1,2,3) e possuem a
mesma orientagao (horario ou anti-horario). A notacao correspondente € Azyzpz3 ~
Awiwrws.

Teorema 1. Azyzrz3 ~ Awiwows Se, e somente se, as razées dos comprimentos
de dois lados correspondentes sao iguais e 0s angulos correspondentes entre eles
sdo iguais (inclusive a orientagao).

Nz1zpz3 ~ Awiwrws equivale a dizer que

Z1 W 1
Zy Wy 1|=0.
Z3 W3 1

Demonstracdo. O triangulo Azyzoz3 € semelhante ao triangulo Aw,wows se, e so-
mente se,

Z2 — 21
Z3 — 21

2y — 21 Wy — W
arg ——— = arg ———
Z3 — 21 w3 — w1

_|W2 — Wy
w3 — W

Isto ocorre somente se
Zp —Z1 Wy — W

23 — 21 N w3 — W

Assim, podemos escrever

Z1 w1 1 z1 wyp 1
Zy—21 wrp—wy 0 |=|20 wp 1|=0
Z3 — 21 W3 — W1 0 Z3 W3 1
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Figura 6 — Condigcao necessaria e suficiente da colinearidade dos pontos «, 8,y €
C, a qual é obtida da identidade (2.1).

Sejam trés pontos quaisquer «, 3,y € C. Temos que

B—u
Y — &
Portanto, concluimos que «, 3,y sdo colineares se e somente se 6 for um multiplo
inteiro de 7t radianos, o que € equivalente a seguinte afirmacao:

6 = arg =arg(p—a) —arg (7 — «a). (2.1)

f:zem. (2.2)

Isto é equivalente a identidade

ou seja B
p—a B«
Y—a Y@
Raciocinando de maneira similar ao que foi desenvolvido acima, temos que o
perpendicularismo dos vetores ac_,é e oc_'>y, por intermédio de (2.1), é equivalente a

seguinte afirmagao:

B—ua . L
—, € imaginario puro,
ou seja
poa Pl _,
Y& Y- &



Analogamente a (2.2), para quatro pontos distintos «, 3,y,d € C, se

5_“6R
’)’—IX
© )
“TeR
’)/—DC

Dai segue que

2/

=, —
Assim, a3 € paralelo a o se, e somente se

B—u
5_7611{.
ou seja _
p—a Pp-u
b—v -7

Exemplo 2. Dados dois pontos distintos z1 € z,, encontrar as equagoées da

1. Reta que passa porzi € z,.

Sao todos os pontos que s&o colineares a z1 € z», OU seja,

z z 1
z1 zZ1 11=0
) Z 1

20

Figura 7 — Obtencgao do conjunto dos pontos do plano complexo equidistantes aos
complexos z; e z,. Eles pertencem a mediatriz do segmento que une

esses pontos.
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2. Mediatriz do segmento de reta que une z1 € z;.
Lugar geométrico dos pontos equidistantes a z1 € z, ou seja,
|21 — z| = |z — z|

|21 — z|* = |zp — z|?

= (@-2)E-2)=(2-2)(@~2) (2.3)
z zZ 1 z z 1
— |z1—2 20—z 0|=|2z1 2z 1|=0
Zp—z z1—z 0 zy z1 1

2.2 O circuncentro de um triangulo

Notamos que ao desenvolvermos a equagao (2.3) obtida na sec¢ao anterior, te-
mos
Z1Z1 — Z1Z — 221 + 2Z = 2p2p — 20Z — 22y + 22

211 — |z2* = 2(7 — 22) +2(21 — 22)

As mediatrizes dos trés lados de um triangulo qualquer se encontram em um
ponto que é chamado de circuncentro.

Sejam A, B, C os vértices de um tridngulo qualquer e «, B, v numeros complexos
que os representam, respectivamente. Dai, as equacdes das mediatrizes dos trés
lados sao

T -@z+ (v —a)z = [7[* — |af?
(@—PB)z+ (= p)z = |af* — |B?
(B—Tz+(B—1Z= B>~

Somando quaisquer duas equacoes, resulta na terceira. Isto significa que a solucao
de quaisquer duas dessas equagoes satisfaz a terceira. Ou seja, a intersecao de
quaisquer duas mediatrizes esta sobre a terceira mediatriz. Assim, para determinar
a equacao do circuncentro escolhemos duas equacdes quaisquer e resolvemos o
sistema:

Dz+(y—a)z = |y]> ~|al? (2.4)
~Pz+(a-pz = laf |
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Da equacao (2.5) vem,

(0= p)z=laf* — |B]* - (@~ p)z

jaf? — B — (@ — )z
a—p

Z =

Substituindo na equacao (2.4), temos

2 _ 2 _(w_R
|‘X| |;B| (‘x .B)Z — |,)/|2 . |1X|2)

(7 —®)z+ (v —a)

x—p
—_RZ_('Y_“)(E_B)Z: 2_a2_(7—“)(\“|2—’5|2)
(7 —®) ey (Y[ = la i— B
(@a—Br-—a)z—(y—a)@=B)z _ (=) (7>~ |a]>) = (v —a)(|«]> — |B*)
Dé—’B 04—’3

[(a—=B) (7= &) = (v = &) (@ B)]z = |71*(a— B) — (= B) — [a[*(7v — &) + B[ (7 — )
(07 = |a? = 7+ pa — @ +yB+ |a? —ap)z = |a*(B— ) + B (v —a) + |7v[*(a — B),

0 que nos faz finalmente concluir que

. al*(B— ) + !ﬁ_|2(7 —a) + |[7]*(a = B)
a(B—v)+ply—a)+7(a—p)

2.3 Triangulo de Napoleao

Antes de apresentarmos o primeiro resultado de aplicacao da teoria geométrica
de numeros complexos que nos propusemos a fazer neste texto, desenvolveremos
alguns resultados preliminares.

Por exemplo, temos que Azizpz3 € um triangulo equilatero se, e somente se,
Nz1zpz3 ~ Az3z1zp. Podemos escrever a ultima afirmacao na forma matricial
abaixo:

Z1 Z3 1
zp z7 1| =0.
Z3 Zp 1
Dai, temos
2 2 2 _
z]1+2z5+25 — 2123 — 2129 — 2023 = 0,
isto é,

Z% + Z% + Z% = 2123 + 2122 + 2223.
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Se w é uma raiz cubica da unidade diferente de um, entao w? + w + 1 = 0, pois
W= (w—-1)(0*+w+1).

Logo
(2 + 25 +23) (W +w+1) =0
BBt wZB B +B) (s +23) =0
23 425 + 25+ w(z1z3 + 2122 + 2223) + W (2123 + 2120 + 2223) = 0
z1(z1 + W25 + wz3) + wzp (21 + W2y + wz3) + W?23(21 + W?zy) + W2z3) =0

(21 + W’z + wz3) (21 + wzp + w?z3) = 0.

Portanto, z; + w?z, + wzz = 0 0U 21 + w2z, + w?z3 = 0, ou seja,

z1 1 1
z w 1]=0,
Z3 w2 1

ou
z17 1 1
z, w? 1|=0.
zz w 1

Assim, Azjzpz3 ~ Alww? ou Azyzpzz3 ~ Alww.
Isto posto, podemos apresentar a prova alternativa do Teorema de Napoleao,
conforme segue abaixo.

Proposicao 2. (Napoledo). Em cada lado de um tridngulo qualquer, desenhe um
triangulo equilatero externo. Entao os baricentros destes trés tridngulos equilateros
sdo os vertices de um quarto triangulo equilatero.

Demonstracao. Seja /A\zyzpz3 0 triangulo dado e sejam Awqz3zy, Azzwozy, Nzrz1ws
tridngulos equilateros com a mesma orientacdo que Alww?, e {1, >, (3 0s baricen-
tros destes tridangulos equilateros. Entao, do resultado anterior

wy + wzz + w?zy = 0
Z3 + wwoy +w221 =0
Z7 + wzq +w2w3 =0
E como
01+ wls + w3 = %(wl +2z3+2p) + %(23 +wy +21) + C%2(22 + 21 + w3)

1
= 5[(501 + wz3 + wzzz) + (Z3 + wwy + wzzl) + (Zz + wzq

+ w?w3)] =0
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Wy

Figura 8 — Teorema de Napoleao, construido a partir do Azqz»z3.

Segue que AZ10,03 ~ Alww? e, portanto, este tridngulo também é equilatero. O



3 O Teorema de Ptolomeu-Euler

O Teorema de Ptolomeu-Euler fornece uma condicdo necessaria e suficiente
para que um dado quadrilatero seja inscritivel numa circunferéncia. O enunciado
deste teorema, bem como sua demonstracao alternativa utilizando nimeros com-
plexos, seguem abaixo.

Teorema 2. Para quaisquer quatro pontos no plano,

B-CD+BC-DA > AC - BD.

A igualdade ocorre se, e somente se, 0s pontos sao vertices de um quadrilatero
inscritivel ou sdo colineares.

Demonstraggo. Para quaisquer quatro numeros complexos «, 8, J e -y, verificamos

(a—=B)(y—98)+(a—=0)(B—7) =ay— Py —ad+pd+af—ay—po+dy
=a(B—0)+v(0—pB)
= (a—7)(B—9)

Assim,
(@—=p)(y=0)+(a=6)(p—7) = (a—7)(B—9). (3.1)
Pela desigualdade triangular, temos

[(a =B)(y=0) + (@« =) (=) < [(a =B)(y = )| + [(a =) (B—7)].

Mas por (3.1), vem

[(a=B)(y=0) + (@« =) (=)= [(a =7)(B—=9)| = |« = 7[[p =4,

(& = B)(r = )|+ [(a = 8)(B=7)| = &= Blly = & + |a = 5[[B = 7].

Portanto, concluimos que
= Y|[B = 0| < |l — Bl[y — 0| + |« = 5[[B — .
Como visto anteriormente, a igualdade da desigualdade triangular

121 + 22| < |z1 + |22
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ocorre se, e somente se, z1/z, € um nimero real nao negativo.
(a — B)(y =)
(a—=0)(B—17)

i:? 5 7 ﬁ/

é real positivo, se e somente se
_ [3 v —
—5/ y—

é real negativo. Isto equivale a dizer que

a—B /r=PB) _ a—B\ _ (TP _
arg(a_g 7_5)—arg<lx_5> arg(ry_é =+ 2km, k€ Z.

Assim, procuramos uma condi¢cdo para que seja um numero real

positivo. Mas

Dai segue que «, B, 6,y sao vértices de um quadrilatero inscritivel. ]

Para encerrarmos o presente texto, apresentamos duas aplicacoes do Teorema
de Ptolomeu-Euler, a saber: uma demonstragao alternativa do Teorema de Pitagoras,
e a relacao da razao aurea com pentagonos.

3.1 Teorema de Pitagoras
Se o0 quadrilatero inscrito for um retangulo, temos

A D

AB =CD,BC = AD, AC = BD.

Pelo teorema de Ptolomeu-Euler,

B-CD+ BC-AD = AC-BD

Igualando os lados correspondentes, da identidade acima obtemos o

Corolario 1. (Pitagoras) Num tridngulo retangulo ABC, com o dngulo reto em B,

(AB)? + (BC)? = (AC)>.
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3.2 Razao aurea

Exemplo 3. Sejam ABCDE um pentagono regular de lados | inscrito num circulo
de raio r, P o ponto médio do arco CD e d o comprimento de uma diagonal.

A

m

=}

Aplicando o teorema de Ptolomeu-Euler nos quadrilateros ACDE e ACPD, obtemos

A A

m
m

P P

AE-CD + AC-DE = AD - CE,
1?2 +dl = d? (3.2)

AD-CP+PD-AC = AP -CD.
dx + xd = 2rl

2xd = 2rl (3.3)

Notamos aqui, que x é o comprimento do lado do decagono regular inscrito no
circulo de raio r.
Além disto, dividindo a equacéo (3.2) por 1%, vem

d P
THl="]



E da equacéo (3.3), temos

2xd:2rl:>g:£
l X

’ d .. o
Portanto, concluimos que ¢ := £ =7 satisfaz a identidade ¢* = ¢ + 1.

Assim, arazaor/x é a famosa razao aurea:

1++/5

>
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