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Resumo

LARSEN, Gabrielly. Trajetorias de particulas geradas por ondas aquéticas
lineares. 2020. 83 f. Trabalho de Conclusao de Curso — Curso de Licen-

citarua em Matematica, Universidade Federal do Parana, Curitiba, 2020.

O estudo das trajetorias de particulas geradas por uma onda aquatica de
superficie teve inicio com Green e Airy em meados do século XIX. A téc-
nica empregada em seus trabalhos constitui o que chamamos de “teoria
classica de aproximacoes das trajetérias”. O objetivo principal deste traba-
lho consiste em estudar as trajetorias das particulas geradas por ondas de
Stokes lineares, ou seja, ondas periddicas e viajantes cuja amplitude é pe-
quena quando comparada & profundidade do canal. Mais especificamente,
nos revisamos as ideias empregadas na teoria classica de aproximagoes das
trajetorias. Para tanto, realizamos a modelagem matematica das equagoes
de conservacao de massa e quantidade de movimento, determinamos o sis-
tema de equagoes governantes para uma onda de superficie e encontramos
o campo de velocidade submarino gerado por ondas lineares. Além disso,
linearizando este campo, concluimos que as trajetorias das particulas sao
elipses, para ondas em canais de profundidades finita, e circulos, para ondas
em canais de profundidade infinita. Ademais, vale ressaltar que encontramos
as trajetorias tanto via equagoes de Euler quanto via teoria do potencial. De
um modo geral o texto esté estruturado e escrito da forma mais cuidadosa
possivel, visando assim oferecer a um leitor nao familiarizado com a teoria
matematica de ondas aquaticas todos os pré-requisitos necessérios para a

compreensao do tema abordado.

Palavras-chaves: Ondas de Stokes lineares. Ondas aqudticas. Equagoes
da hidrodindmica. Equacgoes de Fuler. Teoria do potencial. Trajetorias de

particulas.



Abstract

LARSEN, Gabrielly. Particle trajectories generated by linear water waves.
2020. 83 f. Trabalho de Conclusao de Curso — Curso de Licencitarua em

Matematica, Universidade Federal do Parana, Curitiba, 2020.

The study of particle trajectories generated by a surface wave began in the
middle of the 19th century with Green and Airy. The technique employed
in their work constitutes what is called “classical approximation theory of
trajectories”. The main goal of this dissertation is to study the particle
trajectories generated by linear Stokes waves, which are periodic traveling
waves whose amplitude is small when compared to the depht of the canal.
More preciselly, we review the ideas employed in the classical approxima-
tion theory. To this end, we do the mathematical modeling of the principle
of conservation of mass and momentum. We also determine the governing
equations for surface water waves and find the submarine velocity field ge-
nerated by linear waves. Furthermore, linearizing the velocity field, we
conclude that the particle trajectories are described by ellipses in canals
with finite depht and by circles in canals with infinite depht. Moreover,
we emphasize that we find the particle paths via Euler equations and also
via potencial theory formulation. This work is structured and written so
that readers who are not familiarized with the mathematical theory of wa-
ves can find in the text all theoretical background necessary to comprehend

this subject.

Keywords: Linear Stokes waves, Water waves, Hydrodynamic equations,

FEuler equations, Potential theory, Particle trajectories.
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Introducao

Seja em uma viagem familiar ou apenas em um passeio com os amigos muitos de
nos ja tivemos como destino a praia e, dentre todos os encantos naturais que este local
apresenta, as ondas imponentes do mar certamente ja chamaram nossa atencao. Este
fendbmeno especifico pode ser estudado por meio de diversas perspectivas e dentre elas se

encontra aquela que norteia este trabalho: a teoria matematica das ondas aquaticas.

Historicamente, o primeiro autor a se atentar para a teoria de ondas aquéaticas foi
[saac Newton em 1687. Ele, apesar de explicitar resultados aproximados e que nao conti-
nham muita sofisticagdo matematica, inspirou diversos outros pesquisadores a replicarem
seus experimentos e dar continuidade as suas observacoes na area. Anos mais tarde, mais
precisamente em 1757, Leonhard Euler despontou com sua proposta de modelagem ma-
temaética para a dinamica de ondas aquaticas e, a partir desta nova perspectiva, deduziu

as equagoes da hidrodinamica — estas as quais sao utilizadas até os dias de hoje (vide [7]).

Seguindo nessa linha de estudo outro autor de destaque foi Pierre-Simon Laplace
(1776), o qual foi o primeiro a postular o problema de valor inicial (PVI) que consiste em:
tida uma onda de superficie, determinar seu movimento subsequente. Maiores contribui-
¢oes para este problema foram dadas por Siméon D. Poisson e Augustin-Louis Cauchy
que, em meados do século XIX, criaram um marco histérico na Anélise por conta da so-
fisticagdo apresentada em seus trabalhos [7]. Todos estes avancos no estudo da dinamica
da onda de superficie abriram caminho para que, superado o primeiro obstaculo de deter-
minar sua evolugao, também fosse possivel encontrar o campo de velocidade submarino

gerado por ela e, consequentemente, as trajetorias das particulas.

Partindo desta ideia, os primeiros resultados com respeito as trajetorias das parti-
culas de um fluido foram obtidos por George Green e George Biddel Airy (vide [7]). Eles,
em seus respectivos trabalhos publicados em em 1839 e 1841, deduziram que as trajetorias
geradas por uma onda de superficie sao curvas fechadas: circulos para canais de profun-
didade infinita e elipses para canais de profundidade finita — ambos resultados se apoiam
em uma aproximag¢ao no campo de velocidade e se encaixam no que hoje denominamos

“teoria classica de aproximacao das trajetorias”.

Neste trabalho de conclusao de curso temos como objetivo principal estudar as tra-
11
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jetorias das particulas geradas pela passagem de uma onda de Stokes linear na superficie
livre. Em outras palavras, consideraremos aqui ondas periddicas e viajantes cuja ampli-
tude é pequena quando comparada a profundidade do canal. Mais especificamente, vamos
restringir nossa investigacao a teoria classica de aproximagoes, de modo a reproduzir os

resultados expostos por Green e Airy.

Com este objetivo em vista, utilizaremos técnicas da modelagem matemética para
obter versoes aproximadas das equagoes que governam a dindmica da onda e, deste modo,
determinar o campo de velocidade gerado por ela dentro de um ambiente especifico pre-
viamente definido. Esse estudo sera feito sob a luz de duas formulagoes distintas: via

equacgoes de Euler e teoria do potencial.

Quanto a metodologia utilizada no desenvolvimento do trabalho temos, em um pri-
meiro momento, a formagao de uma base conceitual necessaria para a completa compre-
ensao do tema. Essa base se inicia com a apresentagao de diversas defini¢coes pertinentes
do campo da fisica e da matematica, perpassa pela descricao dos elementos principais que
constituem nosso objeto de estudo e acaba com o processo de deducao das equacgoes de
Euler. Logo em seguida sao deduzidas as equagoes governantes para a dindmica de ondas
aquaticas de superficie, assim como as respectivas equagoes diferenciais parciais (EDP’s)
resultantes da aplicacao dos processos de adimensionalizacao e linearizacao. Por fim, utili-
zando estratégias de resolugao que vao de simples manipulagoes algébricas até a aplicacao
da transformada de Fourier periddica, é obtido o campo de velocidade submarino gerado

pela onda de superficie.

Todos estes procedimentos, ao serem realizados de forma ordenada, nos permitirao
nao so6 reproduzir os resultados conhecidos da teoria classica de aproximagoes como tam-
bém tirar informacoes qualitativas a respeito das trajetorias das particulas. Cabe ressaltar

que na pratica as trajetorias das particulas

Cabe ressaltar que na pratica as trajetorias das particulas nunca descrevem orbitas
fechadas. Mais precisamente, ap6s uma particula passar duas vezes por baixo de uma
mesma fase da onda, a distancia horizontal entre as suas posi¢oes inicial e final — a qual
chamamos de drift — é sempre positiva. George Gabriel Stokes, em 1847, foi o primeiro
a identificar que o drift é positivo, no entanto apenas recentemente é que foi dada uma
prova analitica para este fato: Constantin e Villari[5| o demonstraram, em 2008, para

ondas lineares, e Constantin[4], em 2006, provou para uma onda de Stokes qualquer.

Segue-se dai, que o encadeamento de ideias supracitadas sao organizadas no texto
da seguinte forma: no primeiro capitulo sao expostas algumas defini¢oes e teoremas que
embasam boa parte do estudo subsequente realizado. No segundo capitulo encontram-
se 0s conceitos bésicos que caracterizam tanto um fluido quanto uma onda, assim como

¢ feita a deducao das equagoes de Euler. J& no terceiro capitulo inicia-se o processo
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de modelagem das equagoes da hidrodinamica, onde ¢é feita a descricao do ambiente de
estudo e a apresentacao das condig¢oes de fronteira tanto por meio das equacoes de Euler
quanto pela teoria do potencial. Por fim, no quarto e quinto capitulos, sao deduzidas

respectivamente as trajetorias das particulas via equagoes de Euler e teoria do potencial.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo é inteiramente voltado a defini¢oes, teoremas, propriedades e identida-
des de destaque utilizadas durante o desenvolvimento deste trabalho. As descri¢oes feitas
aqui servirao como base e justificativa para diversos passos tomados ao decorrer deste
estudo de modo que, dada referenciacao futura, o leitor possa consulta-las quando julgar

necessario.

1.1 Nocgoes basicas sobre a teoria matematica da dina-

mica dos fluidos

Esta secao seréd voltada para a apresentacao de conceitos e termos que serao utiliza-
dos ao nos referirmos aos fluidos em geral.

Dito isso, a primeira definicao apresentada sera a da derivada material, um conceito
mateméatico que quando combinado as caracteristicas de um fluido se mostra extrema-

mente til para os processos de modelagem das equacoes governantes.

Definicao 1.1.1. Seja U = (u,v,w) o campo de velocidade de um fluido e f(x,y,z,t)

uma grandeza escalar qualquer, o operador diferencial

Df = of
E—(U'V)JUFE

¢ chamado de deriwada material de f, onde o termo (U' - V) f € interpretado como U -
Vf. Se ﬁ(x, y,t) = (Fi(z,y,t), Fo(x,y,t), F3(z,y,t)) € uma grandeza vetorial, a derivada
material de F ¢ definida por

DF  (DF, DF, DF;
Dt Dt Dt Dt

(16], p. 16).
15
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Observacao 1.1.1. Considere uma particula de fluido localizada no ponto @ para o ins-
tante t =t e tome sua trajetoria como sendo T(t,@). Além disso considere U(Z(t,d), )
como sendo o campo de velocidade deste fluido. Logo, seque diretamente da defini¢ao
1.1.1, que a aceleragio do fluido no ponto Z(t,d) € dada por:

27 DU
E(ﬂ = E(f(tja),t)

(16], p. 16).

Observagao 1.1.2. Seja f(x,y, z,t) uma grandeza escalar ao longo de um escoamento e

—

a(t) = (aq(t), as(t), as(t),t) a trajetoria de uma particula de fluido, entdo

d D
L0, as(8), as(0)] = T (00 (1), s(8), (1), ).
Donde, a derivada material de uma funcao f(x,y,z,t) nos dd o valor, no instante t,

da derivada de f ao longo da trajetoria da particula que neste instante ocupa a posi¢ao

(1 (t), (), as(t)).

Apos fixado esse conceito, podemos entao dar inicio & listagem de defini¢bes que de

fato se referem diretamente ao Ambito dos fuidos.

Definicao 1.1.2. Um fluido € dito incompressivel se sua densidade nao muda com a pres-
sao. Para fluidos incompressiveis a taxa de variagao da densidade ao longo da trajetoria

de uma particula € nula, isto €,
Dp 0
Dt
([2]. p. 75).

Definicao 1.1.3. Se o campo de velocidade de um fluido for U = (u,v,w), entao, seu

rotactonal

VxU= (Oyw — 0,v, 0,u — Oyw, Opv — Oyu)

€ chamado de campo de vorticidade do escoamento. Quando um campo de vorticidade €

nulo dizemos que o escoamento € irrotacional ([3], p. 18 e p. 47).

Por fim, outro conceito muito importante que definiremos de modo informal aqui é
a viscosidade. A viscosidade de um fluido é uma propriedade associada a resisténcia deste
com respeito ao escoamento ou deformagao causada por uma tensao de cisalhamento. De
modo geral, um fluido com baixa viscosidade é aquele em que, dada uma forca aplicada
sobre ele, a transferéncia de movimento entre as moléculas é minima — enquanto um fluido
viscoso se comporta de maneira oposta. Todos os fluidos possuem uma certa viscosidade,
contudo, em determinados problemas reais, é possivel modelar o comportamento do fluido

considerando sua viscosidade nula — neste caso dizemos que o fluido ¢ ideal ([17], p. 220).



17

1.2 Resolucao de EDP’s e ondas

As defini¢oes presentes neste topico compoem a base necessaria para as estratégias
de resolucao de EDP aplicadas durante o trabalho. Sera através dos conceitos definidos
aqui que teremos o aporte tedrico necessario para solucionar o modelo matematico que
define a dindmica de uma onda aquatica de superficie.

Vale ressaltar também que os conceitos apresentados nesta segao sao inteiramente
retirados do referencial [11], de modo que as transcrigoes feitas aqui sao dadas da forma
mais fiel possivel com uma tnica modificacao sendo a notacao utilizada — a saber, a troca

da representagao de fungoes de wu(z,t) por n(zx,t).

Definicao 1.2.1. Uma equagao diferencial parcial (EDP) para uma fung¢ao n(zx,t) é uma

equagao diferencial que envolve uma ou mais deriwadas parciais de 1 com respeito a x e
t. ([11], p. 13).

Definicao 1.2.2. Ondas representadas por fungoes da forma n(z,t) = f(x — ct), onde
f € uma funcao de uma varidvel e ¢ uma constante nao nula, sao chamadas de ondas
viajantes ([11], p. 23).

Vale ressaltar que ondas viajantes sao um dos tipos mais comuns e fundamentais de

representacao para uma onda.

Definicao 1.2.3. Uma solucio onda viajante de uma EDP € uma solucao da forma
n(,t) = fle—ct) ([11], p. 24).

Para achar uma solugao onda viajante geralmente se comeca supondo que 7n(z,t) =
f(z — ct) j4 & uma opcao de solugdo e a partir disto determina-se quais fungoes f e
constantes ¢ tornam de fato isso verdade.

Definicao 1.2.4. Uma onda viajante que pode ser escrita da forma n(z,t) = acos(kx —

wt) onde a # 0,k >0 ew >0 sdo constantes é chamada trem de onda ([11], p. 28).

Uma EDP pode ter solugoes que sao da forma trem de onda, mas nao necessaria-

mente para valores arbitrarios de £ e w, isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2.5. Chamamos de relacao de dispersao de uma EDP a relacdo que k e w

devem satisfazer para que n(x,t) = acos(kx —wt) seja uma solugao da EDP ([11], p. 29).

1.3 Conceitos relevantes do calculo

Este espago é destinado para apresentar as defini¢oes e teoremas da teoria do calculo
que serao utilizados - explicitamente ou implicitamente - diversas vezes durante o estudo

desenvolvido nos capitulos seguintes.
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Definicao 1.3.1. Um campo vetorial F ¢ chamado campo vetorial conservativo se ele for
o gradiente de alguma funcao escalar, ou seja, se existir uma funcao f tal que F = V f.
Nessa situacdo, f € denominada funcdo potencial de F ([20], p. 952).

Definicao 1.3.2. Rotacional Se F = Pi+ Qj + Rk ¢ um campo vetorial em R3 e as

deriwadas parciais de P,Q) e R existem, entao o rotacional de F' € o campo vetorial em
R? definido por

OR 0Q) . oP OR\ . [(0Q 0P
=t X - 2t = =
rot <8y 8z)z+<8z 0x>]+(8x 8y)k

(120], p. 977).

Observacao 1.3.1. Note que se utilizarmos a notac¢ao de operadores obtemos

0 0 0
V=i—+7—+k
ox ]6y 0z
e, portanto, ao considerar V como um vetor, podemos representar o rotacional da sequinte
maneira:
1 7 k
_lo o o|_
VX F= % By 55| = rotF.
P @Q R

Teorema 1.3.2. Se I for um campo vetorial definido sobre todo R? cujas funcoes compo-
nentes tenham derivadas parciais de sequnda ordem continuas e rotF = 0, entao F' serd

um campo vetorial conservativo ([20], p. 978).

o 0 0
Definicao 1.3.3. Se ' = Pi+ Qj+ Rk ¢ um campo vetorial em R? e —, — e —
or' dy 0z

existem, entao o divergente de F' € a funcao de trés varidveis definida por

: oP 0Q OR
dZUF_%+E)_y+E

([20], p. 979).
Observagao 1.3.3. Note que se utilizarmos novamente a notagao de operadores vamos
obter que divF pode ser escrito como : divF =V - F.

Teorema 1.3.4 (Teorema do Divergente). Seja B uma regido solida simples e seja S a
superficie fronteira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial

cujas fungoes componentes tenham derivadas parciais continuas em uma regiao aberta que

//ﬁ-ﬁdsz// V-FdV
S FE

contenha E. Entao

(]20], p. 1008).



19

Observacao 1.3.5. Ao longo do texto usaremos a notacao dV e dA para representar,
respectivamente, os elementos infinitesimais de volume e superficie. Além disso tomare-
mos ¥ como sendo ¥ = (x,y,t). Desta forma o teorema da divergéncia aplicado a uma

regiao W com fronteira OW serd escrito como

/ V-F(:E’)dV:/ F-idA.
w ow

Teorema 1.3.6 (Teorema do Valor Médio (TVM)). Se f for continua em [a,b] e derivdvel

em (a,b), entdo existird pelo menos um ¢ em (a,b) tal que

f(bz - £<a> = f'(¢) ou f(b) = f(a) = f'(c)(b—a)

(18], p.225).

Definicao 1.3.4. A férmula de Taylor para uma funcgio f : A — R, definida no aberto

A C R"™, em torno do ponto a € A € a sequinte:
1 1
fla+v) = f(a) + df (a)v + 5d2f(a)v2 + .ot Hdpf(a)vp + 7, (v),

onde
1

G St o)

p(v) =

com 0 € (0,1) ([15], p. 151).

Observagao 1.3.7. No caso particular em que f: A C R? = R a formula de Taylor se

escreve
flar + w1, a0 +v) = f(a1,a2) + folar, az)vy + fy(ar, az)vs + O(vi, v3, v1v2),

onde O(v?,v3,v1ve) representa termos envolvendo poténcias de ordem maior ou igual a

dois de vy e vy e produtos de poténcias de ordem maior ou igual a um de vy e vs.

Por fim, visto as prévias defini¢oes de rotacional e divergente, apresentaremos algu-
mas poucas identidades pertinentes ao nosso estudo futuro:

Seja ¢ uma constante, f uma fungao escalar e F' um campo vetorial valem as seguintes

propriedades:
V- (fF) = f(V-F)+ (F-V)f, (L.1)
%wﬁ F)=Fx (VxF)+ (F-V)F, (1.2)
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Capitulo 2

Fluidos e Ondas: propriedades e

caracteristicas

Visto que o nosso trabalho estd relacionado com a teoria mateméatica de ondas
aquaticas julgamos necessario, em um primeiro momento, conhecer um pouco mais acerca

de alguns conceitos tanto da dinamica do fluidos quanto de ondas em geral.

2.1 Fluidos

De acordo com o dicionario Michaelis da lingua portuguesa, fluido é definido como:

"Qualquer substancia que, em razao da pouca adesao das moléculas entre
si, flui como os liquidos e os gases e nao apresenta uma forma independente, ce-
dendo facilmente as mudancas de forma provocadas pela pressao do recipiente
ou do espago em que se encontra."(MICHAELIS, [15]).

Baseados nesta definicao e dada a vivéncia didria que temos com esses tipos de
substancias é normal pensarmos que ha uma distingao clara entre solidos e fluidos, porém,
na pratica, isso nao se mostra verdade. A fronteira que define se um material é sélido
ou fluido é extremamente ténue e isso ocorre por conta da existéncia de substancias que
tém a capacidade de assumir ambas as formas quando expostas a diferentes situacoes —
um bom exemplo disso ¢ a gelatina que, apesar de se comportar como um solido eléstico,
quando é submetida a um processo constante de mistura torna-se liquida.

Por conta disso, a fim de nao se preocupar com esta ambiguidade em meio ao nosso
estudo, estabeleceremos a partir de agora que os fluidos com os quais trabalharemos serao
fluidos ideais (vide segao 1.1).

Definido o conceito de fluido, busca-se entao saber a respeito de suas principais

propriedades. Esta tarefa cabe a dinidmica dos fluidos, um campo de estudo que se
21
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preocupa em conhecer o valor das variaveis — geralmente dependentes da posicao no espaco
e do tempo — que determinam o estado de um fluido qualquer. Vale ressaltar ainda que,
apesar de um fluido ser composto por um conjunto de moléculas distintas interagindo entre
si, quando estamos interessados nas suas propriedades macroscopicas, a saber, pressao,
velocidade e densidade, é possivel trata-lo como um meio continuo. Esta hipdtese é a base

para a teoria matematica da dindmica dos fluidos.

2.1.1 Fluido ideal: as equagoes de Euler

Conhecido o objetivo da dindmica dos fluidos e visando trazer um carater matemé-
tico para o nosso estudo, estaremos preocupados a partir de agora em definir expressoes
que descrevam o comportamento de um fluido ideal a partir da relagao entre suas gran-
dezas. Para tanto iremos nos basear em duas condicoes fisicas essenciais: os principios
de conservagao de massa e conservacao da quantidade de movimento, os quais determi-
nam as equagoes de Euler. Com respeito a modelagem matematica destas equacoes temos
ainda a possibilidade de utilizar duas abordagens distintas: a Lagrangeana ou a Euleriana.
Aqui optaremos por trabalhar mediate a abordagem Euleriana visto que a modelagem das

equacoes de Euler dentro desta perspectiva é mais acessivel a nivel de graduagao.

Conservacao de Massa

O primeiro principio a ser considerado sera o da conservacao de massa. Esta condicao
fisica se baseia no fato de que a taxa de crescimento de massa do fluido dentro de uma
regiao ¢ igual a taxa em que essa mesma massa atravessa a fronteira para dentro da regiao
considerada.

Agora, antes de comecarmos de fato a modelagem matemética deste principio, va-
mos estabelecer algumas notacoes. Primeiramente, definimos que a regiao em que se
ambientara nosso estudo é uma regiao fixa denotada por W, além disso consideramos &
como sendo os pontos de W, ¢t o tempo e p(#,t) a densidade do fluido na posigao Z no
instante .

Com isso, temos ja de inicio que a massa da regiao W no tempo t pode ser dada

Cco1mo

m(W,¢) = /W p(7,1) V. (2.1)

Observacao 2.1.1. Uma estratégia muito utilizada para compreender que grandeza fisica
uma determinada equacao representa € o estudo de unidades. Este processo consiste em
analisar ambos os lados de uma expressao e, a partir da traducao de suas grandezas em
termos da “unidade de medida” que elas representam, compard-los. Assim, se os dois

lados forem compativeis, sua equivaléncia € vdlida.
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Esta estratégia serd frequentemente utilizada durante o desenvolvimento a sequir e
a forma de representa¢ao adotada em sua aplicagio serd dada por: | Grandeza | = [
SIMBOLO DA UNIDADE |.

Considerando M e V' como unidades de massa e volume, respectivamente, obtemos

a partir de um estudo de unidades na equagao (2.1) que
[m] = [plldV] = [M]="7=[V] = [M]=[M]

e, portanto, mediante sua validacao, que a taxa de variagao da massa do fluido em W ao

decorrer do tempo é dada por
dm d
—(W,t) = — r,t) dV.
U EE

Mais ainda, como estamos integrando em uma regiao W fixa, podemos passar a

derivada em relagao ao tempo para dentro da integral, o que resulta em

dm ap, .,
— Wot) = W@(lﬁt) dv.

Definida a taxa de crescimento de massa do fluido dentro da regiao, nos preocupa-
remos agora em discutir a respeito da taxa com a qual essa mesma massa atravessa a
fronteira de W . Note que, sendo OW a fronteira da regiao considerada, 77 o vetor normal
unitario que aponta para fora de W, Uo campo de velocidade do fluido e dA um elemento

de area em OW, o volume do fluido que passa através de 0W por unidade de tempo é

/&W(ﬁ - 1) dA.

Fato comprovado pelo seguinte estudo de unidades:

s - P - -

Desta forma, por argumentos anélogos ao apresentado acima, verificamos que a taxa

com que a massa do fluido atravessa a fronteira W é dada pela integral

/ (pU) - it dA.
ow

Agora, tendo em maos as duas expressoes destacadas anteriormente e aplicando o

principio da conservagao de massa, obtemos o seguinte:

dp

(7,4) dV = —/ (p07) - 7 dA,
w Ot ow
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onde o sinal negativo presente do lado direito desta expressao segue diretamente da defi-
nicao adotada para o vetor normal 77 — ao considerar 77 apontando para fora de W, tem-se
que a velocidade do fluido que entra na regiao é negativa.

Obtida a féormula matemaética que descreve a conservacao de massa, podemos ainda
representa-la de uma maneira mais simples. Para isso nos utilizaremos do Teorema do

Divergente (1.3.4) junto & Observagao 1.3.5, donde segue a cadeia de implicagoes abaixo:

@(f,t)dvz—/ (pU) - it dA
ot o
ap, ~
= /—(x,t)dV:—/ V- (pU) dV
Wat w

= /W(%+V~(pﬁ)) dV = 0.

Portanto, como W é uma regiao qualquer fixa, concluimos que uma das equagoes

de Euler — a qual representa a conservacao de massa — é dada por
dp -

otV (el =0. (22)

Conservacao da quantidade de movimento

O segundo principio considerado se refere a conservacao da quantidade de movi-
mento. Essa condicao fisica, representada pela grandeza @), relaciona a massa e a veloci-

dade de um corpo por meio da igualdade

—

Q = mu,
donde, derivando ambos os lados em relagao ao tempo, obtemos o seguinte:

dQ dv

a - dat

—

= ma.

E facil ver que C;—t representa a forga resultante (pois pela segunda lei de Newton F R =
ma) e, deste modo, a conservagao da quantidade de movimento esté diretamente rela-
cionada com as forgas que agem no corpo do fluido. Dito isso, iremos entao estudar
todas estas forgas e, com este proposito, dividimos nossa analise em duas partes distintas:
na primeira estudaremos as forgas de superficie que agem sobre o fluido e na segunda
estudaremos as forcas de campo que atuam sobre suas particulas.

Comecando com as forgas de superficie — exemplificadas pela pressao ou atrito —
obtemos que, por elas serem geradas por meio do contato que as particulas tem umas com
as outras e dada a inexisténcia de viscosidade no fluido aqui estudado, a forga resultante
que as representam se resume a forcas normais que atuam sobre a superficie, ou seja,

podemos escrevé-la da seguinte forma:

Fg=— / P(Z,t)it dA,
oW
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onde P(Z,t) representa a pressao do fluido em W.

De fato, ao realizar um estudo de unidades, tem-se a validade desta afirmacao:

[F] = [PllA)ldA] = [F]Z%W] = [F]=[F].

A partir dai, com a intencao de simplificar a representagao desta forca resultante,
aplicaremos o Teorema do Divergente (1.3.4) e a observagao 1.3.5 na integral acima. Aqui,
diferente da situagao que tinhamos ao utilizar esta técnica na conservagao de massa, vemos
que nao ha um vetor acompanhando 7 e, portanto, as condi¢oes do Teorema citado nao
sao satisfeitas. Para resolver este impasse empregaremos uma estratégia que consiste
em realizar o produto interno em ambos os lados da expressao trabalhada por um vetor

unitario € = (eq, es, €3):

e-Fs=¢- (—/ PﬁdA) —
ow
:(61,62,63)'<—/ PnldA,—/ PngdA,—/ PTLgdA)Z
oW ow ow
= (—/ Peml dA, —/ P€27’L2 dA, —/ P€3n3 dA) =
ow ow ow

:—/W(Pa)-mm.

Logo, podendo finalmente aplicar o Teorema do Divergente, obtemos que

€- Fg

—/ V-(Pé’)dA:—/ g-VPdv
w w

e, desta forma, a igualdade que representa a forca de superficie total que age sobre o fluido

é dada por

ﬁsz—/ VPdV.
w

Considerando agora as forcas de campo que agem sobre as particulas do fluido —
como por exemplo, o eletromagnetismo e a gravidade — temos que a forca resultante nesse

caso pode ser expressa como

—

Fo— / p(Z, (T, 1) V.
%%

—

onde b(Z,t) representa uma forga externa por unidade de massa que age sobre o fluido.

Realizando o estudo de unidades temos:

F = [AIBldv) = mz%%m = [F]=[F].
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Desta forma, obtidas as expressoes em destaque que representam tanto as forgas

externas (ﬁc) quanto as forcas de superficie (ﬁ 5) que agem sobre o fluido, obtemos que a

ﬁRz—/ VPdV+/ pb dV.
w w

Mais ainda, lembrando que a motivacao para a analise feita até agora tinha fundamento

forca resultante é

na relacao direta entre a quantidade de balan¢o de movimento e a segunda lei de Newton,
vamos considerar o seguinte:
S DU DU o - DU
Fr=mad=m——=pV— = Fg= dF = —dV
& Dt " Dt R /W w' Dt
(vide Observagao 1.1.1).
Assim, igualando as duas formas de representacao encontradas para F r, concluimos

que a forca resultante que atua sobre o fluido por unidade volume pode ser escrita como:

—

- DU

Expressao esta que representa o principio da conservacao da quantidade de movimento e

é tida como uma das equacoes de Euler.

2.2 Ondas

A definicao formal dada a uma onda vai de perspectivas mais fisicas, como dizer
que ela é uma “perturbacao peridédica que se propaga no espaco ou em um meio material,
mediante a qual pode haver transporte de energia de um ponto a outro (MICHAELIS,
[15]).”, até um olhar mais matemaético, que define que "uma onda é qualquer sinal facil de
reconhecer que é transferido de uma parte de um meio para outra com uma velocidade de
propagacao reconhecivel (KNOBEL, R., [11], p. 4).". Ambas estas formas de definigdo
sugerem a existéncia de diversos tipos de ondas que variam desde a sua natureza até
a sua forma de propagacao e, por conta disso, apresentaremos a seguir um conjunto
de propriedades essenciais que nos permitem caracterizar uma onda em termos da sua
aparéncia e comportamento.

Para tanto, a primeira coisa que faremos serd estabelecer um modelo genérico de
onda com o qual trabalharemos durante todo nosso estudo (vide figura 2.1).

A partir deste modelo é facil notar a natureza oscilatoria da nossa onda e, portanto,
é razoavel utilizar funcoes como seno ou cosseno para descrevé-la durante sua propagacao

horizontal. Dito isso, tomaremos entao a seguinte representagao para seu perfil:

n(x,t) = acos(kx — wt),
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Figura 2.1: Representacao do modelo genérico de onda trabalhado em um tempo ¢ fixo.

Fonte: Autoria propria.

de modo que os elementos a, k e w que a compoe podem ser melhor compreendidos por

meio das descricoes listadas abaixo:

> n(z,t): Representa o deslocamento transversal do elemento que se encontra na

posi¢ao = dado um instante ¢, em outras palavras, y = n(x,t).

> a: E dita a amplitude da onda e tem como funcao representar o deslocamento

transversal maximo que a onda atinge a partir de sua posi¢ao de equilibrio.

> A: Representa o comprimento de onda, o qual é definido como a distancia entre
duas cristas (ponto mais alto da onda) ou dois cavados (ponto mais baixo da onda)

consecutivos dado um tempo ¢ fixo.

> T" Fixado um ponto xy no eixo x, o periodo é o tempo necessario para a passagem

de um ciclo (repetigao do padrao da onda) por este ponto.

> k: Para representar a quantidade de repeticoes que a onda descreve dentro de um
intervalo de comprimento 27 determina-se um novo parametro chamado niimero de onda.
Esse parametro, representado pelo simbolo £, ¢ dado em termos do comprimento de onda
A a partir da seguinte igualdade:

k=—.
A

> w: A frequéncia angular w se encarrega de representar o ntimero de ciclos que

passam por um ponto fixo zy durante o intervalo de tempo 27. Dito isso, obtemos dire-

tamente da descricao do periodo da onda, que essa caracteristica é dada por:
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> c¢: E a velocidade de propagacio da onda 7(z,t), a qual satisfaz a relacio ¢ = %

Esta igualdade segue diretamente do fato que

n(z,t) = acos(kx — wt) = acos(k(x — %t))

(vide Definigao 1.2.2).

Observagao 2.2.1. Aqui vale ressaltar que, dada a defini¢ao 1.2.3, ao trabalharmos com
ondas dentro do contexto de uma EDP precisamos necessariamente definir quem € ¢ para
que n(x,t) = f(x — ct) seja solugio. Porém, como acabamos de ver, a velocidade ¢ pode
ser descrita por uma razdo que envolve a frequéncia angular w e o numero de onda k, ou
seja, ao encontrar a solu¢ao de uma EDP podemos substituir a determinac¢ao de ¢ pela

determinacao da relagao de dispersao da onda considerada (definigdo 1.2.5).

Assim ficam descritas as caracteristicas gerais de uma onda que nos permitem en-
tender melhor a representagao n(z,t). Essas defini¢oes serdo utilizadas frequentemente
ao decorrer do nosso estudo e, durante a manipulacao de termos onde se vejam presentes
os simbolos apresentados acima, vamos subentender a compreensao prévia a respeito de
cada um. Dito isso, caso o leitor ainda nao se sinta suficientemente familiarizado com as

propriedades listadas, é recomendada a consulta ao referencial [9] (p. 117-122).



Capitulo 3
As Equacoes da Hidrodinamica

Até este momento estavamos preocupados em apresentar conceitos e deduzir férmu-
las que nos ajudassem a entender melhor nossos objetos de estudo. Durante este processo
fomos capazes de observar nosso ambiente partindo da perspectiva euleriana, entender de
onde surgem as equagoes de Euler, além de, do inicio até agora, termos sidos expostos a
diversas defini¢oes a respeito das caracteristicas de um fluido e de uma onda de superficie.

Todos estes topicos formaram a base conceitual necessaria para a compreensao do
seguinte capitulo de modo que, a partir do uso explicito e implicito destes conhecimentos
combinados as técnicas fornecidas pela modelagem matematica, seré possivel determinar

as equagoes governantes para ondas aquéaticas de superficie.

3.1 As equacoes de Euler para ondas aquaticas

Na subsecao 2.1.1 haviamos deduzido as equacoes de conservacao de massa e de
quantidade de movimento que determinam o comportamento de um fluido ideal em um
dominio qualquer. Agora, estamos interessados em estudar um caso particular, queremos
obter as equagoes que representam a dindmica das ondas aquéticas.

Para tanto, delimitaremos a seguir um ambiente de estudo especifico a partir do
qual seré realizada a modelagem matemaética proveniente da combinagao das equagoes de
Euler com algumas condicgoes fisicas que descrevem nosso problema. Desta forma, ao fim
dessa secao, obteremos um modelo adequado para descrever a dindmica de uma onda de

superficie.

3.1.1 Definindo nosso ambiente de estudo

Para delimitar nosso ambiente de estudo nos utilizaremos de trés condicoes dis-
tintas que dizem respeito, separadamente, ao fluido, & natureza da onda observada e a

configuragao do dominio fisico no qual ocorre a propagacao da onda.
29
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A primeira condi¢ao imposta é que o fluido aqui considerado é a agua, o qual to-
maremos como sendo ideal e com densidade constante em um escoamento irrotacional.
Assumir estas trés caracteristicas nos permitem fazer uso de diversas defini¢bes presentes
na seccao 1.1, estas as quais geram diversas simplificagcoes matematicas tteis nos célculos
que vém a seguir.

A segunda condicao imposta refere-se & classe da onda de superficie estudada, a
saber, ondas de Stokes — ondas periddicas e viajantes que possuem uma Unica crista e
cavado por periodo, de modo que o perfil é decrescente da crista até o cavado. ([6], p.
537)

Por fim, a terceira e ultima condi¢ao imposta é referente ao meio pelo qual a onda
se propaga. Consideraremos aqui um dominio bidimensional €2 delimitado em baixo por
um fundo plano impermeéavel y = —h, e em cima pela onda de superficie y = n(z,t).
Fisicamente, isso pode ser entendido como uma onda propagando-se ao longo de um

canal, e uma representacao esquematica deste problema fisico é mostrada na figura 3.1.

y =n(xt)

T _
—— ~_

Q

y=-h
W 2

Figura 3.1: Representacao esquemética do ambiente de estudo definido.

Fonte: Autoria propria.

As caracteristicas principais dessa onda como amplitude, comprimento de onda, dentre
outras, sao dadas conforme as descri¢oes apresentadas na secao 2.2. Além disso, no que
se segue, denotaremos por ﬁ(x,y,t) = (u(x,y,t),v(z,y,t)) o campo de velocidade do

escoamento, P(x,y,t) a pressao e p a densidade constante.

3.1.2 Deduzindo as equacoes

Com o ambiente de estudo bem definido iniciaremos agora a construgao do sistema
de equagoes governantes de ondas aquaticas. Aqui, discorreremos primeiramente sobre

como as equacgoes de Euler se traduzem na situacao estudada para s6 depois analisar as
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condicoes de fronteira que devem ser respeitadas.
Comecando com a equacao de Euler, que representa a conservacao de massa no
)

dominio {2, obtemos diretamente da hipotese de que a densidade da dgua é constante que:

8 — — — —
a—’t)+v-<pU):o = o(V-0)+ (T (Vp)=0 = V-U=0.
Dai, apenas escrevendo esta ultima igualdade na forma vetorial, fica dada uma das equa-

¢oes governantes:

Uy +v, =0 em —h<y<n(zt).

Dando continuidade a este raciocinio, agora com a equagao da conservagao da quan-

tidade de movimento .
DU
P "Dt

temos, ao considerar o vetor b como sendo a forca da gravidade, expandir a derivada

=—-VP+ gp,

material (vide Definigao 1.1.1) e dividir toda a expressao por p, o seguinte resultado:

T 7
Ut+(U'V)U:—7—937

onde g representa a aceleracao da gravidade e —j indica a direcao desta forca.
Mais ainda, visto que p ¢ constante, ao considerar P = P/p temos a liberdade de
trocar VP/p por VP. Logo, escrevendo os vetores Ue j componente a componente e

W=

abandonando a notacao , a igualdade anterior fica dada por

() e=()--()+()

o que nos fornece mais duas equagoes governantes:

U + wuy + vuy, = — P, em —h<y<n(zvy)),

v+ uv, +vvy =—P,—g em —h<y<n(zt).

Tiradas as aplicagoes diretas das equagoes de Euler analisaremos agora as condicoes
fisicas que dizem respeito a fronteira do nosso ambiente de estudo, a saber, as condic¢oes
de cinematica e dinamica.

Comecaremos com a condi¢ao de cinematica. Para modelar matematicamente esta
condicao consideraremos em um primeiro momento a existéncia de uma interface entre
o ar e a superficie da agua. Esta interface, a qual é definida como sendo a delimitagao
que “impede” o atravessamento de dgua para o ar ou vice-versa (|21], p. 432), é dada
implicitamente por uma funcao suave qualquer da forma F(Z,t) = 0, onde 7 = (x,y).

Além disso, fora esta fun¢do F(7,t) = 0, existe outra relacdo matematica que per-
meia a definicao desta interface:

U-i=U -1, (3.1)
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onde U = (u,v) é o campo de velocidade do escoamento, Uéo campo de velocidade da
interface e 77 é o vetor normal unitirio desta interface — esta relacao, a qual nos diz que a
velocidade normal do escoamento do fluido € igual a velocidade normal da interface, deve
ser obedecida para que de fato o fluido nao se “misture” com o ar.

Dadas estas consideragoes, visando modelar a condi¢ao de cineméatica matematica-
mente, tomaremos agora um ponto ¥ = (z,y) que se encontra na interface. Note que,

pela funcao F(Z,t) = 0, temos

F(z 0 d F(z 0 oF  dr VF =0

(7,t)=0 = E[ (@) =0 = EJr%' =
F; di VF d¥ VF Fy
IVE|  dt [[VE| . ||[VF| IVE|

—

dr
Mais ainda, uma vez que o campo de velocidade da interface pode ser dado por —, vale

dt
0 seguinte:
- , d¥ , di¥ VF
-n = n = —

dt dt ||[VF| "

Desta forma, utilizando os resultados encontrados em (3.2) e (3.3), somos capazes

(3.3)

de reescrever (3.1), de modo que a férmula que representa a condigdo de cinemética é

dada por:

- - -~ VF di VF Fy
U-n=U-1T = U —==—" =— =
IVE|di [VEI - [VE]

U-VF=—F.| (34)

Mais especificamente, se considerarmos que a interface é descrita por F(z,y,t) =

y —n(x,t), a condigao de cinematica fica dada por

U.-VF=-F = (u,v)(F,F,)=-F = uF,+vF,=—F, = —un,+v=—n

= |lv=mp+un, em y=n(xt).

Observagao 3.1.1. Fisicamente a condi¢ao de cinemdtica v = n, + un, em y = n(z,t)
pode ser entendida como: particulas que estao inicialmente na superficie livre permanecem
na superficie livre.

Essa traducao conceitual € dada a partir da andlise da EDO que determina a tra-

jetoria (z(t),y(t)) de wma particula que se encontra inicialmente na superficie livre, a

saber,
cé_yt; = u(x(lf),y<t)7t)>
Z_:Z = v(x(t), y(f%t%
F(x(0),(0),0) =0.
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De fato, se derivarmos F(x(t),y(t),t) e usarmos as equagoes desta EDO, obtemos

d dv  _ dy )
S F().y(0).0)] = Foy +Fydt+ﬂ Fau+Fo+F=F+U-VF %0

= F(x(t),y(t),t) = C com C constante.
Donde, aplicando a condig¢ao inicial F(z(0),y(0),0) = 0, seque que

F(x(t),y(t),t) =0, Wt.

Em outras palavras, como F(x,y,t) = y — n(z,t), conclui-se que uma particula que se

encontra inicialmente na superficie live permanece na superficie livre.

Quanto a condicao de dinamica, ela refere-se a interacao que ocorre entre a agua e

o ar e, matematicamente, é expressa como:

P=P,, em y=n(zt),

onde P, é a pressao atmosférica.
Por fim, a tltima condi¢ao de fronteira a ser considerada é a condigao de parede
rigida, a qual despreza as trocas de agua com o subsolo e considera o fundo do canal como

sendo impermeével. Matematicamente, podemos representé-la como
U-n=0 em y=—h,

onde h é a profundidade do canal e 77 0 vetor normal unitario a curva y = —h.

Note que esta expressao realmente traduz a restrigao fisica que lhe é pressuposta, pois
ela nos assegura que: como o campo de velocidade U gerado pelo fluido na profundidade
h é perpendicular ao vetor normal & curva y, toda a movimentacao no fundo do canal se
dé na horizontal, ou seja, nada passa por ele.

Assim, realizando o produto interno entre U = (u,v) e 7t = (0, —1), obtemos que:

v=0em y=—h. ‘

Portanto, agrupando todas as expressoes destacadas do inicio da secao até agora,
obtemos o seguinte sistema de equagoes governantes que rege a dinamica de uma onda

aquatica de superficie:

(U, +v, =0 em —h<y<n(zt), (3.5)
g + wug + vy, = — P, em —h<y<n(z,t), (3.6)
v+ uvy +vvy = —P,—g em —h<y<n(zt), (3.7)
v =1+ un, em y=n(zt), (3.8)
P=Punm em y=n(z,1), (3.9)

(v =20 em y=—h. (3.10)
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3.2 Formulacao via teoria do potencial

Na subsecao 3.1.1, ao delimitar o ambiente de estudo no qual este trabalho esta
sendo baseado, uma das condi¢oes impostas era referente as caracteristicas do fluido, onde
definimos, em particular, que seu escoamento é irrotacional. KEsta informacao, quando
observada sob a luz do Teorema 1.3.2 e da Definicao 1.3.1, nos assegura a existéncia de
um potencial ¢(z,y,t) tal que Vo = (¢n, ) = (u,v) = U.

A existéncia desse potencial é de grande ajuda durante o processo de resolucao do
sistema de equagoes governantes, visto que ele permite passar de duas incognitas (u(zx, y, t)
e v(x,y,t)) para apenas uma (¢(z,y,t)). Essa “troca de variaveis” é a base para a teoria
do potencial e a partir daqui até o fim dessa se¢ao estaremos preocupados em reescrever
o sistema (3.5) - (3.10) dentro desta perspectiva.

Dando inicio a este processo com a equagao (3.5) obtemos, ao substituir o par (u,v)
por (¢, 6,), que:

Puz + Pyy = 0,

donde segue diretamente a primeira equacgao posta na teoria do potencial:

Ap=0 em —h<y<n(zt).

Ja a segunda e terceira equagoes, dadas por (3.6) e (3.7), sao aquelas provenientes
da conservacao da quantidade de movimento e podem ser escritas conjuntamente em uma

s6 forma vetorial:
U+ (U-V)U =—-VP —gj.
A partir dai, tendo em maos a identidade (1.2) dada por
%V(ﬁ-ﬁ):fx (Vx F)+ (F-V)F
e tendo em mente que o escoamento aqui considerado é irrotacional, obtemos a seguinte

cadeia de implicagoes:
U+ (U-V)U=-VP—gj

I T . .
= U, +5V(U0-0) = U x (VxU)=-VP-gj

- 1 ~ VP
= Uitg VIU|* = R Vigy),
- , 8y7 3y~. -
onde a troca de gj por V(gy) é dada pelo fato de que Vy = —i+ —=j = j.

ox 0

Agora, podendo finalmente introduzir a perspectiva da teoria go potencial substi-

tuindo o campo de velocidade U pelas derivadas parciais do potencial ¢, ficamos com:

1 - VP
Vo, + 5 V|IVo|* + s +V(gy) =0

1 P
A4 (¢t + §HV¢”2 + ; —I—gy) =0.
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Antes de prosseguir com o raciocinio que esta sendo desenvolvido vamos realizar

Patm

uma pequena mudanga na expressao acima: somaremos V do seu lado esquerdo.

Note que, matematicamente, somar este valor ao lado esquerdo da igualdade nao a altera,
pois tanto P,;,, quanto p sao constantes, de modo que esta manipulacao é feita apenas
por conta de simplifica¢oes futuras.

Assim, a expressao antes obtida se transforma em
1 P — P
\Y <¢t + §||V¢||2 + Tt + gy) =0,

e, mais ainda, dado o fato de tanto P(z,y,t) quanto ¢(x,y,t) serem dependentes da
posigao e do tempo, a expressao toda pode ser vista como uma funcao de (z,y,t). Desta
forma, visto que o gradiente desta funcao considerada é nulo, podemos dizer que ela

depende exclusivamente do tempo, ou seja, pode ser representada por c(t):
1 P — Patm
or + §||V<Z5||2 + Y + gy = c(t).

Por questao de conveniéncia iremos incorporar esta funcao c(t) ao potencial ¢. Para

isso, vamos reescrevé-lo como

donde segue os resultados

v¢=vg5+v/tc(s)ds;xv¢=vg5
0

Or = ét +c(1),

assim como a cadeia

1 P— P,
O + §HV¢||2 + Tt + gy = c(t)

atm

- 1, _- P—-P
= ot elt) + 5lIVolt + —==

~ 1 ~ P — P
:>¢t+§||V¢||2+Tt+gy:O.

+ gy = (1)

Por fim, abandonando a notagao é, segue da condigao de dindmica (3.9) uma das

condigoes de fronteira do nosso problema:

1
bt + §HV¢H2 +gn=0 em y=n(x,t).

Quanto as equagoes (3.8) e (3.10) basta realizar a substitui¢ao direta de (u,v) por

(¢, ¢y), de modo a obter as respectivas igualdades:

¢y:nt+¢wnw €m y=77(13at)
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¢y =0 em y=—h.

Em resumo, ao juntar todas as expressoes em destaque, concluimos que as equagoes

governantes de ondas aquaticas na formulagao da teoria do potencial sao dadas por:

)

Ap =0 em —h<y<n(xt),
1

o+ 5IVEIP +gn=0 em y=n(z1),

¢y:nt+¢mnx €m y:n(%t),

¢y =0 em y=—h.

\



Capitulo 4

As trajetoérias das particulas via

equacoes de Euler

Na segao 3.1, apo6s a analise das condigoes fisicas provenientes do ambiente escolhido
e as respectivas tradugoes matematicas feitas dentro da teoria de Euler, obtivemos o

seguinte sistema de equagoes governantes para dinamica de uma onda aquatica:

(U, +v, =0 em 0<y<n(xt)+h, (4.1)
U + Uty + vuy = — Py em 0<y<n(z,t)+h, (4.2)
v+ uvy +vvy, = —P,— g em 0<y<n(z,t)+h, (4.3)
V=1 4 un, em y=n(x,t)+h, (4.4)
P=Punm em y=n(x,t)+h, (4.5)

(v =20 em y= (4.6)

Vale ressaltar que o dominio, antes delimitado de —h a n(z,t), é agora considerado de 0
a n(z,t) + h — mudanga esta que é feita por questao de conveniéncia a partir da troca de

variaveis

ISX!
I
s

<
I
<
+
=

onde a notagao T e g foi abandonada.

Agora, dado o interesse em obter as trajetorias das particulas, é indispensavel de-
terminar quem ¢ o campo de velocidade (u,v) aparente no sistema (4.1) — (4.6). Com
este proposito, buscaremos entao descrever e aplicar uma série de estratégias que nos

permitam encontrar as fungoes u e v para ondas lineares.

37
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4.1 Equacoes de Euler: teoria linear

4.1.1 Adimensionalizacao e linearizacao

Adimensionalizar uma equacao consiste em fixar valores de referéncia e fazer a quan-
tificacao de suas grandezas a partir destes parametros escolhidos. Em outras palavras,
por meio deste processo introduzimos novas incégnitas adimensionais, as quais permitem
observar de forma mais clara a contribuicao de cada termo da equacao e identificar a
classe do problema estudado (linear, ndo-linear, dispersivo, fracamente dispersivo, etc.).

Para tanto, a fim de adimensionalizar as equacoes de Euler, definiremos entao as

seguintes trocas de variaveis:

A~ -
T = )\$, Y= hya t=—=1t, 77(1'775) = aﬁ(‘%vt)a

Vgh
u(z,y,t) = /gh @(7,3,1) e P = Pay +gh(l —7)+ ghP.

hv/gh _ . _ -
U(%yﬂf) = TU(Q?,Z/J%

>

A partir delas, ao realizar as devidas manipulagoes algébricas — conforme os procedi-
mentos explanados no apéndice B — obtemos que o sistema (4.1) até (4.6) nas variaveis

adimensionais ¢ dado por:

(-~ - ~

Uz + 05 =0 em 0<gy<an(zt)+1, (4.7)
i + Ul + Dy = —Ps em 0<§<afi(it)+1, (4.8)
B(0; + vz 4 i) = — P em 0<§<ai(i,t)+1, (4.9)
v = (i + afjz) em §=ai(T,t)+1, (4.10)
P = af em §=af(7,1)+1 (4.11)
(0 =0 em y=0, (4.12)
onde [ = ?\—z e a= %

Observacao 4.1.1. A respeito dos pardametros adimensionais o e 3 encontrados acima,
além deles ajudarem a simplificar a apresentacao das equagoes, cada um tem um nome e
fungao especifica.

O pardametro 3 € chamado de pardmetro de dispersao e, por relacionar o comprimento
de onda com a profundidade do canal trabalhado, nos permite definir se estamos em um
regime de dguas rasas/ondas longas - quando 0 < <K 1 - ou em um regime de dguas
profundas/ondas curtas - quando 5> 1.

Jd o pardmetro o € dito pardmetro de nao-linearidade, pois conforme mostraremos

logo a sequir ele controla a nao-linearidade das equacoes governantes.
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Além disso, experimentos laboratoriais e medicoes reais mostram que, quando « €
suficientemente pequeno, isto €, a amplitude da onda € muito pequena quando comparada
a profundidade do canal, a dindmica da onda pode ser modelada considerando o = 0 —

neste caso dizemos que a onda € linear.

Feita a adimensionalizacao, agora partiremos para o processo de linearizacao do
sistema (4.7) — (4.12). Um dos primeiros aspectos notéveis neste sistema é que «, o
parametro cuja funcao é controlar a nao-linearidade das equacoes governantes, nao estéa
cumprindo seu papel e, portanto, precisamos realizar logo de inicio algumas modificac¢oes
pertinentes. Para isso, observando que as incognitas P e v sao proporcionais ao parametro

«, definiremos a seguinte troca de variaveis:

P=aP o (i,5) = ali,7).
Donde segue, ao aplicar estas igualdades nas equagoes (4.7) a (4.12), os resultados abaixo:
> U+ U5 = aly +av; =0 = U+ v; =0,

> g+ Al + Oy = —P = ol + 020 + o'l = —ab)
= @+ oWy + 0'i) = — P,

> B(o + Ub; + 00y) = — Py = B(ad+ PWV + o*V'V) = a — P
= B0, + a(@'V, + ') = — P},

> U=a(ftuf:) = ot =a(fp+at'f) = U =i+ au'i,

> P=aj = aoP =ai = P =1,

> v=a0 =0 = v =0.

Ou seja, o modelo matematico anterior se transforma em:

(

o5 =0 em 0<y<an+l,
(@il + ') = —P,  em  0<§<aij+l,

Bl + a(@ty + 0'T)] = —P) em  0<§<aij+l,

(4.13)
U=+ aun; em y=oan+1,
P =1 em y=an-+1,
o' =0 em y=0.

\

Note que agora o parametro « esta presente apenas onde se encontram os termos

nao-lineares das equagoes e, deste modo, somos capazes de linearizar (4.13) fazendo o = 0
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sem maiores problemas:

iy 4 U5 = 0 em 0<y<l, (4.14)
iy = —P, em 0<g<l, (4.15)
pv'y = —P; em 0<§<1, (4.16)
v =7 em =1, (4.17)
P =7 em §j=1, (4.18)
(7' =0 em ¢ =0. (4.19)

Portanto, obtemos assim o sistema de equagoes governantes adimensionalizado e

linearizado.

4.1.2 Resolucao do sistema de Equacoes de Euler

Baseados no sistema representado pelas equagoes (4.14) — (4.19) somos finalmente
capazes de iniciar o processo de resolucao da EDP que nos fornecera o campo de velo-
cidade gerado por uma onda aquéatica linear. Para tanto, discutiremos primeiramente a
respeito de uma das incognitas presentes nas condigoes de fronteira do nosso problema
fisico modelado: a onda 7j(%, t).

No estudo que estamos desenvolvendo neste trabalho consideramos a onda de su-
perficie como sendo uma onda de Stokes, ou seja, uma onda periddica e viajante. Além
disso, em virtude da adimensionalizacdo antes realizada, sabemos que a onda 7j(Z, t) deve

ser uma onda de amplitude e comprimento de onda iguais a 1.

Desse modo, partindo diretamente do fato da onda ser viajante (cf. Defini¢ao 1.2.2),
ja temos em um primeiro momento que esta é escrita da forma 7(Z,t) = f(Z — cot),
onde ¢y representa sua velocidade e f o seu perfil. Ainda, dada a natureza periddica da
onda e o fato dela ser de comprimento 1, é comum tomarmos f como sendo uma funcao
seno ou cosseno. Consequentemente, sem perda de generalidade, podemos considerar
f(Z&) = cos(277).

Isto nos leva ao ansatz '

n(Z,t) = cos(2m(Z — cot))

! Ansatz é um palpite estimado para uma ou varias equacoes iniciais que descrevem um problema fisico
ou matematico. Se um ansatz é um acerto coerente e racional, entao, sera legitimado pelos resultados

obtidos a partir destas equacoes.
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e, para este especifico 7j(, 1), o sistema (4.14) — (4.19) tém a seguinte solucio:

> 7(Z,t) = cos(2m(Z — cot)), (4.20)
cosh(2m+/BY) . .
=27 2 — cot 4.21
> (l’ yv 0\/_ sinh 271'\/_) COS( 7T(:)3 Co ))7 ( )
e sinh(2mv/B7) . . ~
> =2mc) —————= 2 — ¢ot)), 4.22
(2, §,t) = 2mco Sinh (27 v/5) sin(27(Z — cot)) (4.22)
~ - cosh(2m/BY) . .
> Pl(z,9,t) = ————F22 2 — cot)), 4.23
(%,9,t) cosh(27v/7) cos(2m (& — cot)) (4.23)
h(2
> = hrvi) V5) (4.24)
2m/B
h2
onde = ’vh Os detalhes dos procedimentos realizados para chegar a estes resultados

sao encontrados no apéndice A.

4.1.3 Dimensionalizagao

Estamos interessados, ao fim deste capitulo, em determinar as trajetérias das parti-
culas na variaveis dimensionais. Para isso, basta desfazermos as duas trocas de variaveis

feitas anteriormente, a saber:
y, t=

T=—x, Y=

>
SRS

Com o objetivo de organizar melhor este processo vamos primeiramente desmembrar
as expressoes que representam 7(z, 1), @ (z, 7, 1), ¥'(%,7,1) e P'(Z,7,1), de modo a realizar
a dimensionalizacao em cada parcela que as compoe separadamente:

h hy
> 27r\/B:27rX:k;h e 27 ﬁg:zwm_ky,

\/ h(
> 2meon/B = 2%% tan;(fj/%/g) ti;_ — /tanh(kh)Vkh,

tanh(27+/3) \/tanh 2
—ndF " \/E \/tanh kh)Vkh,

T tanh(27v/3) vgh V/tanh(kh)\
(k:x — kt@W> =

> 2mcy = 27

> 2m(Z —cot) =27 | T — t] =

A 27/ B A
_ (kx . %@thwm) = (ko — t+/gk tanh(kh)).

Dai, dando continuidade ao processo de dimensionalizagao, iremos substituir es-

tas igualdades nas equagoes (4.20) a (4.23). Comegando pela equagao (4.20) obtemos o
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seguinte:

n(z, f) = cos(27 (% — Cof)) - 77(927 t)

= cos(kx — t+/gk tanh(kh))

= |n(z,t) = ahcos(kx — wt).

Onde o fato da onda n(x,t) ser viajante resulta em uma representacao da relacao de dis-
persao dimensional dada por w = /gk tanh(kh). Além disso é facil ver que avh representa
a amplitude desta onda.

Da mesma forma, partindo das equagoes (4.21) e (4.22), obtemos as componentes

u(z,y,t) e v(z,y,t) do campo de velocidade dimensional:

> @7, 3,8 = 2meon/B ZOEEEQW)\QJ_) cos(2m(F — cot))

= ule.y,t) = \/tanh(kh)\/ECOSh( ) cos(kx — wt)

acy sinh(kh)

h
= u(z,y,t) = ay/ghy/tanh(kh)Vk Cosh((l]j ; cos(kx — wt)
sin
cosh ky)
= u(z,y,t) = ahy/gk+/tanh( kh k cos (kx — wt)

cosh(ky)
= |u(x,y,t) = ahwm cos(kx — wt)
- inh(2 J -
> (Z,9,t) = 2mcy % sin(27)(Z — cot))
Mv(z,y,t) smh sinh(ky) .
= ——= \/tanh kh)V'k sin(kx — wt)
acoh sinh(kh)
= v(x, = acohzﬁwtanh kh)Vk smh sinh(ky) sin(kz — wt)
Y= N Snh(kh)

h k
= v(x,y,t) = ar/gh/tanh(kh)Vk sm k%; in(kxr — wt)
h(
= v(z,y,t) = ahy/gk+/tanh(kh)VEk smh :Z% sin(kx — wt)
in

sinh(ky)
sinh(kh)

= |v(z,y,t) = ahw sin(kz — wt)

Por um processo analogo, a equacao (4.23) fica dada por:

cosh(ky)

—_— kx — wt).
cosh(kh) cos(ke — wt)

P(z,y,t) = Py + g(h —y) + ah
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Assim, concluimos que a solugao do sistema (4.14) — (4.19) nas variaveis fisicas é

(n(z,y,t) = ahcos(kx — wt),

B cosh(ky)
uz,y,1) = ahw s sinh(kh)
sinh(

sinh(

cos(kz — wt),

ky
v(z,y,t) = ahw h ; sin(kx — wt),

cosh(ky)
cosh(kh)

P(z,y,t) =P+ g(h—y) + ah cos(kx — wt).

4.2 'Trajetoria das particulas

Descobertas as expressoes que descrevem por completo o campo de velocidade (u, v)
gerado pela onda de Stokes linear na superficie, somos capazes de finalmente calcular as
trajetorias das particulas do fluido.

Consideraremos aqui que a trajetoria de uma particula é dada pela curva (z(t), y(t)),
onde z(t) e y(t) representam, respectivamente, o deslocamento horizontal e vertical desta

particula a partir do ponto (z(0),y(0)) = (zo,%0). Com esta informacao em maos temos

entao que as derivadas (cil_jfj e d—i sdo equivalentes & u e v e, portanto, (z(t), y(t)) é solugao
do sistema de equagdes diferenciais ordinarias (EDO):
( Ccll—f = u(x(t),y(t),t) = M cosh(ky(t)) cos(kx(t) — wt), (4.25)
% =ov(z(t),y(t),t) = M sinh(ky(t)) sin(kz(t) — wt), (4.26)
| (@(0),5(0)) = (20, %), (4.27)
ahw
onde M = m

Antes de comegarmos a resolver a EDO (4.25) — (4.27) vamos estabelecer de antemao
o seguinte: o foco adotado no estudo a seguir sera voltado para as trajetorias descritas no
intervalo [0,T], onde T representa o periodo da onda. Isso seré feito para evitar repeti¢oes
nas consideragoes feitas mais adiante, visto que dado o fim de um periodo a forma da onda
se repete e, como consequéncia, a trajetoria que a particula do fluido descreve também é
a mesma.

Estabelecido isso comegaremos entao trabalhar com a equacao (4.25). A primeira

coisa que faremos sera integrar esta equagao de ambos os lados:

dq: = M cosh(ky(t)) cos(kx(t) — wt)

/ s = /0 M cosh(ky(s)) cos(kz(s) — ws)ds

= z(t) —z(0) = M/o cosh(ky(s)) cos(kx(s) — ws)ds.
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Note que do lado direito da igualdade temos uma integral que envolve as fungoes
cosseno e cosseno hiperbolico, as quais sao limitadas - o cosseno é naturalmente limitado
entre -1 e 1 e o cosseno hiperbolico, por conter como argumento ky(t) onde 0 < y(t) <
n(x,t)+h, também. Deste modo, obtemos que a diferenga x(t)—x(0) pode ser representada
pelo produto de M por algo limitado e, a partir dai, lembrando que M é uma constante
definida proporcionalmente ao parametro «, temos que o lado direito da equacao se reduz

a uma funcao de ordem M, ou seja,
x(t) — x(0) = O(M). (4.28)

Analogamente, podemos estender o resultado acima para a equagao (4.26), obtendo
assim que

y(t) —y(0) = O(M). (4.29)

Estes resultados nos permitem prosseguir para o proximo passo que consiste em
aplicar o Teorema do Valor Médio (TVM) (cf. Teorema 1.3.6) nas duas fungoes distintas
que compode as igualdades (4.25) e (4.26).

Para isso, a primeira fun¢ao abordada sera f(z) = cosh(kz) que, no contexto do

TVM, para a = yo e b = y(t), leva a seguinte igualdade:

f(b) = f(a) = cosh(ky(t)) — cosh(kyo) = k sinh(kc)(y(t) — vo),

para algum c € (yo,y(t)). Donde segue, ao tomar a aproximagao (4.29), que

cosh(ky(t)) = cosh(kyy) + O(M).

J& a segunda funcao considerada dentro do contexto do Teorema do Valor Médio

serd g(z) = cos(kz —wt), com a = zg e b = x(t), o que resulta em:
g(b) — g(a) = cos(kx(t) — wt) — cos(kxg — wt) = —ksin(ke — wt)(z(t) — zo),

para algum ¢ € (g, z(t)). Por conseguinte, utilizando a aproximagao (4.28), obtemos

cos(kz(t) — wt) = cos(kxg — wt) + O(M).

Agora, substituindo as aproximagoes destacadas acima na equagao (4.25), somos

capazes de reescrevé-la como:

Ccll_j = M cosh(ky(t)) cos(kx(t) — wt)

N 2_? — M(cosh(kyo) + O(M))(cos(kzo — wt) + O(M))
N le_f — M [cosh(kyo) cos(kzo — wt) + O(M) + O(M?)]
= 0 cosh(kyy) cos(hzy — wt) + O(M?).

dt
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De forma anéloga, concluimos que

% = M sinh(kyo) sin(kxq — wt) + O(M?).

Dai, visto que M é de ordem « e este parametro, por sua vez, é suficientemente

pequeno, temos a liberdade de desprezar os termos de O(M?) o que acarreta no seguinte

sistema:
d
d—“: = M cosh(kyo) cos(kxo — wt), (4.30)
d
d_?z{ = M sinh(kyp) sin(kxo — wt). (4.31)

Dessa maneira, integrando ambos os lados das equagoes (4.30) e (4.31) em relagao a

t e usando que (z(0),y(0)) = (zo, o) , obtemos que as fungoes z(t) e y(t) sao dadas por:

M M
x(t) = xg — — cosh(kyp) sin(kzg — wt) + — cosh(kyo) sin(kxy), (4.32)
w w
M . M .
y(t) = yo + — sinh(kyo) cos(kzo — wt) — — sinh(kyo) cos(kxg). (4.33)
w w
Estas expressoes descrevem uma aproximacgao para o deslocamento das particulas

do fluido e nos ajudam a finalmente tirar conclusoes a respeito de suas trajetorias.

E facil ver que z(t) e y(t) satisfazem a equacdo da elipse

(I‘ — xc)Q (y — yc>2 -1
(M/w)?cosh(kyo)?  (M/w)?sinh(ky)?

(4.34)

M M
onde x. = x¢ + — cosh(kyp) sin(kxg) e y. = yo — — sinh(kyp) cos(kxo).
w w
De fato, ao substituir as equagdes (4.32) e (4.33) na formula (4.34), temos
((M/w) cosh(kyo) sin(kzo — wt))®  ((M/w)sinh(kyo) cos(kzo — wt))?
(M /w)? cosh(kyo)? (M /w)? sinh(kyo)? B

= sin(kxg — wt)? + cos(kxy — wt)* = 1.

Portanto, em uma primeira aproximacao, obtemos que as trajetorias das particu-
las descritas a partir da perturbacao de uma onda de Stokes linear sao elipticas. Mais
ainda, ao analisar com atengao a curva descrita pela formula (4.34), podemos tirar al-
gumas conclusoes interessantes a respeito das caracteristicas e comportamentos destas
trajetorias.

Logo de inicio, ao nos atentarmos aos aspetos mais marcantes que caracterizam
uma elipse, conseguimos obter facilmente que as trajetorias contém como eixo maior, eixo
menor e distancia focal as respectivas expressoes: (M /w)cosh(kyg), (M /w)sinh(kyy) e
(2M/w). Partindo destas constatagoes e lembrando que gy, representa a posi¢ao vertical
inicial da nossa particula, podemos entao entender melhor como se d4 o comportamento

das trajetorias conforme a variacao da profundidade.
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Ora, ao considerar valores cada vez menores para vy, ¢ facil ver que o eixo menor
da elipse tende a zero, o eixo maior tende a M/w e a distancia focal permanece a mesma.
Logo, a medida que a profundidade aumenta as trajetérias das particulas se tornam mais
e mais achatadas. Ademais, observando as particulas que se encontram inicialmente em
Yo = 0, ou seja, no fundo canal, obtemos que estas permanecem no fundo com x(t)
oscilando no intervalo [—M /w, M /w].

Outro aspecto muito interessante que também pode ser avaliado aqui é referente ao
sentido no qual essas trajetorias se movimentam. Esta informagao é retirada por meio
de avaliagoes simples do sinal que as fungoes dz/dt e dy/dt — dadas por (4.25) e (4.26),
respectivamente — assumem conforme a onda se propaga.

Para dar inicio a este estudo iremos supor, sem perda de generalidade, que nossa
onda dada por n(z,t) = acos(kx — wt) viaja para a direita. Observe que as cristas desta
onda se encontram nos pontos kxr — wt = 2nw(n € Z) e, deste modo, dado o interesse
em analisar apenas uma célula periddica dela, concentraremos nosso estudo no intervalo
(2n—1)m < kx —wt < (2n+ 1)7 — note aqui que os intervalos (2n — 1)1 < kx —wt < 2nw
e 2nm < kx — wt < (2n + 1)7 representam, respectivamente, a parte de tras e da frente
da onda.

Definido isso comegaremos entao avaliando o sinal da equagao (4.26) que diz respeito
a taxa de variagao do deslocamento vertical da particula:

% — M sinh(ky(1)) sin(ka(t) — wt).

Aqui, como o argumento ky(t) é sempre maior que ou igual a zero, temos de imediato
que a funcdo sinh(ky(t)) também o ¢é (para verificar basta representé-la na sua forma
exponencial) e, consequentemente, o sinal de dy/dt depende exclusivamente da fungao
sin(kx(t) — wt).

Dai, a partir do que se conhece a respeito do comportamento da fungao seno no
circulo trigonométrico, concluimos que na parte da frente da onda a taxa de variagao
representada por dy/dt é positiva, ou seja, as particulas estdo subindo. Analogamente, na
parte de tras da onda tem-se dy/dt negativo, em outras palavras, as particulas do fluido
estao descendo.

Com respeito ao sinal da equacdo (4.25) que representa a taxa de variagao do des-

locamento horizontal da particula, a saber,

2—9; = M cosh(ky(t)) cos(kx(t) — wt),

obtemos que, por conta do cosseno hiperbolico ser sempre positivo, o sinal de dx/dt de-
pende exclusivamente do comportamento da fungao cos(kz(t) —wt) e, como consequéncia,

temos o seguinte:
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e No intervalo 2nm — 7/2 < kx — wt < 2nm + 7/2 temos dx/dt > 0, ou seja, as

particulas se movem para a direita.

e Nos intervalos (2n—1)7 < kz—wt < 2nr—7/2 e 2nm+n/2 < kx—wt < (2n+1)m,

temos dx/dt < 0, ou seja, as particulas se movem para a esquerda.

Em resumo, o sinal do campo de velocidade abaixo da onda pode ser representado
conforme a imagem ilustrativa 4.1. Além disso, ao traduzir o comportamento das trajeto-
rias a partir da variacao da profundidade dentro deste contexto ‘orientador’, concluimos

que sua dinamica geral é dada pela figura 4.2.

2nm

Figura 4.1: Célula periédica genérica de uma onda de Stokes linear.

Fonte: Autoria propria.

[N

C:D

g1 --
CIZ b =u

Figura 4.2: Representacao do comportamento das trajetérias de particulas.

Fonte: Constantin (2008, p. 9).
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Capitulo 5

As trajetoérias das particulas via teoria

do potencial

No capitulo anterior fomos capazes de determinar e tirar diversas conclusoes a res-
peito das trajetorias das particulas por meio das equagdes de Euler (cf. sistema (3.5) —
(3.10)). Agora, partindo da ideia de apresentar uma segunda abordagem para o estudo
das trajetorias, desenvolveremos durante este capitulo o mesmo tipo de analise via teoria
do potencial.

E importante destacar que a teoria das equacoes de Euler antes desenvolvida é mais
geral, pois para a existéncia do potencial de velocidade ¢ é necessario impor que o campo
de velocidade do escoamento ¢ irrotacional (vide segao 3.2). Contudo, por mais que esta
perspectiva seja mais restritiva, a abordagem via teoria do potencial é mais simples, o que

permite englobar os diferentes tipos de preferéncias e niveis de entendimento do leitor.

5.1 Linearizacao das Equacoes Governantes

Na secao 3.2 determinamos o seguinte sistema de equagoes governantes:

)
Ap =0 em —h<y<n(xt),
1
gb + = V 2+ =0 em == I,t,
e+ 5IIVOIE +gn y =mn(z,t) 5.1)
Nt + (bmnm = ¢y em Yy = 77(%75);
¢y =0 em y=—h,

\

o qual, assim como feito para as equagoes de Euler, também precisa passar pelos processos
de adimensionalizacao e linearizacao.

Para tanto, iniciando com o processo de adimensionalizagao, definiremos as seguintes
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trocas de variaveis:

A ~ aga ~ -

r=MN¢, y=hy, t=—=t, n(z,t)=aq(@t), o¢(z,yt)= o(z,79,t).  (5.2)
Joh ViR
Donde segue que o sistema 5.1 nas variaveis adimensionais é dado por:
( ~ ~ ~
Bozz + ¢gz =0 em —1<yg<an(t),
~ IeY ~ 2 1 - 2 B o~
¢£+§|:<¢j) —|—E <¢g>1+7]:0 em §=an(z,t),
i - 1 o (5.3)
ni + o ¢zllz = E% em = ai(t,t),
ngg =0 em y=—1,

\
2

onde g = e

a este sistema estao descritos no apéndice B.

a
e a= 7 Os detalhes sobre as manipulagoes algébricas feitas para se chegar

Ainda, tomando o = 0 no sistema (5.3), encontramos o seguinte sistema linear:

( - -

Bosz + ¢35 =0 em —1<y<O0,

¢ +17=0 em =0,

N 1§5 _ (5.4)
= — Pz em y=0,

t B Yy

\(ﬁg:() c1m :l]:—l

Por questao de conveniéncia, voltando as variaveis dimensionais (cf. apéndice B),

obtemos que as equagoes governantes lineares dadas via teoria do potencial sao:

(Ap =0 em —h<y<DO0, (5.5)
G +gn=0 em y=0, (5.6)
e = ¢y em y =0, (5.7)
¢y =0 em y= —Ah. (5.8)

5.2 Solucao do sistema linear

Dando continuidade ao nosso estudo iremos agora buscar as solugoes do sistema
(5.5) — (5.8) de modo que, ao fim desta se¢ao, sejamos capazes de determinar a expressao
que descreve o potencial ¢(z,y,1).

Tracgado este objetivo, a primeira coisa para a qual chamaremos atencao é a forma
com que serd dada a nossa onda 7(z,t). Baseando-se na técnica de resolu¢ao de EDP’s
descrita na Definicao 1.2.3 e lembrando que nosso estudo é focado em ondas de Stokes —
isto é, ondas periodicas e viajantes — tomaremos aqui, sem perda de generalidade, n(x,t)

como sendo uma solugao viajante na forma trem de onda (cf. Defini¢ao 1.2.4):

n(x,t) = acos(kx — wt). (5.9)
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Além disso, aplicando o método de separacao de varidveis como estratégia de reso-
lugao do sistema (5.5) — (5.8), nos encarregaremos de buscar por solugoes nao nulas da

forma
¢(x,y,1) = X(2)Y(y)T(1)- (5.10)
Com efeito, ao combinar as expressoes (5.9) e (5.10) com a condi¢do de fronteira

(5.6), obtemos o seguinte:

X(x)Y(O)%(t) = —agcos(kr —wt) = X(z)Y(0) / %(t) dt = —/ag cos(kx — wt) dt
= X(2)Y(0)T(t) = % sin(kz — wt) = X(2)T(t) = w\ig(o) sin(kx — wt) (5.11)

Donde segue diretamente dos resultados expostos em (5.10) e (5.11) que o potencial

o(z,y,t) é da forma:

o(z,y,t) = cqu;(((g)) sin(kx — wt) = f(y) sin(kz — wt). (5.12)

Dai, ao substituir a equagao (5.12) em (5.5), temos

Guz + by = (f(y) sin(kx — wt))ae + (f(y) sin(kx — wt)),, =0
= —k’f(y)sin(kz — wt) + £ (y) sin(kz — wt) = £ (y) — k> f(y) = 0.

Da mesma forma, substituindo a equagao (5.12) na condi¢ao de fronteira (5.8), encontra-

mos

¢y =0 = (f(y)sin(kx —wt)), |y=—n=0 = f(=h)sin(kz —wt) =0
= f(—=h)=0.

De modo que ao juntar estes resultados acerca da funcao f(y) é formada a seguinte EDO

linear de segunda ordem com coeficientes constantes:

fy) =k fly) =0 em —h<y<0,
f(=h)=0.

Agora, tendo como base o método de solucao para este tipo de EDO empregado em

Santos ([19], p.45), obtemos que a equagao caracteristica e suas raizes sao dadas por
N—_k*=0 e M=k, \=—k,
o que nos fornece, por conta das raizes serem reais e distintas, a expressao
fly) = Cre™ 4 Coe™, (5.13)

onde C; e (5 sao constantes.
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Segue ainda, da aplicacdo da condigdo de fronteira f'(—h) = 0 em (5.13), que a

relacao entre as constantes C; e Cy é:

f(y) = Cike® — Coke™ =0 = f(=h) = Cike ™ — Cyke =0

= C’le_kh = CQ€kh = Cl = Cg€2kh
e, assim, somos capazes de reescrever f(y) como:

= f(y) = Coe®™eM + Coe™ = f(y) = Coet” [HVTH) 4 ehh)]
k(y+h) | o—k(y+h)
2

= f(y) = 2C,e*" ¢ = f(y) = 2C2e**" cosh(k(y + h)).

Finalmente, ao substituir esta altima expressao em (5.12), temos como resultado
o(z,y,t) = Gcosh(k(y + h)) sin(kx — wt), (5.14)

onde G = 2C5e?kh.
Note que na equacao (5.14) ainda falta determinar quem é G. Para isso, basta

combinar as equagoes (5.6) e (5.14) da seguinte maneira:

— Gw cosh(kh) cos(kx — wt) = —ag cos(kx —wt) = G = ﬁi(kh)'
Obtendo assim que

_ag cosh(k(y + h))sin(kz — wt)
oy, ) = w cosh(kh)

(5.15)

Enfim, para concluir a resolucao do sistema (5.5) — (5.8), nos resta apenas determinar
para quais frequéncias (w) e nimeros de onda (k) a onda n(z,t) = acos(kx — wt) é de
fato uma solucao.

Ora, derivando a condigao de fronteira (5.6) em relagao a ¢ e usando (5.7), obtemos
Pu(,0,8) = —gne = —go(2,0,1),
mais ainda, ao usar a expressao (5.14) neste resultado, tem-se
— Gw? cosh(kh) sin(kx — wt) = —Gkgsinh(kh) sin(kx — wt) = w? = kgtanh(kh).

Entao, segue deste tltimo resultado, que a relacao de dispersao aqui é dada por
(vide Defini¢ao 1.2.5):

w = ++/kgtanh(kh). (5.16)
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Regime de aguas rasas e profundas

Neste topico faremos um adendo a respeito dos regimes de aguas rasas e de aguas
profundas de modo a determinar a relagao de dispersao para cada um deles. O objetivo de
explicitar w nestas duas situagoes é inteiramente voltado para a simplificacao de célculos
em casos onde ja se tenha conhecimento do regime trabalhado — informagao esta que
geralmente ja é obtida de antemao em estudos praticos.

Sabemos por meio das consideracoes feitas na Observacao 4.1.1 que o parametro de
2

dispersao 8 = e ¢ uma ferramenta muito tutil quando o assunto é definir se estamos em
um regime de dguas rasas ou de dguas profundas. Mais ainda, tendo como base a equagao
(5.16), é facil perceber que o impacto causado em w pela alteracao deste parametro tem
ligacao direta com a fungao tangente hiperbolica. Por conta disso, no estudo feito a seguir,
nos ocuparemos de combinar as condigoes estabelecidas por § com algumas informacoes
relevantes sobre a tangente hiperbolica, de modo a tirar facilmente a relagao de dispersao
para cada regime separadamente.

Comecando nosso estudo a partir da analise do regime de dguas profundas ja sabemos

que, por [ ser suficientemente grande, vale a seguinte cadeia de implicacoes:

2

h h kh
=>1 == —->1 = —>1 = kh>1.
v e 5 >

Dai, como lim tanh(z) = 1, podemos tomar sem maiores problemas a aproximagao
T—>r00

tanh(kh) = 1, donde segue que: se a expressdo w = ++/kgtanh(kh) representa a re-

lacao de dispersao para um regime qualquer, entao para o regime de dguas profundas

w = +/kg. (5.17)

Por outro lado, quando g é suficientemente pequeno, vale o seguinte:

2

h h kh
I< =<1 =2 0«1l = 0<—x1 = khxk1l.
A2 A s

Essa informacao, quando avaliada a partir da expansao de Taylor em torno de zero para

a fungao tanh(kh), a saber,

(kh)' | 2(kh)® | 1T(kR)"

tanh(kh) = kh
anh(kh) T3 5 315

nos diz que, se desprezarmos os termos de ordem maior que ou igual a (kh)?, obtemos
a aproximagao tanh(kh) = kh. Assim, utilizando a férmula (5.16), concluimos que no

regime de dguas rasas a relacao de dispersao ¢ dada por

w = +k+/gh. (5.18)
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Vale ressaltar ainda, que por mais que tenhamos usado no nosso estudo o parametro
B para delimitar quando estavamos em um regimes de aguas rasas ou de aguas profundas,
nao existe um método que distinga com precisao a fronteira entre ambos. Porém, uma
convencao comumente utilizada para separar estes regimes — e que esta exposta em Harald
e Oivin (|12] p.15) — é:

A - . )
> se h > 5 entao estamos em um regime de aguas profundas.

A . .
> se h < 20 entao estamos em um regime de aguas rasas.

Heuristicamente, a motivacao para a escolha destes valores vem dos respectivos
argumentos:
Se
h >

N >

1 27h

= —>n1m = kh>7
2 AT -
e, por conta disso, como a fun¢ao tangente hiperboélica é crescente,

S 0
N =

tanh(kh) > tanh(m) ~ 0, 996.

Esta desigualdade nos permite adotar naturalmente a aproximacao tanh(kh) = 1 e, con-
sequentemente, resulta em uma relacio de dispersio dada por w = +v/kh. Desta forma,
ao comparar este resultado obtido para w com as consideracoes feitas anteriormente,
concluimos que o regime ditado por h > 5 é o regime de aguas profundas.

Quanto ao outro caso, se temos
I < A h < 1 N 2mh < T
- 20 AT 20 AT 10

e, portanto, segue da anéalise da expansao de Taylor para a fungao tanh(kh), que a apro-

= = kh<0,314

ximacao tanh(kh) = kh pode ser facilmente adotada. Em outras palavras, para h < 20’

temos w = +k+/gh e, portanto, nos encontramos em um regime de dguas rasas.

5.3 'Trajetéria das particulas

Do inicio deste capitulo até agora nos encarregamos de aprimorar e resolver o modelo
matematico que descreve a dindmica de uma onda de Stokes linear mediante a teoria
do potencial. Todo esse estudo foi realizado a fim de determinar quem era o potencial
¢(z,y,t) para o qual o campo de velocidade gerado pela onda fosse dado pela igualdade
(u,v) = (G By)-

Agora, visto os resultados obtidos na secao 5.2, somos finalmente capazes de atingir
o objetivo proposto no inicio do capitulo, de modo que, apos explicitar formalmente quem
¢ este campo de velocidade, iremos deduzir as trajetorias das particulas dentro desta nova

perspectiva.



25

5.3.1 Trajetoria das particulas em canais com profundidade finita

Tendo como base principal para esta segdo o estudo exposto no referencial [12] (p.
20-24), as primeiras a¢oes que realizaremos aqui consistem em explicitar quem sao u e
v, assim como realizar algumas manipulagoes algébricas pertinentes nas equagoes que 0s
representam.

Sabemos que para uma onda de perfil n(x,t) = a cos(kx — wt) o potencial ¢(z,y,t)
é descrito por meio da equacao (5.15). Desta forma, ao calcular as derivadas parciais ¢,

e ¢, obtemos, respectivamente, os seguintes resultados:

_agk cosh(k(y + h)) cos(kz — wt)

w cosh(kh) ’
_agk sinh(k(y + h)) sin(kz — wt)
R cosh(kh)

Mais ainda, lembrando da férmula da relagdo de dispersao para um trem de onda ((5.16)),
podemos reescrever os termos em comum que aparecem em ambas as expressoes acima
— consideramos aqui, sem perda de generalidade, que a nossa onda viaja para a direita
(w > 0):

agk agkw agkw aw

wcosh(kh)  w?cosh(kh) - kg tanh(kh) cosh(kh)  sinh(kh)’
Dai, segue que as fungoes u e v ficam representadas por
cosh(k(y + h)) cos(kx — wt)

u=ahw sinh(kh) ’ (5.19)
v — cay sinh(k(y + h)) sin(kz — wt) '
B sinh(kh)
a
dea=2.
onde o =

Definido o conjunto de equagoes (5.19) daremos inicio entao ao estudo das trajetorias
em si.

Com efeito, consideraremos uma particula que se encontra inicialmente na posicao
(%o, Yo) € tomaremos (zg + z,, Yo + y,) como sendo a posigao desta passado um tempo ¢
arbitrario — ver figura esquematica 5.1. Além disso, visto que estamos sob a luz da teoria
linear, o parametro « encontrado no sistema (5.19) é pequeno e, portanto, os valores aqui
considerados para x, e y, decorrentes do campo de velocidade também o sao.

Desta forma, tomando as fungoes x,(t) e y,(t) como representacao para os desloca-

mentos horizontal e vertical desta particula a partir do ponto (g, yo), obtemos que:

(dx,
d_ == U(.TO + Tp, Yo + Yp, t)a
t
d
% = U(l'o + Tp, Yo + yp7t)7
| (25(0),5,(0)) = (0,0).
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(o + 2p, Yo + Yp)

(5307 yo)

Figura 5.1: Deslocamento de uma particula de fluido.

Fonte: Autoria propria.

e, utilizando as expressoes encontradas em (5.19), ficamos com o seguinte sistema de

equacoes:
(dz, _ o cosh(k((yo + yp) + h)) cos(k(xo + z,) — wt)
di sinh(kh) ’
dy, _ o sinh(k((yo + yp) + h)) sin(k(xo + x,,) — wt) (5.20)
dt sinh(kh) ’
L (£5(0), 4,(0)) = (0,0).

Note que o modo com que este tltimo sistema esté escrito nao nos permite encontrar
uma solucao analitica para descrever a trajetoria da particula e, por conta disso, buscare-
mos simplificid-lo por meio da aplicagdo da expansdo de Taylor para duas variaveis (vide
Definigao 1.3.4).

Ora, a expansao de Taylor de u(xg + xp, Yo + yp, t) para um ¢ fixo em torno do ponto

(z0,Y0) é dada por

U(IO + xpu Yo + yp’ t) = U(Z‘O, Yo, t) + Ux(x(], Yo, t)xp + uy(x07 Yo, t)yp+
2 2

T Y
—+ + uyy<3707 Yo, t)_p

2 2 +u$y(x07y07t)xpyp+

+ Um(San Yo, t)

na qual, desprezando os termos de ordem x,, e y,,, podemos aproximar u(zo+ Z,, Yo+ Yp, t)
por u(zo, Yo, t). Pelos mesmos argumentos, obtemos um resultado anélogo para v(zg +
Tp, Yo + Yp,t) €, com isso, segue que o deslocamento da particula estudada é descrito

aproximadamente por:

(dx
d_tp = Acos(kzg — wt),
d
W _ Bsin(kzg — wt), (5:21)
dt
L (£5(0), 4,(0)) = (0,0),




57

cosh(k(yo + h)) B sinh(k(yo + 1))
soh(eh) ¢ BT O T

Agora, tendo em maos estas expressoes aproximadas, somos capazes de resolver

sao constantes.

onde A = achw

o sistema (5.21) sem maiores problemas, de modo que, integrando cada equagao que o

compoe de ambos os lados, obtemos os seguintes resultados para as fungdes z,(t) e y,(%):
A A . B B
zp(t) = - sin(kxg — wt) + - sin(kxo) e yp(t) = - cos(kxg — wt) + o cos(kxg).

Segue entao, que a trajetoéria de uma particula gerada por uma onda de Stokes linear

¢ dada por:
A A
x(t) = xg — — sin(kzo — wt) + — sin(kzxy),
w w
(5.22)
(t) = o — 2 cos(lwy — wt) + 2 cos(fzo)
=yp — — cos(kxyg — w — cos(kxy).
) Yo w 0 w 0
Ora, é facil perceber que z(t) e y(t) satisfazem a equagao da elipse
— 2 _ 2

(Ajw)* ~ (B/w)?

onde x. = x¢ + 4 sin(kzo) € Yo = yo + 5 cos(kxy).
w w
De fato, ao substituir as expressoes de (5.22) em (5.23), temos
(@ —a)®  (y—yg)* _ (A/w)sin(wt))®  ((B/w)cos(wt))”
(Ajw? — (Bjw)* — (A/w)? (B/w)?

0 que nos leva a concluir que as trajetorias das particulas descrevem oOrbitas elipticas —

= sin(wt)? + cos(wt)? = 1,

resultado ja esperado visto dedugoes do capitulo anterior.

Ademais, tendo como base observagoes analogas as feitas no fim do capitulo 4,
podemos concluir que as trajetorias das particulas dada aqui tendem a ficar cada vez
mais achatadas conforme o aumento da profundidade e, que no fundo, elas correspondem
a uma linha horizontal. Mais ainda, sob a hipdtese de que a onda se propaga para a

direita, obtemos também que as particulas se movem no sentido horario.

Observacao 5.3.1. Vale ressaltar que as trajetorias obtidas via teoria do potencial sdo
wguats aquelas obtidas via equagoes de Euler.

De fato, denote por (x.(t),y.(t)) as trajetorias descritas via equagoes de Euler, a

saber,
M M
ze(t) = xg — — cosh(kyo) sin(kzo — wt) + — cosh(kyo) sin(kzy),
w w
M M (5.24)
Ye(t) = yo + — sinh(kyy) cos(kzy — wt) — — sinh(kyp) cos(kzo),
w w
ahw . L . .
onde M = ————. Observe que tais trajetorias se dao no dominio 0 <y < n(x,t) + h,
sinh(kh)

enquanto que as trajetdrias (5.22) obtidas via teoria do potencial se desenvolvem em —h <

y<n.
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Dada esta diferenca, para mostrar que as trajetorias sao as mesma em ambas as
formulagaes, precisamos colocar as equagoes (5.22) e (5.24) em um mesmo dominio. Para
1850, iremos transladar o dominio da equacoes de Euler h unidades para baizo.

Ora, fazendo esta translagdo, cada yo aparente nas expressoes de (5.24) € substituido

por yo + h e, portanto, encontramos que

A A
ze(t) = xg — — sin(kxy — wt) + — sin(kzy),

w w

- . (5.25)
Ye(t) = yo — . cos(kxg — wt) + o cos(kxo),

cosh(k(yo + h)) B sinh(k(yo + h))
snh(eh) ¢ B = el k)

sGo as mesmas estabelecidas em (5.22), ou seja, concluimos que as trajetorias encontradas

onde A = ahw

. Note que estas constantes

por meio de ambas as formulagoes sao iguais. Por consequinte, se os dados iniciais xqy €
Yo nas equagoes (5.22) e (5.25) forem os mesmos, obtemos que as trajetdrias obedecem a

mesma equacao da elipse.

5.3.2 Trajetoria das particulas em canais de profundidade infinita

Por que considerar um canal de fundo infinito se, na prética, essa situacao nao
existe?

A resposta para esta pergunta tem base no estudo que fizemos no tépico 5.2. LA,
determinamos através de uma heuristica que para ondas no regime de aguas profundas po-
demos considerar sem maiores problemas tanh(kh) = 1 e, por conta disso, tomar h — oo
é uma acao natural ao se trabalhar neste tipo de ambiente. Sendo assim, baseados nesta
informagao, desenvolveremos aqui um estudo analogo ao feito no decorrer das se¢oes an-
teriores deste capitulo, de modo que, a partir de algumas poucas modificagoes pertinentes
nos processos de obtencao e resolucao do sistema governante, sejamos capazes de obter

as trajetorias das particulas para canais de profundidade infinita.

Encontrando o potencial

Durante o capitulo 3 fomos capazes de modelar a dindmica da onda por meio de
uma série de condigoes fisicas que resultaram no sistema governante (5.1). Estas con-
digoes citadas seguiam diretamente das restrigoes impostas pelo ambiente escolhido e,
dentre elas, apenas uma mostrava relacao direta com o fundo do canal: a condi¢ao de
impermeabilidade no fundo. Desta forma, visto o novo contexto de aguas profundas aqui
estudado e baseados no referencial [1] (p. 68), substituimos a condigao de fronteira antes
modelada como

¢y =0 em y=—h,
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por

¢—0 em y— —o0

e, assim, fica estabelecido que o sistema de equagoes governantes para o regime de aguas

profundas ¢ dado pelo seguinte:

(
Ap=0 em —oo<y<n(x,t),
1
¢+_v¢2+977:0 e y:'l'}l'7t,
4 516 (2.1) 5
e+ Galle = Dy em y = n(z,1),
o —0 em Yy — —oQ.
\

Explicitado este sistema o préoximo passo consiste em realizar os processos de adimen-
sionalizacao, linearizacao e dimensionalizacao. Para tanto observe a semelhanca existente
entre as equagoes de (5.1) e (5.26) que, exceto pela condi¢ao de fronteira no fundo, nao
apresentam maiores modificagoes em sua estrutura. Por conta desta semelhanga, tomando
argumentos analogos aos apresentados na secao 5.1, podemos concluir que o sistema de

equacgoes governantes linear é escrito nas variaveis dimensionais como:

Ap=0 em —oo<y<O0, (5.27)
e +gn=20 em y=0, (5.28)
= ¢y em y=0, (5.29)
(¢ =0 em Yy — —00. (5.30)

Agora, partindo do sistema (5.27) — (5.30), podemos dar inicio ao processo de reso-
lugdo que determinara o potencial ¢(z,y,t).

Com efeito, tomando o perfil da onda como sendo
n(x,t) = acos(kx — wt) (5.31)
e buscando solugoes nao nulas da forma
¢(x,y,1) = X(2)Y(y)T(1), (5.32)
obtemos em um primeiro momento que ¢(x,y,t) é dado por:
¢(z,y,t) = f(y) sin(kx —wt). (5.33)
(cf. equagao (5.12)).
Dai, substituindo a equagao (5.33) em (5.27), o seguinte resultado é obtido:
B+ by = (F(y) sin(kz — wh))e + (f(y) sin(kz — wh)),y = 0
= —kf(y)sin(kz —wt) + [ (y) sin(kz — wt) =0
= [(y) =K fly) =0.
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Da mesma forma, substituindo a equagao (5.33) na condigao de fronteira (5.30), encon-

tramos que:

lim ¢ =0 = lim f(y)sin(kz —wt) =0 = sin(kz —wt) lim f(y)=0

y——00 y——00 Yy—>—00

= lim f(y) =0.

Yy—>—00
Logo, juntando estes dois resultados que se referem a fungao f(y), conseguimos formar a

seguinte EDO linear de segunda ordem com coeficientes contantes:
f'(y) =K fly) =0 em —oo<y<0,
lim f(y)=0.

y——00
Agora, tendo em mente o método utilizado para resolver este tipo de EDO (cf.

Santos [19], p.45), obtemos que a equagao caracteristica e suas raizes sao dadas por
M—k2=0 ¢ A\ =k A=k,
de modo que f(y) fica escrita como:
fy) = Cre + Cye™, (5.34)

onde C; e (' sao constantes.
Mais ainda, ao substituir a condi¢ao de fronteira lim f(y) = 0 na expressao (5.34),
y——00
obtemos a seguinte cadeia de implicagoes:

lim (Cie™ + Coe™) =0 = lim Cie® + lim Coe ™™ =0

Y—+—00 Y—+—00 Yy—r—00
= lim Cie" = — lim Che™ = lim Che ™™ =0
Y—+—00 Y—+—00 Y—+—00
= (Cy lim e ™ =0 = C,=0,
Y——00

da qual concluimos que f(y) = Cie™ e, portanto, que o potencial ¢(x,y,t) explicitado
em (5.33) é dado por

o(x,y,t) = Cre sin(kx — wt). (5.35)
Por fim, para determinar quem é a constante C7, combinaremos as equagoes (5.28),
(5.31) e (5.35):

oi(2,0,t) = —gn = —ag cos(kx — wt) = —Chiwcos(kx — wt) = —ag cos(kx — wt)

a
= Clz—g
w

Donde segue diretamente que o potencial ¢(z,y,t) tém a seguinte forma:
o(x,y,t) = 49 gky sin(kz — wt). (5.36)
w
Com este resultado em maos, visto que por discussoes anteriores (cf, equagao (5.17))

ja sabemos que a relagao de dispersao neste regime especifico é dada por w = £+/kg, fica
dada a resolugao do sistema (5.27) — (5.30).
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Definindo as trajetorias

Definido o potencial ¢(z, y, t) gerado pela onda em um canal de profundidade infinita
somos capazes agora de encontrar as trajetorias das particulas descritas nesta situacao.
Para isso iremos primeiramente explicitar quem é o campo de velocidade (u,v), assim
como realizar uma pequena manipulagao algébrica nas equagoes que o definem.

Calculando as derivadas parciais ¢, e ¢, a partir da equacao (5.36) podemos dizer

que:
k
U= ¢y = 99T oy cos(kx — wt),
w
k
V= ¢, = 998 hy sin(kx — wt).
w

Dai, sabendo que a relacao de dispersao aqui ¢ dada por w = /gk e supondo, sem
perda de generalidade, que nossa onda viaja para a direita, podemos modificar a constante

€111 comuin que ambas as expressf)es possuen:

agk  agkw  agkw

= aw.

w w? gk
Donde segue que:

u = ahw " cos(kx — wt), (5.37)

v = ahw e sin(kx — wt),

a
ara & = —.
p h

Agora, partindo de consideracoes analogas as feitas na se¢ao 5.3 para a dedugao das
trajetorias, estudaremos aqui o movimento do fluido a partir de uma particula de posigao
inicial (xg, o). Além disso, tomaremos o ponto (xg + x,, yo + y,) como representacao da
posicao desta ap6s os deslocamentos ), e y, muito pequenos dentro um tempo ¢ arbitrario.

Dito isso, tomando z,(t) e y,(t) como as fungdes que representam os deslocamentos

horizontal e vertical desta particula a partir do ponto inicial estabelecido, temos o seguinte:

(dx
d_p - U(xo + xp) Yo + yp7 t)a
t
d
% == 'U(fﬂo + Tp, Yo + y;mt)a
t
| (5(0),5,(0)) = (0,0).

Logo, a partir da substituicao das expressoes encontradas em (5.37), obtemos o sistema:

(d
% = ahw *Wotve) cos(k(zo + xp) — wt),
d
% = ahw ") sin(k(zq + x,) — wt),
\ (l’p<0)a yp(o)) = (0,0).
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Mais ainda, ao aplicar a expansao de Taylor (definigao 1.3.4) em ambas as equagoes

deste tltimo sistema, obtemos a seguinte aproximagao:

(dx

d_tp = D cos(kxo — wt),

% = Dsin(kxo — wt), (5.38)
L ('Ip(o)v yp(())) = <O7 0)7

onde D = avhw €*¥0 é uma constante.
Dai, partindo de uma simples integracao em ambos os lados de cada equacao do

sistema (5.38), somos finalmente capazes de obter as fungoes z,(t) e y,(t):

D D D D
z,(t) = “w sin(kxg — wt) + " sin(kxo) e y(t) = “w cos(kxy — wt) + " cos(kxg).

Delas segue diretamente que o deslocamento de uma particula no regime de aguas pro-

fundas é dado por:
D D D D
t) = vg — — sin(kxo — wt) + —sin(k t)=1vo—— kxg—wt) + — kxg).
z(t) = xo ” sin(kxo — wt) + " sin(kzg) e y(t) =yo ” cos(kxg —wt) + ” cos(kxo)
E facil notar que x(t) e y(t) satisfazem a equacdo da circunferéncia

(iL' B xc)2 (y B yc)2 _
@jwp * DjwE "

(5.39)

D D
onde x. = xg + — sin(kzo) e y. = yo + — cos(kxo).
w w
De fato, ao substituir estas expressoes em (5.39), temos

(@ —a)  (y—y) _ ((D/w)sin(wt))® ((D/w)cos(wt))”
(D/w)* — (Dfw)? (D/w)? (D/w)?

= sin(wt)? + cos(wt)? = 1

e, portanto, concluimos por meio da teoria do potencial, que as trajetérias das particulas
geradas por ondas de Stokes lineares no regime de aguas profundas descrevem oOrbitas
circulares.

Com respeito a orientacao desta trajetéria obtemos ainda, por meio de um estudo
analogo ao feito no fim do capitulo 4, que as particulas se movem em sentido horario. Além
disso, se baseando no fato de que o raio da circunferéncia descrita por (5.39) é aekvo,
notamos que conforme a profundidade do canal aumenta as dimensoes das trajetorias

diminuem exponencialmente — com estas se colapsando em um ponto no limite y — —oo.



Consideracoes finais

Durante o desenvolvimento deste trabalho de conclusao de curso discorremos acerca
das trajetorias de particulas geradas por ondas de Stokes lineares.

Em um primeiro momento deduzimos as equacoes de Euler para um fluido ideal
qualquer. Em seguida as apresentamos no contexto de ondas aquaticas de superficie, de
modo a delimitar as condi¢oes de fronteira impostas pelo nosso ambiente de estudo e
determinar o sistema governante via equagoes de Euler e via teoria do potencial. Depois,
partindo dos resultados fornecidos pelos processos de adimensionalizagao e linearizacao,
fomos capazes de solucionar este sistema, obtendo assim o campo de velocidade do fluido
gerado por ondas lineares.

Por fim, concluimos a partir de uma aproximacao no campo de velocidade do fluido
que as trajetorias das particulas na presenca de uma onda de Stokes linear descrevem
curvas fechadas: elipses no caso de profundidade finita e circulos no regime de aguas
profundas (profundidade infinita).

Este trabalho de conclusao de curso, que teve como grande motivacao para seu
desenvolvimento a admiragao pelo tema nele exposto, visa ajudar a suprir uma das maiores
dificuldades que encontramos ao ingressar na teoria matemética da dinamica dos fluidos:
a escassez de literatura nacional que aborde este assunto a nivel universitario. Dito isso, o
texto como um todo foi escrito visando atender aos diferentes niveis de entendimento que
um aluno da graduagao em matematica ou areas afins possa vir a ter ao se interessar por
esse topico de pesquisa. Por um motivo semelhante, também procuramos redigir o texto
de uma forma mais didatica do que a apresentada nas literaturas de referéncia, de modo
que o uso de conceitos que preveem consulta a parte ou a omissao de passos algébricos
em calculos de destaque foram praticas evitadas ao maximo.

Desta forma, esperamos que o material produzido aqui sirva nao so6 de grande apoio
para todos aqueles que desejam ingressar no estudo de ondas aquéticas como também

inspire-os ainda mais a se aprofundar neste fascinante tema.
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Apéndice A

Resolvendo as equacoes de Euler

lineares

A.1 Definicoes

Definicao A.1.1. Uma funcao f : [a,b] — R € seccionalmente continua ou continua
por partes se f(x) € continua em [a,b] exceto em um nimero finito de pontos, nos quais
os limites laterais existem. De forma andloga uma funcao f : R — R € seccionalmente

continua ou continua por partes se f(x) é continua por partes em todo intervalo [a,b] € R.
([19], p.161)

Definicao A.1.2. Para toda fungio f : [—L,L] — R continua por partes a série de
Fourier da funcao f € definida por

+Zancos( > Zb sm( ) (A.1)

em que os coeficientes sao dados por

1 L
:_/ f(z) cos m) dx, para n = 0,1,2...

/ f(x Sln )dmpamnfl,?
([19], p.161-162)

Observacao A.1.1. A série de Fourier (A.1) também pode ser escrita da forma

o0 -I}lx
S(x) = Z cpe' T (A.2)
k=—o0
onde
o 1 /L —i "r:cd
G =57 - f(x)e x
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Neste caso, dizemos que (A.2) € a série de Fourier compleza de f ([10], p.56).

Definicao A.1.3. Dada uma fungao f € C([—L,L]) periddica a sequéncia complexa
{f (k) }yez, definida por

fR) = e = 5 /f ity

€ chamada de tranformada de Fourier de f e os numeros complexos f(/;) = ¢j, 5G0 08
coeficientes de Fourier de f. ([10], p.57)

Teorema A.1.2. Seja f : R — C periddica de periodo 2L com [ e [’ seccionalmente
continuas. Entao qualquer que seja o € R, a série de Fourier de f no ponto xy converge
para 1/2[f(z0") + f(z07)]. Em particular, se f € continua em xo entdo S¢(xg) converge

para f(xo) ([10], p.68).

Corolario A.1.3. Seja f : R — C periddica de periodo 2L uma fun¢ao continua com f'
seccionalmente continua. Entdo a série de Fourier (A.2) gerada por f converge unifor-
memente a f ([10], p.71).

Observacgao A.1.4. Além da defini¢cao para a transformada de Fourier periddica € vdlido
explicitar também a sua inversa. Para tanto, utilizando o simbolo F para representar a
aplicacao da transformada, seque que:

Para funcoes periddicas de periodo L temos:

FU@ID = 0 = 5 [ fw)e s

{0}, ) 0= = ¥ e

k=—o00
Note que a transformada de Fourier inversa € a série de Fourier complexa, onde o ope-

rador F estd sendo considerado agindo sobre funcoes descritas conforme as hipdteses do
Coroldrio A.1.3.

Proposicao A.1.5. Seja f € C"([—L, L)) periddica, entdo

onde f™ denota a n-ésima derivada da fungao f. Para simplificar a escrita vamos

k
considerar k = % ([10], p.66).
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A.2 Achando a solucao

No capitulo 4, ap6s os processos de adimensionalizacao e linearizacao das equagoes

de Euler, nos deparamos com o seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais:

(a4 0, =0 em 0<y<l, (A.3)
iy = — P, em 0<§<1, (A.4)
Bu'y = —P; em 0<g<l, (A.5)
v =1 em §=1, (A.6)
P =7 em §=1, (A7)

(0'=0 em ¢ =0. (A.8)

La, com a intencao de nao sobrecarregar o texto, decidimos omitir o desenvolvimento
dos calculos gerais que levaram as formulas de @', o', P’ e ¢y, deixando por conta deste
apéndice a exposi¢ao detalhada do processo de resolucao do sistema (A.3) — (A.8).

Com este objetivo estabelecido, visto que a onda de superficie

i(Z,t) = cos(2m(T — cot)) (A.9)
é uma onda de Stokes de perfodo 1 na variavel 7, vamos supor que as funcoes @, 7, P’

que sao da forma

ﬁ’/(‘%v g7 tN) = ﬂ,(i' - COt~7 g)a 6,<i’7 gv tN) - f}/(i‘ - COt~7 g) € p/(‘%v g7 t~) = p/(‘% - COEa g)
também tém periodo 1 na varidvel & — essa suposicao segue diretamente da definicao de
ondas de Stokes exposta no referencial [6] (p. 537).

Definidas estas hipoteses, vamos inicialmente determinar quem é P’ e em seguida as
demais incognitas.

Com efeito, derivando a equacao (A.4) em relagao a e (A.5) em relagao a ¢, temos
D/
{'~ — _P‘éi‘ € 1;,t~y - _@

tT ﬁ

Dai, ao somar estes resultados e usar a equagao (A.3), encontramos que

U

=, =, ~

D/ 9y ~/ ~ D/ 9y D/ 9y
=-—Py—— = (G+vy)i=-—Py——F = —Py—— =0

g 3 3
= |BPl;+ P, =0 em 0<j<Ll.

~/ "’/
Uiz + v

Seguindo uma linha de raciocinio parecida, ao substituir a equagao (A.9) em (A.7),

também conseguimos determinar P’ ao longo da fronteira ¢ = 1, a saber,

P’ = cos(2m(Z — cot)) em § = 1.
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Ademais, utilizando as equagoes (A.5) e (A.8), segue que:

P;=0 em §=0.

Assim, juntando as trés expressoes destacadas, obtemos o seguinte problema de

fronteira:
P =cos(2m(% — cot)) em §=1, (A.10)

Agora, visando simplificar a notacao das contas que vem a seguir, tomaremos, sem

perda de generalidade, a troca de variaveis

donde o sistema (A.10) antes dependente de (Z,7,?), passa a depender de (X,Y):

BPix + Phy =0 em 0<Y <1, (A.11)
P’ = cos(27X) em Y =1, (A.12)
P, =0 em Y =0. (A.13)

Definido isso, lembrando que P’ é uma funcao 1-periédica na variavel X, buscaremos
obter a expressao que define P’ por meio dos conceitos que dizem respeito a série de Fourier
para fungoes periddicas.

Com efeito, aplicando a transformada de Fourier periddica na variavel X para as

equagoes do sistema (A.11) — (A.13), temos o seguinte:

e (A1) BPix+P,y=0 em 0<Y<1

Sendo P’ (k,Y) a transformada de Fourier de P’(X,Y) e tendo em mente a Proposicio

A.1.5 encontramos :

Poy(k,Y) — K28P'(k,Y) =0 em 0<Y < 1.

e (A12) P =cos(2rX) em Y =1
Partindo da observagao A.1.4 que fala a respeito da aplicacao inversa da transfor-

mada de Fourier obtemos que a seguinte igualdade é valida:

]:71[1[%/(]% 1)] = P(X,1) = cos(27X) = i ﬁ/(h 1)ei2bmX

j=—o00
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eiQTrX + e—i27rX

Além disso, sabe-se que cos(27X) pode ser escrito da forma —5 e, portanto,
Pl X 1) = ei27rX 67i27rX B > ﬁ/ 1 P—
( ) ) - 2 + 2 - j_z_:oo ( ’ )e .

Agora note que, se retirarmos deste tltimo somatoério as expressoes corresponden-
tesa k =1ek = —1, obteremos do lado direito da equagao o termo (15/(1, 1)e2mX
P (—1,1)e~?™%) adicionado a um somatério idéntico ao anterior - exceto por k = =+1.
Com essa manipulagao em maos somos levados a acreditar que para a igualdade acima
ser satisfeita devemos ter ﬁ”(l, 1) = %, ﬁ’(—l, 1) = —% e o resto dos termos nulos, ou seja,
concluimos que a sequéncia ]é/ (k,1) que representa a transformada de Fourier de P'(X,1)

¢ dada pelo seguinte:

2 se k==+1
P'(k,)Y) = em Y =1.

1
2
0 caso contrario

e (A13) P,=0 em Y=0

Aqui, da mesma forma feita para a equacao (A.11), basta aplicar a transformada de

Fourier em X de ambos os lados:

PL(k,Y)=0 em Y =0.

Logo, juntando estas trés expressoes em destaque, reduzimos o sistema (A.11) —

(A.13) na seguinte familia de EDO’s de segunda ordem:

( 2 ~
Piy(k,Y) — E*BP'(k,Y) =0 em 0<Y <1, (A.14)
Ig{((k‘,Y) =0 em Y =0, (A.15)
s % se k=41
P (k,Y) = em Y =1. (A.16)
\ 0 caso contrario

A resolugao destas EDO’s tem como base o método empregado em Santos (|19,
p.45) e, tomando k fixo, obtemos que a equagao caracteristica e suas respectivas raizes

sao dadas por:
kB =0 = r=+k/p.

Donde segue que a forma geral de P (k,Y) é escrita como
P'(k,Y) = CLe"VBY 4 Cpe VP (A.17)

com C] e (5 constantes.
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Agora, buscando encontrar uma relacao entre as constantes C; e Cs, iremos derivar

a equacao (A.17) e aplicar nela a condigao de fronteira (A.15):

PL(k,Y) = ky/BC1eVPY — ke /BCoe™™BY = P'(k,0) = k\/BC, — ky/BCs = 0
= Ol = Cg.

O que nos diz que 13/ (k,Y) pode ser reescrita como:
P'(k,Y) = Cy("VPY 4+ e~ *BY) = 90 cosh(k+/BY). (A.18)

Mais ainda, tendo em maos a condigdo de fronteira dada por (A.16), tiramos as

seguintes informagoes:

}%'(k, 1) = 2C cosh(ky/B) = se k==£1

Ig’(k, 1) = 2C; cosh(kv/B) =0 se k# +1

2C" ! k=41
=————— se k=41,
= L) cosh(k+/f3) (A.19)

2C1 =0 se k # £1,

N | —

as quais resultam, dada a aplica¢ao de (A.19) na expressao (A.18), em:

_ cosh(k/BY) B
) ~ 2cosh(kv/B) se =1, (A.20)
P'(k,Y)=0 se k # +1.

P'(k,Y

Determinada quem ¢ a sequéncia P’ (k,Y), somos finalmente capazes de utilizar a
série de Fourier complexa (cf. Observacio A.1.4) para obter P'(X,Y):

PXY) = FUP U Y) = Y Pl V)e,

j=—00
de modo que as informagoes fornecidas por (A.20) nos levam ao seguinte resultado:

cosh(2v/BY) 9.x cosh(—QW\/BY)e_i%X:

PY) = 2 cosh(27m/3) ‘ 2 cosh(—27+/13)
~ cosh(2m/BY) (eiQﬂX - ei2”X>
cosh(27/3) 2
cosh(2m/BY)

= P'(X,Y)= “cosh(ZnvF) cos(27X).

Por fim, apenas escrevendo esta tltima expressao em termos das variaveis 7,7, t,

encontramos que:

P'(&,9,1) = cosh(2mv/5) cos(27 (T — cot)). (A.21)

cosh(271+/3)
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Agora, tendo em maos o resultado exposto na equagao (A.21), iremos realizar uma
série de manipulagoes algébricas que nos permitam definir também as incognitas ', v’ e
Cp-

Para tanto nos utilizaremos da estratégia de separacao de varidveis, a qual nos

permite supor @' (%,7,t) e ¥'(Z,7,t) escritos como o produto de fungdes nao nulas da

seguinte forma:

(7, 9,1) = A@)B(7)C(1) (A.22)
¥(%,5,1) = D@E@G)F(D (A.23)
Com efeito, aplicando as expressoes (A.21) e (A.22) em (A.4) obtemos:
A@IB() G ) =~ sz — ).
N A(i)B(gj)%(f) _ 2”;‘;;1;;1”\/\%3)@ sin(27(F — o)
ey [ dC o o 2mcosh(27my/BY) (2 (5 — B
= A@B(@) [ G0 di- i [ sinteata - cip)di
= A@BHCH = T I cos(on(i - ) (51
e A Ty R cosh(27/37) .z
= u(Z,9,t) = A(Z)B(g)C(t) = co cosh(21/7) cos(2m (T — cot)). (A.24)
Da mesma forma, combinando as expressoes (A.23) e (A.24) com a equagao (A.3), tem-se:
_dE _ - cosh(2m\/BY) _ -
= —D(ac)d—g(y)F(t) = ey cosh(2rv/7) [cos(2m (T — cot))]s
= D)5 IFD - —2:0222};1((221\/\/%) sin(2m(F — cof)
= (@) [ F @ e = T2 [ osn(an/Fg) di

L DHEGEE — 27rcsoi:(§§;r((;?/%))t)) SinhZ(jiT/\B/B@)

e Ny sinh(2m/By) . 5 .
' t) =D(Z)E(y)F(t) = 21 (Z — cot)). A.25
= v (Qf,y, ) (CL’) (y) ( ) CO\/BCOSh(QTF\/B) SlIl( 7T(J} Co )) ( )
Além disso, tomando as expressoes (A.25) e (A.9) junto & condigao de fronteira (A.6),
encontramos
inh(2 ~ -
ij%lcgsg(\;ff/@ sin(2r (i — col)) = 2mcosin(27(F — cof)

sinh(2mv/B)  sin(27(Z — cot)) _ 2
2m+/B cosh(27v/B) sin(27 (% — cot)) 0
,  tanh(2my/}3))
= (A.26)

= C
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Assim, segue da substituigao de (A.26) em (A.24) e (A.25), respectivamente, que as

funcdes @' (%, 7,t) e ¥'(Z, 9, t) ficam escritas como:

e cosh(27v/B7) - co cosh(2m+/BY) B .
u(z,7,t) = 0 cosh (2 y/5) cos(2m(Z — cot)) = co? cosh(27+/) cos(2m (T — cot))
o = 2my/Beocosh(2my/BY) . .
- W50 = tanh(27+/3) cosh(27/3) cos(2n (¥ — cot))
o = 2m/Beycosh(2m/BY) cos(9m(F — oo
= U(l’,y,t) - smh(27r\/3) COSh(QW\/B) (2 ( Ot))
cosh(27+/3) i
= @'(%,7,1) =2m\/B Ocsii};(é?;\\//_%;) cos(2m (& — cot)). (A.27)
- = sinh(2m/BYy) (9 (F — of)) = 0 sinh(27+/BY) Sn(on(G — of
(#,9,t) = cov/ B cosh(2m+/B) (2 o)) co2y/B cosh(2m+/B) (2 o))
e 21/ Bco sinh(271/37) ) B -
= V(&5 = tanh(2m+/B3)v/B cosh(2m+/3) Sin(2n(Z = cot))
S5 0T = 27/ Beg sinh(27/57) (2 (F — o
= V(@50 Sinh(27r\/ﬁ)\/3cosh(27r\/3) (3l o)
COSh(?ﬂ'\/B) )
= 0(%,7,1) = Msin@ﬂ(fi — cot)). (A.28)

¢
* sinh(27/B)
Em resumo, juntando todos os resultados obtidos durante este apéndice, concluimos

que a solucao do sistema (A.3) — (A.7) é dada por:

> (%, 7,1) = cos(2m(T — cot)),

cosh (2w
_2 0\/_ \/_y>

> u(z, Snh(2n3 cos(2m (T — cot)),
> ¥(7,7,t) = 27cy % sin(27)(Z — cot)),

> P(#,3,1) = —Cfosf}ff;%) cos(2n(F — ¢of)),

> &= tanh(2m+/3)

2nv/B

h,2
onde = v



Apéndice B
Adimensionalizacao

Nos capitulos 4 e 5 realizamos adimensionalizagoes no contexto das equacgoes de
Euler e da teoria do potencial. Neste apéndice, a fim de nao deixar davidas sobre a
aplicacao deste procedimento, iremos expor todos os calculos necessarios para a transicao

do sistema dimensional para o adimensional.

B.1 Adimensionalizacao das equacoes de Euler

As equagoes de Euler para a dindmica de uma onda aquética de superficie sao dadas

por
(U, +v, =0 em 0<y<n(zt)+h, (B.1)

Uy + wy, + vuy = — P, em 0<y<n(z,t)+h, (B.2)

v+ uv, +ovy, =—P,—g em 0<y<n(z,t)+h, (B.3)

v =1+ un, em y=n(z,t)+h, (B.4)

P =Punm em y=n(x,t)+h, (B.5)

lv=0 em y= (B.6)

e, a fim de adimensionalizé-las, definiremos a seguinte troca de variaveis:

 hWgh -

T=AT, y=hy, t= N t, n(z,t) = aﬁ(i,f), v(z,y,t) = ) 0(Z,7,t),
g

u(z,y,t) = \/gh W(#,9,1) e P = Pum + gh(l — §) + ghP.

>

Com o propoésito de organizar melhor os procedimentos realizados a seguir dividi-
remos esta secao em duas etapas: primeiro iremos adimensionalizar apenas as derivadas
parciais de u,v,n e P que aparecem como incognitas no sistema (B.1) — (B.6) e, em se-
guida, realizaremos a adimensionalizacao do sistema em si, substituindo cada resultado

obtido durante a primeira etapa nas equagoes governantes separadamente.
7
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Ora, partindo das igualdades que definem z,y e t podemos facilmente extrair as

seguintes implicagoes:

O S !
T = AT x—)\ xx—)\,
i oo =Y o]
y=hy = y=5 = Uy=1,
PR - t/gh _ \/gh
RS N ST
Vgh A

as quais merecem uma atencao especial por serem frequentemente utilizadas nas adimen-

sionalizagoes posteriores.
Dai, segue-se entao, os subsequentes resultados a respeito das derivadas parciais:

v/ gh
> Uz:\/ghaz: \/ghafjm = uz:Tgﬂiu
. - Vagh _
> uy =/ ght, =+\/ghtzy, = uy:Tug,
h .

> ut:\/ghﬂt:\/ghﬂgft = ut:%ug,
hv/gh hy/gh _ hv/gh
I U W T

> U V3ly = VUp =

)\ xT )\ )
_ hWgh . hygh . _ Vgh
> Uy = T Uy = T VgYy = Uy = h\ Vg,
hy/gh . h+/gh _ - gh? _

> v = \ UtZvatt = vt:vvty

- "~ a .
> Ne = ANy = ANzLy = Mg = X Nz,

_ - av/gh _
> o =an = anity = = )\g U

. ~ gh =~

> P,=ghP,=ghP;z, = P,= Y Pz,

> P, =—ghjj, + ghP, = —ghj, + ghF;5, = P, =—g+gb;.

Com estas equivaléncias em maos podemos partir agora para a nossa segunda etapa
antes definida: realizar a adimensionaliza¢ao nas equagoes governantes (B.1) a (B.6).

Com efeito, note que a superficie livre considerada fica dada nas variaveis adimen-

sionais por:
y=n(z.t)+h = hj=aj@t)+h = §=aij(t)+1,

a
de o = —.
onde a =
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Da mesma forma, é facil ver que para o fundo do canal temos
y=0 = hy=0 = y=0.

Donde segue que no sistema de coordenadas adimensional o dominio do fluido é:

0<§<ai(zt)+1.
Quanto as equacgoes governantes, lembrando que nos basearemos nos resultados ja

obtidos para as derivadas parciais adimensionalizadas, tem-se o seguinte:
— Equagao (B.1):

Vagh Vgh Vgh
g v, = St + 5y = Y (45 4+ 55) =0 = [+ 05 = 0]
A A A
— Equagao (B.2):
h h h h -~
Uy + Uty +vuy = —FP, = %&g+%uﬁj+%6ﬁ@:—%Pj
h h -~ =
= %(ﬁg+~ﬁi+ﬁUg):—97 = ﬂg+ﬂﬂj+vu§: P;C
— Equagao (B.3):
h2 h? 2 _
e+ uvy +vv, = —P, — g = 9A—2@£+9A2 it + %5 00y = —gP
gh2 B . . ~ N — - ~
= v(@g—l— vy + 00y) = —gPy; = | B(0; + wvp + 005) = — Py,
h2
onde 8 = ’vh

— Equacao (B.4):

h\/gh h Vgh Vagh
v=mtuy = o= g Mg = Y - (ails + aiiy)

>
N
I
§
>

= hi = ai; +atil; = |0 =a(f;+a7;) em §=ai(Z,t)+1

— Equacao (B.5):

P=Pun = Pum~+gh(l—9)+ghP =Py, = gh(l—9)=—ghP = P=g—1.

Note ainda que a equagao acima estd sendo avaliada ao longo da superficie livre § =
afj(Z,t) + 1 e, portanto, temos

— Equacao (B.6):




80

Em resumo, obtemos que o sistema de equacoes de Euler adimensionalizado ¢ dado

por:
(?]5;—1-17@:0 em 0<§<aij(,t)+1,
i + Gz + iy = —P;  em 0<§ < aij(Z,1) + 1,
B(0; + Uz + 00y) = —P; em 0<§ < af(,1) + 1,
0 = a(i; + i) em = an(z,t)+1,
P = wij em §=af(z,1)+1,
(7=0 em y =0,

2
ondeﬁ—ﬁ e a—Z

B.2 Teoria do Potencial

Seguindo a mesma linha de raciocinio adotada para a adimensionalizacao do sis-
tema de equagoes de Euler realizaremos este processo para as equagoes governantes na

formulagao da teoria do potencial:

Ap=0 em —h<y<n(z,t), (B.7)
1

+5IVoI* +gn=0 em y = n(z,t), (B.8)

e + ¢x77x - ¢y em Yy = 77(95775), (Bg)

¢y =0 em y= —h, (B.10)

Aqui a adimensionalizagao adotada é estabelecida por meio da troca de variaveis

A ~ ag
=\ =hy, t=——t t) =an(x,t t) =
x I? y y? ) n<x7 ) CLT](I‘, ) € ¢(x7 y? ) \/g_h

Jah

donde, vista a semelhanca entre as varidaveis que definem x, y e t aqui com aquelas definidas

o(%,7,1), (B.11)

na adimensionalizacao de Euler, obtemos de imediato os trés resultados abaixo:

1 1 -~ /gh
P

Ty =

A partir disso, as derivadas parciais ¢, @y, @pz, Oyy, $1, N € 14 ficam dadas por:

A _ 99 g
> Q5 \/— ¢ :> gbx - \/g_h ¢x7
- A -

> ¢y, = m = ¢y = ag &3,

> ¢$1’ = (\/_g— éi) = ﬂ&ji i'x = ¢mc - 49 -
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agh  ~ agx ~ . agh  ~
— - — 77 AH. = — .
> Py (h\/g_h ¢y>y h\/ﬁ%y Yy Dyy 2\/gh Py
A - -
> gy = 9 Pty = ¢ = ag ¢,

> nt:aﬁfft = M= h\ s

Agora, com estes resultados em maos, podemos dar inicio a adimensionaliza¢ao das
equagoes (B.7) a (B.10). Para isso, note primeiramente que o fundo do canal em termos
das variaveis adimensionais é descrito por:

y=—-h = hy=—-h = gy=-1

Do mesmo modo, a superficie livre delimitada pela onda é descrita como:

y=mn(z,t) = hy=aj(i,t) = y=ai(i),

onde o =

D‘I@

Em outras palavras, o dominio do fluido dado pelas coordenadas adimensionais é:
—1<g<an(,i).
Quanto as equacoes governantes temos, a partir da substituicao das derivadas par-

ciais expostas anteriormente, o seguinte:
— Equagao (B.7):

A¢:¢mx+¢yy:—~

1~ A - 2/1-~ A\ - = =
= —<Z5:z§: + ﬁ%g _0 = ¥ ngﬁﬁ + ﬁﬁby@ =0 = |Bdsz + g5 =
h2
onde 8 =
— Equagao (B 8):

~ 1 ag -\’ agh -\’ -
T oty (¢g—h¢> (o) | #oon-
~ ~ 2 ~
= ag {sbg (Z—g (3:) + %55 (¢g)2)+ﬁ] =0
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— Equagao (B.9):

o + ¢x77z = ¢y =

N A (a\/g_h
av/gh A

S T o S P S b
= 775+E¢5:775::ﬁ% = 77£+04¢5:77£_B% em § = ai(z,?)
— Equagao (B.10):
ag\  ~ P ~

¢

"= A

av/gh _ a’qg ~ ag\ -~
— )\—\/ﬁ%nw:h\/g_h 7

_ a’qg -~ A agh  ~
77£+)\\/ﬁ iﬂi)za o (h\/ﬁ%)

gzﬁg:O = ¢g:0 em y:—l.

Donde segue que o sistema de equacoes governantes adimensional é dado por:

(B.12)

Bz + dyg = 0 em —1<§<ai(ii),
~ o ~ \2 1 -\ 2 B -
¢£+§[<¢:ﬁ> +E<¢g>}+77:0 em §=arf(,1),
. a 1- - e T
775“‘04%775::5% em ¢ = af(T,t),
ggg =0 em y=—1,
2
a
ondeﬁ:ﬁ ea:E.
Dimensionalizagao

Esta subsecao é inteiramente dedicada ao processo de dimensionalizacao realizado

durante o capitulo 5.

Dito isso tomaremos como referéncia o seguinte sistema de equacoes governantes

linear:
'ﬁéﬁﬂfaggzo em —1<§<0,
¢z +17 =0 em =0,
1 -
ﬁ~:_¢~ €m g:()a
t ﬂ Yy
95520 em y=—1.

\

(B.13)
(B.14)

(B.15)

(B.16)

Com o objetivo de fazer com que as equagdes (B.13) a (B.16) voltem a ser dependen-

tes das varidveis dimensionais, nos ocuparemos de desfazer a troca de variaveis definidas

em (B.11), a saber,

r=AT; y=hy,

t_

\ L -
N C_ ¢, 77(1:7t) = aﬁ(‘%at>7 ¢(x’y’t) =
0

Note ainda que, por se tratar de um processo contrario a adimensionalizagao, podemos

utilizar sem maiores problemas as igualdades antes obtidas para as derivadas parciais de
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o(x,y,t) e n(x,t). Desta forma, apenas isolando as variaveis adimensionais ao invés das

dimensionais, ficam dados os seguinte resultados:

_VE N, A

~ h2\/ ~ 1
ds =
ag)\

¢xxa éyy ag)\ ¢yya ¢£:@¢ta

&y ¢y: &ifc =
A s A
Nz = a Nes N = a /—gh Uz

Dai, tanto por conta da troca de variaveis antes estabelecida quanto pelas tltimas igualda-

des expostas, segue que a dimensionalizac¢ao do sistema (B.13) — (B.16) ¢ dada conforme
os seguintes toOpicos:
— Dominio (-1 <7 < 0):

-1<y<0 = —1<%<0 = —h<y<Q0,

onde as condicoes de fronteira antes delimitadas por § = —1 e § = 0 ficam descritas,

respectivamente, por y = —h e y = 0.
— Equagao (B.13):

h2 )\\/ h?\/gh h?\/gh
B¢zz + gbyy ¢xm )\ sty =0 =
ag ag agA

o bt o

— Equagao (B.14):

(Paz + byy) =

1 1 |
Gtii=—d+-n=0 = —¢+1=0 = [¢+gn=0 em y=0.]
ag’' ' a g

— Equacao (B.15):

D e A A2 h/gh a\/gh A A2 h/gh
= by > = I, =2
h av/gh h? ag\ A av/gh h? ag\

= |nr=¢, em y=0.

— Equagao (B.16):

~ hCO
(bg:ag_)\(by:o = |¢py=0 em y=—h.

Em resumo, o sistema de equacoes governantes descrito nas variaveis dimensionais

¢ dado por:
(Ap =0 em —h<y<O0, (B.17)
¢ +gn=20 em y=0, (B.18)
m = @y em y=0, (B.19)
¢y =0 em y= —h. (B.20)




