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RESUMO

Nesse trabalho, abordaremos os aspectos bésicos da Teoria de Relatividade, com destaque
a Relatividade Geral, bem como o espaco de Minkowski e alguns tépicos da geometria pseudo-
Riemanniana. A Relatividade é exposta no primeiro, sexto e sétimo capitulo, onde sao exploradas
as bases e algumas consequéncias dessa teoria. Nos capitulos dois, trés e quatro é abordado o
espaco de Minkowski e a geometria diferencial deste espaco, seguindo de perto a geometria
diferencial cldssica (Euclideana). Por fim, a parte referente a geometria pseudo-Riemanniana é
abordada no capitulo cinco, onde sao feitos resultados necessarios para o entendimento das bases
onde a Relatividade Geral é construida, mas também justificar algumas férmulas que surgem na
teoria de superficies do espaco de Minkowski e dar uma nocao basica sobre geometria pseudo-
Riemanniana. Os objetivos deste trabalho sao os seguintes: expor a teoria da relatividade
sob o ponto de vista matematico, justificando logicamente as consequéncias de principios que
sao enunciados ao longo do texto e suas equivaléncias, como por exemplo que o principio da
equivaléncia de Einstein implica os postulados da Teoria Geométrica da Gravidade; e introduzir
a geometria em variedades pseudo-Riemannianas apresentando conceitos e alguns resultados
comuns a geometria Riemanniana como geodésicas e curvatura, e técnicas usadas em geometria,
como utilizacao de grupos de isometrias para resolver problemas ou simplificar os mesmos, por
exemplo como mostrar que as particulas livres no espaco de Schwarschild descrevem trajetérias
planas.

Palavras-chave: Teoria da relatividade; Geometria Pseudo-Riemanniana; Espago de Min-
kowski.



ABSTRACT

In this work, we approach the basic aspects of Relativity Theory, mainly General Relativity,
as well as the Minkowski Space and some topics of pseudo-Riemannian geometry. The Relativity,
is presented in chapters one, six and seven, where the basis and consequences of this theory are
explored. In chapters two, three and four, contain Minkowski space and its differential geometry
as subject, studying some results inspired on the classical (Euclidean) differential geometry.
The part presenting the pseudo-Riemannian geometry is found in the chapter five, where the
results necessary for the understanding of the basis of the General Relativity, but also to justify
some formulas from the theory of surfaces in the Minkowski space and give the notions of
pseudo-Riemannian geometry. The objectives of this work are: show the theory of relativity
under a mathematical point of view, logically justifying the consequences of some principles and
its equivalences, for example the Einstein Equivalence Principle implies the Metric Theory of
Gravity postulates; and introduce to the geometry of pseudo-Riemannian manifolds presenting
concepts common to Riemannian geometry, such as geodesics and curvature, and techniques used
in geometry, as studying the isometry group to solve problems or simplify then, for example how
to show that free particles in the Schwarschild’s space have planar trajectories.

Keywords: Relativity Theory; Pseudo-Riemannian Geometry; Minkowski Space.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho é uma introdugao aos conceitos bésicos da relatividade geral, estudo das geo-
metria no espago de Minkowski e geometria semi-Riemanniana.

Inicialmente é exposta uma introducao a relatividade especial, fornecendo os fundamentos
para a relatividade geral e suas deducoes, e também serve como motivagao para a métrica do
espaco de Minkowski e a geometria posteriormente desenvolvida. Esta parte estd em [6] e [15].

Em seguida é explorada a geometria do espaco de Minkowski, estudando as isometrias deste
espaco e as propriedades vetoriais de espagos com uma métrica (forma bilinear simétrica e
nao degenerada) nao positiva definida, como a estrutura causal e o produto vetorial. A partir
disso foram estudadas as curvas e superficies no espaco de Minkowski, fazendo paralelos com a
geometria diferencial cldssica e também como uma introdugao as variedades semi-Riemannianas.
Como principal referéncia para esta parte é [11].

Para complementar o estudo do espago de Minkowski, passa-se ao estudo das variedades semi-
Riemannianas, inicialmente expondo as conexdes, geodésicas e transporte paralelo sem métrica
e posteriormente introduzindo a métrica e com suas particularidades. Como ponto chave da
relatividade geral, a curvatura também compoe esta parte do texto, cobrindo as curvatura de
Ricci e escalar, mas também resultados puramente geométricos, como a condicao da variedade
semi-Riemanniana ser localmente isométrica e também dando as justificativas para as férmulas
de curvatura no espaco de Minkowski. Estas secoes tem como base as referéncias [10] e [14].

Como tépico final foram desenvolvidos os estudos da relatividade geral, algumas motivagoes
para estudar esta teoria é que a relatividade especial falha na presenca de gravidade, sendo
necessario generalizé-la, com a relatividade geral; esta também é uma aplicacao da teoria estu-
dada nas segoes anteriores. O intuito desta parte do trabalho é dar a fundamentagao tedrica e
logica para o desenvolvimento dos principios que governam a relatividade geral. As principais
referéncias sao [6], [13], [15] e [16].

Para total clareza e entendimento deste trabalho iremos pressupor o conhecimento sobre os
seguintes tépicos:

1. Topologia Geral: Este topico foi estudado para ter um melhor conhecimento sobre vari-
edades diferencidveis e seus axiomas, além de obter conhecimento sobre espacos métricos,
normados ou com produto interno de modo a ter um amplo conhecimento sobre a topologia
de R™, o espago base para a teoria de variedades.

2. Variedades Diferenciaveis: Este tdpico é necessario para ter a base necessaria no enten-
dimento da linguagem da geometria diferencial atual, além de varios teoremas e exemplos
que vao ser usados ou desenvolvidos ao longo do texto.

E importante saber principalmente a parte introdutoria de variedades; fungoes diferenciaveis
e particoes da unidade; espago tangente e cotangente; campos de vetores e 1-formas; fibra-
dos vetoriais; teoremas de imersao, submersao e do posto; grupos de Lie, grupos topoldgicos
e agoes destes grupos; fluxos sobre variedades; tensores.
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3. Geometria Diferencial de Curvas e Superficies: Este topico foi estudado paralela-
mente & parte relativa ao espago de Minkowski e suas propriedades, com o fim de estabele-
cer as diferencas basicas entre a geometria diferencial no espaco euclideano e a geometria
diferencial no espaco de Minkowski.

4. Calculo das Variagoes: O foco deste tépico no trabalho é desenvolver ferramentas para
encontrar as geodésicas de maneira mais simples.

5. Equacgoes diferenciais: Este tépico é bastante importante ao longo de todo o texto, pela
necessidade de resolver equagoes diferenciais para descobrir a dinamica dos corpos e para
a geometria dos espacos trabalhados.
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Capitulo 2

Relatividade Especial

As leis de Newton e as leis de Maxwell foram marcos na fisica. A primeira nos forneceu
uma maneira quantitativa de expressar a acao de forcas e aceleragao, como elas interagem entre
si e assim, juntamente com o célculo diferencial e integral, formou a base da fisica por muitos
anos e ainda para diversas aplicagoes é muito utilizada, devido a sua simplicidade, comparada
as alternativas mais precisas, porém muito complicadas, e também pela sua boa precisao nas
escalas de tamanho e velocidade do cotidiano.

As leis de Maxwell foram a compilagdo de um conjunto de leis do eletromagnetismo, ja
conhecidas anteriormente, porém com as devidas correcoes como a de conservagao da carga,
e este conjunto de equacoes estabelece como se comportam a eletricidade e o magnetismo na
presenca de fontes e variacao dos mesmos. Esta corregao foi crucial para a previsao e descricao
das ondas eletromagnéticas.

Outro marco para a fisica foi a relatividade especial. Porém esta teoria foi uma correcao
das duas anteriores, pois as duas teorias eram inconsistentes. Mais precisamente as quatro
afirmativas abaixo sao inconsistentes:

(i) Existem particulas carregadas e aceleradas;

(ii) Particulas carregadas sao fontes de campos eletromagnéticos de acordo com as leis de
Maxwell;

(iii) Particulas carregadas obedecem as leis de Newton;
(iv) A energia é conservada em interagoes de particula e campo.

Das equacoes Maxwell, podemos deduzir que uma particula acelerada emite radiacao e a poténcia
da radiagdo é dada pela férmula de Larmor P = 2¢%a?/3¢? [8], onde a é o médulo da aceleracio,
q é a carga e c é a velocidade da luz. Entao em um intervalo de tempo temos que a energia
emitida pela particula é F,,q > 0. Entao (i) e (ii) implicam esta afirmacao.

Por outro lado pelas leis de Newton W = AK, onde W é o trabalho realizado pelas forgas
externas e K é a energia cinética.

Porém pelo item (iv) temos que W — E,,q = AK, pois devemos descontar a energia emitida
pela radiacdo. Porém como FE,,q # 0 temos uma contradigao.

Para corrigir estes problemas Einstein introduziu a relatividade especial no seu artigo On
the electrodynamics of moving bodies [4].

2.1 Postulados da Relatividade Especial e consequéncias

Os postulados da relatividade especial sao:

1. As leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais;
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2. A velocidade da luz no vacuo é igual a ¢ em todos os referenciais inerciais.

A partir dos postulados podemos deduzir diversas consequéncias fisicas contraintuitivas. Mas
antes é necessario explicar o que é exatamente um referencial inercial.

Um referencial é inercial se o espago é homogéneo e isotrépico e o tempo é homogéneo. Isso
quer dizer o seguinte:

(i) (Espago homogéneo) As leis da fisica neste referencial sdo invariantes por translagao no
espago.

(ii) (Tempo homogéneo) As leis da fisica neste referencial sao invariantes por translagdo no
tempo.

(iii) (Isotropia do espaco) As leis da fisica neste referencial ndo dependem da diregao no espago.

Entao utilizando um pouco de mecanica Lagrangeana, o lagrangeano de uma particula livre
deve ser independente do tempo e da posicdo no espaco. Portanto depende somente de sua
velocidade. Mas pela isotropia do espacgo, o lagrangeano nao depende da direcao da velocidade,
portanto depende do quadrado da norma desta. Nesse caso, teremos, pelas equacoes de Euler-
Lagrange correspondentes, que a velocidade desta particula é constante. Em particular vale a
primeira lei de Newton.

Também podemos concluir que se S e S’ sao referenciais inerciais, entao esses referenciais
tem velocidade relativa constante entre si. De fato, considere um corpo em repouso com relagao
a origem de S e sem a acao de forcas, entao este continuara em repouso com relacao a S, porém
S’ ver4 este corpo com velocidade constante e esta também sera a velocidade de S visto a partir
de 5.

2.2 Dilatacao do tempo

Considere referenciais S e S’, de modo que S’ tem uma velocidade v na direcao = positiva,
em relagdo a S, e o seguinte experimento:

Uma pessoa na origem do referencial S’ emite um feixe de luz na direcao de um espelho que
se encontra perpendicular ao eixo y, em uma direcao em que o feixe retorna & origem depois
refletir no espelho, ou seja, a pessoa observa que a luz descreve uma reta, como na Figura 2.1.

% 5’

Y 1

Figura 2.1:

Temos que a distancia d do espelho até a origem é

At = 2d (2.1)
C
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onde At’ é o intervalo de tempo medido por S’.

Por outro lado um observador em S, observa o feixe partir e, apds o intervalo de tempo At
entre a emissao e o retorno do feixe & origem de S’, observa o deslocamento vAt, ou de modo
mais simplificado, o feixe descreve um triangulo isésceles de base vAt e lados ¢, como mostrado
na Figura 2.2.

Y S

Observando que a distancia da origem de S’ ao espelho e utilizando o teorema de Pitdgoras,

temos que
At 2
0= |d?+ <1)2t> .

2
A= 2 d2+<”§t> . (2.2)

Utilizando as equagoes (2.1) e (2.2) obtemos

2 At 2 At 2 4 (A2 + v2At2
At:\/<c t) +<H) :>At2:—2(c +vPAr)
C

Assim temos

c 2 2 4
= (2 —v?)At? = AAL? (2.3)
At/
Nere
Nota-se entao que o tempo se dilata para referenciais onde nao ocorre a emissao e recepgao no
mesmo ponto do referencial. Esse fenémeno chamamos de dilatagao do tempo.

Devido a esse fato chamamos os o intervalo de tempo entre dois eventos observados num
referencial onde ocorrem na mesma coordenada de intervalo de tempo préprio.

= At =

2.3 Contracao do espaco

Imagine dois referenciais S e S’ onde S’ tem uma velocidade v na direcao de z positivo,
em relacao a S. Considere também uma régua, no eixo x, que estd em repouso com relagdo ao
referencial S’ e tem comprimento ¢ nesse referencial e £ em S.

Seja At intervalo de tempo em que a origem de S’ passa por cada uma das extremidades da
régua em S e At’ o correspondente para S’. Entao:

(=vAt el =vAl. (2.4)
Disso temos que:
€M
oA
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Note que o intervalo At’ é um intervalo de tempo préprio e disso:

¢ At 1 y v2
_——— = — = 1 _ 2'
NNy = l=4H1-5 (2.5)

Observe que o comprimento da régua medido em repouso é sempre maior que qualquer outro
referencial. Esse fenomeno chamamos de contragao do espago.

Devido a esse fato costumamos diferenciar o comprimento medido em repouso, e chamamos
de comprimento préprio.

2.4 Transformacao de Lorentz em uma dimensao espacial

Agora podemos deduzir as transformagoes de Lorentz, que é basicamente a mudanca de
coordenadas cartesianas em referenciais inerciais.

Considere dois referenciais inerciais S e S’, onde S’ tem uma velocidade v na direcao de x
positivo, e as origens coincidem em ¢’ = ¢t = 0. Considere também um evento que ocorre nas
coordenadas (z,t) em S e (2/,¢') em S’. Note que nesse instante o refencial S’ se deslocou vt
da origem de S. Também observe que 2’ é um comprimento préprio em S’, entao em S esse
comprimento é contraido pelo fator /1 —v?/c2. Disso temos:

— vt
z=vt+a'y\/1 é:n-i (2.6)
V1—v2/c?

Pelo principio da relatividade, ou seja, que as leis da fisicas sao invariantes por mudanca de
referencial, teremos que a mesma lei de mudanca de coordenadas vale para S’, exceto pela
orientagao da velocidade, pois nesse caso S’ observa S com velocidade —v, na diregao x positiva

de S’. Entao:
x’:—vt'+$\/1—f (2.7)
c? '

Utilizando as equagoes (2.6) e (2.7) obtemos

po (tovr/) (2.8)

T Vo2

Podemos fazer uma comparacao das mudancas de referencial inercial com uma dimensao onde as
origens coincidem em tempo t = t' = 0, ou seja, das transformacoes de Lorentz da relatividade
especial e as transformacgoes de Galileu da mecanica classica, que sao as seguintes:

, xr — vt
Tr =

1 — 02/c2 I — o —
(Lorentz) L—v¥/e (Galileu) {x t/x vt

2
,_ t—wvz/c
V1—2v2/c?

As transformagoes de Lorentz, diferentemente das transformacoes de Galileu, sdo nao lineares
em v.

Outro detalhe que podemos perceber é a simultaneidade de eventos. Com as transformagoes
de Galileu temos que At = 0 & At' = 0 independente do referencial, portanto, na mecanica
cléssica, se dois eventos sao simultaneos em um referencial inercial entao sao em qualquer refe-
rencial inercial. Porém na relatividade especial tomando eventos simultaneos em S, ou seja, tais
que At = 0, que porém ocorrem em coordenadas diferentes, entao Az # 0. Isto, implicard que
At' # 0 pelas transformacgoes de Lorentz. E portanto eventos simultdneos em um referencial
podem néo o ser em outro.
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Por 1dltimo, um dos principais motivos pelo qual ¢é dificil observar os efeitos da relatividade
especial é as escalas que estamos acostumados no cotidiano. Mais precisamente, as velocidades
e distancias que medimos sao em geral muito menores que a velocidade da luz, neste caso
teremos |v] /c < 1 e |vx|/c® < 1. Neste caso, utilizando a expansio de Taylor em v/c nas
transformacoes de Lorentz, percebemos que estas se aproximam das transformacoes de Galileu,
entdo nessas escalas nao é possivel perceber os efeitos das transformacoes de Lorentz.

2.5 Soma de velocidades na relatividade especial em uma di-
mensao

Considere dois referenciais S e S’, onde S’ tem uma velocidade v na dire¢ao de x positivo,
e as origens coincidem em t' =t = 0. Considere um objeto A com velocidade uniforme v4 em
relacdo ao referencial S. Considere to > t1 e (x1,t1), (z2,t2) as coordenadas do objeto A nos
respectivos instantes. Pelas transformagoes de Lorentz, temos que:

ry — 2y = (72 — 1) —v(t2 — 1))

th =1 =7<(t2—t1)_“<$20;’”1)>

Note que como o movimento é uniforme, segue que as velocidades v4 e v/ do objeto A nos

xo —x1  xh—af

to—t1  th—t)’

referenciais S e S’ é dada por respectivamente, e portanto:

i S
. S T P
t2_t1 1_3‘%2 T 1_i
2ty —t c?

2.6 Invariancia do intervalo de espaco-tempo e a geometria

Vamos denotar eventos no espaco tempo como vetores em R* onde as trés primeiras coorde-
nadas denotam os espaco e a restante denota o ¢ vezes o tempo, ou seja, se um evento A tem
coordenadas espaciais (x,y, z) e ocorre no instante ¢t de um referencial inercial, entdao denotamos
A = (x,y,2,ct). Além disso definimos um produto entre dois eventos X = (z!, 22,23 2%) e
Y = (vh 9%, 93,91 como g(X,Y) = X - Y = zly! + 22y? + 2393 — 2%y*, e este produto terd
significado que sera explicado a seguir.

Considere dois eventos A = (z1,y1, 21, ct1) € B = (x2,y2, 22, cta) em um referencial S. Defi-

nimos o intervalo de espaco-tempo I dos eventos A e B com sendo
I=—ta—t1)*+ (m2—21)° + (Y2 — 1) + (22 — 21)°.

Uma implicacao do segundo postulado da relatividade especial é que I é invariante por mudanca
de referenciais inerciais. Vamos mostrar que para o caso em que as coordenadas y e z dos
referenciais estao fixas, ou seja, um movimento unidimensional.

Suponha que A = (z1,ct1) e B = (x2,cty) em um referencial S e que A’ = (z,ct)) e
B’ = (af, ct)) os eventos correspondentes em um referencial S’. Suponhamos inicialmente os
intervalos I de Ae Be I' de A’ e B’ e que S’ tem velocidade v na direcao z positiva, em relacao
as.

Podemos aplicar uma transformacao de Lorentz de modo a obter I’ com relacao aos eventos
A e B. Pondo At =t —t}, At =ty — t1, Az’ = 2}, — 2| e Ax = z9 — x1, temos

I' = —PAt? + Az
A 2
= —22AL + 2y*0AtAx — 72% +72Az? — 2920 AtAz + VAP
C
= —PAP + Az? =1
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Logo em uma dimensao, & menos de translagdo no espago e no tempo (um referencial
inercial sob estas transformacoes ainda serd inercial e também nao variam o intervalo de espago-
tempo), teremos:

2° postulado = Transformagoes de Lorentz = Invariancia do intervalo de espago-tempo.

O caso em maiores dimensoes dessa implicagao serd descrito no proximo parédgrafo.

O caso particular em que I = 0 para todos os referenciais inerciais implica o segundo pos-
tulado da relatividade especial. De fato, suponha A e B como no inicio do paragrafo, e por
simplicidade suponha to > t1, se I = 0, entdao podemos considerar um feixe de luz emitido das
coordenadas de A na direcao das coordenadas de B, teremos entdo que apds um intervalo de
tempo t9 — t1 a distancia percorrida pelo feixe em qualquer refencial é:

\/(:m —21)2 4+ (y2 —y1)? + (22 — 21)?

P (t2—t1) = V(w2 — 1) + (y2 — )% + (22 — 21)?
2 1

= c(te — 1)

Portanto em qualquer referencial teremos que a velocidade da luz é ¢. Entao sempre temos:

Invariancia do intervalo de espago-tempo = 2° postulado.

2.7 Transformacoes de Lorentz gerais

Vamos deduzir uma forma das transformacgoes de Lorentz no caso plano recaindo no caso
unidimensional, porém pode ser utilizada no caso espacial compondo rotagoes. Um fato que
iremos utilizar é que rotacionando um referencial inercial por um angulo fixo, temos que este
novo referencial é inercial.

Considere os referénciais S e S’, onde S’ se move com velocidade v que forma um angulo 6
com o eixo x de S, isto é, v = (vcosf,vsinf), além disso S e S’ coincidem em ¢t =t = 0.

Vamos considerar S” e S” tais que S” é a rotagao de S em um angulo 6 e S” é a rotagao
de S’ em um angulo 0, como ilustrado na figura a seguir:

S//l

Em coordenadas teremos:

{x’ = 12" cosf — y" sin 6 o {m"zxcos@—i—ysin@

y' =y" cosf + z'" sin b Yy’ =ycosf — xsinf

Note que S” e S tem o eixo x paralelo & v e nesse caso S” se move com velocidade de norma
v na direcao x de S” e assim temos a configuragao para a qual deduzimos as tranformacoes de
Lorentz. Assim aplicando a tranformacao de Lorentz correspondente temos:

x/// — ’y(x" o Ut//)
751// — v(t” o vx///02)
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Utilizando essas transformacoes (t” =t e t"" = t’ se deve & invariancia do intervalo de espago-
tempo), obtemos:
' =x+ (y—1)(zcos + ysinb) cos — vt cos O
y =24 (y—1)(xcosb + ysinf)sinh — vtsin
t' = y(t — v(zcosd + ysin)/c?)

Ou em notagao vetorial, denotando (-, -) o produto interno euclideano nas coordenadas espaciais,
temos:

(r,v)
(v, v)

t':’y(t— <rC,2v>>

Neste caso, como a rotagao nao varia o intervalo de espago-tempo, e as transformagdes de Lorentz
unidimensionais foram obtidas pelo segundo postulado, que é consequéncia da invariancia do

r'=r+(y-1) v — vt

intervalo de espaco-tempo, temos que :
Invariancia do intervalo de espaco-tempo = Transformacoes de Lorentz Gerais.

Ainda denotando r =r| +r; a decomposicio em componentes paralela e ortogonal a v
temos que

r' =1, +Ar) — vt

t’:’y(t— <r;2v>>

Teremos que
I/ — _Czt/Q + <I‘/,I‘/>
2 ({r,v))?

= 2P 4 292t (r,v) — 2

+(rp,r;)+ ’)’2 <I’H,I‘||> — 2"}/2t <I‘||,V> + ’yth (v,v)
=4 (er) =1

Como iremos ver no capitulo de isometrias do espago de Minkowski, teremos que composicao
de Transformagoes de Lorentz em uma dimensao, rotagoes espaciais, e translagoes no espago-
tempo levam referenciais inerciais em referenciais inerciais e preservam o intervalo de espaco-
tempo. Além disso, dados dois referenciais inerciais, teremos que eles tem velocidade relativa,
entao a menos de translagao e rotacao, podemos recair no caso considerado no inicio do paragrafo.

Em resumo, fixado um referencial inercial, podemos obter as coordenadas de qualquer outro
referencial inercial utilizando tranformagoes de Lorentz+rotacoes+translagoes, e além
disso isso estas tranformacoes preservam o intervalo de espaco-tempo.

Assim teremos o seguinte:

2° postulado = Transformagoes de Lorentz + Rotagoes + Translagoes
= Invariancia do intervalo de espaco-tempo

Portanto:

2° postulado < Invariancia do intervalo de espaco-tempo < Transformacgoes de Lorentz +
Rotagoes + Translagoes.

Assim a relatividade especial pode ser modelada com uma geometria onde o espaco é R* e a
métrica g é dada por g(u,v) = u-v. Assim as mudangas de referenciais inerciais sdo isometrias
com relacio & essa métrica. Chamaremos R* com esta métrica de espaco de Minkowski.
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Outra interpretacao do intervalo de espaco tempo é que a partir dele podemos medir o tempo
préprio e o comprimento préprio. Considere dois eventos u = (u!, u?, u3,ut) e v = (v1,v2 v3, %),
assim se u—v é tal que (u—v)-(u—v) > 0 ent@o o comprimento préprio entre estes dois eventos
pode ser medido por \/(u — v) - (u — v).

De fato, considerando um referencial inercial onde os dois eventos correspondentes a u e v
nesse referencial, v’ e v', sdo simultaneos, isto é, u"* = v* (isso sempre é possivel desde que
(u—wv)- (u—wv) > 0, utilizando as isometrias do espago de Minkowski que sdo mudangas de
referenciais inerciais), assim (u’ —v') - (u/ —v’) é 0 quadrado do comprimento préprio, por outro
lado (v — ') - (u/ — ") = (u—v) - (u—v) e assim fica demonstrado.

Do mesmo modo, se (u—v) - (u—wv) < 0, entdo o intervalo de tempo préprio entre estes dois
eventos ¢ dado por \/—(u —v) - (u —v)/c.

2.8 Inconsisténcia da Relatividade?

Mostramos que se temos dois referenciais S e S’ com uma velocidade relativa v na direcao
do eixo z e tempo 0 quando as origens coincidem, entao S mede que o tempo em S’ passa mais
lentamente que em S, mais precisamente, se tivermos um reldgio em repouso com relagao ao
referencial S’ que mede um intervalo de tempo At’, entao este é um intervalo de tempo préprio
com relacao a S’, logo o intervalo de tempo At decorrido é maior que At’.

Teriamos entao que S’ mede o tempo passando mais rdpido em S que em S’? Isso é falso,
pois pelo primeiro postulado da relatividade nao ha um referencial preferido, logo poderiamos
ter feito o mesmo experimento com S’ medindo os relégios e notariamos que este referencial
mede que o tempo em S passa mais lentamente que em S’.

Mas a pergunta é por que isso acontece? A resposta é bastante simples, visto que estamos
medindo dois pares de eventos diferentes, uma vez que o primeiro par de eventos é quando o
relégio de S’ comeca a contar o tempo e quando ele para de contar o tempo, que em coordenadas
do espago-tempo sao A = (0,0,0,0) e B = (0,0,0,ct’) em S’, respectivamente, porém o outro
par de eventos é quando o reldgio de S comega a contar o tempo e quando ele para de contar o
tempo, que em coordenadas do espago-tempo sao C' = (0,0,0,0) e D = (—~vt,0,0,cyt) em S’,
respectivamente, como prevé as transformacgoes de Lorentz.

2.9 Cinematica-Momento-Energia

Considere um referencial inercial S' e uma particula com coordenadas X (t) = (z(t), y(t), 2(t), ct)
em cada instante. Definimos quadrivelocidade desta particula em um instante ¢ como sendo a
derivada da posi¢ao no espaco-tempo com relacao ao tempo proéprio correspondente 7. Mais
precisamente, considerando um referencial S’ que estd em repouso com relacao a particula no
instante t, considere o limite

o X(t+h) - X()
U = by =@

onde 7(t) é o instante correspondente em S’ para cada instante ¢ em S. Portanto

_dX  dX dt
Cdr dt dr’
Como S’ e a particula tem a mesma velocidade espacial v = (v!,v2, v3) no instante ¢ e referencial

S temos que a quadrivelocidade é
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no instante ¢, onde y(v) = 1/4/1—||v]|* /¢ e ||-|| é a norma euclideana. Do mesmo modo
definimos quadriaceleragdo como sendo:

aUu
dr’

Além disso, a massa e a energia sdo duas manifestacées de uma tnica quantidade fisica. A
relacdo entre massa e energia de uma particula com velocidade v é dada por E = y(v)mc?, onde
m é a massa da particula medida em repouso.

Como indicio experimental que a massa e a energia sao equivalentes é a fusdo nuclear que
acontece no Sol onde basicamente pela forca gravitacional alta funde-se atomos de hidrogénio
transformando-os em atomos instdveis, assim para estabilizar o 4tomo parte da massa liberada
é transformada em energia que é emitida na forma de ondas eletromagnéticas que chegam na
Terra.

Podemos dividir a energia relativistica em energia proveniente da massa e energia cinética,
assim a energia da massa e a energia cinética como sendo

A=

Ep=mc? e K =mc*(y(v) — 1),

respectivamente. Utilizando a expansdo de Taylor para y(v) = 1/4/1 — ||v||* /¢2 podemos con-

cluir que para |v| < ¢ teremos que K serda aproximada por m |[v]|? /2 a menos de termos na
ordem de (||v]| /c)*. Entdo neste limite a aproximacdo é valida e assim recuperamos a energia
cinética da formulacao Newtoniana.

Também definimos o quadrimomento dessa particula como sendo P = mU = m~y(v)(v,c) =
(mvy(v), mey(v)) = (mvy(v), E/c) = (p, E/c), definindo o momento linear relativistico como
p = mvy(v). Além disso

2
P-P=m*U -U)=m?()([o]* - ) = —m?c(y(v)) (1 - ) = —m*c”.

C

Portanto
E? >
22 iN2 2 2 4 i )2
—m“c :—C—2+Z(pl) = E"=m"c +Z(plc) . (2.9)
i=1 i=1
Além disso temos também que o quadrimomento é conservado. Para ser mais preciso consi-
dere n particulas sem acao de forgas externas e cada uma tem quadrimomento P;. Entao

P:iPZ-
=1

nao varia no tempo, ou seja,

dP
dr
Estas leis sao também postulados da relatividade especial, e assim como os outros postulados,
estas podem ser comprovadas experimentalmente.
Como uma particula com massa nao pode atingir a velocidade da luz, o que demandaria
uma energia infinita para acelerar até tal velocidade, teremos que X - X < 0 em todo instante.
Assim podemos definir o intervalo de tempo préprio entre os instantes tg e t; da trajetéria da

particula como sendo:
tl . .
V=X Xdt.

Esta é a forma infinitesimal do intervalo de tempo proprio entre dois eventos quaisquer u e v,
que é dado por:

=0.

c

f\/ (u—v) - (u—0).
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Como o intervalo de espaco-tempo entre dois eventos é o intervalo de tempo medido por um
referencial inercial que observa os dois eventos na mesma coordenada espacial, portanto somente
as coordenadas do tempo em que os eventos ocorrem podem ser distintas. Utilizando a mesma
ideia para o intervalo de tempo préprio de uma trajetoria, podemos observar que AT correspon-
dente para o intervalo de tempo At pode ser aproximado por vV —X - XAt, para At = t — t,
suficientemente pequeno. Passando as somas de Riemann e ao limite, obtemos a integral do in-
tervalo de tempo préprio. Entao por essas observagoes, podemos ver, ao menos intuitivamente,
que o intervalo de tempo préprio de uma trajetoria mede o intervalo de tempo de um
relégio ao longo dessa trajetoria.

De modo andlogo dada uma curva X ¢ tal que X - X > 0, podemos definir o comprimento
préprio dessa curva em ug € up, onde u é o parametro da trajetéria, como sendo:

f:/ulx/X.Xdu.
uo

2.10 Fotons

Um féton é a menor quantidade de luz (onda eletromagnética) possivel. Um f6ton nao possui
massa. Entao fixado um referencial inercial, se AX é a variacdo da posi¢do no espaco-tempo
de um féton neste referencial, entdo AX - AX = 0. Logo —c?A7 = AX - AX = 0. Assim o
intervalo de tempo préprio correspondente para uma variagao de posicao no espaco-tempo de
um féton é nulo, assim nao podemos definir quadrivelocidade neste caso.

Mesmo assim o quadrimomento é dado por P = (p',p? p3 E/c) onde o momento linear
relativistico p = (p', p?,p?) tem a mesma direcio do deslocamento do féton e satisfaz (2.9).
Como m = 0 nesse caso, podemos reescrever (2.9) da seguinte maneira:

3

E? =7 (p'e).

i=1

Pela fisica quantica teremos que ¥ = hf onde h é a constante de Planck e f é a frequéncia da
onda emitida através do féton.
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Capitulo 3

Espaco de Minkowski

Agora vamos explorar uma parte da geometria dada pela métrica do espaco de Minkowski e
faremos andlogos a geometria diferencial classica.

3.1 Classificagcao de subespacos e primeiros resultados

Dada uma lista de vetores vy, vy, ...,v,, denotaremos por span (vy,vs,...,U,) O conjunto
gerado por estes vetores.

Chamaremos R*! de espaco de Minkowski de dimensdo 3 com R*! = (R3,g) onde g é a
métrica g(u,v) = ujv) + ugve — uzv3.

Além disso podemos generalizar o espago de Minkowski de dimensao n > 2, denotado por

n—1
R 11 como R™ com a métrica u - v = g(u,v) = E U;V; — UpUp.
=1
Definicao 3.1.1. Seja W C R%*! um subespaco vetorial. Entdo chamaremos de carater cau-

sal a classificacao deste subespaco quanto a degenerdncia, nao-degenerancia e positividade da
métrica neste subespago, que sao as seguintes:

(i) W é tipo-espago se g é positiva definida em W;

(ii) W é tipo-tempo se g é nao degenerado em W e de indice 1 (indice de uma métrica é a
maior dimensao entre os subespagos negativos definidos, ou ainda, nimero de autovalores
negativos da matriz de g em W)

(iii) W é tipo-luz se g é degenerada em W.

Dado um subespaco afim W C R?*! da forma W = p + U, entdo ainda podemos classificar W
quanto ao carater causal, e W terd um carater causal se o subespaco U tem o mesmo carater
causal.

Além disso dizemos que um vetor v € R*! é tipo-espaco (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se
g(v,v) >0 ouwv =0 (resp. g(v,v) <0, g(v,v) =0e v #0).

Exemplo 3.1.2. Vamos listar alguns exemplos:
1. e] e eg sao vetores tipo-espago e e3 é tipo-tempo, enquanto que e; + ez é tipo-luz.
2. span (e, e2) é tipo-espaco, pois é isométrico a R? com o produto interno euclideano.
3. span (eg, e3) é tipo-tempo, pois é isométrico a R,
4. span (eq, e3 + e3) é tipo-luz. De fato, ea+e3 # 0, mas g(ea+e3,e1) = g(ea+e3,ea+e€3) =0

e disso g(ea + e3,z) = 0, para cada x € span (e1, es + e3).
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5. Um espaco gerado por dois vetores tipo-espago nao é necessariamente tipo-espago. Um
exemplo é o espago span (eq, e; + e2 + e3) que é tipo-luz.

6. Sejam W C U com W, U subespacos. Se U é tipo-espaco, entao W é tipo-espago. De fato,
se U é tipo-espago, entdo dado = € U com x # 0, temos g(x,z) > 0. Em particular, dado
x € W, com x # 0, teremos g(z,x) > 0 e portanto W é tipo-espago.

Definicao 3.1.3. Definimos a norma do vetor u na métrica g como sendo +/|g(u,u)| e serd
denotada por |u].

Chamaremos de cone de luz o conjunto de todos os vetores tipo-luz, ou seja, C = {(z1, z2,z3) €
R*1| 23 + 22 — 23 = 0 e (21, 22,73) # 0}. Também denotaremos o conjunto dos vetores tipo-
tempo T = {(z1,22,73) € R*!| 2% + 2% — 23 < 0}.

Sendo V' um espago vetorial com uma métrica b, isto é, b é uma forma bilinear simétrica
nio degenerada em V, e W C V um subespago vetorial, definimos W+ = {v € V| b(u,v) = 0}.
Assim podemos enunciar alguns resultados elementares de espacgos vetoriais com uma métrica.

Lema 3.1.4. Seja V um espaco vetorial e b : V x V' — R uma forma bilinear simétrica e nao
degenerada, que chamamos de métrica, em V. Entao:

1. Se W C V é um subespaco, entdo dim W + dim W+ = dim V.
2. Se W C V é um subespaco, entdo (W4)+ =W.

3. Se W C V é um subespaco nao degenerado se, e somente se, WNW~+ = {0}. Em particular,
W é ndo degenerado se, e somente se, W é nao degenerado.

4. Sejam W, U C V subespacos. Entdo W C U se, e somente se, U+ C W,

5. Existe uma base ortonormal {vi,...,v,} de V, i. e., b(v;,vj) = d;5¢;, onde e; = £1. Este
é um caso especial do lei de inércia de Sylvester.

Demonstracao.

1. Como b é nio degenerada, temos que b: V — V* onde b(u)(v) = b(u,v) é um isomorfismo.
Entao b define um isomorfismo de W+ em W¢, o anulador de W. De fato, se u € W+,
entdo b(u)(v) = b(u,v) = 0 para todo v € W, disso b(W+) C W°. Seja p € W° entdo
existe u € V tal que b(u) = ¢, vamos mostrar que u € W+. Com efeito, para qualquer
v € W temos que b(u,v) = b(u)(v) = ¢(v) = 0 logo u € W. Assim b(W+) = W°. Temos
que b restrito a W é injetivo, entdo existe isomorfismo de W+ em W°.

Portanto dim W + dim W+ = dim W + dim W° = dim V.
2. Temos que W C (W)t e dim W = dim(W+)+ temos (W+)+ = W.

3. Suponha que W é nao degenerado, entdo dado u € W com u € W, logo b(u,v) = 0 para
todo v € W e por b nao ser degenerada em W temos u = 0. Reciprocamente, suponha que
WNW+ = {0}, entdo seja u € W tal que b(u,v) = 0 para todo v € W, entdo u € WNW+,
disso u = 0 e portanto b é nao degenerada em W.

Temos que W é ndo degenerada se, e somente se, W N W+ =W+ n (W)+ = {0}, o que
ocorre se, e somente se, W+ é niao degenerado.

4. Suponha que W C U, entdo dado u € U*, temos que b(u,v) = 0, para todo v € U. Em
particular, b(u,v) = 0 para todo v € W, disso u € W.
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5. Inducdo em n = dim V: Seja n = 1, entao como b é nao degenerada, existe v € V tal que
b(v,v) # 0. Entao definindo v; = v/+/|b(v,v)| teremos uma base ortonormal de V.

Suponha que a afirmagao vale para qualquer espago de dimensao n e seja dimV =n + 1.
Entao como b é nao degenerada, existe v; € V vetor tal que b(vi,v1) = +1. Considere
W = span (v1), segue que dim W+ = n e como b(vy,v1) # 0 segue que W N W+ = {0}.
Portanto existe uma base ortonormal {va,...,v,41} para W, e como W N W+ = {0}
temos que {vi,v2,...,vy4+1} é uma base ortonormal de V.

Observagao 3.1.5. Lembre-se que dado um subespaco de V., W C V o seu anulado é o conjunto
W ={peV* Vo e W, ¢(x) =0}, onde V* é o espaco dual de V.

Numa base ortonormal, vy, ..., v, teremos b(v;,v;) = d;5¢;, onde €; = g(vj,v;). E conveni-
ente ordenar a base de modo que os primeiros ¢; sejam positivos, e assim, teremos (e1,...,&p)
a assinatura da métrica b. Além disso dado um vetor v € V, temos que v = ) £;b(v, v;)v;.

Proposicao 3.1.6. No espaco R%>! vale as seguintes afirmacoes:

1. Seja v € R*>! nao nulo. Entdo v é tipo-tempo se, e somente se, span (v)L é tipo-espaco.
Do mesmo modo v é tipo-espago se, e somente se, span (v)L é tipo-tempo. Em ambos os
casos temos R2! = span (v) @& span (v)"

2. Seja W C R>! um subespaco. Entdo W é tipo-luz se, e somente se, W= é tipo-luz.

3. Seja W C R?! um subespaco. Entao W é tipo-tempo se, e somente se, W é tipo-espaco.

4. Seja U C R>! um subespaco. Entao U é tipo-espaco se, e somente se, UL é tipo-tempo.
Demonstracao.

1. Vamos mostrar somente a primeira afirmacao. Temos, pelo lema 3.1.4, que dim span (v>L =
2 para qualquer v # 0. Se v é tipo-tempo, entdao span (v) N span (v)L = {0}, logo R*! =
span (v)@span (v) (analisando a dimensio) e span (v)™ é nio degenerado, pelo lema 3.1.4.
Podemos escolher {v1,v2} uma base ortonormal de span (v)™ com relacio a g\span<v>L.

Desse modo {v1,vs,v} diagonaliza g, e como indice de g é 1, devemos ter g(vi,v1) =

g(v2,v2) = 1, logo span (v)™ é tipo-espaco.

Reciprocamente se span <v>J‘ é tipo-espaco, entdo de modo andlogo temos que R*! =
span (v) @ span <v>L e logo devemos ter g(v,v) < 0, pois caso contrario g seria positivo
definido. Portanto v é tipo-tempo.

2. Segue do lema 3.1.4.

3. Suponha que W ¢é tipo-tempo, entdo existe um vetor v € W tipo-tempo, logo span (v)L

é tipo-espaco e W= C span (v)L, logo W é tipo-espaco, pois é subespaco de um espaco
vetorial tipo-espago.
Reciprocamente, supondo que W= é tipo-tempo e como W é degenerado se, e somente se,
W+ é degenerado, teremos que W nao é tipo-luz (degenerado). Assim teremos que W é
tipo-tempo ou tipo-espago. Se W fosse tipo-espaco, entao ¢ seria positiva definida, uma
contradi¢ao. Portanto W é tipo-tempo.

4. Basta tomar W = U+ no item anterior.

Proposicao 3.1.7. Sao validas as seguintes afirmagoes:
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1. Sejam u e v vetores tipo-luz. Entao {u,v} é um conjunto dependente se, e somente se,
g(u,v) =0

2. Se u e v sdo vetores tipo-tempo ou tipo-luz com g¢(u,v) = 0, entao sdo ambos tipo-luz.
3. Se W é um subespago tipo-luz, entao dim(W N WJ-) =1.
Demonstracgao.

1. Se {u, v} é linearmente dependente, entao podemos supor u = awv e disso g(u,v) = 0. Reci-
procamente, suponha que g(u,v) = 0. Considerando a decomposicdo R*! = span <63>L <)
span (ez) e, como u e v sao tipo-luz, ndo pertencem ao espago span <63>L que é tipo-espago.
Entao suponha que u =z + e e v = y + e3. Assim devemos ter:

g(x,x) +2g(x,e3) =1 =0
g(v,v) = g(y,y) +29(y,e3) —1=0
g(z,y) +g(z,e3) +g(y,e3) —1=0

Q
—
£
<
S—
I

Portanto g(x,z) + g(y,y) — 29(z,y) = 0 e disso g(z — y,z — y) = 0. Como span <€3>J_ é
tipo-espago, temos que x = y = u = v. No caso geral em que u = = + aeg e v = y + fes,
devemos ter a # 0 e 8 # 0, disso u/a = v/ e assim {u, v} é linearmente dependente.

2. Suponha, por contradigao, que u e v vetores nao sao ambos tipo-luz, entao podemos supor
que u é tipo-tempo, logo span <u>L é tipo-espago, entao sendo span <u>L tipo-espagco, temos
que v ¢ span <u>l e disso g(u,v) # 0, uma contradigao. Portanto u e v sdo ambos tipo-luz.

3. Suponha que z,y € WNW=, entdo 2 +y € WNW edisso 0 = gz +y,z +y) =
g(z,x) + 2g9(x,y) + 9(y,y) = 2g9(x,y). Pelo item 1, z e y sao linearmente dependentes,
entdo dim(W N Wl) < 1. Além disso, como W é um subespaco degenerado, temos
W N W+ #£ {0}, segue o resultado.

Proposicao 3.1.8. Seja W C R*! um subespaco de dimensao 2. Entdo as seguintes afirmacoes
sao equivalentes:

1. W é um subespaco tipo-tempo.
2. Existem dois vetores tipo-luz linearmente independentes em W.
3. W contém um vetor tipo-tempo.

Demonstracao.

1. = 2. Seja W tipo-tempo e {v1,v2} uma base ortonormal de W. Entao g(vi + ve,v; + v2) =
g(v1 — vg,v1 — v2) = 0. Além disso v1 + v2 e v1 — v sdo linearmente independentes.

2. = 3. Sejam u e v vetores tipo-luz linearmente independentes, entao g(u,v) # 0. Além disso
g(u £ v,u£v) = +2¢(u,v). Assim g(u,v) < 0 ou —g(u,v) < 0 e disso u+v ouu —v é
tipo-tempo.

3.= 1. Se W contém o vetor tipo-tempo v, entdo span (v)= D> W= e span (v)" ¢ tipo-espaco, e
portanto W+ é tipo-espaco e disso W é tipo-tempo.

Proposicao 3.1.9. Seja W C R?! um subespaco. Entdo as seguintes afirmacdes sao equivalen-
tes:
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1. W é um subespaco tipo-luz.

2. Existe um vetor tipo-luz, mas nenhum vetor tipo-tempo em W.

3. WNC = L-{0} onde L é um subespaco tipo-luz de dimensao 1.
Demonstracao.

.= 2. Como g é degenerado em W segue que existe um vetor tipo-luz em W. Por outro lado,
pela proposicao anterior, se existisse um vetor tipo-tempo em W, entao W seria um espago
tipo-tempo, o que nao ocorre, assim nao possui vetores tipo-tempo.

. = 3. Temos que existe v € W NC. Além disso dado u € W NC, temos que {u,v} nao pode
ser linearmente independente, senao haveria um vetor tipo-tempo em W, ainda pela pro-
posigao anterior. Disso, u = av, para algum a # 0. Assim, pondo L = span (v), temos o
resultado.

.= 1. Como W contém um subespago tipo-luz, temos que W nao é tipo-espago. Como o su-
bespaco tipo-luz tem dimensao 1, pela proposi¢cao anterior, W nao é tipo-tempo. Portanto
W ¢ tipo-luz.

Proposicao 3.1.10. Seja P : ax + bxry + cxs = 0 um plano. Entao P é tipo-espaco (resp. tipo-
tempo, tipo-luz) se, e somente se, o vetor normal n = (a, b, —c) é tipo-tempo (resp. tipo-espago,
tipo-luz).

Demonstragao. Temos que x = (x1,x2,x3) € P se, e somente se, g(x,n) = axy + bxg + cxz = 0.
Logo P = span <n)L, disso segue o resultado. [ |

Proposicao 3.1.11. Sejam u1,us € R>! com u; tipo-espaco e ug tipo-luz ortogonais. Entdo
existe tinico uz € R?! tipo-luz com g(us,u1) = 0 e g(us,ug) = 1.

Demonstrac¢do. Temos que W = span (u1) é um subespaco tipo-espaco. Segue que W= é tipo-
tempo. Logo existe ug € W+ com ug tipo-luz tal que {ug,us} é linearmente independente,
pois vale a proposicao 3.1.8 e W é tipo-tempo de dimensdo 2. Como {us,u3} ¢é linearmente
independente e ug,us sao tipo-luz temos que g(ua,us) # 0. Pela bilinearidade de g, podemos
supor que g(ug,u3) = 1, & menos de um miltiplo escalar. Ent@o ug com essas propriedades
existe.

Suponha que u3 satisfaz as mesmas condicoes que ug. Entao temos 13 = ajui + agus + agus,
e disso 0 = g(us,u1) = a1, 1 = g(us, uz) = ag, g(us,uz) = az. Temos que u3 = g(us, u3)ug + us
e disso 0 = g(us, u3) = 2g(us,us) e disso g(us,us) = 0 e portanto 3z = us. |

Seja (u1,u2,u3) base tal que u; é tipo-espago unitario e ug, ug vetores tipo-luz ortogonais a
w1 com g(ug,uz) = 1. Chamamos esta base de base nula.

3.2 Cones temporais

Lembrando que T é o conjunto de todos os vetores tipo-tempo. Vamos definir uma relagao
de equivaléncia em 7 dada por:
u~veg(u,v) <O0.

Como ~ esta definida no conjunto 7T, temos que é reflexiva e pela simetria de g, segue que ~ é
simétrica também.

Sejam u,v,w € T e suponha que u ~ v e v ~ w. Considerando R*! = span (v)J‘ @ span (v),
teremos nessa decomposigao u =z + av e w = y + fv. Segue que g(u,v) = ag(v,v) = a>0e
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do mesmo modo 8 > 0. De g(u,u) = g(z,x) + a?g(v,v) < 0 temos que « |v| > |z| e de modo
andlogo (3 |v| > |y|. Considerando g(u,w) = g(z,y) + aBg(v,v), como span <v>l é tipo-espaco,
segue que g(z,y) < |g(x,y)| < |z|- Jy| < af|v]* = —aBg(v,v) e disso g(u,w) < 0. Portanto ~ é
transitiva.

Dado u € R?!, definimos entéo

C(u) ={veT|g(uv) <0}

como sendo o cone temporal de R*! que contém u. Estas sdo as classes de equivaléncia de ~.
Assim dados dois cones C(u) e C(v), temos C(u) = C(v) ou C(u) N C(v) = 2.

Sejam u e v vetores tipo-tempo, temos que span (u)~ é tipo-espaco e como v é tipo-tempo,
segue que v ¢ span (u)" logo g(u,v) # 0 e portanto g(u,v) > 0 ou g(u,v) < 0. Entdo dado
v €T temos v € C(u) ou v € C(—u). Disso temos a unido disjunta 7 = C(u) U C(—u), para u
um vetor tipo-tempo fixado.

Os cones temporais sao convexos e sao um cone, no sentido vetorial. De fato, sejam a,b >0
com a # 0 ou b # 0, segue que dados u,v € C(w), teremos:

g(au + bv, w) = ag(u, w) + bg(v, w) < 0.

Assim tu € C(w) parat >0 e ut +v(1 —t) € C(w) para t € [0,1].

Assim como em espacos com produto interno tinhamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
e a nocao de angulos entre vetores, nos vetores tipo-tempo temos uma desigualdade andloga e
uma nocao de angulos também como mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 3.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa). Sejam v e w vetores tipo-tempo.
Entao:

1. |g(v,w)| > |v| - |w| e vale a igualdade se, e somente se, v e w sao colineares.

2. Se v e w estao no mesmo cone temporal, entao existe tinico ¢ > 0, chamado de angulo
hiperbdlico, tal que:
g(v,w) = —[o] - ] - cosh .

Demonstracgao.

1. Seja w = aw + z, com z € span (v)", disso g(w, w) = a2g(v,v) + g(z,z) < 0. Entéo

g(v,w)2 = QZQ(va)Q = (g(w,w) - g(m,x))g(v,v) > g(w,w)g(v,v) = |U’2 ) |w|2'

Logo |g(v,w)| > |v| - |w|. A igualdade vale se, e somente se, g(x,z) = 0, ou seja, x = 0,
que vale se, e somente se, w = au.

2. Como v e w estdao no mesmo cone, temos g(v,w) < 0, assim —g(v,w) = |g(v,w)| e disso
a=—g(v,w)/|v||w| > 1, logo existe inico ¢ > 0 tal que cosh ¢ = a.

Da desigualdade Cauchy-Schwarz em espagos com produto internos seguia a desigualdade
triangular. Do mesmo modo segue de modo andlogo no caso dos vetores tipo-tempo em R?1.

Proposicao 3.2.2. Se v e w sado vetores tipo-tempo no mesmo cone de luz, entao |v| + |w| <
v+ wl.

Demonstragdo. Como g(v, w) < 0 temos pela desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa |v|-|w| <
—g(v,w). Assim (Jo] + [w])* = Jof* + 2Jo] - |w| + [w]* = —g(v,0) + 20| - Jw| - g(w,w) <
—(g(v,v) + 29 (v, w) + g(w, w)) = —g(v+w,v +w) = |v + w|*. Portanto |v| + |w| < [v+w|. W
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Como topico final da secao vamos definir orientagdo temporal no espago de Minkowski.
Consideramos B conjuntos de bases ortonormais de R%! cujas o terceiro vetor é tipo-tempo.
Sejam as bases B = (uj,ug2,u3) e B' = (v1,v2,v3) em B. Diremos que B = B’ se ug ~ vs.
Podemos ver que = é uma relacao de equivaléncia em B.

Chamaremos de orientagao temporal qualquer uma das duas classes de equivaléncia de =.
Fixada uma orientagdo temporal O, seja B = (u1,u2,u3) uma base em (. Diremos que um
vetor v tipo-tempo é direcionado para o futuro se v € C(ug), caso contrario diremos que v é
direcionado para o passado. Chamamos C(u3) e C'(—us) respectivamente de cone do futuro e do
passado. Assim a escolha de orientacdo é basicamente uma escolha de um cone temporal para
ser o cone do futuro.

Assim como na orientacao de R™ temos uma escolha padrao de orientagao, vamos definir a
escolha padrao de orientagao temporal como sendo a orientacao O = [B], onde B = (e, e2, e3)
(a base canonica em R?). Assim um vetor v = (v1, v2, v3) tipo-tempo é direcionado para o futuro
se v3 > 0, ou ainda, C(e3) ¢ o cone do futuro.

3.3 Produto vetorial no espaco de Minkowski

Relembrando que o produto vetorial euclideano x : R™™! x ... x R*"! — Rt ¢ definido

n—vezes
de modo que dados v1,...v, € R temos que v = vy X ... X v, é o Unico vetor tal que
(v,z) = det(vy,...v,,x). Do mesmo modo podemos definir com métricas mais gerais em R"*1.

Proposicao 3.3.1. Seja b uma forma bilinear simétrica em R™*!. Entdo existe uma funcio
A R xR o R tal que b (A(ud, ..., uy), ) = det(ui, ..., upy, x) se, e somente

n—vezes
se, b é nao degenerada.

Demonstragao. Suponha que existe a funcao /. Entao dado u # 0, existe uma base {v1, ..., vp, u}
contendo este vetor. Logo b (A(v1,...,vn),u) = det(vi,...,v,,u) # 0. Logo b é ndo degenerada.
Suponha reciprocamente que b é nao degenerada. Entao existe {v1,...,vn4+1} uma base

ortonormal de R"*1 com relagdo & métrica b. Seja ¢; = b(v;,v;), entdo dado v € R temos:

v= Zajb(v, vj)v;.
J

Definindo A(u1,...,u,) = E gjdet(ug, ..., up,v;)vj, para cada lista uy, ..., u,, podemos mos-
J

trar que vale
b (/\(ul, .. ,un),x> = det(ug, ..., up,x).

Suponha que dada a lista wug,...,u, temos o vetor u que satisfaz b (u,x) = det(uy,...,up,x),
entdo b(u,z) = b(A(u1,...,un),z), para cada x. Como b é nao degenerada, segue que u =
A(ui, ..., uy). Assim dada uma lista de n vetores, existe tnico correspondente dado pela A,
que portanto é uma funcao. |

Essa funcao é chamada de produto vetorial com relagao a forma bilinear b.

Chamaremos a aplicacao A : R®»! x R»! — R%*! onde g(u A v,z) = det(u,v,z) de produto
vetorial ou produto vetorial lorentziano, quando for necessario distinguir do produto vetorial
euclideano x.

Uma férmula explicita para u A v, onde u = (uy,u2,u3) e v = (v1,v2,v3) é a seguinte:

€1 €2 —€3

UANV=| uy U2 U3
v V2 U3
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Para o produto vetorial valem as seguintes:
(i) A é bilinear.
(ii) A é antisimétrica.

)
(iii) u A v = 0 se, e somente se, {u,v} é linearmente dependente.
(iv) g(u Av,u) =g(uAv,v)=0.
(v) Se u Av # 0 estd em P = span (u,v), entao P é tipo-luz. Reciprocamente se P é um
plano tipo-luz, entao existem u e v geradores de P tais que u A v # 0 pertence a P. Em
particular dados x,y € P temos z Ay € P.

O item (i) vem da multilinearidade do determinante. O item (ii) vem do fato de det ser um
forma multilinear antisimétrica. (ii) de segue se {u, v} ¢ linearmente dependente, entdo uAv = 0,
e reciprocamente se {u, v} é linearmente independente, entao existe uma base {u,v,w}, e disso
g(u ANv,w) = det(u,v,w) # 0 e portanto u A v # 0. Temos que g(u A v,u) = det(u,v,u) =0 e
assim mostramos (iv). Vamos mostrar (v):

De fato, se u A v # 0 e pertence ao plano P, segue que g(u A v,z) = 0 para todo z € P e
disso P é tipo-luz.

Reciprocamente, suponha que P é um plano tipo-luz, entao existe u € P ortogonal a P. Seja
{u,v} uma base de P, como P é tipo-luz entdo ndo contém vetores tipo-tempo, logo podemos
supor g(v,v) = 1, caso contrario g seria nula em P.

Seja w um vetor unitério ortogonal a v com w ¢ P, temos que {u,v,w} é uma base de R>!,
entdao u A v = au+ fv + yw. Assim 8 = glu Av,v) =0e 0= g(uAv,u) =vyg(w,u). Temos
g(u,w) # 0, pois caso contrario u seria ortogonal a todos os vetores de R%!, e disso g seria
degenerada, uma contradicao. Logo 8 =+ =0, e disso u Av = au € P.

Outro ponto que tinhamos no produto vetorial euclideano é que dados u e v vetores linear-
mente independentes de R? entdo {u,v,u x v} é uma base positiva de R3.

O mesmo nao ocorre necessariamente com A. Basta considerar o plano span (e; + e3, e2)
onde (e1 + e3) A eg = —(e1 + e3). Podemos ter também e A e = —e3 e disso {e1,e2,e1 Aea} é
uma base negativa de R>!1. Pelo item (v) temos mais ainda, que existem vetores u e v tais que
{u,v,u A v} ndo é base de R*!.

3.4 Isometrias no espaco de Minkowski

A fim de estudar melhor o espago de Minkowski, podemos estudar o grupo de isometrias desse
espaco. Assim definimos o grupo de Poincaré como sendo o grupo de isometrias do espago de
Minkowski, ou seja, as aplicacoes f de R%! tais que g(f(z) — f(y), f(z) — f(y)) = gz —y,z —y).
Esse grupo tem a estrutura de um grupo de Lie.

Chamaremos o grupo de isometrias lineares do espaco de Minkowski R*! de grupo de
Lorentz e denotaremos por O(2,1). Podemos identificar O(2,1) de maneira natural com o
grupo das matrizes A tais que ATgA = g, onde ¢g é a matriz da métrica, com a operacio de
produto de matrizes.

Temos um resultado andlogo a relacdo do grupo euclideano E(n) com O(n) que serd o
proximo teorema.

Teorema 3.4.1. Seja f : R»! — R?! um elemento do grupo de Poincaré. Entdo existem tinicos
A€ 0(2,1) e be R*! tais que f(z) = Av +b.

Demonstragdao. Seja h uma isometria. Entao f dada por f(z) = h(z) — h(0) também serd uma
isometria. Vamos mostrar que f é linear.
Temos que g preserva a métrica: De fato, sejam z,y € R*!, entdao por um lado g(f(z) —

f), f(x)=f(y) = g(x—y,x—y) = g(x,2) —29(x,y) +9(y,y) e por outro g(f(z) — f(y), f(z)—
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fW) = g(f(@), f(z)) = 29(f(z), f(y)) + 9(f(y), f(y)) e como f(0) =0 e f ¢ isometria segue
que g(f(x), f(z)) = g(z,x). Assim simplificando as equagoes, temos que g(f(z), f(y)) = g(z,y).
Em particular f leva base ortonormal em base ortonormal.

Assim dada a base ortonormal (e, e, e3) temos que (f(ey1), f(e2), f(es)) é base ortonormal,
e pondo €1 = g9 = —e3 = 1 segue que

3 3
fl@) =Y eig(f(@), fle))f(er) =D eiglw,e) f(e:)
i=1 i-1

Portanto f é linear e portanto f € O(2,1). Pondo A = f e b = h(0) temos h(z) = Az + b, como
queriamos.

Para mostrar a unicidade, sejam f(z) = A’z + b, entao f(0) = V' e disso b = b'. Assim
(A — A')x = 0 para todo z € R*! e portanto A = A’ [ |

Vendo o grupo de Lorentz como subgrupo de Lie de GL(3), basta mostrar que O(2,1) é um
subgrupo fechado em GL(3), e pelo teorema de Cartan teremos que O(2,1) é grupo de Lie. De
fato, temos que F(X) = XTgX, onde g é a matriz da métrica de Minkowski na base canonica, é
uma aplicacdo continua. Logo F~1(g) = O(2,1), logo O(2,1) (o grupo de Lorentz) é subgrupo
fechado de GL(3) e portanto é grupo de Lie.

Vamos calcular a édlgebra de Lie de O(2,1). De fato, dada uma curva o : (—¢,¢) — 0(2,1)
com a(0) = I e &/(0) = X, temos que a(t) ga(t) = g e portanto X7g + gX = 0, e disso temos
que

0 a b
X=|-a 0 c
b ¢ 0

Suponha S o conjunto com as matrizes acima, isto é, as matrizes X tais que XZg + ¢X = 0.
Reciprocamente, suponha o uma curva em GL(3) com «(0) = I, entdo:

(@) Tga+algd =0 (a () g+ga’a™ =0
s (aHlg+gdat=0
& d(t)(at) " =1(t) € S.

Dado X € S, vamos encontrar uma curva que satisfaz (o) ga+a’ ga/ = 0, a(0) = I e o/(0) =
com a(t) € O(2,1). Suponha « solugdo da equacao o'(t) = Xa(t) com «(0) = I e /(0)

Temos que o/ (t)(a(t))™! = X € S, logo (/)T ga + aTga’ = 0 e portanto a(t)? ga(t) = K, m
como «(0) = I, temos que g = K, logo a(t) € O(2,1) para todo t. Portanto Lie(O(2,1)) = S.

Observacgao 3.4.2. Vamos agora dar uma caracterizagao para as isometrias.

Seja B = (v1, v2, v3) uma base ortonormal de R%!, com v3 tipo-tempo, pondo A = (vl ) vg)
uma matriz. Se denotarmos g;; = g(v;,v;) teremos que ATgA = (g;;) = g.

Reciprocamente se A é uma isometria, entdo pondo vi,ve,vs tais que A = (1)1 ) vg),
teremos que B = (v1,v2,v3) é uma base ortonormal com vs tipo-tempo.

Assim podemos associar uma base ortonormal a uma isometria e vice-versa, ou seja, A é
uma isometria se, e somente se, A é a matriz de mudanca de uma base ortonormal para a base
canodnica.

Além disso dada uma base nula (u1,ug,us), existe um elemento do grupo de Lorentz que
leva a base nula (e1, (e2 — €3)/Vv'2, (e2 + €3)/v/2) na base (u1, u2,us). Se a transformagio A tem
tal propriedade, entdo Ae; = uy, Aes = (ug +u3)/v/2 e Aeg = (—uz +u3)/v/2. Entao (ug, (us +
u3)/V2, (—uz + u3)/v/2) é uma base ortonormal. Existe A que leva (eq, ez, e3) em (ug, (uz +
u3)/V2, (—uz + u3)/V2) e assim leva (eq, (e2 — e3)/V2, (e2 + €3)/v/2) na base (u1,u2,us) e A

assim definida é uma isometria.
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Uma classificagao importante das isometrias do espago de Minkowski é a classificagao
quanto a orientagao temporal e vetorial.

Uma isometria é dita prépria se preserva orientacdo de R*!. Chamaremos o grupo das
isometrias lineares proprias, i.e., com determinante positivo, de grupo de Lorentz especial ou
grupo de Lorentz préprio e denotaremos por SO(2,1). Diremos que a isometria é imprépria se
nao for prépria. Assim A € SO(2,1) se, e somente se, A é a matriz de mudanca de base de uma
base ortonormal positiva para a base canonica.

Dizemos que uma isometria é ortécrona se preserva a orientacao temporal, ou seja, se a
isometria linear correspondente preserva a orientacdo temporal das bases ortonormais de R,
e chamaremos o grupo das isometrias lineares ortécronas de grupo de Lorentz ortécrono e de-
notaremos por O (2,1). Logo A € OT(2,1) se, e somente se, A = (1)1 V9 113) com v3 No cone
do futuro, ou seja, azz > 0, onde A = (a;;)

Além disso denotaremos SO (2,1) o conjunto das transformagoes de Lorentz ortécronas
e préprias. Denotaremos SO~ (2,1) as transformacdes ndo ortécronas e préprias, O7(2,1) as
transformagdes ortécronas e impréprias e O~ (2, 1) as nao ortécronas e improprias.

Este subconjunto nao é compacto em G'L(3), pois contém o conjunto das matrizes da forma

1 0 0
0 cosh(t) sinh(t)
0 sinh(¢) cosh(t)

que nao é limitado.
Vamos considerar as isometrias A que fixam e;. Assim Ae; = e, ou seja, a;; = 1 e
as1 = az; = 0. Além disso de ATgA = g devemos ter:

a?y + a}y — a§1 a11a12 + a21022 — a31032 G11013 + A21023 — 431033
a11a12 + a21a22 — a31a32 a%z + a%z - a%g a13a12 + a23a22 — A33032
@11013 + a21G23 — a31a33 A13@12 + 423022 — (33032 a%;g + a%3 - a§3
1 0 0
=101 0
0 0 -1
Logo a12 = a13 = 0 e além disso a%Q — a%z = —a§3 + a§3 =1 e agza9y — azzazp = 0. Assim A

deve ser de alguma das formas:

1 0 0 1 0 0
Bi(t)=| 0 cosh(t) sinh(t) |, By(t)=| 0 —cosh(t) —sinh(t)

0 sinh(¢) cosh(t) 0 —sinh(¢) —cosh(t)

1 0 0 1 0 0
Bs(t)=| 0 —cosh(¢t) sinh(t) |, By(t)=| 0 cosh(t)  sinh(¢)

0 —sinh(¢) cosh(?) 0 —sinh(t) — cosh(t)

Essas sao chamadas de transformacgoes de Lorentz ao longo do plano x1 = 0. Note também
que B;(—t) = B;(t)~L.

Denotaremos o grupo das rotagoes que fixam eg (resp. isometrias que fixam e3) por SO(2)
(resp. O(2)). Note que SO(2),0(2) C O"(2,1).

A partir disso podemos demonstrar um teorema de representacao das transformacoes de
Lorentz.

Teorema 3.4.3 (Teorema de Representacao do grupo de Lorentz). Seja A € O(2,1) tal que
A nao fixa o eixo Ox3. Entao existem Ry, R, € SO(2) e B uma transformacao de Lorentz ao
longo do plano z; = 0 tais que A = RyBR,,, com B = B;(t) e t > 0.
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Demonstragao. Dada uma isometria A podemos escrever A = (v1 V9 ’U3) com (v1,v2,v3) base
ortonormal de R%! e v3 sendo tipo-tempo. Como A nio fixa o eixo Oz temos que Aes = v3 #
+eg, temos que existe uma rotacdo R € SO(2) tal que Ruz = (0, vhs, v54) com vhs > 0.

Como R ¢ isometria, segue que (vh3)? — (v43)? = —1. Assim como vh; > 0 temos que Rvs
deve ser da forma (0,sinh¢, cosht) ou (0,sinht¢, —cosht) com ¢ > 0. Agora devemos tomar B

para o respectivo caso:

1. Se Rvs = (0,sinht,cosht) e (Rvy, Rua, Rus) é base positiva, entdao B’ = By(—t).

(
2. Se Ruz = (0,sinh ¢, — cosht) e (Rvy, Rve, Rus) é base positiva, entdo B’ = Ba(—t).
3. Se Ruz = (0,sinh¢,cosht) e (Rvy, Rva, Rus) é base negativa, entdo B’ = Bs(—t).

4. Se Rvz = (0,sinh ¢, — cosht) e (Rvy, Rve, Rus) é base negativa, entao B’ = By(—t).

Em cada um dos casos teremos que B'Rvs = e3 e (B’ Rvy, B’ Ruy, B' Rus) é base positiva. Assim
existe R € SO(2) tal que R'B'Rv; = e; e R'B'R = e3. Logo R'B'RA = I. Disso A = RyBR,,
tomando Ry = R™', R, = R'~! e B = B'~! teremos o resultado. [ |

Observagao 3.4.4. No caso em que A € O(2) temos que existe Gnico R, € SO(2) tal que
A=SRonde S=1se AcSO(2)e

1 0 0
S=|10 -1 0
0 0 1

se A ¢ SO(2). Estes casos ainda podemos ser englobados no teorema pondo § =0 e B = B;(0)
se A€ SO(2) ou =0e B = B3(0). E de maneira andloga podemos mostrar no caso em que
h& inversdo da orientacdo temporal.

Assim poderfamos enunciar da seguinte maneira o teorema anterior: Seja A € O(2,1). Entao
existem Ry, R, € SO(2) e B uma transformacao de Lorentz ao longo do plano z1 = 0 tais que
A= Ry¢BR,, com B = B;(t) et >0.

Observagao 3.4.5. Seja A € O(2,1), entdao ATgA = g, logo det ATgA = (det A)%2det g = det g,
logo det A = +1

Observagao 3.4.6. Com o teorema podemos mostrar que os elementos do grupo de Poincaré
levam referenciais inerciais em referenciais inerciais. Basta analisar as rotagoes, translacoes e
transformagoes de Lorentz separadamente.

Agora podemos caracterizar o grupo de Lorentz quanto a conexidade. Note que O(2,1)
intersecta GL4(3) e GL_(3), assim O(2,1) nao é conexo e portanto nao é conexo por caminhos.
Porém com o teorema de representacao podemos descobrir as componentes conexas.

Teorema 3.4.7. As componentes conexas de O(2,1) sdo SOT(2,1) (preserva orientacao tempo-
ral e vetorial) , SO~ (2, 1) (preserva orientagdo vetorial e inverte a orientagio temporal), O (2,1)
(preserva a orientagao temporal e inverte a vetorial) e OZ(2,1) (inverte as orientages temporal
e vetorial).

Demonstragdo. Basta provar que SO1(2,1) é a componente conexa que contém I, pois disso
segue que SOT(2,1) é um subgrupo normal de O(2,1) e as outras componentes sao as classes
laterais de SO*(2,1).

Vamos mostrar que SOT(2,1) é conexo. Seja A € SO'(2,1) podemos escrever A =
RgB1(s)R, com s > 0. Temos que a(t) = R_4)9B1((1—1t)s) R(1_y), ¢ um caminho em SO*(2,1)
pois det a(t) = 1 e (a(t))s3 > 0. Temos que a(0) = A e (1) = I. Assim é facil ver que SOT(2,1)
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é conexo por caminhos. Por argumentos andlogos SO~ (2,1), O1(2,1) e O~(2,1) sdo conexos
por caminhos.

Seja C' D SO™(2,1) um subconjunto conexo de O(2,1), logo conexo por caminhos. Se a in-
clusio fosse prépria, C' intersectaria um dos conjuntos SO~ (2,1), OF(2,1) e O~ (2,1). Como es-
tes sao conexos por caminhos, podemos mostrar que I estd conectado por um caminhos continuo
com algum dos B;(0) com i = 2,3, 4.

Nao pode ser para i = 3,4, pois se existisse a : [0,1] — O(2,1) um caminho continuo de I
para B;(0), entao det a(t) = 0 para algum ¢ € [0, 1], uma contradigao.

O mesmo nao ocorre se i = 2, pois se existisse o : [0,1] — O(2,1) continua ligando I e
B5(0), entao a entrada (a(t))ss vale 1 parat =0 e —1 para t = 1, logo existe ¢y € [0, 1] tal que
(a(to))s3 = 0. Porém a(ty) é da forma RBR' com R, R’ € SO(2), e como R, R’ fixam a terceira
coordenada e portanto a terceira linha de qualquer matriz, temos que («(tg))ss = Bss = £ cosh s
para algum s > 0 e como cosh s # 0 para qualquer s € R, temos uma contradicao.

Entao devemos ter C' = SO (2,1), ou seja, SOT(2,1) é maximal com relacao a conexidade,
e portanto SO (2,1) é uma componente conexa de O(2,1). |

Desse teorema segue a seguinte proposicao

Proposigao 3.4.8. SOT(2,1) é um subgrupo normal de O(2,1) e O(2,1)/SO7(2,1) é isomorfo
ao grupo de Klein.

Demonstragdo. Como SO1(2,1) C O(2,1) é a componente conexa da identidade, segue que
SOT(2,1) é um subgrupo normal. Sejam I = SO*(2,1), P = 0%(2,1), T = SO~ (2,1) e
Q = 0Z(2,1) as classes de 0(2,1)/SO%(2,1). Como composigao de reflexdes temporais e
reflex0es espaciais, independente da ordem de composi¢ao, revertem as orientagoes vetorial e
temporal, teremos PT = TP = Q. Portanto O(2,1)/S0O%(2,1) é isomorfo ao grupo de Klein, o
Unico grupo comutativo com 4 elemento, nao ciclico. |

Um resultado que pode ser generalizado para qualquer produto vetorial é o seguinte:
Proposicao 3.4.9. Seja A € O(2,1). Entao A(u Av) =det A- (Au A Av).

Demonstracdo. Pela nao degenerancia de ¢, dada T aplicacio linear de R*! invertivel, temos
que x = y se, e somente se, g(x,Tw) = g(y, Tw) para qualquer w € R*!. Assim temos que
A(u Av) = det A- (Au A Av) se, e somente se, g(A(u Av), Aw) = det A - g((Au A Av), Aw) para
qualquer w € R*!. Mas det A - g((Au A Av), Aw) = det A-det (A- (u v w)) = (det A)?-
det (u v w) = g(u Av,w) = g(A(u Av), Aw), para qualquer que seja w € R?!

|

Coroldrio 3.4.10. Seja A € O(2,1), entao |Au A Av| = |u A v].

Demonstragdo. Temos |A(u Av)| = |u A v|. Por outro lado |A(u A v)| = |det A - Au A Avl, logo
|lu Av| = |det Al |Au A Av|. Como A é isometria temos det A = £1 e segue o resultado. [ |

Corolario 3.4.11. Sejam u e v vetores nao nulos tipo-tempo ou tipo espago ortogonais. Entao
fu ol = ul - ol.

Demonstragdo. Suponhamos que |u| = |v| = 1 inicialmente. Suponhamos por simplicidade que
u e v sdo tipo-espaco. Entao span (u,v) tipo-tempo. Logo existe tinico w € span (u, v>l tal que
(u,v,w) é uma base ortonormal positiva. Além disso A = (u v w) é uma isometria que leva
a base (e1, ez, e3) na base (u,v,w). Entao |u Av| = |Ae; A Aea| = |e1 Aea| = 1. O raciocinio é
andlogo para o caso em que um dos vetores é tipo-tempo.

Temos que u/ |u| e v/ |v| s@o unitarios e ortogonais. Logo |u Av|/|ul|v| =1 e disso segue
que |u Av| = |ul - |v]. [ |
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As isometrias preservam o cardter causal de subespagos. De fato, se L = span (u) é uma
reta, entdo dado A € O(2,1), A(L) = span (Au) e u e Au tem mesmo caréter causal. Portanto
L tem mesmo carater causal de A(L).

Se P é um plano, entdo A(P) é um plano e se u é a normal associada a P entao Au é a
normal associada a A(P). Entao A preserva o cardter causal dos planos.

Podemos também mostrar que a agao de SOT(2,1) é transitiva sobre o conjunto de planos
tipo-tempo e sobre o conjunto de planos tipo-espaco.

Vamos mostrar que a agao de SOT(2,1) é transitiva sobre os planos tipo-tempo. Sejam
P : azy + bry 4+ cx3 = 0 um plano tipo-tempo. Entao u = (a,b, —c) é tipo-espago, e podemos
supor u unitario. Seja w € P um vetor tipo-tempo unitario. Temos que v = w A u é um vetor
unitario tipo-espago, e (u, v, w) é uma base ortonormal positiva com w tipo-tempo.

Portanto A = (u v w) estd em SOT(2,1) e sua inversa B também estd em SOT(2,1).
Entao temos que B(P) = P’ : y; = 0. Ou seja, dado P um plano, existe um elemento B €
SO*(2,1) tal que B(P) = span (ea, e3), e disso segue que a agao de SO (2,1) é transitiva sobre
os planos tipo-tempo.

Para terminar a secao vamos introduzir os circulos no espaco de Minkowski. Uma definigao
consistente para circulos euclideanos é a seguinte: dada uma reta r e G o grupo de isometrias
que fixa r pontualmente, um circulo com eixo r é uma orbita de um ponto fora de r com relacao
ao grupo G.

Assim podemos dizer que um conjunto X C R%*! é um circulo com eixo sendo a reta r se
X = {Apg|A € G}, onde G é o grupo de isometrias que fixa r ponto a ponto e py ¢ r.

Quando a reta é gerada por ez o grupo G é O(2) e assim as suas drbitas sao circulos eucli-
deanos.

Quando a reta é gerada por e; podemos ver que o grupo G sao as transformacoes de Lorentz
ao longo do plano z1 = 0, e entao suas érbitas sao dois ramos de uma hipérbole.

Além disso seja r uma reta tipo-tempo (resp. tipo-espago), entao os circulos com eixo r estao
em um plano ortogonal a r e portanto é um plano tipo-espago (resp. tipo-tempo).

De fato, seja C' um circulo com eixo r : ¢ + tv,t € R, entao o grupo de isometrias que fixa r
pontualmente deve ser da forma T'(z) = A(x — q) + q onde A estd no grupo de Lorentz e fixa
v. Sejam py € C e P = {q+ w| g(w,v) = 0}. Podemos supor ¢q € r de modo que py € P, assim
CCP.

De fato, seja W o conjunto dos vetores ortogonais a v dado 2 € R?!, podemos decompor
x = q+Iv+w, comw € W. Em particular, Tpg = g+ Av+w com w € W, assim Tpg—q = Av+w
por outro lado Tpg — ¢ = A(pg — q) como pg — q € W e Av = v temos que g(Tpy — q,v) =
9(A(po — q), Av) = g(po — q,v) = 0, disso segue que A = e portanto Tpy = ¢+ w € P.

Seja C' um circulo com eixo r (excluindo o caso em que 7 é tipo-luz), contido no plano P, e
seja © = (x1,x2,23) a interseccao de r e P. Sejay € C, e ¢ = g(y — x,y — ), como P nao é
tipo-luz, segue que r # 0. Assim considerando S a hipérbole tal que z € S se g(z —z,z —x) = c.
Teremos que SN P =C.

De fato, vamos supor que r é tipo-tempo, z = Ty onde T' é uma isometria que fixa r ponto
a ponto, entdao Tx = x e assim g(z —x,z —x) = g(Ty — Tax, Ty —Tx) =gy —x,y —x) =ce
portanto C' C S N P. Por outro lado, podemos, a menos de conjugagao por uma isometria que
leva P no plano 3 = 0, z em 0 e preserva orientacao, supor que z = 0, que r é tipo-tempo com
vetor diretor unitdrio e3 e y = \/c - €; tomando a isometria A = (v v w) onde u = z/\/c e
v =wAu. Assim A leva y em z e fixa r e portanto dado SNP C C, como queriamos demonstrar.

Supondo r uma reta tipo-tempo ou tipo-espaco podemos levar ela por uma isometria na reta
gerada por eg ou na reta gerada por ej, respectivamente, e assim basta considerar os circulos
como sendo circulos euclideanos no plano x3 = 0 ou hipérboles no plano x; = 0, para provar
algumas propriedades métricas e de incidéncia.

Para fins de consulta enunciamos as seguintes proposigoes:

Proposicao 3.4.12. As isometrias preservam o carater causal de subespacos. Além disso, a
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acao de SOT(2,1) é transitiva sobre o conjunto de planos tipo-tempo e sobre o conjunto de
planos tipo-espaco.

Proposigao 3.4.13 (Caracterizacao dos circulos). Seja C' um circulo com eixo r, tipo-tempo ou
tipo-espago. Entao C' esta contido em um plano P ortogonal a r. Além disso se x é a intersecgao
de Per,dadoy € C, com gy —x,y —x) = ¢, e H={p € R¥'| g(p—x,p — 2) = ¢}, entdo
C=HnNP.
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Capitulo 4

Curvas no espaco de Minkowski

No Espaco de Minkowski teremos uma teoria andloga a teoria das curvas em R?, porém esta
é mais complicada devido a estrutura causal de cada curva assim, diferentemente da estrutura
em R3, cada direcdo possui um carater possivelmente diferente.

4.1 Introdugao as curvas paramétricas

Uma curva em R%!, nesse contexto, é uma aplicacio diferencidvel o : I — R?!, com I um
intervalo aberto, exceto se for comentado sobre outro tipo de intervalo (quando os intervalos
nao sao abertos consideraremos as derivadas laterais). Além disso vamos supor que a é uma
aplicacao C°°, exceto se houver mencao em contrario. A curva « é dita regular se dado ¢t € I
temos o/ (t) # 0.

Definigdo 4.1.1. Seja o uma curva em R%*!. Dizemos que « é tipo-espaco (resp. tipo-tempo,
tipo-luz) em ¢ € I se o/(t) é um vetor tipo-espago (resp. tipo-tempo, tipo-luz). Diremos que «
é tipo-espago (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se for em todos os pontos de I.

As propriedades de ser tipo-tempo ou tipo-espago em um ponto é uma propriedade estavel,
no sentido em que os pontos ¢t € I tais que /(t) é tipo-tempo ou tipo-espago é um aberto do
intervalo I.

Outra propriedade causal é que todas as curvas tipo-tempo ou tipo-luz sao regulares. Basta
observar a defini¢do no caso tipo-luz e que ¢(0,0) = 0 para o caso tipo-tempo.

Agora vamos dar alguns exemplos de curvas planas (contidas em um subespago afim) ou
nao, e suas estruturas causais.

Exemplo 4.1.2. Sejam p,v € R*! r > 0e o : R — R*!. Curvas planas:
(i) a(t) = p+ tv é do mesmo tipo que v.

(ii) O circulo a(t) = p+r(cost,sint,0) é tal que o/ (t) = r(—sint, cost, 0) e disso g(/(t), &/ (t)) =
r2 > 0, para todo t € R e portanto a é tipo-espaco.

(iii) A hipérbole a(t) = p + r(0,sinh ¢, cosht) é tipo-espaco.

(iv) A hipérbole «(t) = p + r(0, cosht,sinh t) é tipo-tempo.

(v) A pardbola a(t) = (t,t2,t?) é do tipo-espaco. De fato, g(a/(t),/(t)) =1 > 0.
Curvas nao planas:

(vi) A hélice a(t) = (cost,sint,at), com a # 0. o/(t) = (—sint,cost,a) e disso g(/(t),d/(t)) =
1—a?
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(vii) a(t) = (at,sinht,cosht) e disso o/(t) = (a,cosht,sinht), logo g(a/(t),a/(t)) =14 a® > 0
e portanto é tipo-espaco.

Um resultado de carater causal é o seguinte.

Proposicao 4.1.3. Seja « : [a,b] — R uma curva regular fechada de R*! contida no plano afim
P.

1. Se « é tipo-espaco, entao P é tipo-espaco.
2. « nao pode ser tipo-tempo ou tipo-luz.

Demonstragao. 1. Podemos supor que P é um espago vetorial de dimensao 2. Seja P =
span (u, v), entdao a(t) = A(t)u + p(t)v. Como « é fechada, temos A(a) = A(b) e u(a) =
w(b). Pelo teorema de Rolle, existem t1,t2 € (a,b) tais que N (t1) = p/(t2) = 0. Assim
o (t1) = p(t1)v e o/ (t2) = N (t2)u sdo tipo-espago e nao nulos, logo u e v sdo tipo-espago.

2. Seja P = span (u,v) e podemos supor u e v ortogonais. Suponha que « é tipo-tempo.
De modo andlogo ao item anterior, temos que u e v sao tipo-tempo e disso P seria um
subespaco negativo definido de dimensao 2, uma contradicao com o fato de que o indice
de g é 1.

Supondo « tipo-luz, temos que u e v sao tipo-luz e nesse caso g seria nula em P, uma

contradigao.
|

Lema 4.1.4. Seja o : I — R?*! uma curva regular tipo-tempo ou tipo-espaco, entdo existe
¢ : J — I um difeomorfismo tal que 8 = «o ¢ é tal que |5'(s)| = 1. Neste caso dizemos que 5 é
parametrizado por comprimento de arco.

Demonstracao. Vamos supor « do tipo-tempo. Assim fixado ¢y € I e definindo s : I — R dada
por s(t) = fti) |/ (u)| du, assim s'(t) > 0 para todo t € I. Logo s é um difeomorfismo sobre o

intervalo J = s(I) e pondo ¢ = s~! temos o resultado. [ |

Lema 4.1.5. Seja o uma curva tipo-luz em R*!. Se |a(t)| # 0 para todo t € I, entdo existe
um difeomorfismo ¢ : J — I tal que § = a o @ é tal que |3”(s)| = 1. Nesse caso dizemos que 3
¢é parametrizada por pseudo-comprimento de arco.

Demonstragao. Nao podemos ter o’ (tg) tipo-luz para algum ty, pois |o(tg)] # 0. Como
g(d/(t),d/(t)) = 0 temos que g(a”(t),d/(t)) = 0. Disso fixado ¢ty € I, span{c/(tg),a” (ty)) é
degenerado e de dimensdo 2, entdo nao podemos ter o(tp) tipo-tempo, logo o (ty) é tipo-
espago. Como g(a”(t),a”(t)) ndo possui zeros e g(a”(tg),a”(tg)), segue do teorema do valor
intermedidrio que g(a’(t),a”(t)) > 0 para todo ¢ € I. Assim o é uma curva tipo-espago e
portanto do lema anterior segue o resultado. |

4.2 Curvatura das curvas em duas dimensoes

Vamos considerar as curvas em RU!. Se considerarmos uma curva o : I — RY! tipo-luz,
entdo o/(t) é tipo-luz para todo t € I. Porém o cone em RY! é desconexo e cada componente
conexa é uma semireta, segue que «’(t) tem direcao constante e portanto o é um segmento de
reta. Assim é trivial o estudo deste caso.

Suponha entdo a uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco parametrizada por comprimento de
arco. Assim pondo o/(s) = t(s) temos g(t(s),t(s)) =& com e = 1 se t(s) é tipo-espago ou e = —1
se t(s) é tipo-tempo e disso ¢'(s) é ortogonal a t(s) em qualquer um dos casos.

Vamos dividir nos dois casos:
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1. Se t(s) é tipo-espago entao considere n(s) tal que (¢(s),n(s)) é base ortonormal positiva.
De forma equivalente, existe uma isometria linear positiva que leva (e1, e2) em (t(s), n(s)).

2. Se t(s) é tipo-tempo entao considere n(s) tal que (n(s),t(s)) é base ortonormal positiva.
De forma equivalente, existe uma isometria linear positiva que leva (eg, e2) em (n(s),t(s)).

Definindo g(t(s),t(s)) = &, dependendo do carater causal de «, teremos que g(n(s),n(s)) = —e.
Assim definimos a curvatura k(s) satisfazendo ¢'(s) = k(s)n(s). Assim k(s) = —eg(t'(s),n(s)).
Como n(s) tem norma constante, segue que n’(s) é ortogonal a n(s), portanto é um multiplo de
t(s). Além disso derivando a expressao g(t(s),n(s)) = 0 temos g(n'(s),t(s)) = —g(t'(s),n(s)) =
—k(s) e podemos concluir que vale as seguintes férmulas de Frenet:

{t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s)

Agora vamos deduzir uma férmula da curvatura que nao depende da parametrizagao por com-
primento de arco.

Suponha que « é uma curva tipo-tempo ou tipo-espago e § sua reparametrizagdo por com-
primento de arco. Assim:
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Logo
det(a’(u), o (u)) = det(t(s(u)) - s'(u), k(u) - n(s(w)) - (s'(w))? + t(s(u)) - 8" (u)) =
det(a’(u), o (u)) = k(u) - (s'(w))* - det(t(s(u)), n(s(u))) = k(u) - (s'(w))* - €
Onde € = 1 se «a é tipo-espago e € = —1 se « é tipo-tempo. Portanto:
det(a/(u), o’ (u))
k(u) =
= T p

Note que k(u) é invariante por reparametrizacao. E assim temos uma férmula independente da
parametrizacao da curva.

Esta formula é interessante, pois k& é um invariante geométrico, logo podemos descrever a
geometria da curva sem necessidade de uma parametrizacao particular.

Além de k ser um invariante geométrico, temos que dadas duas curvas parametrizadas por
comprimento de arco e mesma curvatura, segue que existe uma isometria propria que leva uma
curva em outra.

Mais precisamente vale o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. Seja k : I — RY! uma aplicacdo diferencidvel. Entdo existem curvas para-
metrizadas por comprimento de arco tipo-tempo, tipo-espaco com k sua curvatura. Além disso
se houver outra curva com mesma curvatura entdo existe uma isometria de RY! que leva uma
curva na outra.

4.3 Curvatura das curvas em trés dimensoes

A curvatura e a torcdo é a parte fundamental da teoria local das curvas em R?!'. Vamos
agora construir o triedro de Frenet em cada caso.

Vamos considerar agora curvas parametrizadas por comprimento de arco, ou por pseudo-
comprimento de arco, nas curvas tipo-luz. Além disso vamos supor que «” nao se anula.

Note que definindo o vetor tangente ¢t = o’ temos g(¢',t) = 0 quando « é parametrizada por
comprimento de arco.
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4.3.1 Caso tipo-tempo

Suponha que a é uma curva tipo-tempo. Entédo como t'(s) # 0 temos que t'(s) é um vetor
tipo-espaco, ortogonal a t(s). Definindo a curvatura k(s) = [t/(s)| temos um unico vetor n(s)
que satisfaz t'(s) = k(s)n(s) para todo s € I. O vetor n(s) é chamado de vetor normal de o em
s.

Definimos também b(s) a binormal de o em s dada por:

b(s) =t(s) An(s).

Assim b(s) é um vetor tipo-espago unitario, pois é o produto vetorial de vetores tipo-tempo e

tipo-espago unitarios. Além disso det(n(s),b(s),t(s)) = det(t(s),n(s),b(s)) = g(b(s),b(s)) = 1.
Assim em cada ponto s € I temos uma base ortonormal positiva de R*! dada por (n(s), b(s), t(s))

que chamamos de triedro de Frenet da curva a em s. Definimos a torcao 7(s) = g(b'(s), n(s)).
Teremos as seguintes relacgoes:

4.3.2 Caso tipo-espago

Suponha que « é uma curva tipo-espago. Ha trés possibilidades para a curva dependendo
do cardter causal de t/(s):

1. Suponha que t'(s) é tipo-espago. Defina k(s) = |t’( )|, n(s) tal que t'(s) = k(s)n(s) e
b(s) = —t(s) An(s). Dado s € I temos que (t(s),n(s),b(s)) é base positiva de R*!.
Definindo 7(s) = g(b/(s),n(s)) temos:

2. Suponha que t'(s) é tipo-tempo. Defina k(s) = |t/(s)|, n(s) tal que t'(s) = k(s)n(s)
e b(s) = t(s) An(s). Dado s € I temos que (b(s),t(s),n(s)) é base positiva de R*!.
Definindo 7(s) = —g(¥'(s),n(s)) temos:

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = k(s)t(s) + 7(s)b(s)
b'(s) = 7(s)n(s)

Todas as curvas dos casos acima sao chamadas de curvas de Frenet.

3. Suponha que t'(s) é tipo-luz. Defina t'(s) = n(s) e b(s) como sendo o tinico vetor tipo-luz
tal que g(n(s),b(s)) =1 e g(t(s),b(s)) =0.
Como g(n(s),n(s)) = 0 segue que g(n'(s),n(s)
luz, temos que W N W+ = W, logo n'(s) =
g9(n(s),b(s)) = 1 e g(t(s),b(s)) = 0, logo g(n
gt/ (s), t(s)) = —g(t'(s), b(s)) = —g(n(s), b(s)) =

) = 0 e como W = span (n(s)) é tipo-
7(s)n(s) para cada s € I. Temos que
(s

)b (s)) = —g(n'(s),b(s)) = —7(s) e

—1. Assim temos:

Note que nao definimos a curvatura. Nesse caso chamamos 7 de pseudo-torcdo ao invés de
torgao.
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4.3.3 Caso tipo-luz
( )

Seja a uma curva tipo-luz parametrizada por pseudo-comprimento de arco. Seja t'(s)
e como n(s) é tipo-espago, existe tnico vetor b(s) ortogonal a n(s) tal que g(t(s),b(s)) =
serd a binormal. Assim temos:

1,

Nesse caso também nao definimos curvatura e chamamos 7 de pseudo-torgao.

4.4 Invariantes e propriedades das curvas

Assim como na geometria diferencial cldsssica, a curvatura e tor¢ao tem algumas propriedades
em comum com a geometria no espaco de Minkowski. Temos que a curvatura e a torcao, ou
somente psedo-torcao, sao invariantes geométricos, isto é, dadas duas curvas parametrizadas
por comprimento de arco (ou pseudo-comprimento de arco) «, 3 tais que 5 = foa«, com f uma
isometria prépria em R?!, segue que as curvaturas e torcoes, ou pseudo-torcao, coincidem.

Além disso, se duas curvas parametrizadas por comprimento de arco (ou pseudo-comprimento
de arco) pertencem ao mesmo caso e subcaso acima, tem mesma torcao e curvatura entao diferem
por uma isometria prépria.

Assim como no plano temos formulas para os casos em que « é tipo-tempo ou no caso que
« é tipo-espago com t'(s) tipo-tempo ou tipo-espago.

Assim se as férmulas de Frenet, para o respectivo caso de curva parametrizada por compri-
mento de arco, sao da forma

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = ek(s)t(s) + 07(s)b(s)
b'(s) = 7(s)n(s)

entao teremos: M . g(o/(t) A a”(t), o/”(t))

k(t) = T(t) =46
O="wpr Y /() Ao ()]

Vamos mostrar que k e |7| sdo invariantes geométricos.

Teorema 4.4.1. Dada uma curva de Frenet «, sua curvatura é invariante pela acao do grupo de
Poincaré e a torcao nao varia a menos de sinal, dependendo da orientacao da isometria. No caso
em que a curva é tipo-espaco com vetor normal tipo-luz ou quando a curva é tipo-luz, temos
que a pseudo-torcao é invariante por isometrias.

Demonstragdo. Seja T um elemento do grupo de Poincaré, entdo existem A € O(2,1) e b € R*!
tais que T'(z) = Ax +b. Seja a uma curva parametrizada por comprimento de arco e =T o a.
Entdo denotando k, 7, £, 7, b a curvatura, a torcdo e as componentes do triedro de Frenet de /3
ek, 7,t, n, bacurvatura, a torcdo e as componentes do triedro de Frenet de «, segue que

t=At, n = An, b= det(A) - Ab.

Assim k =k e 7 =det(A) -1

Supondo « tipo-luz, teremos = At e i = ' = At' = An e como b é o tinico vetor ortogonal
a n tal que g(b,f) = 1 segue que Ab = b. Assim 7 = 7. O caso em que a curva é tipo-espago
com vetor normal tipo-luz ou quando a curva é tipo-luz é anédlogo. |

Teorema 4.4.2. Sejam k, 7 : I — R*! aplicacoes diferencidveis com k(s) > 0 para todo s € I.
Entao existem curvas parametrizadas por comprimento de arco tipo-tempo, tipo-espaco com
normal tipo-espago, e tipo-espaco com normal tipo-tempo com k sua curvatura e 7 sua torcao.
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Demonstracdo. Vamos mostrar no caso que « é tipo-tempo e assim a demonstracao dos outros
casos é analoga, somente adaptando as condigOes iniciais. Seja sg € I, e considere o sistema

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = k(s)t(s) —7(s)b(s)
b (s) = 7(s)n(s)

com condicao inicial ¢(sg) = es, n(sg) = e1 e b(sg) = e2. Ent@o como esse sistema ¢é linear,
S

existe unica solugao (n(s), b(s),t(s)) definida em todo s € I. Definindo a(s) = / t(u)du vamos

S0
mostrar que « é tipo-tempo com curvatura k e tor¢cao 7. Definindo

(s))
(s))
f3(s) = g(b(s), b(s))
fa(s) = g(t(s),n(s))
fs(s) = g(t(s),b(s))
fo(s) = g(n(s),b(s))
Estas funcoes satisfazem o sistema
fi= 2k f
o= 2kfi—21fs
fs= 27 fe
fi= kfa+kfi—7f5
f5 = kfe + T[4
fo= kfs—7fs+7f

com condigoes iniciais em s = sg sendo (—1,1,1,0,0,0). As fungoes constantes igual a condigao
inicial sao solugoes desse sistema e como o sistema é linear, segue que estas solugoes sao solugoes
em todo intervalo I. Isto implica que (n(s),b(s),t(s)) é uma base ortonormal para todo s € I.
Podemos deduzir que este sera o triedro de Frenet de «, logo a possui curvatura k e torcao
T. |

Teorema 4.4.3. Seja 7 : I — R*! uma aplicacio diferencidvel. Entdo existem curvas parame-
trizadas por pseudo-comprimento de arco tipo-luz, e tipo-espago com normal tipo-luz com 7 sua
pseudo-torcao.

Demonstragcao. A demonstracdo desse resultado é andlogo ao do teorema anterior, somente
adaptando a condicao iniciais do triedro para uma base nula e as respectivas condicbes iniciais
no segundo sistema de equagoes. |

Para simplificar as hipdteses do préximo teorema vamos enunciar uma definicao.

Definicao 4.4.4. Sejam «, 3 : I — R*! duas curvas parametrizadas por comprimento de arco
ou pseudo-comprimento de arco. Dizemos que « e S tem mesmo carater causal se os vetores do
triedro de Frenet das respectivas curvas possuirem mesmo cardter causal.

Teorema 4.4.5. Sejam o, 3 : I — R*! duas curvas parametrizadas por comprimento de arco
ou pseudo-comprimento de arco. Se « e § tem mesmo carater causal, mesma curvatura e torcao,
ou mesma pseudo-torcdo, entdo existe uma isometria 7 : R*»! — R?! tal que 8 =T o a.

Demonstracdo. Sejam t,n,b o triedro de Frenet de «, t,7,b o triedro de Frenet de 3, k e 7 a
curvatura e tor¢do comum (ou somente pseudo-tor¢ao comum) das duas curvas. Seja sg € [

fixado e A € O(2,1) que leva a base (t(so),n(s0),b(s0)) na base (t(so),7(s0),b(s0)). Pondo
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b= B(so) — A(a(sp)) temos a isometria T'(x) = Az + b. Temos que a curva v = T o « satisfaz o
mesmo sistema de equacoes de Frenet e estd sujeito as mesmas condigOes iniciais. Assim ambas
tem o mesmo triedro de Frenet e portanto sdo a mesma curva. Assim 8 =T o q. |

Agora vamos dar algumas aplicagoes da teoria e exemplos de curvas.

Exemplo 4.4.6. 1. Seja a(s) = r(cos(s/r),sin(s/r),0), r > 0. Entao

0= (o (2) o ().0) o101 = (1) (-em(2) - 2) )

Entao k=1/re

Como V' (s) = 0 segue que 7(s) = 0.
2. Seja a(s) = r(0,sinh (s/r),cosh (s/r)). Entao

t(s) = (0,cosh (2 ) ,sinh (%)) e #(s) = % (0,5inh (2) cosh (2))
Logo k=1/re
n(s) = (0,sinh (;) ,cosh (;)) e b(s) = (1,0,0).

Entao 7(s) = 0.

3. Seja as) =1 (0,cosh (s/r),sinh (s/r)). Entao

t(s) = (O,sinh (;) , cosh (;)) et'(s) = % (O,cosh (;) ,sinh (;))

Logo k=1/re

n(s) = (O,COSh (;) ,sinh (;)) e b(s) =(—1,0,0).
Entao 7(s) = 0.

4. Sejam a, b, c > 0 tais que a® + b? = ¢® e a(s) = (as/c,bcosh(s/c), bsinh(s/c)). Entao

t(s) = <Z7iSinh (Z) ,gcosh <i>> et'(s) = C% (O,COSh <Z> ,sinh <§))

Segue que k = b/c? e

n(s) = <0,cosh (Z) ,sinh (Z)) eb(s) = <—i, —asinh (%) , —a cosh (i))

Segue que 7(s) = a/c?.

5. Seja a(s) = (s, s?/r,s?/r). Esta curva é tipo-espaco com

= (22 vt (o2

Temos que n/(s) =0 logo 7(s) =0 e



6. Considere a curva tipo-luz a(s) = 1/r?(cosh(rs), rs,sinh(rs)), entdao

t(s) = % (sinh(rs), 1, cosh(rs)) e t'(s) = n(s) = (cosh(rs),0,sinh(rs))

Assim « é parametrizada por pseudo-comprimento de arco. Temos entao

r r?
b(s) = B (—sinh(rs), 1, —cosh(rs)) e b/(s) = —En(s)

Logo 7(s) = —12/2.

Teorema 4.4.7. Seja o : I — R?! uma curva tipo-tempo, tipo-espaco com normal tipo-tempo
ou tipo-espaco. Entao a estd contida em um plano se, e somente se, 7 é nula.

A demonstragao é andloga ao caso euclideano.
Teorema 4.4.8. Seja o : I — R?! uma curva tipo-luz parametrizada. Entao:

1. Se a é parametrizada por pseudo-comprimento de arco e tem pseudo-tor¢ao nula, entao a
curva esta em um plano.

2. Se a estd em um plano, entao é uma reta.
Demonstracgao.

1. Suponha que 7 = 0. Entao n’(s) = 0 para todo s € I, logo n(s) = ng. Temos que a funcao
g(a(s) — a(sp),ng) = 0, pois se anula em s = sg e g(a(s) — a(sg),no) = g(t(s),ng) = 0.
Assim a(s) — a(sp) é ortogonal a ng para todo s, logo « esta contida em um plano paralelo
ao ortogonal a nyg.

2. Se a estd em um plano entao este plano é tipo-tempo ou tipo-luz. Em ambos os casos o
vetor tangente ¢ estd na intersecgao do cone de luz com um espago vetorial de dimensao 2
tipo-luz ou tipo-tempo. Entao t estard em uma das componentes conexas deste conjunto,
que sao retas. Logo t tem um direcao fixa e portanto « estd em uma reta.

No caso em que « é tipo-espago com vetor normal tipo-tempo a segunda implicacao é falsa.
De fato, seja a(s) = (s,5%/3,53/3), s > 0 estd no plano z = y. Temos t(s) = (1,52, 5%) e
t'(s) =n(s) = (0,2s,2s) e temos n'(s) = (0,2,2) = 7(s)n(s), logo 7(s) = 1/s.

Teorema 4.4.9. Seja o : I — R?! uma curva tipo-espaco ou tipo-tempo em um plano que niao
é tipo-luz. Entao « esta contido em um circulo se, e somente se, a tem curvatura constante nao
nula.

Demonstracao. Suponha que o é um circulo. Entdo podemos supor, a menos de uma isometria
que « é um circulo euclideano no plano xz3 = 0 ou uma hipérbole no plano z; = 0, e assim
teremos que a curvatura é constante e nao nula.

Reciprocamente, suponha que « tem curvatura constante e parametrizada por comprimento
de arco, podemos levar o plano onde « é estd contida no plano z3 = 0 ou no plano z; = 0.
Quando o plano é z3 = 0 temos o caso euclideano de curvatura constante, que é o circulo, pois
qualquer curva nesse plano pode ser escrito da forma

a(s) = a(so) + </: cos 6(t)dt, /S sin 9(t)dt,0>

0 S0
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onde 0(s) = 0(sp) + fsz k(t)dt e nesse caso o é um circulo com curvatura k. Se for o caso em
que « estd contida no plano x; = 0 utilizando a nog¢ao de angulo hiperbdlico podemos ter «
tipo-tempo ou tipo-espaco, respectivamente, é da forma

a(s) = a(sy) + <O, /: sinh 0(t)dt, /8 cosh 0(t)dt> ou

0 S0

a(s) = a(sy) + (O, /: cosh 6(t)dt, /s sinh@(t)dt)

0 S0

com 6(s) = 0(sp) + f:;) k(t)dt. Nesses dois casos « é parte de uma hipérbole. Entao em todos os
casos « serd parte de um circulo. |

Definicao 4.4.10. Seja a : I — R*! uma curva parametrizada por comprimento de arco, ou
pseudo-comprimento de arco. Entdo dizemos que o é uma hélice se existe um vetor v € R?! tal
que g(t(s),v) é constante. Qualquer reta paralela ao vetor v é chamada de eixo da hélice.

Trivialmente qualquer curva plana é uma hélice. Entdo vamos supor sempre que necessario
que a curva nao é plana.
Assim como no caso euclideano temos o seguinte teorema

Teorema 4.4.11. Seja a uma curva de Frenet, ou seja, o triedro é uma base ortonormal de
R%*! em cada ponto. Entdo o é hélice se, e somente se, 7/k é constante.

A demonstragao é andloga ao caso euclideano. Resta analisar os outros casos.

Seja «v uma curva tipo-espago com vetor normal tipo-luz e g(t(s),v) = a para algum a € R
e v € R*! assim derivando a expressdao temos g(n(s),v) = 0, assim usando suas componentes
do triedro de Frenet e utilizando a métrica temos v = at(s) + A(s)n(s) para alguma funcao A
diferencigvel. Tomando a derivada teremos (a+\ +A7)n(s) = 0 e portanto N'+A7+a = 0. Como
esta equacao diferencial € linear, segue que possui solu¢ao unica dada uma condicao inicial para
A. Tomando A uma solugdo com condicao inicial A(sg) = 1 e a = 0 teremos que v(s) = An(s)
é constante igual a v € R*! fixo. E g(#(s),v(s)) = 0 uma constante, portanto qualquer o uma
curva tipo-espaco com vetor normal tipo-luz é uma hélice.

Além disso tomando a uma curva tipo-luz com g(¢(s),v) = a com a # 0 teremos g(n(s),v) =
0. Entao decompondo v nas componentes do triedro de Frenet teremos v = A(s)t(s) 4 ab(s) para
alguma func¢ao . Derivando a expressao teremos 0 = N't(s) + (A + at)n(s), logo A é constante
igual a algum ¢ € R e ¢ = —ar portanto 7 é constante. Reciprocamente se 7 é constante,
entao tomando ¢ = —7 o vetor v = ct(s) + b(s) é constante e g(t(s),v) = g(t(s),b(s)) = 1 uma
constante, assim « é uma hélice.

Para fins de consulta, vamos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.4.12. Uma curva tipo-espago com vetor normal tipo-luz sempre é uma hélice. Uma
curva tipo-luz é uma hélice se, e somente se, 7 é constante.
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Capitulo 5

Superficies no espaco de Minkowski

Assim como a teoria das curvas no espaco de Minkowski difere de forma expressiva da teoria
de curvas em R?, o mesmo também ocorre para as superficies.

Nessa secao queremos dar uma introducao a geometria Riemanniana e Pseudo-Riemanniana
dando algumas definicdes e resultados topoldgicos ou geométricos iniciais das superficies em R,
onde serd em geral uma adaptacgao para a métrica de Minkowski. Além disso a secao conterd
alguns exemplos base na geometria Riemanniana e Pseudo-Riemanniana.

5.1 Superficies no espaco de Minkowski

Aqui vamos considerar superficies mergulhadas em R?!, isto é, superficies com a topologia
de subespaco. Porém poderfamos tratar de superficies imersas em R?! da mesma maneira.

Definigao 5.1.1. Seja S uma superficie, entao diremos que S é uma superficie tipo-tempo (resp.
tipo-espaco, tipo-luz) se T),S é um subespaco tipo-tempo (resp. tipo-espago, tipo-luz).

Exemplo 5.1.2. Vamos considerar os andlogos a esfera no espago de Minkowski:

1. Chamamos de pseudo-esfera o conjunto S*!(pg, R) de pontos p tais que g(p —po,p— po) =
R? com R > 0, ou seja, um hiperboléide de uma folha. Esta é uma subvariedade de R%!,
pois é imagem inversa de valor regular. Dado p € SH!(pg, R) teremos que T,5%!(po, R) é o
conjunto de vetores ortogonais a p—pg, € como p—pg € tipo-espaco temos que TpSl’1 (po, R)
é tipo-tempo e portanto S'!(pg, R) é uma superficie tipo-tempo. No caso particular que
po =0 e R =1 chamamos essa espaco De Sitter e denotamos por S1.

2. Considere C o cone de luz. Seu espaco tangente em cada ponto é o conjunto de vetores
ortogonais a p e portanto C é uma superficie tipo-luz.

3. Seja S%%(py, R) o conjunto de pontos tais que g(p — po,p — po) = —R? com R > 0.
Seu espaco tangente em cada ponto p é o conjunto de vetores ortogonais a p e portanto
S29(pg, R) é uma superficie tipo-espaco. Além disso a componente conexa de S%9(0, R)
que contém o ponto (0,0, 1) é denotado por H ]2% e esta serd um exemplo base para geometria
Riemanniana, que é o andlogo hiperbélico de S? em R3, como iremos mostrar no decorrer
do texto.

4. Seja S o gréafico de uma funcdo f : U — R em R%*!. Entdo utilizando a parametrizacio
o(u,v) = (u,v, f(u,v)), temos que o determinante da métrica com relagao a base (i, @) é
1—f2— 2 assim S é tipo-espaco (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se, e somente se, f2+ f2 < 1
(vesp. fo+fo > 1, fi+fi=1).

Observagao 5.1.3. Relembrando que uma superficie S é dita orientavel se existe uma escolha
de orientacao para cada espaco tangente tal que para cada ponto p € S existe um referencial
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(continuo) (£;) numa vizinhanga U de p, onde para cada ¢ € U, (E;|4) € orientado positivamente
em T5S.

Outra observagao é que no contexto fisico um referencial em U é sindnimo de um sistema
de coordenadas em U, aqui no contexto de variedades, referencial é sinénimo de conjunto
ordenado de campos de vetores que formam uma base do espaco tangente em cada ponto
de U. Ainda no contexto de variedades, chamaremos de referencial local (resp. global), em
uma variedades M, um referencial definido em um aberto U (resp. M).

Assim podemos provar a seguinte proposicao.

Proposicao 5.1.4. Uma superficie S tipo-tempo ou tipo-espago é orientavel se, e somente se,
para cada ponto existe um campo continuo de vetores normais nao nulos.

Demonstragdo. De fato, seja N : S — R*! um campo continuo de vetores normais nao nulos.
Entao definindo a orientacao tal que a base (u1,ug) de T),S é positiva se g(u; A ug, Np) > 0,
tomando uma carta z = (z', 22) em uma vizinhanca conexa U ao redor de p, podemos supor que
(01, 02) seus vetores coordenados formam uma base positiva em p, caso contrario poderiamos
tomar o referencial local (—0;,02). Pela continuidade do referencial e de N, e também pela
conexidade de U temos que det(d1,02, N) > 0 em U, segue que este forma uma base positiva
numa vizinhanga de p. Assim S é orientdvel.

Reciprocamente, supondo que S é orientavel, entdo dado p um ponto existe (Fp, F2) um
referencial local orientado positivamente ao redor de p, definiremos N = Fj A Ey/ |E1 A Es|
numa vizinhanca de p. O campo N nao depende do referencial local, pois dado (El, E’g) outro
referencial local orientado positivamente ao redor de p, e onde seus dominios se intersectam a
matriz de mudanca de base (E7, Eq) para (El, Eg), A, é continua e det A > 0. E f4cil checar que
EiANFEy =detA-Ey A E5, logo as defini¢oes coincidem para os dois referenciais. Assim como
estes referenciais sao continuos, segue que N é continuo. |

Observagao 5.1.5. Mais precisamente o campo N da proposicao anterior é diferenciavel, em
virtude da férmula dada pela ultima implicacao e que podemos tomar um referencial diferenciavel
ao redor de cada ponto (vetores coordenados das cartas). Essa aplicacdo, quando existe é
chamada de aplicacao normal de Gauss ou somente aplicagao de Gauss, como no caso euclideano.
Outra observagao é que vamos nos restringir as superficies S tipo-tempo ou tipo-espago
quando estamos tratando da aplicagao normal de Gauss, ou de alguma proposicao que a envolva.
Isso se deve ao fato se S for tipo-luz, teremos que o normal estd contido no espago tangente,
entdo nesse caso nao ha uma escolha natural de base ortonormal, entdo diversas defini¢oes e
resultados que dependem dessa escolha ou do vetor normal podem ser comprometidas.

Agora vamos obter um resultado topolédgico e causal das superficies.

Proposicao 5.1.6. Seja S uma superficie tipo-tempo, tipo-espaco ou tipo-luz. Se S é compacta,
entao é uma superficie com bordo.

Demonstragdo. Suponha que S superficie tipo-espago (resp. tipo-tempo, tipo-luz) sem bordo,
entdo tomando um vetor v € R%! tipo-espaco (resp. tipo-tempo, tipo-luz). Entdo f(p) = g(p,v)
possui minimo em um ponto ¢ € int(.S) e portanto é um ponto critico de f, ou seja, 0 = dfy(w) =
g(w, ) para todo w € T,S. Logo v € (T,S)", mas (T,S)" tem dimensio 1 e é tipo-tempo (resp.
tipo-espago, tipo-luz), uma contradicao. |

Teorema 5.1.7. Toda superficie tipo-espaco é orientavel.

Demonstragcao. Em cada vizinhanga conexa coberta por uma carta, existe somente duas escolhas
de campo continuo de vetores normais, assim podemos escolher N tal que g(N,e3) < 0. Dado
um ponto p € S existe um tunico vetor N, normal a T,S tal que g(INp,e3) < 0 e em cada
vizinhanga conexa a aplicagao p — N, é continua. Portanto S ¢ orientavel. |
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5.2 A curvatura de superficies

A curvatura foi desenvolvida com o intuito obter um invariante geométrico para superficies
e como uma maneira de descrever as curvas e superficies. Posteriormente foram descobertas
propriedades que relacionam relacionam curvatura, um invariante geométrico, com invariantes
topoldgicos.

Porém a curvatura em variedades Pseudo-Riemannianas tem o cardter de invariante geomé-
trico, mas também é uma ferramenta para expressar as equacoes de Einstein, que relacionam
a geometria com a fisica. HEsta segao tem o intuito de introduzir essa ferramenta, e também
discutir as diferencas do caso euclideano.

Vamos introduzir as curvaturas normais no caso euclideano. Seja o : I — R? uma curva,
numa superficie orientavel S com campo de vetores normais N, parametrizada por comprimento
de arco passando por p € S em sg € I, entao definimos a curvatura normal de o em p como
sendo o comprimento, com sinal, da componente normal a superficie do vetor ¢'(sg). Ou seja,
pondo N(s) = N(a(s)) teremos que a curvatura normal ¢é dada por k, = (N, t'(sg)) =
(N(s0),a"(s0))-

Note que (N(s),d/(s)) = 0 para todo s € I, logo (N'(s),d/(s)) + (N(s),a”(s)) = 0, como
N'(s) = dN(d/(s)) temos que k, = — (dN(a/(s0)),/(s0)) que nao depende da curva, somente do
vetor velocidade o/(sp) no ponto p. Assim definimos a forma quadratica II,(v) = — (dNp(v),v),
chamada de segunda forma fundamental.

Uma interpretagao dada para a II,(v) em R3 é que esta é a curvatura da curva dada pela
intersecgao do plano que passa pelo ponto p e tem direcao N, e v onde v é um vetor unitario,
que serd o vetor velocidade desta curva (quando parametrizada por comprimento de arco) no
ponto p, e nesse caso coincide com a curvatura normal.

Uma proposicao, que tem exatamente a mesma demonstracdo que em R3, é que dN, é um
operador auto-adjunto em cada ponto p € S. Assim chamamos de curvaturas principais o maior
e a menor valor de II,(v) tomando vetores v unitarios e estes coincidem com a maior e a menor
curvatura de uma curva dada pela interseccao de planos normais a .S em p. Como —dN,, é auto-
adjunto, entao o maximo e o minimo de I/, entre os vetores unitdrios sao os seus autovalores
k1, ko e seus autovetores sao os respectivos pontos de maximo e minimo ej, eo, e estes formam
uma base ortonormal de 7),5, e estas sao chamadas de direcoes principais.

Assim definimos a curvatura Gaussiana como sendo K = k1 - k9 e a curvatura média é dada
por H = (k1+k2)/2. Assim temos como consequéncia que K, = det(—dN,) e H, = tr (—dN,)/2.

Um problema que pode ocorrer em R?! é que o operador —dN, nao seja diagonalizavel, pois o
resultado que dado um operador auto-adjunto em um espaco vetorial V' possui base ortonormal
de autovetores sé ocorre em espacos com produto interno como serd mostrado no exemplo a
seguir.

Exemplo 5.2.1. Seja a(s) = (as/c,bsinh(s/c),bcosh(s/c)) com a : R — R?! com a?+b? = c? e
a,b,c > 0. Considere a superficie construida tomando as semiretas com dire¢ao da tangente ¢(s) a
partir do ponto a(s), ou seja, o (u, v) = a(u)+v-t(u) com v > 0. Temos que o,, = &' (u)+v-t'(u) =
t(u)+v-k(u) -n(u) e oy =t(u), logo oy Aoy, = (t(u) +v-k(u) -n(u)) At(u) = v-k(u) - t(u) An(u),
mas como t(u) é tipo espago e n(u) tipo-tempo, segue que b(u) = t(u) An(u) e assim oy, A 0y, =
—v -k - b(u) e uma escolha para o vetor normal é N(u,v) = —oy, A 0y/ |0y A 0y = b(u), logo a
superficie é tipo-tempo. Temos que do injetiva em cada ponto (u,v) e assim é localmente um
mergulho, isto ¢, dado u € R e v > 0, existe uma vizinhanca (aberta) V' C R x Ry de (u,v) tal
que o restrito a V' define um homeomorfismo sobre o(V') e portanto um mergulho.

Assim N, = ¥(u) = 7(u) - n(u), mas 7(s) = a/c?, logo N, = a-n(u)/c? e N, = 0, logo o
operador —d N, ) na base ortonormal (¢(u),n(u)) do espago tangente em o (u,v) se escreve da

forma
0 0
_dNU(u,v) = _% 0
C
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que nao é diagonalizavel com trago e determinante 0.

Na busca de generalizagoes poderiamos também definir a curvatura Gaussiana da mesma
forma que no caso euclideano, ou seja, que K = det(—dN,). No préximo exemplo vamos mostrar
que esta nao seria uma boa definicao. Para isso usaremos um exemplo de espago hiperbdlico, o
disco de Poincaré.

Exemplo 5.2.2. J4 mostramos que a superficie H? = H 12 é uma superficie tipo-espago. Vamos
mostrar que H? é isométrico ao disco de Poincaré que denotaremos por B2, para evitar confusao
com D? C R? o disco fechado de raio 1.
Mais precisamente, a projecio de B2, a partir do ponto (—1,0,0), sobre H? é uma isometria.
De fato, podemos obter o difeomorfismo ¢ : B2 — H?, com

x
xziw,l—l—xQe Lz, t) = .
p(x) (1_|x’2)( [2[) e ™ (@, t) = 1
E temos também que :
2v 4o (v, x 4 (v, x
dipg(v) = 1 7t < ) 3 < ) 2
S (- wl) (- 1al?)
onde (-,-) denota o produto interno euclideano em R? e | - | sua norma respectiva norma.
Sendo 7 (u,v) = 4(11,711)22 a métrica em B?, entdo:
(1 —1z[%)
. 4ol 16 (v, )2 16]2* (v,2)* 16 (v, 2)?
(¥"9)2(v,v) = 2 3 i 1
(1-f) (1 -leP) (1-leP) (1)
4|v]? 16 (v, z)* 16 |z* (v,2)* 16 (v,2)?

T e ) ()

4[of*

()

Utilizando identidades de polarizagao segue que ¢*g = 7 e portanto ¢ é isometria.

Assim, como queremos que a curvatura Gaussiana seja preservada por isometria, temos que
a curvatura Gaussiana de B2 é K = —1, como poderemos calcular, e portanto a mesma de H?2.
Por outro lado, a aplicacio de Gauss em H? é N(p) =p e dN), ¢é a aplicacao identidade em H 2
assim det(—dN,) = 1. Assim podemos ver que a curvatura de Gauss das superficies em R?! em
geral nao coincide com a definicao K = det(—dN,) do espago euclideano.

A definigdo mais precisa de curvatura de Gauss, no sentido de recuperar a curvatura de
Gauss para superficies riemannianas no espaco de Minkowski, em superficies S ¢ R>»! é K =
e-det(—dNp), onde € = 1 se S for tipo-tempo e ¢ = —1 se S for tipo-espago. E de modo andlogo
definimos a curvatura média como H = ¢ - tr (—dN,)/2. Assim para consulta iremos enunciar a
definicao:

Definicao 5.2.3. Seja S C R?*! uma superficie tipo-tempo ou tipo-espaco. Definimos a
curvatura Gaussiana e curvatura média, respectivamente, como K = ¢ - det(—dN,) e H =
€ -tr (—dNp)/2, onde € =1 se S for tipo-tempo e ¢ = —1 se S for tipo-espago

A definigao da curvatura Gaussiana serd melhor justificada utilizando a teoria de variedades
Pseudo-Riemannianas, fazendo um Teorema Egregium de Gauss para R*! e mostrando que essa
definigao ¢ consistente com o que ja tinhamos na geometria Riemanniana.
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Definigao 5.2.4. Suponha S é uma superficie orientavel tipo-tempo ou tipo-espaco tal que o
operador —dN,, é diagonalizdvel e sejam A\ (p) e A2(p) seus autovalores, entdo chamamos Ai(p)
e A2(p) de curvaturas de S em p.

Definigao 5.2.5. Seja S uma superficie nao degenerada e orientavel. Dizemos que p € S é um
ponto umbilico se existe A € R tal que g(—dNy(u),v) = X - g(u,v) para qualquer u,v € T),S.
Além disso, dizemos que S é uma superficie umbilica se todos os pontos sao umbilicos.

Temos que p € S é um ponto umbilico se, e somente se, —dN, é diagonalizavel e possui
somente um autovalor. De fato, se (u1,u2) é base ortonormal de 7,5, entao g(—dNp(u1),u2) =
A g(ur,ug) = 0 assim —dNp(u1) = p - wp além disso A = A - g(u1,w1) = g(—dNp(u1),u1) =
p - g(ur,u1) = p. Do mesmo modo mostramos que —dNp(uz) = A - ug. Reciprocamente se
—dN,, é diagonalizavel com um tnico autovalor A, entao existe uma base de autovetores (u1, ug).
Escrevendo um vetor v = v! - uy 4+ v? - uy = —dN,(v) = X - v e temos:

g(—de(U),w) =A- g(v,w).

Fixada uma base de T},5, teremos que o polindémio caracteristico de —dN,, é p(X) = X 2
tr (—dNp)X + det(—dN,) = X% — 2¢HX + K assim o discriminante desse polinémio ¢ A =
4(H? — eK). Assim:

1. Se H?> — ¢K > 0 temos que a aplicacio —dN,, possui dois autovalores e portanto ¢ diago-
nalizavel.

2. Se H? — K < 0 entdo a aplicacdo nio é diagonalizavel. Esse caso sé ocorre em superficies
tipo-tempo, pois caso fosse tipo-espago —dN, seria um operador auto-adjunto em um
espago com produto interno e portanto diagonalizavel.

3. Se H2—cK = 0 e S superficie tipo-tempo, entdo o operador pode ou nio ser diagonalizavel.
Exemplo 5.2.6.

1. Seja P um plano tipo-espaco ou tipo-tempo, entao existe um vetor unitdrio v normal a
P. Assim N : P — R?! com N(p) = v é uma aplicacdo de Gauss para P e além disso
—dN), = 0, portanto ¢ diagonalizdvel e K = H = 0.

2. 829(pg, R) é uma superficie tipo-espaco e N(p) = (p — pg)/R é uma aplicacio de Gauss.
Assim —dN,(v) = —v/R, logo \y = Ao = —1/R, H = 1/R e K = —1/R% De modo
analogo a superficie S (pg, R) tem curvaturas H = —1/R e K = 1/R>.

Exemplo 5.2.7. Vamos agora considerar os cilindros em R?! como sendo o conjunto de todos
os pontos equidistantes da sua respectiva projecao ortogonal com relacao a uma reta que nao é
tipo-luz £ € R?!. Seja py € £ e u um vetor diretor unitario de ¢, entdo a projecio ortogonal de
um ponto p em relagdo a reta £ é o ponto p € £ tal que g(p — p,u) = 0 temos que p = po + A - u,
logo g(p — po,u) — A - g(u,u) = 0, pondo g(u,u) = J, temos que A = J - g(p — po,u) e disso
P = po+0-g(p—po, u)u. Assim g(p—p,p—p) = g(p—po, p—po) —20-g(p—po, u)*+3-g(p—po, u)?* =
g(p—po,p—po) — - g(p — po,u)?, e portanto definimos o conjunto C(R;¢) como o conjunto de
pontos p € R*! tais que |p — ]3\2 = |g(p —po,p—po) —90-9(p— po,u)z{ = R? para algum R > 0
fixado.

Diremos que o cilindro é um cilindro de Lorentz se ¢ é tipo-tempo e que é um cilindro
hiperbélico se £ é tipo-espaco. Se £ é tipo-tempo, entdao podemos decompor da seguinte maneira
p—po = A-u-+w com w ortogonal a u, entdo g(p—po, p—po)+9(P—po, u)? = —A2+g(w,w)+ A% =
g(w,w) e como u é tipo-tempo assim g(w,w) > 0, logo |p — p| = g(p—po, p—po) —6-g(p—po, u)>.
Quando ¢ é tipo-espago, segue que C'(R; ) possui uma separagao topolégica entre os pontos que
correspondem a g(p — po,p — po) — 9 - g(p — po,u)?> = R? e os pontos que correspondentes a
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g(p—po,p—po) — 6 - g(p — po,u)> = —R%. Mais precisamente terd quatro componentes conexas
duas que sao superficies tipo-tempo e as restantes superficies tipo-espago, como veremos nos
exemplos.

Sendo C(R; ¢) para { reta nao degenerada e R > 0 fixados, é uma superficie orientavel, pois é
imagem inversa de valor regular de fungao diferencidvel. Dado v € T,C(R; (), seja o uma curva
diferencidvel em C(R; /) tal que a(0) = p e &/(0) = v, entao:

d
0=~ [g(a(t) = po,a(t) = po) = 8- g(a(t) — po, w)?] = 29(v,p — po) — 20 - g(p — po, u)g(v, u).
Entao uma aplicagao de Gauss N serd dada por
1 1
Np) =5 (p=po—0-9(p—po,uu) = —dNp(v) = =5 (v =0 g(v,u)u).

Tomando a base ((p — po) A u,u) teremos:

—dNy(u) =0e —dNy((p—po) Nu) = —%((p —po) Au).

Logo —dN,, é diagonalizavel e possui autovalores 0 e —1/R.
Vamos analisar os casos:

1. ¢ é tipo-tempo: Teremos que a normal é tipo-espago logo K = 0 e H = —1/2R. Como
exemplo tomando ¢ = span (e3) segue que C(R; /) = {(z1, 72, x3)| 2 + 23 = R?}

2. £ é tipo-espago: Teremos que o normal é tipo-tempo ou tipo-espaco. Tomando N tipo-
tempo teremos a superficie tipo-espaco Cs(R;¢) o conjunto dos p tais que g(p—po,p—po) —
§-9(p—po,u)? = —R? enesse caso K = 0 e H = 1/2R. Tomando N tipo-espaco teremos a
superficie tipo-espaco C;(R;¢) o conjunto dos p tais que g(p—po,p—po) —5-g(p—po, u)? =
R? enesse caso K =0e H=—1/2R.

Tomando ¢ = span (e1), teremos que Cs(R;¥) é o conjunto dos pontos (1, z2, z3) tais que
23 — 23 = —R? e Cy(R;¢) é o conjunto dos pontos (z1,x2,x3) tais que 23 — 23 = R? e
ambos possuem duas componentes conexas, e todas essas sao componentes de C'(R;¢).

De modo geral, é facil verificar que, a agdo do grupo de Poincaré é transitiva entre os cilindros
com eixo ¢ do mesmo carater causal, entao estes trés exemplos de cilindros caracterizam todos.

Agora vamos descrever as curvaturas de superficies ndo degeneradas em termos de parame-
trizagoes locais. Seja entao ¢ : U — S uma parametrizacao local de S, tal que B = (¢y(u, v), @, (u,v))
¢ uma base orientada positivamento no espago tangente em ¢(u,v). Sejam também E =
9(Lu, 00), F = g(0u, 00), G = g(py, ). Assim EG — F? > (0 se S é tipo-espaco e EG — F? < (

se S é tipo-tempo. Pondo N = N(p(u,v)) = (¢u A ¢u) / |@u N @], teremos que —dN (¢,,) = Ny,

e —dN(py) = Ny, assim:

g(_dN((Pu)a qu) = g(_Nm qu) = g(N, ‘Puu)
g(—dN((pu), va) = g(_dN(‘Pv)a ‘pu) = g(N, Souv)
g(*dN((pv), va) = g(*Nva ‘Pv) = g(

Assim em termos do referencial local B podemos escrever a matriz do operador —d/N como:

(5 e) (5 D) am (5 50 )

Assim podemos escrever a curvatura gaussiana e média como sendo:

e
f
h

leG —2fF + hE eh — f2
= K=¢

H = ez
9T EG_-F2 EG — F?
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Exemplo 5.2.8. Seja f: U — R com U C R? aberto e f diferencidvel. O grifico S dessa funcio
define uma superficie em R*!. Escolhendo a parametrizacido ¢ : U — S dada por ¢(u,v) =

(u,v,f(u,v)) teremos ¢, = (LOafx)a Py = (Oalafy)a Puu = (anafzx)a Puv = (anafmy), Loy =
(0,0, fyy), assim oy A @y = (—fo, —fy, —1). Como EG — F? =1 — f2 — fg temos que:

fx:cfyy_fgzy eH: (1_f5)fxx_2fxfyfxy+(1_fgg)fyy

K=e——"—""% £
(1= f2-f7)? 2|1_f§_f5‘3/2

Exemplo 5.2.9. Seja a : I — R*! uma curva tipo-luz parametrizada por pseudo-comprimento
de arco. Considere a aplicacdo ¢ : I x Ry — R?! com ¢(u,v) = a(u) + v - b(u), onde b é o
vetor binormal. Essa superficie dada pela imagem de ¢ chamamos de B-scroll. Uma normal
possivel para essa superficie é o vetor N(u,v) = n(u) — v7b(u) em cada ponto ¢(u,v), assim
Ny = —1t(u) — b(u) — v7'b(u) — v72n(u) = =Ty, — (1 + vy e Ny, = —7b(u) = —T,, assim
a matriz de —dN na base (¢, py) é:
T 0
< 1+or" 7 >

Nesse caso g(N,N) =1logo H =7 e K = 2. Se v7’ # —1 entdo H?> — K = 0, mas a superficie
nao é umbilica, pois nao é diagonalizavel.
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Capitulo 6

Variedades Riemannianas e
pseudo-Riemannianas

Agora vamos generalizar os espacos e estruturas estruturas estudadas introduzindo varieda-
des pseudo-Riemannianas.

6.1 Notacao de Einstein

A partir desta secdo vamos utilizar a convencao de Einstein para somatorios. Quando ti-
vermos o mesmo indice superior e inferior estaremos entendendo como um somatério, de 1
até a dimensao do espago em questdo, exceto se indicado. Por exemplo, tomando os cove-
tores coordenados dz! em T*M, e uma l-forma w com componentes w; nesta base teremos
w = widx' = Zwid:ni. Por este motivo vamos escrever as componentes de vetores com indices
superiores e componentes de covetores com indices inferiores. Outro exemplo é um tensor T'
do tipo (2,1), teremos em coordenadas locais T' = T3, 9; ® da® @ dz* onde T%, = T(dx’, 0;, O).
Podemos ainda tomar o trago nas ultimas varidveis teremos as componentes com relagao a base

(da') séo (tr T); = T, = 3, TY.

6.2 Conexoes

Seja (E, M, ) um fibrado vetorial de M e I'(E) as suas segoes. Uma conexao em F é uma
aplicacao
V: X(M) x (E) — I(E)

satisfazendo:
(a) VxY é C°°(M)-linear em X.
(b) VxY é R-linear em Y.
(€) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY.

Basicamente uma conexao é uma maneira de derivar secoes e campos de vetores de maneira
consistente, isto é, sem depender de cartas locais. Além disso essas propriedades permitem que
VxY dependa somente de modo local de X e Y, como mostra a préxima proposigao.
Proposicao 6.2.1. Seja V uma conexao em um fibrado (E, M, 7), p € M, X um campo de
vetores em M e Y uma segao de E. Se X = XeY =Y em uma vizinhanca U de p, entao
VxY|,= VY|,
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Demonstragdo. Vamos mostrar que VxY|,=V X§~/|p e pela R-linearidade em Y basta mostrar
para o caso em que Y = 0. Considere uma funcao ¢ € C°°(M) tal que supp ¢ C U e ¢(p) = 1.
Entao oY =0, logo Vx(¢Y) =0 e por outro lado Vx (pY) = X(¢)Y + ¢VxY calculando essa
expressao em p temos VxY|,= 0. Do mesmo modo mostramos que X = 0 em U implica que
VxY|,=0 |

Com essa afirmacdo podemos usar a expressao de X em coordenadas locais. Mais precisa-
mente, seja U uma vizinhanca coordenada de p € M, entdo seja X = X'0; em coordenadas
locais. Assim

VXY|p: inaiY|p: Xz(p)va,-ybm

Se X, = )pr, entdo X(p) = X'(p), logo VxY|,= VY|, Assim podemos enunciar o seguinte
corolario.

Corolério 6.2.2. Seja V uma conexao em um fibrado (E,M,r), p € M, X um campo de
vetores em M e Y uma segao de E. Se X, = X, entdao VxY|[,= VY|,

6.2.1 Conexoes afins

Uma conexao afim é uma conexao no fibrado tangente T'M. Vamos usar conexdao em M
como sinénimo de conexao afim em T'M.

Dado (E;) referencial local, definimos as n? funcoes I‘fj :U — Rdemodo que Vg, E; = FZEk
Além disso, em coordenadas locais com relagao ao referencial (E;) temos X = X'E; e Y = Y/ E},
logo

VxY = Vx(Y/E;)
= X(Y)E; + YV yip, B,
= X(Y)Ep + X'YIVg,E;
= X(Y)E; + T XY/ E,
= (X(Y") + T XY E,
A estes coeficientes chamamos de simbolos de Christoffel.
Em R™ uma conexao afim é a conexao euclideana:

VxY = (XY,

onde 0; sdo os vetores coordenados da carta global Idg~. Nesse caso Ffj =0.
Uma maneira de construir uma conexao é tomando o pullback de uma conexao em outra
variedade.

6.2.2 Conexoes nos fibrados tensoriais

Dada uma conexao em uma variedade M, podemos induzir uma conexao nos fibrados ten-
soriais TEkM pedindo algumas condigoes naturais, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 6.2.3. Seja V uma conexao em M. Entao existe uma tinica conexao em cada fibrado
tensorial T, ng , que vamos denotar por V, satisfazendo as condigoes:

a) T1M ~ TM a conexao coincide com a conexao afim.

(a)

(b) TYM = C°°(M) a conexio é dada por Vx f = X(f).

(c) Vx(F®G) = (VxF)® G+ F® (VxG).
)

(d) Denotando tr o trago de qualquer par de entradas, Vx(tr F') =tr (VxF).
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Além disso com essas condicoes estas devem satisfazer:

(i) Sejam w uma 1-forma e Y um campo de vetores, entao
Vx (@) = (Vxw)(Y) +w(VxY).

(i) Sejam F um campo de tensores do tipo (k,£), Y; campos de vetores e w’ 1-formas em M.
Entao:

(VxF)w!, ..., ot Y1, V) = X(F(w, ..., Y1,...,Y))
V4
=Y FW',... Vxwl, .0V, )
j=1
k
—ZF(wl,...,wﬁ,Yl,...,vxm LY.
i=1

Demonstragao. Vamos supor que se as conexoes satisfazem (a), (b), (c) e (d), entdo valem (i) e
(ii), vamos mostrar a existéncia e unicidade das conexoes. Definindo (Vxw)(Y) = X(w(Y)) —
w(VxY), teremos que Vxw é uma 1-forma. Do mesmo modo podemos definir uma conexao
como em (ii) e assim VxF é um campo de tensores do mesmo tipo que F. Essas sao de fato
conexoes e satisfazem (c) e (d). Como qualquer conexao que satisfaz (a), (b), (c) e (d) deve
satisfazer (i) e (ii), entao segue disso a unicidade das conexoes.

Agora basta mostrar que valem (i) e (ii). De fato, w(Y) = tr (Y ® w)

Vxw(Y)) =tr (Vx(Y ®@w))
(VxY w+Y ® Vxw)
(VxY @uw)+tr (Y ® Vxw)

w(VxY) + (Vxw)(Y)

t
tr
tr

Para mostrar (ii) vamos supor que F' é um campo de tensores do tipo (1,1). Temos que tr (tr (F®
Y ® w)) = F(w,Y), onde contraimos a primeira e dltima entrada de FF ® Y ® w e depois as
entradas restantes. Assim podemos verificar que vale (ii) nesse caso. Para outros tipos de
tensores a demonstragao é andloga. |

Observagao 6.2.4. Assim do item (i) do teorema acima teremos dz*(9;) = 5;-“, logo 0 = 8i((5§?) =

Vazdffk(ﬁj) = (Vazdxk)(a?) + d:Ek(V@L@j), COIHQ dl’k(V&aj) = FZ segue que (Vazdxk)(ﬁj) =
—Ffj. Assim Vaidxk = —I‘fjd:ﬂj e dados X = X%9; e w = wydz”

VX(A) == VX(wkda:k)
= X (wp)da" + WkVXiaid.iUk
= X (wy)dz" — Ffjkaidxj
= (X (wj) = Thwp X")da!

Observagao 6.2.5. Seja F' um tensor (k,¢), entdo a aplicagao
VE: X" (M) x ... xX*(M)xX(M) x...xX(M)— C*(M)

onde
(V) (W, ..., w5V, Y X) = (VxF)(Wh, .., Wi Y, V)

¢ um tensor (k +1,7¢).
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Seja F' um tensor (k,£), pondo em coordenadas locais, teremos

F=F'7'9, ©.. 00,2d" @... od".

1.1k

Escrevendo VF' em coordenadas teremos

VEF — pit-de 8]‘1®---®aje®dxil®"'®dmik®dxm

i1...0, ;M

.]1 ]Z — .]1 .]l 3 : 33 3
onde F;'":¢ =V, Fil: % Assim pelo item (ii) do teorema acima, segue que

F1de = 0O Fide 4 ZFJLquJZFJs ZFJlmpmjl P

Q1.0 M 11...0) 01 0) 01Dl T Mg

Seja f € C°(M), entdo definimos o Hessiano covariante de f, ou somente Hessiano de
f, como sendo a aplicagdo V2f = V(Vf)). Temos entdo que V2f(X,Y) = (VyVf)(X) =
Y(Vf(X)) = VF(VyX) =Y (X(f)) - (VxY)f.

6.2.3 Derivadas ao longo de curvas

A menos em mengao em contrario, vamos considerar uma curva em M uma curva parame-
trizada suave v : I — M, para I C R um intervalo. Relembrando que o vetor velocidade de uma
curva v é dado por

S0 = S (For) (D)

Além disso, dada uma carta x que intersecta a imagem de vy, pondo x oy = (y,...,7") (em
algumas vezes por abuso de notacdo iremos escrever simplesmente v = (v!,...,4")), teremos

V() = ().

Um campo de vetores ao longo da curva v : I — M é uma aplicacao suave V : I — T'M tal
que (mo V)(t) = ~(t). Vamos denotar o conjunto desses campo por X(7y). Um exemplo desse
tipo de campo é o campo %. Outro exemplo é o dado 1% campo de vetoresem M e V = Vo 5.

Diremos que um campo é extensivel V' se para cada vizinhanga da imagem existe um campo
V nessa vizinhanca tal que V(y(t)) = V(). Um exemplo de campo nao extendivel ¢ 4, onde

Y(t1) = (t2) e (t1) # F(t2).
Agora podemos definir o que é derivada ao longo de curvas, com o teorema a seguir.

Teorema 6.2.6. Seja V uma conexao em M. Dada uma curva vy : I — M, existe inico operador
Dy : X(y) — X(v) satisfazendo as condigdes

(a) Dy é R-linear.
(b) Dy(fV) = fV + fD;V para todo f € Coo(I)
(c) Se V é extensivel, entdao dada uma extensao V temos

DV =V5V.

Assim definido esse operador, diremos que D;V é a derivada covariante de V' ao longo de .

Demonstragao. Vamos mostrar a unicidade. Suponha que existe o operador Dy, assim podemos,
de modo andlogo a V, mostrar que fixado tg € I D,V (tg) depende somente de V em uma
vizinhanga de tp. Assim em algum intervalo da forma (typ — €,y + €) existe uma carta = que
cobre y(tg — €, %9 + €), assim podemos escrever V = V79; e %(t) = 4'(t)9;. Logo
DV (ty) = 1% (to)aj + Vjvwo)aj
= (VE(to) + T35 (7(t0)) 7' (to) V7 (t0)) .-
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Como ao redor de cada ty € I podemos escrever D;V como na expressao acima, e esta nao
depende do operador, podemos concluir que Dy é unico. Agora basta definir D; em cada carta
que contém pontos de y(I), e pela unicidade, as defini¢oes vao coincidir na intersecgao das cartas.
Podemos definir D;V pela expressao acima, para cada tg € I e assim definido ird satisfazer as
condigoes. |

Proposigao 6.2.7. Sejam X,Y € X(M) e v uma curva em M tal que v(0) = p e 4(0) = X,
entdo VxY|p= DY, ) li=o0-

6.2.4 Transporte Paralelo

Dizemos que um campo de vetores V : I — T'M ao longo de uma curva v : I — M é paralelo
se D,V = 0. Além disso dizemos que um campo V € X(M) é paralelo se é paralelo ao longo de
cada curva, ou equivalentemente, VV = 0.

Em R"™ usando a férmula para derivada covariante na carta Idgn teremos

DtV—O@W@ =0aVi=d,eR.

Em outras palavras os tinicos campos vetores paralelos ao longo de uma curva em R"” sao os
constantes.
Vamos agora mostrar que sempre é possivel construir um campo paralelo a uma curva.

Teorema 6.2.8. Seja v : I — M uma curva, tg € I e Vo € T, )M, entao existe tinico campo
V : 1 — TM, paralelo a v, tal que V(ty) = V.

Demonstragdo. Considere uma carta = : U — R™ que cobre 7(tg), entao V = Vjaj é campo
paralelo ao longo de 7 em um intervalo J C I tal que v(J) C U, entdo da demonstracao do
teorema anterior, pondo (t) = ¥(t)d; temos

DV (t) = (VF(t) + Tl (v(0) 3 1)V (1) = 0.

Isso vale se VF(t) = —Ffj(’y(t))f'yi(t)vj(t) para cada k = 1,...,n. Esta equagao tem solugao
unica em (ty — €,t9 + €). Entao se = cobre ~(I), entao segue o resultado.

Suponha entao que () nao é coberta por uma tnica carta. Suponhamos inicialmente que
I = [a,b] é compacto. Entao o conjunto dos ¢ > ty tal que existe inico V' : [tg, c] — T M campo
paralelo a 7 em [tg, ¢] com V (ty) = V, é nao vazio, pois existe ¢ > t( suficientemente préximo de
to tal que [to, c] estd contido em U, e também é limitado, portanto este conjunto possui supremo
B. Vamos mostrar que /3 é tal que existe inico campo V : [tg, 5) — T'M com V (to) = V.

Vamos mostrar que 8 = b. De fato, suponha por contradicao que 8 < b, entao tome uma carta
contendo (). Entao um intervalo da forma (3 —d, 8+ 6) esta contido nesta carta. Assim existe
tinico campo V' : (8 — 6, 3 + ) — T'M paralelo ao longo de v tal que V(B—46/2)=V(8—45/2).
Pela unicidade, segue que V =V em (8—0, B) e assim podemos extender V' a um campo paralelo
a vy em [tg, f + J), uma contradigdo. Portanto devemos ter 8 = b, e do mesmo modo podemos
definir V' em [a, tg] de modo tnico.

Agora supondo I nao compacto, entao em cada compacto J C I contendo tg temos que existe
tinico campo paralelo em J com V(o) = Vo, assim como dois campos definidos em intervalos
diferentes devem coincidir na intersecgao, podemos definir V' : I — T'M pondo V(t) = V()
onde V : J — TM é um destes campos com t € J. |

Com o teorema podemos definir um jeito de conectar dois espacos tangentes quaisquer. Uma
curvay : I — M com tg € I fixado, define uma familia de operadores Py 1, : Ty )M — Ty )M
onde Py, (Vo) = V(t1) onde V' é o campo paralelo a v com V(tg) = Vp. Além disso Py 4, €
isomorfismo linear. Estes operadores chamamos de transporte paralelo de ty a t7.

o6



6.2.5 Geodésicas

Agora vamos definir as curvas de aceleragao nula em variedades com conexao. Sejay : I — M
uma curva, entao chamamos de aceleragao de v o campo de vetores D ao longo de v. Uma
geodésica é uma curva com aceleracao nula, e nesse caso ¥ é um campo paralelo ao longo de ~.

Um exemplo de geodésica é em R" onde D; é exatamente a derivada com relacao a ¢, ou
seja, Dyy = 4 (identificando T',;)R™ ~ R™). Assim as tinicas geodésicas em R™ sdo as retas com
velocidade constante.

Teorema 6.2.9. Seja M uma variedade com conexao afim. Dados p € M, V € T,M ety € R,
existe I C R intervalo aberto contendo ty e v : I — M uma geodésica satisfazendo y(tg) = p e
~v(to) = V. Além disso, duas geodésicas satisfazendo esta condi¢ao coincidem na intersecgao dos
dominios.

Demonstra¢do. Tomando uma carta x = (2%) ao redor de p. Uma curva v : I — M é geodésica

se pondo v = (y!,...,7™), nas coordenadas z, temos

F T ()3 =0

Fazendo a mudanca de varidvel v¥ = 4* teremos o seguinte sistema de equacoes (nio lineares):

Ak =

oF = —TP (v ()"0

Assim existe um intervalo aberto I = (to—e, top+¢) em que hé solugao para este sistema tomando
condigdo inicial v (tg) = z(p) e 7i(tg) = V¢, onde V = Vi9;, e portanto existe uma curva v
geodésica definida em I satisfazendo v(tg) = p e y(tg) = V.

Para provar a unicidade, suponha «,vy : I — M, para algum I C R intervalo aberto,
geodésicas satisfazendo a(tg) = v(to) e &(tg) = Y(to), para algum ty € I. Vamos mostrar que
em todo subintervalo da forma [tg,b] C I as curvas coincidem. Se o conjunto de b > ty tais
que [tg,b] C I onde as curvas coincidem for ilimitado, entdo nado hd nada a provar. Se for
limitado, tome 8 o supremo e devemos ter S ¢ I. Caso contrario, por continuidade devemos ter
a(B) =v(B) e &(B) = ¥(B) e assim as curvas iriam coincidir em um intervalo um pouco maior
que [to, 8], uma contradi¢do. De modo andlogo mostramos que as duas curvas devem coincidir
a esquerda de tg. |

Este teorema afirma também que existe tnica 7 : I — M geodésica maximal (que nao pode
ser extendida em um intervalo maior) satisfazendo v(0) =p e 4(0) =V, parape M eV € T,M
fixados.

De fato, tomando I a unido dos intervalos de todas as geodésicas « satisfazendo a(0) = p
e &(0) = V entao definimos () = «(t) para alguma geodésicas o que contém ¢ no dominio.
Portanto v é bem definida, pois escolhendo 3 geodésica satisfazendo S(0) = p e B(0) = V
contendo t no dominio, teremos que (3 e a coincidirao em seus dominios em comum, em particular
em t.

Além disso, 7 é geodésica, pois tomando ¢t € I e a: J — M satisfazendo a(0) = pe &(0) =V,
geodésica com t € J, entao conterd um intervalo aberto J C J, com ¢ € J. Entao v coincide
com « em J e portanto 7 = & em J e consequentemente Dyy = Dyce = 0 em J.

Denotamos a geodésica maximal com ponto inicial p e velocidade inicial V' por vy, e por
vezes chamamos simplesmente de geodésica com ponto inicial p e velocidade inicial V.

Uma propriedade das geodésicas é a homogeneidade que sera provada na préxima proposigao.

Proposicao 6.2.10 (Homogeneidade das geodésicas). Seja V € TM e ¢,t € R, entao

Yev (t) = v (ct),

e além disso um lado esta definido sempre que o outro estiver.

o7



Demonstragao. Basta mostrar que . existe e a igualdade vale sempre que o lado direito da
igualdade estd definido, pois a reciproca vale devido ao fato que:

Ya/e)(ev)(ct) = vev ((1/c) - (ct)) = v (ct) = vev (t)

e o lado esquerdo esta definido sempre que o lado direito estiver definido.

Entao seja I C R o dominio de yy e J = {t € R|ct € I}. Vamos denotar y =y ey:J — M
tal que J(t) = y(ct) temos que 5(t) = ¢(ct), logo F(0) = pe 3(0) = ¢V

Em coordenadas locais se 4(t) = 41; teremos 7(t) = ' (t)0; = c¥¥(ct)d;. Logo:

DAW®) = (5'0) + T5EWA 07 (1)) o

¢ (¥ (ct) + T (et)3 ()37 (et) ) O
= Dy(ct) = 0

Entao 7 = .y e Yev estd definida em J, pois caso contrario poderiamos extender o intervalo de
definigao I de vy . [ |

Agora podemos apresentar um difeomorfismo muito importante para o desenvolvimento da
teoria de geometria pseudo-Riemanniana. Considere

E ={V € TM|yy estéd definida em um intervalo que contém [0, 1]}

e defina exp : £ = M pondo exp(V) = v (1).

Para cada p € M, podemos definir exp,, sendo exp restrita a £, = & NT,M.

Para provar algumas propriedades vamos utilizar o seguinte lema de fluxos sobre variedades,
que pode ser consultado em [1].

Lema 6.2.11. Seja X um campo vetorial suave em uma variedade diferencidvel M, entao
existe unica 6 : W — M suave, definida em um aberto W C R x M e tal que para cada p € M,
0, = 0(-,p) é a maior curva integral do campo X, ou seja, 0, estd definida no maior intervalo
tal que .

Op(t) = Xo,1)-

Proposigao 6.2.12 (Propriedades da aplicacdo exponencial). Valem as seguintes afirmagoes:

(a) € é um conjunto aberto e £, é um conjunto estrelado com relagdo & 0 em T,M, ou seja,
dado o vetor V' € &, entao segmento de reta que liga V' e 0 estd contido em &,.

(b) Dado V € TM, a geodésica vy é dada por
Y (t) = exp(tV)
sempre que um dos lados esta definido em ¢.
(c) exp é uma aplicacao suave.

Demonstragao. Pela homogeneidade das geodésicas temos que exp(tV) = vy (1) = v (t) estd
definido para todo 0 < ¢ < 1. Portanto &, é estrelado.

Vamos mostrar que £ é aberto e exp é suave. Em cada sistema de coordenadas (z') em um
aberto U podemos definir um campo G em 7~ (U) C TM, tomando o sistema de coordenadas
(z%,v") de 7~ 1(U), pondo G dado por

vk -

Gy = V0, — VIVITE (n(V))0
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Além disso suas curvas integrais nas coordenadas (z*,v") sao da forma

§(8) = vl ()0 (T ( ()

que é um sistema equivalente ao da equacao das geodésicas. A ideia é extender o campo G
em cada sistema de coordenadas para um campo global. Seja f € C*°(TM) eV € TM com
m(V) =p e U, entao:

G(HV) = 0 (HVF = 0 (HV'VITY ()

Tomando a geodésica 7y, temos entao

(W@ Av®)| = 0 ()it + O (v |

at » 0

= 0 (£ = (DA TV )]
= 0 (/)VE = 8, (H)VIVITE (p) = G(f)(V).

Ent&o na verdade podemos extender G & um campo suave em 1T M. Entao existe O C R x T'M
a maior vizinhanga de {0} x T'M e uma aplicagao 6 : O — T M onde cada 6y = 0(-,V) é uma
curva integral de G.

Além disso se V € £, entdo (1,V) € O e sendo O aberto, existem 1 € [ CReV e U C TM
abertos tais que 0 esta definido em I x U. Em particular existe uma vizinhanca de U em T'M
tal que os vetores nesta vizinhanga tem geodésicas definidas em [0, 1]. Portanto £ é aberto.

Teremos que a aplicacao 67 = 6(1,-) é uma aplicacao suave e exp(V) =y (1) =m0 6(1,V)
logo exp é uma aplicagao suave. |

6.3 Variedades pseudo-Riemannianas e construcoes basicas

Vamos generalizar subvariedades de R™" = (R™*" g), onde g = &;(dz")? onde &; = 1 para
1<i<megi=—-1param+1<i<m+r, comm,r >0 e nao ambos nulos. Nos casos que
m =mn e r =0 temos o espago FKuclideano de dimensao n e no caso m =n —1 e r =1 temos o
espaco de Minkowski de dimensao n. Vamos entao definir as métricas em variedades.

Definigao 6.3.1. Uma métrica g em uma variedade diferencidvel M é um campo de tensores
do tipo (2,0), simétrico (¢(X,Y) = g(Y, X)) e nao degenerado (ndo degenerado em cada ponto
p € M) de indice constante. Uma variedade pseudo-Riemanniana é uma variedade M com
um métrica g e denotamos (M, g). Dizemos ainda que (M, g) é variedade Riemanniana se g é
positiva definida em cada T, M e nesse caso g ¢ dita métrica Riemanniana.

Em outras palavras a matriz (g;;), com g;; = g(E;, Ej) e (E;) referencial local, é diferencidvel,
simétrica e invertivel em cada ponto do dominio de (E;). Alguns autores pedem que g tenha
indice constante em cada espago tangente 7, , vamos também pedir esta condigao, por simpli-
cidade em alguns detalhes e enunciados. Vamos poder esclarecer como se comporta o indice de
uma métrica se nao pedirmos esta condicao.

Denotamos (X,Y) = ¢g(X,Y). Definimos o comprimento ou norma de um vetor X € T,,M

como sendo | X| = |<X,X>|1/2.

Seja ¢ : (M,g) — (M, g) um difeomorfismo, diremos que ¢ é isometria se p*g = g, e assim
(M,g) e (M, g) sao ditas isométricas. Se (M, g) = (M, g) entao dizemos que ¢ é uma isometria
em M. O conjunto de isometrias de uma variedade formam um grupo com a composigao.
Além disso chamamos isometria local um difeomorfismo local ¢ : (M, g) — (M, g) que satisfaz
©*g = g, ou de forma equivalente, se para cada p € M existe U C M aberto tal que ¢ induz

uma isometria de U em um aberto ¢(U).
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Como ja vimos no caso do espago de Minkowski, dada 7 : M < (]T/f ,g) uma imersao, em geral
g = "¢ ndao é métrica, basta tomar M um plano tipo-luz em M= R21!, mas esse resultado sempre
vale se g é métrica Riemanniana e neste caso g é também uma métrica Riemmaniana. Porém se
g = i*g é uma métrica, chamaremos esta de métrica induzida em M e nesse caso dizemos que
(M, g) é subvariedade pseudo-Riemanniana imersa (ou mergulhada, se ¢ é um mergulho).
Outra variedade (pseudo-)Riemanniana que pode ser construida é a seguinte: Sejam (M7, g1), (Ma, g2)
variedades (pseudo-)Riemannianas, entao existe uma métrica natural em M; x My, dada por

g = g1 D g2, a métrica produto. Identificando T(m,pz)(Ml x My) ~ T, My & T, M> teremos:

9( X1+ X0, Y1 +Y2) = g1(X1, Y1) + 92(X2,Y2), X;,Y; € T, M.

Mais ainda se g1, g2 sao métricas Riemannianas, entao g é métrica Riemanniana.

Agora vamos mostrar que ao redor de cada ponto de uma variedade pseudo-Riemanniana
existe um referencial ortonormal local. Lembrando que um conjunto de vetores ou campo de
vetores {V1,...,V;} é dito ortonormal se [(V;,V;)| = &;;. Antes de enunciar e provar esse
resultado, vamos apresentar um lema.

Lema 6.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n:
(a) Dado p € M e v € T, M existe um campo de vetores X em M tal que X, = v.

(b) Seja (X1, ..., X) campos de vetores em um aberto U C M, entdo o conjunto V' dos pontos
onde (Xi,...,X%) é linearmente independente é um aberto.

(c) Sejap e M e (vi,...,v;) um conjunto ordenado de vetores linearmente independentes em
T,M com 1 < k < n, entdo existe U uma vizinhanca de p e (X;) referencial em U tal que
Xi|p: Vj.

(d) Dado (X;)¥_, campos de vetores linearmente independentes em um aberto U de M e
1 < k < n, entdo dado p € U, existe uma vizinhanca de V de p e campos de vetores
Xka1,- -+, X, definidos em V tais que (Xq,...,X,) é referencial local em U NV

Demonstracao.

(a) Seja x : U — V uma carta com p € U e J; os vetores coordenados. Seja v = v'0; e
¢ : M — R uma fungao suave com supp ¢ C U e ¢(p) = 1, entdo definindo X = pv'd; em
UeX =0em M —supp ¢. Segue que X ¢ diferencidvel nos abertos U e M — supp ¢ e se
q € U — supp ¢ segue que ¢(q) = 0, logo as defini¢oes coincidem na intersecgao, portanto
X é um campo diferencidvel em M.

(b) Basta mostrar que para cada vizinhanca coordenada W temos V NW ¢é aberto. Seja x
uma carta em W tal que W intersecta V. Seja X; = X/9;, entdo a aplicagao X = (X7) é
diferencidvel. Temos que a aplicacao f : Mgy, (R) — R dada por

fA)y= 3" |det 4
_AcA
A€Mk

é continua, onde A C Adenota que A é submatriz de A. Assim foX é uma funcao continua
em UNW. Outra observagao é que (X1, Xo,..., X}) é linearmente independente em p se,
e somente se, existe uma submatriz quadrada de X que tem determinante nao nulo em p,
ou equivalentemente, (f o X)(p) > 0. Por essa observagao temos (f o X)~(0,00) = VW
e portanto V N W é aberto como queriamos demonstrar.
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(c) Seja p € U, entdo podemos completar (vq,...,v;) a uma base (v;) de T,M. Por (a)
podemos extender estes vetores para uma campos X; em M tais que X;|,= v;, e considere
U o conjunto de pontos que (X;) é linearmente independente que por (b) é aberto. Assim
(X;) é um referencial no aberto U > p.

(d) Basta completar a base (X;|,)%_; e extender vj.1,...,v, a campos em um aberto ao redor
de p como em (c).

Proposicao 6.3.3. Seja p € M. Entao existe (E;) referencial ortonormal definido em um aberto
U > p, com relagao a variedade (M, g).

Demonstragdo. Seja (v;) uma base ortonormal de T,M. Entao (v;) pode ser extendida a campos
(Xi) em um aberto W contendo p.

Vamos mostrar que para cada 1 < k < n existem campos ortonormais F1, ..., E}y definidos
em um aberto Wy, C W satisfazendo E;|,= v; e span (E1, ..., E) = span (X1, ..., X}) para cada
ponto em M. Para o caso em que k = 1, temos que | X;|,| = |vi| = 1, logo, pela continuidade,
existe Wi, C W onde |Xi| # 0 em Wj. Entao definimos E; = X;/|X;| que ird satisfazer as
condigoes.

Suponha FEj,...,E; campos ortonormais definidos em um aberto W, C W satisfazendo
Ei|,=v; e span (Ey,. .., Ey) = span (X1, ..., X;). Entao considere

k k
Xpy1 =Y d'Ei+Y =Y =Xp — Y d'E
i=1 =1

Tomando Y ortogonal a span (Ey,..., Fx) em cada ponto devemos ter
0= (Y, Ej) = (Xi41) — o/ {E}, Ej)

Definindo ¢; = (Ej, E;) temos o/ = &; (X1, E;). Assim determinamos Y. Temos que |Y],| =
|vg+1] = 1, logo existe uma vizinhanga W11 de p tal que |Y| # 0 em Wy41. E portanto definimos
Ery1 =Y/ |Y| em Wiy e assim ird satisfazer as condigoes.

Em particular provamos que existe um referencial ortonormal em aberto ao redor de p. M

Observagao 6.3.4. Suponha que o tensor g tenha todas as propriedades de métrica exceto que
o indice é constante. Seja r o indice de T,,M, podemos ordenar (E;) de modo que

i=1 j=1

onde (¢*) é o referencial dual de (E;). Assim o indice de g é constante em um aberto ao redor
de cada ponto e portanto é constante em cada componente conexa.

Outra observagao é que se existisse um sistema de coordenadas = : U — V C R" da variedade
(M,g) com g de indice constante igual a r tal que os vetores coordenados (9;) formassem
uma base ortonormal, entao g(V, W) = (dz(V'),dx(W)), denotando (-,-) a métrica de R"™"" e
portanto x é uma isometria local.

Outra propriedade de variedades pseudo-Riemannianas é que a métrica permite transformar
campos de vetores em 1-formas com a aplicacdo b : TM — T*M e denotamos h(X) = X°.
Definimos X*(Y') = g(X,Y). Pondo em coordenadas teremos X = X?9; logo

X’ = g(X'0;,7) = gi; X'da’
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Entao X; = ¢;; X i 30 as componentes de X° nas coordenadas dz/. Dizemos que X é obtido
de X abaixando um indice (por este motivo usamos a notacao musical ).

Do mesmo modo temos a sua aplicacao inversa ff : T*M — TM. Entao pondo w = wjdzz:j ,
wh = wio; é tal que w = g(w'o;,-) = gijwidacj entao w; = gijwi e denotando ¢g” a entradas da
matriz inversa de (g;;) temos w® = g¥w;.

Um exemplo de uso do operador f é para a 1-forma dada pelo diferencial de uma fungao
real f. Definimos o gradiente de f como sendo gradf = dff. Como df = 0; fdx?, temos que
gradf = ¢ 0; fO;.

Podemos também fazer estas operacoes para qualquer tensor. Por exemplo tomando um
tensor (3;1), R, definimos R’ o tensor (4;0) tal que R*(X,Y,Z, W) = R(X,Y,Z, W"). O mesmo
também podemos fazer para mais entradas contravariantes, mas a notacdo b nao ira indicar a
entrada que estamos abaixando o indice. E do mesmo modo podemos definir o operador § em
tensores com pelo menos uma entrada covariante.

Seja agora B um tensor (k + 1;0), logo B® é um tensor (k;1) e definimos o trago de B
com relacao a métrica g como sendo o traco de Bb7 ou seja, se By ipip,, © Bgl__sk forem as
componentes de B e B’ em coordenadas locais, entéo

(tI‘ gB)Sl"'Sk_l _ B§1...i...8k_1 _ gistl...i...j...sk_l

(2

Do mesmo modo se T é um tensor (0;£ 4+ 1), entdao B é um tensor (1;¢) e supondo £ =1e T é
simétrico, por simplicidade, temos

tr , 7 =T, = g"T;

6.4 Conexoes em Variedades pseudo-Riemannianas

Vamos agora introduzir uma conexao especial nas variedades pseudo-Riemannianas, de modo
que parte das propriedades geométricas possam ser traduzidas em termos da conexao e de
geodésicas. Lembrando que a conexdao em R™ é dada por VxY = (XYi)(?i onde 0; sdo os
vetores coordenados da aplicacdo identidade e Y = Y9;. Seja R™" = (R™*" g), com m > 0,
n >0 e m,n nido ambos nulos, munido com essa conexdo. Entdo pondo Y = Y9, e Z = Z7 0,
temos

m~+r o
X, Z)=X (Z z—:iYZZ’)
=1

=Y a(X(Y)Z +YIX(ZY)
(VY. Z) 4 (V. VxZ).

Esta é uma condicao natural para se pedir em uma conexao de uma variedade pseudo-Riemanniana
(M, g) qualquer. Entao diremos que uma conexao em uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g)
é compativel com a métrica g se

XY, Z)y=(VxY,Z)+(Y,VxZ).
O proximo lema vai apresentar equivaléncias que mostram porque é natural essa condicao.

Lema 6.4.1. Seja V uma conexao afim em uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g). Entao
sao equivalentes as afirmacoes:
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(a) V é compativel com g.
(b) Vg=0.
(c) Se V, W sao campos de vetores so longo da curva 7y, entao

% (V,2W) = (DyV,W) + (V,D;W).

(d) Se V,W sdo campos paralelos ao longo da curva =, entao (V, W) é constante.

(e) Sey: I — M éuma curva, entdo o transporte paralelo Py, ¢, : Ty M — Ty M é uma
isometria para quaisquer tg,t; € I.

Demonstragdo. As implicacoes (c)=(d)=-(e) sao diretas e (¢)=-(d) usa a unicidade de campos
paralelos com condi¢ao inicial. Temos que Vg = 0 se Vxg = 0 para qualquer X € X(M). Temos
que

(Vxg)(Y,Z) = X (Y, Z) = (VxY,Z) = (Y, Vx Z)

Assim é facil ver que (a)<(b).

Vamos mostrar (d)=(c). Tome ty € I, p = v(to) e (V1,...,Vy) base ortonormal de T, M.
Entao existem tnicos campos paralelos (F;) ao longo de « tais que cada F;(tg) = Vi, e da
condigao (d) temos que estes formam uma base ortonormal em cada ponto 7(¢). Assim sejam
V=VEeW= WjEj, logo D,V = ViE; e DiW = WjEj. Definindo ¢; = (F;, E;), entao
g = €:(¢")? e nessa forma podemos verificar

% (V,W) = (D V,W) +(V,D,WV) .
Para mostrar (c)=(a) tome X,Y,Z € X(M) e p € M. Existe uma curva 7 tal que v(0) =p e
4(0) = X,,. Assim

XY, Z) |p= % (Y, Z), 1 li=0= (D:V, W) + (V, DiW) |t=0= (VxY, Z) + (Y, VX Z) |p.
Vamos mostrar finalmente que (a)=>(c). Suponha que V = V%9, e W = W79, campos ao longo

de 7, entao

d o .y - d
T (VW) = (V'W? + V'W7)g;; + VWY prilk
Além disso

d .
&sz = 5(t) (0, 3j> = <VW)8¢, aj> + <8¢, vﬁ(t)8j>

= <Dta¢, @J) + <(91, Dt8j> .
Logo

(VW) = ViWgi; + VIWI (D83, ;) + VIWgi; + VIWI (8;, D,9;)

dt
= (D,V,W)+(V,D,WV).
]

Um tensor importante para mostrar a unicidade da conexao das variedades pseudo-Riemannianas
é o tensor de tor¢ao. O tensor de tor¢ao é um tensor do tipo (2;1), 7: X(M) x X(M) — X(M)
dada por
T(X,Y)=VxY -VyX — [X,|Y].
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Diremos que uma conexao é simétrica se 7 = 0.

Pedir que a conexao seja simétrica é uma condicao natural, primeiramente porque permite
encontrar uma Unica conexao compativel com a métrica que é simétrica, como provaremos no
préximo teorema, outra propriedade desejada é que o Hessiano seja sempre um tensor simétrico
e por ultimo vamos dar um exemplo de conexao nao simétrica que é compativel com a métrica.

Exemplo 6.4.2. Considere a conexdo V em R? = R3? com
F?2:F§3:F§1:1eF%le}Q:I‘%g):—l

e os outro simbolos de Christoffel nulos, com relacdo ao referencial (01,02, 03) usual de R3.
Notamos que V nao é simétrica, pois F‘;’Q #* F%l, por exemplo.

Podemos verificar que V é compativel com o produto interno, pois nas coordenadas da
identidade temos Vg = 0, e as geodésicas sdo retas. Além disso tomando v : R — R3 dada
por v(t) = (¢,0,0), transportando os vetores d; = (1,0,0), d2 = (0,1,0) e d3 = (0,0,1), com a
identificacao TPR?’ ~ R3, transportando estes vetores paralelamente ao longo de v a partir de t =
0 obtemos os campos E(t) = (1,0,0), Ea(t) = (0,cos(t), —sin(t)) e E3(t) = (0, sin(t), cos(t)).

Vamos expressar a simetria em termos das coordenadas locais. Pondo X = X'0; e Y = Y70,
entao vamos calcular [X,Y] em coordenadas locais:

(X, Y](f) = X(Y70;(f) = Y(X'0:(f)) = X(Y)OR(f) = Y (X*)Oh(f)
+ XY10,0;(f) — X'YI0;0(f) = X(Y*)Ok(f) — Y (X*)0k(f)
Se uma conexao é simétrica, entdo teremos

Vo, 0; = V,0; & Thoy =Thoy & T =Th k=1,... n

Por outro lado se tivermos I‘fj = I‘?i em coordenadas locais, entao
VxY = VyX = (XYF -V XF + (T}, - T5) X'V9)0), = (XYF - Y XF)0, = [X,Y].

Assim uma conexao é simétrica se em coordenadas locais temos Ffj = F;‘Z

Portanto V é simétrica se, e somente se, em coordenadas locais temostj = F;“l
Agora vamos realmente derivar a conexao das variedades pseudo-Riemannianas.

Teorema 6.4.3 (Lema Fundamental da Geometria pseudo-Riemanniana). Seja (M, g) uma
variedade pseudo-Riemanniana. Entao existe tnica conexao compativel com a métrica que é
também simétrica.

Chamamos esta conexao de conexao de Levi-Civita ou conexao pseudo-Riemanniana da
métrica g.

Demonstragao. Vamos mostrar que caso exista esta conexao, ela serd unica. Sejam X,Y, 7 €
X(M), entao da compatibilidade com a métrica temos

XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ)
Y{(Z,X)=(VyvZ,X)+(Z,VyX)
Z(X,)Y)y=(VzX,Y)+ (X, VzY)
Usando a simetria da conexao teremos
XY, Z) =(VxY,Z) + (Y, VzX) + (Y, [X, Z])
Y{(Z,X)=(VyvZ,X)+{(Z,VxY)+ (Z,[Y, X])
Z(X,)Y)y=(VzX,)Y)+ (X, VyZ)+(X,[Z,Y])
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Usando estas equagcoes obtemos

A partir disso temos

(VxY,Z) = %(X Y, Z2)+Y(Z,X)-Z(X,)Y)—=(Y,[X,Z]) - (Z,[Y, X]) + (X, [Z,Y])) .

Esta equacao chamamos de férmula de Koszul.

Suponha que V! e V? sdo conexoes simétricas e compativeis com a métrica, entdo satisfazem
a formula de Koszul, logo <V}(Y — VAQXY, Z > = 0 para qualquer X, Y, Z. Fixando X, Y e variando
Z, para cada V € T,M existe Z € X(M) tal que Z, =V, logo para cada ponto p € M temos
que <V}(Y — V%Y\p, V> = 0 para todo V € T,,M. Portanto pela nao-degenerancia da métrica
temos Vﬁ(Y = V%Y em cada ponto p € M. Portanto V! = V2.

Agora para mostrar a existéncia, podemos definir em cada sistema de coordenadas e pela
unicidade segue que as definigoes irao coincidir na intersecgao.

Entao dados (0;) referenciais de um sistema de coordemadas locais, entao temos que (Vg,0;, 0p) =

Fg‘gmg. Por outro lado, temos pela formula de Koszul que

1
L gme = (Vo,0,0p) = 3 (0igie + 0910 — Orgij) -

Logo temos que
ke
g*
2
lembrando que (¢*/) denota a matriz inversa de (g;;). Podemos ver que Ffj = F;‘?i e portanto V
é simétrica.
Vamos mostrar que Vg = 0, mais precisamente que g;;. , = 0. De fato, temos

Ffj = (0igie + 059i0 — Ougij) ,

¢ ¢
9ij; k = Okgi5 — Uhige; — Thjge

Além disso, temos:
‘ ¢ 1 1
Thige + Thjge = 5 (Okgij + Oigkj — Ojgri) + 5 (Okgji + 0jgri — Oigrj) = Okgij-
Disso segue que V é compativel com g. |

Observagao 6.4.4. Durante a demonstragao mostramos uma férmula (fé6rmula de Kozsul) para
a calcular os simbolos de Christoffel dada por

gké

I = > (0igie + 9jgie — Ougij) -

Tomando agora como padrao a conexao de Levi-Civita temos que as geodésicas v tem seu
vetor velocidade + paralelo ao longo de si mesma, e portanto (y,%) é constante.

Uma das consequéncias da unicidade da conexao de Levi-Civita de uma variedade (M, g) é a
proposicao a seguir. Antes disso vamos definir o pushforward de campos de vetores com relagao
a um difeomorfismo ¢ : M — M onde dado X campo de vetores em M temos o campo de
vetores ¢, X : M — TM onde . Xp = dp(X),-1¢. Se V é um campo ao longo de uma curva

entdao ¢,V (t) = dp(V(t)) e se V e T,M entao ¢,V = dp(V).

Proposicao 6.4.5 (Naturalidade das isometrias). Seja ¢ : (M,g) — (M,?]) uma isometria.
Entao:

(a) p«(VxY) = %WX@*Y onde V e V sdo as conexdes de Levi-Civita de (M, g) e (M,3),
respectivamente.
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(b) x(DyV) = Dy, V onde Dy e Dy sao as derivadas covariantes de 7 e o+, respectivamente.

(c) Se 7 é geodésica de ponto p e velocidade V' em tg, entdao ¢ oy é geodésica de ponto ¢(p)
e velocidade ¢, V. Além disse se V' é campo paralelo ao longo de v, entdao @,V é campo
paralelo ao longo de ¢ o .

(d) O seguinte diagrama comuta:

T,M —— T, M
lexpp leXpw(P)
M—2 M

Demonstragao. O item (d) é consequéncia direta de (c) e (c) é consequéncia direta de (b) e (b)

segue de (a) e da unicidade da derivada covariante ao longo de curvas. Vamos mostrar o item (a).

Defina o pullback da conexao v pondo go*V uma conexao dada por (p *V)XY 0y ( e XPxY).
Além disso ¢*V é simétrica e compativel com g. De fato,

(@ V)xY — (" V)y X = . (Vo x0:Y = Vo, v 0. X) = ¢ ([0 X, 0,Y]) = [X,Y].
Isto vale, pois dada f € C’OO(M) temos:

[P X, YT (f) = 0 X0 Y (f) — 0 Y 0 X (f)
= . X(Y(fop)op ™) —p.Y(X(fop)op™)
= X(Y(fop))op ' =X (Y(fop)op !
= [X,Y](fop)op ' = . [X,Y](f).

Seja y(—¢e,e) = M tal que v(0) = p e 4(0) = X,. Entao por um lado:

d
t=0
d
= 5|
= X (Y, 2)|,

Por outro lado, temos

(0 X) (0:Y, 02 2)| iy = <%*xso*Y, w*Z> + <s0*Y, %*xw*Zwa)

= <¢;1(V¢*XS0*Y)7 Z> + <Y7 @Il(%w*x%z)ﬂ

= (¢ Vxv.2) + (Ve V)xZ)| .

p

Portanto pela unicidade da conexao de Levi-Civita segue que go*% =V. |

Agora vamos apresentar um sistema de coordenadas especial, chamado de sistema de coor-
denadas normais.

Proposicao 6.4.6 (Existéncia de vizinhangas normais). Dado p € M, existem vizinhangas
V CT,M que contém 0 e U C M que contém p tal que exp, : V — U define um difeomorfismo.
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Demonstragio. Vamos mostrar que dado p € M a aplicagao (exp,)« : To(Tp,M) — T,M é um
isomorfismo. Como T, M é espaco vetorial vamos utilizar a identificacao natural Ty(T,M) =~
T,M. Tome V € T, M, entao tomando a(t) =tV curva em T,M, temos a(0) =0 e &(0) =V,
entao:

exp(tV) = 2| () =V,

d
(exp,)«V = —
p dt|,_,

dt|,_,

Como vimos na demonstracgao d(expp)p ¢ a aplicacao identidade em T, M, sob a identificacao
To(T,M) com T, M.

Uma vizinhanga U tal que U = exp,(V) e exp, é difeomorfismo de um aberto estrelado V
em U é chamada de vizinhanga normal.

Se (M, g) é uma variedade pseudo-Riemanniana e g tem indice r, tomando uma base or-
tonormal (E;) em T, M, teremos uma aplicagao 7' : R"™"" — T, M que leva a base padrdo de
R™"™" em (F;) e portanto uma isometria. Tomando uma vizinhanga normal U teremos que
r=T"'o (expp)_1 : U — R" define uma carta local de M. Esta carta é chamada de sistema
de coordenadas normais centrado em p. Este sistema de coordenadas tem varias propriedades
interessantes que serao o objeto de estudo da préxima proposicao.

Proposicao 6.4.7 (Propriedades das coordenadas normais). Seja (U, z) um sistema coordena-
das normais centrado em p e r o indice de g. Entao:

(a) z(p) = (0,...,0).

(b) Dado V = V%9; € T, M, entao a geodésica ~yy se escreve, com relacao aos vetores da forma
zoyy(t) =tV ... tV"™)
desde que vy (t) € U.

(c) As componentes da métrica sao g;; = €;0;; em p, come; =l paral <i<n—-reg =—1
paran—r+1<1i < n.

(d) Temos que Opgi; =0 e Ffj =0 em p.

Demonstra¢do. Vamos mostrar (a). Tomando 0 € T,,M, temos que 7o(t) = p para todo ¢t € R.
Logo z(p) = z(exp,(0)) = T-1(0) = (0,...,0).

Para mostrar (b) note que vy (t) = exp,(tV), logo (exp,) ™" oy (t) = tV = tV'd;. Como
dz, = (dTp) ™ od(exp,), ! utilizando a identificagdo TyR™ ~ R" e Ty(T,M) ~ T, M identificamos
dTy = T, logo como d(exp,), é a identidade em T, M segue que dx, = T Logo Ty =
dx,(0i|p) = e; onde (e;) é a base candnica de R"™"" e disso z o yy(t) = tV'e;. Ainda dessa
observacao e de que 7' é isometria de R"™"" em T, M segue g;; = 9(0;, 0j)p = (€4, €5) = €055 €
portanto mostramos (c).

De (b) pondo vy = 7 temos que 4(t) = V'0; em um sistema de coordenadas normais tal
que V = V9;|,, logo Diy(t) = VID:d; = Vj’yi(t)ljfj(fy(t))ak = ViVijj(fy(t))ak e como vy é
geodésica segue que ViVjI‘fj(’y(t)) = 0 para todo k e calculando ¢t = 0 temos ViVjI’fj (p) = 0.
Em particular escolhendo V = 9;|,+9;|, temos V? = VJ = 1 e o restante das componentes sao
nulas. Logo Ff’j + F?i = QFfj =0 em p. Além disso Opgi; = Fiiggj + Fijgéi =0 em p. |

Observacgao 6.4.8. Em coordenadas normais temos que gi;lq= €:0;; + O(|z(q) — z(¢)|?), ou
seja, a métrica g difere da métrica em R"™"" por termos de ordem 2.
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6.5 Curvatura

Como vimos, um critério necessario, e também suficiente, para existir uma isometria de um
aberto de uma variedade M com um aberto de R™" é existir um sistema de coordenadas com
vetores coordenados ortogonais.

Uma forma de encontrar estes campos é construindo um referencial ortonormal paralelo e
assim concluir que existe um sistema de coordenada cujos vetores coordenados é este referencial.
Além disso em um aberto isométrico & R™" podemos construir sempre um referencial paralelo,
utilizando que podemos fazer esta construgao em R™" e transportar com a isometria.

Uma condigao necesséaria e suficiente para existéncia de tal referencial pode ser expressa
em termos da comutatividade das derivadas de segunda ordem da conexao. Mais precisamente
podemos definir R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) com R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ —
Vix,y]Z. A aplicagdo R assim definida ¢ um tensor, chamado de tensor de curvatura. De fato,
sejam X,Y,Z € X(M) e f € C>®(M), entao

R(X,Y)fZ = VxVyfZ - VyVxfZ—Vixy [ Z
=Vx(fVyZ+Y(f)Z) - Vy(fVxZ +X(f)Z) - (fVixyZ + [X,Y](f)Z)
= (fVxVyZ+ X(f)VyZ+Y(f)VxZ + XY (f)Z) = (fVyVxZ
+Y()IVxZ + X()VyZ +YX(f)Z) — (fVixyZ + X, Y](f)Z)
= fR(X,Y)Z.

De modo anélogo mostramos a linearidade de R sobre C°*°(M) nas entradas restantes. Em
coordenadas podemos expressar R = Rijkedxi ® dr? @ dz* @ 8p. Vamos chamar de tensor
de Riemann o tensor dado por Rm(X,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z,W). Em coordenadas temos
Rm = Rijkgdl'i ® da’ @ da* @ dzt onde Rijie = gemRiji™

Uma propriedade interessante de R e Rm ¢é o fato de que estes tensores sao invariantes locais,
ou seja, invariantes por isometria local, como iremos mostrar no teorema a seguir.

Teorema 6.5.1. Se p : (M, g) — (M, g) é isometria local, ou seja, em cada ponto ¢, é isometria
e ao redor da cada ponto existe uma vizinhanga deste ponto que onde ¢ define um difeomorfismo,
entao - _

©*Rm = Rm e R(p. X, 0.Y ). Z = 0. (R(X,Y)Z).

Demonstragao. Considere U C M e U C M abertos tais que ¢ define um difeomorfismo de U
em U e portanto uma isometria. Sejam X,Y,Z € X(U) pela naturalidade das isometrias das
variedades U e U segue que

o« (R(X,Y)Z) = pu(VxVyZ —VyVxZ — V[X’Y]Z)
= ﬁa*xga*VyZ — 6¢*yg0*VXZ — 6%[){7“%2
=VoxVov0eZ = VvV x e Z — %[QO*X,QD*Y]QO*Z
= R(p: X, 0.Y ) pu Z.

De modo geral, como R é um tensor, entdo dados X,Y, Z € X(M), R(0. X, 0.Y o Z € 0. (R(X,Y)Z)
s6 dependerao do valor de X, Y, Z no ponto e em particular de uma vizinhanca de cada ponto.
Como mostramos que os dois tensores coincidem numa vizinhanca de cada ponto, teremos entao
que coincidirao em todos os pontos. Além disso da definigao de pullback e de é(gp*X L, oY YouZ =
0«(R(X,Y)Z) segue que ©*Rm = Rm. [ |

Em R™" temos que no sistema de coordenadas padrao Vy Z = Y Z*0, e VxVy Z = XY ZF0y,,
logo R(X,Y)Z = (XY ZF —YXZF — [X,Y] Z¥)0r = 0. Entdo qualquer variedade localmente
isométrica a R™" tem R = 0. Na verdade esta condicao é também suficiente para a existéncia
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de uma isometria entre um aberto de M e um aberto de R™", como mostra o teorema a seguir.
Antes disso, diremos que uma variedade M é plana se dado p € M existe uma vizinhanca V de
p isométrica a um aberto de R™~ ™" onde m é a dimensao de M e r o indice da métrica em M.

Teorema 6.5.2. Uma variedade M é plana se, e somente se, R = 0.

Demonstragao. Seja dim M = m e r o indice da métrica, e coloque n = m — r. Suponha que
R = 0. Vamos mostrar que existe uma referencial ortonormal paralelo. De fato, seja p € M,
(Eilp) uma base ortonormal em T,M e x : U — V C R™" um sistema de coordenadas tal que
Oilp= Ej|p (um sistema de coordenadas normais com esta base, por exemplo). Podemos supor
que V = C. = {a]|2’| < ¢} para algum € > 0 e z(p) = 0.

Considere v : (—¢,e) — M com 1(t) = 27 1(¢,0,...,0), ou seja, o eixo x
transporte paralelo de (Ej|,) ao longo dessa curva. De modo analogo, para cada ‘:):1‘ < € consi-
dere o transporte paralelo ao longo do eixo 2% com condicao inicial dada pelos vetores resultantes
(E;) resultantes do transporte anterior na coordenada x!. Do mesmo modo transportamos pa-
ralelamente os vetores resultantes ao longo dos eixos 23, ..., 2™ teremos uma colecdo de campos
(E;) em U. Além disso pela dependéncia suave das condigoes iniciais teremos que estes campos
serao suaves.

Como o transporte paralelo preserva o produto interno, podemos concluir que (E;) é um
referencial ortonormal. Vamos agora mostrar que estes formam campos paralelos.

De fato, fixe j. Vamos mostrar por inducao que em cada My = {q € M|z’ =0, m > ¢ >
k + 1} temos que Vg, Ej = ... =Vy E; = 0.

Para k = 1 temos que Vy, E; é a derivada covariante de D;E; ao longo de z! e portanto é
nulo.

Se a afirmagao vale para k, entao em My 1 por construgao Vg,  F; = 0 e para ¢ < k,
Vo, Ej =0 em Mj. Basta mostrar que Vg, (Va,Ej) = 0, pois se isso for verdade, considerando
Yp que passa por um ponto p € M e percorre ao longo de 2P+l teremos que a derivada
covariante de Vjy, Ej, como campo tangente a v,, ao longo de v, é Vg, ., (Vo,Ej)|yp= 0 e
portanto Vy, E; = 0 ao longo de cada uma dessa familia de curvas vy,, percorrendo p € Mj.
Utilizando a carta x, dado ¢ € M1, podemos encontrar p € My, e |t| < ¢ tais que ¢ = ,(¢) e
portanto Vy, E; = 0 em q.

Com efeito, temos que a derivada covariante D; de E; com relagao a curva -, uma parame-
trizacao do eixo zF*1, é um miltiplo nao nulo de V., Fj, mas como DiE; = por construgao,
segue que Vg, . E; = 0 ao longo de cada curva iniciando em M}, ao longo do eixo zhtl
sim podemos mostrar que Vg, F; = 0 em My,;. Como R = 0 e [0;,0r+1] = 0 segue que
Vo (Vo Ej) =V, (VakHEj) = 0, como querfamos mostrar.

Entao a afirmacao mostrada por inducao vale em particular para k = m, ou seja, Vg, E; =0
para todo 1 < i < m e da linearidade sobre C°°(M) na primeira entrada de V segue que E; é
paralelo, para cada j.

Assim, sendo E; paralelo, teremos que [E;, Ej] = Vg, E; — VEjEi = 0. Entao (E;) é um
referencial onde os campos comutam.

O teorema de Frobenius diz que podemos construir o seguinte sistemas coordenadas: “Dado
um referencial (F;) onde os campos comutam em uma vizinhanca de p, entao existe um sistema
de coordenadas y em uma vizinhanga, possivelmente menor, de p tal que 9, = E;"[1].

Entao existe um sistema de coordenadas tendo o referencial ortonormal (F;) como vetores
coordenados e disso serd uma isometria de uma vizinhanca de p em um aberto de R™". |

1 ¢ considere o

€ as-

Os tensores curvatura e o tensor de Riemann tem vérias simetrias que serao apresentadas a
seguir.

Proposicao 6.5.3. Os tensores de Riemann e de curvatura tem as seguintes simetrias:

(a) R(X,Y)Z =—R(Y,X)Z.
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(b) Rm(X,Y,Z,W)=—-Rm(X,Y,W, Z).
(¢) RX,)Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0. (Primeira identidade de Bianchi)
(d) Rm(X,Y,Z,W) = Rm(Z,W, X,Y).

Em componentes teremos:

(a) Rijr’ = —Rji’.

(b) Rijre = —Rijex-

(c) R ijk +Rkw +Rﬂﬂ-

(d) Rijke = Ryeij-
Demonstracao.

(a) Decorre facilmente da defini¢do. Para mostrar (b), pela linearidade, basta mostrar que
Rm(X,Y,Z,7) = 0. De fato,
XY |Z? =2X (VyZ,Z) =2((VxVy Z, Z) + (VyZ,Vx Z))
YX|Z? =2((VyVxZ,Z) + (VxZ,VyZ))
(X, Y]|Z]? =2(Vxv)Z,Z).

Logo 0 = (XY — VX — [X,Y])|Z]> = (R(X,Y)Z, Z) = Rm(X,Y, Z, Z).
Vamos mostrar (c):

R(X,Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =Vx (VyZ =V zY)=Vy 71X

=[v,Z]
+Vy(VzX - VxZ)-VizxY

=[2,X]

+Vz(VxY —VyX) _V[X,Y]Z

[X.Y]
=X,V 2+ [V, [2, Y]] + 2, [X, Y]]
=0.

Utilizando a primeira identidade de Bianchi, em termos do tensor Rm, teremos:

Rm(W,X.Y,Z) + Rm(Y,W, X, Z) + Rm(X,Y,W, Z) = 0
Rm(X,Y,Z, W)+ Rm(Z,X,Y,W) + Rm(Y, Z,X,W) = 0
BRm(Y, Z,W,X) + Rm(W,Y, Z,X) + Rm(Z,W,Y, X) = 0
Rm(Z,W,X,Y) + Rm(X,Z,W,Y) + Rm(W, X, Z,Y) = 0.

Somando as equagoes e aplicando (b) na primeira e terceira parcelas de cada equagao teremos que
estas parcelas irao se cancelar, restando a soma da segunda parcela de cada equacao. Aplicando
(a) e (b) teremos 2(Rm(Y, W, X, Z) — Rm(X, Z,W,Y)) = 0 que é equivalente a (d). [ |

Agora vamos apresentar outra identidade, chamada de segunda identidade de Bianchi.
Proposicao 6.5.4. A derivada covariante de Rm satisfaz a seguinte propriedade:
ViwRm(X,Y,Z,V)+VzRm(X,Y, VW) + VyRm(X,Y,W,Z) = 0.
Em componentes:

Rijke;m + Rijemsk + Rijmize = 0.
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Demonstragao. A identidade é equivalente & identidade:
(VwBRm)(Z,V,X,Y)+ (VzRm)(V,W, X, Y) + (VyRm)(W, Z, X,Y) = 0.

Da multilinearidade das derivadas de tensores, basta tomar X,Y, Z,V, W como sendo campos de
um referencial. Para cada ponto p escolha um sistema de coordenadas normais e X, Y, Z, V,W
campos coordenados com relagao a esse sistema, entao teremos que Ffj (p) = 0 logo V5,0; =0
e [0;,0;] = 0 logo o colchete ou derivada covariante em cada par de campos, entre os campos
X, Y, Z, V.,W, é nulo.

Assim usando estes fatos e a compatibilidade com a métrica, obtemos:

(Vi Rm)(Z,V,X,Y) = W (R(Z,V)X,Y) = (Vi V2 Vv X — VigVy VX, Y)
Entao teremos:
(Vw Rm)(Z,V, X,Y) + (V2Rm)(V,W, X,Y) + (Vv Rm)(W, Z, X,Y)
= (VwVzVy X =V VyVzX + VzVy Vi X — VViw Vi X
VeV VX — Vy ViV X, Y)
— (R(W, Z)Vy X + R(Z,V)ViwX + R(V,W)V2X,Y) =0

pOiS VvX = VwX = VzX =0 em p. |

Agora vamos introduzir novos tensores que expressam a curvatura de maneira mais simples
que o tensor curvatura ou o tensor de Riemann. Um desses é o tensor de Ricci, que iremos
denotar por Rc que é o tensor dado pelo trago de R com relagao ao primeiro e tltimo indices,
isto é:

R = Ru.X=d"™mR,. .
ij — Llgiz = ¢ kigm-
Note que R;; = Rj; devido as simetrias do tensor Rm.
De modo andlogo definimos a curvatura escalar S, dada por:

S =tr yRe= R = ¢"R;;.

Seja X € X(M) o divergente deste campo serd div X = tr VX = d2?(Vy,X) = 9; X" + F%Xj.
Se T' € ToM e T ¢ simétrico, entao o divergente de T é a 1-forma, div T' = tr ,VT, com
relac@o a primeira (ou segunda, devido a simetria) e a tltima entrada. Em coordenadas teremos
(div T); = ik;k = gkaik;m. Se T € T?>M e T é simétrico, definimos o divergente de T como
div T = tr VT, ou em coordenadas (div T)% = T% ;.

Lema 6.5.5. A conexao satisfaz a seguinte identidade:
i 1
div Rc = §V5’,

ou em coordenadas locais ]
(div Re); = 55;1‘.

Demonstragao. Pela segunda identidade de Bianchi temos:

Rijke;m + Rijem:k + Rijmie = 0 = Rijrem — Rijmek + Rijmkye = 0.
Logo, contraindo os indices ¢ e £, temos

9" (Rijkesm — Rijmesk + Rigmize) =0 = Rjkn — Rjms + Rijmp’ =0
Agora contraindo os indices j e k segue que:

Sim — ij;j - Rijmj;i =0= Sm — ij;j - Rjimj;i = Sim — ij;j - Rimi =0

Como Rim;i = (div Rc)pm, temos o resultado. [ |
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Diremos que uma métrica Semi-Riemanniana sera uma métrica de Einstein se existir A :
M — R tal que Rc = A\g. Neste caso, supondo que a dimensao da variedade é n, tomando
o trago com relacao a g em ambos os lados teremos S = An, pois tr 49 = g¢;;9" = n. Logo

A = S/n. Ou seja, Rc = Sg/n.

Proposicao 6.5.6. Se g é uma métrica de Einstein de uma variedade conexa de dimensao n > 3,
entao sua curvatura escalar é constante.

Demonstracdo. Teremos que

Tomando V em ambos os lados teremos

1 1
VRc=—(VSg+ SVg) =—-VSy,
n n
pois V é compativel com g. Tomando o trago de V Rc, teremos

1 1 1
35 = —g"Skgi = = S.i.
n n

Como n > 2 temos que S;; = 0. Logo X(S) = 0 para todo X € X(M). Portanto S é
constante. |

Como iremos ver adiante a curvatura de Ricci e a curvatura escalar serao a parte das equagoes
de campo de Einstein.

6.6 Curvatura de Subvariedades

Vamos considerar (M, g) <y (M , g) uma subvariedade mergulhada, pois os célculos de curva-
tura sao locais e localmente uma imersao é um mergulho, entao podemos supor isso sem perda
de generalidade. Supondo M um mergulho temos que dado um ponto p € M, existe um sis-
tema de coordenadas (z!,...,2" 2! ... 2™) definida em uma vizinhanca Uc M de p tal
que "t = ... =2™ =0 paracadaqge U = U N M. Utilizando partigoes da unidade e estes
sistemas de coordenadas podemos extender fungoes e campos de vetores em M para M.

Além disso dado ¢ € M, temos que T, M pode ser identificado com subespago de T, M gerado
por (91,...0y), devido ao fato que = = (x!,...,2") é uma carta de M e tem vetores (01, . ..,0,)
e considerando v : I — M dada por v(t) = 27 (z(p) + te;) é tal que v(0) = p e ¥(0) = Ji,,
f € C>®(M), entao

& d . d .
@) = S(oion)| = S(foior ) alp) +te)
t=0 t=0
Considerando 7 = (z!,..., 2" 2" ... 2™), entdo T oiox~! é a aplicacio (z!,...,2") >

(zt,...,2™,0,...,0), logo (i oz~ 1) (z(p) + te;) = T H(Z(p) + te;), e assim di(0s],)(f) = 8(f).

Uma consequéncia disso é que dados campos X,Y € X(M) tangentes a M em pontos de M,

n n
teremos que X = Z X9 eY = Z Y'9; em pontos de M, logo
i=1 i=1

X, V] = S - v (x4
k=1

que é um campo tangente a M em pontos de M.
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Teremos que
TM|y= [] T,M
peEM

¢ um fibrado vetorial sobre M, tomando vetores coordenados (01, . .., Op) em UcM ,pondo U =
U N M teremos a trivializacao local ¢ : 7=2(U) — U x R™ dado por e(Vid;]p) = (p, V..., V™).
Dado um campo de vetores em M , sua restricao a T™ |ar serd diferencidvel. Reciprocamente,
dada um campo suave em T' M |ar podemos utilizar as coordenadas (z°) onde z* = 0 em M para
1>n+ 1. -

Dado p € M temos que T,M = T,M © N,M onde N,M = (TPM)L, pois g é nao degenerado
em T, M se, e somente se, T,M N N,M = 0 e como isso ocorre temos que dim 7T, M & N,M =
dim T, M + dim N, M = m. Definimos

NM =[] NpM.
peEM

Além disso, utilizando os sistemas de coordenadas (z°) onde z' = 0 em M para i > n + 1
podemos construir um referencial ortonormal em ﬁ, (E1y...,En,Epnt,..., Ep) de M, tal que
em uma vizinhanca de U = UNnM , (Er,...,Ey,) é um referencial ortonormal de M. Podemos
também definir com os campos diferencidveis (Fyp11, ..., Fy) uma trivializagao local e com isso
uma estrutura de fibrado vetorial sobre M. .

Denotaremos o conjunto de segoes de TM|y; e NM por X(M|pr) e N (M), respectivamente.

Dados X,Y,Z € X(M) vamos identificar estes com suas extensdes. Definindo VxY =
m(VxY), onde 7 : TM|y— TM é definido pela projecio ortogonal de V € Tpﬁ sobre T,M,
vamos mostrar que esta é a conexao de Levi-Civita de M. De fato, %XY|p, com p € M,
independe da extensao, pois este depende somente de Y ao longo de uma curva com vetor
tangente em p como sendo X,, e como X, é tangente a 7,M podemos tomar uma curva ao
longo de M, e isto em qualquer extensao de Y. Além disso:

XY, Z) = <%XY, Z> v <Y, 6XZ> = (VxY, Z) + (Y, Vx2),

pois como Y, Z sao tangentes & M ao longo de M. Se X,Y € X(M), entao suas extensoes sao
tangentes a M ao longo de M, logo [X,Y] é tangente a M ao longo de M, como observamos
anteriormente. Assim VxY — Vy X = [X,Y] e aplicando 7 teremos VxY —Vy X =7 [X,Y] =
[X, Y] devido a observagao anterior. Portanto V é a conexdo de Levi-Civita de M.

Definindo IT : X(M) x X(M) — N(M) dado por II(X,Y) = (VxY)! ainda identificando
X,Y € X(M) com alguma extensao em M , como visto anteriormente, teremos que I7 (~X ,Y) in-
depende das extensdes escolhidas e portanto é bem definido. Além disso II(X,Y) = (VxY)* =
(Vy X))t + [X,Y]" = (Vy X))+ = II(Y, X), pois [X,Y] é tangente a M ao longo de M. Além
disso, I1(X,Y) é linear sobre C*°(M) em X, logo pela simetria de II segue que o mesmo ocorre
em Y. A aplicacdo II é chamada de segunda forma fundamental e assim podemos enunciar o
lema.

Lema 6.6.1. A segunda forma fundamental é:
(a) Bilinear sobre C*°(M).
(b) Simétrica.
Juntando algumas informacoes expostas anteriormente teremos o seguinte resultado.

Teorema 6.6.2 (Férmula de Gauss). Dados X,Y € X(M) e extensoes arbitrarias em M, entdo
ao longo de M teremos:

VxY = VxY + II(X,Y).
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Como consequéncia também teremos.

Coroldrio 6.6.3 (Férmula de Gauss para curvas). Seja 7 uma curva na subvariedade M de M.
Se V' é um campo ao longo de v tangente a M entao:

DV =DV +1I(%,V).
Aplicando o coroldrio em ¥ teremos:
Dy = Dy + II(%,%).
Em particular, se v é geodésica de M entao:
Dy = (7).

Vamos agora mostrar a relagao entre a geometria intrinseca e a geometria extrinseca de M,
dadas em termos dos tensores de curvatura de M e M com conexao dada pela segunda forma
fundamental.

Lema 6.6.4 (Equacdo de Weingarten). Sejam X,Y € X(M) e N € N(M). Sejam X,Y,N
extendidos de maneira arbitraria a M, entao, em pontos de M, teremos:
(VXN,Y) = = (N I(X,Y)).
Demonstragao. Como (N,Y) =0em M e X é tangente a M ao longo de M, segue que:
0=X(N,Y) = <%XN,Y> (N II(X,Y)),
pois N é ortogonal a VxY em pontos de M. |

Teorema 6.6.5 (Equacao de Gauss). Sejam X,Y, Z, W € X(M) extendidos arbitrariamente em
M, entao vale a equagao:

Rm(X,Y,Z,W) = Rm(X,Y, Z,W) — (II(X, W), II(Y, Z)) + (II(X, Z), IL(Y,W)) .

Demonstragao. Ao longo de M, pela férmula de Gauss, segue que:

Rm(X,Y,Z,W) = <%X%yz ~VVxZ - VixyZ, W>
= <%vaz Y VXII(Y,Z) — VyVxZ + VyI(X, Z)
*V[X,Y]Z - II([X7 Y] aZ)v W> .

Como II toma valores em NM e W é tangente a M o iltimo termo é nulo. Aplicando a equacao
de Weingarten, tomando II(Y, Z) e II(X, Z) no lugar de N, teremos:

Rm(X,Y, Z,W) = <%vaz, W> (Y, 2), (X, W) — <%YVXZ, W>
+(I(X,2), 1I(Y,W)) = (Vixy|Z, W) .
Novamente, como W é tangente a M so longo de M, decompondo os termos que envolvem V em

parte tangente e ortogonal, entdo a parte ortogonal se anulard. Assim reordenando os termos
teremos:

Rm(X,Y,Z,W) = (VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z,W) - (II(X,W), 1Y, Z))
+(I(X,2), (Y, W)),

e disso segue o teorema. |
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Agora temos as ferramentas necessarias para justificar as curvaturas média e gaussiana de
subvariedades de R%!.

Vamos comecar pela curvatura média. Seja M C R*! uma superficie mergulhada orientavel,
entao esta deverd ser tipo-tempo ou tipo-espago, com aplicagao normal de Gauss N. Defina
(N,N) = ¢, V a conexdao em R?>!, V a conexdo em M. Como M tem codimensdo 1, podemos
escrever [1(X,Y) = h(X,Y)N e isto vale se, e somente se, h(X,Y) =e(II(X,Y), N).

Além disso, pela férmula de Weingarten, usando que N ¢ normal a M e que dados campos de
vetores Z, W em R*1, temos VzW = dW(Z), sob a identificacio T,R*! ~ R?! considerando
extensoes de X, Y, N, segue que:

h(X,Y) =e(II(X,Y),N) = ¢ <€XY, N> —c <—€XN, Y> — ¢ (—dN(X),Y).

Escolhendo um referencial ortonormal (E4, E2) de M, onde o segundo vetor é tipo-tempo se M
é tipo-tempo, temos g11 = 1 e gog = —¢:

tr gh = g hij = h11 — ehao.

Pondo
{—dN(E1) = anki +anks
—dN(E2) = aink) + anks
teremos que a1 = €hi1, as1 = —his, a2 = €ho1 € ase = —hgo. Entao
edet(—dN) = e(aj1a2 — a%Q) = —(h11h2s — h%2),
e

€ € 1 1
51:1" (—dN) = 5((111 + CLQQ) = §(h11 - €h22) = itr gh.

Esta definicio coincide com a definicio de R?, pois em R? a curvatura média é justamente
(tr gh)/2 onde h é definida por II(X,Y) = h(X,Y)N.

Agora vamos mostrar a consisténcia da curvatura de Gauss. Note que em R3 teremos que
K = det(—dN) = det(h;j). Outra observagao é que como Rm = 0, teremos que a equagao de
Gauss em subvariedades semi-Riemannianas de codimensao 1 dos espagos R™"™ pode ser escrita
da seguinte maneira:

Rm(X,Y, Z,W) = (II(X, W), (Y, Z)) — (II(X, Z), II(Y,W))
= e(h(X, W)WY, Z) — h(X, Z)h(Y,W)),

onde (N, N) = e.

Teorema 6.6.6 (Theorema Egregium de Gauss). Seja M superficie orientdavel mergulhada em
R3 e g a métrica induzida. Dado p € M e (X,Y) uma base de T,M, a curvatura de Gauss de

M em p é dada por:
Rm(X,Y,Y, X)

XX (LY - (X )

Em particular K é um invariante de (M, g) por isometrias (locais).

Demonstragdo. Considere inicialmente (Ep,Es) base ortonormal de T,M. Pelo teorema da
equacao de Gauss em R? teremos:

Rm(E1, Eo, Eo, Ev) = hi1hoa — higho1 = det(hy;) = K.
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Tomando uma base qualquer (X,Y’) de T,M, utilizando o processo de Gram-Schimidt teremos
a base ortonormal:

X
Ei=
| X
y - &) x
By — X
(X.Y)
y - Sl x

Pelo caso especial temos:
K = Rm(El, EQ, EQ, El)
Rm(X,Y — EX) x vy - &Y ¥ )

_ X X
2
XY
WHY_%QA
Rm(X,Y,Y, X)
T2 (1v2 _ oXY)? | (XY)?
XP (v — 250 + 5
_ Rm(X,Y,Y,X)
XY = (X, )2
Rm(X,Y,Y, X)
(X, X) (v, V) = (X,¥)*
A terceira linha segue do fato que Rm(X, X, -,-) = Rm(-,-, X, X) = 0. [ |

Este teorema mostra como a curvatura de Gauss, apesar da defini¢do a principio extrinseca,
pode ser expressa em termos de quantidades que dependem somente da métrica.

Motivados pelo Theorema Egregium definimos curvatura gaussiana de variedades de di-
mensao 2 abstratas, dada pela formula

Rm(X,Y,Y, X)
(X, X) (YY) — (X, Y)*

A partir disso teremos a seguinte proposicao, que valera para qualquer variedade de dimensao
2.
Entdo em superficies de R?>! segue que

Rm(X,Y,Y, X) _ R(X, X)A(Y,Y) — h(X,Y)?
XX) (V) (XY (XX (VY) - (X,7)

Tomando (X,Y’) = (E1, E2) uma base ortonormal de M teremos:

K =

hi1hos — h?
Ew = —(hi1haa — h2y) = edet(—dN),

3

como ja calculamos.

Proposicao 6.6.7. Seja M uma variedade semi-Riemanniana de dimensao 2, entao podemos
relacionar a curvatura de Gauss K com os tensores de curvatura da seguinte maneira:

Rm(X,Y, Z,W) = K(X, W) (Y, Z) — (X, Z) (Y,W))
RX,Y)Z=K({Y,Z)X — (X, 2)Y)
Re(X,Y) =K (X,Y)
S = 2K.

Assim K determina completamente os tensores de curvatura.
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Demonstracao. Basta provar a primeira equacao, pois a segunda segue da nao degenerancia da
métrica e as restantes da definicdo. Da definicdo de curvatura de Gauss temos:

Rm(X,Y,Y,X) = K((X,X)(Y,Y) — (X,Y)?)

Seja (E1, E2) base ortonormal de T,M, T(X,Y,Z, W) = K(X,W)(Y,Z) — (X, Z) (Y,W)) =
Tijkggoi ® ¢ @ F @ ¢f, entdo Rijke = Tijre = 0 se i = j ou k = £. Da definicao segue que
Ri901 = T1201 = K e das simetrias de Rm segue que:

Ri221 = Ro112 = —Ro121 = —Ri212 = K.
Logo determinamos que Tj;r = R;jr¢ para todo i, j,k,£ = 1,2, como queriamos demonstrar. W

Definimos agora a curvatura seccional de uma variedade M com relagao a um subespaco de
dimensao 2 nao degenerado II C T,M para um ponto p € M dado. Seja (X,Y) uma base de II,
entdo a curvatura seccional com relagao ao plano II, denotada por K (II)

Rm(X,Y,Y, X)
(X, X) (YY) —(X,Y)*

K(II) =

Podemos também denotar por K(X,Y), para (X,Y) base de algum plano.
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Capitulo 7

Transicao entre a Relatividade
Especial e (Geral

Até agora a relatividade especial nao estd considerando a gravidade como uma forca possivel.
Aqui vamos introduzir a gravidade e as suas consequéncias com alguns experimentos.

7.1 Desvio gravitacional

Vamos agora explicar o fené6meno do desvio gravitacional, também chamado de gravitational
redshift, considerando o seguinte experimento para ilustrar o fenémeno:

(i) Considere um objeto de massa m em uma torre de altura h que sera solto do topo da torre.

(ii) Quando solto o objeto terd energia da massa e cinética, que pode ser aproximada por
mc? + tmv? = me® + mgh.

(iii) Suponha que é possivel transformar toda a energia em um tnico féton de energia E =
me® + %mv2 (esta transformagao nao ird violar as leis de conservacao, visto que a terra
pode absorver o momento relativistico do objeto e nao sua energia).

(iv) Com a chegada deste féton no topo da torre suponha novamente que toda a energia
relativistica do féton B’ é transformada novamente em matéria de massa m’, que terd
energia E' +m/gh.

Assim devemos ter E' = m/c? e portanto a massa do novo objeto deverd ser m’ = m, senio
terfamos um ganho de energia contrario a conservacao da energia. Assim o féton perde energia
ao ir na direcao contraria ao campo gravitacional e a perda de energia pelo féton pode ser medida
pelo desvio de frequéncia.

Entao como a energia de um féton é hf onde f é a frequéncia do foton e h é a constante de
Planck, teremos que
fF mc?

= = <l=f <t
f E  mc?+mgh 1+%§

Apesar de apenas ilustrativo ha experimentos como por exemplo o experimentos de Pound
e Rebka (1960) e o experimento de Pound e Snider (1965), que basicamente medem a diferenga
de frequéncia da emissao embaixo da torre e a frequéncia no topo da torre. Isso ird respeitar
a conservacao do quadrimomento, mais precisamente a conservacao de massa-energia, porém
iremos perder, em parte, a relatividade especial ao introduzir a gravidade.

78



7.2 Nao existéncia de referenciais inerciais na Terra

Outra consequéncia da introducdo da gravidade é que nao existird referencial inercial em
repouso na Terra, que pode ser demonstrado juntamente com a observagao do experimento de
Pound-Rebka-Snider. Considere dois pares de eventos: a emissao de dois feixes de luz no pé da
torre, com um intervalo de tempo entre as emissoes, e a recepcao dos mesmo no topo da torre.

Seja X (u) = (z(u),y(u), z(u), ct(u)) a trajetéria de um féton.

Se a Terra fosse um referencial inercial, terfamos que z'(u)? 4y (u)? + 2/ (u)? = ' (u)?, logo

ul
At = — V' (u)? + y (u)? + 2/ (u)2du.
€ Jug
Portanto o intervalo de tempo entre dois pontos da trajetéria da luz s6 depende do caminho
percorrido por este no espaco.

Considerando a emissao e recepgao de dois feixes de luz para fora da Terra, t%) o instante

da emissao do feixe 7 e t%) o instante da recepcao do feixe ¢. Temos que

(D ) 40y
logo
Atg =t — Q) =2 40 = Agp.

Porém as diferengas de frequéncia implicam que o tempo passa mais devagar para pontos
mais proximos da Terra, logo Aty < Atgr (como serd explicado mais detalhadamente quando
for explicado os efeitos da gravidade sobre o tempo), contradizendo a suposigao que o referencial
é inercial.

7.3 Principio da Equivaléncia

Agora que foi levantado o problema da impossibilidade de existéncia de referenciais inerciais
em repouso na Terra, vamos resolver este problema parcialmente dando um referencial em que
localmente podemos utilizar a relatividade especial para resolver os problemas fisicos.

Vamos considerar um referencial em queda livre sob o campo gravitacional. Ao menos nos
limites Newtonianos da gravidade teremos que todas as particulas livres irdao acelerar na mesma
proporg¢ao, o que nos déd ao menos um referencial interessante de trabalhar. Neste referencial
também nao hé o desvio gravitacional da luz, que pode ser um indicio de que podemos recuperar
a relatividade especial nesse referencial.

Um exemplo para deixar mais claro o que foi dito é o seguinte: Suponha que um foguete sem a
acao da gravidade acelera bruscamente. Um astronauta que estd com os pés no chao ird perceber
a aceleracao, porém um objeto flutuando dentro do foguete nao ird “perceber”’esta aceleracao
até encostar no chao ou alguma parede do foguete. Diferentemente se o foguete estivesse em
queda livre, gravidade age em todos os objetos dentro do foguete da mesma maneira.

Vamos adotar o principio da equivaléncia, mais precisamente o que chamaremos de principio
da equivaléncia de Einstein, que iremos expor posteriormente. Este principio implica a seguinte
afirmacao: “As leis que descrevem a fisica (equacgoes diferenciais) em um referencial em queda
livre tem a mesma forma local que um referencial inercial na relatividade especial”.

Esta solucao é parcial porque como o campo gravitacional segundo a lei da gravitacao uni-
versal nao é uniforme globalmente teremos problemas ao construir um referencial inercial global
sob a acao da gravidade, ou seja, s6 podemos considerar um referencial em queda livre para
descrever fenémenos nas proximidades da origem do referencial, onde préximo depende do quao
nao uniforme é o campo gravitacional, ou seja, quanto as linhas de campo variam conforme as
distancias que sao consideradas no experimento.

Vamos agora enunciar precisamente o Principio da Equivaléncia de Einstein:
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(i) Principio da Equivaléncia Fraco: Se um corpo eletricamente neutro é colocado em um
ponto do espaco-tempo com uma velocidade inicial dada, entao sua trajetéria serd inde-
pendente de sua estrutura interna ou composicao.

Por corpo se quer dizer um objeto com energia gravitacional desprezivel, tamanho pequeno
de modo que nao detecta a nao uniformidade do campo gravitacional e sem forcas agindo
sobre 0 mesmo.

(ii) Invariancia Posicional Local: O resultado de um experimento local em um laboratério em
queda livre é independente da posicao do mesmo no espaco-tempo.

(iii) Invariancia de Lorentz Local: O resultado de um experimento local em um laboratério em
queda livre é independente da velocidade do mesmo no espago-tempo.

Por experimento local entende-se um experimento isolado de forcas e campos externos ao
laboratério e com efeitos de gravitacao do proprio experimento negligenciaveis.

Assim inspirados na métrica de Minkowski e geometria Riemanniana, podemos deduzir as
bases geométricas da Relatividade Geral com os principios da Teoria Métrica da Gravidade
a seguir:

(i) O espago-tempo é uma variedade de dimensao 4 que possui uma métrica g. Além disso
‘2

se p é a origem de um referencial em queda livre temos g;; = 1;; + O Z ‘xl — 2% (p)

3
neste referencial, ou em outras palavras, g;;(p) = 1i; € Okgij(p) = 0 para cada i, j, k.

(ii) As trajetérias de particulas livres sdo geodésicas com respeito a essa métrica.

(iii) Em um referencial em queda livre as leis da fisicas locais (no sentido do principio da
equivaléncia) que nao envolvem gravitagao sdo as mesmas que as da relatividade especial.

O item (iii) é facilmente justificavel, visto que o resultado de experimentos locais em qualquer
referencial em queda livre é o mesmo e os referenciais inerciais na relatividade especial sdo em
particular referenciais em queda livre sem a acgao da gravidade.

A principio poderiamos pensar que o referencial em queda livre poderia ser subtituido por
um sistema de coordenadas normais. Porém a diferenca estd no fato que este referencial tem
algumas das propriedades do sistema de coordenadas normais e as leis da relatividade especial
podem ser recuperados, isso nos da mais informagao fisica que somente o sistema de coordenadas
normais.

7.3.1 Fisica em espago-tempo curvo

Vamos tentar agora entender uma solugao especifica da relatividade geral a fim de nos fa-
miliarizarmos com o pensamento da fisica a partir das métricas do espaco-tempo. Como ainda
nao estudamos como encontrar estas solugoes, vamos somente interpreté-las.

Considere a solucao fraca de campos gravitacionais (mais explicitamente, a energia potencial
gravitacional é muito menor que a energia de repouso, ou seja, |my| < mec?) com a métrica
g=(1—2p/c)(dx? + dy? + dz*) — (1 + 2¢/c?)c2dt?, onde ¢ = —GM/r. Como as solugdes sdo
fracas, vamos considerar |¢| < ¢? e além disso vamos considerar baixas velocidades, ||v| < c.

Como visto anteriormente, se X é a posicao no espago-tempo de uma particula em queda
livre, entao temos que %X = 0, a equacao geodésica, onde X = d%X e as derivadas de maior
ordem sao em relacao a 7, exceto em mencao contraria. Em coordenadas temos:

i+ Thi'd) =0
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Vamos considerar primeiro k = 4, entdo como estamos considerando ||v|| < ¢, segue que utili-
zando |lv|| = 0 e multiplicando a equagdo geodésica por m? teremos:

i+ Thitit = 0= mp* + T (p")* =0

onde p? é a quarta componente do quadrimomento P = mX. Como gij € diagonal neste sistema
de coordenadas, segue que g/ também serd diagonal, logo ¢” = §/g;; (aqui nao se denota
soma). Logo

Op

(= (1 +2p/c?)) = 21+ 20/2)

1 4 L :
Iy = 5941(349@ + 0194i — Oigua) = 2—c2(1+2p/c?)

2

Entdo utilizando E = y(v)me? ~ mec?, pois ||v]| < ce |p| < ¢?, teremos a seguinte aproximagao:

Op 2

m——p = —I‘i4(p4)2 T2 m 04’7(1))2 ~ —dpm?c®

A1 +20/)

Como p* é a energia neste referencial, segue que a energia é conservada se ¢ niao depende do
tempo.
De modo andlogo podemos concluir para as outras componentes que:

mp" + T (p*)? = 0.

Porém temos que para k # 4, g* = 6% /(1 — 2p/c?), logo g4 = 0 e portanto

1 ok %00 §k10;p
Ik, = = ———(204g4; — O, = J & I
H 21—2(,0/02( 194j = 9j914) A1 —2¢p/c?) c?
Logo
d k (o 432 kj 2 d kj
mEP = —Tu")” = —679;om égp = —md™ O

Este seria o correspondente para a Lei da Gravitacao Universal:

d

ap = —m grad .

Neste novo sentido temos uma teoria sem referenciais preferidos, pois podemos utilizar os
simbolos de Christoffel para a partir de quantidades que variam conforme o sistema de coorde-
nadas, como dX/dt, para quantidades invariantes por mudanga de coordenada, como dX/dr.

Outra diferenca é que aqui nao definimos energia potencial gravitacional, pois supondo uma
particula somente sob a acao da gravidade, pelo principio da equivaléncia se colocarmos um
referencial em queda livre com mesma velocidade da particula, teremos que o referencial ira
acompanhar a particula, logo as medidas locais neste referenciais sao as mesmas que da relati-
vidade restrita, logo a energia da particula provém somente de sua massa, portanto nao ha um
aumento de energia devido a alguma forga.

Outro modo de ver isso é que as particulas livres tem suas trajetérias ao longo de geodésicas,
que sao as curvas de aceleracao nula. Podemos fazer uma generalizacao da primeira lei de
Newton, tanto na relatividade especial, quanto na relatividade geral. Assim a gravidade nao
pode ser uma forca, pois caso contrario geraria uma aceleracdo e portanto as trajetdrias nao
seriam geodésicas.

7.4 Tensor de Energia-Momento

Vamos nos encaminhar para justificar as equagoes de campo de Einstein. Para isso vamos
intoduzir uma forma do tensor de energia-momento, que sob outras configuracoes, como a acao
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exclusiva de campos eletromagnéticos, tem outra forma da que serd introduzida, porém ainda
serd uma densidade de energia/momento.

Por ora vamos considerar uma distribuicao continua de matéria no espago de Minkowski e
considerar também um fluido perfeito, isto é, que pode ser caracterizado por sua densidade p,
pressao p e quadrivelocidade U.

Aqui vamos definir um tensor que nos dé a massa, que na relatividade especial nao se
distingue da energia, entao ao invés de considerarmos somente a massa, vamos considerar toda
manifestagdo de energia como fonte de gravidade. Como o momento relativistico, a massa e a
energia estao relacionadas entre si, assim podemos considerar essas trés quantidades como fontes
de gravidade. Colocamos todas essas informacgoes no tensor de energia-momento 7' dado por:

T = (p+ p/c*)u'v’ + pn*

eT =TYe;® ej, onde (ei)?:1 é a base canonica do espaco de Minkowski, 17 é a métrica do espago
de Minkowski e u' é a componente ¢ do quadrimomento U do fluido. Podemos notar que T é
simétrico. Além disso temos:

Tijuj = Tijuknkj

(ﬂ + %) u’ Wl +pu® 0P

c —_— ——

=U-U=—¢c? =68¢
= —c? (p + c%> ul —i—puk = —chui
Portanto —T'% uj/ c? é a densidade da componente i do quadrimomento.

Outra interpretacdo para o tensor de energia-momento é que a componente 7% é o fluxo
da i-ésima componente do quadrimomento ao longo de uma superficie suficientemente pequena
contida na hiperficie que 27 é uma coordenada constante. O principio da conservacio do qua-
drimomento implicard que div T’ = 0, ou equivalentemente, 7% ; = §;T% = 0 para cada j. Além
disso temos que T% .- = 0 independente da configuragao de energia e momento no espago-tempo

e chamamos esta propriedade de conservacao local da energia-momento. No caso de um fluido
perfeito temos as seguintes equacoes:

o, T = 8i(pui)uj + putdu’ + (%) dutu’ + ((‘%) u' O’
+ (012) dipue? + O;pn¥ =0
Note que u'u; = —c? e derivando esta relacio temos:
Opu'u; + u'dpu; = 0.
Porém trocando os indices, teremos
W Opu; = uiﬁkujnij = ujﬁkuinji = ujakuimj = Opu'u,.
Portanto teremos que 20,u’u; = 0. Assim teremos que:

61Tijuj = ai(pui) ujuj +pui 8iujuj + (%) o’ ujuj + (%) u’ al-ujuj
~—~— N—— & ~—~— &

~——
:—(32 :0 :—02 :0
1 i, j ij 2 i p i
+ | = | Oipu' Wu; +0ipnu; = —c (&(pu )+ (—2> Oiu >
C N~ ~—— C
— 2 —ui
Portanto segue a equacao da continuidade relativistica:
i p i
8i(pu ) + <672> o;u' = 0. (7.1)
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Entao a partir dessa equagao podemos concluir a equacao do momento de fluido relativistico:

Zu]

81'Tij = <p+ %) @ujul + (U >
C C

+ n"j) dip = 0. (7.2)

Para justificar que vale T? = 0 vamos mostrar que estes sistemas de equagoes sao generalizagoes
das equacoes de continuidade e das equacoes de momento do fluido.

Para fluidos no limite nao-relativistico teremos }vz‘ Jc < 1parai=1,2,3¢p/c* < 1, logo
teremos a aproximacao v' = u’ para i = 1,2, 3. Portanto a equacio (7.1) se reduz a

Bi(pv') = 0 & D1(pv') + B2 (pv*) + B3(pv*) + Da(pe) = 0.

4

Como z* = ct teremos que:

A (pv') + Da(pv?) + B3(pv”) + Bip = 0.
Esta é a equacgao da continuidade

dp
V- (pv) i 0.

Do mesmo modo aproximando ‘v" /c por 0 temos que:

N 1000
2 ) T loo 1o
0 00O
Assim a equagao (7.2) se reduz a:
S iyd .
pv' 0! + (ch + n”) Oip = 0.

Em notacgao vetorial este sistema de equacoes serd equivalente a:

0
—+v-V]v+Vp=0.
p( g5 +0eT)or v
Esta é a equagdo de momento para um fluido somente com a forga superficial da pressao, onde
(% +wv- V) é o operador derivada material com relacao ao campo de velocidades v. Portanto
as equagoes (7.1) e (7.2) constituem generalizagoes das férmulas j& conhecidas da mecanica dos
fluidos.

Uma generalizagao do tensor de energia-momento para fluido perfeitos sera:
T = (p+ p/c)u'v’ + pg".

Também valerd o divergente nulo 7%,; = 0 independente da configuracao de energia e momento
do espago-tempo considerado, como iremos provar como teorema.

Teorema 7.4.1. Seja T o tensor de energia-momento em espaco tempo qualquer. Entao div 7T =
T4, =0.

)

Demonstracao. Pelo principio da equivaléncia escolhendo um referencial em queda livre em um
evento p no espaco-tempo teremos a conservacio local de energia e momento, logo 9;7% (p) = 0 na
origem p deste referencial. Temos que Ffj (p) = 0, pois dkgij(p) = 0, logo temos que T ;(p) = 0
utilizando as regras da conexao de tensores. Como conseguimos por um referencial em queda
livre em cada ponto do espago-tempo, podemos fazer estas consideragoes para cada ponto p no
espaco-tempo e portanto T’ i 4 = 0 em cada ponto. |
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Capitulo 8

Relatividade Geral

8.1 Equacoes de Campo de Einstein

Para determinar a métrica do espaco-tempo vamos desenvolver as equagoes de Einstein da
Relatividade Geral. Estas equagoes formam basicamente uma generalizagao da Lei de Gauss da
Gravitagao, que é equivalente a Lei da Gravitacao Universal de Newton assumindo a simetria
esférica do campo gravitacional gerado por uma massa pontual. A Lei de Gauss da Gravitacao
¢é a seguinte:

Ap = 47Gp,

onde, ¢ é a energia potencial gravitacional, A é o operador laplaciano, G é constante gravitaci-
onal e p é a distribuicdo de massa.

Como a gravidade e energia gravitacional neste novo cendrio estd acoplada com a métrica g
do espago-tempo, devemos identificar a energia potencial gravitacional com a métrica. Temos
que do lado direito da lei de Gauss estd a densidade p = T*/c? em coordenadas cartesianas
do espaco de Minkowski. Porém se realizarmos alguma mudanca de referencial, utilizando as
mudancgas de coordenadas do tensor 7', teremos eventualmente outra forma para a equagao, mas
queremos uma teoria invariante por sistemas de coordenadas, o que nos leva a considerar todo o
tensor de energia-momento 7' como fonte de gravitacao e portanto a massa, energia e momento
como fonte de gravidade.

Entao a Lei de Gauss da gravitagdo pode ser da forma

O(g) = kT,

onde O é um operador diferencial e sendo A um operador de ordem 2, é natural que O também
0 seja.

Temos que O% = kT% deve ser combinacio de derivadas de gi¢. Einstein acreditou que pondo
O% = R seria a equagao certa, porém em geral RY.; # 0, portanto violaria a conservagao local
de energia e momento.

Porém pondo O% = RY 4 11.Sg" + Ag¥ é um operador de ordem 2 sobre a métrica (utilizando
os simbolos de Christoffel) e devemos ter:

Oij;i = Rij;i + ,U/(Sgij);i + Agijﬂ =0

Porém ¢% Jjk = 8%k, logo derivando e usando a compatibilidade da conexdo com métrica teremos
97495k + 97 9jke = 9 0951 = 0= g, = 0. Portanto O ; = 0 se reduz a

RY.; + 1S,g" = 0.
Multiplicando pela matriz (g;;) teremos

Rij;igjk + MS;igijgjk = Rik;i + ,uS;k = (diV RC);k + ,U«S;k = 0.
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Pela relacao
div Rc = %VS,

para que sempre valha O% .+ = 0 devemos pedir p = —1/2. Portanto temos:
OY = RY — 59” + Ag".

Vamos chamar G de tensor de Einstein e as componentes G¥ = RY — %g” , ou com os indices
; — P.. 1.
abaixados temos G;; = Rij — 50

Assim temos a seguinte equacao:
GY + Ag” = kT ou Gyj + Agij = Ty

Entao utilizamos os seguintes pontos na dedugao das equagoes de Einstein: (i) generalizar a lei
de Gauss da gravitagao, (ii) introduzir uma equacao independente de coordenadas (iii) a massa,
a energia e o momento sao fontes de gravidade e (iv) garantir a conservagao local de energia-
momento com respeito a métrica. As equacoes de Einstein néo sdo as unicas que que satisfazem
estas condigoes, porém é uma das equagoes que generaliza a relatividade especial e a gravidade
ja estudadas, e também algumas implicagoes e principios dessa teoria sao experimentalmente
comprovados. Além disso, as alternativas da teoria que estamos estudando sdo em geral mais
complicadas, o que leva aos fisicos preferirem a teoria de Einstein.

Um ponto importante das equagoes de Einstein é que a gravidade cria curvatura. Mais preci-
samente, se hd massa-energia e momento, entao havera gravidade e por consequéncia curvatura,
segundo as equacdes de Einstein. Por outro lado, se o espaco-tempo for R*, entdo na presenca
de curvatura as geodésicas nao serao todas retas e por consequéncia particulas livres nao per-
correm um movimento retilineo uniforme, o que ocorreria no espaco de Minkowski, portanto ha
a presenca de gravidade em sentido mais dinamico.

Tomando o traco com respeito a métrica nas equagoes de Einstein, teremos que:

S—%S~4+A:kT,

onde T = TZ’ Logo
S=A—-kT.
Portanto R = k(T% — Tg" /2) — Ag™.
A constante A é chamada de constante cosmoldgica e inicialmente nao fazia parte da equagao,
porém foi introduzida posteriormente. Mas apds varias observagoes Einstein rejeitou o termo.
As observacoes astrondmicas recentes sugerem que A é pequeno, mas ndo nulo. Vamos considerar

que A = 0 para fins de simplificagdo das equacOes, pois na escala de uma galdxia esta constante
pode ser desprezada.

8.2 Equacoes de Einstein para campos gravitacionais fracos

Vamos considerar as equacoes de Einstein no espago-tempo “quase”plano. Mais precisamente
vamos considerar uma variedade que possui uma métrica que satisfaz:

9ij = Mij + hij

onde |h;;| < 1.
Vamos agora considerar:
d?zk
dt?
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onde k # 4 e ¢ é uma solugao de:
0101 + 0b02p + 0303 = AnGp.
Usando a equacao das geodésicas, segue que

d2mk dx dxd
dr? ” dr dr

Como as velocidades sao nao relativisticas, podemos considerar somente quando ¢ = j = 4, logo:

d2zF

1
W F44C = —577 (64]14( + 84}1/4[ — agh44)

Como estamos considerando 1 = (dz')? + (d2?)? + (dz?®)? — (dz*)? (normalizada), temos que
ct = z*, logo O4h,s = Oth,s/c que é negligencidvel em comparacio a Ojh,s, com i # 4, para
baixas velocidades.
Logo para k # 4, temos:
d?zk 1
2 *77 £Oghaac?
-

Portanto, como as velocidades sdo nao relativisticas, podemos considerar d?z* /dr? = d?2* /dt?,
logo

1
585h44c2 = —aggo.
Vamos agora calcular o tensor curvatura em termos dos simbolos de Christoffel:

Rijke = (Vo,Vo,0r — Vo, Vo,0,,0¢)
= (Vo,(Tk0m) — Vo,(T%0m), )

= <8 L730m + 57,05 — 015 0m — Il 8S,Bg>
<(arsk+r — 0;T5,0m (95,8@>
= (05, + T35 — 015 — iy jm)gsf
Logo:
Rijt = TS + TS, — 0,15, — TiRT,,
Portanto:

Rij = Rm'j =0, FT + T a-F’“ rmre

1] rm 1 r)Tm

Como |h;;| < 1 podemos aproximar g por 1. Logo:
1 1
Tij = 50" (Gihje + ihie — Oehij) = 0515 = o0 (0s0:hje + 0:05hig — OsOyhis)

Como estamos supondo que J4h;; ¢ desprezivel em comparagao com outras derivadas de h;;
teremos que a unica parcela considerével de Ryq é (%Ffm (com ¢ # 4). Além disso do mesmo
modo podemos considerar 9,1, = 0% (—0;0pha4) /2 = (0101¢ + Dabaip + 0303¢) /c? = 4nGp/c?
Neste caso temos que a densidade de momento é desprezivel em comparacio com pct, logo
(T;;) = diag(0,0,0,Ty) = diag(0,0,0, pc?). Entdao T = nT;; = —pc?.
Portanto

1 4G 1
Rys =k <T44 — 2Tg44> = 2 p fkpc

Pondo k = 87G/c* teremos que vale a equacao.
Assim determinamos a constante k e as equacoes de campo de Einstein recuperam a lei da
gravitagao universal, como esperado.
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8.3 Solucgoes Esféricas para Objetos Massivos

8.3.1 Consideragoes iniciais

Vamos agora encontrar solucdes para objetos massivos. Para isso vamos considerar R* com
o espago descrito em coordenadas polares, (z,y,z,t) = (rsinfcosy,rsinfsinp,rcosf,t), e
encontrar uma métrica correspondente para as suposicoes. Vamos pedir inicialmente as seguintes
condigoes:

(i) Devido a lei da gravitagdo universal e pelas observagoes feitas antes da relatividade, é
natural pedirmos que o espago-tempo seja esfericamente simétrico e invariante por
reflexao espacial.

(ii) Além disso vamos pedir que este seja estaciondrio, ou seja, 0;g;; = 0, e que seja invariante
por reflexao temporal, isto é, a aplicagao t — —t.

Com essas suposicoes a métrica sera diagonal. De fato, se utilizarmos a aplicagao (r, 0, p,t) —
(r,0,p,—t) escrevendo a métrica nessas coordenadas teremos que a métrica serd invariante, ou

. / , , o . / _ . , .
seja, se g;; ¢ a métrica neste novo sistema de coordenadas, segue que g;; = gij. Além disso,
usando a mudanca de coordenadas e supondo k # 4 temos:

, ox' Ox’
94 = W@sz = —Gk4-

Como gy, = gka segue que gpa = 0 para k # 4.

De modo anélogo, tomando (r,0,p,t) — (r,—60,¢,t) e (r,0,0,t) — (r,0,—p,t) podemos
concluir que gio = 0 para k # 2 e gp3 = 0 para k # 3, respectivamente.

Além disso, destas suposicoes podemos concluir que a métrica ird depender somente de
r. Pela simetria esférica temos também que para t e r constantes, a métrica se reduzird a
C(r)(df? + sin? fdp?). Assim podemos escrever a métrica da seguinte maneira;

g = B(r)dr® 4+ C(r)(d6? + sin® 0dp?) — A(r)dt>.

Vamos também assumir que para t e r constantes a geometria é de um esfera de raio r.
Logo C(r) = 2. E comum também fazer a seguinte mudanca de varidvel: A(r) = exp(2®(r)) e
B(r) = exp(2A(r)). Portanto a métrica sera escrita da seguinte maneira:

g = 2 dr? + r2(de? + sin? 0dp?) — 2% dit?.

Agora vamos encontrar as componentes do tensor de Einstein e as componentes do tensor
de energia-momento para resolver as equacoes de Einstein.

8.3.2 Equacoes de Einstein para fluidos perfeitos estaticos
Tensor de Einstein

Calculando o Tensor de Einstein obteremos:

e as componentes restantes sao todas nulas.
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Tensor de Energia-Momento

Como estamos supondo as estrelas estaticas com o fluido em repouso e com distribuigao de
massa e pressao que depende somente da distancia ao centro da estrela. Logo a iinica componente
nio nula do quadrimomento U serd u*. Portanto utilizando a normalizaco:

g(U,U) = vluj = u'ulgi; = (u)*(—e*?) =~ = u? = c- 2.

Logo uy = —c-€e®. O tensor de Energia-Momento deste fluido pode ser escrito da seguinte
maneira:

Ti; = (P + %) Uit + pgij-
Portanto utilizando as informacées teremos que:
Ty, = pe*,
Ty = pr?,
T33 = sin2 0T22,
Ty = pce®®,

e as entradas restantes nulas. Do mesmo modo:

T pe’ZA,

T22 = pr 27

733 = ¢in~2 0722,
T44 _ p626_2¢,

e as entradas restantes nulas.

Equacgoes de Einstein

Vamos fazer a seguinte substituigao:

2

m(r) = %r(l — 672A),
onde G ¢é a constante gravitacional. Logo:
2Gm(r)\ !
o = = (1 260
c4r
Na componente (4,4) da equagao de Einstein teremos:

1 d (2Gm 8rG
20 ( ) (’I") — 2 2®

e pce
r2"  dr c? ct

Portanto
dm

dr

onde 0" denota que a integral ¢ imprépria em 0. Dentro da distribuicao de fluido a distribuicao

de massa-energia nao é bem definida, logo m(r) nao é necessariamente a massa-energia em um

esfera de raio r. Porém fora da estrela esta quantidade é bem definida, logo para r maior que o

raio da estrela temos que m(r) é constante e definimos m(r) = M é a massa-energia da estrela.
Por outro lado teremos também da componente (1,1) da equagao de Einstein que:

(r) = 4mr?p < m(r) = mo + / 47 R%p(R)dR,

o+

d(b( ) = G Amrprd + Am(r)
ar VT Ay 2Gm(r)
T
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Utilizando a conservacao local de energia-momento, teremos:
0=T"; =0,T" +TT; + T/'T,
Utilizando que T% é diagonal, segue que:
0=0T" + THT} + T*TL, + TT 3, + THTy, + THTY,

Calculando os simbolos de Christoffel temos:

)
T rsin” 6
1 _ Af 1 1 _
Fll_A) F22__62A’ 1—\33 62A )
P'e2® 1
1 _ 2 _ 2 _ .
F44—762A , Flz—;, I's3 = —sinf cos 6,
1
3 _ 3 4 _ FH

Utilizando T“;i =0, temos

2G'm
(1 -2, ) [P+ (p+ pc®)@'] =0

Portanto: . p
2\4® __ap
(p+pc?) dr dr

Assim teremos que

dp 0, dd 5 G 4rpr + 2m(r)
0 = (Pt pet) == (ptpct) 2Gm(r)
po
2

Esta equagao chamamos de equacao de Tolman—Oppenheimer—Volkov (T-O-V) para fluidos em
equilibrio hidrostédtico em estrelas.

8.3.3 Estrutura das Estrelas

Interior das estrelas

No interior das estrelas temos p # 0 e p # 0, logo sabendo p teremos a seguinte sistema de
equacoes diferenciais:

dp G drprd + c*m(r)
W ety ,
dr ctr 2Gm(r)
po )
2
d
—dT: = 47r7“2p

Exterior das estrelas

No exterior das estrelas temos p = 0 e p = 0, logo teremos a seguinte sistema de equagoes
diferenciais:

o G m(r)
dr — cr 2Gm(r)’

dm
dr
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Logo m(r) = M que esta serd a massa-energia total da estrela. Também teremos que e?® =

(1 —-2GM/c3r)

Portanto a métrica fora da estrela sera:

B 1
9‘( QGM>
1 - 2
Cc°Tr

Esta métrica é chamada de métrica de Schwarzchild.
Podemos comparar com o espago de Minkowski que neste sistema de coordenadas tem métrica
dada por:

2GM
dr?® 4 r*(d6? + sin? 0dp?) — 2 (1 - ) dt?.

g = dr? +r?(d6* + sin’? 0dp?) — 2dt>.

Tomando r — oo temos que que 2G M /c?r — 0, logo podemos aproximar a métrica de Schwarz-
child pela métrica de Minkowski.

8.4 Consequéncias da métrica de Schwarzchild

8.4.1 Efeitos sobre a passagem do tempo

Assim como no espaco de Minkowski podiamos definir intervalo de tempo proprio e compri-
mento proprio de curvas, em um espacgo-tempo M com uma métrica g também podemos definir
intervalo de tempo préprio e comprimento préprio para uma curva -y, tipo-tempo ((¥,5) < 0) e
tipo-espago ({¥,7) > 0), respectivamente, que sao dados por:

AT = / —gwdajldxﬂ el = / gljdxldxj
-/ \/7 7 \/7

Assim como anteriomente, o intervalo de tempo préprio é o intervalo de tempo medido por um
relégio ao longo dessa trajetoria no espago-tempo.
Assim o elemento de comprimento radial préprio é dR = (1 — 2GM/c*r)~'/2dr e o elemento
de tempo préprio em um ponto fixado do espaco é dado por dr = (1 — 2GM/c*r)'/2dt.
Denotando A7y e A1y os intervalos de tempos proprios para dois pontos fixados coordenada
radial 71 e outro ponto na coordenada radial ro e variacao At, teremos que:

1
2GM\ 2
ATy _ c2ry
ATy 2GM
1— 2
C°T9

Portanto se r1 > ro, entdao A1 > Ay, ou seja, o tempo em um ponto mais préximo de um
corpo massivo passa mais devagar que outro mais distante.

8.4.2 Desvio gravitacional

Agora temos as ferramentas necessédrias para dar uma justificativa mais rigorosa para o desvio
de frequéncias.

A primeira observagao é que a luz percorre uma geodésica tipo-luz. De fato, seja v a trajetéria
da luz com um parametro u, dado um ponto 7y(up) na trajetéria da luz e considerando um
referencial em queda livre com origem neste ponto, teremos pelo principio da equivaléncia que
a métrica na origem deste sistema de coordenadas é a métrica de Minkowski. Portanto, como
os referenciais em queda livre tem as mesmas leis da fisicas que um referencial inercial na
relatividade especial, neste sistema de coordenadas teremos que (¥(ug), ¥(up)) = 0. Ainda pelo
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principio da equivaléncia teremos que neste ponto a luz tem “aceleracao nula” entao neste sistema
de coordenadas temos 4*(ug) = 0 para cada i, como na relatividade especial. Como neste sistema
de coordenadas temos que Oxg;; = 0 em y(up), para cada i, j, k, segue que Ffj = 0 na origem do
mesmo .

D~y

—(uo) = (" + T53'47) = 0.

Disso segue a afirmacao.
Assim teremos que se y(u) é a trajetéria da luz com parametro u, entao:

1 dr\? [ (do\? o ((dp\? ) 2GM Y [ dt\?
—_—nmmm —_— —_— 1 —_— = 1— —_— .
( 2GM> <du> i <<du> e 9<du> ‘ & (du)

1— ——

c2r

Considere o problema da emissao de um feixe de luz no pé de uma torre, até o seu topo, e denote
up e tg o parametro e coordenada tempo em que ocorre a emissao e ug € tg o parametro e
coordenada tempo em que ocorre a recepcao do mesmo feixe. Logo:

-1 3 o712
1 [Yr 2GM dfy’ d'yj
th—tg = - 1— Y g | d
R E C/J ( c?r ) 9ij du du Y

E 4,j=1

Temos que o intervalo de tempo At entre a emissao e recepgao sé6 depende da trajetéria do feixe
de luz no espaco.

Portanto se emitirmos dois feixes de luz, o intervalo de tempo entre a emissao e recepcao
serd o mesmo para ambos. Considere t%) e t%) o instante da emissao e recepgao do i-ésimo feixe,
respectivamente. Assim:

Atg =t — ) =42 D) = At

Sejam ATg e ATg os intervalos de tempo préprio entre a emissdo e recepcio, respectivamente.
Visto que Atg = Atg, temos:

1

2GM\ 2
ATr _ g
AT 2GM
1= 2
C°TE

Supondo que o emissor é um atomo pulsante que emite n pulsos em um intervalo de tempo
préprio A7, entdo chamamos de frequéncia prépria a frequéncia f = n/Ar. Assim rg > rg
segue que Atg > A71g logo fr < fg. Além disso:

=

2G M\ 2
fe | g
fr | _2GM

c2rg

Para campos gravitacionais fracos, podemos aproximar utilizando a aproximacao pela derivada

a seguir:
GM (1 1
fo_y, G .
Ir c?
Como no experimento do desvio gravitacional supomos anteriormente que rg — g = h e que rg
é o raio da Terra, logo podemos aproximar utilizar GM/ r% = g e também a aproximagao:
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Portanto podemos utilizar a aproximacao:

1

E I

/ 1+Z
C

o mesmo valor encontrado na primeira abordagem do desvio gravitacional para o vermelho.

8.4.3 Trajetérias de particula (incluindo f6tons)
Vamos calcular as equacoes de Fuler-Lagrange para o funcional de energia neste sistema de

coordenadas. Ou seja, denotando #* a derivada da coordenada ¢ em relagdo ao parametro u,

vl =7, 22 =0, 23 = ¢, 2* = t, fazendo a substituicio m = GM/c? e pondo L = gij:tii:j,

teremos: ,
E :/ L du
a

d (9L _ oL _
du \ 9%t ort

podem ser reduzidas ao seguinte sistema:

/ -1 -2
2m 2m m . m .
1-— ] #i-[1-—] =S —r(?+sin?0?) +2—2=0
r 72 r2

Logo as equacgoes

r
. .
0+2- 6 —sinfcoshp?> =0

r
2m\ .
<1—>t:cl
r

r?sin? 0 = cy

Além disso, utilizando a invariancia por reflexdo podemos concluir que as coordenadas espaciais
de uma geodésica estd contida em um plano (nas coordenadas espaciais de (R*,g)) passando
pela origem.

Seja uma geodésica v, entao considere o ponto inicial (p,t) da geodésica e sua velocidade
(v, B) neste ponto. Considere o plano P que passa por p e contém v. Se 9 é a reflexdao de
um ponto com relagao a este plano, entao ¢ é isometria com relagao a esta métrica e o~y é
geodésica. Temos que ¥(p,t) = (p,t) e ¥(v,8) = (v,3), logo v e ¥ oy tem mesmo ponto e
velocidade iniciais. Pela unicidade das geodésicas, estas devem coincidir, ou seja, oy = . Mas
os tnicos pontos fixos de ¥ sao pontos cuja parte espacial esta em P. Portanto a parte espacial
de 7y estd contida no plano P.

Outra observacao é que na relatividade especial seria necessaria uma energia infinita para
acelerar uma particula com massa até a velocidade da luz, devido a férmula da massa-energia,
e portanto define uma trajetéria tipo-tempo. Escolhendo um referencial em queda livre, pelo
principio da equivaléncia, temos que a trajetéria de uma particula com massa sera também
tipo-tempo.

Se v é geodésica, entao (,%) é constante. Portanto a menos de uma reparametrizacao que

v é tal que (%,7) = —c?, caso 7 seja tipo-tempo, que sdo as trajetérias possiveis para uma
particula com massa. De modo andlogo temos que um féton percorre uma geodésica tal que
(1,7 = 0.

Portanto, utilizando este resultado e a simetria esférica, podemos supor que a geodésica estd
contida no plano tal que § = /2. Logo a segunda equagao do sistema é satisfeita.
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Supondo entao que a particula considerada possui massa, considerando esta parametrizada
pelo tempo proprio, teremos o sistema:

r r
2m\ .
1— — t-cl
r
r2p = cy

Em geral vamos utilizar somente as trés ultimas relagoes e a primeira ird seguir a partir das
solucoes destas.

Queda livre vertical

Para trajetérias em queda livre vertical temos ¢ constante, logo utilizando a expressao para
t e que a trajetdria estd parametrizada pelo tempo préprio, segue a equacao:

2
72— et 4 2 <1m) =0.
r

Supondo que 7 = 0 em 7y, temos c% =1—2m/rop, logo:

1 1 1 1 1
72 = 2mc? (—) @f«QZGM(—)
r 7o 2 r T

Derivando esta relacao teremos que:

GM GM

rP= e = =
r

Esta é a expressao da lei de Newton da gravitacao universal. Porém note que a derivada é em
relagdo ao tempo préprio.
Podemos calcular o tempo préprio ao longo desta trajetoria, pondo 7 = 0 em 7y temos:

o] 1 o ror 1/2
T= —dr = — dr.
/j r \/2GM/7j (ﬁ)T)

A menos que seja atingido o bordo do corpo massivo, podemos integrar até r — 2m, onde 7 é
finito.
Utilizando

dt t . C1
—=cei=——
dr 7 2m

; <ro—2m>1/2/r° r3/2 p
= —=— r.
2mc? omae (1 —2m)(rg —r)1/2

Como 2m < r e rg —r < rg, segue que
o — 2m 1/2 (Zm)?’/2 o 1
t> 5 1/ dr.
2me o omie T —2m

o 1 -2
/ drzlnu—)oosesﬁo.
omte T — 2m €

segue que:

Porém:

Portanto ¢ — oo quando r — 2m.
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Movimento circular

Para um movimento circular temos r constante. Logo 7 = # = 0 e portanto a primeira
relagao do sistema se reduz a:
2,2

mc*t? = r3p?.

dt \? B r3
dp) GM’
Portanto ao longo de uma revolugao completa teremos:
At—or (1 v
=2 | —— .
GM

Esta é a expressao para uma érbita circular do periodo, segundo a terceira lei de Kepler.
O intervalo de tempo préprio visto por um observador em um ponto da érbita circular é de

Assim:

E natural também descobrir qual é o intervalo de tempo préprio de um observador nesta orbita.
Utilizando que as seguintes equacoes

teremos que da primeira e terceira equagoes segue

2 _ r2c? o P = mec?e? .
(r —2m)? r(r—2m)?

Substituindo na segunda equacao teremos

“a= r(r —3m)
Portanto:
B r . me?
 r—3m ¥ r2(r —3m)’

Assim o periodo préprio da érbita é dado por

At 3m\ /2 3\ 2 3G M\ Y2
ArT=—=At|1- — =2 — 1-—
g t t( r> 7T(GM) ( rc? )

Temos que as érbitas circulares sdo possiveis somente para r > 3m. Além disso temos que
quando r — 3m, AT — 0, 0 que sugere que os fé6tons orbitam em r = 3m.
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Fotons

Vamos agora olhar para as geodésicas tipo-luz, as quais dao a trajetoria dos fétons. Neste
€aso nao usamos o tempo préprio como parametro, iremos usar um parametro u. Assim devemos

utilizar a equacao:
—1
2m 2m\ .
<1—> ¢2+r2¢2—c2<1—>t2=0
r r

Vamos estudar novamente os casos anteriores, porém pedindo que a trajetdria seja tipo-luz.
Se supormos que a geodésica é circular, entdo devemos ter # = 7 = 0, logo pela equacao das

geodésicas temos
dp 2 B mc?
) 3’

Sendo a geodésica tipo-luz, temos por outro lado que:

dﬁ 2_é r—2m
at ) r2 r '

Logo r = 3m. Entao este é o raio em que a luz descreve uma érbita circular.
Vamos investigar a trajetéria radial da luz. Temos neste caso ¢ = 0, de modo analogo ao
anterior, temos

72— 020% =0.

Portanto a luz tera velocidade radial constante, no parametro u, e neste sistema de coordenadas
temos p )
r m
— =dc({l1l—-——].
dt T

Disso segue que dr/dt — 0 quando r — 2m.

8.4.4 Deflexao da luz

Ja vimos que um feixe de luz pode orbitar um corpo massivo. Porém podemos também
ter um desvio da trajetéria da luz pela presenca de um corpo massivo. Teremos as seguintes

relagoes:
-1

2m 2my\ .
1-— ¢2+r2¢2—c2<1—>t2:0
r r

2m\ .
1-—— t:Cl
T

r2p = cy

Porém pondo u = 1/r, podemos resumir as informagoes na equagao

du\ > 9 3
@ +u®=F+eu’,

onde F = c*c?/c3 e e = 2GM/c%. Se g é o menor valor de 7, logo o ponto mais préximo do
corpo massivo, teremos que du/dp = 0 quando u = ug = 1/rg. Disso segue que F = u2(1—¢cuy).

Vamos agora fazer uma expansao assintética da solugao até ordem 1 em e. Quando o espago
¢ plano, ou seja, quando € = (0 teremos que a solucao desta equagdao é u = ugsiny. Entao
vamos considerar a solucao para € > (0 considerando os termos de até ordem 1 em . Mais
precisamente considere v = ugsing + v, onde v é uma funcao de ¢ a determinar. Portanto
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du/de = ugcos @ + edv/dp. Substituindo estas informagoes na equagao, teremos a equagao a
seguir:

d v\
€ <2u0 (sin P + cos cpdv> +e <<dv> + v2> ) =c (—ug + ug sin® o + 3u(2) sin? pev
2 2

+3ug sin <p52v2 + &3 3) .

Supondo || < 1, ignoramos os termos com €2, logo:

d 2 d
2 singpv—l—cosgo—v = ud(sin® ¢ — 1) “E P2 (sec o tan pu + sec gp—v =
dy do
ud(sin g tan? ¢ — sec? p)
Podemos reescrever da seguinte maneira:

v sec Uplsec p tan @ s @ sec
l 9 0

Integrando esta equagao obtemos:

%)

1 1
vsecp = §ug(sec<p—tancp+cosg0) +A=0v= iu%(l — sin ¢ + cos? @) + Acos .

Ponto como condigao que r — oo quando ¢ — 0, teremos A = —uZ. Logo podemos escrever

1 1
u = ug (1 - 2u06> sin p + §u(2)5(1 — cos ).

Como r — oo quando ¢ — 0 ou p — 7 quando € = 0, devemos esperar que 7 — oo quando
¢ = 7+ « para algum angulo « pequeno, ou seja, u = 0 quando ¢ = ™ + «. Assim
1 1 1 upe(1 — cos p)?
uo (1 - 2u0£> sin ¢ + éu%zs(l —cosp)? =04 —sinp = QM.
1 — -uge
910

Quando ¢ = 7 + « segue que

1 _ 2
= o = arcsin | - uoe(l = cos )
) 1 2 . 1

— §UO€ — iuoé‘

1 uge(1 — 2
sina — 2u05( Ccos )

Supondo |eug| < 1 que pode ser reescrito como 2GM/c?* < 79, ou seja, se a luz ndo passa
muito préximo & estrela, em comparacio a 2GM/c?. Assim podemos aproximar cosa = 1,
arcsin(z) =z e 1/(1 — z) = 1, logo:

Portanto a deflexdo é de aproximadamente de o = 4G M /c?r, ilustrado na figura a seguir.

o

Q M #0
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Este foi um dos testes classicos para a comprovacao da teoria da relatividade geral de Einstein
e historicamente foi o primeiro fenémeno da relatividade geral previsto antes da sua observacao
durante o eclipse total em 1919. Este fenomeno tornou Einstein famoso pela sua teoria da
relatividade geral.

Anteriormente Henry Cavendish em 1784 e independentemente J. G. von Séldner em 1801,
tratando a luz como uma particula de velocidade ¢, calcularam a deflexdo como sendo de um
angulo de 2G M /c?rq utilizando a lei da gravitacdo universal, exatamente a metade prevista pela
relatividade geral. Assim a relatividade geral nao é uma vitéria ao prever a deflexao da luz, mas
prever mais precisamente o valor que a luz se curva.
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Capitulo 9

Conclusao

Como é possivel observar a relatividade especial surgiu para resolver inconsisténcias entre o
eletromagnetismo e a mecéanica classica. Além de resolver este problema, as consequéncias disso
sao bastante inesperadas, devida a dificuldade de deteccao desses fenémenos no cotidiano. Uma
das consequéncias mais importantes para a relatividade geral é a conexao entre massa, energia
e momento.

Quanto ao estudo do espago de Minkowski podemos perceber dois fatos bastante importantes.
Um é que o conhecimento sobre o grupo de isometrias pode facilitar de forma consideravel, por
exemplo na demonstracao de alguns fatos, reduzindo casos complicados a casos mais facilmente
demonstraveis. Outra é que as féormulas de curvatura, de curvas e superficies, é semelhante ao
caso Euclideano, porém as particularidades do carater causal sao um problema a ser considerado
sempre, pois cada direcdao no espaco de Minkowski pode ter um carater possivelmente diferente,
levando a uma dificuldade maior e também uma subdivisao de casos quanto ao caradter causal.

Quanto a relatividade geral ha alguns fatos importantes a destacar. O primeiro é que a
relatividade especial falha quando ha presenca de gravidade, por esta deformar o espago e o
tempo, assim nestes espagos nao existem referenciais inerciais e portanto nao podemos utiliza-
los. O segundo é que mesmo a relatividade especial falhando, ha como recuperar parcialmente
com o principio da equivaléncia de Einstein. O terceiro é que, ao menos na teoria de Eins-
tein da relatividade geral exposta durante o texto, a partir de principios simples d4 origem a
métricas pseudo-Riemannianas, assim para o entendimento dessa teoria é necessario um bom
entendimento dos conceitos basicos sobre geometria pseudo-Riemanniana. O quarto ponto é
que a relatividade geral é uma generalizagao da relatividade especial, visto que nos referenciais
em queda livre podemos recuperar a fisica da relatividade especial, e da teoria da Gravitacgao
Universal, identificando a relagao momento, massa e energia como fonte de gravidade, dando
origem as equacoes de Einstein, para encontrar a métrica a partir dessas fontes de gravidade. E
por fim, nesse trabalho o estudo de um exemplo nos permite perceber a dificuldade de resolver as
equacoes de Einstein, mesmo com diversas simetrias, mas também tornando possivel trabalhar
a dindmica sob o ponto de vista métrico, principalmente na trajetoria da luz.
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APENDICE A - CALCULO DAS VARIACOES E GEODESICAS



Este apéndice serd relacionado ao cédlculo das variacoes e nos dard uma ferramenta para
calcular geodésicas sem recorrer diretamente aos simbolos de Christoffel. Porém antes vamos
definir variacoes, campos tangentes a estas e pontos criticos de um funcional.

Seja v : [a,b] — M curva diferencidvel, uma variagdo de 7 é uma familia de curvas di-
ferenciavel I' : (—e,¢e) X [a,b] = M com I'(0,t) = y(t). Chamaremos I' de variacdo prépria
se I'(s,a) = v(a) e T'(s,b) = ~(b). Além disso, diremos que uma aplicagao diferencidvel
Vi (—¢g,e) x [a,b] = TM tal que V(s,t) € Tpsy)M é um campo de vetores tangente a va-
riagao I'. Diremos que t é o parametro das curvas principais 7 = I'(s,-) e s é o parametro das
curvas transversais Iy = I'(+,t) e suas respectivas derivadas covariantes serao DV e DsV. Um
resultado importante para variagdes é a seguinte:

Lema 1. Considere I' : (—¢,¢) X [a,b] — M variacao de uma curva v : [a,b] — M. Entao vale:
D;0sI' = D0, T

Demonstracdo. Seja T'(s,t) = (z'(s,t),...,2"(s,t)) para um sistema de coordenadas ao redor
de p ponto da variagao I'. Logo:

oz’ oz’
781‘ e BSF = 7(91‘

OF = ot Os

Calculando as derivadas covariantes, teremos:

as0t T Vigs ar

92k ok Ozt dxI
9t9s T 905 ot

(821‘]’“ % ox’ 81:j>
Do =

D.osI' = (

Portanto, como Ffj = F?i segue o resultado. |

Dada uma variagao I' de uma curva 7, chamamos o campo tangente a v, V = 9,I'(0, -), de
campo variacional da variacao I'. Diremos que V um campo tangente & v é préprio se V se
anula em a e b. Em particular se I' é variagao prépria, entao seu campo variacional é préprio.

Lema 2. Seja V um campo tangente a v, entao existe uma variacao I' tal que V' ¢é seu campo
variacional. Se V é proéprio, entao podemos tomar I" como sendo proéprio.

Considere a aplicagao F' : C*°([a, b]; M) — R um funcional das curvas diferencidveis, diremos
que 7 é um ponto critico do funcional F' se para toda variagao I, definindo v, = I'(s, -), temos
®’(0) = 0 onde ®(s) = F(vs). Diremos que v é um ponto critico do funcional com os extremos
fixos se satisfaz as condigoes de ponto critico, porém tomando somente variagoes proprias. Vamos
agora adaptar o Lema Fundamental do Célculo das Variagoes:

Lema 3 (Lema Fundamental do Célculo das Variagoes). Seja W um campo tangente a curva
diferenciavel ~ : [a,b] — M. Se

b
/ VWY dt =0
para todo campo V tangente & v com V(a) =0 e V(b) =0, entao W = 0 em todo [a, b].

Demonstragdo. Vamos mostrar por contrapositiva. Seja W # 0, entao existe ¢y € [a,b] tal que
W (to) # 0. Podemos supor que to € (a,b), pois caso nao existisse algum ponto ¢ no interior
do intervalo tal que W (t) # 0, pela continuidade de W terfamos que esta é identicamente nula,
contradigao. Existe v € T )M tal que (v, W(to)) # 0 e extendendo v por transporte paralelo,
existe V' campo tangente a vy tal que (W (tp),V(t9)) # 0. Utilizando continuidade temos que
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existe um intervalo da forma I = (tg — d,tg + 0) C [a,b] tal que (W, V) # 0 neste intervalo
e portanto positivo ou negativo, vamos supor por simplicidade que é positivo. Existe uma
aplicagao ¢ diferencidvel tal que supp ¢ C I, logo o campo V= pV é um campo tangente tal
que V(a) =0, V(b) =0e:

/ab<w’v>dt_/ab‘ﬁ<w7‘/>dt2/@<W,V>dt>0.

I
Podemos proceder analogamente se (W, V') for negativo em I. |

Vamos chamar o funcional Ela] = | b

o (@(t), &(t)) dt de funcional de energia. Entao teremos
o seguinte resultado sobre geodésicas:

Teorema 4. Uma curva v : [a,b] — M é uma geodésica se, e somente se, é um ponto critico do
. b
funcional Efa] = [

o (@(t),a(t)) dt com os extremos fixos.

Demonstragao. Vamos considerar v um ponto critico do funcional E. Seja I' uma variacao de
7, entao temos que P(s) = E[ys] é tal que ®'(0) = 0, ou seja:

: d ° b9
P (5) = dS/ <8tFa atF> dt = / % <8tF, atF> dt.

Utilizando a compatibilidade da conexao com a métrica, segue que:
b b
P'(s) = 2/ (Dso,T, 0,T") dt = 2/ (DosT, 0,T) dt.
a a

Denotando o campo tangente & variacao V = 0,I" e integrando por partes utilizando a compa-
tibilidade com a métrica, segue que:

b b
P'(s) =2 / (DyV, 0,7y dt = 2 (V,8,T)|° — 2 / (V, D;8,T) dt

Portanto ponto s = 0 temos que ;' = 4. Combinando com o fato de que V' se anula em a e b,
pois I' é variacao prépria, segue que:

-2 =-2 [ " (V. DAyt

Portanto para toda variagao I', seu campo variacional satisfaz:

b
/ (V, D) dt = 0.

Como todo campo de vetores préprios tangentes a v podem ser tomados como campos variaci-
onais de alguma variacao, segue pelo lema fundamental do cdlculo das variagoes que Dyy = 0.
Por outro lado se v é geodésica, segue que vy é ponto critico do funcional £ com os extremos
fixos. |

Pondo um funcional F' da seguinte forma:

b
Fm:/ L (), . ™), (b), ... " (1)),

onde z'(t) sao fungoes reais, as equagoes de Euler-Lagrange (equagoes dos pontos criticos do
funcional) para o funcional com os extremos fixos sao:

oL _dfor\ ..
axl_% agjl = U, 1=1,...,N.

Portanto para encontrar as geodésicas de uma variedade, na pratica, podemos utilizar as equacoes
de Euler-Lagrange para o funcional de energia E. Mais precisamente, vamos utilizar o funcional
FE em um sistema de coordenadas.
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