
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANÁ
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Seria imposśıvel colocar o nome de todos os que de alguma forma contribúıram para o meu
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RESUMO

Nesse trabalho, abordaremos os aspectos básicos da Teoria de Relatividade, com destaque
à Relatividade Geral, bem como o espaço de Minkowski e alguns tópicos da geometria pseudo-
Riemanniana. A Relatividade é exposta no primeiro, sexto e sétimo caṕıtulo, onde são exploradas
as bases e algumas consequências dessa teoria. Nos caṕıtulos dois, três e quatro é abordado o
espaço de Minkowski e a geometria diferencial deste espaço, seguindo de perto a geometria
diferencial clássica (Euclideana). Por fim, a parte referente a geometria pseudo-Riemanniana é
abordada no caṕıtulo cinco, onde são feitos resultados necessários para o entendimento das bases
onde a Relatividade Geral é constrúıda, mas também justificar algumas fórmulas que surgem na
teoria de superf́ıcies do espaço de Minkowski e dar uma noção básica sobre geometria pseudo-
Riemanniana. Os objetivos deste trabalho são os seguintes: expor a teoria da relatividade
sob o ponto de vista matemático, justificando logicamente as consequências de prinćıpios que
são enunciados ao longo do texto e suas equivalências, como por exemplo que o prinćıpio da
equivalência de Einstein implica os postulados da Teoria Geométrica da Gravidade; e introduzir
à geometria em variedades pseudo-Riemannianas apresentando conceitos e alguns resultados
comuns à geometria Riemanniana como geodésicas e curvatura, e técnicas usadas em geometria,
como utilização de grupos de isometrias para resolver problemas ou simplificar os mesmos, por
exemplo como mostrar que as part́ıculas livres no espaço de Schwarschild descrevem trajetórias
planas.

Palavras-chave: Teoria da relatividade; Geometria Pseudo-Riemanniana; Espaço de Min-
kowski.



ABSTRACT

In this work, we approach the basic aspects of Relativity Theory, mainly General Relativity,
as well as the Minkowski Space and some topics of pseudo-Riemannian geometry. The Relativity,
is presented in chapters one, six and seven, where the basis and consequences of this theory are
explored. In chapters two, three and four, contain Minkowski space and its differential geometry
as subject, studying some results inspired on the classical (Euclidean) differential geometry.
The part presenting the pseudo-Riemannian geometry is found in the chapter five, where the
results necessary for the understanding of the basis of the General Relativity, but also to justify
some formulas from the theory of surfaces in the Minkowski space and give the notions of
pseudo-Riemannian geometry. The objectives of this work are: show the theory of relativity
under a mathematical point of view, logically justifying the consequences of some principles and
its equivalences, for example the Einstein Equivalence Principle implies the Metric Theory of
Gravity postulates; and introduce to the geometry of pseudo-Riemannian manifolds presenting
concepts common to Riemannian geometry, such as geodesics and curvature, and techniques used
in geometry, as studying the isometry group to solve problems or simplify then, for example how
to show that free particles in the Schwarschild’s space have planar trajectories.

Keywords: Relativity Theory; Pseudo-Riemannian Geometry; Minkowski Space.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Este trabalho é uma introdução aos conceitos básicos da relatividade geral, estudo das geo-
metria no espaço de Minkowski e geometria semi-Riemanniana.

Inicialmente é exposta uma introdução à relatividade especial, fornecendo os fundamentos
para a relatividade geral e suas deduções, e também serve como motivação para a métrica do
espaço de Minkowski e a geometria posteriormente desenvolvida. Esta parte está em [6] e [15].

Em seguida é explorada a geometria do espaço de Minkowski, estudando as isometrias deste
espaço e as propriedades vetoriais de espaços com uma métrica (forma bilinear simétrica e
não degenerada) não positiva definida, como a estrutura causal e o produto vetorial. A partir
disso foram estudadas as curvas e superf́ıcies no espaço de Minkowski, fazendo paralelos com a
geometria diferencial clássica e também como uma introdução às variedades semi-Riemannianas.
Como principal referência para esta parte é [11].

Para complementar o estudo do espaço de Minkowski, passa-se ao estudo das variedades semi-
Riemannianas, inicialmente expondo as conexões, geodésicas e transporte paralelo sem métrica
e posteriormente introduzindo a métrica e com suas particularidades. Como ponto chave da
relatividade geral, a curvatura também compõe esta parte do texto, cobrindo as curvatura de
Ricci e escalar, mas também resultados puramente geométricos, como a condição da variedade
semi-Riemanniana ser localmente isométrica e também dando as justificativas para as fórmulas
de curvatura no espaço de Minkowski. Estas seções tem como base as referências [10] e [14].

Como tópico final foram desenvolvidos os estudos da relatividade geral, algumas motivações
para estudar esta teoria é que a relatividade especial falha na presença de gravidade, sendo
necessário generalizá-la, com a relatividade geral; esta também é uma aplicação da teoria estu-
dada nas seções anteriores. O intuito desta parte do trabalho é dar a fundamentação teórica e
lógica para o desenvolvimento dos prinćıpios que governam a relatividade geral. As principais
referências são [6], [13], [15] e [16].

Para total clareza e entendimento deste trabalho iremos pressupor o conhecimento sobre os
seguintes tópicos:

1. Topologia Geral: Este tópico foi estudado para ter um melhor conhecimento sobre vari-
edades diferenciáveis e seus axiomas, além de obter conhecimento sobre espaços métricos,
normados ou com produto interno de modo a ter um amplo conhecimento sobre a topologia
de Rn, o espaço base para a teoria de variedades.

2. Variedades Diferenciáveis: Este tópico é necessário para ter a base necessária no enten-
dimento da linguagem da geometria diferencial atual, além de vários teoremas e exemplos
que vão ser usados ou desenvolvidos ao longo do texto.

É importante saber principalmente a parte introdutória de variedades; funções diferenciáveis
e partições da unidade; espaço tangente e cotangente; campos de vetores e 1-formas; fibra-
dos vetoriais; teoremas de imersão, submersão e do posto; grupos de Lie, grupos topológicos
e ações destes grupos; fluxos sobre variedades; tensores.
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3. Geometria Diferencial de Curvas e Superf́ıcies: Este tópico foi estudado paralela-
mente à parte relativa ao espaço de Minkowski e suas propriedades, com o fim de estabele-
cer as diferenças básicas entre a geometria diferencial no espaço euclideano e a geometria
diferencial no espaço de Minkowski.

4. Cálculo das Variações: O foco deste tópico no trabalho é desenvolver ferramentas para
encontrar as geodésicas de maneira mais simples.

5. Equações diferenciais: Este tópico é bastante importante ao longo de todo o texto, pela
necessidade de resolver equações diferenciais para descobrir a dinâmica dos corpos e para
a geometria dos espaços trabalhados.
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Caṕıtulo 2

Relatividade Especial

As leis de Newton e as leis de Maxwell foram marcos na f́ısica. A primeira nos forneceu
uma maneira quantitativa de expressar a ação de forças e aceleração, como elas interagem entre
si e assim, juntamente com o cálculo diferencial e integral, formou a base da f́ısica por muitos
anos e ainda para diversas aplicações é muito utilizada, devido à sua simplicidade, comparada
às alternativas mais precisas, porém muito complicadas, e também pela sua boa precisão nas
escalas de tamanho e velocidade do cotidiano.

As leis de Maxwell foram a compilação de um conjunto de leis do eletromagnetismo, já
conhecidas anteriormente, porém com as devidas correções como a de conservação da carga,
e este conjunto de equações estabelece como se comportam a eletricidade e o magnetismo na
presença de fontes e variação dos mesmos. Esta correção foi crucial para a previsão e descrição
das ondas eletromagnéticas.

Outro marco para a f́ısica foi a relatividade especial. Porém esta teoria foi uma correção
das duas anteriores, pois as duas teorias eram inconsistentes. Mais precisamente as quatro
afirmativas abaixo são inconsistentes:

(i) Existem part́ıculas carregadas e aceleradas;

(ii) Part́ıculas carregadas são fontes de campos eletromagnéticos de acordo com as leis de
Maxwell;

(iii) Part́ıculas carregadas obedecem as leis de Newton;

(iv) A energia é conservada em interações de part́ıcula e campo.

Das equações Maxwell, podemos deduzir que uma part́ıcula acelerada emite radiação e a potência
da radiação é dada pela fórmula de Larmor P = 2q2a2/3c3 [8], onde a é o módulo da aceleração,
q é a carga e c é a velocidade da luz. Então em um intervalo de tempo temos que a energia
emitida pela part́ıcula é Erad > 0. Então (i) e (ii) implicam esta afirmação.

Por outro lado pelas leis de Newton W = ∆K, onde W é o trabalho realizado pelas forças
externas e K é a energia cinética.

Porém pelo item (iv) temos que W −Erad = ∆K, pois devemos descontar a energia emitida
pela radiação. Porém como Erad 6= 0 temos uma contradição.

Para corrigir estes problemas Einstein introduziu a relatividade especial no seu artigo On
the electrodynamics of moving bodies [4].

2.1 Postulados da Relatividade Especial e consequências

Os postulados da relatividade especial são:

1. As leis da f́ısica são as mesmas em todos os referenciais inerciais;
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2. A velocidade da luz no vácuo é igual à c em todos os referenciais inerciais.

A partir dos postulados podemos deduzir diversas consequências f́ısicas contraintuitivas. Mas
antes é necessário explicar o que é exatamente um referencial inercial.

Um referencial é inercial se o espaço é homogêneo e isotrópico e o tempo é homogêneo. Isso
quer dizer o seguinte:

(i) (Espaço homogêneo) As leis da f́ısica neste referencial são invariantes por translação no
espaço.

(ii) (Tempo homogêneo) As leis da f́ısica neste referencial são invariantes por translação no
tempo.

(iii) (Isotropia do espaço) As leis da f́ısica neste referencial não dependem da direção no espaço.

Então utilizando um pouco de mecânica Lagrangeana, o lagrangeano de uma part́ıcula livre
deve ser independente do tempo e da posição no espaço. Portanto depende somente de sua
velocidade. Mas pela isotropia do espaço, o lagrangeano não depende da direção da velocidade,
portanto depende do quadrado da norma desta. Nesse caso, teremos, pelas equações de Euler-
Lagrange correspondentes, que a velocidade desta part́ıcula é constante. Em particular vale a
primeira lei de Newton.

Também podemos concluir que se S e S′ são referenciais inerciais, então esses referenciais
tem velocidade relativa constante entre si. De fato, considere um corpo em repouso com relação
à origem de S e sem a ação de forças, então este continuará em repouso com relação à S, porém
S′ verá este corpo com velocidade constante e esta também será a velocidade de S visto a partir
de S′.

2.2 Dilatação do tempo

Considere referenciais S e S′, de modo que S′ tem uma velocidade v na direção x positiva,
em relação à S, e o seguinte experimento:

Uma pessoa na origem do referencial S′ emite um feixe de luz na direção de um espelho que
se encontra perpendicular ao eixo y, em uma direção em que o feixe retorna à origem depois
refletir no espelho, ou seja, a pessoa observa que a luz descreve uma reta, como na Figura 2.1.

Figura 2.1:

Temos que a distância d do espelho até a origem é

∆t′ =
2d

c
(2.1)
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onde ∆t′ é o intervalo de tempo medido por S′.
Por outro lado um observador em S, observa o feixe partir e, após o intervalo de tempo ∆t

entre a emissão e o retorno do feixe à origem de S′, observa o deslocamento v∆t, ou de modo
mais simplificado, o feixe descreve um triângulo isósceles de base v∆t e lados `, como mostrado
na Figura 2.2.

Figura 2.2:

Observando que a distância da origem de S′ ao espelho e utilizando o teorema de Pitágoras,
temos que

` =

√
d2 +

(
v∆t

2

)2

.

Assim temos

∆t =
2`

c
=

2

c

√
d2 +

(
v∆t

2

)2

. (2.2)

Utilizando as equações (2.1) e (2.2) obtemos

∆t =
2

c

√(
c∆t′

2

)2

+

(
v∆t

2

)2

⇒ ∆t2 =
4

c2

(
c2∆t′2 + v2∆t2

)
4

⇒ (c2 − v2)∆t2 = c2∆t′2

⇒ ∆t =
∆t′√

1− v2/c2

(2.3)

Nota-se então que o tempo se dilata para referenciais onde não ocorre a emissão e recepção no
mesmo ponto do referencial. Esse fenômeno chamamos de dilatação do tempo.

Devido à esse fato chamamos os o intervalo de tempo entre dois eventos observados num
referencial onde ocorrem na mesma coordenada de intervalo de tempo próprio.

2.3 Contração do espaço

Imagine dois referenciais S e S′ onde S′ tem uma velocidade v na direção de x positivo,
em relação à S. Considere também uma régua, no eixo x, que está em repouso com relação ao
referencial S′ e tem comprimento `′ nesse referencial e ` em S.

Seja ∆t intervalo de tempo em que a origem de S′ passa por cada uma das extremidades da
régua em S e ∆t′ o correspondente para S′. Então:

` = v∆t e `′ = v∆t′. (2.4)

Disso temos que:
`

`′
=

∆t

∆t′
.
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Note que o intervalo ∆t′ é um intervalo de tempo próprio e disso:

`

`′
=

∆t

∆t′
=

1√
1− v2/c2

⇒ `′ = `

√
1− v2

c2
(2.5)

Observe que o comprimento da régua medido em repouso é sempre maior que qualquer outro
referencial. Esse fenômeno chamamos de contração do espaço.

Devido a esse fato costumamos diferenciar o comprimento medido em repouso, e chamamos
de comprimento próprio.

2.4 Transformação de Lorentz em uma dimensão espacial

Agora podemos deduzir as transformações de Lorentz, que é basicamente a mudança de
coordenadas cartesianas em referenciais inerciais.

Considere dois referenciais inerciais S e S′, onde S′ tem uma velocidade v na direção de x
positivo, e as origens coincidem em t′ = t = 0. Considere também um evento que ocorre nas
coordenadas (x, t) em S e (x′, t′) em S′. Note que nesse instante o refencial S′ se deslocou vt
da origem de S. Também observe que x′ é um comprimento próprio em S′, então em S esse
comprimento é contráıdo pelo fator

√
1− v2/c2. Disso temos:

x = vt+ x′
√

1− v2

c2
⇒ x′ =

x− vt√
1− v2/c2

. (2.6)

Pelo prinćıpio da relatividade, ou seja, que as leis da f́ısicas são invariantes por mudança de
referencial, teremos que a mesma lei de mudança de coordenadas vale para S′, exceto pela
orientação da velocidade, pois nesse caso S′ observa S com velocidade −v, na direção x positiva
de S′. Então:

x′ = −vt′ + x

√
1− v2

c2
(2.7)

Utilizando as equações (2.6) e (2.7) obtemos

t′ =
(t− vx/c2)√

1− v2/c2
(2.8)

Podemos fazer uma comparação das mudanças de referencial inercial com uma dimensão onde as
origens coincidem em tempo t = t′ = 0, ou seja, das transformações de Lorentz da relatividade
especial e as transformações de Galileu da mecânica clássica, que são as seguintes:

(Lorentz)


x′ =

x− vt√
1− v2/c2

t′ =
t− vx/c2√
1− v2/c2

(Galileu)

{
x′ = x− vt
t′ = t

As transformações de Lorentz, diferentemente das transformações de Galileu, são não lineares
em v.

Outro detalhe que podemos perceber é a simultaneidade de eventos. Com as transformações
de Galileu temos que ∆t = 0 ⇔ ∆t′ = 0 independente do referencial, portanto, na mecânica
clássica, se dois eventos são simultâneos em um referencial inercial então são em qualquer refe-
rencial inercial. Porém na relatividade especial tomando eventos simultâneos em S, ou seja, tais
que ∆t = 0, que porém ocorrem em coordenadas diferentes, então ∆x 6= 0. Isto, implicará que
∆t′ 6= 0 pelas transformações de Lorentz. E portanto eventos simultâneos em um referencial
podem não o ser em outro.
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Por último, um dos principais motivos pelo qual é dif́ıcil observar os efeitos da relatividade
especial é as escalas que estamos acostumados no cotidiano. Mais precisamente, as velocidades
e distâncias que medimos são em geral muito menores que a velocidade da luz, neste caso
teremos |v| /c � 1 e |vx| /c2 � 1. Neste caso, utilizando a expansão de Taylor em v/c nas
transformações de Lorentz, percebemos que estas se aproximam das transformações de Galileu,
então nessas escalas não é posśıvel perceber os efeitos das transformações de Lorentz.

2.5 Soma de velocidades na relatividade especial em uma di-
mensão

Considere dois referenciais S e S′, onde S′ tem uma velocidade v na direção de x positivo,
e as origens coincidem em t′ = t = 0. Considere um objeto A com velocidade uniforme vA em
relação ao referencial S. Considere t2 > t1 e (x1, t1), (x2, t2) as coordenadas do objeto A nos
respectivos instantes. Pelas transformações de Lorentz, temos que: x′2 − x′1 = γ((x2 − x1)− v(t2 − t1))

t′2 − t′1 = γ

(
(t2 − t1)− v(x2 − x1)

c2

)
Note que como o movimento é uniforme, segue que as velocidades vA e v′A do objeto A nos

referenciais S e S′ é dada por
x2 − x1

t2 − t1
e
x′2 − x′1
t′2 − t′1

, respectivamente, e portanto:

v′A =
x′2 − x′1
t′2 − t′1

=

x2 − x1

t2 − t1
− v

1− v

c2

x2 − x1

t2 − t1

=
vA − v

1− vAv

c2

2.6 Invariância do intervalo de espaço-tempo e a geometria

Vamos denotar eventos no espaço tempo como vetores em R4 onde as três primeiras coorde-
nadas denotam os espaço e a restante denota o c vezes o tempo, ou seja, se um evento A tem
coordenadas espaciais (x, y, z) e ocorre no instante t de um referencial inercial, então denotamos
A = (x, y, z, ct). Além disso definimos um produto entre dois eventos X = (x1, x2, x3, x4) e
Y = (y1, y2, y3, y4) como g(X,Y ) = X · Y = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x4y4, e este produto terá
significado que será explicado a seguir.

Considere dois eventos A = (x1, y1, z1, ct1) e B = (x2, y2, z2, ct2) em um referencial S. Defi-
nimos o intervalo de espaço-tempo I dos eventos A e B com sendo

I = −c2(t2 − t1)2 + (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Uma implicação do segundo postulado da relatividade especial é que I é invariante por mudança
de referenciais inerciais. Vamos mostrar que para o caso em que as coordenadas y e z dos
referenciais estão fixas, ou seja, um movimento unidimensional.

Suponha que A = (x1, ct1) e B = (x2, ct2) em um referencial S e que A′ = (x′1, ct
′
1) e

B′ = (x′2, ct
′
2) os eventos correspondentes em um referencial S′. Suponhamos inicialmente os

intervalos I de A e B e I ′ de A′ e B′ e que S′ tem velocidade v na direção x positiva, em relação
à S.

Podemos aplicar uma transformação de Lorentz de modo a obter I ′ com relação aos eventos
A e B. Pondo ∆t′ = t′2 − t′1, ∆t = t2 − t1, ∆x′ = x′2 − x′1 e ∆x = x2 − x1, temos

I ′ = −c2∆t′2 + ∆x′2

= −γ2c2∆t2 + 2γ2v∆t∆x− γ2 (∆xv)2

c2
+ γ2∆x2 − 2γ2v∆t∆x+ γ2∆t2v2

= −c2∆t2 + ∆x2 = I
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Logo em uma dimensão, à menos de translação no espaço e no tempo (um referencial
inercial sob estas transformações ainda será inercial e também não variam o intervalo de espaço-
tempo), teremos:

2o postulado ⇒ Transformações de Lorentz ⇒ Invariância do intervalo de espaço-tempo.

O caso em maiores dimensões dessa implicação será descrito no próximo parágrafo.
O caso particular em que I = 0 para todos os referenciais inerciais implica o segundo pos-

tulado da relatividade especial. De fato, suponha A e B como no ińıcio do parágrafo, e por
simplicidade suponha t2 > t1, se I = 0, então podemos considerar um feixe de luz emitido das
coordenadas de A na direção das coordenadas de B, teremos então que após um intervalo de
tempo t2 − t1 a distância percorrida pelo feixe em qualquer refencial é:√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

t2 − t1
(t2 − t1) =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

= c(t2 − t1)

Portanto em qualquer referencial teremos que a velocidade da luz é c. Então sempre temos:

Invariância do intervalo de espaço-tempo ⇒ 2o postulado.

2.7 Transformações de Lorentz gerais

Vamos deduzir uma forma das transformações de Lorentz no caso plano recaindo no caso
unidimensional, porém pode ser utilizada no caso espacial compondo rotações. Um fato que
iremos utilizar é que rotacionando um referencial inercial por um ângulo fixo, temos que este
novo referencial é inercial.

Considere os referênciais S e S′, onde S′ se move com velocidade v que forma um ângulo θ
com o eixo x de S, isto é, v = (v cos θ, v sin θ), além disso S e S′ coincidem em t = t′ = 0.

Vamos considerar S′′ e S′′′ tais que S′′ é a rotação de S em um ângulo θ e S′′′ é a rotação
de S′ em um ângulo θ, como ilustrado na figura a seguir:

S′′

θ

S

S′′′

θ

S′

v

Em coordenadas teremos:{
x′ = x′′′ cos θ − y′′′ sin θ
y′ = y′′′ cos θ + x′′′ sin θ

e

{
x′′ = x cos θ + y sin θ
y′′ = y cos θ − x sin θ

Note que S′′ e S′′′ tem o eixo x paralelo à v e nesse caso S′′′ se move com velocidade de norma
v na direção x de S′′ e assim temos a configuração para a qual deduzimos as tranformações de
Lorentz. Assim aplicando a tranformação de Lorentz correspondente temos:{

x′′′ = γ(x′′ − vt′′)
t′′′ = γ(t′′ − vx′′/c2)
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Utilizando essas transformações (t′′ = t e t′′′′ = t′ se deve à invariância do intervalo de espaço-
tempo), obtemos: 

x′ = x+ (γ − 1)(x cos θ + y sin θ) cos θ − vt cos θ
y′ = x+ (γ − 1)(x cos θ + y sin θ) sin θ − vt sin θ

t′ = γ(t− v(x cos θ + y sin θ)/c2)

Ou em notação vetorial, denotando 〈·, ·〉 o produto interno euclideano nas coordenadas espaciais,
temos:

r′ = r + (γ − 1)
〈r,v〉
〈v,v〉

v − γvt

t′ = γ

(
t− 〈r,v〉

c2

)
Neste caso, como a rotação não varia o intervalo de espaço-tempo, e as transformações de Lorentz
unidimensionais foram obtidas pelo segundo postulado, que é consequência da invariância do
intervalo de espaço-tempo, temos que :

Invariância do intervalo de espaço-tempo ⇒ Transformações de Lorentz Gerais.

Ainda denotando r = r‖ + r⊥ a decomposição em componentes paralela e ortogonal à v
temos que

r′ = r⊥ + γr‖ − γvt

t′ = γ

(
t− 〈r,v〉

c2

)
Teremos que

I ′ = −c2t′2 +
〈
r′, r′

〉
= −γ2c2t2 + 2γ2t 〈r,v〉 − γ2 (〈r,v〉)2

c2
+ 〈r⊥, r⊥〉+ γ2

〈
r‖, r‖

〉
− 2γ2t

〈
r‖,v

〉
+ γ2t2 〈v,v〉

= −c2t2 + 〈r, r〉 = I

Como iremos ver no caṕıtulo de isometrias do espaço de Minkowski, teremos que composição
de Transformações de Lorentz em uma dimensão, rotações espaciais, e translações no espaço-
tempo levam referenciais inerciais em referenciais inerciais e preservam o intervalo de espaço-
tempo. Além disso, dados dois referenciais inerciais, teremos que eles tem velocidade relativa,
então à menos de translação e rotação, podemos recair no caso considerado no ińıcio do parágrafo.

Em resumo, fixado um referencial inercial, podemos obter as coordenadas de qualquer outro
referencial inercial utilizando tranformações de Lorentz+rotações+translações, e além
disso isso estas tranformações preservam o intervalo de espaço-tempo.

Assim teremos o seguinte:

2o postulado ⇒ Transformações de Lorentz + Rotações + Translações
⇒ Invariância do intervalo de espaço-tempo

Portanto:

2o postulado ⇔ Invariância do intervalo de espaço-tempo ⇔ Transformações de Lorentz +
Rotações + Translações.

Assim a relatividade especial pode ser modelada com uma geometria onde o espaço é R4 e a
métrica g é dada por g(u, v) = u · v. Assim as mudanças de referenciais inerciais são isometrias
com relação à essa métrica. Chamaremos R4 com esta métrica de espaço de Minkowski.
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Outra interpretação do intervalo de espaço tempo é que a partir dele podemos medir o tempo
próprio e o comprimento próprio. Considere dois eventos u = (u1, u2, u3, u4) e v = (v1, v2, v3, v4),
assim se u−v é tal que (u−v) · (u−v) > 0 então o comprimento próprio entre estes dois eventos
pode ser medido por

√
(u− v) · (u− v).

De fato, considerando um referencial inercial onde os dois eventos correspondentes a u e v
nesse referencial, u′ e v′, são simultâneos, isto é, u′4 = v′4 (isso sempre é posśıvel desde que
(u − v) · (u − v) > 0, utilizando as isometrias do espaço de Minkowski que são mudanças de
referenciais inerciais), assim (u′− v′) · (u′− v′) é o quadrado do comprimento próprio, por outro
lado (u′ − v′) · (u′ − v′) = (u− v) · (u− v) e assim fica demonstrado.

Do mesmo modo, se (u− v) · (u− v) < 0, então o intervalo de tempo próprio entre estes dois
eventos é dado por

√
−(u− v) · (u− v)/c.

2.8 Inconsistência da Relatividade?

Mostramos que se temos dois referenciais S e S′ com uma velocidade relativa v na direção
do eixo x e tempo 0 quando as origens coincidem, então S mede que o tempo em S′ passa mais
lentamente que em S, mais precisamente, se tivermos um relógio em repouso com relação ao
referencial S′ que mede um intervalo de tempo ∆t′, então este é um intervalo de tempo próprio
com relação a S′, logo o intervalo de tempo ∆t decorrido é maior que ∆t′.

Teŕıamos então que S′ mede o tempo passando mais rápido em S que em S′? Isso é falso,
pois pelo primeiro postulado da relatividade não há um referencial preferido, logo podeŕıamos
ter feito o mesmo experimento com S′ medindo os relógios e notaŕıamos que este referencial
mede que o tempo em S passa mais lentamente que em S′.

Mas a pergunta é por que isso acontece? A resposta é bastante simples, visto que estamos
medindo dois pares de eventos diferentes, uma vez que o primeiro par de eventos é quando o
relógio de S′ começa a contar o tempo e quando ele para de contar o tempo, que em coordenadas
do espaço-tempo são A = (0, 0, 0, 0) e B = (0, 0, 0, ct′) em S′, respectivamente, porém o outro
par de eventos é quando o relógio de S começa a contar o tempo e quando ele para de contar o
tempo, que em coordenadas do espaço-tempo são C = (0, 0, 0, 0) e D = (−γvt, 0, 0, cγt) em S′,
respectivamente, como prevê as transformações de Lorentz.

2.9 Cinemática-Momento-Energia

Considere um referencial inercial S e uma part́ıcula com coordenadasX(t) = (x(t), y(t), z(t), ct)
em cada instante. Definimos quadrivelocidade desta part́ıcula em um instante t como sendo a
derivada da posição no espaço-tempo com relação ao tempo próprio correspondente τ . Mais
precisamente, considerando um referencial S′ que está em repouso com relação à part́ıcula no
instante t, considere o limite

U(t) = lim
h→0

X(t+ h)−X(t)

τ(t+ h)− τ(t)
,

onde τ(t) é o instante correspondente em S′ para cada instante t em S. Portanto

U =
dX

dτ
=
dX

dt

dt

dτ
.

Como S′ e a part́ıcula tem a mesma velocidade espacial v = (v1, v2, v3) no instante t e referencial
S temos que a quadrivelocidade é

U = (v1, v2, v3, c)γ(v),
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no instante t, onde γ(v) = 1/
√

1− ‖v‖2 /c2 e ‖·‖ é a norma euclideana. Do mesmo modo
definimos quadriaceleração como sendo:

A =
dU

dτ
.

Além disso, a massa e a energia são duas manifestações de uma única quantidade f́ısica. A
relação entre massa e energia de uma part́ıcula com velocidade v é dada por E = γ(v)mc2, onde
m é a massa da part́ıcula medida em repouso.

Como ind́ıcio experimental que a massa e a energia são equivalentes é a fusão nuclear que
acontece no Sol onde basicamente pela força gravitacional alta funde-se átomos de hidrogênio
transformando-os em átomos instáveis, assim para estabilizar o átomo parte da massa liberada
é transformada em energia que é emitida na forma de ondas eletromagnéticas que chegam na
Terra.

Podemos dividir a energia relativ́ıstica em energia proveniente da massa e energia cinética,
assim a energia da massa e a energia cinética como sendo

Em = mc2 e K = mc2(γ(v)− 1),

respectivamente. Utilizando a expansão de Taylor para γ(v) = 1/
√

1− ‖v‖2 /c2 podemos con-

cluir que para |v| � c teremos que K será aproximada por m ‖v‖2 /2 a menos de termos na
ordem de (‖v‖ /c)4. Então neste limite a aproximação é válida e assim recuperamos a energia
cinética da formulação Newtoniana.

Também definimos o quadrimomento dessa part́ıcula como sendo P = mU = mγ(v)(v, c) =
(mvγ(v),mcγ(v)) = (mvγ(v), E/c) = (p,E/c), definindo o momento linear relativ́ıstico como
p = mvγ(v). Além disso

P · P = m2(U · U) = m2(γ(v))2(‖v‖2 − c2) = −m2c2(γ(v))2

(
1− ‖v‖

2

c2

)
= −m2c2.

Portanto

−m2c2 = −E
2

c2
+

3∑
i=1

(pi)2 ⇒ E2 = m2c4 +
3∑
i=1

(pic)2. (2.9)

Além disso temos também que o quadrimomento é conservado. Para ser mais preciso consi-
dere n part́ıculas sem ação de forças externas e cada uma tem quadrimomento Pi. Então

P =
n∑
i=1

Pi

não varia no tempo, ou seja,
dP

dτ
= 0.

Estas leis são também postulados da relatividade especial, e assim como os outros postulados,
estas podem ser comprovadas experimentalmente.

Como uma part́ıcula com massa não pode atingir a velocidade da luz, o que demandaria
uma energia infinita para acelerar até tal velocidade, teremos que Ẋ · Ẋ < 0 em todo instante.
Assim podemos definir o intervalo de tempo próprio entre os instantes t0 e t1 da trajetória da
part́ıcula como sendo:

∆τ =
1

c

∫ t1

t0

√
−Ẋ · Ẋdt.

Esta é a forma infinitesimal do intervalo de tempo próprio entre dois eventos quaisquer u e v,
que é dado por:

1

c

√
−(u− v) · (u− v).
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Como o intervalo de espaço-tempo entre dois eventos é o intervalo de tempo medido por um
referencial inercial que observa os dois eventos na mesma coordenada espacial, portanto somente
as coordenadas do tempo em que os eventos ocorrem podem ser distintas. Utilizando a mesma
ideia para o intervalo de tempo próprio de uma trajetória, podemos observar que ∆τ correspon-

dente para o intervalo de tempo ∆t pode ser aproximado por
√
−Ẋ · Ẋ∆t, para ∆t = t − t0

suficientemente pequeno. Passando às somas de Riemann e ao limite, obtemos a integral do in-
tervalo de tempo próprio. Então por essas observações, podemos ver, ao menos intuitivamente,
que o intervalo de tempo próprio de uma trajetória mede o intervalo de tempo de um
relógio ao longo dessa trajetória.

De modo análogo dada uma curva X é tal que Ẋ · Ẋ > 0, podemos definir o comprimento
próprio dessa curva em u0 e u1, onde u é o parâmetro da trajetória, como sendo:

` =

∫ u1

u0

√
Ẋ · Ẋdu.

2.10 Fótons

Um fóton é a menor quantidade de luz (onda eletromagnética) posśıvel. Um fóton não possui
massa. Então fixado um referencial inercial, se ∆X é a variação da posição no espaço-tempo
de um fóton neste referencial, então ∆X · ∆X = 0. Logo −c2∆τ = ∆X · ∆X = 0. Assim o
intervalo de tempo próprio correspondente para uma variação de posição no espaço-tempo de
um fóton é nulo, assim não podemos definir quadrivelocidade neste caso.

Mesmo assim o quadrimomento é dado por P = (p1, p2, p3, E/c) onde o momento linear
relativ́ıstico p = (p1, p2, p3) tem a mesma direção do deslocamento do fóton e satisfaz (2.9).
Como m = 0 nesse caso, podemos reescrever (2.9) da seguinte maneira:

E2 =
3∑
i=1

(pic)2.

Pela f́ısica quântica teremos que E = hf onde h é a constante de Planck e f é a frequência da
onda emitida através do fóton.
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Caṕıtulo 3

Espaço de Minkowski

Agora vamos explorar uma parte da geometria dada pela métrica do espaço de Minkowski e
faremos análogos à geometria diferencial clássica.

3.1 Classificação de subespaços e primeiros resultados

Dada uma lista de vetores v1, v2, . . . , vn, denotaremos por span 〈v1, v2, . . . , vn〉 o conjunto
gerado por estes vetores.

Chamaremos R2,1 de espaço de Minkowski de dimensão 3 com R2,1 = (R3, g) onde g é a
métrica g(u, v) = u1v1 + u2v2 − u3v3.

Além disso podemos generalizar o espaço de Minkowski de dimensão n ≥ 2, denotado por

Rn−1,1, como Rn com a métrica u · v = g(u, v) =

n−1∑
i=1

uivi − unvn.

Definição 3.1.1. Seja W ⊂ R2,1 um subespaço vetorial. Então chamaremos de caráter cau-
sal a classificação deste subespaço quanto à degenerância, não-degenerância e positividade da
métrica neste subespaço, que são as seguintes:

(i) W é tipo-espaço se g é positiva definida em W ;

(ii) W é tipo-tempo se g é não degenerado em W e de ı́ndice 1 (́ındice de uma métrica é a
maior dimensão entre os subespaços negativos definidos, ou ainda, número de autovalores
negativos da matriz de g em W )

(iii) W é tipo-luz se g é degenerada em W .

Dado um subespaço afim W ⊂ R2,1 da forma W = p + U , então ainda podemos classificar W
quanto ao caráter causal, e W terá um caráter causal se o subespaço U tem o mesmo caráter
causal.

Além disso dizemos que um vetor v ∈ R2,1 é tipo-espaço (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se
g(v, v) > 0 ou v = 0 (resp. g(v, v) < 0, g(v, v) = 0 e v 6= 0).

Exemplo 3.1.2. Vamos listar alguns exemplos:

1. e1 e e2 são vetores tipo-espaço e e3 é tipo-tempo, enquanto que e1 + e3 é tipo-luz.

2. span 〈e1, e2〉 é tipo-espaço, pois é isométrico a R2 com o produto interno euclideano.

3. span 〈e2, e3〉 é tipo-tempo, pois é isométrico a R1,1.

4. span 〈e1, e2 + e3〉 é tipo-luz. De fato, e2 +e3 6= 0, mas g(e2 +e3, e1) = g(e2 +e3, e2 +e3) = 0
e disso g(e2 + e3, x) = 0, para cada x ∈ span 〈e1, e2 + e3〉.
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5. Um espaço gerado por dois vetores tipo-espaço não é necessariamente tipo-espaço. Um
exemplo é o espaço span 〈e1, e1 + e2 + e3〉 que é tipo-luz.

6. Sejam W ⊂ U com W,U subespaços. Se U é tipo-espaço, então W é tipo-espaço. De fato,
se U é tipo-espaço, então dado x ∈ U com x 6= 0, temos g(x, x) > 0. Em particular, dado
x ∈W , com x 6= 0, teremos g(x, x) > 0 e portanto W é tipo-espaço.

Definição 3.1.3. Definimos a norma do vetor u na métrica g como sendo
√
|g(u, u)| e será

denotada por |u|.

Chamaremos de cone de luz o conjunto de todos os vetores tipo-luz, ou seja, C = {(x1, x2, x3) ∈
R2,1| x2

1 + x2
2 − x2

3 = 0 e (x1, x2, x3) 6= 0}. Também denotaremos o conjunto dos vetores tipo-
tempo T = {(x1, x2, x3) ∈ R2,1| x2

1 + x2
2 − x2

3 < 0}.
Sendo V um espaço vetorial com uma métrica b, isto é, b é uma forma bilinear simétrica

não degenerada em V , e W ⊂ V um subespaço vetorial, definimos W⊥ = {v ∈ V | b(u, v) = 0}.
Assim podemos enunciar alguns resultados elementares de espaços vetoriais com uma métrica.

Lema 3.1.4. Seja V um espaço vetorial e b : V × V → R uma forma bilinear simétrica e não
degenerada, que chamamos de métrica, em V . Então:

1. Se W ⊂ V é um subespaço, então dimW + dimW⊥ = dimV .

2. Se W ⊂ V é um subespaço, então (W⊥)⊥ = W .

3. Se W ⊂ V é um subespaço não degenerado se, e somente se, W∩W⊥ = {0}. Em particular,
W é não degenerado se, e somente se, W⊥ é não degenerado.

4. Sejam W,U ⊂ V subespaços. Então W ⊂ U se, e somente se, U⊥ ⊂W⊥.

5. Existe uma base ortonormal {v1, . . . , vn} de V , i. e., b(vi, vj) = δijεj , onde εj = ±1. Este
é um caso especial do lei de inércia de Sylvester.

Demonstração.

1. Como b é não degenerada, temos que b̄ : V → V ∗ onde b̄(u)(v) = b(u, v) é um isomorfismo.
Então b̄ define um isomorfismo de W⊥ em W o, o anulador de W . De fato, se u ∈ W⊥,
então b̄(u)(v) = b(u, v) = 0 para todo v ∈ W , disso b̄(W⊥) ⊂ W o. Seja ϕ ∈ W o então
existe u ∈ V tal que b̄(u) = ϕ, vamos mostrar que u ∈ W⊥. Com efeito, para qualquer
v ∈W temos que b(u, v) = b̄(u)(v) = ϕ(v) = 0 logo u ∈W⊥. Assim b̄(W⊥) = W o. Temos
que b̄ restrito a W⊥ é injetivo, então existe isomorfismo de W⊥ em W o.

Portanto dimW + dimW⊥ = dimW + dimW o = dimV .

2. Temos que W ⊂ (W⊥)⊥ e dimW = dim(W⊥)⊥ temos (W⊥)⊥ = W .

3. Suponha que W é não degenerado, então dado u ∈W com u ∈W⊥, logo b(u, v) = 0 para
todo v ∈W e por b não ser degenerada em W temos u = 0. Reciprocamente, suponha que
W ∩W⊥ = {0}, então seja u ∈W tal que b(u, v) = 0 para todo v ∈W , então u ∈W ∩W⊥,
disso u = 0 e portanto b é não degenerada em W .

Temos que W é não degenerada se, e somente se, W ∩W⊥ = W⊥ ∩ (W⊥)⊥ = {0}, o que
ocorre se, e somente se, W⊥ é não degenerado.

4. Suponha que W ⊂ U , então dado u ∈ U⊥, temos que b(u, v) = 0, para todo v ∈ U . Em
particular, b(u, v) = 0 para todo v ∈W , disso u ∈W⊥.
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5. Indução em n = dimV : Seja n = 1, então como b é não degenerada, existe v ∈ V tal que
b(v, v) 6= 0. Então definindo v1 = v/

√
|b(v, v)| teremos uma base ortonormal de V .

Suponha que a afirmação vale para qualquer espaço de dimensão n e seja dimV = n+ 1.
Então como b é não degenerada, existe v1 ∈ V vetor tal que b(v1, v1) = ±1. Considere
W = span 〈v1〉, segue que dimW⊥ = n e como b(v1, v1) 6= 0 segue que W ∩W⊥ = {0}.
Portanto existe uma base ortonormal {v2, . . . , vn+1} para W⊥, e como W ∩W⊥ = {0}
temos que {v1, v2, . . . , vn+1} é uma base ortonormal de V .

�

Observação 3.1.5. Lembre-se que dado um subespaço de V , W ⊂ V o seu anulado é o conjunto
W o = {ϕ ∈ V ∗| ∀x ∈W,ϕ(x) = 0}, onde V ∗ é o espaço dual de V .

Numa base ortonormal, v1, . . . , vn teremos b(vi, vj) = δijεj , onde εj = g(vj , vj). É conveni-
ente ordenar a base de modo que os primeiros εj sejam positivos, e assim, teremos (ε1, . . . , εn)
a assinatura da métrica b. Além disso dado um vetor v ∈ V , temos que v =

∑
εjb(v, vj)vj .

Proposição 3.1.6. No espaço R2,1 vale as seguintes afirmações:

1. Seja v ∈ R2,1 não nulo. Então v é tipo-tempo se, e somente se, span 〈v〉⊥ é tipo-espaço.
Do mesmo modo v é tipo-espaço se, e somente se, span 〈v〉⊥ é tipo-tempo. Em ambos os
casos temos R2,1 = span 〈v〉 ⊕ span 〈v〉⊥.

2. Seja W ⊂ R2,1 um subespaço. Então W é tipo-luz se, e somente se, W⊥ é tipo-luz.

3. Seja W ⊂ R2,1 um subespaço. Então W é tipo-tempo se, e somente se, W⊥ é tipo-espaço.

4. Seja U ⊂ R2,1 um subespaço. Então U é tipo-espaço se, e somente se, U⊥ é tipo-tempo.

Demonstração.

1. Vamos mostrar somente a primeira afirmação. Temos, pelo lema 3.1.4, que dim span 〈v〉⊥ =
2 para qualquer v 6= 0. Se v é tipo-tempo, então span 〈v〉 ∩ span 〈v〉⊥ = {0}, logo R2,1 =
span 〈v〉⊕span 〈v〉⊥ (analisando a dimensão) e span 〈v〉⊥ é não degenerado, pelo lema 3.1.4.
Podemos escolher {v1, v2} uma base ortonormal de span 〈v〉⊥ com relação a g|span〈v〉⊥ .

Desse modo {v1, v2, v} diagonaliza g, e como ı́ndice de g é 1, devemos ter g(v1, v1) =
g(v2, v2) = 1, logo span 〈v〉⊥ é tipo-espaço.

Reciprocamente se span 〈v〉⊥ é tipo-espaço, então de modo análogo temos que R2,1 =
span 〈v〉 ⊕ span 〈v〉⊥ e logo devemos ter g(v, v) < 0, pois caso contrário g seria positivo
definido. Portanto v é tipo-tempo.

2. Segue do lema 3.1.4.

3. Suponha que W é tipo-tempo, então existe um vetor v ∈ W tipo-tempo, logo span 〈v〉⊥
é tipo-espaço e W⊥ ⊂ span 〈v〉⊥, logo W⊥ é tipo-espaço, pois é subespaço de um espaço
vetorial tipo-espaço.

Reciprocamente, supondo que W⊥ é tipo-tempo e como W é degenerado se, e somente se,
W⊥ é degenerado, teremos que W não é tipo-luz (degenerado). Assim teremos que W é
tipo-tempo ou tipo-espaço. Se W fosse tipo-espaço, então g seria positiva definida, uma
contradição. Portanto W é tipo-tempo.

4. Basta tomar W = U⊥ no item anterior.

�

Proposição 3.1.7. São válidas as seguintes afirmações:
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1. Sejam u e v vetores tipo-luz. Então {u, v} é um conjunto dependente se, e somente se,
g(u, v) = 0

2. Se u e v são vetores tipo-tempo ou tipo-luz com g(u, v) = 0, então são ambos tipo-luz.

3. Se W é um subespaço tipo-luz, então dim(W ∩W⊥) = 1.

Demonstração.

1. Se {u, v} é linearmente dependente, então podemos supor u = αv e disso g(u, v) = 0. Reci-
procamente, suponha que g(u, v) = 0. Considerando a decomposição R2,1 = span 〈e3〉⊥ ⊕
span 〈e3〉 e, como u e v são tipo-luz, não pertencem ao espaço span 〈e3〉⊥ que é tipo-espaço.
Então suponha que u = x+ e3 e v = y + e3. Assim devemos ter:

g(u, u) = g(x, x) + 2g(x, e3)− 1 = 0

g(v, v) = g(y, y) + 2g(y, e3)− 1 = 0

g(u, v) = g(x, y) + g(x, e3) + g(y, e3)− 1 = 0

Portanto g(x, x) + g(y, y) − 2g(x, y) = 0 e disso g(x − y, x − y) = 0. Como span 〈e3〉⊥ é
tipo-espaço, temos que x = y ⇒ u = v. No caso geral em que u = x+ αe3 e v = y + βe3,
devemos ter α 6= 0 e β 6= 0, disso u/α = v/β e assim {u, v} é linearmente dependente.

2. Suponha, por contradição, que u e v vetores não são ambos tipo-luz, então podemos supor
que u é tipo-tempo, logo span 〈u〉⊥ é tipo-espaço, então sendo span 〈u〉⊥ tipo-espaço, temos
que v /∈ span 〈u〉⊥ e disso g(u, v) 6= 0, uma contradição. Portanto u e v são ambos tipo-luz.

3. Suponha que x, y ∈ W ∩ W⊥, então x + y ∈ W ∩ W⊥ e disso 0 = g(x + y, x + y) =
g(x, x) + 2g(x, y) + g(y, y) = 2g(x, y). Pelo item 1, x e y são linearmente dependentes,
então dim(W ∩ W⊥) ≤ 1. Além disso, como W é um subespaço degenerado, temos
W ∩W⊥ 6= {0}, segue o resultado.

�

Proposição 3.1.8. Seja W ⊂ R2,1 um subespaço de dimensão 2. Então as seguintes afirmações
são equivalentes:

1. W é um subespaço tipo-tempo.

2. Existem dois vetores tipo-luz linearmente independentes em W .

3. W contém um vetor tipo-tempo.

Demonstração.

1.⇒ 2. Seja W tipo-tempo e {v1, v2} uma base ortonormal de W . Então g(v1 + v2, v1 + v2) =
g(v1 − v2, v1 − v2) = 0. Além disso v1 + v2 e v1 − v2 são linearmente independentes.

2.⇒ 3. Sejam u e v vetores tipo-luz linearmente independentes, então g(u, v) 6= 0. Além disso
g(u ± v, u ± v) = ±2g(u, v). Assim g(u, v) < 0 ou −g(u, v) < 0 e disso u + v ou u − v é
tipo-tempo.

3.⇒ 1. Se W contém o vetor tipo-tempo v, então span 〈v〉⊥ ⊃ W⊥ e span 〈v〉⊥ é tipo-espaço, e
portanto W⊥ é tipo-espaço e disso W é tipo-tempo.

�

Proposição 3.1.9. Seja W ⊂ R2,1 um subespaço. Então as seguintes afirmações são equivalen-
tes:
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1. W é um subespaço tipo-luz.

2. Existe um vetor tipo-luz, mas nenhum vetor tipo-tempo em W .

3. W ∩ C = L− {0} onde L é um subespaço tipo-luz de dimensão 1.

Demonstração.

1.⇒ 2. Como g é degenerado em W segue que existe um vetor tipo-luz em W . Por outro lado,
pela proposição anterior, se existisse um vetor tipo-tempo em W , então W seria um espaço
tipo-tempo, o que não ocorre, assim não possui vetores tipo-tempo.

2.⇒ 3. Temos que existe v ∈ W ∩ C. Além disso dado u ∈ W ∩ C, temos que {u, v} não pode
ser linearmente independente, senão haveria um vetor tipo-tempo em W , ainda pela pro-
posição anterior. Disso, u = αv, para algum α 6= 0. Assim, pondo L = span 〈v〉, temos o
resultado.

3.⇒ 1. Como W contém um subespaço tipo-luz, temos que W não é tipo-espaço. Como o su-
bespaço tipo-luz tem dimensão 1, pela proposição anterior, W não é tipo-tempo. Portanto
W é tipo-luz.

�

Proposição 3.1.10. Seja P : ax1 + bx2 + cx3 = 0 um plano. Então P é tipo-espaço (resp. tipo-
tempo, tipo-luz) se, e somente se, o vetor normal n = (a, b,−c) é tipo-tempo (resp. tipo-espaço,
tipo-luz).

Demonstração. Temos que x = (x1, x2, x3) ∈ P se, e somente se, g(x, n) = ax1 + bx2 + cx3 = 0.
Logo P = span 〈n〉⊥, disso segue o resultado. �

Proposição 3.1.11. Sejam u1, u2 ∈ R2,1 com u1 tipo-espaço e u2 tipo-luz ortogonais. Então
existe único u3 ∈ R2,1 tipo-luz com g(u3, u1) = 0 e g(u3, u2) = 1.

Demonstração. Temos que W = span 〈u1〉 é um subespaço tipo-espaço. Segue que W⊥ é tipo-
tempo. Logo existe u3 ∈ W⊥ com u3 tipo-luz tal que {u2, u3} é linearmente independente,
pois vale a proposição 3.1.8 e W⊥ é tipo-tempo de dimensão 2. Como {u2, u3} é linearmente
independente e u2, u3 são tipo-luz temos que g(u2, u3) 6= 0. Pela bilinearidade de g, podemos
supor que g(u2, u3) = 1, à menos de um múltiplo escalar. Então u3 com essas propriedades
existe.

Suponha que ū3 satisfaz as mesmas condições que u3. Então temos ū3 = α1u1 +α2u2 +α3u3,
e disso 0 = g(ū3, u1) = α1, 1 = g(ū3, u2) = α3, g(ū3, u3) = α2. Temos que ū3 = g(ū3, u3)u2 + u3

e disso 0 = g(ū3, ū3) = 2g(ū3, u3) e disso g(ū3, u3) = 0 e portanto ū3 = u3. �

Seja (u1, u2, u3) base tal que u1 é tipo-espaço unitário e u2, u3 vetores tipo-luz ortogonais a
u1 com g(u2, u3) = 1. Chamamos esta base de base nula.

3.2 Cones temporais

Lembrando que T é o conjunto de todos os vetores tipo-tempo. Vamos definir uma relação
de equivalência em T dada por:

u ∼ v ⇔ g(u, v) < 0.

Como ∼ está definida no conjunto T , temos que é reflexiva e pela simetria de g, segue que ∼ é
simétrica também.

Sejam u, v, w ∈ T e suponha que u ∼ v e v ∼ w. Considerando R2,1 = span 〈v〉⊥ ⊕ span 〈v〉,
teremos nessa decomposição u = x+ αv e w = y + βv. Segue que g(u, v) = αg(v, v)⇒ α > 0 e
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do mesmo modo β > 0. De g(u, u) = g(x, x) + α2g(v, v) < 0 temos que α |v| > |x| e de modo
análogo β |v| > |y|. Considerando g(u,w) = g(x, y) + αβg(v, v), como span 〈v〉⊥ é tipo-espaço,
segue que g(x, y) ≤ |g(x, y)| ≤ |x| · |y| < αβ |v|2 = −αβg(v, v) e disso g(u,w) < 0. Portanto ∼ é
transitiva.

Dado u ∈ R2,1, definimos então

C(u) = {v ∈ T | g(u, v) < 0}.

como sendo o cone temporal de R2,1 que contém u. Estas são as classes de equivalência de ∼.
Assim dados dois cones C(u) e C(v), temos C(u) = C(v) ou C(u) ∩ C(v) = ∅.

Sejam u e v vetores tipo-tempo, temos que span 〈u〉⊥ é tipo-espaço e como v é tipo-tempo,
segue que v /∈ span 〈u〉⊥ logo g(u, v) 6= 0 e portanto g(u, v) > 0 ou g(u, v) < 0. Então dado
v ∈ T temos v ∈ C(u) ou v ∈ C(−u). Disso temos a união disjunta T = C(u) t C(−u), para u
um vetor tipo-tempo fixado.

Os cones temporais são convexos e são um cone, no sentido vetorial. De fato, sejam a, b ≥ 0
com a 6= 0 ou b 6= 0, segue que dados u, v ∈ C(w), teremos:

g(au+ bv, w) = ag(u,w) + bg(v, w) < 0.

Assim tu ∈ C(w) para t > 0 e ut+ v(1− t) ∈ C(w) para t ∈ [0, 1].
Assim como em espaços com produto interno t́ınhamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz

e a noção de ângulos entre vetores, nos vetores tipo-tempo temos uma desigualdade análoga e
uma noção de ângulos também como mostra a proposição a seguir.

Proposição 3.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa). Sejam v e w vetores tipo-tempo.
Então:

1. |g(v, w)| ≥ |v| · |w| e vale a igualdade se, e somente se, v e w são colineares.

2. Se v e w estão no mesmo cone temporal, então existe único ϕ ≥ 0, chamado de ângulo
hiperbólico, tal que:

g(v, w) = − |v| · |w| · coshϕ.

Demonstração.

1. Seja w = αv + x, com x ∈ span 〈v〉⊥, disso g(w,w) = α2g(v, v) + g(x, x) < 0. Então

g(v, w)2 = α2g(v, v)2 = (g(w,w)− g(x, x))g(v, v) ≥ g(w,w)g(v, v) = |v|2 · |w|2 .

Logo |g(v, w)| ≥ |v| · |w|. A igualdade vale se, e somente se, g(x, x) = 0, ou seja, x = 0,
que vale se, e somente se, w = αv.

2. Como v e w estão no mesmo cone, temos g(v, w) < 0, assim −g(v, w) = |g(v, w)| e disso
a
.
= −g(v, w)/ |v| |w| ≥ 1, logo existe único ϕ ≥ 0 tal que coshϕ = a.

�

Da desigualdade Cauchy-Schwarz em espaços com produto internos seguia a desigualdade
triangular. Do mesmo modo segue de modo análogo no caso dos vetores tipo-tempo em R2,1.

Proposição 3.2.2. Se v e w são vetores tipo-tempo no mesmo cone de luz, então |v| + |w| ≤
|v + w|.

Demonstração. Como g(v, w) < 0 temos pela desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa |v| · |w| ≤
−g(v, w). Assim (|v| + |w|)2 = |v|2 + 2 |v| · |w| + |w|2 = −g(v, v) + 2 |v| · |w| − g(w,w) ≤
−(g(v, v) + 2g(v, w) + g(w,w)) = −g(v+w, v+w) = |v + w|2. Portanto |v|+ |w| ≤ |v + w|. �
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Como tópico final da seção vamos definir orientação temporal no espaço de Minkowski.
Consideramos B conjuntos de bases ortonormais de R2,1 cujas o terceiro vetor é tipo-tempo.
Sejam as bases B = (u1, u2, u3) e B′ = (v1, v2, v3) em B. Diremos que B ≡ B′ se u3 ∼ v3.
Podemos ver que ≡ é uma relação de equivalência em B.

Chamaremos de orientação temporal qualquer uma das duas classes de equivalência de ≡.
Fixada uma orientação temporal O, seja B = (u1, u2, u3) uma base em O. Diremos que um
vetor v tipo-tempo é direcionado para o futuro se v ∈ C(u3), caso contrário diremos que v é
direcionado para o passado. Chamamos C(u3) e C(−u3) respectivamente de cone do futuro e do
passado. Assim a escolha de orientação é basicamente uma escolha de um cone temporal para
ser o cone do futuro.

Assim como na orientação de Rn temos uma escolha padrão de orientação, vamos definir a
escolha padrão de orientação temporal como sendo a orientação O = [B], onde B = (e1, e2, e3)
(a base canônica em R3). Assim um vetor v = (v1, v2, v3) tipo-tempo é direcionado para o futuro
se v3 > 0, ou ainda, C(e3) é o cone do futuro.

3.3 Produto vetorial no espaço de Minkowski

Relembrando que o produto vetorial euclideano × : Rn+1 × . . .× Rn+1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

→ Rn+1 é definido

de modo que dados v1, . . . vn ∈ Rn+1, temos que v = v1 × . . . × vn é o único vetor tal que
〈v, x〉 = det(v1, . . . vn, x). Do mesmo modo podemos definir com métricas mais gerais em Rn+1.

Proposição 3.3.1. Seja b uma forma bilinear simétrica em Rn+1. Então existe uma função∧
: Rn+1 × . . .× Rn+1︸ ︷︷ ︸

n−vezes

→ Rn+1 tal que b (
∧

(u1, . . . , un), x) = det(u1, . . . , un, x) se, e somente

se, b é não degenerada.

Demonstração. Suponha que existe a função
∧

. Então dado u 6= 0, existe uma base {v1, . . . , vn, u}
contendo este vetor. Logo b (

∧
(v1, . . . , vn), u) = det(v1, . . . , vn, u) 6= 0. Logo b é não degenerada.

Suponha reciprocamente que b é não degenerada. Então existe {v1, . . . , vn+1} uma base
ortonormal de Rn+1, com relação à métrica b. Seja εj = b(vj , vj), então dado v ∈ Rn+1 temos:

v =
∑
j

εjb(v, vj)vj .

Definindo
∧

(u1, . . . , un) =
∑
j

εj det(u1, . . . , un, vj)vj , para cada lista u1, . . . , un, podemos mos-

trar que vale

b
(∧

(u1, . . . , un), x
)

= det(u1, . . . , un, x).

Suponha que dada a lista u1, . . . , un temos o vetor u que satisfaz b (u, x) = det(u1, . . . , un, x),
então b(u, x) = b (

∧
(u1, . . . , un), x), para cada x. Como b é não degenerada, segue que u =∧

(u1, . . . , un). Assim dada uma lista de n vetores, existe único correspondente dado pela
∧

,
que portanto é uma função. �

Essa função é chamada de produto vetorial com relação a forma bilinear b.
Chamaremos a aplicação ∧ : R2,1 × R2,1 → R2,1 onde g(u ∧ v, x) = det(u, v, x) de produto

vetorial ou produto vetorial lorentziano, quando for necessário distinguir do produto vetorial
euclideano ×.

Uma fórmula explicita para u ∧ v, onde u = (u1, u2, u3) e v = (v1, v2, v3) é a seguinte:

u ∧ v =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 −e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
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Para o produto vetorial valem as seguintes:

(i) ∧ é bilinear.

(ii) ∧ é antisimétrica.

(iii) u ∧ v = 0 se, e somente se, {u, v} é linearmente dependente.

(iv) g(u ∧ v, u) = g(u ∧ v, v) = 0.

(v) Se u ∧ v 6= 0 está em P = span 〈u, v〉, então P é tipo-luz. Reciprocamente se P é um
plano tipo-luz, então existem u e v geradores de P tais que u ∧ v 6= 0 pertence a P . Em
particular dados x, y ∈ P temos x ∧ y ∈ P .

O item (i) vem da multilinearidade do determinante. O item (ii) vem do fato de det ser um
forma multilinear antisimétrica. (ii) de segue se {u, v} é linearmente dependente, então u∧v = 0,
e reciprocamente se {u, v} é linearmente independente, então existe uma base {u, v, w}, e disso
g(u ∧ v, w) = det(u, v, w) 6= 0 e portanto u ∧ v 6= 0. Temos que g(u ∧ v, u) = det(u, v, u) = 0 e
assim mostramos (iv). Vamos mostrar (v):

De fato, se u ∧ v 6= 0 e pertence ao plano P , segue que g(u ∧ v, x) = 0 para todo x ∈ P e
disso P é tipo-luz.

Reciprocamente, suponha que P é um plano tipo-luz, então existe u ∈ P ortogonal a P . Seja
{u, v} uma base de P , como P é tipo-luz então não contém vetores tipo-tempo, logo podemos
supor g(v, v) = 1, caso contrário g seria nula em P .

Seja w um vetor unitário ortogonal a v com w /∈ P , temos que {u, v, w} é uma base de R2,1,
então u ∧ v = αu + βv + γw. Assim β = g(u ∧ v, v) = 0 e 0 = g(u ∧ v, u) = γg(w, u). Temos
g(u,w) 6= 0, pois caso contrário u seria ortogonal a todos os vetores de R2,1, e disso g seria
degenerada, uma contradição. Logo β = γ = 0, e disso u ∧ v = αu ∈ P .

Outro ponto que t́ınhamos no produto vetorial euclideano é que dados u e v vetores linear-
mente independentes de R3 então {u, v, u× v} é uma base positiva de R3.

O mesmo não ocorre necessariamente com ∧. Basta considerar o plano span 〈e1 + e3, e2〉
onde (e1 + e3) ∧ e2 = −(e1 + e3). Podemos ter também e1 ∧ e2 = −e3 e disso {e1, e2, e1 ∧ e2} é
uma base negativa de R2,1. Pelo item (v) temos mais ainda, que existem vetores u e v tais que
{u, v, u ∧ v} não é base de R2,1.

3.4 Isometrias no espaço de Minkowski

A fim de estudar melhor o espaço de Minkowski, podemos estudar o grupo de isometrias desse
espaço. Assim definimos o grupo de Poincaré como sendo o grupo de isometrias do espaço de
Minkowski, ou seja, as aplicações f de R2,1 tais que g(f(x)−f(y), f(x)−f(y)) = g(x−y, x−y).
Esse grupo tem a estrutura de um grupo de Lie.

Chamaremos o grupo de isometrias lineares do espaço de Minkowski R2,1 de grupo de
Lorentz e denotaremos por O(2, 1). Podemos identificar O(2, 1) de maneira natural com o
grupo das matrizes A tais que AT gA = g, onde g é a matriz da métrica, com a operação de
produto de matrizes.

Temos um resultado análogo a relação do grupo euclideano E(n) com O(n) que será o
próximo teorema.

Teorema 3.4.1. Seja f : R2,1 → R2,1 um elemento do grupo de Poincaré. Então existem únicos
A ∈ O(2, 1) e b ∈ R2,1 tais que f(x) = Ax+ b.

Demonstração. Seja h uma isometria. Então f dada por f(x) = h(x)− h(0) também será uma
isometria. Vamos mostrar que f é linear.

Temos que g preserva a métrica: De fato, sejam x, y ∈ R2,1, então por um lado g(f(x) −
f(y), f(x)−f(y)) = g(x−y, x−y) = g(x, x)−2g(x, y)+g(y, y) e por outro g(f(x)−f(y), f(x)−
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f(y)) = g(f(x), f(x)) − 2g(f(x), f(y)) + g(f(y), f(y)) e como f(0) = 0 e f é isometria segue
que g(f(x), f(x)) = g(x, x). Assim simplificando as equações, temos que g(f(x), f(y)) = g(x, y).
Em particular f leva base ortonormal em base ortonormal.

Assim dada a base ortonormal (e1, e2, e3) temos que (f(e1), f(e2), f(e3)) é base ortonormal,
e pondo ε1 = ε2 = −ε3 = 1 segue que

f(x) =
3∑
i=1

εig(f(x), f(ei))f(ei) =
3∑
i=1

εig(x, ei)f(ei)

Portanto f é linear e portanto f ∈ O(2, 1). Pondo A = f e b = h(0) temos h(x) = Ax+ b, como
queŕıamos.

Para mostrar a unicidade, sejam f(x) = A′x + b′, então f(0) = b′ e disso b = b′. Assim
(A−A′)x = 0 para todo x ∈ R2,1 e portanto A = A′. �

Vendo o grupo de Lorentz como subgrupo de Lie de GL(3), basta mostrar que O(2, 1) é um
subgrupo fechado em GL(3), e pelo teorema de Cartan teremos que O(2, 1) é grupo de Lie. De
fato, temos que F (X) = XT gX, onde g é a matriz da métrica de Minkowski na base canônica, é
uma aplicação cont́ınua. Logo F−1(g) = O(2, 1), logo O(2, 1) (o grupo de Lorentz) é subgrupo
fechado de GL(3) e portanto é grupo de Lie.

Vamos calcular a álgebra de Lie de O(2, 1). De fato, dada uma curva α : (−ε, ε) → O(2, 1)
com α(0) = I e α′(0) = X, temos que α(t)T gα(t) = g e portanto XT g + gX = 0, e disso temos
que

X =

 0 a b
−a 0 c
b c 0


Suponha S o conjunto com as matrizes acima, isto é, as matrizes X tais que XT g + gX = 0.
Reciprocamente, suponha α uma curva em GL(3) com α(0) = I, então:

(α′)T gα+ αT gα′ = 0⇔ (α−1)T (α′)T g + gα′α−1 = 0

⇔ (α′α−1)T g + gα′α−1 = 0

⇔ α′(t)(α(t))−1 = γ(t) ∈ S.

Dado X ∈ S, vamos encontrar uma curva que satisfaz (α′)T gα+αT gα′ = 0, α(0) = I e α′(0) = X
com α(t) ∈ O(2, 1). Suponha α solução da equação α′(t) = Xα(t) com α(0) = I e α′(0) = X.
Temos que α′(t)(α(t))−1 = X ∈ S, logo (α′)T gα + αT gα′ = 0 e portanto α(t)T gα(t) = K, mas
como α(0) = I, temos que g = K, logo α(t) ∈ O(2, 1) para todo t. Portanto Lie(O(2, 1)) = S.

Observação 3.4.2. Vamos agora dar uma caracterização para as isometrias.
SejaB = (v1, v2, v3) uma base ortonormal de R2,1, com v3 tipo-tempo, pondoA =

(
v1 v2 v3

)
uma matriz. Se denotarmos ḡij = g(vi, vj) teremos que AT gA = (ḡij) = g.

Reciprocamente se A é uma isometria, então pondo v1, v2, v3 tais que A =
(
v1 v2 v3

)
,

teremos que B = (v1, v2, v3) é uma base ortonormal com v3 tipo-tempo.
Assim podemos associar uma base ortonormal a uma isometria e vice-versa, ou seja, A é

uma isometria se, e somente se, A é a matriz de mudança de uma base ortonormal para a base
canônica.

Além disso dada uma base nula (u1, u2, u3), existe um elemento do grupo de Lorentz que
leva a base nula

(
e1, (e2 − e3)/

√
2, (e2 + e3)/

√
2
)

na base (u1, u2, u3). Se a transformação A tem

tal propriedade, então Ae1 = u1, Ae2 = (u2 +u3)/
√

2 e Ae3 = (−u2 +u3)/
√

2. Então (u1, (u2 +
u3)/
√

2, (−u2 + u3)/
√

2) é uma base ortonormal. Existe A que leva (e1, e2, e3) em (u1, (u2 +
u3)/
√

2, (−u2 + u3)/
√

2) e assim leva
(
e1, (e2 − e3)/

√
2, (e2 + e3)/

√
2
)

na base (u1, u2, u3) e A
assim definida é uma isometria.
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Uma classificação importante das isometrias do espaço de Minkowski é a classificação
quanto à orientação temporal e vetorial.

Uma isometria é dita própria se preserva orientação de R2,1. Chamaremos o grupo das
isometrias lineares próprias, i.e., com determinante positivo, de grupo de Lorentz especial ou
grupo de Lorentz próprio e denotaremos por SO(2, 1). Diremos que a isometria é imprópria se
não for própria. Assim A ∈ SO(2, 1) se, e somente se, A é a matriz de mudança de base de uma
base ortonormal positiva para a base canônica.

Dizemos que uma isometria é ortócrona se preserva a orientação temporal, ou seja, se a
isometria linear correspondente preserva a orientação temporal das bases ortonormais de R2,1,
e chamaremos o grupo das isometrias lineares ortócronas de grupo de Lorentz ortócrono e de-
notaremos por O+(2, 1). Logo A ∈ O+(2, 1) se, e somente se, A =

(
v1 v2 v3

)
com v3 no cone

do futuro, ou seja, a33 > 0, onde A = (aij)
Além disso denotaremos SO+(2, 1) o conjunto das transformações de Lorentz ortócronas

e próprias. Denotaremos SO−(2, 1) as transformações não ortócronas e próprias, O+
−(2, 1) as

transformações ortócronas e impróprias e O−−(2, 1) as não ortócronas e impróprias.
Este subconjunto não é compacto em GL(3), pois contém o conjunto das matrizes da forma 1 0 0

0 cosh(t) sinh(t)
0 sinh(t) cosh(t)


que não é limitado.

Vamos considerar as isometrias A que fixam e1. Assim Ae1 = e1, ou seja, a11 = 1 e
a21 = a31 = 0. Além disso de AT gA = g devemos ter: a2

11 + a2
21 − a2

31 a11a12 + a21a22 − a31a32 a11a13 + a21a23 − a31a33

a11a12 + a21a22 − a31a32 a2
12 + a2

22 − a2
32 a13a12 + a23a22 − a33a32

a11a13 + a21a23 − a31a33 a13a12 + a23a22 − a33a32 a2
13 + a2

23 − a2
33


=

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Logo a12 = a13 = 0 e além disso a2

22 − a2
32 = −a2

23 + a2
33 = 1 e a23a22 − a33a32 = 0. Assim A

deve ser de alguma das formas:

B1(t) =

 1 0 0
0 cosh(t) sinh(t)
0 sinh(t) cosh(t)

 , B2(t) =

 1 0 0
0 − cosh(t) − sinh(t)
0 − sinh(t) − cosh(t)


B3(t) =

 1 0 0
0 − cosh(t) sinh(t)
0 − sinh(t) cosh(t)

 , B4(t) =

 1 0 0
0 cosh(t) sinh(t)
0 − sinh(t) − cosh(t)

 .

Essas são chamadas de transformações de Lorentz ao longo do plano x1 = 0. Note também
que Bi(−t) = Bi(t)

−1.
Denotaremos o grupo das rotações que fixam e3 (resp. isometrias que fixam e3) por SO(2)

(resp. O(2)). Note que SO(2), O(2) ⊂ O+(2, 1).
A partir disso podemos demonstrar um teorema de representação das transformações de

Lorentz.

Teorema 3.4.3 (Teorema de Representação do grupo de Lorentz). Seja A ∈ O(2, 1) tal que
A não fixa o eixo Ox3. Então existem Rθ, Rϕ ∈ SO(2) e B uma transformação de Lorentz ao
longo do plano x1 = 0 tais que A = RθBRϕ, com B = Bi(t) e t > 0.
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Demonstração. Dada uma isometria A podemos escrever A =
(
v1 v2 v3

)
com (v1, v2, v3) base

ortonormal de R2,1 e v3 sendo tipo-tempo. Como A não fixa o eixo Ox3 temos que Ae3 = v3 6=
±e3, temos que existe uma rotação R ∈ SO(2) tal que Rv3 = (0, v′23, v

′
33) com v′23 > 0.

Como R é isometria, segue que (v′23)2 − (v′33)2 = −1. Assim como v′23 > 0 temos que Rv3

deve ser da forma (0, sinh t, cosh t) ou (0, sinh t,− cosh t) com t > 0. Agora devemos tomar B
para o respectivo caso:

1. Se Rv3 = (0, sinh t, cosh t) e (Rv1, Rv2, Rv3) é base positiva, então B′ = B1(−t).

2. Se Rv3 = (0, sinh t,− cosh t) e (Rv1, Rv2, Rv3) é base positiva, então B′ = B2(−t).

3. Se Rv3 = (0, sinh t, cosh t) e (Rv1, Rv2, Rv3) é base negativa, então B′ = B3(−t).

4. Se Rv3 = (0, sinh t,− cosh t) e (Rv1, Rv2, Rv3) é base negativa, então B′ = B4(−t).

Em cada um dos casos teremos que B′Rv3 = e3 e (B′Rv1, B
′Rv2, B

′Rv3) é base positiva. Assim
existe R′ ∈ SO(2) tal que R′B′Rv1 = e1 e R′B′R = e2. Logo R′B′RA = I. Disso A = RθBRϕ,
tomando Rθ = R−1, Rϕ = R′−1 e B = B′−1 teremos o resultado. �

Observação 3.4.4. No caso em que A ∈ O(2) temos que existe único Rϕ ∈ SO(2) tal que
A = SR onde S = I se A ∈ SO(2) e

S =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1



se A /∈ SO(2). Estes casos ainda podemos ser englobados no teorema pondo θ = 0 e B = B1(0)
se A ∈ SO(2) ou θ = 0 e B = B3(0). E de maneira análoga podemos mostrar no caso em que
há inversão da orientação temporal.

Assim podeŕıamos enunciar da seguinte maneira o teorema anterior: Seja A ∈ O(2, 1). Então
existem Rθ, Rϕ ∈ SO(2) e B uma transformação de Lorentz ao longo do plano x1 = 0 tais que
A = RθBRϕ, com B = Bi(t) e t ≥ 0.

Observação 3.4.5. Seja A ∈ O(2, 1), então AT gA = g, logo detAT gA = (detA)2 det g = det g,
logo detA = ±1

Observação 3.4.6. Com o teorema podemos mostrar que os elementos do grupo de Poincaré
levam referenciais inerciais em referenciais inerciais. Basta analisar as rotações, translações e
transformações de Lorentz separadamente.

Agora podemos caracterizar o grupo de Lorentz quanto a conexidade. Note que O(2, 1)
intersecta GL+(3) e GL−(3), assim O(2, 1) não é conexo e portanto não é conexo por caminhos.
Porém com o teorema de representação podemos descobrir as componentes conexas.

Teorema 3.4.7. As componentes conexas de O(2, 1) são SO+(2, 1) (preserva orientação tempo-
ral e vetorial) , SO−(2, 1) (preserva orientação vetorial e inverte a orientação temporal), O+

−(2, 1)
(preserva a orientação temporal e inverte a vetorial) e O−−(2, 1) (inverte as orientações temporal
e vetorial).

Demonstração. Basta provar que SO+(2, 1) é a componente conexa que contém I, pois disso
segue que SO+(2, 1) é um subgrupo normal de O(2, 1) e as outras componentes são as classes
laterais de SO+(2, 1).

Vamos mostrar que SO+(2, 1) é conexo. Seja A ∈ SO+(2, 1) podemos escrever A =
RθB1(s)Rϕ com s ≥ 0. Temos que α(t) = R(1−t)θB1((1−t)s)R(1−t)ϕ é um caminho em SO+(2, 1)
pois detα(t) = 1 e (α(t))33 > 0. Temos que α(0) = A e α(1) = I. Assim é fácil ver que SO+(2, 1)
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é conexo por caminhos. Por argumentos análogos SO−(2, 1), O+
−(2, 1) e O−−(2, 1) são conexos

por caminhos.
Seja C ⊃ SO+(2, 1) um subconjunto conexo de O(2, 1), logo conexo por caminhos. Se a in-

clusão fosse própria, C intersectaria um dos conjuntos SO−(2, 1), O+
−(2, 1) e O−−(2, 1). Como es-

tes são conexos por caminhos, podemos mostrar que I está conectado por um caminhos cont́ınuo
com algum dos Bi(0) com i = 2, 3, 4.

Não pode ser para i = 3, 4, pois se existisse α : [0, 1] → O(2, 1) um caminho cont́ınuo de I
para Bi(0), então detα(t) = 0 para algum t ∈ [0, 1], uma contradição.

O mesmo não ocorre se i = 2, pois se existisse α : [0, 1] → O(2, 1) cont́ınua ligando I e
B2(0), então a entrada (α(t))33 vale 1 para t = 0 e −1 para t = 1, logo existe t0 ∈ [0, 1] tal que
(α(t0))33 = 0. Porém α(t0) é da forma RBR′ com R,R′ ∈ SO(2), e como R,R′ fixam a terceira
coordenada e portanto a terceira linha de qualquer matriz, temos que (α(t0))33 = B33 = ± cosh s
para algum s ≥ 0 e como cosh s 6= 0 para qualquer s ∈ R, temos uma contradição.

Então devemos ter C = SO+(2, 1), ou seja, SO+(2, 1) é maximal com relação a conexidade,
e portanto SO+(2, 1) é uma componente conexa de O(2, 1). �

Desse teorema segue a seguinte proposição

Proposição 3.4.8. SO+(2, 1) é um subgrupo normal de O(2, 1) e O(2, 1)/SO+(2, 1) é isomorfo
ao grupo de Klein.

Demonstração. Como SO+(2, 1) ⊂ O(2, 1) é a componente conexa da identidade, segue que
SO+(2, 1) é um subgrupo normal. Sejam I = SO+(2, 1), P = O+

−(2, 1), T = SO−(2, 1) e
Q = O−−(2, 1) as classes de O(2, 1)/SO+(2, 1). Como composição de reflexões temporais e
reflexões espaciais, independente da ordem de composição, revertem as orientações vetorial e
temporal, teremos PT = TP = Q. Portanto O(2, 1)/SO+(2, 1) é isomorfo ao grupo de Klein, o
único grupo comutativo com 4 elemento, não ćıclico. �

Um resultado que pode ser generalizado para qualquer produto vetorial é o seguinte:

Proposição 3.4.9. Seja A ∈ O(2, 1). Então A(u ∧ v) = detA · (Au ∧Av).

Demonstração. Pela não degenerância de g, dada T aplicação linear de R2,1 invert́ıvel, temos
que x = y se, e somente se, g(x, Tw) = g(y, Tw) para qualquer w ∈ R2,1. Assim temos que
A(u ∧ v) = detA · (Au ∧Av) se, e somente se, g(A(u ∧ v), Aw) = detA · g((Au ∧Av), Aw) para
qualquer w ∈ R2,1. Mas detA · g((Au ∧ Av), Aw) = detA · det

(
A ·
(
u v w

))
= (detA)2 ·

det
(
u v w

)
= g(u ∧ v, w) = g(A(u ∧ v), Aw), para qualquer que seja w ∈ R2,1

�

Corolário 3.4.10. Seja A ∈ O(2, 1), então |Au ∧Av| = |u ∧ v|.

Demonstração. Temos |A(u ∧ v)| = |u ∧ v|. Por outro lado |A(u ∧ v)| = |detA ·Au ∧Av|, logo
|u ∧ v| = |detA| |Au ∧Av|. Como A é isometria temos detA = ±1 e segue o resultado. �

Corolário 3.4.11. Sejam u e v vetores não nulos tipo-tempo ou tipo espaço ortogonais. Então
|u ∧ v| = |u| · |v|.

Demonstração. Suponhamos que |u| = |v| = 1 inicialmente. Suponhamos por simplicidade que
u e v são tipo-espaço. Então span 〈u, v〉 tipo-tempo. Logo existe único w ∈ span 〈u, v〉⊥ tal que
(u, v, w) é uma base ortonormal positiva. Além disso A =

(
u v w

)
é uma isometria que leva

a base (e1, e2, e3) na base (u, v, w). Então |u ∧ v| = |Ae1 ∧Ae2| = |e1 ∧ e2| = 1. O racioćınio é
análogo para o caso em que um dos vetores é tipo-tempo.

Temos que u/ |u| e v/ |v| são unitários e ortogonais. Logo |u ∧ v| / |u| |v| = 1 e disso segue
que |u ∧ v| = |u| · |v|. �
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As isometrias preservam o caráter causal de subespaços. De fato, se L = span 〈u〉 é uma
reta, então dado A ∈ O(2, 1), A(L) = span 〈Au〉 e u e Au tem mesmo caráter causal. Portanto
L tem mesmo caráter causal de A(L).

Se P é um plano, então A(P ) é um plano e se u é a normal associada a P então Au é a
normal associada a A(P ). Então A preserva o caráter causal dos planos.

Podemos também mostrar que a ação de SO+(2, 1) é transitiva sobre o conjunto de planos
tipo-tempo e sobre o conjunto de planos tipo-espaço.

Vamos mostrar que a ação de SO+(2, 1) é transitiva sobre os planos tipo-tempo. Sejam
P : ax1 + bx2 + cx3 = 0 um plano tipo-tempo. Então u = (a, b,−c) é tipo-espaço, e podemos
supor u unitário. Seja w ∈ P um vetor tipo-tempo unitário. Temos que v = w ∧ u é um vetor
unitário tipo-espaço, e (u, v, w) é uma base ortonormal positiva com w tipo-tempo.

Portanto A =
(
u v w

)
está em SO+(2, 1) e sua inversa B também está em SO+(2, 1).

Então temos que B(P )
.
= P ′ : y1 = 0. Ou seja, dado P um plano, existe um elemento B ∈

SO+(2, 1) tal que B(P ) = span 〈e2, e3〉, e disso segue que a ação de SO+(2, 1) é transitiva sobre
os planos tipo-tempo.

Para terminar a seção vamos introduzir os ćırculos no espaço de Minkowski. Uma definição
consistente para ćırculos euclideanos é a seguinte: dada uma reta r e G o grupo de isometrias
que fixa r pontualmente, um ćırculo com eixo r é uma orbita de um ponto fora de r com relação
ao grupo G.

Assim podemos dizer que um conjunto X ⊂ R2,1 é um ćırculo com eixo sendo a reta r se
X = {Ap0|A ∈ G}, onde G é o grupo de isometrias que fixa r ponto a ponto e p0 /∈ r.

Quando a reta é gerada por e3 o grupo G é O(2) e assim as suas órbitas são ćırculos eucli-
deanos.

Quando a reta é gerada por e1 podemos ver que o grupo G são as transformações de Lorentz
ao longo do plano x1 = 0, e então suas órbitas são dois ramos de uma hipérbole.

Além disso seja r uma reta tipo-tempo (resp. tipo-espaço), então os ćırculos com eixo r estão
em um plano ortogonal a r e portanto é um plano tipo-espaço (resp. tipo-tempo).

De fato, seja C um ćırculo com eixo r : q + tv, t ∈ R, então o grupo de isometrias que fixa r
pontualmente deve ser da forma T (x) = A(x − q) + q onde A está no grupo de Lorentz e fixa
v. Sejam p0 ∈ C e P = {q + w| g(w, v) = 0}. Podemos supor q ∈ r de modo que p0 ∈ P , assim
C ⊂ P .

De fato, seja W o conjunto dos vetores ortogonais a v dado x ∈ R2,1, podemos decompor
x = q+λv+w, com w ∈W . Em particular, Tp0 = q+λv+w com w ∈W , assim Tp0−q = λv+w
por outro lado Tp0 − q = A(p0 − q) como p0 − q ∈ W e Av = v temos que g(Tp0 − q, v) =
g(A(p0 − q), Av) = g(p0 − q, v) = 0, disso segue que λ = e portanto Tp0 = q + w ∈ P .

Seja C um ćırculo com eixo r (excluindo o caso em que r é tipo-luz), contido no plano P , e
seja x = (x1, x2, x3) a intersecção de r e P . Seja y ∈ C, e c = g(y − x, y − x), como P não é
tipo-luz, segue que r 6= 0. Assim considerando S a hipérbole tal que z ∈ S se g(z−x, z−x) = c.
Teremos que S ∩ P = C.

De fato, vamos supor que r é tipo-tempo, z = Ty onde T é uma isometria que fixa r ponto
a ponto, então Tx = x e assim g(z − x, z − x) = g(Ty − Tx, Ty − Tx) = g(y − x, y − x) = c e
portanto C ⊂ S ∩ P . Por outro lado, podemos, a menos de conjugação por uma isometria que
leva P no plano x3 = 0, x em 0 e preserva orientação, supor que x = 0, que r é tipo-tempo com
vetor diretor unitário e3 e y =

√
c · e1 tomando a isometria A =

(
u v w

)
onde u = z/

√
c e

v = w∧u. Assim A leva y em z e fixa r e portanto dado S∩P ⊂ C, como queŕıamos demonstrar.
Supondo r uma reta tipo-tempo ou tipo-espaço podemos levar ela por uma isometria na reta

gerada por e3 ou na reta gerada por e1, respectivamente, e assim basta considerar os ćırculos
como sendo ćırculos euclideanos no plano x3 = 0 ou hipérboles no plano x1 = 0, para provar
algumas propriedades métricas e de incidência.

Para fins de consulta enunciamos as seguintes proposições:

Proposição 3.4.12. As isometrias preservam o caráter causal de subespaços. Além disso, a
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ação de SO+(2, 1) é transitiva sobre o conjunto de planos tipo-tempo e sobre o conjunto de
planos tipo-espaço.

Proposição 3.4.13 (Caracterização dos ćırculos). Seja C um ćırculo com eixo r, tipo-tempo ou
tipo-espaço. Então C está contido em um plano P ortogonal à r. Além disso se x é a intersecção
de P e r, dado y ∈ C, com g(y − x, y − x) = c, e H = {p ∈ R2,1| g(p − x, p − x) = c}, então
C = H ∩ P .
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Caṕıtulo 4

Curvas no espaço de Minkowski

No Espaço de Minkowski teremos uma teoria análoga a teoria das curvas em R3, porém esta
é mais complicada devido à estrutura causal de cada curva assim, diferentemente da estrutura
em R3, cada direção possui um caráter possivelmente diferente.

4.1 Introdução às curvas paramétricas

Uma curva em R2,1, nesse contexto, é uma aplicação diferenciável α : I → R2,1, com I um
intervalo aberto, exceto se for comentado sobre outro tipo de intervalo (quando os intervalos
não são abertos consideraremos as derivadas laterais). Além disso vamos supor que α é uma
aplicação C∞, exceto se houver menção em contrário. A curva α é dita regular se dado t ∈ I
temos α′(t) 6= 0.

Definição 4.1.1. Seja α uma curva em R2,1. Dizemos que α é tipo-espaço (resp. tipo-tempo,
tipo-luz) em t ∈ I se α′(t) é um vetor tipo-espaço (resp. tipo-tempo, tipo-luz). Diremos que α
é tipo-espaço (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se for em todos os pontos de I.

As propriedades de ser tipo-tempo ou tipo-espaço em um ponto é uma propriedade estável,
no sentido em que os pontos t ∈ I tais que α′(t) é tipo-tempo ou tipo-espaço é um aberto do
intervalo I.

Outra propriedade causal é que todas as curvas tipo-tempo ou tipo-luz são regulares. Basta
observar a definição no caso tipo-luz e que g(0, 0) = 0 para o caso tipo-tempo.

Agora vamos dar alguns exemplos de curvas planas (contidas em um subespaço afim) ou
não, e suas estruturas causais.

Exemplo 4.1.2. Sejam p, v ∈ R2,1, r > 0 e α : R→ R2,1. Curvas planas:

(i) α(t) = p+ tv é do mesmo tipo que v.

(ii) O ćırculo α(t) = p+r(cos t, sin t, 0) é tal que α′(t) = r(− sin t, cos t, 0) e disso g(α′(t), α′(t)) =
r2 > 0, para todo t ∈ R e portanto α é tipo-espaço.

(iii) A hipérbole α(t) = p+ r(0, sinh t, cosh t) é tipo-espaço.

(iv) A hipérbole α(t) = p+ r(0, cosh t, sinh t) é tipo-tempo.

(v) A parábola α(t) = (t, t2, t2) é do tipo-espaço. De fato, g(α′(t), α′(t)) = 1 > 0.

Curvas não planas:

(vi) A hélice α(t) = (cos t, sin t, at), com a 6= 0. α′(t) = (− sin t, cos t, a) e disso g(α′(t), α′(t)) =
1− a2.
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(vii) α(t) = (at, sinh t, cosh t) e disso α′(t) = (a, cosh t, sinh t), logo g(α′(t), α′(t)) = 1 + a2 > 0
e portanto é tipo-espaço.

Um resultado de caráter causal é o seguinte.

Proposição 4.1.3. Seja α : [a, b]→ R uma curva regular fechada de R2,1 contida no plano afim
P .

1. Se α é tipo-espaço, então P é tipo-espaço.

2. α não pode ser tipo-tempo ou tipo-luz.

Demonstração. 1. Podemos supor que P é um espaço vetorial de dimensão 2. Seja P =
span 〈u, v〉, então α(t) = λ(t)u + µ(t)v. Como α é fechada, temos λ(a) = λ(b) e µ(a) =
µ(b). Pelo teorema de Rolle, existem t1, t2 ∈ (a, b) tais que λ′(t1) = µ′(t2) = 0. Assim
α′(t1) = µ′(t1)v e α′(t2) = λ′(t2)u são tipo-espaço e não nulos, logo u e v são tipo-espaço.

2. Seja P = span 〈u, v〉 e podemos supor u e v ortogonais. Suponha que α é tipo-tempo.
De modo análogo ao item anterior, temos que u e v são tipo-tempo e disso P seria um
subespaço negativo definido de dimensão 2, uma contradição com o fato de que o ı́ndice
de g é 1.

Supondo α tipo-luz, temos que u e v são tipo-luz e nesse caso g seria nula em P , uma
contradição.

�

Lema 4.1.4. Seja α : I → R2,1 uma curva regular tipo-tempo ou tipo-espaço, então existe
ϕ : J → I um difeomorfismo tal que β = α ◦ϕ é tal que |β′(s)| = 1. Neste caso dizemos que β é
parametrizado por comprimento de arco.

Demonstração. Vamos supor α do tipo-tempo. Assim fixado t0 ∈ I e definindo s : I → R dada
por s(t) =

∫ t
t0
|α′(u)| du, assim s′(t) > 0 para todo t ∈ I. Logo s é um difeomorfismo sobre o

intervalo J = s(I) e pondo ϕ = s−1 temos o resultado. �

Lema 4.1.5. Seja α uma curva tipo-luz em R2,1. Se |α′′(t)| 6= 0 para todo t ∈ I, então existe
um difeomorfismo ϕ : J → I tal que β = α ◦ ϕ é tal que |β′′(s)| = 1. Nesse caso dizemos que β
é parametrizada por pseudo-comprimento de arco.

Demonstração. Não podemos ter α′′(t0) tipo-luz para algum t0, pois |α′′(t0)| 6= 0. Como
g(α′(t), α′(t)) = 0 temos que g(α′′(t), α′(t)) = 0. Disso fixado t0 ∈ I, span 〈α′(t0), α′′(t0)〉 é
degenerado e de dimensão 2, então não podemos ter α′′(t0) tipo-tempo, logo α′′(t0) é tipo-
espaço. Como g(α′′(t), α′′(t)) não possui zeros e g(α′′(t0), α′′(t0)), segue do teorema do valor
intermediário que g(α′′(t), α′′(t)) > 0 para todo t ∈ I. Assim α′ é uma curva tipo-espaço e
portanto do lema anterior segue o resultado. �

4.2 Curvatura das curvas em duas dimensões

Vamos considerar as curvas em R1,1. Se considerarmos uma curva α : I → R1,1 tipo-luz,
então α′(t) é tipo-luz para todo t ∈ I. Porém o cone em R1,1 é desconexo e cada componente
conexa é uma semireta, segue que α′(t) tem direção constante e portanto α é um segmento de
reta. Assim é trivial o estudo deste caso.

Suponha então α uma curva tipo-tempo ou tipo-espaço parametrizada por comprimento de
arco. Assim pondo α′(s) = t(s) temos g(t(s), t(s)) = ε com ε = 1 se t(s) é tipo-espaço ou ε = −1
se t(s) é tipo-tempo e disso t′(s) é ortogonal a t(s) em qualquer um dos casos.

Vamos dividir nos dois casos:
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1. Se t(s) é tipo-espaço então considere n(s) tal que (t(s), n(s)) é base ortonormal positiva.
De forma equivalente, existe uma isometria linear positiva que leva (e1, e2) em (t(s), n(s)).

2. Se t(s) é tipo-tempo então considere n(s) tal que (n(s), t(s)) é base ortonormal positiva.
De forma equivalente, existe uma isometria linear positiva que leva (e1, e2) em (n(s), t(s)).

Definindo g(t(s), t(s)) = ε, dependendo do caráter causal de α, teremos que g(n(s), n(s)) = −ε.
Assim definimos a curvatura k(s) satisfazendo t′(s) = k(s)n(s). Assim k(s) = −εg(t′(s), n(s)).
Como n(s) tem norma constante, segue que n′(s) é ortogonal a n(s), portanto é um múltiplo de
t(s). Além disso derivando a expressão g(t(s), n(s)) = 0 temos g(n′(s), t(s)) = −g(t′(s), n(s)) =
−k(s) e podemos concluir que vale as seguintes fórmulas de Frenet:{

t′(s) = k(s)n(s)
n′(s) = −k(s)t(s)

Agora vamos deduzir uma fórmula da curvatura que não depende da parametrização por com-
primento de arco.

Suponha que α é uma curva tipo-tempo ou tipo-espaço e β sua reparametrização por com-
primento de arco. Assim:

α(u) = β(s(u))⇒ α′(u) = β′(s(u)) · s′(u) = t(s(u)) · s′(u)

α′′(u) = t′(s(u)) · (s′(u))2 + t(s(u)) · s′′(u) = k(u) · n(s(u)) · (s′(u))2 + t(s(u)) · s′′(u)

Logo

det(α′(u), α′′(u)) = det(t(s(u)) · s′(u), k(u) · n(s(u)) · (s′(u))2 + t(s(u)) · s′′(u))⇒
det(α′(u), α′′(u)) = k(u) · (s′(u))3 · det(t(s(u)), n(s(u))) = k(u) · (s′(u))3 · ε

Onde ε = 1 se α é tipo-espaço e ε = −1 se α é tipo-tempo. Portanto:

k(u) = ε
det(α′(u), α′′(u))

|α′(u)|3

Note que k(u) é invariante por reparametrização. E assim temos uma fórmula independente da
parametrização da curva.

Esta fórmula é interessante, pois k é um invariante geométrico, logo podemos descrever a
geometria da curva sem necessidade de uma parametrização particular.

Além de k ser um invariante geométrico, temos que dadas duas curvas parametrizadas por
comprimento de arco e mesma curvatura, segue que existe uma isometria própria que leva uma
curva em outra.

Mais precisamente vale o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. Seja k : I → R1,1 uma aplicação diferenciável. Então existem curvas para-
metrizadas por comprimento de arco tipo-tempo, tipo-espaço com k sua curvatura. Além disso
se houver outra curva com mesma curvatura então existe uma isometria de R1,1 que leva uma
curva na outra.

4.3 Curvatura das curvas em três dimensões

A curvatura e a torção é a parte fundamental da teoria local das curvas em R2,1. Vamos
agora construir o triedro de Frenet em cada caso.

Vamos considerar agora curvas parametrizadas por comprimento de arco, ou por pseudo-
comprimento de arco, nas curvas tipo-luz. Além disso vamos supor que α′′ não se anula.

Note que definindo o vetor tangente t = α′ temos g(t′, t) = 0 quando α é parametrizada por
comprimento de arco.
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4.3.1 Caso tipo-tempo

Suponha que α é uma curva tipo-tempo. Então como t′(s) 6= 0 temos que t′(s) é um vetor
tipo-espaço, ortogonal a t(s). Definindo a curvatura k(s) = |t′(s)| temos um único vetor n(s)
que satisfaz t′(s) = k(s)n(s) para todo s ∈ I. O vetor n(s) é chamado de vetor normal de α em
s.

Definimos também b(s) a binormal de α em s dada por:

b(s) = t(s) ∧ n(s).

Assim b(s) é um vetor tipo-espaço unitário, pois é o produto vetorial de vetores tipo-tempo e
tipo-espaço unitários. Além disso det(n(s), b(s), t(s)) = det(t(s), n(s), b(s)) = g(b(s), b(s)) = 1.

Assim em cada ponto s ∈ I temos uma base ortonormal positiva de R2,1 dada por (n(s), b(s), t(s))
que chamamos de triedro de Frenet da curva α em s. Definimos a torção τ(s) = g(b′(s), n(s)).

Teremos as seguintes relações:
t′(s) = k(s)n(s)
n′(s) = k(s)t(s)− τ(s)b(s)
b′(s) = τ(s)n(s)

4.3.2 Caso tipo-espaço

Suponha que α é uma curva tipo-espaço. Há três possibilidades para a curva dependendo
do caráter causal de t′(s):

1. Suponha que t′(s) é tipo-espaço. Defina k(s) = |t′(s)|, n(s) tal que t′(s) = k(s)n(s) e
b(s) = −t(s) ∧ n(s). Dado s ∈ I temos que (t(s), n(s), b(s)) é base positiva de R2,1.
Definindo τ(s) = g(b′(s), n(s)) temos:

t′(s) = k(s)n(s)
n′(s) = −k(s)t(s) + τ(s)b(s)
b′(s) = τ(s)n(s)

2. Suponha que t′(s) é tipo-tempo. Defina k(s) = |t′(s)|, n(s) tal que t′(s) = k(s)n(s)
e b(s) = t(s) ∧ n(s). Dado s ∈ I temos que (b(s), t(s), n(s)) é base positiva de R2,1.
Definindo τ(s) = −g(b′(s), n(s)) temos:

t′(s) = k(s)n(s)
n′(s) = k(s)t(s) + τ(s)b(s)
b′(s) = τ(s)n(s)

Todas as curvas dos casos acima são chamadas de curvas de Frenet.

3. Suponha que t′(s) é tipo-luz. Defina t′(s) = n(s) e b(s) como sendo o único vetor tipo-luz
tal que g(n(s), b(s)) = 1 e g(t(s), b(s)) = 0.

Como g(n(s), n(s)) = 0 segue que g(n′(s), n(s)) = 0 e como W = span 〈n(s)〉 é tipo-
luz, temos que W ∩ W⊥ = W , logo n′(s) = τ(s)n(s) para cada s ∈ I. Temos que
g(n(s), b(s)) = 1 e g(t(s), b(s)) = 0, logo g(n(s), b′(s)) = −g(n′(s), b(s)) = −τ(s) e
g(b′(s), t(s)) = −g(t′(s), b(s)) = −g(n(s), b(s)) = −1. Assim temos:

t′(s) = n(s)
n′(s) = τ(s)n(s)
b′(s) = −t(s)− τ(s)b(s)

Note que não definimos a curvatura. Nesse caso chamamos τ de pseudo-torção ao invés de
torção.
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4.3.3 Caso tipo-luz

Seja α uma curva tipo-luz parametrizada por pseudo-comprimento de arco. Seja t′(s) = n(s)
e como n(s) é tipo-espaço, existe único vetor b(s) ortogonal a n(s) tal que g(t(s), b(s)) = 1, que
será a binormal. Assim temos: 

t′(s) = n(s)
n′(s) = −τ(s)t(s)− b(s)
b′(s) = τ(s)n(s)

Nesse caso também não definimos curvatura e chamamos τ de pseudo-torção.

4.4 Invariantes e propriedades das curvas

Assim como na geometria diferencial clásssica, a curvatura e torção tem algumas propriedades
em comum com a geometria no espaço de Minkowski. Temos que a curvatura e a torção, ou
somente psedo-torção, são invariantes geométricos, isto é, dadas duas curvas parametrizadas
por comprimento de arco (ou pseudo-comprimento de arco) α, β tais que β = f ◦α, com f uma
isometria própria em R2,1, segue que as curvaturas e torções, ou pseudo-torção, coincidem.

Além disso, se duas curvas parametrizadas por comprimento de arco (ou pseudo-comprimento
de arco) pertencem ao mesmo caso e subcaso acima, tem mesma torção e curvatura então diferem
por uma isometria própria.

Assim como no plano temos fórmulas para os casos em que α é tipo-tempo ou no caso que
α é tipo-espaço com t′(s) tipo-tempo ou tipo-espaço.

Assim se as fórmulas de Frenet, para o respectivo caso de curva parametrizada por compri-
mento de arco, são da forma 

t′(s) = k(s)n(s)
n′(s) = εk(s)t(s) + δτ(s)b(s)
b′(s) = τ(s)n(s)

então teremos:

k(t) =
|α′(t) ∧ α′′(t)|
|α′(t)|3

e τ(t) = δ · g(α′(t) ∧ α′′(t), α′′′(t))
|α′(t) ∧ α′′(t)|2

Vamos mostrar que k e |τ | são invariantes geométricos.

Teorema 4.4.1. Dada uma curva de Frenet α, sua curvatura é invariante pela ação do grupo de
Poincaré e a torção não varia a menos de sinal, dependendo da orientação da isometria. No caso
em que a curva é tipo-espaço com vetor normal tipo-luz ou quando a curva é tipo-luz, temos
que a pseudo-torção é invariante por isometrias.

Demonstração. Seja T um elemento do grupo de Poincaré, então existem A ∈ O(2, 1) e b ∈ R2,1

tais que T (x) = Ax+ b. Seja α uma curva parametrizada por comprimento de arco e β = T ◦α.
Então denotando k̄, τ̄ , t̄, n̄, b̄ a curvatura, a torção e as componentes do triedro de Frenet de β
e k, τ , t, n, b a curvatura, a torção e as componentes do triedro de Frenet de α, segue que

t̄ = At, n̄ = An, b̄ = det(A) ·Ab.

Assim k̄ = k e τ̄ = det(A) · τ .
Supondo α tipo-luz, teremos t̄ = At e n̄ = t̄′ = At′ = An e como b̄ é o único vetor ortogonal

a n̄ tal que g(b̄, t̄) = 1 segue que Ab = b̄. Assim τ̄ = τ . O caso em que a curva é tipo-espaço
com vetor normal tipo-luz ou quando a curva é tipo-luz é análogo. �

Teorema 4.4.2. Sejam k, τ : I → R2,1 aplicações diferenciáveis com k(s) > 0 para todo s ∈ I.
Então existem curvas parametrizadas por comprimento de arco tipo-tempo, tipo-espaço com
normal tipo-espaço, e tipo-espaço com normal tipo-tempo com k sua curvatura e τ sua torção.

40



Demonstração. Vamos mostrar no caso que α é tipo-tempo e assim a demonstração dos outros
casos é análoga, somente adaptando as condições iniciais. Seja s0 ∈ I, e considere o sistema

t′(s) = k(s)n(s)
n′(s) = k(s)t(s)− τ(s)b(s)
b′(s) = τ(s)n(s)

com condição inicial t(s0) = e3, n(s0) = e1 e b(s0) = e2. Então como esse sistema é linear,

existe única solução (n(s), b(s), t(s)) definida em todo s ∈ I. Definindo α(s) =

∫ s

s0

t(u)du vamos

mostrar que α é tipo-tempo com curvatura k e torção τ . Definindo

f1(s) = g(t(s), t(s))

f2(s) = g(n(s), n(s))

f3(s) = g(b(s), b(s))

f4(s) = g(t(s), n(s))

f5(s) = g(t(s), b(s))

f6(s) = g(n(s), b(s))

Estas funções satisfazem o sistema 

f ′1 = 2kf4

f ′2 = 2kf4 − 2τf6

f ′3 = 2τf6

f ′4 = kf2 + kf1 − τf5

f ′5 = kf6 + τf4

f ′6 = kf5 − τf3 + τf2

com condições iniciais em s = s0 sendo (−1, 1, 1, 0, 0, 0). As funções constantes igual a condição
inicial são soluções desse sistema e como o sistema é linear, segue que estas soluções são soluções
em todo intervalo I. Isto implica que (n(s), b(s), t(s)) é uma base ortonormal para todo s ∈ I.
Podemos deduzir que este será o triedro de Frenet de α, logo α possui curvatura k e torção
τ . �

Teorema 4.4.3. Seja τ : I → R2,1 uma aplicação diferenciável. Então existem curvas parame-
trizadas por pseudo-comprimento de arco tipo-luz, e tipo-espaço com normal tipo-luz com τ sua
pseudo-torção.

Demonstração. A demonstração desse resultado é análogo ao do teorema anterior, somente
adaptando a condição iniciais do triedro para uma base nula e as respectivas condições iniciais
no segundo sistema de equações. �

Para simplificar as hipóteses do próximo teorema vamos enunciar uma definição.

Definição 4.4.4. Sejam α, β : I → R2,1 duas curvas parametrizadas por comprimento de arco
ou pseudo-comprimento de arco. Dizemos que α e β tem mesmo caráter causal se os vetores do
triedro de Frenet das respectivas curvas possuirem mesmo caráter causal.

Teorema 4.4.5. Sejam α, β : I → R2,1 duas curvas parametrizadas por comprimento de arco
ou pseudo-comprimento de arco. Se α e β tem mesmo caráter causal, mesma curvatura e torção,
ou mesma pseudo-torção, então existe uma isometria T : R2,1 → R2,1 tal que β = T ◦ α.

Demonstração. Sejam t, n, b o triedro de Frenet de α, t̄, n̄, b̄ o triedro de Frenet de β, k e τ a
curvatura e torção comum (ou somente pseudo-torção comum) das duas curvas. Seja s0 ∈ I
fixado e A ∈ O(2, 1) que leva a base (t(s0), n(s0), b(s0)) na base (t̄(s0), n̄(s0), b̄(s0)). Pondo
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b = β(s0)−A(α(s0)) temos a isometria T (x) = Ax+ b. Temos que a curva γ = T ◦ α satisfaz o
mesmo sistema de equações de Frenet e está sujeito às mesmas condições iniciais. Assim ambas
tem o mesmo triedro de Frenet e portanto são a mesma curva. Assim β = T ◦ α. �

Agora vamos dar algumas aplicações da teoria e exemplos de curvas.

Exemplo 4.4.6. 1. Seja α(s) = r(cos(s/r), sin(s/r), 0), r > 0. Então

t(s) =
(
− sin

(s
r

)
, cos

(s
r

)
, 0
)

e t′(s) =

(
1

r

)(
− cos

(s
r

)
,− sin

(s
r

)
, 0
)

Então k = 1/r e

n(s) =
(
− cos

(s
r

)
,− sin

(s
r

)
, 0
)

e b(s) = (0, 0, 1).

Como b′(s) = 0 segue que τ(s) = 0.

2. Seja α(s) = r (0, sinh (s/r) , cosh (s/r)). Então

t(s) =
(

0, cosh
(s
r

)
, sinh

(s
r

))
e t′(s) =

1

r

(
0, sinh

(s
r

)
, cosh

(s
r

))
Logo k = 1/r e

n(s) =
(

0, sinh
(s
r

)
, cosh

(s
r

))
e b(s) = (1, 0, 0).

Então τ(s) = 0.

3. Seja α(s) = r (0, cosh (s/r) , sinh (s/r)). Então

t(s) =
(

0, sinh
(s
r

)
, cosh

(s
r

))
e t′(s) =

1

r

(
0, cosh

(s
r

)
, sinh

(s
r

))
Logo k = 1/r e

n(s) =
(

0, cosh
(s
r

)
, sinh

(s
r

))
e b(s) = (−1, 0, 0).

Então τ(s) = 0.

4. Sejam a, b, c > 0 tais que a2 + b2 = c2 e α(s) = (as/c, b cosh(s/c), b sinh(s/c)). Então

t(s) =

(
a

c
,
b

c
sinh

(s
c

)
,
b

c
cosh

(s
c

))
e t′(s) =

b

c2

(
0, cosh

(s
c

)
, sinh

(s
c

))
Segue que k = b/c2 e

n(s) =
(

0, cosh
(s
c

)
, sinh

(s
c

))
e b(s) =

(
−b
c
,−a sinh

(s
c

)
,−a cosh

(s
c

))
Segue que τ(s) = a/c2.

5. Seja α(s) = (s, s2/r, s2/r). Esta curva é tipo-espaço com

t(s) =

(
1,

2s

r
,
2s

r

)
e t′(s) = n(s) =

(
0,

2

r
,
2

r

)
Temos que n′(s) = 0 logo τ(s) = 0 e

b(s) =

(
−s, r

4
− s2

r
,−r

4
− s2

r

)
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6. Considere a curva tipo-luz α(s) = 1/r2(cosh(rs), rs, sinh(rs)), então

t(s) =
1

r
(sinh(rs), 1, cosh(rs)) e t′(s) = n(s) = (cosh(rs), 0, sinh(rs))

Assim α é parametrizada por pseudo-comprimento de arco. Temos então

b(s) =
r

2
(− sinh(rs), 1,− cosh(rs)) e b′(s) = −r

2

2
n(s)

Logo τ(s) = −r2/2.

Teorema 4.4.7. Seja α : I → R2,1 uma curva tipo-tempo, tipo-espaço com normal tipo-tempo
ou tipo-espaço. Então α está contida em um plano se, e somente se, τ é nula.

A demonstração é análoga ao caso euclideano.

Teorema 4.4.8. Seja α : I → R2,1 uma curva tipo-luz parametrizada. Então:

1. Se α é parametrizada por pseudo-comprimento de arco e tem pseudo-torção nula, então a
curva está em um plano.

2. Se α está em um plano, então é uma reta.

Demonstração.

1. Suponha que τ = 0. Então n′(s) = 0 para todo s ∈ I, logo n(s) = n0. Temos que a função
g(α(s) − α(s0), n0) = 0, pois se anula em s = s0 e g(α(s) − α(s0), n0)′ = g(t(s), n0) = 0.
Assim α(s)−α(s0) é ortogonal a n0 para todo s, logo α está contida em um plano paralelo
ao ortogonal a n0.

2. Se α está em um plano então este plano é tipo-tempo ou tipo-luz. Em ambos os casos o
vetor tangente t está na intersecção do cone de luz com um espaço vetorial de dimensão 2
tipo-luz ou tipo-tempo. Então t estará em uma das componentes conexas deste conjunto,
que são retas. Logo t tem um direção fixa e portanto α está em uma reta.

�

No caso em que α é tipo-espaço com vetor normal tipo-tempo a segunda implicação é falsa.
De fato, seja α(s) = (s, s3/3, s3/3), s > 0 está no plano z = y. Temos t(s) = (1, s2, s2) e
t′(s) = n(s) = (0, 2s, 2s) e temos n′(s) = (0, 2, 2) = τ(s)n(s), logo τ(s) = 1/s.

Teorema 4.4.9. Seja α : I → R2,1 uma curva tipo-espaço ou tipo-tempo em um plano que não
é tipo-luz. Então α está contido em um ćırculo se, e somente se, α tem curvatura constante não
nula.

Demonstração. Suponha que α é um ćırculo. Então podemos supor, a menos de uma isometria
que α é um ćırculo euclideano no plano x3 = 0 ou uma hipérbole no plano x1 = 0, e assim
teremos que a curvatura é constante e não nula.

Reciprocamente, suponha que α tem curvatura constante e parametrizada por comprimento
de arco, podemos levar o plano onde α é está contida no plano x3 = 0 ou no plano x1 = 0.
Quando o plano é x3 = 0 temos o caso euclideano de curvatura constante, que é o ćırculo, pois
qualquer curva nesse plano pode ser escrito da forma

α(s) = α(s0) +

(∫ s

s0

cos θ(t)dt,

∫ s

s0

sin θ(t)dt, 0

)
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onde θ(s) = θ(s0) +
∫ s
s0
k(t)dt e nesse caso α é um ćırculo com curvatura k. Se for o caso em

que α está contida no plano x1 = 0 utilizando a noção de ângulo hiperbólico podemos ter α
tipo-tempo ou tipo-espaço, respectivamente, é da forma

α(s) = α(s0) +

(
0,

∫ s

s0

sinh θ(t)dt,

∫ s

s0

cosh θ(t)dt

)
ou

α(s) = α(s0) +

(
0,

∫ s

s0

cosh θ(t)dt,

∫ s

s0

sinh θ(t)dt

)
com θ(s) = θ(s0) +

∫ s
s0
k(t)dt. Nesses dois casos α é parte de uma hipérbole. Então em todos os

casos α será parte de um ćırculo. �

Definição 4.4.10. Seja α : I → R2,1 uma curva parametrizada por comprimento de arco, ou
pseudo-comprimento de arco. Então dizemos que α é uma hélice se existe um vetor v ∈ R2,1 tal
que g(t(s), v) é constante. Qualquer reta paralela ao vetor v é chamada de eixo da hélice.

Trivialmente qualquer curva plana é uma hélice. Então vamos supor sempre que necessário
que a curva não é plana.

Assim como no caso euclideano temos o seguinte teorema

Teorema 4.4.11. Seja α uma curva de Frenet, ou seja, o triedro é uma base ortonormal de
R2,1 em cada ponto. Então α é hélice se, e somente se, τ/k é constante.

A demonstração é análoga ao caso euclideano. Resta analisar os outros casos.
Seja α uma curva tipo-espaço com vetor normal tipo-luz e g(t(s), v) = a para algum a ∈ R

e v ∈ R2,1, assim derivando a expressão temos g(n(s), v) = 0, assim usando suas componentes
do triedro de Frenet e utilizando a métrica temos v = at(s) + λ(s)n(s) para alguma função λ
diferenciável. Tomando a derivada teremos (a+λ′+λτ)n(s) = 0 e portanto λ′+λτ+a = 0. Como
esta equação diferencial é linear, segue que possui solução única dada uma condição inicial para
λ. Tomando λ uma solução com condição inicial λ(s0) = 1 e a = 0 teremos que v(s) = λn(s)
é constante igual a v ∈ R2,1 fixo. E g(t(s), v(s)) = 0 uma constante, portanto qualquer α uma
curva tipo-espaço com vetor normal tipo-luz é uma hélice.

Além disso tomando α uma curva tipo-luz com g(t(s), v) = a com a 6= 0 teremos g(n(s), v) =
0. Então decompondo v nas componentes do triedro de Frenet teremos v = λ(s)t(s)+ab(s) para
alguma função λ. Derivando a expressão teremos 0 = λ′t(s) + (λ+ aτ)n(s), logo λ é constante
igual a algum c ∈ R e c = −aτ portanto τ é constante. Reciprocamente se τ é constante,
então tomando c = −τ o vetor v = ct(s) + b(s) é constante e g(t(s), v) = g(t(s), b(s)) = 1 uma
constante, assim α é uma hélice.

Para fins de consulta, vamos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.4.12. Uma curva tipo-espaço com vetor normal tipo-luz sempre é uma hélice. Uma
curva tipo-luz é uma hélice se, e somente se, τ é constante.
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Caṕıtulo 5

Superf́ıcies no espaço de Minkowski

Assim como a teoria das curvas no espaço de Minkowski difere de forma expressiva da teoria
de curvas em R3, o mesmo também ocorre para as superf́ıcies.

Nessa seção queremos dar uma introdução a geometria Riemanniana e Pseudo-Riemanniana
dando algumas definições e resultados topológicos ou geométricos iniciais das superf́ıcies em R2,1,
onde será em geral uma adaptação para a métrica de Minkowski. Além disso a seção conterá
alguns exemplos base na geometria Riemanniana e Pseudo-Riemanniana.

5.1 Superf́ıcies no espaço de Minkowski

Aqui vamos considerar superf́ıcies mergulhadas em R2,1, isto é, superf́ıcies com a topologia
de subespaço. Porém podeŕıamos tratar de superf́ıcies imersas em R2,1 da mesma maneira.

Definição 5.1.1. Seja S uma superf́ıcie, então diremos que S é uma superf́ıcie tipo-tempo (resp.
tipo-espaço, tipo-luz) se TpS é um subespaço tipo-tempo (resp. tipo-espaço, tipo-luz).

Exemplo 5.1.2. Vamos considerar os análogos a esfera no espaço de Minkowski:

1. Chamamos de pseudo-esfera o conjunto S1,1(p0, R) de pontos p tais que g(p−p0, p−p0) =
R2 com R > 0, ou seja, um hiperbolóide de uma folha. Esta é uma subvariedade de R2,1,
pois é imagem inversa de valor regular. Dado p ∈ S1,1(p0, R) teremos que TpS

1,1(p0, R) é o
conjunto de vetores ortogonais a p−p0, e como p−p0 é tipo-espaço temos que TpS

1,1(p0, R)
é tipo-tempo e portanto S1,1(p0, R) é uma superf́ıcie tipo-tempo. No caso particular que
p0 = 0 e R = 1 chamamos essa espaço De Sitter e denotamos por S1,1.

2. Considere C o cone de luz. Seu espaço tangente em cada ponto é o conjunto de vetores
ortogonais a p e portanto C é uma superf́ıcie tipo-luz.

3. Seja S2,0(p0, R) o conjunto de pontos tais que g(p − p0, p − p0) = −R2 com R > 0.
Seu espaço tangente em cada ponto p é o conjunto de vetores ortogonais a p e portanto
S2,0(p0, R) é uma superf́ıcie tipo-espaço. Além disso a componente conexa de S2,0(0, R)
que contém o ponto (0, 0, 1) é denotado por H2

R e esta será um exemplo base para geometria
Riemanniana, que é o análogo hiperbólico de S2 em R3, como iremos mostrar no decorrer
do texto.

4. Seja S o gráfico de uma função f : U → R em R2,1. Então utilizando a parametrização
φ(u, v) = (u, v, f(u, v)), temos que o determinante da métrica com relação a base (ϕu, ϕv) é
1−f2

u−f2
v , assim S é tipo-espaço (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se, e somente se, f2

u+f2
v < 1

(resp. f2
u + f2

v > 1, f2
u + f2

v = 1).

Observação 5.1.3. Relembrando que uma superf́ıcie S é dita orientável se existe uma escolha
de orientação para cada espaço tangente tal que para cada ponto p ∈ S existe um referencial
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(cont́ınuo) (Ei) numa vizinhança U de p, onde para cada q ∈ U , (Ei|q) é orientado positivamente
em TqS.

Outra observação é que no contexto f́ısico um referencial em U é sinônimo de um sistema
de coordenadas em U , aqui no contexto de variedades, referencial é sinônimo de conjunto
ordenado de campos de vetores que formam uma base do espaço tangente em cada ponto
de U . Ainda no contexto de variedades, chamaremos de referencial local (resp. global), em
uma variedades M , um referencial definido em um aberto U (resp. M).

Assim podemos provar a seguinte proposição.

Proposição 5.1.4. Uma superf́ıcie S tipo-tempo ou tipo-espaço é orientável se, e somente se,
para cada ponto existe um campo cont́ınuo de vetores normais não nulos.

Demonstração. De fato, seja N : S → R2,1 um campo cont́ınuo de vetores normais não nulos.
Então definindo a orientação tal que a base (u1, u2) de TpS é positiva se g(u1 ∧ u2, Np) > 0,
tomando uma carta x = (x1, x2) em uma vizinhança conexa U ao redor de p, podemos supor que
(∂1, ∂2) seus vetores coordenados formam uma base positiva em p, caso contrário podeŕıamos
tomar o referencial local (−∂1, ∂2). Pela continuidade do referencial e de N , e também pela
conexidade de U temos que det(∂1, ∂2, N) > 0 em U , segue que este forma uma base positiva
numa vizinhança de p. Assim S é orientável.

Reciprocamente, supondo que S é orientável, então dado p um ponto existe (E1, E2) um
referencial local orientado positivamente ao redor de p, definiremos N = E1 ∧ E2/ |E1 ∧ E2|
numa vizinhança de p. O campo N não depende do referencial local, pois dado (Ẽ1, Ẽ2) outro
referencial local orientado positivamente ao redor de p, e onde seus domı́nios se intersectam a
matriz de mudança de base (E1, E2) para (Ẽ1, Ẽ2), A, é cont́ınua e detA > 0. É fácil checar que
Ẽ1 ∧ Ẽ2 = detA · E1 ∧ E2, logo as definições coincidem para os dois referenciais. Assim como
estes referenciais são cont́ınuos, segue que N é cont́ınuo. �

Observação 5.1.5. Mais precisamente o campo N da proposição anterior é diferenciável, em
virtude da fórmula dada pela última implicação e que podemos tomar um referencial diferenciável
ao redor de cada ponto (vetores coordenados das cartas). Essa aplicação, quando existe é
chamada de aplicação normal de Gauss ou somente aplicação de Gauss, como no caso euclideano.

Outra observação é que vamos nos restringir às superf́ıcies S tipo-tempo ou tipo-espaço
quando estamos tratando da aplicação normal de Gauss, ou de alguma proposição que a envolva.
Isso se deve ao fato se S for tipo-luz, teremos que o normal está contido no espaço tangente,
então nesse caso não há uma escolha natural de base ortonormal, então diversas definições e
resultados que dependem dessa escolha ou do vetor normal podem ser comprometidas.

Agora vamos obter um resultado topológico e causal das superf́ıcies.

Proposição 5.1.6. Seja S uma superf́ıcie tipo-tempo, tipo-espaço ou tipo-luz. Se S é compacta,
então é uma superf́ıcie com bordo.

Demonstração. Suponha que S superf́ıcie tipo-espaço (resp. tipo-tempo, tipo-luz) sem bordo,
então tomando um vetor v ∈ R2,1 tipo-espaço (resp. tipo-tempo, tipo-luz). Então f(p) = g(p, v)
possui mı́nimo em um ponto q ∈ int(S) e portanto é um ponto cŕıtico de f , ou seja, 0 = dfq(w) =

g(w, v) para todo w ∈ TqS. Logo v ∈ (TqS)⊥, mas (TqS)⊥ tem dimensão 1 e é tipo-tempo (resp.
tipo-espaço, tipo-luz), uma contradição. �

Teorema 5.1.7. Toda superf́ıcie tipo-espaço é orientável.

Demonstração. Em cada vizinhança conexa coberta por uma carta, existe somente duas escolhas
de campo cont́ınuo de vetores normais, assim podemos escolher N tal que g(N, e3) < 0. Dado
um ponto p ∈ S existe um único vetor Np normal a TpS tal que g(Np, e3) < 0 e em cada
vizinhança conexa a aplicação p 7→ Np é cont́ınua. Portanto S é orientável. �
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5.2 A curvatura de superf́ıcies

A curvatura foi desenvolvida com o intuito obter um invariante geométrico para superf́ıcies
e como uma maneira de descrever as curvas e superf́ıcies. Posteriormente foram descobertas
propriedades que relacionam relacionam curvatura, um invariante geométrico, com invariantes
topológicos.

Porém a curvatura em variedades Pseudo-Riemannianas tem o caráter de invariante geomé-
trico, mas também é uma ferramenta para expressar as equações de Einstein, que relacionam
a geometria com a f́ısica. Esta seção tem o intuito de introduzir essa ferramenta, e também
discutir as diferenças do caso euclideano.

Vamos introduzir as curvaturas normais no caso euclideano. Seja α : I → R3 uma curva,
numa superf́ıcie orientável S com campo de vetores normais N , parametrizada por comprimento
de arco passando por p ∈ S em s0 ∈ I, então definimos a curvatura normal de α em p como
sendo o comprimento, com sinal, da componente normal a superf́ıcie do vetor t′(s0). Ou seja,
pondo N(s) = N(α(s)) teremos que a curvatura normal é dada por kn = 〈Np, t

′(s0)〉 =
〈N(s0), α′′(s0)〉.

Note que 〈N(s), α′(s)〉 = 0 para todo s ∈ I, logo 〈N ′(s), α′(s)〉 + 〈N(s), α′′(s)〉 = 0, como
N ′(s) = dN(α′(s)) temos que kn = −〈dN(α′(s0)), α′(s0)〉 que não depende da curva, somente do
vetor velocidade α′(s0) no ponto p. Assim definimos a forma quadrática II p(v) = −〈dNp(v), v〉,
chamada de segunda forma fundamental.

Uma interpretação dada para a II p(v) em R3 é que esta é a curvatura da curva dada pela
intersecção do plano que passa pelo ponto p e tem direção Np e v onde v é um vetor unitário,
que será o vetor velocidade desta curva (quando parametrizada por comprimento de arco) no
ponto p, e nesse caso coincide com a curvatura normal.

Uma proposição, que tem exatamente a mesma demonstração que em R3, é que dNp é um
operador auto-adjunto em cada ponto p ∈ S. Assim chamamos de curvaturas principais o maior
e a menor valor de II p(v) tomando vetores v unitários e estes coincidem com a maior e a menor
curvatura de uma curva dada pela intersecção de planos normais a S em p. Como −dNp é auto-
adjunto, então o máximo e o mı́nimo de II p entre os vetores unitários são os seus autovalores
k1, k2 e seus autovetores são os respectivos pontos de máximo e mı́nimo e1, e2, e estes formam
uma base ortonormal de TpS, e estas são chamadas de direções principais.

Assim definimos a curvatura Gaussiana como sendo K
.
= k1 · k2 e a curvatura média é dada

por H
.
= (k1+k2)/2. Assim temos como consequência que Kp = det(−dNp) e Hp = tr (−dNp)/2.

Um problema que pode ocorrer em R2,1 é que o operador −dNp não seja diagonalizável, pois o
resultado que dado um operador auto-adjunto em um espaço vetorial V possui base ortonormal
de autovetores só ocorre em espaços com produto interno como será mostrado no exemplo a
seguir.

Exemplo 5.2.1. Seja α(s) = (as/c, b sinh(s/c), b cosh(s/c)) com α : R→ R2,1 com a2+b2 = c2 e
a, b, c > 0. Considere a superf́ıcie constrúıda tomando as semiretas com direção da tangente t(s) a
partir do ponto α(s), ou seja, σ(u, v) = α(u)+v·t(u) com v > 0. Temos que σu = α′(u)+v·t′(u) =
t(u)+v ·k(u) ·n(u) e σv = t(u), logo σu∧σv = (t(u)+v ·k(u) ·n(u))∧ t(u) = v ·k(u) · t(u)∧n(u),
mas como t(u) é tipo espaço e n(u) tipo-tempo, segue que b(u) = t(u) ∧ n(u) e assim σu ∧ σv =
−v · k · b(u) e uma escolha para o vetor normal é N(u, v) = −σu ∧ σv/ |σu ∧ σv| = b(u), logo a
superf́ıcie é tipo-tempo. Temos que dσ injetiva em cada ponto (u, v) e assim é localmente um
mergulho, isto é, dado u ∈ R e v > 0, existe uma vizinhança (aberta) V ⊂ R× R+ de (u, v) tal
que σ restrito a V define um homeomorfismo sobre σ(V ) e portanto um mergulho.

Assim Nu = b′(u) = τ(u) · n(u), mas τ(s) = a/c2, logo Nu = a · n(u)/c2 e Nv = 0, logo o
operador −dNσ(u,v) na base ortonormal (t(u), n(u)) do espaço tangente em σ(u, v) se escreve da
forma

−dNσ(u,v) =

(
0 0

− a
c2

0

)
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que não é diagonalizável com traço e determinante 0.

Na busca de generalizações podeŕıamos também definir a curvatura Gaussiana da mesma
forma que no caso euclideano, ou seja, que K = det(−dNp). No próximo exemplo vamos mostrar
que esta não seria uma boa definição. Para isso usaremos um exemplo de espaço hiperbólico, o
disco de Poincaré.

Exemplo 5.2.2. Já mostramos que a superf́ıcie H2 .
= H2

1 é uma superf́ıcie tipo-espaço. Vamos
mostrar que H2 é isométrico ao disco de Poincaré que denotaremos por B2, para evitar confusão
com D2 ⊂ R2 o disco fechado de raio 1.

Mais precisamente, a projeção de B2, a partir do ponto (−1, 0, 0), sobre H2 é uma isometria.
De fato, podemos obter o difeomorfismo ϕ : B2 → H2, com

ϕ(x) =
1

(1− |x|2)
(x, 1 + |x|2) e ϕ−1(x, t) =

x

1 + t
.

E temos também que :

dϕx(v) =

 2v

1− |x|2
+

4x 〈v, x〉(
1− |x|2

)2 ,
4 〈v, x〉(

1− |x|2
)2


onde 〈·, ·〉 denota o produto interno euclideano em R2 e | · | sua norma respectiva norma.

Sendo ηx(u, v) = 4
〈u, v〉

(1− |x|2)2
a métrica em B2, então:

(ϕ∗g)x(v, v) =
4 |v|2(

1− |x|2
)2 +

16 〈v, x〉2(
1− |x|2

)3 +
16 |x|2 〈v, x〉2(

1− |x|2
)4 −

16 〈v, x〉2(
1− |x|2

)4

=
4 |v|2(

1− |x|2
)2 +

16 〈v, x〉2(
1− |x|2

)4 (1− |x|2) +
16 |x|2 〈v, x〉2(

1− |x|2
)4 −

16 〈v, x〉2(
1− |x|2

)3

=
4 |v|2(

1− |x|2
)2 = ηx(v, v).

Utilizando identidades de polarização segue que ϕ∗g = η e portanto ϕ é isometria.
Assim, como queremos que a curvatura Gaussiana seja preservada por isometria, temos que

a curvatura Gaussiana de B2 é K = −1, como poderemos calcular, e portanto a mesma de H2.
Por outro lado, a aplicação de Gauss em H2 é N(p) = p e dNp é a aplicação identidade em H2,
assim det(−dNp) = 1. Assim podemos ver que a curvatura de Gauss das superf́ıcies em R2,1 em
geral não coincide com a definição K = det(−dNp) do espaço euclideano.

A definição mais precisa de curvatura de Gauss, no sentido de recuperar a curvatura de
Gauss para superf́ıcies riemannianas no espaço de Minkowski, em superf́ıcies S ⊂ R2,1 é K

.
=

ε ·det(−dNp), onde ε = 1 se S for tipo-tempo e ε = −1 se S for tipo-espaço. E de modo análogo
definimos a curvatura média como H

.
= ε · tr (−dNp)/2. Assim para consulta iremos enunciar a

definição:

Definição 5.2.3. Seja S ⊂ R2,1 uma superf́ıcie tipo-tempo ou tipo-espaço. Definimos a
curvatura Gaussiana e curvatura média, respectivamente, como K

.
= ε · det(−dNp) e H

.
=

ε · tr (−dNp)/2, onde ε = 1 se S for tipo-tempo e ε = −1 se S for tipo-espaço

A definição da curvatura Gaussiana será melhor justificada utilizando a teoria de variedades
Pseudo-Riemannianas, fazendo um Teorema Egregium de Gauss para R2,1 e mostrando que essa
definição é consistente com o que já t́ınhamos na geometria Riemanniana.
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Definição 5.2.4. Suponha S é uma superf́ıcie orientável tipo-tempo ou tipo-espaço tal que o
operador −dNp é diagonalizável e sejam λ1(p) e λ2(p) seus autovalores, então chamamos λ1(p)
e λ2(p) de curvaturas de S em p.

Definição 5.2.5. Seja S uma superf́ıcie não degenerada e orientável. Dizemos que p ∈ S é um
ponto umb́ılico se existe λ ∈ R tal que g(−dNp(u), v) = λ · g(u, v) para qualquer u, v ∈ TpS.
Além disso, dizemos que S é uma superf́ıcie umb́ılica se todos os pontos são umb́ılicos.

Temos que p ∈ S é um ponto umb́ılico se, e somente se, −dNp é diagonalizável e possui
somente um autovalor. De fato, se (u1, u2) é base ortonormal de TpS, então g(−dNp(u1), u2) =
λ · g(u1, u2) = 0 assim −dNp(u1) = µ · u1 além disso λ = λ · g(u1, u1) = g(−dNp(u1), u1) =
µ · g(u1, u1) = µ. Do mesmo modo mostramos que −dNp(u2) = λ · u2. Reciprocamente se
−dNp é diagonalizável com um único autovalor λ, então existe uma base de autovetores (u1, u2).
Escrevendo um vetor v = v1 · u1 + v2 · u2 ⇒ −dNp(v) = λ · v e temos:

g(−dNp(v), w) = λ · g(v, w).

Fixada uma base de TpS, teremos que o polinômio caracteŕıstico de −dNp é p(X) = X2 −
tr (−dNp)X + det(−dNp) = X2 − 2εHX + εK assim o discriminante desse polinômio é ∆ =
4(H2 − εK). Assim:

1. Se H2 − εK > 0 temos que a aplicação −dNp possui dois autovalores e portanto é diago-
nalizável.

2. Se H2− εK < 0 então a aplicação não é diagonalizável. Esse caso só ocorre em superf́ıcies
tipo-tempo, pois caso fosse tipo-espaço −dNp seria um operador auto-adjunto em um
espaço com produto interno e portanto diagonalizável.

3. Se H2−εK = 0 e S superf́ıcie tipo-tempo, então o operador pode ou não ser diagonalizável.

Exemplo 5.2.6.

1. Seja P um plano tipo-espaço ou tipo-tempo, então existe um vetor unitário v normal a
P . Assim N : P → R2,1 com N(p) = v é uma aplicação de Gauss para P e além disso
−dNp = 0, portanto é diagonalizável e K = H = 0.

2. S2,0(p0, R) é uma superf́ıcie tipo-espaço e N(p) = (p − p0)/R é uma aplicação de Gauss.
Assim −dNp(v) = −v/R, logo λ1 = λ2 = −1/R, H = 1/R e K = −1/R2. De modo
análogo a superf́ıcie S1,1(p0, R) tem curvaturas H = −1/R e K = 1/R2.

Exemplo 5.2.7. Vamos agora considerar os cilindros em R2,1 como sendo o conjunto de todos
os pontos equidistantes da sua respectiva projeção ortogonal com relação a uma reta que não é
tipo-luz ` ⊂ R2,1. Seja p0 ∈ ` e u um vetor diretor unitário de `, então a projeção ortogonal de
um ponto p em relação a reta ` é o ponto p̄ ∈ ` tal que g(p− p̄, u) = 0 temos que p̄ = p0 + λ · u,
logo g(p − p0, u) − λ · g(u, u) = 0, pondo g(u, u) = δ, temos que λ = δ · g(p − p0, u) e disso
p̄ = p0+δ ·g(p−p0, u)u. Assim g(p−p̄, p−p̄) = g(p−p0, p−p0)−2δ ·g(p−p0, u)2+δ ·g(p−p0, u)2 =
g(p− p0, p− p0)− δ · g(p− p0, u)2, e portanto definimos o conjunto C(R; `) como o conjunto de
pontos p ∈ R2,1 tais que |p− p̄|2 =

∣∣g(p− p0, p− p0)− δ · g(p− p0, u)2
∣∣ = R2 para algum R > 0

fixado.
Diremos que o cilindro é um cilindro de Lorentz se ` é tipo-tempo e que é um cilindro

hiperbólico se ` é tipo-espaço. Se ` é tipo-tempo, então podemos decompor da seguinte maneira
p−p0 = λ·u+w com w ortogonal a u, então g(p−p0, p−p0)+g(p−p0, u)2 = −λ2+g(w,w)+λ2 =
g(w,w) e como u é tipo-tempo assim g(w,w) ≥ 0, logo |p− p̄| = g(p−p0, p−p0)−δ ·g(p−p0, u)2.
Quando ` é tipo-espaço, segue que C(R; `) possui uma separação topológica entre os pontos que
correspondem a g(p − p0, p − p0) − δ · g(p − p0, u)2 = R2 e os pontos que correspondentes a
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g(p− p0, p− p0)− δ · g(p− p0, u)2 = −R2. Mais precisamente terá quatro componentes conexas
duas que são superf́ıcies tipo-tempo e as restantes superf́ıcies tipo-espaço, como veremos nos
exemplos.

Sendo C(R; `) para ` reta não degenerada e R > 0 fixados, é uma superf́ıcie orientável, pois é
imagem inversa de valor regular de função diferenciável. Dado v ∈ TpC(R; `), seja α uma curva
diferenciável em C(R; `) tal que α(0) = p e α′(0) = v, então:

0 =
d

dt

[
g(α(t)− p0, α(t)− p0)− δ · g(α(t)− p0, u)2

]
= 2g(v, p− p0)− 2δ · g(p− p0, u)g(v, u).

Então uma aplicação de Gauss N será dada por

N(p) =
1

R
(p− p0 − δ · g(p− p0, u)u)⇒ −dNp(v) = − 1

R
(v − δ · g(v, u)u) .

Tomando a base ((p− p0) ∧ u, u) teremos:

−dNp(u) = 0 e − dNp((p− p0) ∧ u) = − 1

R
((p− p0) ∧ u).

Logo −dNp é diagonalizável e possui autovalores 0 e −1/R.
Vamos analisar os casos:

1. ` é tipo-tempo: Teremos que a normal é tipo-espaço logo K = 0 e H = −1/2R. Como
exemplo tomando ` = span 〈e3〉 segue que C(R; `) = {(x1, x2, x3)| x2

1 + x2
2 = R2}

2. ` é tipo-espaço: Teremos que o normal é tipo-tempo ou tipo-espaço. Tomando N tipo-
tempo teremos a superf́ıcie tipo-espaço Cs(R; `) o conjunto dos p tais que g(p−p0, p−p0)−
δ ·g(p−p0, u)2 = −R2, e nesse caso K = 0 e H = 1/2R. Tomando N tipo-espaço teremos a
superf́ıcie tipo-espaço Ct(R; `) o conjunto dos p tais que g(p−p0, p−p0)−δ ·g(p−p0, u)2 =
R2, e nesse caso K = 0 e H = −1/2R.

Tomando ` = span 〈e1〉, teremos que Cs(R; `) é o conjunto dos pontos (x1, x2, x3) tais que
x2

2 − x2
3 = −R2 e Ct(R; `) é o conjunto dos pontos (x1, x2, x3) tais que x2

2 − x2
3 = R2, e

ambos possuem duas componentes conexas, e todas essas são componentes de C(R; `).

De modo geral, é fácil verificar que, a ação do grupo de Poincaré é transitiva entre os cilindros
com eixo ` do mesmo caráter causal, então estes três exemplos de cilindros caracterizam todos.

Agora vamos descrever as curvaturas de superf́ıcies não degeneradas em termos de parame-
trizações locais. Seja então ϕ : U → S uma parametrização local de S, tal queB = (ϕu(u, v), ϕv(u, v))
é uma base orientada positivamento no espaço tangente em ϕ(u, v). Sejam também E =
g(ϕu, ϕu), F = g(ϕu, ϕv), G = g(ϕv, ϕv). Assim EG−F 2 > 0 se S é tipo-espaço e EG−F 2 < 0
se S é tipo-tempo. Pondo N = N(ϕ(u, v)) = (ϕu ∧ ϕv) / |ϕu ∧ ϕv|, teremos que −dN(ϕu) = Nu

e −dN(ϕv) = Nv, assim:

e = g(−dN(ϕu), ϕu) = g(−Nu, ϕu) = g(N,ϕuu)

f = g(−dN(ϕu), ϕv) = g(−dN(ϕv), ϕu) = g(N,ϕuv)

h = g(−dN(ϕv), ϕv) = g(−Nv, ϕv) = g(N,ϕvv)

Assim em termos do referencial local B podemos escrever a matriz do operador −dN como:(
E F
F G

)−1(
e f
f h

)
=

1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)(
e f
f h

)
Assim podemos escrever a curvatura gaussiana e média como sendo:

H = ε
1

2

eG− 2fF + hE

EG− F 2
, K = ε

eh− f2

EG− F 2
.
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Exemplo 5.2.8. Seja f : U → R com U ⊂ R2 aberto e f diferenciável. O gráfico S dessa função
define uma superf́ıcie em R2,1. Escolhendo a parametrização ϕ : U → S dada por ϕ(u, v) =
(u, v, f(u, v)) teremos ϕu = (1, 0, fx), ϕv = (0, 1, fy), ϕuu = (0, 0, fxx), ϕuv = (0, 0, fxy), ϕvv =
(0, 0, fyy), assim ϕu ∧ ϕv = (−fx,−fy,−1). Como EG− F 2 = 1− f2

x − f2
y temos que:

K = ε
fxxfyy − f2

xy

(1− f2
x − f2

y )2
e H = ε

(1− f2
y )fxx − 2fxfyfxy + (1− f2

x)fyy

2
∣∣1− f2

x − f2
y

∣∣3/2
Exemplo 5.2.9. Seja α : I → R2,1 uma curva tipo-luz parametrizada por pseudo-comprimento
de arco. Considere a aplicação ϕ : I × R+ → R2,1 com ϕ(u, v) = α(u) + v · b(u), onde b é o
vetor binormal. Essa superf́ıcie dada pela imagem de ϕ chamamos de B-scroll. Uma normal
posśıvel para essa superf́ıcie é o vetor N(u, v) = n(u) − vτb(u) em cada ponto ϕ(u, v), assim
Nu = −τt(u)− b(u)− vτ ′b(u)− vτ2n(u) = −τϕu − (1 + vτ ′)ϕv e Nv = −τb(u) = −τϕv, assim
a matriz de −dN na base (ϕu, ϕv) é: (

τ 0
1 + vτ ′ τ

)
Nesse caso g(N,N) = 1 logo H = τ e K = τ2. Se vτ ′ 6= −1 então H2 −K = 0, mas a superf́ıcie
não é umb́ılica, pois não é diagonalizável.
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Caṕıtulo 6

Variedades Riemannianas e
pseudo-Riemannianas

Agora vamos generalizar os espaços e estruturas estruturas estudadas introduzindo varieda-
des pseudo-Riemannianas.

6.1 Notação de Einstein

A partir desta seção vamos utilizar a convenção de Einstein para somatórios. Quando ti-
vermos o mesmo ı́ndice superior e inferior estaremos entendendo como um somatório, de 1
até a dimensão do espaço em questão, exceto se indicado. Por exemplo, tomando os cove-
tores coordenados dxi em T ∗M , e uma 1-forma ω com componentes ωi nesta base teremos
ω = ωidx

i =
∑
ωidx

i. Por este motivo vamos escrever as componentes de vetores com ı́ndices
superiores e componentes de covetores com ı́ndices inferiores. Outro exemplo é um tensor T
do tipo (2, 1), teremos em coordenadas locais T = T jik∂j ⊗ dx

i ⊗ dxk onde T jik = T (dxj , ∂i, ∂k).
Podemos ainda tomar o traço nas últimas variáveis teremos as componentes com relação à base
(dxi) são (tr T )i = T jij =

∑
j T

j
ij .

6.2 Conexões

Seja (E,M, π) um fibrado vetorial de M e Γ(E) as suas seções. Uma conexão em E é uma
aplicação

∇ : X(M)× Γ(E)→ Γ(E)

satisfazendo:

(a) ∇XY é C∞(M)-linear em X.

(b) ∇XY é R-linear em Y .

(c) ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY .

Basicamente uma conexão é uma maneira de derivar seções e campos de vetores de maneira
consistente, isto é, sem depender de cartas locais. Além disso essas propriedades permitem que
∇XY dependa somente de modo local de X e Y , como mostra a próxima proposição.

Proposição 6.2.1. Seja ∇ uma conexão em um fibrado (E,M, π), p ∈ M , X um campo de
vetores em M e Y uma seção de E. Se X = X̃ e Y = Ỹ em uma vizinhança U de p, então
∇XY |p= ∇X̃ Ỹ |p.
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Demonstração. Vamos mostrar que ∇XY |p= ∇X Ỹ |p e pela R-linearidade em Y basta mostrar

para o caso em que Ỹ = 0. Considere uma função ϕ ∈ C∞(M) tal que supp ϕ ⊂ U e ϕ(p) = 1.
Então ϕY ≡ 0, logo ∇X(ϕY ) = 0 e por outro lado ∇X(ϕY ) = X(ϕ)Y +ϕ∇XY calculando essa
expressão em p temos ∇XY |p= 0. Do mesmo modo mostramos que X = 0 em U implica que
∇XY |p= 0 �

Com essa afirmação podemos usar a expressão de X em coordenadas locais. Mais precisa-
mente, seja U uma vizinhança coordenada de p ∈ M , então seja X = Xi∂i em coordenadas
locais. Assim

∇XY |p= ∇Xi∂iY |p= Xi(p)∇∂iY |p.

Se Xp = X̃p, então Xi(p) = X̃i(p), logo ∇XY |p= ∇X̃Y |p. Assim podemos enunciar o seguinte
corolário.

Corolário 6.2.2. Seja ∇ uma conexão em um fibrado (E,M, π), p ∈ M , X um campo de
vetores em M e Y uma seção de E. Se Xp = X̃p, então ∇XY |p= ∇X̃Y |p.

6.2.1 Conexões afins

Uma conexão afim é uma conexão no fibrado tangente TM . Vamos usar conexão em M
como sinônimo de conexão afim em TM .

Dado (Ei) referencial local, definimos as n3 funções Γkij : U → R de modo que∇EiEj = ΓkijEk.

Além disso, em coordenadas locais com relação ao referencial (Ei) temos X = XiEi e Y = Y jEj ,
logo

∇XY = ∇X(Y jEj)

= X(Y j)Ej + Y j∇XiEi
Ej

= X(Y j)Ek +XiY j∇EiEj

= X(Y j)Ej + ΓkijX
iY jEk

= (X(Y k) + ΓkijX
iY j)Ek

A estes coeficientes chamamos de śımbolos de Christoffel.
Em Rn uma conexão afim é a conexão euclideana:

∇XY = (XY i)∂i

onde ∂i são os vetores coordenados da carta global IdRn . Nesse caso Γkij ≡ 0.
Uma maneira de construir uma conexão é tomando o pullback de uma conexão em outra

variedade.

6.2.2 Conexões nos fibrados tensoriais

Dada uma conexão em uma variedade M , podemos induzir uma conexão nos fibrados ten-
soriais T k` M pedindo algumas condições naturais, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 6.2.3. Seja ∇ uma conexão em M . Então existe uma única conexão em cada fibrado
tensorial T k` M , que vamos denotar por ∇, satisfazendo as condições:

(a) T1M ≈ TM a conexão coincide com a conexão afim.

(b) T 0
0M = C∞(M) a conexão é dada por ∇Xf = X(f).

(c) ∇X(F ⊗G) = (∇XF )⊗G+ F ⊗ (∇XG).

(d) Denotando tr o traço de qualquer par de entradas, ∇X(tr F ) = tr (∇XF ).
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Além disso com essas condições estas devem satisfazer:

(i) Sejam ω uma 1-forma e Y um campo de vetores, então

∇X(ω(Y )) = (∇Xω)(Y ) + ω(∇XY ).

(ii) Sejam F um campo de tensores do tipo (k, `), Yi campos de vetores e ωj 1-formas em M .
Então:

(∇XF )(ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , Yk) = X(F (ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , Yk))

−
∑̀
j=1

F (ω1, . . . ,∇Xωj , . . . , ω`, Y1, . . . , Yk)

−
k∑
i=1

F (ω1, . . . , ω`, Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yk).

Demonstração. Vamos supor que se as conexões satisfazem (a), (b), (c) e (d), então valem (i) e
(ii), vamos mostrar a existência e unicidade das conexões. Definindo (∇Xω)(Y ) = X(ω(Y )) −
ω(∇XY ), teremos que ∇Xω é uma 1-forma. Do mesmo modo podemos definir uma conexão
como em (ii) e assim ∇XF é um campo de tensores do mesmo tipo que F . Essas são de fato
conexões e satisfazem (c) e (d). Como qualquer conexão que satisfaz (a), (b), (c) e (d) deve
satisfazer (i) e (ii), então segue disso a unicidade das conexões.

Agora basta mostrar que valem (i) e (ii). De fato, ω(Y ) = tr (Y ⊗ ω)

∇X(ω(Y )) = tr (∇X(Y ⊗ ω))

= tr (∇XY ⊗ ω + Y ⊗∇Xω)

= tr (∇XY ⊗ ω) + tr (Y ⊗∇Xω)

= ω(∇XY ) + (∇Xω)(Y )

Para mostrar (ii) vamos supor que F é um campo de tensores do tipo (1, 1). Temos que tr (tr (F⊗
Y ⊗ ω)) = F (ω, Y ), onde contraimos a primeira e última entrada de F ⊗ Y ⊗ ω e depois as
entradas restantes. Assim podemos verificar que vale (ii) nesse caso. Para outros tipos de
tensores a demonstração é análoga. �

Observação 6.2.4. Assim do item (i) do teorema acima teremos dxk(∂j) = δkj , logo 0 = ∂i(δ
k
j ) =

∇∂idxk(∂j) = (∇∂idxk)(∂j) + dxk(∇∂i∂j), como dxk(∇∂i∂j) = Γkij segue que (∇∂idxk)(∂j) =

−Γkij . Assim ∇∂idxk = −Γkijdx
j e dados X = Xi∂i e ω = ωkdx

k

∇Xω = ∇X(ωkdx
k)

= X(ωk)dx
k + ωk∇Xi∂idx

k

= X(ωk)dx
k − ΓkijωkX

idxj

= (X(ωj)− ΓkijωkX
i)dxj

Observação 6.2.5. Seja F um tensor (k, `), então a aplicação

∇F : X∗(M)× . . .× X∗(M)× X(M)× . . .× X(M)→ C∞(M)

onde
(∇F )(ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , Yk, X) = (∇XF )(ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , Yk)

é um tensor (k + 1, `).
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Seja F um tensor (k, `), pondo em coordenadas locais, teremos

F = F j1...j`i1...ik
∂j1 ⊗ . . .⊗ ∂j` ⊗ dx

i1 ⊗ . . .⊗ dxik .

Escrevendo ∇F em coordenadas teremos

∇F = F j1...j`i1...ik ;m∂j1 ⊗ . . .⊗ ∂j` ⊗ dx
i1 ⊗ . . .⊗ dxik ⊗ dxm

onde F j1...j`i1...ik ;s = ∇∂mF
j1...j`
i1...ik

. Assim pelo item (ii) do teorema acima, segue que

F j1...j`i1...ik ;m = ∂mF
j1...j`
i1...ik

+
∑̀
s=1

F j1...p...j`i1...ik
Γjsmp −

k∑
s=1

F j1...p...j`i1...p...ik
Γpmis

Seja f ∈ C∞(M), então definimos o Hessiano covariante de f , ou somente Hessiano de
f , como sendo a aplicação ∇2f

.
= ∇(∇f)). Temos então que ∇2f(X,Y ) = (∇Y∇f)(X) =

Y (∇f(X))−∇f(∇YX) = Y (X(f))− (∇XY )f .

6.2.3 Derivadas ao longo de curvas

A menos em menção em contrário, vamos considerar uma curva em M uma curva parame-
trizada suave γ : I →M , para I ⊂ R um intervalo. Relembrando que o vetor velocidade de uma
curva γ é dado por

γ̇(t)(f) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

Além disso, dada uma carta x que intersecta a imagem de γ, pondo x ◦ γ = (γ1, . . . , γn) (em
algumas vezes por abuso de notação iremos escrever simplesmente γ = (γ1, . . . , γn)), teremos
γ̇(t) = γ̇i(t)∂i.

Um campo de vetores ao longo da curva γ : I →M é uma aplicação suave V : I → TM tal
que (π ◦ V )(t) = γ(t). Vamos denotar o conjunto desses campo por X(γ). Um exemplo desse
tipo de campo é o campo γ̇. Outro exemplo é o dado Ṽ campo de vetores em M e V = Ṽ ◦ γ.

Diremos que um campo é extenśıvel V se para cada vizinhança da imagem existe um campo
Ṽ nessa vizinhança tal que Ṽ (γ(t)) = V (t). Um exemplo de campo não extend́ıvel é γ̇, onde
γ(t1) = γ(t2) e γ̇(t1) 6= γ̇(t2).

Agora podemos definir o que é derivada ao longo de curvas, com o teorema a seguir.

Teorema 6.2.6. Seja∇ uma conexão em M . Dada uma curva γ : I →M , existe único operador
Dt : X(γ)→ X(γ) satisfazendo as condições

(a) Dt é R-linear.

(b) Dt(fV ) = ḟV + fDtV para todo f ∈ C∞(I)

(c) Se V é extenśıvel, então dada uma extensão Ṽ temos

DtV = ∇γ̇ Ṽ .

Assim definido esse operador, diremos que DtV é a derivada covariante de V ao longo de γ.

Demonstração. Vamos mostrar a unicidade. Suponha que existe o operador Dt, assim podemos,
de modo análogo a ∇, mostrar que fixado t0 ∈ I DtV (t0) depende somente de V em uma
vizinhança de t0. Assim em algum intervalo da forma (t0 − ε, t0 + ε) existe uma carta x que
cobre γ(t0 − ε, t0 + ε), assim podemos escrever V = V j∂j e γ̇(t) = γ̇i(t)∂i. Logo

DtV (t0) = V̇ j(t0)∂j + V j∇γ̇(t0)∂j

= (V̇ k(t0) + Γkij(γ(t0))γ̇i(t0)V j(t0))∂k.
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Como ao redor de cada t0 ∈ I podemos escrever DtV como na expressão acima, e esta não
depende do operador, podemos concluir que Dt é único. Agora basta definir Dt em cada carta
que contém pontos de γ(I), e pela unicidade, as definições vão coincidir na intersecção das cartas.
Podemos definir DtV pela expressão acima, para cada t0 ∈ I e assim definido irá satisfazer as
condições. �

Proposição 6.2.7. Sejam X,Y ∈ X(M) e γ uma curva em M tal que γ(0) = p e γ̇(0) = Xp,
então ∇XY |p= DtYγ(t)|t=0.

6.2.4 Transporte Paralelo

Dizemos que um campo de vetores V : I → TM ao longo de uma curva γ : I →M é paralelo
se DtV ≡ 0. Além disso dizemos que um campo V ∈ X(M) é paralelo se é paralelo ao longo de
cada curva, ou equivalentemente, ∇V = 0.

Em Rn usando a fórmula para derivada covariante na carta IdRn teremos

DtV = 0⇔ V̇ j∂j = 0⇔ V j = cj , ci ∈ R.

Em outras palavras os únicos campos vetores paralelos ao longo de uma curva em Rn são os
constantes.

Vamos agora mostrar que sempre é posśıvel construir um campo paralelo a uma curva.

Teorema 6.2.8. Seja γ : I → M uma curva, t0 ∈ I e V0 ∈ Tγ(t0)M , então existe único campo
V : I → TM , paralelo a γ, tal que V (t0) = V0.

Demonstração. Considere uma carta x : U → Rn que cobre γ(t0), então V = V j∂j é campo
paralelo ao longo de γ em um intervalo J ⊂ I tal que γ(J) ⊂ U , então da demonstração do
teorema anterior, pondo γ̇(t) = γ̇i(t)∂i temos

DtV (t) = (V̇ k(t) + Γkij(γ(t))γ̇i(t)V j(t))∂k = 0.

Isso vale se V̇ k(t) = −Γkij(γ(t))γ̇i(t)V j(t) para cada k = 1, . . . , n. Esta equação tem solução
única em (t0 − ε, t0 + ε). Então se x cobre γ(I), então segue o resultado.

Suponha então que γ(I) não é coberta por uma única carta. Suponhamos inicialmente que
I = [a, b] é compacto. Então o conjunto dos c > t0 tal que existe único V : [t0, c]→ TM campo
paralelo a γ em [t0, c] com V (t0) = V0 é não vazio, pois existe c > t0 suficientemente próximo de
t0 tal que γ[t0, c] está contido em U , e também é limitado, portanto este conjunto possui supremo
β. Vamos mostrar que β é tal que existe único campo V : [t0, β)→ TM com V (t0) = V0.

Vamos mostrar que β = b. De fato, suponha por contradição que β < b, então tome uma carta
contendo γ(β). Então um intervalo da forma (β−δ, β+δ) está contido nesta carta. Assim existe
único campo Ṽ : (β − δ, β + δ)→ TM paralelo ao longo de γ tal que Ṽ (β − δ/2) = V (β − δ/2).
Pela unicidade, segue que Ṽ = V em (β−δ, β) e assim podemos extender V a um campo paralelo
a γ em [t0, β + δ), uma contradição. Portanto devemos ter β = b, e do mesmo modo podemos
definir V em [a, t0] de modo único.

Agora supondo I não compacto, então em cada compacto J ⊂ I contendo t0 temos que existe
único campo paralelo em J com V (t0) = V0, assim como dois campos definidos em intervalos
diferentes devem coincidir na intersecção, podemos definir V : I → TM pondo V (t) = Ṽ (t)
onde Ṽ : J → TM é um destes campos com t ∈ J . �

Com o teorema podemos definir um jeito de conectar dois espaços tangentes quaisquer. Uma
curva γ : I →M com t0 ∈ I fixado, define uma famı́lia de operadores Pt0,t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M
onde Pt0,t1(V0) = V (t1) onde V é o campo paralelo a γ com V (t0) = V0. Além disso Pt0,t1 é
isomorfismo linear. Estes operadores chamamos de transporte paralelo de t0 a t1.
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6.2.5 Geodésicas

Agora vamos definir as curvas de aceleração nula em variedades com conexão. Seja γ : I →M
uma curva, então chamamos de aceleração de γ o campo de vetores Dtγ̇ ao longo de γ. Uma
geodésica é uma curva com aceleração nula, e nesse caso γ̇ é um campo paralelo ao longo de γ.

Um exemplo de geodésica é em Rn onde Dt é exatamente a derivada com relação a t, ou
seja, Dtγ̇ = γ̈ (identificando Tγ(t)Rn ≈ Rn). Assim as únicas geodésicas em Rn são as retas com
velocidade constante.

Teorema 6.2.9. Seja M uma variedade com conexão afim. Dados p ∈ M , V ∈ TpM e t0 ∈ R,
existe I ⊂ R intervalo aberto contendo t0 e γ : I → M uma geodésica satisfazendo γ(t0) = p e
γ(t0) = V . Além disso, duas geodésicas satisfazendo esta condição coincidem na intersecção dos
domı́nios.

Demonstração. Tomando uma carta x = (xi) ao redor de p. Uma curva γ : I →M é geodésica
se pondo γ = (γ1, . . . , γn), nas coordenadas x, temos

γ̈k + Γkij(γ(t))γ̇iγ̇j = 0

Fazendo a mudança de variável vk = γ̇k teremos o seguinte sistema de equações (não lineares):

γ̇k = vk

v̇k = −Γkij(γ(t))v̇iv̇j

Assim existe um intervalo aberto I = (t0−ε, t0+ε) em que há solução para este sistema tomando
condição inicial γi(t0) = xi(p) e γi(t0) = V i, onde V = V i∂i, e portanto existe uma curva γ
geodésica definida em I satisfazendo γ(t0) = p e γ(t0) = V .

Para provar a unicidade, suponha α, γ : I → M , para algum I ⊂ R intervalo aberto,
geodésicas satisfazendo α(t0) = γ(t0) e α̇(t0) = γ̇(t0), para algum t0 ∈ I. Vamos mostrar que
em todo subintervalo da forma [t0, b] ⊂ I as curvas coincidem. Se o conjunto de b > t0 tais
que [t0, b] ⊂ I onde as curvas coincidem for ilimitado, então não há nada a provar. Se for
limitado, tome β o supremo e devemos ter β /∈ I. Caso contrário, por continuidade devemos ter
α(β) = γ(β) e α̇(β) = γ̇(β) e assim as curvas iriam coincidir em um intervalo um pouco maior
que [t0, β], uma contradição. De modo análogo mostramos que as duas curvas devem coincidir
à esquerda de t0. �

Este teorema afirma também que existe única γ : I →M geodésica maximal (que não pode
ser extendida em um intervalo maior) satisfazendo γ(0) = p e γ̇(0) = V , para p ∈M e V ∈ TpM
fixados.

De fato, tomando I a união dos intervalos de todas as geodésicas α satisfazendo α(0) = p
e α̇(0) = V então definimos γ(t) = α(t) para alguma geodésicas α que contém t no domı́nio.
Portanto γ é bem definida, pois escolhendo β geodésica satisfazendo β(0) = p e β̇(0) = V
contendo t no domı́nio, teremos que β e α coincidirão em seus domı́nios em comum, em particular
em t.

Além disso, γ é geodésica, pois tomando t ∈ I e α : J →M satisfazendo α(0) = p e α̇(0) = V ,
geodésica com t ∈ J , então conterá um intervalo aberto J̃ ⊂ J , com t ∈ J̃ . Então γ coincide
com α em J̃ e portanto γ̇ = α̇ em J̃ e consequentemente Dtγ̇ = Dtα̇ = 0 em J̃ .

Denotamos a geodésica maximal com ponto inicial p e velocidade inicial V por γV , e por
vezes chamamos simplesmente de geodésica com ponto inicial p e velocidade inicial V .

Uma propriedade das geodésicas é a homogeneidade que será provada na próxima proposição.

Proposição 6.2.10 (Homogeneidade das geodésicas). Seja V ∈ TM e c, t ∈ R, então

γcV (t) = γV (ct),

e além disso um lado está definido sempre que o outro estiver.
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Demonstração. Basta mostrar que γcV existe e a igualdade vale sempre que o lado direito da
igualdade está definido, pois a rećıproca vale devido ao fato que:

γ(1/c)·(cV )(ct) = γcV ((1/c) · (ct))⇒ γV (ct) = γcV (t)

e o lado esquerdo está definido sempre que o lado direito estiver definido.
Então seja I ⊂ R o domı́nio de γV e J = {t ∈ R|ct ∈ I}. Vamos denotar γ = γV e γ̃ : J →M

tal que γ̃(t) = γ(ct) temos que ˙̃γ(t) = cγ̇(ct), logo γ̃(0) = p e ˙̃γ(0) = cV .

Em coordenadas locais se γ̇(t) = γ̇i∂i teremos ˙̃γ(t) = ˙̃γ
i
(t)∂i = cγ̇i(ct)∂i. Logo:

Dt
˙̃γ(t) =

(
¨̃γ
k
(t)) + Γkij(γ̃(t) ˙̃γ

i
(t) ˙̃γ

j
(t)
)
∂k

= c2
(
γ̈k(ct) + Γkij(γ(ct))γ̇i(ct)γ̇j(ct)

)
∂k

= c2Dtγ̇(ct) = 0

Então γ̃ = γcV e γcV está definida em J , pois caso contrário podeŕıamos extender o intervalo de
definição I de γV . �

Agora podemos apresentar um difeomorfismo muito importante para o desenvolvimento da
teoria de geometria pseudo-Riemanniana. Considere

E .
= {V ∈ TM |γV está definida em um intervalo que contém [0, 1]}

e defina exp : E →M pondo exp(V ) = γV (1).
Para cada p ∈M , podemos definir expp sendo exp restrita à Ep

.
= E ∩ TpM .

Para provar algumas propriedades vamos utilizar o seguinte lema de fluxos sobre variedades,
que pode ser consultado em [1].

Lema 6.2.11. Seja X um campo vetorial suave em uma variedade diferenciável M , então
existe única θ : W →M suave, definida em um aberto W ⊂ R×M e tal que para cada p ∈M ,
θp = θ(·, p) é a maior curva integral do campo X, ou seja, θp está definida no maior intervalo
tal que

θ̇p(t) = Xθp(t).

Proposição 6.2.12 (Propriedades da aplicação exponencial). Valem as seguintes afirmações:

(a) E é um conjunto aberto e Ep é um conjunto estrelado com relação à 0 em TpM , ou seja,
dado o vetor V ∈ Ep então segmento de reta que liga V e 0 está contido em Ep.

(b) Dado V ∈ TM , a geodésica γV é dada por

γV (t) = exp(tV )

sempre que um dos lados está definido em t.

(c) exp é uma aplicação suave.

Demonstração. Pela homogeneidade das geodésicas temos que exp(tV ) = γtV (1) = γV (t) está
definido para todo 0 ≤ t ≤ 1. Portanto Ep é estrelado.

Vamos mostrar que E é aberto e exp é suave. Em cada sistema de coordenadas (xi) em um
aberto U podemos definir um campo G em π−1(U) ⊂ TM , tomando o sistema de coordenadas
(xi, vi) de π−1(U), pondo G dado por

GV = V k∂xk − V iV jΓkij(π(V ))∂vk .
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Além disso suas curvas integrais nas coordenadas (xi, vi) são da forma

ẋk(t) = vk(t)

v̇k(t) = −vi(t)vj(t)Γkij(x(t))

que é um sistema equivalente ao da equação das geodésicas. A ideia é extender o campo G
em cada sistema de coordenadas para um campo global. Seja f ∈ C∞(TM) e V ∈ TM com
π(V ) = p ∈ U , então:

G(f)(V ) = ∂xk(f)V k − ∂vk(f)V iV jΓkij(p)

Tomando a geodésica γV , temos então

d

dt
f(γV (t), γ̇V (t))

∣∣∣∣
t=0

= ∂xk(f)γ̇kV + ∂vk(f)γ̈V

∣∣∣
t=0

= ∂xk(f)γ̇kV − ∂vk(f)γ̇iV γ̇
j
V Γkij(γV (t))

∣∣∣
t=0

= ∂xk(f)V k − ∂vk(f)V iV jΓkij(p) = G(f)(V ).

Então na verdade podemos extender G à um campo suave em TM . Então existe O ⊂ R× TM
a maior vizinhança de {0} × TM e uma aplicação θ : O → TM onde cada θV = θ(·, V ) é uma
curva integral de G.

Além disso se V ∈ E , então (1, V ) ∈ O e sendo O aberto, existem 1 ∈ I ⊂ R e V ∈ U ⊂ TM
abertos tais que θ está definido em I × U . Em particular existe uma vizinhança de U em TM
tal que os vetores nesta vizinhança tem geodésicas definidas em [0, 1]. Portanto E é aberto.

Teremos que a aplicação θ1 = θ(1, ·) é uma aplicação suave e exp(V ) = γV (1) = π ◦ θ(1, V )
logo exp é uma aplicação suave. �

6.3 Variedades pseudo-Riemannianas e construções básicas

Vamos generalizar subvariedades de Rm,r .
= (Rm+r, g), onde g = εi(dx

i)2 onde εi = 1 para
1 ≤ i ≤ m e εi = −1 para m+ 1 ≤ i ≤ m+ r, com m, r ≥ 0 e não ambos nulos. Nos casos que
m = n e r = 0 temos o espaço Euclideano de dimensão n e no caso m = n− 1 e r = 1 temos o
espaço de Minkowski de dimensão n. Vamos então definir as métricas em variedades.

Definição 6.3.1. Uma métrica g em uma variedade diferenciável M é um campo de tensores
do tipo (2, 0), simétrico (g(X,Y ) = g(Y,X)) e não degenerado (não degenerado em cada ponto
p ∈ M) de ı́ndice constante. Uma variedade pseudo-Riemanniana é uma variedade M com
um métrica g e denotamos (M, g). Dizemos ainda que (M, g) é variedade Riemanniana se g é
positiva definida em cada TpM e nesse caso g é dita métrica Riemanniana.

Em outras palavras a matriz (gij), com gij = g(Ei, Ej) e (Ei) referencial local, é diferenciável,
simétrica e invert́ıvel em cada ponto do domı́nio de (Ei). Alguns autores pedem que g tenha
ı́ndice constante em cada espaço tangente TpM , vamos também pedir esta condição, por simpli-
cidade em alguns detalhes e enunciados. Vamos poder esclarecer como se comporta o ı́ndice de
uma métrica se não pedirmos esta condição.

Denotamos 〈X,Y 〉 .= g(X,Y ). Definimos o comprimento ou norma de um vetor X ∈ TpM
como sendo |X| = |〈X,X〉|1/2.

Seja ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) um difeomorfismo, diremos que ϕ é isometria se ϕ∗g̃ = g, e assim

(M, g) e (M̃, g̃) são ditas isométricas. Se (M̃, g̃) = (M, g) então dizemos que ϕ é uma isometria
em M . O conjunto de isometrias de uma variedade formam um grupo com a composição.
Além disso chamamos isometria local um difeomorfismo local ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) que satisfaz
ϕ∗g̃ = g, ou de forma equivalente, se para cada p ∈ M existe U ⊂ M aberto tal que ϕ induz
uma isometria de U em um aberto ϕ(U).
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Como já vimos no caso do espaço de Minkowski, dada i : M ↪→ (M̃, g̃) uma imersão, em geral

g = i∗g̃ não é métrica, basta tomarM um plano tipo-luz em M̃ = R2,1, mas esse resultado sempre
vale se g̃ é métrica Riemanniana e neste caso g é também uma métrica Riemmaniana. Porém se
g = i∗g̃ é uma métrica, chamaremos esta de métrica induzida em M e nesse caso dizemos que
(M, g) é subvariedade pseudo-Riemanniana imersa (ou mergulhada, se i é um mergulho).

Outra variedade (pseudo-)Riemanniana que pode ser constrúıda é a seguinte: Sejam (M1, g1), (M2, g2)
variedades (pseudo-)Riemannianas, então existe uma métrica natural em M1 ×M2, dada por
g = g1 ⊕ g2, a métrica produto. Identificando T(p1,p2)(M1 ×M2) ≈ Tp1M1 ⊕ Tp2M2 teremos:

g(X1 +X2, Y1 + Y2) = g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2), Xi, Yi ∈ TpiMi.

Mais ainda se g1, g2 são métricas Riemannianas, então g é métrica Riemanniana.
Agora vamos mostrar que ao redor de cada ponto de uma variedade pseudo-Riemanniana

existe um referencial ortonormal local. Lembrando que um conjunto de vetores ou campo de
vetores {V1, . . . , Vk} é dito ortonormal se |〈Vi, Vj〉| = δij . Antes de enunciar e provar esse
resultado, vamos apresentar um lema.

Lema 6.3.2. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n:

(a) Dado p ∈M e v ∈ TpM existe um campo de vetores X em M tal que Xp = v.

(b) Seja (X1, . . . , Xk) campos de vetores em um aberto U ⊂M , então o conjunto V dos pontos
onde (X1, . . . , Xk) é linearmente independente é um aberto.

(c) Seja p ∈M e (v1, . . . , vk) um conjunto ordenado de vetores linearmente independentes em
TpM com 1 ≤ k ≤ n, então existe U uma vizinhança de p e (Xi) referencial em U tal que
Xi|p= vi.

(d) Dado (Xi)
k
i=1 campos de vetores linearmente independentes em um aberto U de M e

1 ≤ k < n, então dado p ∈ U , existe uma vizinhança de V de p e campos de vetores
Xk+1, . . . , Xn definidos em V tais que (X1, . . . , Xn) é referencial local em U ∩ V .

Demonstração.

(a) Seja x : U → V uma carta com p ∈ U e ∂i os vetores coordenados. Seja v = vi∂i e
ϕ : M → R uma função suave com supp ϕ ⊂ U e ϕ(p) = 1, então definindo X = ϕvi∂i em
U e X = 0 em M − supp ϕ. Segue que X é diferenciável nos abertos U e M − supp ϕ e se
q ∈ U − supp ϕ segue que ϕ(q) = 0, logo as definições coincidem na intersecção, portanto
X é um campo diferenciável em M .

(b) Basta mostrar que para cada vizinhança coordenada W temos V ∩W é aberto. Seja x
uma carta em W tal que W intersecta V . Seja Xi = Xj

i ∂j , então a aplicação X = (Xj
i ) é

diferenciável. Temos que a aplicação f : Mk×n(R)→ R dada por

f(A) =
∑
Ã⊂A

Ã∈Mk×k

∣∣∣det Ã
∣∣∣

é cont́ınua, onde Ã ⊂ A denota que Ã é submatriz de A. Assim f◦X é uma função cont́ınua
em U ∩W . Outra observação é que (X1, X2, . . . , Xk) é linearmente independente em p se,
e somente se, existe uma submatriz quadrada de X que tem determinante não nulo em p,
ou equivalentemente, (f ◦X)(p) > 0. Por essa observação temos (f ◦X)−1(0,∞) = V ∩W
e portanto V ∩W é aberto como queŕıamos demonstrar.
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(c) Seja p ∈ U , então podemos completar (v1, . . . , vk) a uma base (vi) de TpM . Por (a)
podemos extender estes vetores para uma campos Xi em M tais que Xi|p= vi, e considere
U o conjunto de pontos que (Xi) é linearmente independente que por (b) é aberto. Assim
(Xi) é um referencial no aberto U 3 p.

(d) Basta completar a base (Xi|p)ki=1 e extender vk+1, . . . , vn a campos em um aberto ao redor
de p como em (c).

�

Proposição 6.3.3. Seja p ∈M . Então existe (Ei) referencial ortonormal definido em um aberto
U 3 p, com relação à variedade (M, g).

Demonstração. Seja (vi) uma base ortonormal de TpM . Então (vi) pode ser extendida a campos
(Xi) em um aberto W contendo p.

Vamos mostrar que para cada 1 ≤ k ≤ n existem campos ortonormais E1, . . . , Ek definidos
em um aberto Wk ⊂W satisfazendo Ei|p= vi e span 〈E1, . . . , Ek〉 = span 〈X1, . . . , Xk〉 para cada
ponto em M . Para o caso em que k = 1, temos que |X1|p| = |v1| = 1, logo, pela continuidade,
existe W1 ⊂ W onde |X1| 6= 0 em W1. Então definimos E1 = X1/ |X1| que irá satisfazer as
condições.

Suponha E1, . . . , Ek campos ortonormais definidos em um aberto Wk ⊂ W satisfazendo
Ei|p= vi e span 〈E1, . . . , Ek〉 = span 〈X1, . . . , Xk〉. Então considere

Xk+1 =

k∑
i=1

aiEi + Y ⇒ Y = Xk+1 −
k∑
i=1

aiEi

Tomando Y ortogonal a span 〈E1, . . . , Ek〉 em cada ponto devemos ter

0 = 〈Y,Ej〉 = 〈Xk+1〉 − aj 〈Ej , Ej〉

Definindo εj = 〈Ej , Ej〉 temos aj = εj 〈Xk+1, Ej〉. Assim determinamos Y . Temos que |Y |p| =
|vk+1| = 1, logo existe uma vizinhança Wk+1 de p tal que |Y | 6= 0 em Wk+1. E portanto definimos
Ek+1 = Y/ |Y | em Wk+1 e assim irá satisfazer as condições.

Em particular provamos que existe um referencial ortonormal em aberto ao redor de p. �

Observação 6.3.4. Suponha que o tensor g tenha todas as propriedades de métrica exceto que
o ı́ndice é constante. Seja r o ı́ndice de TpM , podemos ordenar (Ei) de modo que

g =
n−r∑
i=1

(ϕi)2 −
r∑
j=1

(ϕj)2

onde (ϕk) é o referencial dual de (Ei). Assim o ı́ndice de g é constante em um aberto ao redor
de cada ponto e portanto é constante em cada componente conexa.

Outra observação é que se existisse um sistema de coordenadas x : U → V ⊂ Rn da variedade
(M, g) com g de ı́ndice constante igual a r tal que os vetores coordenados (∂i) formassem
uma base ortonormal, então g(V,W ) = 〈dx(V ), dx(W )〉, denotando 〈·, ·〉 a métrica de Rn−r,r e
portanto x é uma isometria local.

Outra propriedade de variedades pseudo-Riemannianas é que a métrica permite transformar
campos de vetores em 1-formas com a aplicação [ : TM → T ∗M e denotamos [(X) = X[.
Definimos X[(Y ) = g(X,Y ). Pondo em coordenadas teremos X = Xi∂i logo

X[ = g(Xi∂i, ·) = gijX
idxj
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Então Xj = gijX
i são as componentes de X[ nas coordenadas dxj . Dizemos que X[ é obtido

de X abaixando um ı́ndice (por este motivo usamos a notação musical [).
Do mesmo modo temos a sua aplicação inversa ] : T ∗M → TM . Então pondo ω = ωjdx

j ,
ω] = ωi∂i é tal que ω = g(ωi∂i, ·) = gijω

idxj então ωj = gijω
i e denotando gij a entradas da

matriz inversa de (gij) temos ωi = gijωj .
Um exemplo de uso do operador ] é para a 1-forma dada pelo diferencial de uma função

real f . Definimos o gradiente de f como sendo gradf = df ]. Como df = ∂jfdx
j , temos que

gradf = gij∂jf∂i.
Podemos também fazer estas operações para qualquer tensor. Por exemplo tomando um

tensor (3; 1), R, definimos R[ o tensor (4; 0) tal que R[(X,Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W [). O mesmo
também podemos fazer para mais entradas contravariantes, mas a notação [ não irá indicar a
entrada que estamos abaixando o ı́ndice. E do mesmo modo podemos definir o operador ] em
tensores com pelo menos uma entrada covariante.

Seja agora B um tensor (k + 1; 0), logo B[ é um tensor (k; 1) e definimos o traço de B
com relação à métrica g como sendo o traço de B[, ou seja, se Bi1...,ikik+1

e Bj
s1...sk forem as

componentes de B e B[ em coordenadas locais, então

(tr gB)s1...sk−1 = B
s1...i...sk−1

i = gijB
s1...i...j...sk−1

Do mesmo modo se T é um tensor (0; `+ 1), então B] é um tensor (1; `) e supondo ` = 1 e T é
simétrico, por simplicidade, temos

tr gT = T ii = gijTij

6.4 Conexões em Variedades pseudo-Riemannianas

Vamos agora introduzir uma conexão especial nas variedades pseudo-Riemannianas, de modo
que parte das propriedades geométricas possam ser traduzidas em termos da conexão e de
geodésicas. Lembrando que a conexão em Rn é dada por ∇XY = (XY i)∂i onde ∂i são os
vetores coordenados da aplicação identidade e Y = Y i∂i. Seja Rm,r = (Rm+n, g), com m ≥ 0,
n ≥ 0 e m,n não ambos nulos, munido com essa conexão. Então pondo Y = Y i∂i e Z = Zj∂j ,
temos

X 〈Y,Z〉 = X

(
m+r∑
i=1

εiY
iZi

)

=
m+r∑
i=1

εiX(Y iZi)

=
m+r∑
i=1

εi(X(Y i)Zi + Y iX(Zi))

= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 .

Esta é uma condição natural para se pedir em uma conexão de uma variedade pseudo-Riemanniana
(M, g) qualquer. Então diremos que uma conexão em uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g)
é compat́ıvel com a métrica g se

X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 .

O próximo lema vai apresentar equivalências que mostram porque é natural essa condição.

Lema 6.4.1. Seja ∇ uma conexão afim em uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g). Então
são equivalentes as afirmações:
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(a) ∇ é compat́ıvel com g.

(b) ∇g ≡ 0.

(c) Se V,W são campos de vetores so longo da curva γ, então

d

dt
〈V,W 〉 = 〈DtV,W 〉+ 〈V,DtW 〉 .

(d) Se V,W são campos paralelos ao longo da curva γ, então 〈V,W 〉 é constante.

(e) Se γ : I → M é uma curva, então o transporte paralelo Pt0,t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M é uma
isometria para quaisquer t0, t1 ∈ I.

Demonstração. As implicações (c)⇒(d)⇒(e) são diretas e (e)⇒(d) usa a unicidade de campos
paralelos com condição inicial. Temos que ∇g ≡ 0 se ∇Xg ≡ 0 para qualquer X ∈ X(M). Temos
que

(∇Xg)(Y,Z) = X 〈Y, Z〉 − 〈∇XY,Z〉 − 〈Y,∇XZ〉

Assim é fácil ver que (a)⇔(b).
Vamos mostrar (d)⇒(c). Tome t0 ∈ I, p = γ(t0) e (V1, . . . , Vn) base ortonormal de TpM .

Então existem únicos campos paralelos (Ei) ao longo de γ tais que cada Ei(t0) = Vi, e da
condição (d) temos que estes formam uma base ortonormal em cada ponto γ(t). Assim sejam
V = V iEi e W = W jEj , logo DtV = V̇ iEi e DtW = Ẇ jEj . Definindo εi = 〈Ei, Ei〉, então
g = εi(ϕ

i)2 e nessa forma podemos verificar

d

dt
〈V,W 〉 = 〈DtV,W 〉+ 〈V,DtW 〉 .

Para mostrar (c)⇒(a) tome X,Y, Z ∈ X(M) e p ∈ M . Existe uma curva γ tal que γ(0) = p e
γ̇(0) = Xp. Assim

X 〈Y,Z〉 |p=
d

dt
〈Y,Z〉γ(t) |t=0= 〈DtV,W 〉+ 〈V,DtW 〉 |t=0= 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 |p.

Vamos mostrar finalmente que (a)⇒(c). Suponha que V = V i∂i e W = W j∂j campos ao longo
de γ, então

d

dt
〈V,W 〉 = (V̇ iW j + V iẆ j)gij + V iW j d

dt
gij .

Além disso

d

dt
gij = γ̇(t) 〈∂i, ∂j〉 =

〈
∇γ̇(t)∂i, ∂j

〉
+
〈
∂i,∇γ̇(t)∂j

〉
= 〈Dt∂i, ∂j〉+ 〈∂i, Dt∂j〉 .

Logo

d

dt
〈V,W 〉 = V̇ iW jgij + V iW j 〈Dt∂i, ∂j〉+ V iẆ jgij + V iW j 〈∂i, Dt∂j〉

= 〈DtV,W 〉+ 〈V,DtW 〉 .

�

Um tensor importante para mostrar a unicidade da conexão das variedades pseudo-Riemannianas
é o tensor de torção. O tensor de torção é um tensor do tipo (2; 1), τ : X(M)× X(M)→ X(M)
dada por

τ(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] .
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Diremos que uma conexão é simétrica se τ ≡ 0.
Pedir que a conexão seja simétrica é uma condição natural, primeiramente porque permite

encontrar uma única conexão compat́ıvel com a métrica que é simétrica, como provaremos no
próximo teorema, outra propriedade desejada é que o Hessiano seja sempre um tensor simétrico
e por último vamos dar um exemplo de conexão não simétrica que é compat́ıvel com a métrica.

Exemplo 6.4.2. Considere a conexão ∇ em R3 = R3,0 com

Γ3
12 = Γ1

23 = Γ2
31 = 1 e Γ3

21 = Γ1
32 = Γ2

13 = −1

e os outro śımbolos de Christoffel nulos, com relação ao referencial (∂1, ∂2, ∂3) usual de R3.
Notamos que ∇ não é simétrica, pois Γ3

12 6= Γ3
21, por exemplo.

Podemos verificar que ∇ é compat́ıvel com o produto interno, pois nas coordenadas da
identidade temos ∇g = 0, e as geodésicas são retas. Além disso tomando γ : R → R3 dada
por γ(t) = (t, 0, 0), transportando os vetores ∂1 = (1, 0, 0), ∂2 = (0, 1, 0) e ∂3 = (0, 0, 1), com a
identificação TpR3 ≈ R3, transportando estes vetores paralelamente ao longo de γ a partir de t =
0 obtemos os campos E1(t) = (1, 0, 0), E2(t) = (0, cos(t),− sin(t)) e E3(t) = (0, sin(t), cos(t)).

Vamos expressar a simetria em termos das coordenadas locais. Pondo X = Xi∂i e Y = Y j∂j
então vamos calcular [X,Y ] em coordenadas locais:

[X,Y ] (f) = X(Y j∂j(f))− Y (Xi∂i(f)) = X(Y k)∂k(f)− Y (Xk)∂k(f)

+XiY j∂i∂j(f)−XiY j∂j∂i(f) = X(Y k)∂k(f)− Y (Xk)∂k(f)

Se uma conexão é simétrica, então teremos

∇∂i∂j = ∇∂j∂i ⇔ Γkij∂k = Γkji∂k ⇔ Γkij = Γkji, k = 1, . . . , n.

Por outro lado se tivermos Γkij = Γkji em coordenadas locais, então

∇XY −∇YX = (XY k − Y Xk + (Γkij − Γkji)X
iY j)∂k = (XY k − Y Xk)∂k = [X,Y ] .

Assim uma conexão é simétrica se em coordenadas locais temos Γkij = Γkji.

Portanto ∇ é simétrica se, e somente se, em coordenadas locais temosΓkij = Γkji.
Agora vamos realmente derivar a conexão das variedades pseudo-Riemannianas.

Teorema 6.4.3 (Lema Fundamental da Geometria pseudo-Riemanniana). Seja (M, g) uma
variedade pseudo-Riemanniana. Então existe única conexão compat́ıvel com a métrica que é
também simétrica.

Chamamos esta conexão de conexão de Levi-Civita ou conexão pseudo-Riemanniana da
métrica g.

Demonstração. Vamos mostrar que caso exista esta conexão, ela será única. Sejam X,Y, Z ∈
X(M), então da compatibilidade com a métrica temos

X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉
Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇YX〉
Z 〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉

Usando a simetria da conexão teremos

X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇ZX〉+ 〈Y, [X,Z]〉
Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇XY 〉+ 〈Z, [Y,X]〉
Z 〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇Y Z〉+ 〈X, [Z, Y ]〉
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Usando estas equações obtemos

X 〈Y,Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z 〈X,Y 〉 = 2 〈∇XY,Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈Z, [Y,X]〉 − 〈X, [Z, Y ]〉 .

A partir disso temos

〈∇XY,Z〉 =
1

2
(X 〈Y,Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z 〈X,Y 〉 − 〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [Y,X]〉+ 〈X, [Z, Y ]〉) .

Esta equação chamamos de fórmula de Koszul.
Suponha que ∇1 e ∇2 são conexões simétricas e compat́ıveis com a métrica, então satisfazem

a fórmula de Koszul, logo
〈
∇1
XY −∇2

XY,Z
〉

= 0 para qualquerX,Y, Z. FixandoX,Y e variando
Z, para cada V ∈ TpM existe Z ∈ X(M) tal que Zp = V , logo para cada ponto p ∈ M temos
que

〈
∇1
XY −∇2

XY |p, V
〉

= 0 para todo V ∈ TpM . Portanto pela não-degenerância da métrica
temos ∇1

XY = ∇2
XY em cada ponto p ∈M . Portanto ∇1 = ∇2.

Agora para mostrar a existência, podemos definir em cada sistema de coordenadas e pela
unicidade segue que as definições irão coincidir na intersecção.

Então dados (∂i) referenciais de um sistema de coordemadas locais, então temos que 〈∇∂i∂j , ∂`〉 =
Γmij gm`. Por outro lado, temos pela fórmula de Koszul que

Γmij gm` = 〈∇∂i∂j , ∂`〉 =
1

2
(∂igi` + ∂jgi` − ∂`gij) .

Logo temos que

Γkij =
gk`

2
(∂igi` + ∂jgi` − ∂`gij) ,

lembrando que (gij) denota a matriz inversa de (gij). Podemos ver que Γkij = Γkji e portanto ∇
é simétrica.

Vamos mostrar que ∇g ≡ 0, mais precisamente que gij; k = 0. De fato, temos

gij; k = ∂kgij − Γ`kig`j − Γ`kjg`i

Além disso, temos:

Γ`kig`j + Γ`kjg`i =
1

2
(∂kgij + ∂igkj − ∂jgki) +

1

2
(∂kgji + ∂jgki − ∂igkj) = ∂kgij .

Disso segue que ∇ é compat́ıvel com g. �

Observação 6.4.4. Durante a demonstração mostramos uma fórmula (fórmula de Kozsul) para
a calcular os śımbolos de Christoffel dada por

Γkij =
gk`

2
(∂igi` + ∂jgi` − ∂`gij) .

Tomando agora como padrão a conexão de Levi-Civita temos que as geodésicas γ tem seu
vetor velocidade γ̇ paralelo ao longo de si mesma, e portanto 〈γ̇, γ̇〉 é constante.

Uma das consequências da unicidade da conexão de Levi-Civita de uma variedade (M, g) é a
proposição a seguir. Antes disso vamos definir o pushforward de campos de vetores com relação
à um difeomorfismo ϕ : M → M̃ onde dado X campo de vetores em M temos o campo de
vetores ϕ∗X : M̃ → TM̃ onde ϕ∗Xp = dϕ(X)ϕ−1(p). Se V é um campo ao longo de uma curva
então ϕ∗V (t) = dϕ(V (t)) e se V ∈ TpM então ϕ∗V = dϕ(V ).

Proposição 6.4.5 (Naturalidade das isometrias). Seja ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) uma isometria.
Então:

(a) ϕ∗(∇XY ) = ∇̃ϕ∗Xϕ∗Y onde ∇ e ∇̃ são as conexões de Levi-Civita de (M, g) e (M̃, g̃),
respectivamente.

65



(b) ϕ∗(DtV ) = D̃tϕ∗V onde Dt e D̃t são as derivadas covariantes de γ e ϕ◦γ, respectivamente.

(c) Se γ é geodésica de ponto p e velocidade V em t0, então ϕ ◦ γ é geodésica de ponto ϕ(p)
e velocidade ϕ∗V . Além disse se V é campo paralelo ao longo de γ, então ϕ∗V é campo
paralelo ao longo de ϕ ◦ γ.

(d) O seguinte diagrama comuta:

TpM Tϕ(p)M̃

M M̃

ϕ∗

expp
expϕ(p)

ϕ

Demonstração. O item (d) é consequência direta de (c) e (c) é consequência direta de (b) e (b)
segue de (a) e da unicidade da derivada covariante ao longo de curvas. Vamos mostrar o item (a).
Defina o pullback da conexão ∇̃ pondo ϕ∗∇̃ uma conexão dada por (ϕ∗∇̃)XY = ϕ−1

∗ (∇̃ϕ∗Xϕ∗Y ).
Além disso ϕ∗∇ é simétrica e compat́ıvel com g. De fato,

(ϕ∗∇̃)XY − (ϕ∗∇̃)YX = ϕ−1
∗ (∇̃ϕ∗Xϕ∗Y − ∇̃ϕ∗Y ϕ∗X) = ϕ−1

∗ ([ϕ∗X,ϕ∗Y ]) = [X,Y ] .

Isto vale, pois dada f ∈ C∞(M̃) temos:

[ϕ∗X,ϕ∗Y ] (f) = ϕ∗Xϕ∗Y (f)− ϕ∗Y ϕ∗X(f)

= ϕ∗X(Y (f ◦ ϕ) ◦ ϕ−1)− ϕ∗Y (X(f ◦ ϕ) ◦ ϕ−1)

= X(Y (f ◦ ϕ)) ◦ ϕ−1 −X(Y (f ◦ ϕ)) ◦ ϕ−1

= [X,Y ] (f ◦ ϕ) ◦ ϕ−1 = ϕ∗ [X,Y ] (f).

Seja γ(−ε, ε)→M tal que γ(0) = p e γ̇(0) = Xp. Então por um lado:

(ϕ∗X) 〈ϕ∗Y, ϕ∗Z〉|ϕ(p) =
d

dt
〈ϕ∗Y, ϕ∗Z〉ϕ(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
〈Y,Z〉γ(t)

∣∣∣∣
t=0

= X 〈Y,Z〉|p

Por outro lado, temos

(ϕ∗X) 〈ϕ∗Y, ϕ∗Z〉|ϕ(p) =
〈
∇̃ϕ∗Xϕ∗Y, ϕ∗Z

〉
+
〈
ϕ∗Y, ∇̃ϕ∗Xϕ∗Z

〉∣∣∣
ϕ(p)

=
〈
ϕ−1
∗ (∇̃ϕ∗Xϕ∗Y ), Z

〉
+
〈
Y, ϕ−1

∗ (∇̃ϕ∗Xϕ∗Z)
〉∣∣∣
p

=
〈

(ϕ∗∇̃)XY,Z
〉

+
〈
Y, (ϕ∗∇̃)XZ

〉∣∣∣
p
.

Portanto pela unicidade da conexão de Levi-Civita segue que ϕ∗∇̃ = ∇. �

Agora vamos apresentar um sistema de coordenadas especial, chamado de sistema de coor-
denadas normais.

Proposição 6.4.6 (Existência de vizinhanças normais). Dado p ∈ M , existem vizinhanças
V ⊂ TpM que contém 0 e U ⊂M que contém p tal que expp : V → U define um difeomorfismo.
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Demonstração. Vamos mostrar que dado p ∈ M a aplicação (expp)∗ : T0(TpM) → TpM é um
isomorfismo. Como TpM é espaço vetorial vamos utilizar a identificação natural T0(TpM) ≈
TpM . Tome V ∈ TpM , então tomando α(t) = tV curva em TpM , temos α(0) = 0 e α̇(0) = V ,
então:

(expp)∗V =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

γV (t) = V.

�

Como vimos na demonstração d(expp)p é a aplicação identidade em TpM , sob a identificação
T0(TpM) com TpM .

Uma vizinhança U tal que U = expp(V) e expp é difeomorfismo de um aberto estrelado V
em U é chamada de vizinhança normal.

Se (M, g) é uma variedade pseudo-Riemanniana e g tem ı́ndice r, tomando uma base or-
tonormal (Ei) em TpM , teremos uma aplicação T : Rn−r,r → TpM que leva a base padrão de
Rn−r,r em (Ei) e portanto uma isometria. Tomando uma vizinhança normal U teremos que
x = T−1 ◦ (expp)

−1 : U → Rn define uma carta local de M . Esta carta é chamada de sistema
de coordenadas normais centrado em p. Este sistema de coordenadas tem várias propriedades
interessantes que serão o objeto de estudo da próxima proposição.

Proposição 6.4.7 (Propriedades das coordenadas normais). Seja (U , x) um sistema coordena-
das normais centrado em p e r o ı́ndice de g. Então:

(a) x(p) = (0, . . . , 0).

(b) Dado V = V i∂i ∈ TpM , então a geodésica γV se escreve, com relação aos vetores da forma

x ◦ γV (t) = (tV 1, . . . , tV n)

desde que γV (t) ∈ U .

(c) As componentes da métrica são gij = εiδij em p, com εi = 1 para 1 ≤ i ≤ n− r e εi = −1
para n− r + 1 ≤ i ≤ n.

(d) Temos que ∂mgij = 0 e Γkij = 0 em p.

Demonstração. Vamos mostrar (a). Tomando 0 ∈ TpM , temos que γ0(t) = p para todo t ∈ R.
Logo x(p) = x(expp(0)) = T−1(0) = (0, . . . , 0).

Para mostrar (b) note que γV (t) = expp(tV ), logo (expp)
−1 ◦ γV (t) = tV = tV i∂i. Como

dxp = (dT0)−1◦d(expp)
−1
p utilizando a identificação T0Rn ≈ Rn e T0(TpM) ≈ TpM identificamos

dT0 = T , logo como d(expp)p é a identidade em TpM segue que dxp = T−1. Logo T−1(∂i|p) =
dxp(∂i|p) = ei onde (ei) é a base canônica de Rn−r,r e disso x ◦ γV (t) = tV iei. Ainda dessa
observação e de que T é isometria de Rn−r,r em TpM segue gij = g(∂i, ∂j)p = 〈ei, ej〉 = εiδij e
portanto mostramos (c).

De (b) pondo γV = γ temos que γ̇(t) = V i∂i em um sistema de coordenadas normais tal
que V = V i∂i|p, logo Dtγ̇(t) = V jDt∂j = V j γ̇i(t)Γkij(γ(t))∂k = V iV jΓkij(γ(t))∂k e como γ é

geodésica segue que V iV jΓkij(γ(t)) = 0 para todo k e calculando t = 0 temos V iV jΓkij(p) = 0.

Em particular escolhendo V = ∂i|p+∂j |p temos V i = V j = 1 e o restante das componentes são
nulas. Logo Γkij + Γkji = 2Γkij = 0 em p. Além disso ∂mgij = Γ`kig`j + Γ`kjg`i = 0 em p. �

Observação 6.4.8. Em coordenadas normais temos que gij |q= εiδij + O(|x(q)− x(q)|2), ou
seja, a métrica g difere da métrica em Rn−r,r por termos de ordem 2.
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6.5 Curvatura

Como vimos, um critério necessário, e também suficiente, para existir uma isometria de um
aberto de uma variedade M com um aberto de Rn,r é existir um sistema de coordenadas com
vetores coordenados ortogonais.

Uma forma de encontrar estes campos é construindo um referencial ortonormal paralelo e
assim concluir que existe um sistema de coordenada cujos vetores coordenados é este referencial.
Além disso em um aberto isométrico à Rn,r podemos construir sempre um referencial paralelo,
utilizando que podemos fazer esta construção em Rn,r e transportar com a isometria.

Uma condição necessária e suficiente para existência de tal referencial pode ser expressa
em termos da comutatividade das derivadas de segunda ordem da conexão. Mais precisamente
podemos definir R : X(M) × X(M) × X(M) → X(M) com R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −
∇[X,Y ]Z. A aplicação R assim definida é um tensor, chamado de tensor de curvatura. De fato,
sejam X,Y, Z ∈ X(M) e f ∈ C∞(M), então

R(X,Y )fZ = ∇X∇Y fZ −∇Y∇XfZ −∇[X,Y ]fZ

= ∇X(f∇Y Z + Y (f)Z)−∇Y (f∇XZ +X(f)Z)− (f∇[X,Y ]Z + [X,Y ] (f)Z)

= (f∇X∇Y Z +X(f)∇Y Z + Y (f)∇XZ +XY (f)Z)− (f∇Y∇XZ
+ Y (f)∇XZ +X(f)∇Y Z + Y X(f)Z)− (f∇[X,Y ]Z + [X,Y ] (f)Z)

= fR(X,Y )Z.

De modo análogo mostramos a linearidade de R sobre C∞(M) nas entradas restantes. Em
coordenadas podemos expressar R = Rijk

`dxi ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂`. Vamos chamar de tensor
de Riemann o tensor dado por Rm(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z,W 〉. Em coordenadas temos
Rm = Rijk`dx

i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dx` onde Rijk` = g`mRijk
m

Uma propriedade interessante de R e Rm é o fato de que estes tensores são invariantes locais,
ou seja, invariantes por isometria local, como iremos mostrar no teorema a seguir.

Teorema 6.5.1. Se ϕ : (M, g)→ (M̃, g̃) é isometria local, ou seja, em cada ponto ϕ∗ é isometria
e ao redor da cada ponto existe uma vizinhança deste ponto que onde ϕ define um difeomorfismo,
então

ϕ∗R̃m = Rm e R̃(ϕ∗X,ϕ∗Y )ϕ∗Z = ϕ∗(R(X,Y )Z).

Demonstração. Considere U ⊂ M e Ũ ⊂ M̃ abertos tais que ϕ define um difeomorfismo de U
em Ũ e portanto uma isometria. Sejam X,Y, Z ∈ X(U) pela naturalidade das isometrias das
variedades U e Ũ segue que

ϕ∗(R(X,Y )Z) = ϕ∗(∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)

= ∇̃ϕ∗Xϕ∗∇Y Z − ∇̃ϕ∗Y ϕ∗∇XZ − ∇̃ϕ∗[X,Y ]ϕ∗Z

= ∇̃ϕ∗X∇̃ϕ∗Y ϕ∗Z − ∇̃ϕ∗Y ∇̃ϕ∗Xϕ∗Z − ∇̃[ϕ∗X,ϕ∗Y ]ϕ∗Z

= R̃(ϕ∗X,ϕ∗Y )ϕ∗Z.

De modo geral, comoR é um tensor, então dadosX,Y, Z ∈ X(M), R̃(ϕ∗X,ϕ∗Y )ϕ∗Z e ϕ∗(R(X,Y )Z)
só dependerão do valor de X,Y, Z no ponto e em particular de uma vizinhança de cada ponto.
Como mostramos que os dois tensores coincidem numa vizinhança de cada ponto, teremos então
que coincidirão em todos os pontos. Além disso da definição de pullback e de R̃(ϕ∗X,ϕ∗Y )ϕ∗Z =

ϕ∗(R(X,Y )Z) segue que ϕ∗R̃m = Rm. �

Em Rn,r temos que no sistema de coordenadas padrão∇Y Z = Y Zk∂k e∇X∇Y Z = XY Zk∂k,
logo R(X,Y )Z = (XY Zk − Y XZk − [X,Y ]Zk)∂k ≡ 0. Então qualquer variedade localmente
isométrica a Rn,r tem R ≡ 0. Na verdade esta condição é também suficiente para a existência
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de uma isometria entre um aberto de M e um aberto de Rn,r, como mostra o teorema a seguir.
Antes disso, diremos que uma variedade M é plana se dado p ∈M existe uma vizinhança V de
p isométrica a um aberto de Rm−r,r, onde m é a dimensão de M e r o ı́ndice da métrica em M .

Teorema 6.5.2. Uma variedade M é plana se, e somente se, R ≡ 0.

Demonstração. Seja dimM = m e r o ı́ndice da métrica, e coloque n = m − r. Suponha que
R ≡ 0. Vamos mostrar que existe uma referencial ortonormal paralelo. De fato, seja p ∈ M ,
(Ei|p) uma base ortonormal em TpM e x : U → V ⊂ Rn,r um sistema de coordenadas tal que
∂i|p= Ei|p (um sistema de coordenadas normais com esta base, por exemplo). Podemos supor
que V = Cε = {x|

∣∣xi∣∣ < ε} para algum ε > 0 e x(p) = 0.
Considere γ1 : (−ε, ε) → M com γ1(t) = x−1(t, 0, . . . , 0), ou seja, o eixo x1 e considere o

transporte paralelo de (Ei|p) ao longo dessa curva. De modo análogo, para cada
∣∣x1
∣∣ < ε consi-

dere o transporte paralelo ao longo do eixo x2 com condição inicial dada pelos vetores resultantes
(Ei) resultantes do transporte anterior na coordenada x1. Do mesmo modo transportamos pa-
ralelamente os vetores resultantes ao longo dos eixos x3, . . . , xm teremos uma coleção de campos
(Ei) em U . Além disso pela dependência suave das condições iniciais teremos que estes campos
serão suaves.

Como o transporte paralelo preserva o produto interno, podemos concluir que (Ei) é um
referencial ortonormal. Vamos agora mostrar que estes formam campos paralelos.

De fato, fixe j. Vamos mostrar por indução que em cada Mk = {q ∈ M |x` = 0, m ≥ ` ≥
k + 1} temos que ∇∂1Ej = . . . = ∇∂kEj = 0.

Para k = 1 temos que ∇∂1Ej é a derivada covariante de DtEj ao longo de x1 e portanto é
nulo.

Se a afirmação vale para k, então em Mk+1 por construção ∇∂k+1
Ej = 0 e para i ≤ k,

∇∂iEj = 0 em Mk. Basta mostrar que ∇∂k+1
(∇∂iEj) = 0, pois se isso for verdade, considerando

γp que passa por um ponto p ∈ Mk e percorre ao longo de xk+1, teremos que a derivada
covariante de ∇∂iEj , como campo tangente à γp, ao longo de γp é ∇∂k+1

(∇∂iEj) |γ(t)= 0 e
portanto ∇∂iEj = 0 ao longo de cada uma dessa famı́lia de curvas γp, percorrendo p ∈ Mk.
Utilizando a carta x, dado q ∈ Mk+1, podemos encontrar p ∈ Mk e |t| < ε tais que q = γp(t) e
portanto ∇∂iEj = 0 em q.

Com efeito, temos que a derivada covariante Dt de Ej com relação à curva γ, uma parame-
trização do eixo xk+1, é um múltiplo não nulo de ∇∂k+1

Ej , mas como DtEj = por construção,
segue que ∇∂k+1

Ej = 0 ao longo de cada curva iniciando em Mk ao longo do eixo xk+1 e as-
sim podemos mostrar que ∇∂k+1

Ej = 0 em Mk+1. Como R ≡ 0 e [∂i, ∂k+1] ≡ 0 segue que
∇∂k+1

(∇∂iEj) = ∇∂i
(
∇∂k+1

Ej
)

= 0, como queŕıamos mostrar.
Então a afirmação mostrada por indução vale em particular para k = m, ou seja, ∇∂iEj = 0

para todo 1 ≤ i ≤ m e da linearidade sobre C∞(M) na primeira entrada de ∇ segue que Ej é
paralelo, para cada j.

Assim, sendo Ei paralelo, teremos que [Ei, Ej ] = ∇EiEj − ∇EjEi ≡ 0. Então (Ei) é um
referencial onde os campos comutam.

O teorema de Frobenius diz que podemos construir o seguinte sistemas coordenadas: “Dado
um referencial (Ei) onde os campos comutam em uma vizinhança de p, então existe um sistema
de coordenadas y em uma vizinhança, possivelmente menor, de p tal que ∂yi = Ei”[1].

Então existe um sistema de coordenadas tendo o referencial ortonormal (Ei) como vetores
coordenados e disso será uma isometria de uma vizinhança de p em um aberto de Rn,r. �

Os tensores curvatura e o tensor de Riemann tem várias simetrias que serão apresentadas a
seguir.

Proposição 6.5.3. Os tensores de Riemann e de curvatura tem as seguintes simetrias:

(a) R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z.
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(b) Rm(X,Y, Z,W ) = −Rm(X,Y,W,Z).

(c) R(X,Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y,Z)X = 0. (Primeira identidade de Bianchi)

(d) Rm(X,Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y ).

Em componentes teremos:

(a) Rijk
` = −Rjik`.

(b) Rijk` = −Rij`k.

(c) Rijk
` +Rkij

` +Rjki
`.

(d) Rijk` = Rk`ij .

Demonstração.
(a) Decorre facilmente da definição. Para mostrar (b), pela linearidade, basta mostrar que

Rm(X,Y, Z, Z) ≡ 0. De fato,

XY |Z|2 = 2X 〈∇Y Z,Z〉 = 2(〈∇X∇Y Z,Z〉+ 〈∇Y Z,∇XZ〉)
Y X |Z|2 = 2(〈∇Y∇XZ,Z〉+ 〈∇XZ,∇Y Z〉)

[X,Y ] |Z|2 = 2
〈
∇[X,Y ]Z,Z

〉
.

Logo 0 = (XY − Y X − [X,Y ]) |Z|2 = 〈R(X,Y )Z,Z〉 = Rm(X,Y, Z, Z).
Vamos mostrar (c):

R(X,Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y,Z)X = ∇X (∇Y Z −∇ZY )︸ ︷︷ ︸
=[Y,Z]

−∇[Y,Z]X

+∇Y (∇ZX −∇XZ)︸ ︷︷ ︸
=[Z,X]

−∇[Z,X]Y

+∇Z (∇XY −∇YX)︸ ︷︷ ︸
[X,Y ]

−∇[X,Y ]Z

= [X, [Y,Z]] + [Y, [Z, Y ]] + [Z, [X,Y ]]

= 0.

Utilizando a primeira identidade de Bianchi, em termos do tensor Rm, teremos:

Rm(W,X, Y, Z) +Rm(Y,W,X,Z) +Rm(X,Y,W,Z) = 0

Rm(X,Y, Z,W ) +Rm(Z,X, Y,W ) +Rm(Y,Z,X,W ) = 0

Rm(Y,Z,W,X) +Rm(W,Y,Z,X) +Rm(Z,W, Y,X) = 0

Rm(Z,W,X, Y ) +Rm(X,Z,W, Y ) +Rm(W,X,Z, Y ) = 0.

Somando as equações e aplicando (b) na primeira e terceira parcelas de cada equação teremos que
estas parcelas irão se cancelar, restando a soma da segunda parcela de cada equação. Aplicando
(a) e (b) teremos 2(Rm(Y,W,X,Z)−Rm(X,Z,W, Y )) = 0 que é equivalente a (d). �

Agora vamos apresentar outra identidade, chamada de segunda identidade de Bianchi.

Proposição 6.5.4. A derivada covariante de Rm satisfaz a seguinte propriedade:

∇WRm(X,Y, Z, V ) +∇ZRm(X,Y, V,W ) +∇VRm(X,Y,W,Z) = 0.

Em componentes:
Rijk`;m +Rij`m;k +Rijmk;` = 0.
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Demonstração. A identidade é equivalente à identidade:

(∇WRm)(Z, V,X, Y ) + (∇ZRm)(V,W,X, Y ) + (∇VRm)(W,Z,X, Y ) = 0.

Da multilinearidade das derivadas de tensores, basta tomar X,Y, Z, V,W como sendo campos de
um referencial. Para cada ponto p escolha um sistema de coordenadas normais e X,Y, Z, V,W
campos coordenados com relação à esse sistema, então teremos que Γkij(p) = 0 logo ∇∂i∂j = 0
e [∂i, ∂j ] ≡ 0 logo o colchete ou derivada covariante em cada par de campos, entre os campos
X,Y, Z, V,W , é nulo.

Assim usando estes fatos e a compatibilidade com a métrica, obtemos:

(∇WRm)(Z, V,X, Y ) = W 〈R(Z, V )X,Y 〉 = 〈∇W∇Z∇VX −∇W∇V∇ZX,Y 〉

Então teremos:

(∇WRm)(Z, V,X, Y ) + (∇ZRm)(V,W,X, Y ) + (∇VRm)(W,Z,X, Y )

= 〈∇W∇Z∇VX −∇W∇V∇ZX +∇Z∇V∇WX −∇Z∇W∇VX
+ ∇V∇W∇ZX −∇V∇Z∇WX,Y 〉
= 〈R(W,Z)∇VX +R(Z, V )∇WX +R(V,W )∇ZX,Y 〉 = 0

pois ∇VX = ∇WX = ∇ZX = 0 em p. �

Agora vamos introduzir novos tensores que expressam a curvatura de maneira mais simples
que o tensor curvatura ou o tensor de Riemann. Um desses é o tensor de Ricci, que iremos
denotar por Rc que é o tensor dado pelo traço de R com relação ao primeiro e último ı́ndices,
isto é:

Rij = Rkij
k = gkmRkijm.

Note que Rij = Rji devido as simetrias do tensor Rm.
De modo análogo definimos a curvatura escalar S, dada por:

S
.
= tr gRc = Rii = gijRij .

Seja X ∈ X(M) o divergente deste campo será div X
.
= tr ∇X = dxi(∇∂iX) = ∂iX

i + ΓiijX
j .

Se T ∈ T2M e T é simétrico, então o divergente de T é a 1-forma, div T
.
= tr g∇T , com

relação a primeira (ou segunda, devido à simetria) e a última entrada. Em coordenadas teremos
(div T )i = Tik;

k = gkmTik;m. Se T ∈ T 2M e T é simétrico, definimos o divergente de T como
div T = tr ∇T , ou em coordenadas (div T )i = T ik ;k.

Lema 6.5.5. A conexão satisfaz a seguinte identidade:

div Rc =
1

2
∇S,

ou em coordenadas locais

(div Rc)i =
1

2
S;i.

Demonstração. Pela segunda identidade de Bianchi temos:

Rijk`;m +Rij`m;k +Rijmk;` = 0⇒ Rijk`;m −Rijm`;k +Rijmk;` = 0.

Logo, contraindo os ı́ndices i e `, temos

gi`(Rijk`;m −Rijm`;k +Rijmk;`) = 0⇒ Rjk;m −Rjm;k +Rijmk;
i = 0

Agora contraindo os ı́ndices j e k segue que:

S;m −Rjm;
j −Rijmj ;

i = 0⇒ S;m −Rjm;
j −Rjimj ;

i = S;m −Rjm;
j −Rim;

i = 0

Como Rim;
i = (div Rc)m, temos o resultado. �
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Diremos que uma métrica Semi-Riemanniana será uma métrica de Einstein se existir λ :
M → R tal que Rc = λg. Neste caso, supondo que a dimensão da variedade é n, tomando
o traço com relação a g em ambos os lados teremos S = λn, pois tr gg = gijg

ij = n. Logo
λ = S/n. Ou seja, Rc = Sg/n.

Proposição 6.5.6. Se g é uma métrica de Einstein de uma variedade conexa de dimensão n ≥ 3,
então sua curvatura escalar é constante.

Demonstração. Teremos que

Rc =
S

n
g

Tomando ∇ em ambos os lados teremos

∇Rc =
1

n
(∇Sg + S∇g) =

1

n
∇Sg,

pois ∇ é compat́ıvel com g. Tomando o traço de ∇Rc, teremos

1

2
S;i =

1

n
gk`S;kgi` =

1

n
S;i.

Como n > 2 temos que S;i = 0. Logo X(S) = 0 para todo X ∈ X(M). Portanto S é
constante. �

Como iremos ver adiante a curvatura de Ricci e a curvatura escalar serão a parte das equações
de campo de Einstein.

6.6 Curvatura de Subvariedades

Vamos considerar (M, g)
i
↪→ (M̃, g̃) uma subvariedade mergulhada, pois os cálculos de curva-

tura são locais e localmente uma imersão é um mergulho, então podemos supor isso sem perda
de generalidade. Supondo M um mergulho temos que dado um ponto p ∈ M , existe um sis-
tema de coordenadas (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) definida em uma vizinhança Ũ ⊂ M̃ de p tal
que xn+1 = . . . = xm = 0 para cada q ∈ U = Ũ ∩M . Utilizando partições da unidade e estes
sistemas de coordenadas podemos extender funções e campos de vetores em M para M̃ .

Além disso dado q ∈M , temos que TqM pode ser identificado com subespaço de TqM̃ gerado
por (∂1, . . . ∂n), devido ao fato que x = (x1, . . . , xn) é uma carta de M e tem vetores (∂̄1, . . . , ∂̄n)
e considerando γ : I → M dada por γ(t) = x−1(x(p) + tei) é tal que γ(0) = p e γ̇(0) = ∂̄i|p,
f ∈ C∞(M), então

di(∂̄i|p)(f) =
d

dt
(f ◦ i ◦ γ)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(f ◦ i ◦ x−1)(x(p) + tei)

∣∣∣∣
t=0

.

Considerando x̃ = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm), então x̃ ◦ i ◦ x−1 é a aplicação (x1, . . . , xn) 7→
(x1, . . . , xn, 0, . . . , 0), logo (i ◦ x−1)(x(p) + tei) = x̃−1(x̃(p) + tei), e assim di(∂̄i|p)(f) = ∂i(f).

Uma consequência disso é que dados campos X,Y ∈ X(M̃) tangentes a M em pontos de M ,

teremos que X =

n∑
i=1

Xi∂i e Y =

n∑
i=1

Y i∂i em pontos de M , logo

[X,Y ] =
n∑
k=1

(X(Y k)− Y (Xk))∂k

que é um campo tangente a M em pontos de M .
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Teremos que

TM̃ |M=
∐
p∈M

TpM̃

é um fibrado vetorial sobreM , tomando vetores coordenados (∂1, . . . , ∂m) em Ũ ⊂ M̃ , pondo U =
Ũ ∩M teremos a trivialização local ϕ : π−1(U)→ U ×Rm dado por ϕ(V i∂i|p) = (p, V 1 . . . , V m).

Dado um campo de vetores em M̃ , sua restrição a TM̃ |M será diferenciável. Reciprocamente,

dada um campo suave em TM̃ |M podemos utilizar as coordenadas (xi) onde xi = 0 em M para
i ≥ n+ 1.

Dado p ∈M temos que TpM̃ = TpM ⊕NpM onde NpM = (TpM)⊥, pois g̃ é não degenerado
em TpM se, e somente se, TpM ∩ NpM = 0 e como isso ocorre temos que dimTpM ⊕ NpM =
dimTpM + dimNpM = m. Definimos

NM =
∐
p∈M

NpM.

Além disso, utilizando os sistemas de coordenadas (xi) onde xi = 0 em M para i ≥ n + 1

podemos construir um referencial ortonormal em Ũ , (E1, . . . , En, En+1, . . . , Em) de M̃ , tal que
em uma vizinhança de U = Ũ ∩M , (E1, . . . , En) é um referencial ortonormal de M . Podemos
também definir com os campos diferenciáveis (En+1, . . . , Em) uma trivialização local e com isso
uma estrutura de fibrado vetorial sobre M .

Denotaremos o conjunto de seções de TM̃ |M e NM por X(M̃ |M ) e N (M), respectivamente.
Dados X,Y, Z ∈ X(M) vamos identificar estes com suas extensões. Definindo ∇XY =

π(∇̃XY ), onde π : TM̃ |M→ TM é definido pela projeção ortogonal de V ∈ TpM̃ sobre TpM ,

vamos mostrar que esta é a conexão de Levi-Civita de M . De fato, ∇̃XY |p, com p ∈ M ,
independe da extensão, pois este depende somente de Y ao longo de uma curva com vetor
tangente em p como sendo Xp, e como Xp é tangente a TpM podemos tomar uma curva ao
longo de M , e isto em qualquer extensão de Y . Além disso:

X 〈Y, Z〉 =
〈
∇̃XY,Z

〉
+
〈
Y, ∇̃XZ

〉
= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 ,

pois como Y, Z são tangentes à M ao longo de M . Se X,Y ∈ X(M), então suas extensões são
tangentes a M ao longo de M , logo [X,Y ] é tangente a M ao longo de M , como observamos
anteriormente. Assim ∇̃XY − ∇̃YX = [X,Y ] e aplicando π teremos ∇XY −∇YX = π [X,Y ] =
[X,Y ] devido a observação anterior. Portanto ∇ é a conexão de Levi-Civita de M .

Definindo II : X(M) × X(M) → N (M) dado por II (X,Y ) = (∇̃XY )⊥ ainda identificando

X,Y ∈ X(M) com alguma extensão em M̃ , como visto anteriormente, teremos que II (X,Y ) in-
depende das extensões escolhidas e portanto é bem definido. Além disso II (X,Y ) = (∇̃XY )⊥ =
(∇̃YX)⊥ + [X,Y ]⊥ = (∇̃YX)⊥ = II (Y,X), pois [X,Y ] é tangente a M ao longo de M . Além
disso, II (X,Y ) é linear sobre C∞(M) em X, logo pela simetria de II segue que o mesmo ocorre
em Y . A aplicação II é chamada de segunda forma fundamental e assim podemos enunciar o
lema.

Lema 6.6.1. A segunda forma fundamental é:

(a) Bilinear sobre C∞(M).

(b) Simétrica.

Juntando algumas informações expostas anteriormente teremos o seguinte resultado.

Teorema 6.6.2 (Fórmula de Gauss). Dados X,Y ∈ X(M) e extensões arbitrárias em M̃ , então
ao longo de M teremos:

∇̃XY = ∇XY + II (X,Y ).
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Como consequência também teremos.

Corolário 6.6.3 (Fórmula de Gauss para curvas). Seja γ uma curva na subvariedade M de M̃ .
Se V é um campo ao longo de γ tangente a M então:

D̃tV = DtV + II (γ̇, V ).

Aplicando o corolário em γ̇ teremos:

D̃tγ̇ = Dtγ̇ + II (γ̇, γ̇).

Em particular, se γ é geodésica de M então:

D̃tγ̇ = II (γ̇, γ̇).

Vamos agora mostrar a relação entre a geometria intŕınseca e a geometria extŕınseca de M ,
dadas em termos dos tensores de curvatura de M e M̃ com conexão dada pela segunda forma
fundamental.

Lema 6.6.4 (Equação de Weingarten). Sejam X,Y ∈ X(M) e N ∈ N (M). Sejam X,Y,N

extendidos de maneira arbitrária a M̃ , então, em pontos de M , teremos:〈
∇̃XN,Y

〉
= −〈N, II (X,Y )〉 .

Demonstração. Como 〈N,Y 〉 = 0 em M e X é tangente a M ao longo de M , segue que:

0 = X 〈N,Y 〉 =
〈
∇̃XN,Y

〉
+ 〈N, II (X,Y )〉 ,

pois N é ortogonal a ∇XY em pontos de M . �

Teorema 6.6.5 (Equação de Gauss). Sejam X,Y, Z,W ∈ X(M) extendidos arbitrariamente em

M̃ , então vale a equação:

R̃m(X,Y, Z,W ) = Rm(X,Y, Z,W )− 〈II (X,W ), II (Y,Z)〉+ 〈II (X,Z), II (Y,W )〉 .

Demonstração. Ao longo de M , pela fórmula de Gauss, segue que:

R̃m(X,Y, Z,W ) =
〈
∇̃X∇̃Y Z − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z,W

〉
=
〈
∇̃X∇Y Z + ∇̃XII (Y, Z)− ∇̃Y∇XZ + ∇̃Y II (X,Z)

−∇[X,Y ]Z − II ([X,Y ] , Z),W
〉
.

Como II toma valores em NM e W é tangente a M o último termo é nulo. Aplicando a equação
de Weingarten, tomando II (Y, Z) e II (X,Z) no lugar de N , teremos:

R̃m(X,Y, Z,W ) =
〈
∇̃X∇Y Z,W

〉
− 〈II (Y, Z), II (X,W )〉 −

〈
∇̃Y∇XZ,W

〉
+ 〈II (X,Z), II (Y,W )〉 −

〈
∇[X,Y ]Z,W

〉
.

Novamente, como W é tangente a M so longo de M , decompondo os termos que envolvem ∇̃ em
parte tangente e ortogonal, então a parte ortogonal se anulará. Assim reordenando os termos
teremos:

R̃m(X,Y, Z,W ) =
〈
∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,W

〉
− 〈II (X,W ), II (Y, Z)〉

+ 〈II (X,Z), II (Y,W )〉 ,

e disso segue o teorema. �
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Agora temos as ferramentas necessárias para justificar as curvaturas média e gaussiana de
subvariedades de R2,1.

Vamos começar pela curvatura média. Seja M ⊂ R2,1 uma superf́ıcie mergulhada orientável,
então esta deverá ser tipo-tempo ou tipo-espaço, com aplicação normal de Gauss N . Defina
〈N,N〉 = ε, ∇̃ a conexão em R2,1, ∇ a conexão em M . Como M tem codimensão 1, podemos
escrever II (X,Y ) = h(X,Y )N e isto vale se, e somente se, h(X,Y ) = ε 〈II (X,Y ), N〉.

Além disso, pela fórmula de Weingarten, usando que N é normal a M e que dados campos de
vetores Z,W em R2,1, temos ∇̃ZW = dW (Z), sob a identificação TpR2,1 ≈ R2,1, considerando
extensões de X,Y,N , segue que:

h(X,Y ) = ε 〈II (X,Y ), N〉 = ε
〈
∇̃XY,N

〉
= ε

〈
−∇̃XN,Y

〉
= ε 〈−dN(X), Y 〉 .

Escolhendo um referencial ortonormal (E1, E2) de M , onde o segundo vetor é tipo-tempo se M
é tipo-tempo, temos g11 = 1 e g22 = −ε:

tr gh = gijhij = h11 − εh22.

Pondo {
−dN(E1) = a11E1 + a21E2

−dN(E2) = a12E1 + a22E2

teremos que a11 = εh11, a21 = −h12, a12 = εh21 e a22 = −h22. Então

εdet(−dN) = ε(a11a22 − a2
12) = −(h11h22 − h2

12),

e
ε

2
tr (−dN) =

ε

2
(a11 + a22) =

1

2
(h11 − εh22) =

1

2
tr gh.

Esta definição coincide com a definição de R3, pois em R3 a curvatura média é justamente
(tr gh)/2 onde h é definida por II (X,Y ) = h(X,Y )N .

Agora vamos mostrar a consistência da curvatura de Gauss. Note que em R3 teremos que
K = det(−dN) = det(hij). Outra observação é que como R̃m ≡ 0, teremos que a equação de
Gauss em subvariedades semi-Riemannianas de codimensão 1 dos espaços Rm,n pode ser escrita
da seguinte maneira:

Rm(X,Y, Z,W ) = 〈II (X,W ), II (Y,Z)〉 − 〈II (X,Z), II (Y,W )〉
= ε(h(X,W )h(Y,Z)− h(X,Z)h(Y,W )),

onde 〈N,N〉 = ε.

Teorema 6.6.6 (Theorema Egregium de Gauss). Seja M superf́ıcie orientável mergulhada em
R3 e g a métrica induzida. Dado p ∈ M e (X,Y ) uma base de TpM , a curvatura de Gauss de
M em p é dada por:

K =
Rm(X,Y, Y,X)

〈X,X〉 〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2
.

Em particular K é um invariante de (M, g) por isometrias (locais).

Demonstração. Considere inicialmente (E1, E2) base ortonormal de TpM . Pelo teorema da
equação de Gauss em R3 teremos:

Rm(E1, E2, E2, E1) = h11h22 − h12h21 = det(hij) = K.
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Tomando uma base qualquer (X,Y ) de TpM , utilizando o processo de Gram-Schimidt teremos
a base ortonormal:

E1 =
X

|X|

E2 =
Y − 〈X,Y 〉|X|2 X∣∣∣Y − 〈X,Y 〉|X|2 X

∣∣∣
Pelo caso especial temos:

K = Rm(E1, E2, E2, E1)

=
Rm(X,Y − 〈X,Y 〉|X|2 X,Y −

〈X,Y 〉
|X|2 X,X)

|X|2
∣∣∣Y − 〈X,Y 〉|X|2 X

∣∣∣2
=

Rm(X,Y, Y,X)

|X|2
(
|Y |2 − 2 〈X,Y 〉

2

|X|2 + 〈X,Y 〉2

|X|2

)
=

Rm(X,Y, Y,X)

|X|2 |Y |2 − 〈X,Y 〉2

=
Rm(X,Y, Y,X)

〈X,X〉 〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2
.

A terceira linha segue do fato que Rm(X,X, ·, ·) = Rm(·, ·, X,X) = 0. �

Este teorema mostra como a curvatura de Gauss, apesar da definição a prinćıpio extŕınseca,
pode ser expressa em termos de quantidades que dependem somente da métrica.

Motivados pelo Theorema Egregium definimos curvatura gaussiana de variedades de di-
mensão 2 abstratas, dada pela fórmula

K =
Rm(X,Y, Y,X)

〈X,X〉 〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2
.

A partir disso teremos a seguinte proposição, que valerá para qualquer variedade de dimensão
2.

Então em superf́ıcies de R2,1 segue que

K =
Rm(X,Y, Y,X)

〈X,X〉 〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2
= ε

h(X,X)h(Y, Y )− h(X,Y )2

〈X,X〉 〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2

Tomando (X,Y ) = (E1, E2) uma base ortonormal de M teremos:

K = ε
h11h22 − h2

12

−ε
= −(h11h22 − h2

12) = εdet(−dN),

como já calculamos.

Proposição 6.6.7. Seja M uma variedade semi-Riemanniana de dimensão 2, então podemos
relacionar a curvatura de Gauss K com os tensores de curvatura da seguinte maneira:

Rm(X,Y, Z,W ) = K(〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉 〈Y,W 〉)
R(X,Y )Z = K(〈Y,Z〉X − 〈X,Z〉Y )

Rc(X,Y ) = K 〈X,Y 〉
S = 2K.

Assim K determina completamente os tensores de curvatura.
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Demonstração. Basta provar a primeira equação, pois a segunda segue da não degenerância da
métrica e as restantes da definição. Da definição de curvatura de Gauss temos:

Rm(X,Y, Y,X) = K(〈X,X〉 〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2)

Seja (E1, E2) base ortonormal de TpM , T (X,Y, Z,W ) = K(〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉 〈Y,W 〉) =
Tijk`ϕ

i ⊗ ϕj ⊗ ϕk ⊗ ϕ`, então Rijk` = Tijk` = 0 se i = j ou k = `. Da definição segue que
R1221 = T1221 = K e das simetrias de Rm segue que:

R1221 = R2112 = −R2121 = −R1212 = K.

Logo determinamos que Tijk` = Rijk` para todo i, j, k, ` = 1, 2, como queŕıamos demonstrar. �

Definimos agora a curvatura seccional de uma variedade M com relação à um subespaço de
dimensão 2 não degenerado Π ⊂ TpM para um ponto p ∈M dado. Seja (X,Y ) uma base de Π,
então a curvatura seccional com relação ao plano Π, denotada por K(Π)

K(Π)
.
=

Rm(X,Y, Y,X)

〈X,X〉 〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2
.

Podemos também denotar por K(X,Y ), para (X,Y ) base de algum plano.
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Caṕıtulo 7

Transição entre a Relatividade
Especial e Geral

Até agora a relatividade especial não está considerando a gravidade como uma força posśıvel.
Aqui vamos introduzir a gravidade e as suas consequências com alguns experimentos.

7.1 Desvio gravitacional

Vamos agora explicar o fenômeno do desvio gravitacional, também chamado de gravitational
redshift, considerando o seguinte experimento para ilustrar o fenômeno:

(i) Considere um objeto de massa m em uma torre de altura h que será solto do topo da torre.

(ii) Quando solto o objeto terá energia da massa e cinética, que pode ser aproximada por
mc2 + 1

2mv
2 = mc2 +mgh.

(iii) Suponha que é posśıvel transformar toda a energia em um único fóton de energia E =
mc2 + 1

2mv
2 (esta transformação não irá violar as leis de conservação, visto que a terra

pode absorver o momento relativ́ıstico do objeto e não sua energia).

(iv) Com a chegada deste fóton no topo da torre suponha novamente que toda a energia
relativ́ıstica do fóton E′ é transformada novamente em matéria de massa m′, que terá
energia E′ +m′gh.

Assim devemos ter E′ = m′c2 e portanto a massa do novo objeto deverá ser m′ = m, senão
teŕıamos um ganho de energia contrário à conservação da energia. Assim o fóton perde energia
ao ir na direção contrária ao campo gravitacional e a perda de energia pelo fóton pode ser medida
pelo desvio de frequência.

Então como a energia de um fóton é hf onde f é a frequência do fóton e h é a constante de
Planck, teremos que

f ′

f
=
E′

E
=

mc2

mc2 +mgh
=

1

1 + gh
c2

< 1⇒ f ′ < f.

Apesar de apenas ilustrativo há experimentos como por exemplo o experimentos de Pound
e Rebka (1960) e o experimento de Pound e Snider (1965), que basicamente medem a diferença
de frequência da emissão embaixo da torre e a frequência no topo da torre. Isso irá respeitar
a conservação do quadrimomento, mais precisamente a conservação de massa-energia, porém
iremos perder, em parte, a relatividade especial ao introduzir a gravidade.
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7.2 Não existência de referenciais inerciais na Terra

Outra consequência da introdução da gravidade é que não existirá referencial inercial em
repouso na Terra, que pode ser demonstrado juntamente com a observação do experimento de
Pound-Rebka-Snider. Considere dois pares de eventos: a emissão de dois feixes de luz no pé da
torre, com um intervalo de tempo entre as emissões, e a recepção dos mesmo no topo da torre.

Seja X(u) = (x(u), y(u), z(u), ct(u)) a trajetória de um fóton.
Se a Terra fosse um referencial inercial, teŕıamos que x′(u)2 + y′(u)2 + z′(u)2 = c2t′(u)2, logo

∆t =
1

c

∫ u1

u0

√
x′(u)2 + y′(u)2 + z′(u)2du.

Portanto o intervalo de tempo entre dois pontos da trajetória da luz só depende do caminho
percorrido por este no espaço.

Considerando a emissão e recepção de dois feixes de luz para fora da Terra, t
(i)
E o instante

da emissão do feixe i e t
(i)
R o instante da recepção do feixe i. Temos que

t
(1)
R − t

(1)
E = t

(2)
R − t

(2)
E ,

logo

∆tR
.
= t

(2)
R − t

(1)
R = t

(2)
E − t

(1)
E

.
= ∆tE .

Porém as diferenças de frequência implicam que o tempo passa mais devagar para pontos
mais próximos da Terra, logo ∆tE < ∆tR (como será explicado mais detalhadamente quando
for explicado os efeitos da gravidade sobre o tempo), contradizendo a suposição que o referencial
é inercial.

7.3 Prinćıpio da Equivalência

Agora que foi levantado o problema da impossibilidade de existência de referenciais inerciais
em repouso na Terra, vamos resolver este problema parcialmente dando um referencial em que
localmente podemos utilizar a relatividade especial para resolver os problemas f́ısicos.

Vamos considerar um referencial em queda livre sob o campo gravitacional. Ao menos nos
limites Newtonianos da gravidade teremos que todas as part́ıculas livres irão acelerar na mesma
proporção, o que nos dá ao menos um referencial interessante de trabalhar. Neste referencial
também não há o desvio gravitacional da luz, que pode ser um ind́ıcio de que podemos recuperar
a relatividade especial nesse referencial.

Um exemplo para deixar mais claro o que foi dito é o seguinte: Suponha que um foguete sem a
ação da gravidade acelera bruscamente. Um astronauta que está com os pés no chão irá perceber
a aceleração, porém um objeto flutuando dentro do foguete não irá “perceber”esta aceleração
até encostar no chão ou alguma parede do foguete. Diferentemente se o foguete estivesse em
queda livre, gravidade age em todos os objetos dentro do foguete da mesma maneira.

Vamos adotar o prinćıpio da equivalência, mais precisamente o que chamaremos de prinćıpio
da equivalência de Einstein, que iremos expor posteriormente. Este prinćıpio implica a seguinte
afirmação: “As leis que descrevem a f́ısica (equações diferenciais) em um referencial em queda
livre tem a mesma forma local que um referencial inercial na relatividade especial”.

Esta solução é parcial porque como o campo gravitacional segundo a lei da gravitação uni-
versal não é uniforme globalmente teremos problemas ao construir um referencial inercial global
sob a ação da gravidade, ou seja, só podemos considerar um referencial em queda livre para
descrever fenômenos nas proximidades da origem do referencial, onde próximo depende do quão
não uniforme é o campo gravitacional, ou seja, quanto as linhas de campo variam conforme as
distâncias que são consideradas no experimento.

Vamos agora enunciar precisamente o Prinćıpio da Equivalência de Einstein:
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(i) Prinćıpio da Equivalência Fraco: Se um corpo eletricamente neutro é colocado em um
ponto do espaço-tempo com uma velocidade inicial dada, então sua trajetória será inde-
pendente de sua estrutura interna ou composição.

Por corpo se quer dizer um objeto com energia gravitacional despreźıvel, tamanho pequeno
de modo que não detecta a não uniformidade do campo gravitacional e sem forças agindo
sobre o mesmo.

(ii) Invariância Posicional Local: O resultado de um experimento local em um laboratório em
queda livre é independente da posição do mesmo no espaço-tempo.

(iii) Invariância de Lorentz Local: O resultado de um experimento local em um laboratório em
queda livre é independente da velocidade do mesmo no espaço-tempo.

Por experimento local entende-se um experimento isolado de forças e campos externos ao
laboratório e com efeitos de gravitação do próprio experimento negligenciáveis.

Assim inspirados na métrica de Minkowski e geometria Riemanniana, podemos deduzir as
bases geométricas da Relatividade Geral com os prinćıpios da Teoria Métrica da Gravidade
a seguir:

(i) O espaço-tempo é uma variedade de dimensão 4 que possui uma métrica g. Além disso

se p é a origem de um referencial em queda livre temos gij = ηij +O

(∑
i

∣∣xi − xi(p)∣∣2),

neste referencial, ou em outras palavras, gij(p) = ηij e ∂kgij(p) = 0 para cada i, j, k.

(ii) As trajetórias de part́ıculas livres são geodésicas com respeito a essa métrica.

(iii) Em um referencial em queda livre as leis da f́ısicas locais (no sentido do prinćıpio da
equivalência) que não envolvem gravitação são as mesmas que as da relatividade especial.

O item (iii) é facilmente justificável, visto que o resultado de experimentos locais em qualquer
referencial em queda livre é o mesmo e os referenciais inerciais na relatividade especial são em
particular referenciais em queda livre sem a ação da gravidade.

A prinćıpio podeŕıamos pensar que o referencial em queda livre poderia ser subtituido por
um sistema de coordenadas normais. Porém a diferença está no fato que este referencial tem
algumas das propriedades do sistema de coordenadas normais e as leis da relatividade especial
podem ser recuperados, isso nos dá mais informação f́ısica que somente o sistema de coordenadas
normais.

7.3.1 F́ısica em espaço-tempo curvo

Vamos tentar agora entender uma solução espećıfica da relatividade geral a fim de nos fa-
miliarizarmos com o pensamento da f́ısica a partir das métricas do espaço-tempo. Como ainda
não estudamos como encontrar estas soluções, vamos somente interpretá-las.

Considere a solução fraca de campos gravitacionais (mais explicitamente, a energia potencial
gravitacional é muito menor que a energia de repouso, ou seja, |mϕ| � mc2) com a métrica
g = (1− 2ϕ/c2)(dx2 + dy2 + dz2)− (1 + 2ϕ/c2)c2dt2, onde ϕ = −GM/r. Como as soluções são
fracas, vamos considerar |ϕ| � c2 e além disso vamos considerar baixas velocidades, ‖v‖ � c.

Como visto anteriormente, se X é a posição no espaço-tempo de uma part́ıcula em queda
livre, então temos que D

dτ Ẋ = 0, a equação geodésica, onde Ẋ = d
dτX e as derivadas de maior

ordem são em relação a τ , exceto em menção contrária. Em coordenadas temos:

ẍk + Γkij ẋ
iẋj = 0
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Vamos considerar primeiro k = 4, então como estamos considerando ‖v‖ � c, segue que utili-
zando ‖v‖ = 0 e multiplicando a equação geodésica por m2 teremos:

ẍ4 + Γ4
44ẋ

4ẋ4 = 0⇒ mṗ4 + Γ4
44(p4)2 = 0

onde p4 é a quarta componente do quadrimomento P = mẊ. Como gij é diagonal neste sistema
de coordenadas, segue que gij também será diagonal, logo gij = δij/gij (aqui não se denota
soma). Logo

Γ4
44 =

1

2
g4i(∂4g4i + ∂4g4i − ∂ig44) =

1

2

1

−c2(1 + 2ϕ/c2)
∂4(−c2(1 + 2ϕ/c2)) =

∂tϕ

c2(1 + 2ϕ/c2)

Então utilizando E = γ(v)mc2 ≈ mc2, pois ‖v‖ � c e |ϕ| � c2, teremos a seguinte aproximação:

m
d

dτ
p4 = −Γ4

44(p4)2 = − ∂tϕ

c2(1 + 2ϕ/c2)
m2c4γ(v)2 ≈ −∂tϕm2c2

Como p4 é a energia neste referencial, segue que a energia é conservada se ϕ não depende do
tempo.

De modo análogo podemos concluir para as outras componentes que:

mṗk + Γk44(p4)2 = 0.

Porém temos que para k 6= 4, gkj = δkj/(1− 2ϕ/c2), logo g4k ≡ 0 e portanto

Γk44 =
1

2

δkj

1− 2ϕ/c2
(2∂4g4j − ∂jg44) =

δkj∂jϕ

c2(1− 2ϕ/c2)
≈ δkj∂jϕ

c2
.

Logo

m
d

dτ
pk = −Γk44(p4)2 = −δkj∂jϕm2 ⇒ d

dτ
pk = −mδkj∂jϕ

Este seria o correspondente para a Lei da Gravitação Universal:

d

dt
p = −m grad ϕ.

Neste novo sentido temos uma teoria sem referenciais preferidos, pois podemos utilizar os
śımbolos de Christoffel para a partir de quantidades que variam conforme o sistema de coorde-
nadas, como dX/dt, para quantidades invariantes por mudança de coordenada, como dX/dτ .

Outra diferença é que aqui não definimos energia potencial gravitacional, pois supondo uma
part́ıcula somente sob a ação da gravidade, pelo prinćıpio da equivalência se colocarmos um
referencial em queda livre com mesma velocidade da part́ıcula, teremos que o referencial irá
acompanhar a part́ıcula, logo as medidas locais neste referenciais são as mesmas que da relati-
vidade restrita, logo a energia da part́ıcula provém somente de sua massa, portanto não há um
aumento de energia devido à alguma força.

Outro modo de ver isso é que as part́ıculas livres tem suas trajetórias ao longo de geodésicas,
que são as curvas de aceleração nula. Podemos fazer uma generalização da primeira lei de
Newton, tanto na relatividade especial, quanto na relatividade geral. Assim a gravidade não
pode ser uma força, pois caso contrário geraria uma aceleração e portanto as trajetórias não
seriam geodésicas.

7.4 Tensor de Energia-Momento

Vamos nos encaminhar para justificar as equações de campo de Einstein. Para isso vamos
intoduzir uma forma do tensor de energia-momento, que sob outras configurações, como a ação
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exclusiva de campos eletromagnéticos, tem outra forma da que será introduzida, porém ainda
será uma densidade de energia/momento.

Por ora vamos considerar uma distribuição cont́ınua de matéria no espaço de Minkowski e
considerar também um fluido perfeito, isto é, que pode ser caracterizado por sua densidade ρ,
pressão p e quadrivelocidade U .

Aqui vamos definir um tensor que nos dá a massa, que na relatividade especial não se
distingue da energia, então ao invés de considerarmos somente a massa, vamos considerar toda
manifestação de energia como fonte de gravidade. Como o momento relativ́ıstico, a massa e a
energia estão relacionadas entre si, assim podemos considerar essas três quantidades como fontes
de gravidade. Colocamos todas essas informações no tensor de energia-momento T dado por:

T ij
.
= (ρ+ p/c2)uiuj + pηij

e T = T ijei⊗ej , onde (ei)
4
i=1 é a base canônica do espaço de Minkowski, η é a métrica do espaço

de Minkowski e ui é a componente i do quadrimomento U do fluido. Podemos notar que T é
simétrico. Além disso temos:

T ijuj = T ijukηkj =
(
ρ+

p

c2

)
ui ujukηkj︸ ︷︷ ︸

=U ·U=−c2

+puk ηijηkj︸ ︷︷ ︸
=δik

= −c2
(
ρ+

p

c2

)
ui + puk = −ρc2ui

Portanto −T ijuj/c2 é a densidade da componente i do quadrimomento.
Outra interpretação para o tensor de energia-momento é que a componente T ij é o fluxo

da i-ésima componente do quadrimomento ao longo de uma superf́ıcie suficientemente pequena
contida na hiperf́ıcie que xj é uma coordenada constante. O prinćıpio da conservação do qua-
drimomento implicará que div T = 0, ou equivalentemente, T ij ;i = ∂iT

ij = 0 para cada j. Além
disso temos que T ij ;i = 0 independente da configuração de energia e momento no espaço-tempo
e chamamos esta propriedade de conservação local da energia-momento. No caso de um fluido
perfeito temos as seguintes equações:

∂iT
ij = ∂i(ρu

i)uj + ρui∂iu
j +

( p
c2

)
∂iu

iuj +
( p
c2

)
ui∂iu

j

+

(
1

c2

)
∂ipu

iuj + ∂ipη
ij = 0

Note que uiui = −c2 e derivando esta relação temos:

∂ku
iui + ui∂kui = 0.

Porém trocando os ı́ndices, teremos

ui∂kui = ui∂ku
jηij = uj∂ku

iηji = uj∂ku
iηij = ∂ku

iui.

Portanto teremos que 2∂ku
iui = 0. Assim teremos que:

∂iT
ijuj = ∂i(ρu

i)ujuj︸︷︷︸
=−c2

+ρui ∂iu
juj︸ ︷︷ ︸

=0

+
( p
c2

)
∂iu

i ujuj︸︷︷︸
=−c2

+
( p
c2

)
ui ∂iu

juj︸ ︷︷ ︸
=0

+

(
1

c2

)
∂ipu

i ujuj︸︷︷︸
=−c2

+∂ip η
ijuj︸ ︷︷ ︸
=ui

= −c2
(
∂i(ρu

i) +
( p
c2

)
∂iu

i
)

Portanto segue a equação da continuidade relativ́ıstica:

∂i(ρu
i) +

( p
c2

)
∂iu

i = 0. (7.1)
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Então a partir dessa equação podemos concluir a equação do momento de fluido relativ́ıstico:

∂iT
ij =

(
ρ+

p

c2

)
∂iu

jui +

(
uiuj

c2
+ ηij

)
∂ip = 0. (7.2)

Para justificar que vale T ij;i = 0 vamos mostrar que estes sistemas de equações são generalizações
das equações de continuidade e das equações de momento do fluido.

Para fluidos no limite não-relativ́ıstico teremos
∣∣vi∣∣ /c � 1 para i = 1, 2, 3 e p/c2 � 1, logo

teremos a aproximação vi = ui para i = 1, 2, 3. Portanto a equação (7.1) se reduz à

∂i(ρv
i) = 0⇔ ∂1(ρv1) + ∂2(ρv2) + ∂3(ρv3) + ∂4(ρc) = 0.

Como x4 = ct teremos que:

∂1(ρv1) + ∂2(ρv2) + ∂3(ρv3) + ∂tρ = 0.

Esta é a equação da continuidade

∇ · (ρv) +
∂ρ

∂t
= 0.

Do mesmo modo aproximando
∣∣vi∣∣ /c por 0 temos que:

(
uiuj

c2
+ ηij

)
i,j

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


Assim a equação (7.2) se reduz à:

ρvi∂iv
j +

(
vivj

c2
+ ηij

)
∂ip = 0.

Em notação vetorial este sistema de equações será equivalente à:

ρ

(
∂

∂t
+ v · ∇

)
v +∇p = 0.

Esta é a equação de momento para um fluido somente com a força superficial da pressão, onde(
∂
∂t + v · ∇

)
é o operador derivada material com relação ao campo de velocidades v. Portanto

as equações (7.1) e (7.2) constituem generalizações das fórmulas já conhecidas da mecânica dos
fluidos.

Uma generalização do tensor de energia-momento para fluido perfeitos será:

T ij
.
= (ρ+ p/c2)uiuj + pgij .

Também valerá o divergente nulo T ij ;i = 0 independente da configuração de energia e momento
do espaço-tempo considerado, como iremos provar como teorema.

Teorema 7.4.1. Seja T o tensor de energia-momento em espaço tempo qualquer. Então div T =
T ij ;i = 0.

Demonstração. Pelo prinćıpio da equivalência escolhendo um referencial em queda livre em um
evento p no espaço-tempo teremos a conservação local de energia e momento, logo ∂iT

ij(p) = 0 na
origem p deste referencial. Temos que Γkij(p) = 0, pois ∂kgij(p) = 0, logo temos que T ij ;i(p) = 0
utilizando as regras da conexão de tensores. Como conseguimos por um referencial em queda
livre em cada ponto do espaço-tempo, podemos fazer estas considerações para cada ponto p no
espaço-tempo e portanto T ij ;i = 0 em cada ponto. �
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Caṕıtulo 8

Relatividade Geral

8.1 Equações de Campo de Einstein

Para determinar a métrica do espaço-tempo vamos desenvolver as equações de Einstein da
Relatividade Geral. Estas equações formam basicamente uma generalização da Lei de Gauss da
Gravitação, que é equivalente à Lei da Gravitação Universal de Newton assumindo a simetria
esférica do campo gravitacional gerado por uma massa pontual. A Lei de Gauss da Gravitação
é a seguinte:

∆ϕ = 4πGρ,

onde, ϕ é a energia potencial gravitacional, ∆ é o operador laplaciano, G é constante gravitaci-
onal e ρ é a distribuição de massa.

Como a gravidade e energia gravitacional neste novo cenário está acoplada com a métrica g
do espaço-tempo, devemos identificar a energia potencial gravitacional com a métrica. Temos
que do lado direito da lei de Gauss está a densidade ρ = T 44/c2 em coordenadas cartesianas
do espaço de Minkowski. Porém se realizarmos alguma mudança de referencial, utilizando as
mudanças de coordenadas do tensor T , teremos eventualmente outra forma para a equação, mas
queremos uma teoria invariante por sistemas de coordenadas, o que nos leva a considerar todo o
tensor de energia-momento T como fonte de gravitação e portanto a massa, energia e momento
como fonte de gravidade.

Então a Lei de Gauss da gravitação pode ser da forma

O(g) = kT,

onde O é um operador diferencial e sendo ∆ um operador de ordem 2, é natural que O também
o seja.

Temos que Oij = kT ij deve ser combinação de derivadas de gk`. Einstein acreditou que pondo
Oij = Rij seria a equação certa, porém em geral Rij ;i 6= 0, portanto violaria a conservação local
de energia e momento.

Porém pondo Oij = Rij+µSgij+Λgij é um operador de ordem 2 sobre a métrica (utilizando
os śımbolos de Christoffel) e devemos ter:

Oij ;i = Rij ;i + µ(Sgij);i + Λgij ;i = 0

Porém gijgjk = δik, logo derivando e usando a compatibilidade da conexão com métrica teremos
gij ;`gjk + gijgjk;` = gij ;`gjk = 0⇒ gij ;` = 0. Portanto Oij ;i = 0 se reduz a

Rij ;i + µS;ig
ij = 0.

Multiplicando pela matriz (gij) teremos

Rij ;igjk + µS;ig
ijgjk = Rik;i + µS;k = (div Rc);k + µS;k = 0.
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Pela relação

div Rc =
1

2
∇S,

para que sempre valha Oij ;i = 0 devemos pedir µ = −1/2. Portanto temos:

Oij = Rij − 1

2
gij + Λgij .

Vamos chamar G de tensor de Einstein e as componentes Gij
.
= Rij − 1

2g
ij , ou com os ı́ndices

abaixados temos Gij = Rij − 1
2gij .

Assim temos a seguinte equação:

Gij + Λgij = kT ij ou Gij + Λgij = Tij .

Então utilizamos os seguintes pontos na dedução das equações de Einstein: (i) generalizar a lei
de Gauss da gravitação, (ii) introduzir uma equação independente de coordenadas (iii) a massa,
a energia e o momento são fontes de gravidade e (iv) garantir a conservação local de energia-
momento com respeito a métrica. As equações de Einstein não são as únicas que que satisfazem
estas condições, porém é uma das equações que generaliza a relatividade especial e a gravidade
já estudadas, e também algumas implicações e prinćıpios dessa teoria são experimentalmente
comprovados. Além disso, as alternativas da teoria que estamos estudando são em geral mais
complicadas, o que leva aos f́ısicos preferirem a teoria de Einstein.

Um ponto importante das equações de Einstein é que a gravidade cria curvatura. Mais preci-
samente, se há massa-energia e momento, então haverá gravidade e por consequência curvatura,
segundo as equações de Einstein. Por outro lado, se o espaço-tempo for R4, então na presença
de curvatura as geodésicas não serão todas retas e por consequência part́ıculas livres não per-
correm um movimento retiĺıneo uniforme, o que ocorreria no espaço de Minkowski, portanto há
a presença de gravidade em sentido mais dinâmico.

Tomando o traço com respeito à métrica nas equações de Einstein, teremos que:

S − 1

2
S · 4 + Λ = kT,

onde T = T ii . Logo
S = Λ− kT.

Portanto Rij = k(T ij − Tgij/2)− Λgij .
A constante Λ é chamada de constante cosmológica e inicialmente não fazia parte da equação,

porém foi introduzida posteriormente. Mas após várias observações Einstein rejeitou o termo.
As observações astronômicas recentes sugerem que Λ é pequeno, mas não nulo. Vamos considerar
que Λ = 0 para fins de simplificação das equações, pois na escala de uma galáxia esta constante
pode ser desprezada.

8.2 Equações de Einstein para campos gravitacionais fracos

Vamos considerar as equações de Einstein no espaço-tempo “quase”plano. Mais precisamente
vamos considerar uma variedade que possui uma métrica que satisfaz:

gij = ηij + hij

onde |hij | � 1.
Vamos agora considerar:

d2xk

dt2
= −δkj∂jϕ,
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onde k 6= 4 e ϕ é uma solução de:

∂1∂1ϕ+ ∂2∂2ϕ+ ∂3∂3ϕ = 4πGρ.

Usando a equação das geodésicas, segue que

d2xk

dτ2
= −Γkij

dxi

dτ

dxj

dτ
.

Como as velocidades são não relativ́ısticas, podemos considerar somente quando i = j = 4, logo:

d2xk

dτ2
= −Γk44c

2 = −1

2
ηk` (∂4h4` + ∂4h4` − ∂`h44)

Como estamos considerando η = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 − (dx4)2 (normalizada), temos que
ct = x4, logo ∂4hrs = ∂thrs/c que é negligenciável em comparação a ∂ihrs, com i 6= 4, para
baixas velocidades.

Logo para k 6= 4, temos:
d2xk

dτ2
=

1

2
ηk`∂`h44c

2

Portanto, como as velocidades são não relativ́ısticas, podemos considerar d2xk/dτ2 = d2xk/dt2,
logo

1

2
∂`h44c

2 = −∂`ϕ.

Vamos agora calcular o tensor curvatura em termos dos śımbolos de Christoffel:

Rijk` =
〈
∇∂i∇∂j∂k −∇∂j∇∂i∂k, ∂`

〉
=
〈
∇∂i(Γ

m
jk∂m)−∇∂j (Γ

m
ik∂m), ∂`

〉
=
〈
∂iΓ

m
jk∂m + ΓmjkΓ

s
im∂s − ∂jΓmik∂m − ΓmikΓ

s
jm∂s, ∂`

〉
=
〈
(∂iΓ

s
jk + ΓmjkΓ

s
im − ∂jΓsik∂m − ΓmikΓ

s
jm)∂s, ∂`

〉
= (∂iΓ

s
jk + ΓmjkΓ

s
im − ∂jΓsik − ΓmikΓ

s
jm)gs`

Logo:
Rijk

` = ∂iΓ
`
jk + ΓmjkΓ

`
im − ∂jΓ`ik − ΓmikΓ

`
jm.

Portanto:
Rij = Rrij

r = ∂rΓ
r
ij + ΓmijΓ

r
rm − ∂iΓrrj − ΓmrjΓ

r
im

Como |hij | � 1 podemos aproximar gij por ηij . Logo:

Γ`ij =
1

2
ηk` (∂ihj` + ∂jhi` − ∂`hij)⇒ ∂sΓ

k
ij =

1

2
ηk` (∂s∂ihj` + ∂s∂jhi` − ∂s∂`hij)

Como estamos supondo que ∂4hij é despreźıvel em comparação com outras derivadas de hij
teremos que a única parcela considerável de R44 é ∂iΓ

i
44 (com i 6= 4). Além disso do mesmo

modo podemos considerar ∂iΓ
i
44 = ηi` (−∂i∂`h44) /2 ≈ (∂1∂1ϕ+ ∂2∂2ϕ+ ∂3∂3ϕ) /c2 = 4πGρ/c2

Neste caso temos que a densidade de momento é despreźıvel em comparação com ρc4, logo
(Tij) = diag(0, 0, 0, T44) = diag(0, 0, 0, ρc2). Então T = ηijTij = −ρc2.

Portanto

R44 = k

(
T44 −

1

2
Tg44

)
⇒ 4πGρ

c2
=

1

2
kρc2

Pondo k = 8πG/c4 teremos que vale a equação.
Assim determinamos a constante k e as equações de campo de Einstein recuperam a lei da

gravitação universal, como esperado.
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8.3 Soluções Esféricas para Objetos Massivos

8.3.1 Considerações iniciais

Vamos agora encontrar soluções para objetos massivos. Para isso vamos considerar R4 com
o espaço descrito em coordenadas polares, (x, y, z, t) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ, t), e
encontrar uma métrica correspondente para as suposições. Vamos pedir inicialmente as seguintes
condições:

(i) Devido à lei da gravitação universal e pelas observações feitas antes da relatividade, é
natural pedirmos que o espaço-tempo seja esfericamente simétrico e invariante por
reflexão espacial.

(ii) Além disso vamos pedir que este seja estacionário, ou seja, ∂tgij = 0, e que seja invariante
por reflexão temporal, isto é, a aplicação t 7→ −t.

Com essas suposições a métrica será diagonal. De fato, se utilizarmos a aplicação (r, θ, ϕ, t) 7→
(r, θ, ϕ,−t) escrevendo a métrica nessas coordenadas teremos que a métrica será invariante, ou
seja, se g′ij é a métrica neste novo sistema de coordenadas, segue que g′ij = gij . Além disso,
usando a mudança de coordenadas e supondo k 6= 4 temos:

g′k4 =
∂xi

∂x′k
∂xj

∂x′4
gij = −gk4.

Como g′k4 = gk4 segue que gk4 = 0 para k 6= 4.
De modo análogo, tomando (r, θ, ϕ, t) 7→ (r,−θ, ϕ, t) e (r, θ, ϕ, t) 7→ (r, θ,−ϕ, t) podemos

concluir que gk2 = 0 para k 6= 2 e gk3 = 0 para k 6= 3, respectivamente.
Além disso, destas suposições podemos concluir que a métrica irá depender somente de

r. Pela simetria esférica temos também que para t e r constantes, a métrica se reduzirá à
C(r)(dθ2 + sin2 θdϕ2). Assim podemos escrever a métrica da seguinte maneira:

g = B(r)dr2 + C(r)(dθ2 + sin2 θdϕ2)−A(r)dt2.

Vamos também assumir que para t e r constantes a geometria é de um esfera de raio r.
Logo C(r) = r2. É comum também fazer a seguinte mudança de variável: A(r) = exp(2Φ(r)) e
B(r) = exp(2Λ(r)). Portanto a métrica será escrita da seguinte maneira:

g = e2Λdr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− e2Φdt2.

Agora vamos encontrar as componentes do tensor de Einstein e as componentes do tensor
de energia-momento para resolver as equações de Einstein.

8.3.2 Equações de Einstein para fluidos perfeitos estáticos

Tensor de Einstein

Calculando o Tensor de Einstein obteremos:

G11 = − 1

r2
e2Λ(1− e−2Λ) +

2

r
Φ′,

G22 = r2e−2Λ

[
Φ′′ + (Φ′)2 +

Φ′

r
− Φ′Λ′ − Λ′

r

]
,

G33 = sin2 θG22,

G44 =
1

r2
e2Φ d

dr
(r(1− e−2Λ),

e as componentes restantes são todas nulas.
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Tensor de Energia-Momento

Como estamos supondo as estrelas estáticas com o fluido em repouso e com distribuição de
massa e pressão que depende somente da distância ao centro da estrela. Logo a única componente
não nula do quadrimomento U será u4. Portanto utilizando a normalização:

g(U,U) = uiuj = uiujgij = (u4)2(−e2Φ) = −c2 ⇒ u4 = c · e−Φ.

Logo u4 = −c · eΦ. O tensor de Energia-Momento deste fluido pode ser escrito da seguinte
maneira:

Tij =
(
ρ+

p

c2

)
uiuj + pgij .

Portanto utilizando as informações teremos que:

T11 = pe2Λ,

T22 = pr2,

T33 = sin2 θT22,

T44 = ρc2e2Φ,

e as entradas restantes nulas. Do mesmo modo:

T 11 = pe−2Λ,

T 22 = pr−2,

T 33 = sin−2 θT 22,

T 44 = ρc2e−2Φ,

e as entradas restantes nulas.

Equações de Einstein

Vamos fazer a seguinte substituição:

m(r)
.
=

c2

2G
r(1− e−2Λ),

onde G é a constante gravitacional. Logo:

g11 = e2Λ =

(
1− 2Gm(r)

c2r

)−1

Na componente (4,4) da equação de Einstein teremos:

1

r2
e2Φ d

dr

(
2Gm

c2

)
(r) =

8πG

c4
ρc2e2Φ

Portanto
dm

dr
(r) = 4πr2ρ⇔ m(r) = m0 +

∫ r

0+
4πR2ρ(R)dR,

onde 0+ denota que a integral é imprópria em 0. Dentro da distribuição de fluido a distribuição
de massa-energia não é bem definida, logo m(r) não é necessariamente a massa-energia em um
esfera de raio r. Porém fora da estrela esta quantidade é bem definida, logo para r maior que o
raio da estrela temos que m(r) é constante e definimos m(r)

.
= M é a massa-energia da estrela.

Por outro lado teremos também da componente (1, 1) da equação de Einstein que:

dΦ

dr
(r) =

G

c4r
·

4πpr3 + c2m(r)

r −
2Gm(r)

c2

.
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Utilizando a conservação local de energia-momento, teremos:

0 = T i1;i = ∂iT
i1 + T ijΓ1

ij + T j1Γiji

Utilizando que T ij é diagonal, segue que:

0 = ∂1T
11 + T 11Γ1

11 + T 22Γ1
22 + T 33Γ1

33 + T 44Γ1
44 + T 11Γi1i

Calculando os śımbolos de Christoffel temos:

Γ1
11 = Λ′, Γ1

22 = −
r

e2Λ
, Γ1

33 = −
r sin2 θ

e2Λ
,

Γ1
44 =

Φ′e2Φ

e2Λ
, Γ2

12 =
1

r
, Γ2

33 = − sin θ cos θ,

Γ3
13 =

1

r
, Γ3

23 = cot θ, Γ4
14 = Φ′.

Utilizando T i1;i = 0, temos (
1− 2Gm

c2r

)
[p′ + (p+ ρc2)Φ′] = 0

Portanto:

(p+ ρc2)
dΦ

dr
= −dp

dr

Assim teremos que

dp

dr
= −(p+ ρc2)

dΦ

dr
= −(p+ ρc2)

G

c4r
·

4πpr3 + c2m(r)

r −
2Gm(r)

c2

.

Esta equação chamamos de equação de Tolman–Oppenheimer–Volkov (T–O–V) para fluidos em
equiĺıbrio hidrostático em estrelas.

8.3.3 Estrutura das Estrelas

Interior das estrelas

No interior das estrelas temos ρ 6= 0 e p 6= 0, logo sabendo ρ teremos a seguinte sistema de
equações diferenciais:

dp

dr
= −(p+ ρc2)

G

c4r
·

4πpr3 + c2m(r)

r −
2Gm(r)

c2

,

dm

dr
= 4πr2ρ.

Exterior das estrelas

No exterior das estrelas temos ρ = 0 e p = 0, logo teremos a seguinte sistema de equações
diferenciais:

dΦ

dr
=

G

c2r
·

m(r)

r −
2Gm(r)

c2

,

dm

dr
= 0.
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Logo m(r) = M que esta será a massa-energia total da estrela. Também teremos que e2Φ =
c2(1− 2GM/c2r)

Portanto a métrica fora da estrela será:

g =
1(

1−
2GM

c2r

) dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− c2

(
1−

2GM

c2r

)
dt2.

Esta métrica é chamada de métrica de Schwarzchild.
Podemos comparar com o espaço de Minkowski que neste sistema de coordenadas tem métrica

dada por:
g = dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− c2dt2.

Tomando r →∞ temos que que 2GM/c2r → 0, logo podemos aproximar a métrica de Schwarz-
child pela métrica de Minkowski.

8.4 Consequências da métrica de Schwarzchild

8.4.1 Efeitos sobre a passagem do tempo

Assim como no espaço de Minkowski pod́ıamos definir intervalo de tempo próprio e compri-
mento próprio de curvas, em um espaço-tempo M com uma métrica g também podemos definir
intervalo de tempo próprio e comprimento próprio para uma curva γ, tipo-tempo (〈γ̇, γ̇〉 < 0) e
tipo-espaço (〈γ̇, γ̇〉 > 0), respectivamente, que são dados por:

∆τ =
1

c

∫
γ

√
−gijdxidxj e ` =

∫
γ

√
gijdxidxj

Assim como anteriomente, o intervalo de tempo próprio é o intervalo de tempo medido por um
relógio ao longo dessa trajetória no espaço-tempo.

Assim o elemento de comprimento radial próprio é dR = (1− 2GM/c2r)−1/2dr e o elemento
de tempo próprio em um ponto fixado do espaço é dado por dτ = (1− 2GM/c2r)1/2dt.

Denotando ∆τ1 e ∆τ2 os intervalos de tempos próprios para dois pontos fixados coordenada
radial r1 e outro ponto na coordenada radial r2 e variação ∆t, teremos que:

∆τ1

∆τ2
=

1−
2GM

c2r1

1−
2GM

c2r2


1
2

.

Portanto se r1 > r2, então ∆τ1 > ∆τ2, ou seja, o tempo em um ponto mais próximo de um
corpo massivo passa mais devagar que outro mais distante.

8.4.2 Desvio gravitacional

Agora temos as ferramentas necessárias para dar uma justificativa mais rigorosa para o desvio
de frequências.

A primeira observação é que a luz percorre uma geodésica tipo-luz. De fato, seja γ a trajetória
da luz com um parâmetro u, dado um ponto γ(u0) na trajetória da luz e considerando um
referencial em queda livre com origem neste ponto, teremos pelo prinćıpio da equivalência que
a métrica na origem deste sistema de coordenadas é a métrica de Minkowski. Portanto, como
os referenciais em queda livre tem as mesmas leis da f́ısicas que um referencial inercial na
relatividade especial, neste sistema de coordenadas teremos que 〈γ̇(u0), γ̇(u0)〉 = 0. Ainda pelo
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prinćıpio da equivalência teremos que neste ponto a luz tem “aceleração nula”então neste sistema
de coordenadas temos γ̈i(u0) = 0 para cada i, como na relatividade especial. Como neste sistema
de coordenadas temos que ∂kgij = 0 em γ(u0), para cada i, j, k, segue que Γkij = 0 na origem do
mesmo

Dγ̇

du
(u0) = (γ̈k + Γkij γ̇

iγ̇j) = 0.

Disso segue a afirmação.
Assim teremos que se γ(u) é a trajetória da luz com parâmetro u, então:

1(
1−

2GM

c2r

) (
dr

du

)2

+ r2

((
dθ

du

)2

+ sin2 θ

(
dϕ

du

)2
)

= c2

(
1−

2GM

c2r

)(
dt

du

)2

.

Considere o problema da emissão de um feixe de luz no pé de uma torre, até o seu topo, e denote
uE e tE o parâmetro e coordenada tempo em que ocorre a emissão e uR e tR o parâmetro e
coordenada tempo em que ocorre a recepção do mesmo feixe. Logo:

tR − tE =
1

c

∫ uR

uE

(1−
2GM

c2r

)−1 3∑
i,j=1

gij
dγi

du

dγj

du

1/2

du

Temos que o intervalo de tempo ∆t entre a emissão e recepção só depende da trajetória do feixe
de luz no espaço.

Portanto se emitirmos dois feixes de luz, o intervalo de tempo entre a emissão e recepção

será o mesmo para ambos. Considere t
(i)
R e t

(i)
E o instante da emissão e recepção do i-ésimo feixe,

respectivamente. Assim:

∆tR
.
= t

(2)
R − t

(1)
R = t

(2)
E − t

(1)
E

.
= ∆tE .

Sejam ∆τE e ∆τR os intervalos de tempo próprio entre a emissão e recepção, respectivamente.
Visto que ∆tE = ∆tR, temos:

∆τR
∆τE

=

1−
2GM

c2rR

1−
2GM

c2rE


1
2

.

Supondo que o emissor é um átomo pulsante que emite n pulsos em um intervalo de tempo
próprio ∆τ , então chamamos de frequência própria a frequência f

.
= n/∆τ . Assim rR > rE

segue que ∆τR > ∆τE logo fR < fE . Além disso:

fE
fR

=

1−
2GM

c2rR

1−
2GM

c2rE


1
2

.

Para campos gravitacionais fracos, podemos aproximar utilizando a aproximação pela derivada
a seguir:

fE
fR

= 1 +
GM

c2

(
1

rE
− 1

rR

)
.

Como no experimento do desvio gravitacional supomos anteriormente que rR− rE = h e que rE
é o raio da Terra, logo podemos aproximar utilizar GM/r2

E = g e também a aproximação:

GM

(
1

rE
− 1

rR

)
= gh
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Portanto podemos utilizar a aproximação:

fR
fE

=
1

1 +
gh

c2

,

o mesmo valor encontrado na primeira abordagem do desvio gravitacional para o vermelho.

8.4.3 Trajetórias de part́ıcula (incluindo fótons)

Vamos calcular as equações de Euler-Lagrange para o funcional de energia neste sistema de
coordenadas. Ou seja, denotando ẋi a derivada da coordenada i em relação ao parâmetro u,
x1 = r, x2 = θ, x3 = ϕ, x4 = t, fazendo a substituição m = GM/c2 e pondo L = gij ẋ

iẋj ,
teremos:

E =

∫ b

a
L du

Logo as equações
d

du

(
∂L

∂ẋi

)
− ∂L

∂xi
= 0

podem ser reduzidas ao seguinte sistema:

(
1−

2m

r

)−1

r̈ −

(
1−

2m

r

)−2
m

r2
ṙ2 − r(θ̇2 + sin2 θϕ̇2) + c2

m

r2
ṫ2 = 0

θ̈ + 2
ṙ

r
θ̇ − sin θ cos θϕ̇2 = 0(

1−
2m

r

)
ṫ = c1

r2 sin2 θϕ̇ = c2

Além disso, utilizando a invariância por reflexão podemos concluir que as coordenadas espaciais
de uma geodésica está contida em um plano (nas coordenadas espaciais de (R4, g)) passando
pela origem.

Seja uma geodésica γ, então considere o ponto inicial (p, t) da geodésica e sua velocidade
(v, β) neste ponto. Considere o plano P que passa por p e contém v. Se ψ é a reflexão de
um ponto com relação à este plano, então ψ é isometria com relação à esta métrica e ψ ◦ γ é
geodésica. Temos que ψ(p, t) = (p, t) e ψ∗(v, β) = (v, β), logo γ e ψ ◦ γ tem mesmo ponto e
velocidade iniciais. Pela unicidade das geodésicas, estas devem coincidir, ou seja, ψ◦γ = γ. Mas
os únicos pontos fixos de ψ são pontos cuja parte espacial está em P . Portanto a parte espacial
de γ está contida no plano P .

Outra observação é que na relatividade especial seria necessária uma energia infinita para
acelerar uma part́ıcula com massa até a velocidade da luz, devido à fórmula da massa-energia,
e portanto define uma trajetória tipo-tempo. Escolhendo um referencial em queda livre, pelo
prinćıpio da equivalência, temos que a trajetória de uma part́ıcula com massa será também
tipo-tempo.

Se γ é geodésica, então 〈γ̇, γ̇〉 é constante. Portanto à menos de uma reparametrização que
γ é tal que 〈γ̇, γ̇〉 = −c2, caso γ seja tipo-tempo, que são as trajetórias posśıveis para uma
part́ıcula com massa. De modo análogo temos que um fóton percorre uma geodésica tal que
〈γ̇, γ̇〉 = 0.

Portanto, utilizando este resultado e a simetria esférica, podemos supor que a geodésica está
contida no plano tal que θ ≡ π/2. Logo a segunda equação do sistema é satisfeita.
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Supondo então que a part́ıcula considerada possui massa, considerando esta parametrizada
pelo tempo próprio, teremos o sistema:

(
1−

2m

r

)−1

r̈ −

(
1−

2m

r

)−2
m

r2
ṙ2 − rϕ̇2 + c2

m

r2
ṫ2 = 0(

1−
2m

r

)−1

ṙ2 + r2ϕ̇2 − c2

(
1−

2m

r

)
ṫ2 = −c2(

1−
2m

r

)
ṫ = c1

r2ϕ̇ = c2

Em geral vamos utilizar somente as três últimas relações e a primeira irá seguir a partir das
soluções destas.

Queda livre vertical

Para trajetórias em queda livre vertical temos ϕ constante, logo utilizando a expressão para
ṫ e que a trajetória está parametrizada pelo tempo próprio, segue a equação:

ṙ2 − c2c2
1 + c2

(
1− 2m

r

)
= 0.

Supondo que ṙ = 0 em r0, temos c2
1 = 1− 2m/r0, logo:

ṙ2 = 2mc2

(
1

r
− 1

r0

)
⇔ 1

2
ṙ2 = GM

(
1

r
− 1

r0

)
Derivando esta relação teremos que:

ṙr̈ = −ṙGM
r2
⇒ r̈ = −GM

r2
.

Esta é a expressão da lei de Newton da gravitação universal. Porém note que a derivada é em
relação ao tempo próprio.

Podemos calcular o tempo próprio ao longo desta trajetória, pondo τ = 0 em r0 temos:

τ =

∫ r0

r

1

ṙ
dr =

1√
2GM

∫ r0

r

(
r0r

r0 − r

)1/2

dr.

À menos que seja atingido o bordo do corpo massivo, podemos integrar até r → 2m, onde τ é
finito.

Utilizando
dt

dr
=
ṫ

ṙ
e ṫ =

c1

1−
2m

r

,

segue que:

t =

(
r0 − 2m

2mc2

)1/2 ∫ r0

2m+ε

r3/2

(r − 2m)(r0 − r)1/2
dr.

Como 2m < r e r0 − r < r0, segue que

t >

(
r0 − 2m

2mc2

)1/2 (2m)3/2

r
1/2
0

∫ r0

2m+ε

1

r − 2m
dr.

Porém: ∫ r0

2m+ε

1

r − 2m
dr = ln

r0 − 2m

ε
→∞ se ε→ 0.

Portanto t→∞ quando r → 2m.
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Movimento circular

Para um movimento circular temos r constante. Logo ṙ = r̈ = 0 e portanto a primeira
relação do sistema se reduz à:

mc2ṫ2 = r3ϕ̇2.

Assim: (
dt

dϕ

)2

=
r3

GM
.

Portanto ao longo de uma revolução completa teremos:

∆t = 2π

(
r3

GM

)1/2

.

Esta é a expressão para uma órbita circular do peŕıodo, segundo a terceira lei de Kepler.
O intervalo de tempo próprio visto por um observador em um ponto da órbita circular é de

∆τo =

(
1− 2m

r

)
∆t.

É natural também descobrir qual é o intervalo de tempo próprio de um observador nesta órbita.
Utilizando que as seguintes equações

mc2ṫ2 = r3ϕ̇2

r2ϕ̇2 − c2

(
1−

2m

r

)
ṫ2 = −c2(

1−
2m

r

)
ṫ = c1

teremos que da primeira e terceira equações segue

ṫ2 =
r2c2

1

(r − 2m)2
e ϕ̇2 =

mc2c2
1

r(r − 2m)2
.

Substituindo na segunda equação teremos

c2
1 =

(r − 2m)2

r(r − 3m)

Portanto:

ṫ =
r

r − 3m
e ϕ̇ =

mc2

r2(r − 3m)
.

Assim o peŕıodo próprio da órbita é dado por

∆τ =
∆t

ṫ
= ∆t

(
1− 3m

r

)1/2

= 2π

(
r3

GM

)1/2(
1− 3GM

rc2

)1/2

Temos que as órbitas circulares são posśıveis somente para r > 3m. Além disso temos que
quando r → 3m, ∆τ → 0, o que sugere que os fótons orbitam em r = 3m.
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Fótons

Vamos agora olhar para as geodésicas tipo-luz, as quais dão a trajetória dos fótons. Neste
caso não usamos o tempo próprio como parâmetro, iremos usar um parâmetro u. Assim devemos
utilizar a equação: (

1−
2m

r

)−1

ṙ2 + r2ϕ̇2 − c2

(
1−

2m

r

)
ṫ2 = 0

Vamos estudar novamente os casos anteriores, porém pedindo que a trajetória seja tipo-luz.
Se supormos que a geodésica é circular, então devemos ter r̈ = ṙ = 0, logo pela equação das

geodésicas temos (
dϕ

dt

)2

=
mc2

r3
.

Sendo a geodésica tipo-luz, temos por outro lado que:(
dϕ

dt

)2

=
c2

r2

(
r − 2m

r

)
.

Logo r = 3m. Então este é o raio em que a luz descreve uma órbita circular.
Vamos investigar a trajetória radial da luz. Temos neste caso ϕ̇ = 0, de modo análogo ao

anterior, temos
ṙ2 − c2c2

1 = 0.

Portanto a luz terá velocidade radial constante, no parâmetro u, e neste sistema de coordenadas
temos

dr

dt
= ±c

(
1− 2m

r

)
.

Disso segue que dr/dt→ 0 quando r → 2m.

8.4.4 Deflexão da luz

Já vimos que um feixe de luz pode orbitar um corpo massivo. Porém podemos também
ter um desvio da trajetória da luz pela presença de um corpo massivo. Teremos as seguintes
relações: 

(
1−

2m

r

)−1

ṙ2 + r2ϕ̇2 − c2

(
1−

2m

r

)
ṫ2 = 0(

1−
2m

r

)
ṫ = c1

r2ϕ̇ = c2

Porém pondo u = 1/r, podemos resumir as informações na equação(
du

dϕ

)2

+ u2 = F + εu3,

onde F = c2c2
1/c

2
2 e ε = 2GM/c2. Se r0 é o menor valor de r, logo o ponto mais próximo do

corpo massivo, teremos que du/dϕ = 0 quando u = u0 = 1/r0. Disso segue que F = u2
0(1−εu0).

Vamos agora fazer uma expansão assintótica da solução até ordem 1 em ε. Quando o espaço
é plano, ou seja, quando ε = 0 teremos que a solução desta equação é u = u0 sinϕ. Então
vamos considerar a solução para ε > 0 considerando os termos de até ordem 1 em ε. Mais
precisamente considere u = u0 sinϕ + εv, onde v é uma função de ϕ a determinar. Portanto

95



du/dϕ = u0 cosϕ + εdv/dϕ. Substituindo estas informações na equação, teremos a equação a
seguir:

ε

(
2u0

(
sinϕv + cosϕ

dv

dϕ

)
+ ε

((
dv

dϕ

)2

+ v2

))
= ε

(
−u3

0 + u3
0 sin3 ϕ+ 3u2

0 sin2 ϕεv

+3u0 sinϕε2v2 + ε3v3
)
.

Supondo |ε| � 1, ignoramos os termos com ε2, logo:

2

(
sinϕv + cosϕ

dv

dϕ

)
= u2

0(sin3 ϕ− 1)
× sec2 ϕ⇒ 2

(
secϕ tanϕv + secϕ

dv

dϕ

)
=

u2
0(sinϕ tan2 ϕ− sec2 ϕ)

Podemos reescrever da seguinte maneira:

d

dϕ
(v secϕ) =

1

2
u2

0(secϕ tanϕ− sinϕ− sec2 ϕ)

Integrando esta equação obtemos:

v secϕ =
1

2
u2

0(secϕ− tanϕ+ cosϕ) +A⇒ v =
1

2
u2

0(1− sinϕ+ cos2 ϕ) +A cosϕ.

Ponto como condição que r →∞ quando ϕ→ 0, teremos A = −u2
0. Logo podemos escrever

u = u0

(
1− 1

2
u0ε

)
sinϕ+

1

2
u2

0ε(1− cosϕ)2.

Como r → ∞ quando ϕ → 0 ou ϕ → π quando ε = 0, devemos esperar que r → ∞ quando
ϕ = π + α para algum ângulo α pequeno, ou seja, u = 0 quando ϕ = π + α. Assim

u0

(
1− 1

2
u0ε

)
sinϕ+

1

2
u2

0ε(1− cosϕ)2 = 0⇔ − sinϕ =
1

2

u0ε(1− cosϕ)2

1−
1

2
u0ε

.

Quando ϕ = π + α segue que

sinα =
1

2

u0ε(1− cosϕ)2

1−
1

2
u0ε

⇒ α = arcsin

1

2

u0ε(1− cosϕ)2

1−
1

2
u0ε

 .

Supondo |εu0| � 1 que pode ser reescrito como 2GM/c2 � r0, ou seja, se a luz não passa
muito próximo à estrela, em comparação à 2GM/c2. Assim podemos aproximar cosα = 1,
arcsin(x) = x e 1/(1− x) = 1, logo:

α = 2u0ε = 4
GM

c2r0
.

Portanto a deflexão é de aproximadamente de α = 4GM/c2r0, ilustrado na figura à seguir.

ϕ

M 6= 0α

r0
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Este foi um dos testes clássicos para a comprovação da teoria da relatividade geral de Einstein
e historicamente foi o primeiro fenômeno da relatividade geral previsto antes da sua observação
durante o eclipse total em 1919. Este fenômeno tornou Einstein famoso pela sua teoria da
relatividade geral.

Anteriormente Henry Cavendish em 1784 e independentemente J. G. von Söldner em 1801,
tratando a luz como uma part́ıcula de velocidade c, calcularam a deflexão como sendo de um
ângulo de 2GM/c2r0 utilizando a lei da gravitação universal, exatamente a metade prevista pela
relatividade geral. Assim a relatividade geral não é uma vitória ao prever a deflexão da luz, mas
prever mais precisamente o valor que a luz se curva.
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Caṕıtulo 9

Conclusão

Como é posśıvel observar a relatividade especial surgiu para resolver inconsistências entre o
eletromagnetismo e a mecânica clássica. Além de resolver este problema, as consequências disso
são bastante inesperadas, devida à dificuldade de detecção desses fenômenos no cotidiano. Uma
das consequências mais importantes para a relatividade geral é a conexão entre massa, energia
e momento.

Quanto ao estudo do espaço de Minkowski podemos perceber dois fatos bastante importantes.
Um é que o conhecimento sobre o grupo de isometrias pode facilitar de forma considerável, por
exemplo na demonstração de alguns fatos, reduzindo casos complicados à casos mais facilmente
demonstráveis. Outra é que as fórmulas de curvatura, de curvas e superf́ıcies, é semelhante ao
caso Euclideano, porém as particularidades do caráter causal são um problema a ser considerado
sempre, pois cada direção no espaço de Minkowski pode ter um caráter possivelmente diferente,
levando à uma dificuldade maior e também uma subdivisão de casos quanto ao caráter causal.

Quanto à relatividade geral há alguns fatos importantes a destacar. O primeiro é que a
relatividade especial falha quando há presença de gravidade, por esta deformar o espaço e o
tempo, assim nestes espaços não existem referenciais inerciais e portanto não podemos utilizá-
los. O segundo é que mesmo a relatividade especial falhando, há como recuperar parcialmente
com o prinćıpio da equivalência de Einstein. O terceiro é que, ao menos na teoria de Eins-
tein da relatividade geral exposta durante o texto, a partir de prinćıpios simples dá origem a
métricas pseudo-Riemannianas, assim para o entendimento dessa teoria é necessário um bom
entendimento dos conceitos básicos sobre geometria pseudo-Riemanniana. O quarto ponto é
que a relatividade geral é uma generalização da relatividade especial, visto que nos referenciais
em queda livre podemos recuperar a f́ısica da relatividade especial, e da teoria da Gravitação
Universal, identificando a relação momento, massa e energia como fonte de gravidade, dando
origem às equações de Einstein, para encontrar a métrica a partir dessas fontes de gravidade. E
por fim, nesse trabalho o estudo de um exemplo nos permite perceber a dificuldade de resolver as
equações de Einstein, mesmo com diversas simetrias, mas também tornando posśıvel trabalhar
a dinâmica sob o ponto de vista métrico, principalmente na trajetória da luz.
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APÊNDICE A - CÁLCULO DAS VARIAÇÕES E GEODÉSICAS



Este apêndice será relacionado ao cálculo das variações e nos dará uma ferramenta para
calcular geodésicas sem recorrer diretamente aos śımbolos de Christoffel. Porém antes vamos
definir variações, campos tangentes a estas e pontos cŕıticos de um funcional.

Seja γ : [a, b] → M curva diferenciável, uma variação de γ é uma famı́lia de curvas di-
ferenciável Γ : (−ε, ε) × [a, b] → M com Γ(0, t) = γ(t). Chamaremos Γ de variação própria
se Γ(s, a) = γ(a) e Γ(s, b) = γ(b). Além disso, diremos que uma aplicação diferenciável
V : (−ε, ε) × [a, b] → TM tal que V (s, t) ∈ TΓ(s,t)M é um campo de vetores tangente à va-
riação Γ. Diremos que t é o parâmetro das curvas principais γs

.
= Γ(s, ·) e s é o parâmetro das

curvas transversais Γt
.
= Γ(·, t) e suas respectivas derivadas covariantes serão DtV e DsV . Um

resultado importante para variações é a seguinte:

Lema 1. Considere Γ : (−ε, ε)× [a, b]→M variação de uma curva γ : [a, b]→M . Então vale:

Dt∂sΓ = Ds∂tΓ.

Demonstração. Seja Γ(s, t) = (x1(s, t), . . . , xn(s, t)) para um sistema de coordenadas ao redor
de p ponto da variação Γ. Logo:

∂tΓ =
∂xi

∂t
∂i e ∂sΓ =

∂xi

∂s
∂i

Calculando as derivadas covariantes, teremos:

Ds∂tΓ =

(
∂2xk

∂s∂t
+ Γkij

∂xi

∂s

∂xj

∂t

)

Dt∂sΓ =

(
∂2xk

∂t∂s
+ Γkji

∂xi

∂s

∂xj

∂t

)

Portanto, como Γkij = Γkji segue o resultado. �

Dada uma variação Γ de uma curva γ, chamamos o campo tangente à γ, V = ∂sΓ(0, ·), de
campo variacional da variação Γ. Diremos que V um campo tangente à γ é próprio se V se
anula em a e b. Em particular se Γ é variação própria, então seu campo variacional é próprio.

Lema 2. Seja V um campo tangente à γ, então existe uma variação Γ tal que V é seu campo
variacional. Se V é próprio, então podemos tomar Γ como sendo próprio.

Considere a aplicação F : C∞([a, b];M)→ R um funcional das curvas diferenciáveis, diremos
que γ é um ponto cŕıtico do funcional F se para toda variação Γ, definindo γs = Γ(s, ·), temos
Φ′(0) = 0 onde Φ(s) = F (γs). Diremos que γ é um ponto cŕıtico do funcional com os extremos
fixos se satisfaz as condições de ponto cŕıtico, porém tomando somente variações próprias. Vamos
agora adaptar o Lema Fundamental do Cálculo das Variações:

Lema 3 (Lema Fundamental do Cálculo das Variações). Seja W um campo tangente à curva
diferenciável γ : [a, b]→M . Se ∫ b

a
〈V,W 〉 dt = 0

para todo campo V tangente à γ com V (a) = 0 e V (b) = 0, então W = 0 em todo [a, b].

Demonstração. Vamos mostrar por contrapositiva. Seja W 6= 0, então existe t0 ∈ [a, b] tal que
W (t0) 6= 0. Podemos supor que t0 ∈ (a, b), pois caso não existisse algum ponto t no interior
do intervalo tal que W (t) 6= 0, pela continuidade de W teŕıamos que esta é identicamente nula,
contradição. Existe v ∈ Tγ(t0)M tal que 〈v,W (t0)〉 6= 0 e extendendo v por transporte paralelo,
existe V campo tangente à γ tal que 〈W (t0), V (t0)〉 6= 0. Utilizando continuidade temos que
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existe um intervalo da forma I = (t0 − δ, t0 + δ) ⊂ [a, b] tal que 〈W,V 〉 6= 0 neste intervalo
e portanto positivo ou negativo, vamos supor por simplicidade que é positivo. Existe uma
aplicação ϕ diferenciável tal que supp ϕ ⊂ I, logo o campo Ṽ = ϕV é um campo tangente tal
que Ṽ (a) = 0, Ṽ (b) = 0 e:∫ b

a

〈
W̃ , V

〉
dt =

∫ b

a
ϕ 〈W,V 〉 dt ≥

∫
I
ϕ 〈W,V 〉 dt > 0.

Podemos proceder analogamente se 〈W,V 〉 for negativo em I. �

Vamos chamar o funcional E[α] =
∫ b
a 〈α̇(t), α̇(t)〉 dt de funcional de energia. Então teremos

o seguinte resultado sobre geodésicas:

Teorema 4. Uma curva γ : [a, b]→M é uma geodésica se, e somente se, é um ponto cŕıtico do

funcional E[α] =
∫ b
a 〈α̇(t), α̇(t)〉 dt com os extremos fixos.

Demonstração. Vamos considerar γ um ponto cŕıtico do funcional E. Seja Γ uma variação de
γ, então temos que Φ(s) = E[γs] é tal que Φ′(0) = 0, ou seja:

Φ′(s) =
d

ds

∫ b

a
〈∂tΓ, ∂tΓ〉 dt =

∫ b

a

∂

∂s
〈∂tΓ, ∂tΓ〉 dt.

Utilizando a compatibilidade da conexão com a métrica, segue que:

Φ′(s) = 2

∫ b

a
〈Ds∂tΓ, ∂tΓ〉 dt = 2

∫ b

a
〈Dt∂sΓ, ∂tΓ〉 dt.

Denotando o campo tangente à variação V
.
= ∂sΓ e integrando por partes utilizando a compa-

tibilidade com a métrica, segue que:

Φ′(s) = 2

∫ b

a
〈DtV, ∂tΓ〉 dt = 2 〈V, ∂tΓ〉|ba − 2

∫ b

a
〈V,Dt∂tΓ〉 dt

Portanto ponto s = 0 temos que ∂tΓ = γ̇. Combinando com o fato de que V se anula em a e b,
pois Γ é variação própria, segue que:

0 = Φ′(0) = −2

∫ b

a
〈V,Dtγ̇〉 dt

Portanto para toda variação Γ, seu campo variacional satisfaz:∫ b

a
〈V,Dtγ̇〉 dt = 0.

Como todo campo de vetores próprios tangentes à γ podem ser tomados como campos variaci-
onais de alguma variação, segue pelo lema fundamental do cálculo das variações que Dtγ ≡ 0.
Por outro lado se γ é geodésica, segue que γ é ponto cŕıtico do funcional E com os extremos
fixos. �

Pondo um funcional F da seguinte forma:

F [γ] =

∫ b

a
L(x1(t), . . . , xn(t), ẋ1(t), . . . , ẋn(t))dt,

onde xi(t) são funções reais, as equações de Euler-Lagrange (equações dos pontos cŕıticos do
funcional) para o funcional com os extremos fixos são:

∂L

∂xi
−
d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
= 0, i = 1, . . . , n.

Portanto para encontrar as geodésicas de uma variedade, na prática, podemos utilizar as equações
de Euler-Lagrange para o funcional de energia E. Mais precisamente, vamos utilizar o funcional
E em um sistema de coordenadas.
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