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Resumo

Esse trabalho trata de um breve estudo sobre as funcoes analiticas reais. Apresentamos diversas
propriedades sobre essa classe de fungoes, usando como base resultados envolvendo séries de
poténcias. Embora seja muito comum obter resultados para esse tipo de funcao fazendo ex-
tensoes para fungoes complexas, os resultados apresentados nesse trabalho se limitam apenas a
funcoes de uma varidvel real. Como aplicacao, abordamos a regularidade de solugoes de algumas
equacoes diferenciais ordindrias lineares com coeficientes analiticos reais.

Palavras-chave: Série de poténcias, funcdo analitica real, continuacdo analitica, equacdes
diferenciais ordindrias lineares.



Abstract

This work deals with a brief study on the real analytic functions. We present several properties
about this class of functions, where we use results related to the power series. Although it is
very common to obtain some properties to this kind of function by making extensions to com-
plex functions, the results presented in this work address only to real variable functions. As an
application, we approached the regularity of the solutions of some linear ordinary differential
equations with real analytic coefficients.

Key words: power series, real analytic function, analytic continuation, linear ordinary diffe-
rential equations.
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Introducao

Em Anélise Matematica, é de grande relevancia a caracterizacdo de uma classe de fungoes
por meio de sua regularidade. Esse aspecto nos permite um estudo detalhado, obtendo suas
principais propriedades, que desde as primeiras abordagens em célculo sao importantes, como
por exemplo a classificagao das fungoes por meio da continuidade, diferenciabilidade, integrabili-
dade, etc. Muitas das fungoes elementares vistas no calculo diferencial sao funcoes infinitamente
derivaveis em seus respectivos dominios, dentre elas estao as funcdes analiticas reais, caracteri-
zadas por suas séries de Taylor. Dessa forma, isso nos permite pensar as fungoes analiticas reais
como uma extensao natural dos polinémios.

As fungoes analiticas reais sdo aquelas que podem ser escritas como uma série de poténcias
em torno de cada ponto de seu dominio. Da forma que é definida, cada funcao analitica real é
uma fung¢ao suave, isto é, infinitamente derivavel, porém nem toda funcao suave é uma funcao
analitica real.

Nesse trabalho faremos um estudo sistematico do espago das funcdes analiticas reais de
uma variavel, investigando propriedades e caracteristicas dessa classe de fungoes. Usamos como
principais referéncias os livros [?, ?] e [?]. O termo fungao analitica vem do estudo das fungoes
complexas e embora seja comum obter resultados para funcoes analiticas reais estendendo o
estudo dessas funcoes aos complexos e depois retornando aos reais, aqui abordamos apenas
funcoes de uma varidvel real. Nesse sentido, por exemplo, para provarmos que a composta de
duas fungoes analiticas reais também é uma fungao analitica real, precisamos recorrer a Férmula
de Faa di Bruno, a qual fornece uma expressao para calcular derivadas de ordem superior de
uma funcao composta.

A estrutura desse trabalho é dada da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos uma
abordagem sobre sequéncias e séries de fungoes, trazendo algumas propriedades de convergéncia
pontual e convergéncia uniforme, sendo a principal referéncia utilizada o livro [?]. Estudamos
também nesse capitulo um tipo muito importante de séries de funcoes, as séries de poténcias,
as quals serao essenciais para o estudo das fungoes analiticas reais.

No Capitulo 2, utilizando como base alguns resultados do livro [?], estudamos as principais
propriedades das funcoes analiticas reais, uma importante classe de funcoes, definida a partir
de séries de poténcias. Apresentamos exemplos de funcoes infinitamente derivaveis que nao
sao analiticas reais. Verificamos que essa classe de funcoes é fechada para operagoes como
adigao, subtragao, produto e divisao (essa dltima sob certa hip6tese adicional). Um importante
resultado nesse capitulo é o principio da continuacao analitica que dentre varias consequéncias
nos permite caracterizar as fungoes analiticas reais a partir do crescimento das suas derivadas.

Embora o termo funcao analitica seja herdado das func¢oes complexas, e tendo que varios
resultados que apresentamos nesse trabalho possam ser provados com extensoes a variavel com-
plexa, nossa abordagem se limitara a funcoes de varidvel real.



Por fim, no Capitulo 3, motivados por varias das cldssicas equagoes estudadas na Fisica Ma-
temética, consideramos as equagoes diferenciais ordinédrias (EDO’s) lineares de segunda ordem
com coeficientes analiticos reais. Usamos os resultados dos capitulos anteriores para estudar a
regularidade dessas EDO’s lineares com coeficientes analiticos reais. O teorema principal apre-
sentado nesse capitulo nos permite garantir quando uma EDO linear de segunda ordem tem
solucao analitica real, resultado que pode ser estendido para EDQO’s de ordem superior.



Capitulo 1

Sequeéncias e séries de funcoes

Muitos problemas em Matemaética sao estudados por meio de aproximagoes. Por exemplo, em
muitas situagoes em que se quer comprovar uma certa propriedade para uma funcao f(z), busca-
se encontrar uma sequéncia de fungoes f,(z) que possua essa propriedade e depois tomando
o limite mostra-se que a propriedade desejada é preservada para f(z). Motivados por isso,
estudaremos nesse capitulo uma introdugdo as sequéncias de fungoes, bem como as séries de
funcoes. Daremos destaque aos dois tipos de convergéncia, pontual e uniforme, e apresentaremos
alguns resultados que serao importantes para o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Sequéncias de funcoes

Definicao 1.1. Seja X C R. Uma sequéncia de fungdes reais com dominio em X € uma
correspondéncia que associa, a cada n € N, uma funcdo

fn: X =R,

Exemplo 1.2. Seja X = [0, 1] e a sequéncia de fungoes f, : X — R dada por f,(z) = 2™, temos
(fa)nen = (z,2%,...), com fi(z) = x; fo(x) = 2%;.. ..

Exemplo 1.3. Seja X = [0,00) e a sequéncia de fungoes f,, : X — R dada por f,(z) = /nz,

temos (fn)neny = (VT, V2, ...,/2n,...), com fi(x) = \/z; fo(z) = V25 .. ..

1.2 Convergéncia pontual e convergéncia uniforme

Diferentemente das sequéncias numéricas, uma sequéncia de funcoes pode convergir em
diferentes modos. A seguir apresentaremos a convergéncia simples, também chamada de con-
vergéncia pontual, e em seguida a convergéncia uniforme.

Definigao 1.4. Uma sequéncia de funcgoes
fn: X =R

converge pontualmente (ou simplesmente) para a fungao f: X — R, quando para cada x € X,
a sequéncia numérica (f1(x), fo(x),..., fu(x),...) converge para o nimero f(x), ou seja,

li_>m fu(x) = f(x), para cada x € X.



Formalmente isso significa que, dado € > 0, para cada x € X, podemos obter um numero
inteiro ng = no(e, x) tal que

n>ng = |fu(z) — f(z)| <e
Notagao: f, — f pontualmente em X.

Exemplo 1.5. Sejam ¢g : X — R uma fungao e (a,)neny uma sequéncia de nimeros reais tal que
lim,, 00 @, = a. Considerando a sequéncia de funcoes f,, : X — R definida por f,(z) = a, - g(x)
e a fungao f: X — R por f(z) =a-g(x), temos que f, — f pontualmente em X.

De fato, dado e > 0 e z € X, existe ng € N tal que

€

< ——F Vn>nyg.
1+ [g(2)]

|an — a

Observe que, dependendo do ponto x considerado, o lado direito desta desigualdade pode mudar,
pois ng depende tanto de € como de z. Logo, se n > ng temos que

| fa(2) — f(2)] = lg(2)||an — a| < lg(w)lm <€

Em particular, se considerarmos a sequéncia numérica a,, = 1/n e a funcdo g : R — R dada
por g(x) = x, n € N, teremos que a sequéncia de fungdes f,(z) = x/n converge pontualmente

para a funcao nula.
N 4

X2 oo /

e

Figura 1.1: Sequéncia f,(z) = x/n converge pontualmente a zero.

Dizer que f, — f pontualmente em X é equivalente a dizer que fixado x € X, os gréficos
da sequéncia (f,), para cada n € N, intersectam a reta perpendicular ao eixo x no ponto (z,0)
numa sequéncia de pontos com ordenadas convergindo para f(x).

Exemplo 1.6. Considere a sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, definida por f,(z) = 2",
n € N. Dado f : [0,1] — R definida por f(z) = 0se z € [0,1) e f(1) = 1, entdo f, — f
pontualmente em X. Com efeito, verifica-se que para cada z € [0,1) temos lim, ooz = 0
enquanto lim,_,., 1™ = 1.
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X 1

Figura 1.2: Sequéncia f,(z) = z™.

Exemplo 1.7. A sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, definida para cada n € N por
fo(z) = 2™(1—2"),

converge pontualmente para a funcao identicamente nula definida em [0, 1]. De fato, comecamos
observando que f,(0) = f,(1) = 0, para todo n € N, e que para cada x €]0, 1] temos lim x,, = 0.
Como a sequéncia (1 — z™) é limitada, segue que limz,(1 — 2™) = 0, para todo = € [0,1],
e fn converge pontualmente para 0 em [0,1]. Além disso, para cada n € N fixado, f}(x) =
nz™ ' —2nz? 1 logo g = W é 0 unico ponto critico de f,, no intervalo [0, 1], no qual temos
fn(xo) = 1/4 A figura a seguir apresenta alguns graficos da sequéncia f,, e nos ajuda a visualizar
este comportamento inesperado.

1/4

Figura 1.3: Sequéncia f,(z) = z™(1 — z").

Na Definicao 7?7 dada para a convergéncia pontual, vimos que o valor de ng € N encontrado
pode depender do € > 0 e o x dados. Quando for possivel encontrar ng € N independe dos
valores de z, diremos que a convergéncia é uniforme. Mais precisamente temos a definicdao a
seguir.
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Definicao 1.8. Uma sequéncia de funcées f, : X — R converge uniformemente para uma
fungao f : X — R quando dado € > 0, existe ng € N (ng dependendo possivelmente apenas de
€), tal que

n>ng = |fu(z) — f(z)] <e,

para todo x € X. Nesse caso, escreveremos f, — f uniformemente em X.

Claramente a convergéncia uniforme implica em convergéncia pontual, porém a reciproca é
falsa. De fato, se consideramos a sequéncia de fungodes f,,(z) = 2", = € [0, 1], vimos no Exemplo
?? que f, converge pontualmente, em [0, 1], para a funcao dada por f(x) = 0se x € [0,1) e
f(1) = 1. Vejamos que essa convergéncia nao pode ser uniforme. Caso fosse, entdao para e = %
existiria ng € N tal que:

n>no = |fa(@) — f(@)] < % vz € [0,1].

Por outro lado, dado m € N satisfazendo m > ng, temos que lim,_,;- 2" = 1. Logo, existe
6 > 0 tal que

1
1—6<a:<1:>xm>§.

Portanto, se 1 — 6 < x < 1 temos

1
() = (@) = 2™ > 2,
o que é uma contradicao.

Exemplo 1.9. Consideremos agora a sequéncia de fungoes f,(x) = 2™ definida no intervalo
[0,1 — 0], onde 0 < 6 < 1. Uma vez que lim,_,~(1 —9)" = 0, entao dado € > 0, existe ng € N
tal que (1 — )™ < €, sempre que n > ng. Portanto, se n > ng teremos

0<z"<(1-0)"<eg,

para todo x € [0,1 — §]. Logo, fn(x) converge uniformemente para a funcao identicamente nula
definida no intervalo [0,1 — 4].

Exemplo 1.10. No Exemplo 77, se a funcao g é limitada, isto é, existe K > 0 tal que:
lg(x)| < K, para todo x € X.

entao, dado € > 0, podemos obter ng € N tal que
€

> - —al <
n > ng lan, — al %

Logo,
n>ng = |fale) = f@)] = lan - 9(2) —a- g(@)] = |an —a| - |9(@)| < (1) K =€,

para todo x € X. Segue que f, — f uniformemente em X.
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Uma interpretacao geométrica para a convergéncia uniforme de uma sequéncia de fungoes
pode ser descrita da seguinte forma. Suponha que f, — f uniformemente, entdo dado € > 0
considere as fungoes transladadas f — e e f + €. Os graficos dessas duas fung¢oes formam uma
“faixa de raio €’ em torno do gréafico da fungao f.

Pela definicao de convergéncia uniforme, existe ng € N tal que, se n > ng entao

f(@) —e < fulz) < f(2) +e

para todo x € X. Isso significa geometricamente que os gréaficos das fungoes f, estdo contidos
na faixa de raio € mencionada acima, sempre que n > ng.

Figura 1.4: f(z) —e < fo(x) < f(z) + €

Definicao 1.11. Uma sequéncia de fungées f, : X — R é chamada de sequéncia de Cauchy
quando para qualquer € > 0 € possivel obter ng € N tal que:

m,n>ng = |fm(zr)— fu(z)] <,
qualquer que seja x € X.

Teorema 1.12 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia de fungoes f, : X — R € uniformemente
convergente se, e somente se, f, € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Primeiro vamos considerar que a sequéncia f, converge para f uniformemente
; . €

em X. Dado € > 0, podemos encontrar ng € N tal que n—ng implica em | f,(x) — f(x)| < 5 para

€

todo z € X, tomando também um m > ng, temos da mesma maneira, que |f,(z) — f(z)] < 5

Logo, por hip6tese, com m e n maiores que ng, temos
€ €

2

:67

para todo x € X. Portanto f, é uma sequéncia de Cauchy.

Considerando que a sequéncia de fungoes f,, : X — R é de Cauchy, entao para cada x € X, os
numeros f(x), com n € N, formam uma sequéncia de Cauchy de ntimeros reais, que converge
para um numero real que chamaremos de f(z). Isto define a fungao f : X — R, tal que
lim,, 00 fn(z) = f(x) para todo = € X.

13



Para mostrar que f,, converge uniformemente para f em X, tomemos um € > 0. Existe ny,

tal que podemos tomar m e n maiores que ng, que implica | f, () — fn(z)| < €, para todo z € X.

Vamos considerar n e z fixos e m tendendo ao infinito. Assim, obtemos |f(z) — fn(z)| < €, para
todo z € X e n > ng, o que prova que f, é uniformemente para f.

O

1.3 Séries de funcgoes

Dada uma sequéncia de fungoes (fp)nen definida sobre X, definimos uma nova sequéncia
(Sn)nen, com cada fungao s, : X — R é dada por

sn=J_1+ "+ fa

A série de funcdes, de termo geral f,,, é definida como sendo o limite dessa nova sequéncia
de fungoes e a denotamos por
[e.e]
f= § fn
n=1

No caso em que, para cada x € X, a série numérica | fn(z) é convergente, fica bem
definida a funcao f : X — R. Dizer que a série acima converge uniformemente, significa que a
sequéncia (s, ) converge uniformemente para a funcao f.

o
Exemplo 1.13. Sejam X =[0,1] e Z fn a série de funcgoes definida da seguinte forma:
n=1
fi(z) =z e, paran >2, fo(z)=2" —2"', zcX.
Note que a n-ésima soma parcial da série é dada por s,(z) = ™. Logo, a série converge
pontualmente em X para a fungdo f definida por: f(z) =0se z € [0,1) e f(x) =1sez = 1.

Muitas vezes sera conveniente considerarmos séries comecando com o indice n = 0.
o0
Exemplo 1.14. Considere X = (—1,1) e a série de fungoes g fn, com termo geral definido

n=1
por fn(x) =2", x € X. Nesse caso, as somas parciais sdo dadas por:

sp(z) =14z +2% - 42,

Logo,
zsp(z) =z + 22+ 23 42"

Consequentemente

Sp(x) — zsp(z) = 1 — 2™
o que implica em
1 — gntl
— zeX.

sn(®) = 1—z

Como |z| < 1 para todo = € X, fazendo n — oo, segue que

an(m) = lim s,(z) = ! , zeX.
n=1

n—00 1—=x

Veremos mais adiante que a convergéncia dessa série é uniforme em X.
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1.4 Teste M de Welerstrass

Um dos critérios mais praticos para verificar que uma série converge uniformemente é o Teste
M de Weierstrass. Esse teste serda muito util em varios momentos ao decorrer desse trabalho.

Teorema 1.15 (Teste M de Weierstrass). Sejam X C R, f, : X — R uma sequéncia de fungoes
e (Mp)nen uma sequéncia de nimeros reais nao negativos tais que:

oo
ZMn<oo e |fu(x)| < M,, para todon >1 e todo z € X.
n=1

oo oo
Entao, as séries Z fnoe Z | fn| convergem uniformemente em X.

n=1 n=1

oo
Demonstragdo. Como, para cada € X, temos que |fp(x)] < M, e ZM” < 00, entao o

n=1
[e's)

teste da comparacao garante que a série numérica g | fn(z)| é convergente e portanto também

n=1

oo
converge a série Z fn(z).

n=1
Vejamos que a convergéncia é uniforme. De fato, dado ¢ > 0, existe ng € N, dependendo

apenas de ¢, tal que para todo m,n > ng, com m > n, temos

> frl@)
k=n

<S @ < S M <
k=n k=n

e} oo

para todo x € X. Segue pelo critério de Cauchy, Teorema 7?7, que as séries E fne E | fn| s@o
n=1 n=1
uniformemente convergentes em X.

O

Exemplo 1.16. Seja p > 1 e considere a série dada por

o0

Z senn(;m) .

n=1

sen(nz)

o pode ser limitada da seguinte forma:

Note que a sequéncia de fungoes f,(x) =

sen (nx)

<
P =

, VzreR

1
np

Como série numérica -7, 1/nP é convergente, segue do Teste M de Weierstrass que a série
de fungoes acima converge uniforme e absolutamente em R.

Embora sejam suficientes para garantir a convergéncia uniforme, as condi¢Oes apresentadas
no Teste M de Weierstrass nao sao necessarias conforme mostra o seguinte exemplo:

15



Exemplo 1.17. Considere a sequéncia de fungoes f, : [1,00) — R, definidas para cada n por:

1
falz)=—,sex€n,n+1) e fo(x)=0, caso contrario.
x

Temos Z fn(z) = 1/x, para todo = € [1,00). Seja f :[1,00) — R definida por f(z)=1/x.

n=1

Assim, a convergéncia E fn. = f é uniforme em [1, c0), pois

n=1

0% £(&) ~ Lfile) + o fula)] < =
para todo z € [1, 00).

Por outro lado, ndo existe uma sequéncia de nimeros reais (M,,) tal que f,(x) < M, para
o0

todo x € [1,00) e Z M, seja convergente. De fato, caso contrario tomando em particular x = n,

n=1

terfamos que 1/n < M, e a série E M, é convergente, o que é um absurdo.

n=1

1.5 Algumas consequéncias da convergéncia uniforme

Quando nos deparamos com limites repetidos, uma questao que surge naturalmente é in-
vestigar sob que condi¢oes podemos inverte-los. Isso ocorre com frequéncia quando tratamos de
sequéncias de funcgoes, pois podemos consider tanto o limite em relacao aos indices n como o
limite com respeito a varidvel x.

Considere por exemplo a sequéncia de fungoes f,(x)
?? que f, converge pontualmente para a funcao f(x) =
nessa situacao temos:

€ [—1,1]. Vimos no Exemplo
z € [0,1) e f(1) = 1. Note que

’

O se

n—oo \ x—1— n—00

lim ( lim fn(x)) = lim (1) =1
enquanto que

lim (lim fn(x)> = lim f(x)=

r—17 \n—00 r—1—

Logo, os cédlculos acima sugerem que nem sempre podemos inverter a ordem dos limites
obtendo uma igualdade.

No Teorema a seguir veremos quando se pode inverter a ordem dos limites obtendo o mesmo
valor, sendo que a principal condicao exigida é a convergéncia uniforme.

Teorema 1.18. Seja a um ponto de acumulagao de um conjunto X. Se a sequéncia de fungoes
fn: X = R converge uniformemente para a funcdo f : X — R e, para cada n € N, existe L, =

lim f,, entao:
r—a

19 Existe L = lim Ly;
n—oo

16



29 Temos L = lim f(x).
r—a

Dito de outra forma, temos que

lim [lim fn(x)] = lim [lim fn(l‘)} ;

n—oo Lr—a T—ra Ln—0o0

desde que os limites lim f,(x) e lim f,(x) existam, e o sequndo desses limites seja uniforme.
Tr—a n—oo

Demonstracao.

1) Para provar que existe L = lim L, basta verificar que (L,,) é uma sequéncia de Cauchy.
n—o0

Dado € > 0. sabendo que (f,) converge uniformemente para f em X, existe ng € N tal que

. € .
m,n > ng entao | fm(x) — fu(x)] < 3 para todo x € X como verificamos no Teorema ?77.

Obtendo = € X tal que |Ly,, — fm(2z)] < § e|fu(z) — Lyl < %, podemos escrever:

(L = Lol < [Ln = Fun@)| + (@) = Ja(@)| + |fae) = Lal < 5+ 5+ 5 <

Que implica que |L,, — Ly| < €, ou seja, L, é uma sequéncia de Cauchy.
2) Agora precisamos provar que L = lim f(z), para isso, considerando ¢ > 0, existe ng € N
T—a

tal que n > ng que implica |L — L,| < § e |fu(x) — f(2)| < % para todo x € X. Fixemos um
n > ng.
Como li_r>n fn(x) = Ly, entao existe 6 < 0 tal que x € X e 0 < |x — a| < § implica que
r—a

|fu(x) — Ly| < % Nestas condigoes temos:

(@) = LI < 1F (@) = fal@) | 4 | fue) = Lol + [ Lo — LI < 5 + 5 + 5 <.

Portanto podemos afirmar que se € X e 0 < |z —a| < § entdo |f(x) — L| < e.
Logo temos que L = lim f(x).

r—a

O]

Teorema 1.19. Sejam f,, : X — R uma sequéncia de funcdes continuas em um ponto a € X.
Se f, converge uniformemente para uma funcdo f : X — R, entdo f também € continua no
ponto a.

Demonstragao. Se a é um ponto isolado de X, entao segue pela definicao de continuidade que
f é continua em a. No caso em que a € X é um ponto de acumulacao de X, segue do Teorema
27 .
7?7 que:

lim f(z) = lim | lim fn(x)} = lim [lim fn(:v)} = lim f,(a) = f(a).

r—a T—a |:n~>oo n—oo Lr—a n—o0

O]

O Teorema 77 nos dd um método pratico para verificarmos se uma sequéncia de funcoes
continuas nao converge uniformemente. Para isso, basta verificar que a funcido limite nao é
continua. Por exemplo, a sequéncia de fungoes vista no Exemplo 77 nao converge uniformemente
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no intervalo [0, 1], uma vez que as fungoes f,(x) = 2" sdo continuas em [0, 1], porém convergem
para a funcao f(z) =0,se z € [0,1), e f(1) = 1, a qual ndo é continua nesse intervalo.

Por outro lado, a condicdo de continuidade da funcao limite dada no Teorema 77 nao é
suficiente, ou seja, a convergéncia de uma sequéncia fungoes continuas f, para uma funcao
continua f, ndo garante que essa convergéncia seja uniforme. De fato, no Exemplo (??) vimos que
a sequéncia fp(z) = 2™(1 — 2™) converge pontualmente em [0, 1] para a a fungao identicamente
nula, porém para cada n € N, se considerarmos y, = ’(/m teremos que f(y,) = 1/4, sendo
assim a sequéncia f, nao pode convergir uniformemente para a funcao nula.

Existe uma situacao em que a continuidade da funcao limite garante que a convergéncia de
uma sequéncia de fungoes continuas é uniforme. Esse é o resultado do proximo teorema que fard
uso da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.20. Uma sequéncia de fungoes f, converge monotonamente para a fun¢do f,
quando para cada r € X, a sequéncia numérica fi(x), fa(x),..., fu(x),..., converge mono-
tonamente para o valor f(z).

Teorema 1.21 (Dini). Seja X C R um conjunto compacto. Se um sequéncia de fungoes
continuas fn : X — R converge monotonamente para um funcao continua f: X — R, entdo a
convergéncia € uniforme.

Demonstracdo. Dado € > 0, para cada n € N vamos considerar o conjunto
Kn={z € X; |fu(z) — f(z)| = €}.

Sabendo que f, e f sao continuas e X é fechado, temos que cada K, é um subconjunto fechado
de X e portanto, compacto. O fato da sequéncia f, ser monétona implica que K1 D Ko D ... D
K, D...,masa ﬂKn = (), pois z € K,, para todo n € N implicaria que

[fn(z) = f(2)] = €

para todo n, o que é um absurdo, visto que lim f,(z) = f(z). Sendo )2, K, = 0, concluimos
n—oo

que algum K,, é vazio. Portanto, se n > ng entdo K, é vazio, ou seja, |fn(x) — f(x)| < €, para
todo z € X. n

Vamos agora descrever algumas das mais importantes consequéncias da convergéncia uni-
forme de uma sequéncia de fungoes. Veremos que, sob algumas hipdteses adicionais, essa pro-
priedade nos permite “inverter” a integracao e a derivacao com o limite de uma sequéncia
uniformemente convergente. Comecamos com a integracao relembrando o seguinte.

Definicao 1.22. Um conjunto X C R tem medida nula (a Lebesgue) se para cada € > 0, existe
uma cole¢do de intervalos abertos {I,}nen tal que:

X C OOIn e 3 |I,| < e.
=1 =1

Teorema 1.23. Considere uma fungao limitada f : [a,b] — R e o conjunto
D = {x € [a,b]; f € descontinua em x}.

A funcgao f € integrdvel se, e somente se, D tem medida nula.
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Teorema 1.24. Sejam f, : [a,b] — R uma sequéncia de fungées limitadas. Se as fungoes f,
sGo integrdveis e a sequéncia (fy) convergem uniformemente para a funcdo f : [a,b] — R, entao
f € uma funcdo integrdvel e vale

/ab lim f,(z)dz = lim /ab Ful(2)dz.

Demonstragao. Como para cada n a funcao f,, é integravel, segue pelo Teorema 7?7 que o con-
junto

D,, = {z € [a,b]; f, é descontinua em =}

tem medida nula.

Também sabemos pelo Teorema 7?7 que se f, converge para f uniformemente e todas as f,
sdo continuas em xg € [a,b], entdo é f é continua em x, logo se f é descontinua em xg, entao
existe uma fungao f, que é descontinua em zo € [a, b]. Portanto,

(o]
D c | D,
n=1
onde D = {x € [a,b]; f é descontinua em = }.
Como cada D,, tem medida nula, segue da inclusao acima que D também tem medida nula
o que implica que f é integravel.
Por outro lado, dado € > 0, existe ng € N tal que se n > ng, entao teremos

(@) = (@) < 5.

para todo x € X. Logo

‘/abfn(x)dx—/abf(x)dx — ‘/ab(fn(:r) ~ f(2))de

b

IN
N
—~
8
~—
|
=
8
=
U
8

Portanto,

b b b
lim fn(x)dx:/ f(:c)d:z::/ nli_{r;ofn(x)dx.

n—oo a

O

Teorema 1.25. Seja f,, uma sequéncia de fungoes derivdveis no intervalo |a,b]. Se a sequéncia
numérica f,(c) converge para algum c € [a,b] e se suas derivadas f] convergem uniformemente
em [a,b] para uma fungdo g, entdo f, converge uniformemente em |a,b] para a fungdo derivdvel
f, tal que f' = g.

Resumidamente, denotando as derivadas de f, por D f,, temos que

D(lim f,,) = lim D f,,,
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desde que D f,, convirja uniformemente.

Demonstracdo. No caso particular em que as fungoes f,, tem derivadas continuas, este resultado
é consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo. Com efeito para todo n € N e todo
x € [a,b] vale:

o=t [ o
Por hipétese sabemos que a sequenma fn(c) converge e pelo Teorema 7?7 temos que a
sequéncia [ f}(t)dt converge para [ g(t

Portanto, para cada = € [a,b] deﬁnimos f(z) como sendo o limite, quando n — oo, da
sequéncia que aparece no lado direito da igualdade (?7), ou seja,

f) =10 - [ gty (1.2)

Dessa forma, f’(z) = g(x). Resta agora provar a uniformidade da convergéncia f, — f.
Dado € > 0, tomemos ng € N (ng dependendo apenas de ¢€) tal que

n> o= @) = O <5 e 1) = 90] < 55

para todo t € [a, b].
Assim, considerando a diferenca entre as igualdades 7?7 e 7?7 obtemos que

[fulz) = f2)] < [fale) = Flo)] +

[ a0 f’(t)dt’

< |fale) = fle)l + |z —cf - sup [fi(t) — g(t)]
a<t<b

2(b—a)

€
< —+((b-a)- =€,
2
para todo x € [a,b]. Logo, a convergéncia é uniforme.
Passamos agora a demonstragao do caso geral. Utilizando o Teorema do Valor Médio aplicado
a fungao fp, — fn, temos que para todo x € [a, b], existe d entre x e ¢, tal que

fm(@) = fu(@) = fin(c) = fule) + (z = O)[f1.(d) — fr(d)]-

A equagao acima, juntamente com a convergéncia de f,(c) e a convergéncia uniforme de f;,
implicam que f, é uma sequéncia de Cauchy. Assim, pelo Teorema 77, temos que a sequéncia
fn converge uniformemente para uma fungao f, definida no intervalo [a, b].

Reescrevendo a igualdade acima com ¢ = zy e d obtemos

fm(x) = fm(w0) _ ful®) = fulz0) _

Tr — X Tr — X

para todo x # xg.
Fixado z¢ € [a,b], considere os quocientes de Newton dados por

qn(T) = M e q(x)= M’

Tr — X Tr — X
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para x # xg.

A igualdade 77 mostra que g, é uma sequéncia de Cauchy, segue entao pelo Teorema 7?7 que
gn, converge uniformemente em [a,b] \ {zo} para a fungao gq.

Por fim, fazendo uso do Teorema 77, temos que

lim f@) = f(wo) = lim q(z)
T—rT0 €T — ,QZO T—rT0

= lim {lim qn
T—x0 Ln—o00

(«)]
= lim [lim qn(m)]

n—oo |z—x0o

= lim [f}(z0)] = g(z0).

n—o0

Como zg é arbitrério em [a, b], temos que f é derivdvel em [a,b], com f' = g.

1.6 Séries de poténcias

Nessa secao faremos um breve estudo sobre as séries de poténcias, as quais formam uma
classe muito importante de séries de funcoes e sao fundamentais para o desenvolvimento desse
trabalho. A partir desse ponto, usaremos a notacdo Ng = NU {0} =0,1,2,...

Definicao 1.26. Sejam o € R e (an)nen, uma sequéncia de nimeros reais. A série de poténcias
de termo geral a,, e centrada em xy € a série de funcgoes dada por

o0

Zan(x—xo)":ao—i—al(x—:co)—i—...—i—an(x—xo)"—i—---.

n=0

Note que, se usarmos a mudanca de varidvel y = x — xg, obtemos

[e.e]
Zany”:a0+a1y—|—...+any”+--- .
n=0
Assim, sem perda de generalidade, apenas para simplificar a notacao, durante toda essa
secao vamos considerar as séries de poténcias centradas em zg = 0. Os resultados apresentados
podem ser transcritos para o caso geral usando a mudanca de varidvel y = x — xg.

oo
Teorema 1.27 (Raio de Convergéncia). Uma série de poténcias E anx" satisfaz uma das

n=0
condicoes a sequir:

(1) converge apenas quando x = 0;

(II) Eziste um nimero r > 0 tal que a série converge absolutamente no intervalo aberto (—r,r)
e diverge fora do intervalo fechado [—r,r]|, podendo convergir ou nao nos extremos —r e r;
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(III) converge absolutamente em toda reta real.

Demonstra¢do. Primeiramente note que a convergéncia para x = 0 é imediata. Aplicando entao
o teste da raiz para x # 0 temos que a série converge absolutamente se

|z| lim sup {/|a,| = limsup {/|a,z™| < 1 (1.4)

n—oo n—oo

e diverge no caso em que
|z| limsup {/|an| = limsup {/|a,z™| > 1, (1.5)
n—oo n—oo

pois nesse caso o termo geral a,x™ nao tende para zero. Dessa forma, para concluir a demons-
tracao do teorema basta notar que:

(I) Se {/|ay| é nao limitada, entdo (??) ocorre qualquer que seja x # 0. Nesse caso, a série
de poténcias converge apenas para x = 0.

(II) Se {/|ay| é limitada e 0 < limsup y/|a,| < 400, entao por (?7) a série de poténcias
n—oo

converge absolutamente no intervalo aberto (—r,7) e por (??) diverge fora do intervalo fechado
[—r, 7], sendo

n—o0

—1
r= <limsup \"/|an|) .

(III) Se {/|ay| é limitada e lim {/|a,| = limsup {/|a,| = 0, entao (??) sempre é valida.
n—r00 n—00

Nesse caso, a série de poténcias converge absolutamente para qualquer =z € R.

O]

Observagao 1.28. Se considerarmos, por convengao, que limsup {/|a,| pode assumir o valor
n—oo

+00, entao

-1
r= (limsup \"/|an\> ,

n—0o0

pode ser interpretado da seguinte forma: r = 400 no caso (I), r > 0 com r € R no caso (I]) e
r =0 no caso (I1I).
Diremos entao que 7 é o raio de convergéncia da série de poténcias

o
g anx",
n=0

e (—r,r) ¢ o intervalo de convergéncia. No caso em que r = 0 teremos apenas o ponto z = 0 em
vez de um intervalo e no caso r = 400 teremos (—r,7) = R.

Observagao 1.29. No caso em que (a,) é uma sequéncia tal que a,, # 0 para todo n e o limite
abaixo existe, é possivel usar o teste da razao para mostrar que o raio de convergéncia é dado
por

%9

r= lim
n—oo

Gn+41
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Veja por exemplo [?], Segao 8.2.

Observacgao 1.30. No caso em que r > 0 com r € R, nada podemos afirmar sobre os extremos
do intervalo (—r, ). De fato, considere a série de poténcias

% (_1yn

n=1

Nesse caso, temos que o raio de convergéncia é r = 1 e a série converge no intervalo aberto

oo
(—=1,1). Note que no extremo = = —1 a série E — diverge, enquanto no extremo x = 1 temos
n
n=1
uma série alternada g ——— convergente.
n
n=1

Considerando agora a série de poténcias

n

i (_1) xQn'

n=1

Nesse caso, temos que o raio de convergéncia é r = 1 e a série converge no intervalo [—1, 1],
incluindo os extremos. Esse exemplo enfatiza que ndo podemos afirmar nada a respeito dos
extremos de forma geral, precisamos analisar cada situagao.

o
Teorema 1.31. Uma série de poténcias E a,x", com raio de convergéncia r > 0, converge

n=0
uniformemente em todo intervalo compacto [—s,s] contido em seu intervalo de convergéncia

I=(-rr).
Demonstragao. Seja J = [—s,s] C I. Temos entao que

|ana"| = |an||2]" < [an|s"

oo
para todo x € J. Como s € I, entao a série numérica E |an|s™ converge. Portanto, pelo Teste

n=0
oo

M de Weierstrass, a série de poténcias g anx” converge uniformemente em J.
n=0

Lema 1.32. Seja ) oy uma série (convergindo ou nao) cujas reduzidas
Sp=a1+ -+

sdo limitadas, isto €, existe K > 0 tal que |sp| < K para todo p € N.
Seja by > by > ... > b, > ... uma sequéncia nao-crescente de nimeros nao negativos by,.
Entao, para todo p € N vale
’qul + -+ Oépbp| < Kb;.
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Demonstragao. As reduzidas sp,, para todo p € N, sao definidas como a sequéncia de
Sp = Sp—1tap = Qp = Sp — Sp—1.
Entao, temos

’Oélbl + agbo+ - - +ap,1bp,1 + apbp| =
= [s1by 4 (s2 = s1)ba + - + (sp-1 — sp-2)bp—1 + (sp — 5p-1)by|

= |81(b1 — bg) + Sg(bg — bg) + -+ Sp—l(bp—l — bp) + Sp(bp)’.
Como by > by > ... > b, > ... é uma sequéncia nao-crescente, temos

‘Ozl.bl + ag.bot+ - +Oép_1bp_1 + Oépbp| =

= |81(b1 - bz) + Sz(bz - b3) + -+ Sp71(bp,1 — bp) + Sp(bp)|

|s1][b1 — ba| + [s2[b2 — bg| + -+ + [sp—1]|bp—1 — bp| + |5 ][y

Sabemos que as reduzidas s, sao limitadas, entao exite K > 0 tal que |sp| < K, para todo
p € N, dessa forma:

|s1]|b1 — ba| + [s2|[b2 — ba|+ - [sp—1]|bp—1 — bp| + [sp||bp| <

IN

K|b1 —bg| +K|b2 —b3’ —I—'-'+K|bp71 —bp| —I—K|bp|
= [K[(b1 —b2) + (b2 —b3) + -+ + (bp—1 — bp)]|
= [K(b)]

= Kb.

Logo, |a1by + - -+ + apb,| < Kby, para todo p € N. O

o0
Teorema 1.33 (Abel). Considere uma série de poténcias E anx”™ com raio de convergéncia

n=0

o0 00
0 <r < 4o00. Se g anr™ converge, entdo E anx™ converge uniformemente em [0,r]. Em
n=0 n=0

o o
lim <§ an:):”> = g anr”.
n=0 n=0

particular, temos

T—r—
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n
Demonstragao. Seja fn(x) = Z ajxj. Dado € > 0 existe ng = ng(e, r) tal que, se n > ng, entao
i=0
|an+12™ T + -+ -+ ap 42" TP| < €, para todo p € N, ou seja,

‘fn-l—p(x) - fn($)| = ‘an_,'_leH*l + - 4+ an+pxn+p‘.

Agora consideramos a, = a4+, 1P e aplicamos o Lema ??, com K = e. Assim, para todo

z € [0, 7] obtemos:
()Y 1G)
oap| = )|+ oyl - -] .
r r r

‘fn—i—p(w) — fo(z)] =

2\
Tomando b, = <> temos

r

|ﬁwa»—ﬁx@r=\

al(j).+.”_%ap(j>p.

T n
= |oubi + -+ opby| <r>

(OIGRIONES

Portanto, |fn4p(x) — fn(x)| < €, para todo 0 < x < r, seja qual for p € N. Logo (fn(z)) é
uma sequéncia de Cauchy. Pelo Teorema 77 concluimos que (f,) é uniformemente convergente
em [0, 7].

IN

O]

Teorema 1.34 (Integragao termo a termo). Se a série de poténcias Z anx" converge em todos
n=0
0s pontos do intervalo fechado [a, f], entdo

/j(i‘j””xn)dx:ni +1<ﬁn+1 Q.

Demonstragao. O intervalo [o, 8] C [—r, 7], sendo (—r,r) o intervalo de convergéncia da série.
Assim, pelo Teorema de Abel 7?7 a convergéncia da série no intervalo [«, 5] é uniforme, logo
podemos usar os Teoremas 77 e 77. Assim temos que

nh_}ngo j<§anx">d:n:/a lim <Zanx )dm—/ Zanr d:v—z +1(5"+1 —ath,

T
n=0

O]

Observamos que da forma que é construida, a integral de Riemann trata de fungoes limitadas
num intervalo [a, b], assim se uma fungado f : [a,b) — R é tal que para cada ¢ € [a,b), f é limitada
e integrével em [a, ¢], consideramos a integral improépria

/ab f(x)dx = cl_igl_ /acf(a;)dx
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n+1

Assim, mesmo que a série de poténcias E r nao seja convergente no extremo

n+1

r de seu intervalo de convergenc'la podemos fazer a integracao (imprépria) termo a termo

/ Zanx desde que a série Z - + 1 "1 seja convergente. De fato, para cada t € [0,7),
(U—t

podemos usar o Teorema de Abel ?? e integrar termo a termo, obtendo

oo o0

r O t 00 a a
/ Z apr"dr = lim E anz” | de = lim %t"“ — Z _:1Tn+1’
0 n=0 0 n=0 n=0 n n=0 n

t—r t—r

desde que a série numérica que aparece no lado direito da igualdade acima seja convergente.

Teorema 1.35 (Derivagao termo a termo). Considere a funcdo f(z Zanx definida por
n=0
uma série de poténcias, definida no intervalo de convergéncia (—r,r). A fungao f(x) € derivdvel

em cada ponto de x de (—r,r) e vale

(o]
= E na,z" !
n=1

Além disso, a série de poténcias da derivada também tem raio de convergéncia r.

q0. 77 iv éri ver-
Demonstracao. Do Teorema 77 sabemos que podemos derivar termo a termo uma série conver
gente, com a série das derivadas convergindo uniformemente. Considerando f,(z) = a,z" e sua

derivada f] (), basta provar que
e.)
= Z na,z" !
n=1

converge uniformemente em cada intervalo compacto [—s, s| C I, assim teremos que f'(x) = g(z).
Usando o Teorema ?7 temos que g(x) tem raio de convergéncia r > 0. Verificaremos que o raio
de convergéncia de g(x) é o mesmo de xzg(x). Temos que

[e.e]
= E na,x"
n=1
Na série acima o raio de convergéncia é:

1 1 1
- lim sup W B lim sup (/ﬁ’\‘/m a lim sup W

Entao R = r é o raio de convergéncia de zg(z), logo também é de g(x).

=r

Corolario 1.36. A funcao definida por uma série de poténcias
o
- S e
n=0
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possui derivadas de todas as ordens em qualquer ponto do seu intervalo de convergéncia I =
(—=r,7r) e suas derivadas sucessivas podem ser calculadas por derivag¢ao termo a termo. Assim,
para cada x € I e k € N arbitrarios, tem-se

fE @)= nn-1)...(n—k+ Danz"".
n>k
k
k!

série de Taylor de f em torno de xg = 0.

Em particular, ap = , de modo que a série de poténcias que converge para f(x) em I é a

Demonstragao. Usando o Teorema ?7, temos para cada x € (—r,r),
[o.¢]
f(x) = Z anxna
n=0

[e.e]
f(z) = Znanxnfl,
n=1

f”(l‘) — Zn(n — 1)an$n_2,
n=2
@) =Y nln —1)(n - 2)ana"",
n=3

fB@) = nn-1)n-2)-(n-(k-1)aa"",

n=k

Agora, note que

nn—1)Mn-2)---(n—k+1)(n—k)! n!
—1)(n—-2)...n—k+1) = = .
Entao
e !
O (z) = ;Z:k(n?'k)!anxn_k, comz € (—r,r)ek=0,1,2,...
k! (k)
Em particular, para z = 0 temos f(k)(O) = aak = klap. Entéo ap = fk'(O)’ para todo

k=0,1,2,... ’ '

Logo a série de poténcias

n.

> f(n)
n=0

é a Série de Taylor de f(z) em torno de zg = 0.
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Capitulo 2

Funcoes analiticas reais

O objetivo principal desse capitulo é estabelecer as principais propriedades de uma impor-
tante classe de fungoes conhecida como func¢des analiticas reais. Comecaremos descreveé-la a
partir de agora.

Definigao 2.1. Sejam I um intervalo aberto e f : I — R uma fung¢do. Dizemos que f € analitica
real num ponto xg € I, se existem uma sequéncia de nimeros reais (a,) e um nimero p > 0,
tais que

o @]
@)= an( - o)
n=0
para todo x € (xg — p,xo + p) C I.

Dizemos que f € analitica real em I, se f € analitica real em cada ponto de I. Nesse caso
escrevemos f € C¥(I).

Exemplo 2.2. Considere a funcao racional f(x) = T definida no intervalo I = (1,400).
—x
Dado qualquer xg € I, obtemos pela convergéncia da série geométrica que
1 1
f@) =1 -
—To+t2xo— T (1_:1:) 1_37—330
0 1-— o
1 f: T — X0 T — X 1
- 1—x0n:0 1—1‘0 1—.%'0
= 1
— - _ n _ _
= nz_% (1_560)”“@ xo)", |z —mo| < |1 — 20,
=V —————
an ?

Como z( foi tomado arbitrario, segue que f é uma fungao analitica real em I. O mesmo
raciocinio se aplica se considerarmos f definida no intervalo J = (—o0, 1).

Dado k € Ny, relembremos que uma funcao f é de classe C*, num conjunto aberto U C R,
quando f é derivavel até a ordem k e a sua k-ésima derivada é uma funcao continua em U. Nesse
caso escrevemos f € C¥(U). O espago C°(U) é constituido pelas fungdes continuas definidas em
U. Obviamente temos que C**1(U) ¢ C*¥(U), para todo k.
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Quando f € C¥(U), para todo k, escrevemos f € C*®(U) e dizemos que a funcio f é
infinitamente derivavel ou que f é uma funcao suave.

Note que se f é uma funcao analitica real num ponto zg € I, entdo como consequéncia do
Corolério 7?7, temos que a fungao f é infinitamente derivavel em xg e

f(n) (z0)

Ap = |
n:

Em particular, podemos concluir que se f € C¥(I), entdao f € C°°(I). Veremos que a
inclusao C¥(I) C C*°(I) é prépria, ou seja, existem fungoes infinitamente derivaveis que nao
sao analiticas reais.

Exemplo 2.3. Considere a fungao f : R — R, dada por f(z) = cosx. Podemos representé-la
como fungao analitica, centrada em x = 0 da seguinte forma

Vo € R.

~
—~
8
~
I
(]
T
—
~—
S
8
[
LS

E como consequéncia do Corolario 7?7, que veremos adiante, teremos que f é uma funcao analitica
real em R.

O préximo exemplo mostra uma funcao que é infinitamente derivavel em R, mas nao é
analitica real em R.

Exemplo 2.4. Definimos a func¢ao ¢ : R — R por

e VT ge x>0,

0 se x <0.

Afirmamos que ¢ é uma funcao de classe C*° em R.

De fato, note que para z < 0 a diferenciabilidade infinita é imediata pois se trata da fungao
nula e para x > 0 a diferenciabilidade infinita de ¢ em z segue da regra da cadeia, sendo que a
n-ésima derivada tem a forma

pu(1/z)e " se x>0,
o) =
0 se = <0,

sendo py(1/x) é uma expressao polinomial de grau 2n que envolve poténcias de 1/z. Essa
expressao polinomial pode ser obtida explicitamente usando a Formula de Faa di Bruno, que
provaremos na Sec¢ao 7.

Vejamos agora que ¢ tem derivadas de todas as ordens em x = 0 e, além disso,

#™(0) = 0, para todo n > 0.

Vejamos inicialmente que ¢’(0) = 0. Uma vez que ¢(z) = 0 se x < 0, entdo segue que a
derivada pela esquerda ¢(0~) = 0.
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Para calcular a derivada pela direita ¢(0), escrevemos 1/h = x e sabendo que, para qualquer
n

n € N, o limite lim — = 0, teremos
z—o00 er

60") = lim {h

h—0+ h
 eL/h
= lim
h—0t+ h
. T
= lim —=0
r—+o00 e

Logo, como as derivadas pela esquerda e pela direita sdo iguais a zero, segue que ¢/(0) = 0.
Para mostrar que ¢(™(0) = 0, para todo n € N, vamos usar Inducdo Matemética. Como
ja foi verificado a validade da afirmacao para n = 1, suponha que ela seja valida para um n
qualquer. Uma vez que a derivada pela esquerda de ¢(”+1)(0_) é sempre zero, basta verificar
que TV (0F) = 0.
=N

Usando a expressao de qﬁ(")(h) para h > 0, a hipdtese de inducao e o fato que liIJIrl — =0,
Tr—+00 €

qualquer que seja N € N, temos que:

(n+1) O+ — li
¢ (07) higle h
—1/h
= lim Pn(1/h)e
h—0+ h
_ b @)

0 que prova a afirmacao anterior.
Portanto, segue que ¢ é uma funcao infinitamente derivavel em R.

Por outro lado, vejamos que ¢ nao é analitica real em xg = 0. De fato, uma vez que o n-ésimo

. P () -
coeficiente de Taylor de ¢ em zg =0 ¢é a,, = ¢n7!(0) = 0, temos que a série de Taylor de ¢ em
torno de xyp = 0 converge para 0, porém ¢ nao é identicamente nula em nenhum intervalo aberto
que contenha gy = 0. Segue entao que ¢ nao pode ser analitica real em R, mais especificamente

ela nao sera analitica real em nenhum intervalo aberto que contenha a origem.

Podemos usar o exemplo anterior e o teorema 7?7, que veremos adiante, para construir novos
exemplos de fungoes suaves que nao sao analiticas reais.

Exemplo 2.5. A funcao 9 : R — R dada por
eV se g # 0,
P(x) =

0 se =0,

é infinitamente derivdvel em R, uma vez que ¥(x) = ¢(2?) é uma composicio de funcoes infi-
nitamente derivaveis. Usando o resultado do Exemplo 7?7 e a Fdérmula de Faa di Bruno, veja
Secao 77, temos que 1/1(") (0) = 0, para todo n > 0. Portanto, 1) néo é analitica real em nenhum
intervalo aberto que contenha a origem.
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Exemplo 2.6. A funcao 7 : R — R dada por

e V=2 g |z| < 1,
n(x) =
0 se |z| > 1,
é infinitamente derivével em R, pois 1(z) = ¢(1—22) é uma composicio de funcdes infinitamente
derivdveis. Além disso, note que a fungao 7 se anula fora do intervalo aberto (—1,1). Novamente

pelo Exemplo ?? e a Férmula de Fad di Bruno, temos que n(™(£1) = 0, para todo n > 0.
Portanto, ¥ nao é analitica real em nenhum intervalo aberto que contenha xg = —1 ou 2y = 1.

2.1 Propriedades das funcoes analiticas reais

Nesta secao provaremos algumas propriedades algébricas envolvendo fungoes analiticas reais.

Proposicao 2.7. Sejam f,g: I — R fungdes analiticas reais em xzg € I e X € R. Entao, \f,
fEtgef-g sao funcdes analiticas reais em xg.

Demonstragdo. Como f e g sdo fungoes analiticas reais em xg, exitem constantes p; > 0 e
p2 > 0, tais que

=Y ap(w—w)", |z —w| <p

oo
=Y balz—m0)",  |&— 0| < pa,

Obviamente, se A é uma constante, entao

N—)oo

N (o)
Af(x) =X lim Zan x — xp) :]\}ij)nmz_%)\an(:c—xo)":z_:)\an(az—xg)",

para todo x tal que |x — | < p1. Segue que Af é analitica real em x.

Seja p = min[p1, p2] > 0. Vejamos que

1. f(z)£g(z) = Z(an +by)(x —x0)", |T— 20| <P
n=0
2. f(:E) g(.%') = Z [ Z anlbn2] (.%' - :BO)n = Z [Z an—kbk] (.1‘ - xO)n7 |.T - 1‘0’ <p.
n=0 Ln=ni+n2 =0 Lk=1

1. Considere as N-ésimas somas parciais, respectivamente, das séries de poténcias que defi-
nem f e g em torno de z, isto é

N N
() :Zan(x—:vo)" e By(z)= an(x—xo)",
n=0 n=0
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tais que
f(x)= lim Anx(z) e g¢g(z)= lim By(x).
N—o00 N—o00

Dessa forma, denotando por

N
On(x) = enlw —a0)",
n=0

a N-ésima soma parcial da série f(x) &+ g(x), com ¢, = (a, + b,), para cada n € N, teremos

f(z)£g(z) = lim AN(:U):I:]\}im By (x)

N—o0 —00

= lim [Ax(z) £ By(2)]

N—oo

= lim [ao +a1(z —x0) + -+ an(z — 20)V
N—o00

+ [bO +b1(1’ — J,‘()) + .. +bN(l’ _$O)Nﬂ

= lim [(ao +bp) + (a1 + bl)(a? —x9) + -+ (ay £ by)(z — xo)N:|

N—oo

= lim [co +c(r—xz0)+ - +en(z— xO)N}
N—o0

= lim Cy(x)
N—oo

o0

= Z(an +b,)(z—x0)", |z —x0] <p.
n=0

Segue que f + g é analitica real em xg.

2. Novamente vamos considerar p = min[py, p2] > 0, e nos célculos a seguir estaremos admi-
tindo que |z — xg| < p.

Considerando as somas finitas

N 00
Dy = ZSn(a:—xo)" e Ry= Z bp(z — x0)",
n=0 n=N-+1

sendo

Sn="Y_ (an, -bny) = (a0bn + arbn_1 + -+ + anby).

ni+na=n
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Assim temos que

Dy = agpbg + (agby + a1bg)(x — xg) + (agbs + a1by + azby)(x — xO)Q .
+(aoby + atby—1 + -+ + anbo)(x — x0)
= ag [bo + bi(z — z0) + ba(z — 20)> + - + by(z — )] +
ay [bo(x — z0) + b (x — 20)% + -+ + by 1 (z — z0)V] +

ag [bo(x — 20)*) + - - by —a(x — x0) "] +

an [bo(x — xo)N] .

Portanto, considerando By como na demonstracao da parte anterior, temos que:

Dy = agByx + a1(z — x0)By_1 + - - - + an(x — 20)™ By.

o
Sabemos que g(x) = By + Z bp(z — x9)" = By + Ry, logo
n=N+1

Dy = aolg(z) — Ry] + a1 [g(z) — Ry_1] (x — x0) + - + an [g(x) — Ro] (z — x0)™

= apg(r) —aoRy + a19(z)(z — 20) —arRy_1(x — w0) + - -~
+ang(z)(z — z0)Y — anRo(z — z0)Y

= g(x) [ao + ai(z — z0) + - + an(z — 20)"]

— [GORN +a1Ry_1(z —x0) + - +anRo(x — xo)N]

N
= g(x) Zan(aj — )" — [aoRN +a1Ry_1(z —x0)+ -+ anRo(x — CL‘())N] )
n=0
Uma vez que
N
9(x) > an(z —x0)"
n=0

converge para g(z)f(z), quando N — oo, para concluir precisamos verificar que a expressao
‘aoRN +a1Ry_1(z —x0)+ -+ anRo(x — mo)N‘ converge para zero quando N — oo.
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Sabemos que a série

[e.e]

Z aj(x — o),

n=0

¢é absolutamente convergente, entao definimos

o
A=Y lajllw — ol
n=0
Dado € > 0, podemos encontrar Ny, tal que |Ry| < €, sempre que N > Ny. Entao,

lapRN + a1(x — x9)Ry—1+ -+ + an(z — ﬂfo)NRD|
< JaoRN +---+an—_n,(z — ﬂvo)N*NORNO\

+ Jan—nor1 (@ —20) MM Ry, 1+ 4 an(z — 20)V Rol

< elaol + -+ + lay-nl[(@ = 20) NN

+ an-nor1(z —20) VT Ry, g+ - 4 an(z — 20)V Rol

< €A+ |an-no+1(z —z0)V M Ry 4+ -+ an(z — 20) Rol.
Fixado Ny, fazendo N crescer arbitrariamente, obtemos o resultado desejado. ]

Os proximos resultados sao dedicados a mostrar que, sob certa hipétese, a divisao entre duas
fungoes analiticas reais também resulta em uma fungao analitica real.

Proposicao 2.8. Seja f : I — R uma funcdo analitica real em xg € I. Se f ndo se anula em
xo, entdo 1/ f estd bem definida em algum subintervalo de I, centrado em xq, e € analitica real
em xq.

Demonstragao. Considere
o0
@)= anle — o),
n=0

definida no intervalo de convergéncia (zg — r,zo + r), com 0 < r < +o0.
Como f(xz9) # 0 e f é continua, existe p > 0 tal que f(z) # 0, para todo x no intervalo
J = (xo — p,zo + p). Portanto, a funcao

1
h(z) = —,
@)= 7@
estd bem definida em J.
Considere agora a série formal dada por

h(z) = bn(z — z0)".
n=0
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Dizemos que a expressao acima é uma série formal, pois nao sabemos nada sobre sua con-
vergéncia, vamos considerar que esta série tenha todas as propriedades que queremos para
calcular os coeficientes b,, em seguida, podemos provar que a série é realmente uniformemente
convergente e assim validar todo este raciocinio formal.

Assim, temos que o produto f(x)h(xz) =1 em J. Vamos entao determinar os coeficientes by,.
Pela Proposicao 77, temos

1—Zanx—xo Zb (x — o) :Z Zan kbr | (z — x0)".

n=0 Lk=0
Logo, comparando os coeficientes da igualdade acima, obtemos

n—1
agby = 1, aobn+2an_kbk:0, n=12,...
k=0

Vale lembrar que ag = f(zp) # 0. Assim, usando as igualdades acima, obtemos uma relagao
de recorréncia que nos fornece recursivamente a sequéncia by,.

Resta agora provar que a série formal h(x) com os coeficientes b,,, dados recursivamente pela
formula acima, possui um raio de convergéncia positivo. Sem perda de generalidade podemos
supor que ag = 1, caso contrario consideramos a fungao (1/ag)f

Pelo Teorema 77, temos que a série de poténcias dada por f converge uniformemente e
absolutamente em intervalos compactos contidos no intervalo de convergéncia. Assim, a funcao

o0
> lan|lz = xo|™, (2.1)
n=1

é continua para |x — 2| < r e se anula em x = xy. Segue que existe § > 0 tal que

oo

> anlle = @|" <1, |z — 20| <.

n=1

Note que se |x — zg| < 6, temos

L= [f(@)| < 1= f@)| <) lanllz —2[* = |f(@)]=1=) |an|lz —zo" > 0.
n=1

n=1
Assim, temos que 1/f estd bem definida se |x — zg| < 4.
Afirmamos agora que |b,| < 1/6", para todon =0,1,2,...
A prova é feita por Inducao Matemdtica. Para n = 0 temos by = 1/ap = 1 e segue a

afirmacao. Suponha que a desigualdade é valida para by, com 0 < k < n — 1. Entao, tomando
o valor absoluto na relagao de recorréncia de b,,, obtemos

n—1 00
bl <> lan—k]|be] = Z|a]|]bn i< Z lajl %Z 16 < (w
k=0 j=1
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na igualdade usando a mudanca de varidavel £k = n — j, assim 0 < n — j < n — 1. Na ultima
desigualdade usamos = xo + 6 em (?7), logo a série que aparece nos célculos acima é menor
que 1 pelos argumentos anteriores.

Segue que a desigualdade é vélida para by, com 0 < k < n, e a afirmacao anterior é verdadeira.

Por fim, uma vez que |b,| < 1/6™, para todo n =0,1,2,..., temos

lim sup |b, |1/ < 1/6,

r——+00

o que implica pelo Teorema ?? que o raio de convergéncia da série de poténcias > > by (x—x0)"
converge com raio de convergéncia pelo menos § > 0.
]

Segue como consequéncia imediata dos Teoremas 7?7 e 7?7, o seguinte resultado sobre o
quociente de fungoes analiticas reais.

Corolario 2.9. Sejam f,g : I — R funcdes analiticas reais em xo € I. Se g ndo se anula
em xo, entdo a fungdo f/g fica bem definida em algum subintervalo de I, centrado em xg, e é
analitica real em xg.

2.2 Continuacao analitica

Nessa secao veremos algumas propriedades importantes sobre funcoes analiticas reais fa-
zendo uso da ideia de continuagdo analitica (ou extensao analitica). Mais precisamente, uma
continuacao analitica de uma funcao analitica real f, definida em um intervalo aberto I, é uma
funcao analitica real g definida num intervalo aberto J D I, tal que g restrita a I é a funcao f.
Seguird como consequéncia dos resultados dessa secao que para cada intervalo aberto J D I, a
funcdo f possui no maximo uma continuacao analitica g, definida em J.

Lema 2.10. Para cada n € N e cada nimero real x € (—1,1) temos

n!

> m(m—1)(m—2)...(m—n+1)z" "= Aoyt

m=n
Demonstragao. Considere a série geométrica

> 1
Y amt=—— ze(-1,1).
m=0

1—=x

Derivando a igualdade acima temos:

= 1
Z m.’L’mil: m, T € (—1, 1)
m=1

Derivando novamente teremos:

oo

Z m(m —1)z™ 2= (1_256)3, xz € (—1,1).

m=2

De modo geral, derivando n vezes obtemos
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n!

> m(m—1)(m—2)...(m—n+1)z" "= T

m=n

x € (—1,1).

O

O principal objetivo do proximo resultado é provar que uma funcao f dada por uma série
de poténcias é uma funcao analitica real, ou seja, se

fl@)=> ajx—a), x €(a—p,a+p),
j=0

sendo p > 0 o raio de convergéncia dessa série, entdao f é uma funcao analitica real em cada
B € (a— p,a+ p). Embora isso parega ser um resultado imediato, precisamos ter cuidado pois
pela forma que a funcao f é definida, a priori, apenas podemos afirmar que ela é analitica no
centro r = «.

Fixado 8 € (o — p,a + p) consideremos a série de poténcias dada por

>_bile—BY, (2.2)

J=0

F9(8)
it
O teorema a seguir mostra que essa nova série de poténcias (??) estd bem definida em algum
intervalo aberto centrado em /3 e além disso ela coincide com a fungdo f nesse intervalo.

com b; =

Teorema 2.11. A série de poténcias dada em (??) tem raio de convergéncia positivo maior ou
igual a T = p — | — B| e além disso no intervalo (B — ,8 4+ T) ela converge para a fun¢do f,
isto €,

flz) = me: By, ze(B—1,B+T).

Jj=0

Demonstragcao. Note que para qualquer 0 < R < p temos limsup ]an]%:f < I Logo, existe
n—00 P

um numero natural ng tal que |an|% < %, para todo n > ng, ou seja, R"|a,| < 1, para todo
n > ng.
Seja C' = max{1,|ao|, Rlai],..., R™ |an,—1|}. Assim, R"|a,| < C, para todo n > 0, ou
seja,
C
lan| < T Vn > 0. (2.3)

Escolhemos | — a| < R < p.
Por outro lado, para cada n > 0 temos

fM(B) = m(m—1)(m—2)...(m—n+ Da,(8 —a)™ ™.

m=n
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A partir da igualdade acima, combinando (??) e o Lema ?? temos que

FMB) < Y mim = 1)(m=2)...(m—n+1)ay||§ - """

< sz(m_l)(m—Q)...(m—n+1)W

B g n!
R . ‘B_a| n+1
R
B g n!
~ R"(R—[B—a))""!
RnJrl
B CR n!
R—|B—al (R—|B—a])"
n!
= D~ ——
(R—1[B—af)"
CR
comD=———.
R—|B—q]
Portanto,
(n)
n! (R—18—af)"

Logo, (R — |5 — a\)]bn\% < D7, o que implica (R — |8 — «af) limsup \bn|% < limsup Dn = 1.
Concluimos finalmente que

1 1
lim sup |by|n < R—lF—al
Em outras palavras, a desigualdade acima garante que o raio de convergéncia da série de
poténcias (?7) é maior ou igual a R — |5 — a|. Como R < p foi tomado arbitrariamente, segue
que a série de poténcias (??) tem raio de convergéncia pelo menos 7 — |8 — «|.
Considere agora a funcdo g, definida no intervalo (8 — 7, 5 + 7), dada por

g(x) = Z bj(x — B)’.

Jj=0

Para cada = € (8 — 7,8+ 7), pelo Teorema de Taylor com resto em Lagrange, temos que

f(l') — ib(fﬁ—ﬁ)j + fn+1(0) (ZL'—BYH_I
= J (n+1)! ’
©)
com b; = f]]'(B) e f sendo um ponto entre 5 e .

Assim, como antes, se 0 < |0 — 3| < R < 7 existe D > 0 tal que
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f@) =D oba -8 = |t

fn+1 ' | ’n—i-l

n+1
< & —re— et e~ A

Uma vez que o lado direito da desigualdade acima fica cada vez menor para n suficientemente
grande, segue que g(z) = f(x). O

Uma consequéncia direta do Teorema 77 é o seguinte resultado.
Corolario 2.12. Seja
o
r) =Y aj(z—a)
j=0
uma série de poténcias definida no intervalo de convergéncia I = (o — p,a + p), com p > 0.

Entao, f € funcao analitica real em cada ponto de I.

Corolario 2.13. Se f e g sdo duas funcdes analiticas reais, definidas num intervalo aberto I,
e se existe um ponto xg € I tal que

f9 (o) = g (x0), para todo j =0,1,2,...,
entao f(z) = g(x), para todo x € I.
Demonstragao. Considere o seguinte conjunto
V=In{x f(j)(x) = g(j)(x), para todo j =0,1,2,...}.

Logo, por hipétese, g € V. Vejamos agora que V é fechado e aberto em relacao ao intervalo
I. De fato, se para cada j = 1,2,3,... considerarmos h; = (f — g)¥), entdo h;l({()}) é um
conjunto fechado em R, pois h; é uma funcao continua. Logo,

{z; fO(z) = ¢ (z), para todo j =0,1,2,... m J_ ({0})

é fechado em R. Segue que V é um conjunto fechado relativamente ao conjunto I.
Por outro lado, dado o« € V', como f e analitica real, existe p > 0 tal que

x>:Zaj(m_a)j7 xe(a_p7a+p)CU7

(4)
com a; = f%ﬁ“), 7=123,....
Pelo Teorema ?7?, dado 8 € (a« — p,a+ p) e
> £ .
nw) =S 0 gy

|
=0 7

entao f(z) = h(x) em um intervalo da forma J = (8 — 7, 8+ 7). Em particular, se 5§ = « temos
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> £() , ) A
@) = i) = Y- Ty = S ay = g(o),
7=0 7=0
em algum intervalo aberto J centrado «, com J C I.
Portanto, uma vez que f(z) = g(z) em J, temos que fU)(z) = ¢g\¥)(z), para todo = € J.
Segue que V' é um conjunto aberto relativamente ao conjunto I. Sabendo que I é conexo, por
ser um intervalo e ) # V C I, além disso V é aberto e fechado simultaneamente em relagao a I,

entao V = I. Concluimos assim que f(z) = g(z), para todo = € I.
O

Uma consequéncia imediata do corolario anterior é o seguinte resultado.

Corolario 2.14. Se f e g sao funcgoes analiticas reais no intervalo aberto em I e existe um
conjunto aberto W C I tal que

f(z) = g(x), para todo x € W,

entao f(z) = g(x), para todo x € I.

Demonstragao. Como W é aberto, basta considerar um ponto zg € W e teremos f(j)(xo) =

g9 (x0), para todo j = 0,1,2,.... Segue o resultado pelo Coroldrio ??.
]

Segue do corolario acima que uma fungao analitica real f, definida num intervalo aberto
I, possui no maximo uma continuagao analitica definida em J D I. A seguir, mais algumas
consequéncias.

Corolario 2.15. Se f e g sdo funcoes analiticas reais no intervalo aberto I e existe uma
sequéncia (z;)jen em I, de termos dois a dois distintos, com limx,, € I e tal que

f(zn) = g(xy), para todon =1,2,3,...,

entio f(x) = g(z), para todo x € I.

Demonstragao. Seja lim x, = xg € I. Vamos mostrar que
n—oo

f(J)(:UO) = g(])(w‘o)7 para todo ] = ]-7 2737 R

Assim, o resultado a ser provado sera consequéncia do Corolario 7?7. Como as derivadas de
f e g sao continuas em U, basta mostrar que para cada j € {0,1,2,...}, existe uma sequéncia
(Yn)nen tal que y, — 2o e fO)(y,) = g9 (y,,), para todo n € N. Para isso vamos usar Inducio
Matematica.

A ideia serd provar que se existe y, — 2o e f9(y,) = ¢ (y,), para todo n € N, entéo
existe z, — xg com fUTD(z,) = gt (z,), sendo que todas essas sequéncias tem termos dois
a dois distintos.

Se j = 0, basta considerar (x,)nen dada no enunciado e teremos x,, — zg € f(z,,) = g(zy)
para todo n € N por hipétese. Como essa sequéncia tem termos dois a dois distintos podemos
assumir que x,, < Tn+1, para todo n € N.

Considerando a fungdo h = f — g e para cada n € N aplicando o Teorema do Valor Médio
(TVM) no intervalo [z, y+1], obtemos um ponto y,, € (zy,Zn4+1) tal que
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M(nt1) = h(@n) = W (yn) (Tnt1 — 20).
—_——— N — —_——
-0 -0 £0

Logo, W (y,) = 0, ou seja, f'(yn) = ¢’ (yn), para todo n € N. Além disso, y, < Yn+1-

Supondo agora que existe uma sequéncia (Y )nen, de termos distintos dois a dois distintos,
tal que y, — z0 e que f9(y,) = g¥)(yy), para todo n € N.

Como anteriormente, podemos assumir que y, < yp+1, para todo n € N. Considerando
a funcdo h = (f — g)¥) e para cada n € N aplicando o Teorema do Valor Médio (TVM) no
intervalo [yn, Yn+1], obtemos um ponto z, € (yn, yn+1) tal que

h(yn+1) - h(yn): h/(zn) (yn+1 - yn)
—— N ~

=0 =0 #0
Logo, h'(z,) = 0, ou seja, fUT1(z,) = gt (z,), para todo n € N.
Segue que, para cada j = 0,1,2,..., existe uma sequéncia y, — g, tal que f(j)(yn) =

g9 (yn), para todo n € N. Portanto, fazendo n —s oo temos por continuidade que fU)(zq) =

99 (z0).
O

Uma consequéncia importante do corolario acima é o seguinte resultado.

Corolario 2.16. Se f e g sao fungoes analiticas reais no intervalo aberto I e o conjunto A =
{z € I} f(x) = g(x)} possui um ponto de acumulac¢ao xo € I, entio f(x) = g(z), para todo
x el

Em particular, como consequéncia do Corolédrio ??, se A = {x € I; f(x) = 0} possui um
ponto de acumulacao xg € I, entdo f(x) = 0, para todo z € I. Ou seja, os zeros de uma fungao
analitica real nao nula sao todos pontos isolados.

Por fim, vamos usar o Teorema ?7? para obter uma caracterizacao para fungoes analiticas
reais definidas em um intervalo aberto.

Teorema 2.17. Considere um intervalo aberto I e uma fungdo f € C*°(I). A fungao f € C¥(I)
se, e somente se, para cada o € I, existe um intervalo aberto J, com o € J C I, e constantes
C >0 e R >0 tais que as derivadas de f satisfazem:

. i
fD@)<0-L, vae (2.4)
RJ
Demonstragdo. Suponha primeiramente que f € C¥(I). Entao, dado a € I, existe p > 0 tal que
fl@)=> aj(x—a), vz € (a=p,a+p),
j=0

B f(j)(a)

sendo a; = 7l

Fixado 8 € (a—p,a+p), B # «, vimos no Teorema 77 que se |a — 3| < Ry < p, entdo existe
Co > 0 tal que

4 CoR |
) ofto J .-
‘fj(ﬁ)‘S(Ro—M—BD (Ro—lﬂ—a!)j’w 0,1,2,....
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Sejam 7 =|a— 3] >0e J = (a— 7,0+ 7). Assim, se x € J temos que |z — a| < |a — 3] < Ry,
donde segue que

. CoR il
G ()| < 0110 . J ,
@l s R e—a) B jz—aly
CoRyo J! Cy!

. < LY J.
S Wo—la—B) Ro—18—alp ~ " °F

Reciprocamente, para cada a € I suponha que vale (?7) em algum intervalo aberto J com

9 (a) . o
acJcCl. Como feC®I),defina b; = 7 e a série de poténcias
Z bi(x — a)l.

j=0
Pelo Teste da Raiz e a Desigualdade (?7?) temos
liminf ¢/]b;] < liminf /CR™ = R~ liminf V'C = R,
1
o que implica que
(liminf {/[b;])~' > R,

ou seja, o raio de convergéncia da série de poténcias definida acima é pelo menos R > 0.
Por fim, dado x« € J, temos pela Férmula de Taylor com resto em Lagrange que

= 9 () S n
f(ﬁ)—jz; 7l ($*0)3+m(ﬂf*a) LR

para algum 6 ente x e o. Logo, segue novamente de (??) que

(e 1| )
1) - 3 e ay] < | P20

n n+1
- !
= (n+1)!

r—«

R

(@~ )" <C

Como |z — a| < R, fazendo n — oo na desigualdade acima segue o resultado, isto é, f € C¥(I).
O

Vamos agora usar a caracterizagao dada no Teorema ?? para construir um exemplo de uma
funcao de classe C*° que nao é analitica real.

Exemplo 2.18. Considere inicialmente a Fun¢ao Gama dada por

+o00
I(z) = / et ldt, x>0.
0
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Usando integragao por partes temos que

+o0 +o0 +oo
D(z+1) = / e At = tYet + :c/ e 't Lt
0 0

0

+oo
= a:/ e ' ldt = 2T(z), x> 0.
0

Em particular, se z =n € N temos I'(n + 1) = nI'(n). Dessa forma, note que

“+o00

—+00
(1) :/ etdt = —e7t| =1;
0

re)=1-r(1) =1

0

De forma geral, afirmamos que I'(n 4+ 1) = n!. De fato, j& provamos a validade para n = 1.
Suponha que a igualdade é valida para um nimero natural n arbitrario. Assim,

'n+2)=Mn+1)I'n+1)=(n+1n=(n+1).

Segue por Indugao Matemética que I'(n + 1) = n!, para todo n € N.

A funcao que apresentaremos agora foi inspirada em um exemplo descrito na Secao 2 da
referéncia [?]. Dado k > 2 inteiro, considere a funcao

too
f(z) = / e Tetdt, xR,
0

Para cada j € {0,1,2,...} note que a funcao h(x,t) = eit*Te—t satisfaz

dh . L
Portanto, 927 ¢ continua em R X [0, +00) e além disso,

oW h(x,t) ki
L < tMemt = g, > 0.
‘ 520 <te gj(t), para todo t > 0
+o0o
Como g;(t)dt < oo, usando a Regra de Leibniz para a derivacao sob o sinal de integral

0
(veja a Secao 6 do Capitulo IIT em [?]), segue que f é derivavel qualquer que seja a ordem
j€40,1,2,...} evale

_ oo 5j too
f(])(x):/ Wdt:/ (i)ﬂtkje“kxe_tdt.
0 € 0
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Dessa forma, concluimos que f € C*(R).
Por outro lado, pela definicao da funcao Gama e a propriedade provada anteriormente, note
que

fO(0) = (i)J/O thie=tdqt = (YT (kj + 1) = (1) (kj).

Portanto, | £ (0)] = (kj)!, Vj =0,1,2,...

Como k > 2, a expressao (kj)! cresce muito mais rédpido que j! quando j — oo. Logo, a
Desigualdade (??) vista no Teorema ?7?, nao é valida em nenhum intervalo aberto que contenha
a origem, ou seja, f nao é uma funcao analitica real em nenhum intervalo aberto que contenha
a origem. Precisamente, mostramos que se I C R é um intervalo aberto e 0 € I entao a fungao

feC>()mas f & C¥(I).

Observacgao 2.19. Embora a funcao f apresentada no exemplo anterior possa assumir valores
complexos, ela é uma funcao de uma variavel real e dessa forma podemos aplicar a equivaléncia
vista no Teorema 77.

2.3 Formula de Faa di Bruno

Enquanto a Férmula de Leibniz para derivadas de ordem superior do produto entre duas
fungoes é bem conhecida e dada por

(f - 9)™(z) = (" F® (@) (@),
g g <k:> g

menos familiar é a formula para derivadas de ordem superior da composta entre duas fungoes, a
qual é denominada Fdérmula de Faa di Bruno. Em nosso contexto, essa férmula serd importante
para provar que a composta de duas fungoes analiticas reais também é uma funcao analitica
real. A demonstragao do teorema a seguir foi inspirada nos artigos [?] e [?].

Teorema 2.20 (Férmula de Faa di Bruno). Sejam I um intervalo aberto e f € C*°(I). Suponha
que f assume valores em um intervalo aberto J e considere g € C*°(J). Entao, a derivada de
ordem n € N da fun¢do composta h = go f € dada pela formula:

. n! O\ (F2@\® @)\
i )(x):Zklle!...kn!g(k)(f(x))( 1!( )> < 2!( )> ( n'( )> (29

sendo k = ki1 + ko + -+ + k, a soma sobre todos inteiros ndo negativos ki,ks, ..., k, para os
quais ki + 2ko + ... + nk, = n.

Demonstracdo. Vamos primeiramente calcular algumas das derivadas de h. Omitiremos o valor
de x.

K1) — g(l)(f)f(l);

3 = gD 4 oM (£) P,
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B = g (F[FOF + 392 ()OO + gO(1) FO:
B = g (AFOF 4+ 69® (NIFOPFO + 39D (N[O + 492 () D FO + gD (£) £,
Note que cada parcela da derivada h®), k = 1,2,3,4, envolve alguma derivada g(j)( 1),

1 < 5 < k multiplicada por poténcias de derivadas f(j), 1 < j < k. De forma geral, usando
Inducao Matematica, vamos provar que

B0 =3 g ()P (D, £, ), (2.6)
k=1
sendo P, expressoes polinomiais envolvendo as derivadas f @ ... f(”), e o indice n em P,

denota o nimero de variaveis dessa expressao polinomial.

e Para n = 1 basta considerar P;1(X1) = X; e teremos

1

WD =" g® () P (fV).

k=1
e Suponha a validade de (??) para n € N. Entao, derivando mais uma vez a igualdade (?7)
teremos que

n

=1 P, Qni1)k
= > 9" AP (f D, D)+ 3 0B Qe (FY, . f).
k=1 k=1

Fazendo a mudanca de indices k 4+ 1 = j na primeira soma do lado direito da igualdade
acima obtemos

n+1 n
R = N gD () Py PV F) 4D g P () Qe (FD, - )
j=2 k=1
= gOQurt(F - F )+ g P (A Pai-1) = Quurnye (F,.., FH)
k=2
+ g Pan(FD, - F)

n+1

= Zg(k) (f)@(n—i—l)k(f(l)) SRR f(n+1))7
k=1

onde Qi1 = Qut1)1s Qs 1k = [Prth—1) — Qi) 5¢ 2 < k <y e Quuitynit) = Pan.
Segue a validade de (?7) para todo n € N.

Fixemos agora z € I e denotemos por yo = f(zo) € J. Logo, por (?7) temos
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Rt (o) Zg (40) Pak (S P (0), - - F™ (0)) (2.7)
Note que a férmula acima depende apenas dos valores das derivadas

f(l)($0)a cee f(n)(:L'O)?g(l)(yO)? s ag(n)(yO)

Assim, para obter a férmula desejada num ponto zg € I, basta considerar quaisquer fungoes
F e GG, cujas derivadas até ordem n, nos pontos xg e ¥y, respectivamente, coincidam com as
derivadas f e g nesses pontos. Considere entao as funcoes:

F(zx)=a9+ai1(x —x9) + -+ an(z — x0)"

e
G(y) =bo+b1(y —vo) + -+ baly —y0)",
(k) (k)

sendo ag = / (':EO) e by = J k('yo)’ k=0,1,...,n

Portanto, F®)(zg) = f®)(z0) e G®) (yo) = g®) (y0), k= 0,1,...,n

Por outro lado, considere a formula multinomial dada por:

! S k. kgL 2 e

Note que yo = f(xg) = F(x9) = ap. Logo, usando a férmula multinomial com X, =

aj(z —x0)?, j=1,...,n, obtemos

G(F(z) = b0+b1( () = yo) + b2(F(2) = y0)* + ... + bu(F(2) — yo)"

= Ebk —ao

= Zbk {al(x —x9) + -+ ap(x — xo)"r
k=0

D e ey

k=0  k=ki++kn n

k!

ko

. [an(:ﬁ - xg)"} o

Como G o F é um polinémio de Taylor centrado em zg, para encontrar (G o F)(™(zg) basta
usar a relacao:

(G o F)™ (o)

nl = Cn,

sendo ¢, o coeficiente da poténcia (x — x¢)", que nesse caso é
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k! k
i : 1 kn
Cn = E 7]{:1!”.kn!blyﬁa1 coeanm.

k=ki+-+kn
k14+2ko+--+nknpn=n

Portanto, segue das igualdades anteriores que

kn

n!
' n

(Go F)(n)(l“o) — Z TR

k
? 'k:!bkal1 ...a
k=k1+--+kn o

k1+2ko+---+nkn=n

! FO@)\™ (o) \ ™
= > kll.é.kn!g(k)(y0)< 1!x0> < n!x[))

=y + b
k14+2ko+--+nknp=n

Por fim, uma vez que as derivadas de F' e f coincidem em zg e as derivadas de G e g¢
coincidem em yg = f(z0), segue de (2?) que (go )™ (xq) = (G o F)™(x0) e o teorema estd
demonstrado. O

2.4 Composicao de fungoes analiticas reais

O intuito dessa segdo ¢é usar a Férmula de Faa di Bruno para provar que a composta de
fungoes analiticas reais também é uma funcao analitica real. Antes disso, precisamos estabelecer
o seguinte lema.

Lema 2.21. Para cada n € N e cada nimero positivo real R temos

k! . )

" R R (n—1)
> el el = B+ R
A(n)

sendo k =ky +ke+ ... +ky e A(n) = {(k1,...,kn) € NJ; k1 + 2k + - - +nk, = n}.
1 1
Gl Ty

Demonstragdo. Considere as fungdes f(t) = . Podemos reescrever

f e g usando séries geométricas, isto é,

f(t):itjv tE(—l,l)
=0

g(xz) = iRj(:c— 1Y, ze(1-1/R,1+1/R).
§=0

Dessa forma, a funcao composta h(t) = g(f(t)) é dada por

ht) = g<1it) - 1—tRJtr1)t

1 t

T 1—(R+1)t 1—(R+1)t

= > (A+RPY =D (1+ Ry
j=0 =0
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Usando a mudanca de indices £ = j 4+ 1 na segunda série acima temos

o0 (o)
Z (1+ R+ = 2(1 + R)F1F,
7=0 k=1

Assim, segue que

h(t) = 1+ZI+R]tJ > 4Ry
7j=1 J=1

[(1+R) — (1 + Ry

Il
-

<
Il
—_

I
in
Nk

(1+ R)’ <1 — 1L%>tj

(1+ Ry 'Rt.

1

.
Il

e

<
Il
-

Por outro lado, usando as séries de Taylor de f em torno de t = 0, de g em torno de x =1

e de h em torno de ¢ = 0 obtemos

0 _ 1, j=0,1,2

]' - 9 ]_ 9y Sy e

o) g g0

k! ) b2t B B

(n)
hn'(o) = (R+1)"'R, n=0,1,2,...

Dessa forma, segue da Formula de Faa di Bruno que

) = 5 o (RO (0
k‘l k‘ 1! n:

n! i
— K
Z ki!l.. . k! R

Portanto, segue das igualdades (??7) e (7?) que
k!

n—1 _ k
(R+1) R_Az(:) AN
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Agora, usando os resultados anteriores, vamos provar que a composi¢ao de fungoes analiticas
reais também é uma funcao analitica real.

Proposicao 2.22. Sejam I C R um intervalo aberto e f € C¥(I). Suponha que f(I) C J,
sendo J também um intervalo aberto e g € C¥(I). Entao go f € C¥(I).

Demonstragdo. Sejam a € [ e = f(a) € J. Como f é analitica real em I e g é analitica real
em J, segue do Teorema ?? que existem constantes positivas C, D, R e S tais que para z num
intervalo aberto I C I que contém « valem as desigualdades

() gt
19@) < 0%
e |
©) g
9 ()l < Do,
onde y = f(x).

Logo, usando a Foérmula de Faa di Bruno para a n—ésima derivada da funcdo composta
h = go f e o lema anterior, obtemos:

d ¥ (y) (f(ll)!(x))kl . <f“2!(w)>’“"

n n!
@) = ) el k|

n! K CN o C\Fn
< —D— | = — ) .=
- Zkl!...kn! Sk(Rl) <R2) (Rn)

A(n)
n! k! Ck1+...+kn
= 2 kil _.knyDﬁ RF1+ 2kt Ak
A(n)
D k! Ck
= n'RnZk1| L1 Sk
A(n)
'R S S
1 c\" c\ o
= nl—(1+=2) (1+=2) =Z.D
nR"( +S) ( +S> 5
| ~
= E%, Vo eI,
ondeE—(l—i—g) g-DeT—R<1+g> .

Portanto, segue do Teorema 77 que a fungdo h = g o f é analitica real no intervalo I.
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Exemplo 2.23. A funcao h(t) = cos (17T—75

> é analitica real no intervalo I = (—1,1). De fato,

note que a funcao
e o]

F(t) = 1L_t =y "

=0

¢ analitica real em I = (—1,1) pelo Teorema ??. Da mesma forma, a funcao

ka

g(z) =cosz = Z k)
k=0

¢ analitica real em R.
Portanto, pela proposicdo anterior temos que a fungao h(t) = g(f(t)) é analitica real no
intervalo (—1,1).
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Capitulo 3

Equacoes diferenciais lineares com
coeficientes analiticos reais

Como aplicagao do estudo feito nos capitulos iniciais, apresentamos neste capitulo uma
investigagdo sobre a regularidade das solugoes de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s)
lineares com coeficientes analiticos reais.

Iniciemos considerando a forma geral de uma EDO linear de ordem n, a qual é escrita do
seguinte modo

Pn(x)y(n) + Pnfl(x)y(n_l) + Pn72($)y(n_2) +-+ Pl (.Z‘)y, + PO(x)y = h(ﬂi‘), (31)

sendo h(x) e Pi(z), 1 <i <n € N, fungdes definidas num intervalo aberto I. Além disso, para
que essa EDO de fato tenha ordem n, precisamos supor que P, nao seja a funcao identicamente
nula. Porém, isso nao impede que ela se anule em alguns pontos.

A ideia sera considerar intervalos em que a funcao P, nao se anula em nenhum ponto e ao
normalizarmos a equagao (?77) nesse intervalo, isto é, dividirmos ela por P,(z), tenhamos uma
EDO com coeficientes analiticos reais. Antes de continuarmos essa discussao, estabelecemos
algumas nomenclaturas na definicao a seguir.

Definicao 3.1. Considere a EDO linear (77). Se P,(xo) # 0, entdo xo é chamado de ponto
reqular da EDO e se P,(xo) =0, entdo xy € um ponto singular dessa EDO.

Observe que se P,(x) é uma funcao continua e zy é um ponto regular da EDO, entao existe
€ > 0 tal que P,(z) # 0, para todo = € (xg — €, 0 + €).

Vejamos agora exemplos de algumas classicas equagoes diferenciais, onde podemos clara-
mente verificar quais s&o os pontos regulares e quais sdo os pontos singulares.

Exemplo 3.2. A equacao a seguir é chamada de Equagao de Airy e é utilizada na teoria de
difracao

y" + 2y = 0.
Nessa EDO todos os pontos sao regulares, uma vez que P,(z) = 1, para todo x € R.

Exemplo 3.3. Aplicada no estudo das vibragoes de membranas, a Equagao de Bessel, de ordem

v > 0, é dada por:

22y + xy + (2? — vy = 0.

O tnico ponto singular dessa EDO é = = 0, pois Py(z) = 22 = 0 se, e somente se, z = 0.

o1



Exemplo 3.4. A EDO chamada de Equacao de Hermite, de ordem p € R, tem todos os pontos
regulares:
y" — 2y’ + py = 0.

Um tipo especial solugao da Equacao de Hermite, os polinomios de Hermite, sao utilizados na
mecanica quantica no estudo das solugoes da equacao de Schrodinger em oscilagbes harmonicas.

Exemplo 3.5. A EDO a seguir e conhecida como Equacao de Laguerre de ordem p € R.
zy" + (1 —2)y +py=0.

Um tipo especial de solugao, quando sao polinémios, é usada na Mecanica Quantica do atomo
de hidrogénio. O tnico ponto singular dessa EDO é obviamente x = 0.

Exemplo 3.6. Outra famosa equacao da Fisica Matemaética é a Equagao de Legendre, que ¢é
dada por:
(1—a2%)y" — 22y + ala+1)y=0, acR.

Ela é usada no estudo das solucbes da equacao do potencial em esferas. Temos que, z = 1 e
r = —1, sdo os tnicos pontos singulares dessa EDO, uma vez que Py(z) = 1 — 22 = 0 se, e
somente se, x =1 ou x = —1.

3.1 Equacoes diferenciais lineares de segunda ordem

Os exemplos vistos anteriormente mostram que muitas equacoes classicas da Fisica Ma-
tematica sao EDQO’s lineares de segunda ordem. Motivados por isso, nessa parte do trabalho
vamos nos concentrar nesse tipo de equagao, porém os resultados que apresentaremos continuam
validos para equagoes de ordem n > 2. Além disso, vamos considerar EDO’s homogéneas, uma
vez que existem métodos para encontrar solugoes particulares a partir das solugoes da equagao
homogénea associada, por exemplo, o método de Variagao dos Parametros. Mais precisamente,
consideremos a equagao linear de segunda ordem da forma

Py(z)y" + Pi(2)y + Po(z)y =0, (3:2)
sendo Py, P e P» funcoes analiticas reais em um intervalo I.

Teorema 3.7. Se xg € um ponto reqular da equagio (77), entdo a solugao geral dessa equagao,
definida em g, € uma funcdo analitica real em xg.

Demonstragao. Como xp é um ponto regular da equagao (??), entdo podemos reescrevé-la da
seguinte forma

Y +p(x)y + q(z)y =0, (3.3)

sendo os coeficientes p(x) = Pi(x)/Px(z) e q(x) = Py(x)/Pa(z) sdo fungdes analiticas reais em
xg pelo Coroléario ??. Logo, podemos escrever p e ¢ como séries de poténcias em torno de x,
com raios de convergéncia p; > 0 e p2 > 0, respectivamente.

Sendo p o0 menor entre p; e pa2, escrevemos:

o0 o
p(x) = an(:): —z9)" e q(z)= Z gn(z — )", com |x — xo| < p.
n=0 n=0
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Vamos procurar solugoes do tipo
o0
= Z an(z —x0)", |z — 20| < P (3.4)

Derivando formalmente a expressao acima e substituindo n — 1 por n na primeira derivada
e n — 2 por n na segunda, obtemos:

(o] oo
= Z nan(z — o)1 = Z(n + Dapy1(x —zp)"
n=1 n=0
e
o oo
Z (n — Dan(x —z0)" 2:Z(n+1)(n+2)an+2(aﬁ—x0)",
n=2 n=0
para |z — xg| < p.
Agora, usando a Proposi¢ao 77, temos
o0 o0 oo n
b)) = [ Spale— o] | S+ Dol — 20" - > [ (k4 Dpnsans | o = 20,
n=0 n=0 = =0

o)) = [i%(ﬂf—xo)n] @w—xo)ﬂ:i[é%kak}w—xo)".

Substituindo as expressoes acima na EDO (?7?), podemos reescrevé-la da seguinte maneira:

Z (n+1)(n+2)ans2 + Z[(k‘ + 1)pn—kak1 + Qn—kak]] (x —z0)" = 0.
n=0 k=0

Pela unicidade da série de poténcias, obtemos a relacdo de recorréncia dada por:

n
(TL + 1)(” + 2)an+2 + Z[(k + 1)pn—kak+1 + QH—kak’] =0, n=0,1,2,... (35)
k=0
A expressao (?7?7) determina recursivamente os elementos da sequéncia a, em funcao das
constantes arbitrarias ag e a1. Por exemplo:

qoao + poai

e n =0 implica em as = — 5

p1a1 + qiao + 2poaz + goar  (Pogo — q1)ao + (—p1 + p§ — qo)ar
e n =1 implica em a3 = 5 = 6 )

e assim por diante.

Mostraremos agora que y = y(x), dada em (??), com os termos a,, dados recursivamente por
(?7?), é uma série convergente no intervalo I, dado por |z — zo| < p.

De fato, dado arbitrariamente 0 < r < p, entao segue dos Teoremas 7?7 e 77 que existe uma
constante M > 0, tal que

g™ (o)
n!

p™ (x0)
n!

M
Pnl = e gl = <—, n=0,1,2...

<
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Dessa forma, segue da relagao (??7) que

M n
(n+1)(n+2)ans2| < Y [k + Dlagga| + fag[)r*

M n
= ey Z[(k’ + Dlags1| + |ak|]7“k + M|ap1|r.
k=0

Denotemos por by = |ag|, by = |a1| e definimos
M n
(n+1)(n+2)bnyr = 7 > [k + Dby + bglr* + Mbuyar, n=0,1,2...
k=0
Note que, pelos célculos anteriores, para cada n = 0,1,2,..., temos 0 < |a,| < b,. Vamos
entao calcular o raio de convergéncia da série de poténcias centrada em xg, com termo geral

dado por b,. Comecamos trocando n por n — 1 e também n por n — 2 na igualdade acima,
obtendo

|
—

n

M

n(n + 1)bn+1 = n_1 [(k + 1)bk+1 + bk]rk + MbnT,
" k=0
M n—2
(n—1)nb, = . [(k + 1)bpy1 + bp]r® + Mb,_yr-.
k=0

Multiplicando a primeira igualdade por r e utilizando a segunda igualdade, obtemos:

rn(n+ )by =

Jr* 4+ Mb,r?
k

M
= (nb +bn 1

bk+1 +bk]7' +Mb 7’
k:

= Mr(nb, +bp_1)+ [(n — 1)nb, — Mbn,lr} + Mb,,r?

= [n(n—1)+rMn+ Mr?b,.
Portanto,

bn, rn(n + 1) .
= = lim
bpt1  (n—1)n+ Mr(n+r) n—+00 by 41

bn

=7

Segue entao, conforme Observagao 77, que a série

Z bn(z — x0)",
n=0

converge para todo x, tal que |x — xo| < r. Sabendo que |a,| < by, temos que a série dada em
(7?) também converge pelo menos em |z — x| < r. Como r < p foi tomado arbitrério, segue a
convergéncia de (??), pelo menos em |z — zg| < p.
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Além disso, temos pela construcao feita acima que (?7?) satisfaz a EDO (??7). Note que
podemos escrever

(e}
ylx) = Zan(:ﬁ—:pg)”:ao+a1(x—mo)+a2(x—mo)2+a3(m—xo)3+---
n=0
. goao + poai 2
= ao+a1(l‘—$0)+ _f (:L'—:L‘o) +
—q1)ao + (—p1 +P3 — qo)a
n ((POQO q1)ao (6]?1 Py — 90) 1>(x_x0)3+”_

= ap [1—qzo(:n—xo)z—l—poqoﬁ_(h(:v—xo)?’—i----] +

2 —
+ a [(:z:—a:o)—z;o(x—xoy%—W(m—xo)3+-'-]

o0 o0
= ap Z an(z — 20)" +ay Z B — 20)"
n=0 n=1

-~

y1(z) y2(z)

Obviamente as séries y; (x) e y1(x) também convergem em |x—xg| < p. Além disso, temos que
y1(zo) = ap = 1, ¥i(z0) = a1 = 0 e ya(z0) = Bo = 0, y4(zo) = 1 = 1. Portanto, o Wronskiano
das fungoes y1 e y2 no ponto xg é dado por W (y1,y2)(zo) = y1(xo)yh(zo) — y2(x0)y)(x0) =1 # 0.
Segue da teoria bésica de EDO’s lineares (veja por exemplo [?], Capitulo 3) que y; e y2 sao
solugoes linearmente independentes da equagao (?7?). Portanto, a expressao (??7) determina a
solugao geral da EDO (??) e consequentemente da EDO (?7).

]

Exemplo 3.8. Considere a Equacao de Legendre

(1 -2y — 229y + ala+1)y=0, ack.

Nesse caso Py(z) = 1 — 22 e os tinicos pontos singulares sdo 1 e —1. Se considerarmos o ponto

regular x¢g = 0, usando a convergéncia da séria geométrica temos que

2z > > ala+1) >
p(x):—lixz:—2x2x2k22—2x2k+1 e q(a:): 1 Za a+1)x
k=0 k=0

=0

para todo x € (—1,1). Logo, p e g sao fungoes analiticas reais em x.
Portanto, pelo teorema anterior as solugoes da Equagao de Legendre, definidas em xg = 0,
sao analiticas reais em xg = 0 e tém raio de convergéncia pelo menos igual a 1.
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Comnsideracoes finais

Este trabalho foi desenvolvido e embasado por diversos assuntos elementares da Anaélise
Matematica e teve como objetivo central o estudo das fungoes analiticas reais de uma varidvel.
Uma rapida revisao sobre convergéncia pontual e convergéncia uniforme de sequéncias e séries
de funcoes, nos auxiliou na obtencao de importantes resultados sobre séries de poténcias.

Usando séries de poténcias definimos as fungoes analiticas reais, objeto central desse trabalho,
as quais formam um importante subespaco das funcgoes infinitamente derivaveis. Verificamos
varias propriedades algébricas das funcoes analiticas reais e o principio da continuacao analitica,
que permite ampliar o dominio da fun¢ao mantendo a analiticidade.

Os resultados obtidos para as func¢oes analiticas reais possibilitaram estudar a regularidade
analitica das solucoes de equacotes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem com coefici-
entes analiticos. Um préximo passo nesse estudo seria generalizar esse resultado para equagoes
lineares de ordens superiores.
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