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Resumo

Este é um trabalho que tem como objetivo principal discutir a estabilidade de
algumas equacoes diferenciais, em torno de pontos criticos, buscando dar ao leitor
um panorama geral da estabilidade de algumas equacoes diferenciais, mostrando que
propriedades pode ter as solugoes de um fenomeno modelado por equacoes diferenciais
ordindrias em longos periodos de tempo.

Palavra Chave: Estabilidade, Instabilidade, Sistema predador presa, Etc.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo das equacoes diferenciais ordinarias comecou com os préprios criadores
do Célculo, Newton e Leibniz, no final do século XVII, motivados por problemas
fisicos. Atualmente, além dos problemas fisicos conseguimos modelar muitos fenémenos
biolégicos, economicos, ecolégicos, quimicos, entre outros.

No inicio era natural tentar expressar as solugoes de uma equagao diferencial explici-
tamente; entretanto, logo se verificou que o nimero de equagoes que podiam ser resol-
vidas desta forma era muito pequeno, até mesmo quando introduzidas novas fungoes.

Mediante as dificuldades em obter solugoes por métodos confidveis, surgiram os teo-
remas de existéncia e unicidade, tornando-se justificavel a busca de solugoes através de
processos informais, uma vez que obtida, podia ser verificada posteriormente. A partir
dai, iniciou-se no século XIX, com Henri Poincaré (1854 - 1912), a fase moderna, que
¢ marcada pelo interesse nas questoes qualitativas, ou seja, ¢ marcada pela atitude de
retirar das equagoes diferenciais informacoes sobre o comportamento de suas solucoes,
sem a preocupacao de escreve-las explicitamente.

Por exemplo, podemos analisar qualitativamente o comportamento oscilatorio do
sistema massa-mola que é dado por um bloco de massa m, sobre uma superficie ho-
rizontal sem atrito, preso a uma das extremidades de uma certa mola, enquanto a
outra extremidade esta ligada a um ponto fixo, observando que o seu estado inicial é
estavel, pois & medida que afastamos o bloco do seu estado inicial (chamado de ponto
de equilibrio) e o soltamos, vemos iniciar um movimento continuo e oscilatério ao redor
do seu ponto de equilibrio.

Assim, no presente trabalho nos propomos a estudar as equagoes diferenciais or-
dinarias de modo qualitativo, buscando informagoes que permitam concluir algo sobre
o comportamento de suas solugoes ao longo do tempo.

1.1 Justificativa

Atualmente, prever fenomenos naturais é um grande desafio para ciéncia, muitas
vezes isso nao ¢ possivel, pretendemos com esse trabalho mostrar, através de algumas
equagoes diferenciais ordinarias.

A importancia das equacoes diferenciais na modelagem de vérios fenomenos, foi
o que motivou nosso estudo e analise dessas expressoes. Entao podemos fazer as
seguintes perguntas: O que é uma equacao diferencial? Para que serve uma equagao e



como podemos utilizar-las? Estas e outras questoes trataremos de responder durante
a elaboracao desse trabalho.

1.2 Objetivos

e Analisar a estabilidade de alguns problemas governados por equagoes diferenciais
usando técnicas e métodos abordados na literatura descrita na bibliografia.

e Ter uma ideia mais clara de como tais métodos sao usados nos problemas aborda-
dos e tentar descrever em que outras classes de problemas poderiam ser utilizados.

e Aprofundar os conhecimentos e aprendizado sobre as equagoes diferenciais desde
o ponto de vista tedrico e suas aplicagoes, proporcionando ao leitor da monografia,
uma melhor compreensao do tema, de facil e que estimule o interesse no estudo
deste assunto.

1.3 Metodologia

Nossa intencao é desenvolver um trabalho de pesquisa estudando a estabilidade de
alguns problemas modelados por equacoes diferenciais desde o ponto de vista analitico.
Este processo sera desenvolvido da seguinte forma: Primeiro, iniciaremos tendo uma
visao geral sobre os requisitos necessarios para atingir nossos objetivos, isto é, estu-
dando os conceitos basicos de resolucao de equagoes diferenciais. Segundo, assimilar
os conceitos relacionados a existéncia e unicidade e comportamento assintotico das
solucoes de equacoes diferenciais ordindrias. Terceiro, iniciaremos o processo de assi-
milacao do software “Latex”.

Finalmente, aplicaremos os métodos estudados a alguns problemas praticos e ela-
boraremos a monografia.



Capitulo 2

Revisao Das Equacoes Diferenciais
Ordinarias

Para desenvolver este trabalho nossa primeira abordagem sera uma revisao geral da
teoria das equacoes diferenciais ordinaria e a modelagem de alguns fenémenos descritos
por EDO “s visando uma melhor compreensao do leitor, sobre como podemos modelar
os diferentes fenomenos usando as mesmas.

2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

As equagoes diferenciais sao expressoes matematicas de certas leis envolvidas em
uma modelagem, que podem ser, por exemplo, a segunda lei de Newton, reacoes
quimicas, dinamica populacional, conforme veremos mais adiante e varios outros pro-
blemas que podem ser modelados com equacoes diferenciais. Equacoes diferenciais
simples aparecem no estudo do calculo de primitivas de fungoes. Neste caso, dada uma
funcao f = f(t), buscamos uma funcao = = z(t) tal que

d
Za(t) = £1t), (2.1)

A relativa simplicidade desta equacao estd no fato de que o lado direito da equacao
(2.1) nao depende da incognita x = x(t). A derivada de x = x(t) estd dada explicita-
mente em termos de uma fungao conhecida. Nesse caso, a solugao pode ser obtida, em
principio, por integracao direta.

As equacoes diferenciais estao presentes em diversos modelos, em fisica, quimica,
biologia, economia, engenharia, etc. Varios fendmenos envolvem a variagao de uma
quantidade em relacao a outra, levando naturalmente a modelos baseados em equagoes
diferenciais. Vamos denotar a variavel independente por ¢ e as variaveis dependentes,
por x1,xs, ..., T, € a diferenciagao denotaremos por um apostrofe.

Uma equacao diferencial ordinaria de ordem n, é uma expressao que envolve uma
fungao(incégnita) e algumas de suas derivadas, onde a derivada n-ésima aparece expli-
citamente na equacao, e pode ser escrita da seguinte forma

ft,z, o', ..., z™)=0

onde f é uma funcdo definida em algum subconjunto de R"*? a valores reais.



Entendemos por solucao de uma equacao diferencial, uma funcao ¢ : I — R, conti-
nua e derivével até ardem n, que satisfaz a equagao diferencial (2.1), da forma .

ft o), ¢'1),...¢™(t) =0,Vt eI

onde a funcao f toma valores reais.
Exemplos

° % = p(1 — up) Representa a Dinamica de uma populagao.

2 . ~ .
° mgT; + Kz = 0 Representa as oscilagoes de um sistema massa-mola.

o LC % + RC% + q = E(t) Representa as Cargas elétricas num capacitor.

Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

As equacoes diferenciais de primeira ordem sao expressoes mais simples de entender,
ja que so envolve a primeira derivada, a qual na sua forma geral é dada por

f(t,z,2") =0. (2.2)

A equagao (2.2) é dita de primeira ordem, pois envolve uma fungao incégnita = x(t)
e sua primeira derivada z’. Um caso particular sao as equacoes que podem ser escritas
da forma

¥ =g(t,x). (2.3)

A equagao (2.3) é linear quando ¢ for uma fungao linear na variavel z, isto é, g(t,z) =
f(t) — a(t)z, para algumas fungdes f e definidas en algum intervalo I, assim uma
equagao diferencial ordindria linear de primeira ordem terd a forma

' +a(t)r = f(t). (2.4)
Dizemos que a equagao (2.4) é homogénea quando f = 0, nesse caso a equagao torna-se
¥ +a(t)r =0. (2.5)

Caso contrério, isto é se f nao for identicamente nula, a equagao (2.4) é dita nao
homogénea.

A solugao de uma equacao diferencial de primeira ordem é qualquer fungao ¢ que
satisfaz a equagao (2.3) para todo t em algum intervalo I. Existem varios métodos
de resolucao para uma subclasse de equagoes diferenciais de primeira ordem, que pode
ser verificado na bibliografia [1] e quando ndo conseguirmos encontrar uma solugao de
forma explicita, podemos usar um resultado que provaremos mais adiante, que garante
a existéncia e unicidade de solucao.

Resolucao da equacao homogénea

Assumamos que x é uma solugao de (2.5) no intervalo aberto I, logo, se = nunca se
anula, fazemos




ainda, se x(t) for positivo em V¢ € I temos que

d
Sln(z(t))] = —a(t)

Dai segue que

In(z(t)) = —A(t) + o
onde ¢y é uma constante real e A é uma primitiva da funcao a no intervalo I, isto é,
A'(t) = a(t) para todo t € I , o que pode ser escrito da forma

Alt) = / o(t)dt

sendo assim a solucao desejada é obtida a partir das seguintes manipulacoes:

In(z(t)) = —A)+c
— 6006—A(t)
= 7™ onde ¢ = e,

Observe que a constante ¢; é positiva. Por outro lado se consideramos a fungao z(t) =
ce=4® com ¢ uma constante qualquer (positiva, negativa ou nula), teremos

z(t) = ce™ M o z(t)et =¢

te T

isto significa que, x(t) = ce=*® & solucdo da equacdo (2.5). Esse procedimento nos

fornece uma outra alternativa para encontrar solugoes da equagao (2.5), que consiste
em multiplicar a equacao diferencial pela equacao e4®) e esse termo é chamado de fator
integrante, que consiste num método muito 1til na resolucao de equagoes diferenciais.

Claramente existem uma infinidade de solugdes da equagao (2.5) pois basta variar a
constante ¢ para encontrar solucoes diferentes. Suponhamos que agora que queremos
uma solugao de (2.5) que satisfaga a condigao inicial

l’(to) = Xy

onde ty € I e xg € R, neste caso basta determinar a constante C' que satisfaca

Ty = x(ty) = ce A — ¢ = gyt
portanto a solucao procurada sera
z(t) = ce 0
= goelto)e=Al

onde a solucao independe das primitivas de a que consideremos, portanto a solucao é
Unica.



Exemplo 1. Encontremos a solucao de problema de valor inicial
¥ +tr=0 z(0) =2

Usaremos aqui o método fator integrante, isto é, multiplicamos a equacdo por el 14 =
2 .
et" /2 assim obtemos:

e’y 4 e Py = () =0 (2.6)
Integrando a equagdio (2.6) obtemos
Py = ¢

x = ce ¥
para alguma constante ¢ € R, da condi¢ao inicial z(0) = 2 vem

z(0) = ce /2

—0%2/2

ce =2=—=c=2

logo, a solucdao da equagao €
2
z(t) = 2e71/2

A solucao geral de uma equacao diferencial e o método usado no exemplo acima
pode ser verificado na referencia bibliografica [1]

Resolucao da equacao nao homogénea

t

Multiplicando a equacdo ndo homogénea (2.4) por e*® obtemos que

AW (1) + a(t)etDx(t) = AV f(2)

isto 6, [eA®x(t)] = eA® f(¢). Antiderivando (aplicando a integral indefinida) temos
que

AW () = /eA(t)f(t)dt +c
e portanto

z(t) = e 40 ( / AW F(t)dt + c)

onde ¢ é uma constante qualquer.

Exemplo 2. Resolver o problema de valor inicial

o —3t*r=1>, 2(0)=1/6

t

multiplicando a equacgao por e I3 dt = e teremos

_43 _ 43 _ 43
eV —e V3P =Vt

/ 3

43 _ .
Pz = e 't? entao

isto €, [e

3

ey = /etstzdt +c= —% +c



para alguma constante ¢ € R. Logo,

1
z(t) = 3+ ce’’

para encontrar o valor de c precisamos que

1 1
—:x(O):———i-ceOS, —c=

3 2

Teorema de Existéncia e Unicidade

Nosso objetivo é analisar estabilidade das equagoes diferenciais, para isso devemos
garantir que todas as equacoes diferenciais possuam pelo menos uma solucao e que
essa solucao é unica. Sabemos que, pelos métodos analiticos e técnicas que existem,
nao é possivel encontrar todas as solugoes explicitas dessas equacoes, por isso vamos
enunciar e provar o teorema de existéncia e unicidade de solucoes para garantir esse
fato.

Queremos determinar condigoes sobre a fungao f(¢,x) de tal forma que possamos
garantir existéncia e unicidade de solugoes do problema de Valor inicial

= f(t,x); x(to) = 0. (2.7)

Teorema 1. seja (to,z9) € R =|a,b[x]c,d[. Se f e g—£ sao continuas em R, entdo
existe um intervalo aberto I tal que to € I Cla,b] no qual existe uma unica solugao
x = ¢(t) do problema de valor inicial (2.7)

Demonstragao. Observe que se x = ¢(t) é uma solugao temos que ¢'(t) = f(¢, o(t)),
entao integrando de ty a t esta equacao temos a equagao integral

¢®=m+[fuamw

Para encontrar uma funcao que satisfaga esta equacao usamos as aproximacgoes de
Picard. Aqui faremos um esboco da prova, maiores detalhes pode ser encontrado na
referencia [2] e [1]

Existéncia: Definimos uma sequéncia de fungoes(¢y(t)),c,+ da seguinte forma

%@Z%,%H®=%+[f@%®ﬂs

Agora suponhamos que esta sequéncia convirja em algum sentido para uma funcao
o(t), isto é
P = @
observe que pelo teorema de valor médio, para cada s fixo, existe h(s) € [pn(s), d(s)]
tal que
_9f

F(s,0n(s)) = f(5,0(s)) = 5 (s, h(3))(¢n(s) = 9(s))

7



Devido a continuidade de % temos que %(s, h(s)) é limitada em algum intervalo I que
contem o ponto ty. Dai segue que

f(s,0n(s)) = f(s,9(s))

Agora tomando limite em

%M@=%+[f@%®ws

encontramos que .
o) = an+ [ fs0(s)ds

derivando encontramos que
o) = f(s,8(s))

e evidentemente ¢(ty) = xg
Unicidade : Suponhamos que ¢(t) e 1(t) sao duas solu¢oes do problema de valor
inicial, entao

ww—ww:[fww@—f@w@m&

Tomando os valores absolutos, temos, se t > 0,

t

o) —v(t)] < t £ (s, 0(s) = f(s,4(s))lds

< C [ l¢(s) —o(s)|ds

to

Denotemos por U(t) = ftto |6(s) — ¥ (s)|ds, entao temos que,
U(ty) =0e,U(t) > 0,t > ty, obtemos

U'(t) = lo(t) — ¢(t)] < CU(t)
isto é U'(t) — CU(t) < 0. Multiplicando por e~“* encontramos que
(e=U®) <0
integrando de ty até t chegamos a que e observando que U(ty) = 0, temos
e U (t) <0

Dai segue que U(t) = 0, Vt € I, o qual implica que |¢(s) — ¥(s)| = 0 Logo ¢(s) =
P(s),Vs el O

Exemplo 3. Vamos Usar o teorema 1 para encontrar um intervalo que contém o ponto
to = 1 no qual o problema de valor inicial

to' + 2z = 4¢7, z(l) =2 (2.8)



tem unica solugao em algum intervalo que contém ty = 1.
Dividindo a equagao (2.8) por t, obtemos

4 (2/t)r = 4t,

na forma da equagao (2.4), onde, nesse caso que a(t) =2/t e f(t) = 4t, logo, para essa
equacao, f € continua para todo t € R, enquanto a é continua para todo t < 0 ou para
t > 0. O intervalo 0, 00] contem a ty = 1, portanto o teorema 1 garante que o problema
(2.8) tem tnica solu¢io em algum sub-intervalo que contenha ty = 1. Para resolver a
equagio (2.8), calculamos primeiro o fator integrante pu(t) = el 14 = e2lil = 2 jogo

t2a + 2tx = (z) = 4t°
e, portanto
tr=t*+c
onde ¢ € uma constante arbitraria, dai seque que
_p2 ., €

Considerando a condicao inicial, obtemos ¢ = 1, com 1isso, a solucao do problema de
valor inicial (2.8) é

1
x:t2+t—2, t>0 (2.9)

Suponha, agora, que a condi¢ao inicial seja modificada, por exemplo, x(—1) = 2.
Entao, o teorema 1 garante a existéncia de uma unica solucao para algum sub-intervalo
de | — 00,0], que contenha ty = —1 onde a solugdo também € dada pela equagao (2.9),
mas agora no intervalo | — oo, 0.

Podemos generalizar o teorema 1, para sistemas de equacoes diferenciais lineares de
1* ondem, satisfazendo algumas das hipdteses similares a este caso, o qual enunciaremos
mais adiante.

Equacoes Lineares de Segunda Ordem

As equacoes diferenciais de segunda ordem, serdo essenciais na analise da estabili-
dade de sistemas lineares, que € o foco de nosso estudo. Uma equacao linear de segunda
ordem é uma equagao que envolve uma func¢ao incégnita e sua derivada até ordem 2
Uma equagao de segunda ordem é da forma

g(t,z, 2’2"y =0 (2.10)

onde onde ¢ é uma funcao continua definida em algum conjunto de R* Um caso
particular é quando a equagao (2.10) pode ser escrita da forma

" =g(t,z,a") (2.11)
A equagao (2.11) é dita linear se g tem a forma
g(t,z, ") = f(t) — p(t)a" — q(t)z, (2.12)

9



isto é, se g é linear em = e /. Na equagao (2.12) f,p,q : I € R — R sao fungoes
continuas no intervalo aberto I, especificadas na variavel independente ¢, mas nao
dependem de z. Nesse caso, podemos reescrever a equacao (2.11) da seguinte forma

2"+ () + q(t)a = f(b), (2.13)

A equagdo linear de segunda ordem (2.13) é dita homogénea quando f(t) = 0
para todo t € I, caso contrario é dita nao-homogénea,

Solucoes fundamentais de Equacoes lineares Homogénea

Primeiro vamos analisar a solucao da equacao homogeénea de segunda ordem da
forma
"+ p(t)r + q(t)x =0 (2.14)

Para desenvolver a teoria de equacoes diferencias lineares é conveniente usar a
notacao de operador linear. Sejam, p e ¢ fungoes num intervalo aberto /. Entao, para
qualquer funcao ¢ duas vezes diferenciaveis em I, definimos o operador diferencial L
como sendo

L[¢] = ¢" +pd' +q¢
Note que L[¢] é uma fungdo em I. O valor de L[¢| em um ponto ¢ é

L[p](t) = ¢"(t) + p(t)¢'(t) + q(t) (1)

O operador L pode ser escrito na forma, L = D?+pD+q, onde D é operador derivada.
Vamos estudar a equagao homogénea de segunda ordem L[¢](t) = 0, e vamos denotar
x = ¢(t), entdo a equagao fica da forma

Liz] = 2" 4+ p(t)x’ + q(t)z = 0. (2.15)
Associamos a equagao (2.15) as condigoes iniciais
z(to) = o, 2 (to) = x;

onde ty é qualquer ponto no intervalo I e xg € R.

O resultado tedrico fundamental para problemas de valor inicial para equacgoes de
segunda ordem sera enunciado no proximo teorema, que é um resultado analogo ao
teorema de existéncia e unicidade que foi discutido anteriormente.

Teorema 2. Considere o problema de valor inicial
2" +p(t)r’ +q(t)r = f(t), w(t) =0 2'(t0) = 20

onde p, q e [ sdo continuas em um intervalo aberto I. Entdo, existe exatamente uma

solu¢iao © = ¢(t) deste problema de valor inicial, e a solu¢ao existe en todo intervalo
I.

Demonstracao. A prova desse teorema é analoga a prova do teorema 1 que ja foi
discutido. 0

10



Notemos que o teorema diz que: O problema de valor inicial tem uma tnica solucao,
e a solugao ¢ esta definida em todo o intervalo I, onde os coeficientes sao continuos e
¢ é pelo menos, duas vezes diferencidvel.

Nesse caso, se 71 e x5 sdo solugoes da equagao (2.14) no intervalo I, entdo, por ser
linear, cix1 4+ coxy também € solugao para quaisquer constantes c¢; e co. Dizemos que
duas fungoes x; e x5 sao linearmente independentes no intervalo [ se a tunica forma de
escrever

c1x1 +caxe =0 Vel

é quando as constantes ¢; e ¢y sao nulas, caso contrario dizemos que as funcoes x, o
sao linearmente dependentes.

Definigao 1. Seja x1, x5 duas fungoes derivaveis no intervalo /. Definimos o Wroskiano
W (t) = Wz, x2](t) destas duas fungoes como sendo

Wlrnwal(t) = | 2y 2 0)

Agora que ja definimos o Wroskiano, estamos em condi¢oes de enunciar um teorema
que caracteriza a independéncia linear de duas funcoes num intervalo 1.

z1(t) wa(t) ‘ — 20 (8)75(t) — 2 (D)o (t), Ve € 1

Teorema 3. Sejam x1, 2 duas funcoes derivaveis no intervalo I. Logo,

1. Se W(ty) # 0 para algum to € I, entao x1,xs sao linearmente independentes.

2. Se 1,19 sdo linearmente dependentes, entao W (t) = 0 para todo t € I.
Demonstragao. 1. Seja ty € I tal que W (ty) # 0 e suponhamos que
a1z (t) + cara(t) =0, Vtel
entao temos que
a1 (to) + cawa(ty) = 0,
o1 (to) + cawy(tg) = 0.

Escrevendo o sistema de equagoes na forma matricial temos

J?l(to) l’g(to) C1 _ 0

71 (to) w3 (to) Ca 0]’
Como W (tg) # 0, entdo ¢; e co tem que ser nulas. Portanto x1, zs sdo linearmente
independentes.

2. Suponhamos por contradigdo que, existe ty € I tal que W (tg) # 0, pelo item 1
temos que z1,xo sao Linearmente independentes, mas, por Hipotese x1, z9 sao
linearmente dependentes, o qual nos leva a uma contradigao. portanto, W(t) =
0,Vt € 1.

m

Vamos supor agora que z; e x5 sdo duas solugdes da equagao (2.15), ou seja
Liz] = 2] + p(t)z}] + q(t)x1 =0 (2.16)

0 mesmo acontece para xs. Entao, podemos gerar mais solucoes formando combinagoes
lineares de x; e x4, esse fato é conhecido como Principio da superposigcao, o qual
pode ser formalizado através do seguinte teorema.
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Teorema 4. (Principio da superposicao) Se x1 e xa sao solugoes da equagdo diferencial
(2.16).
Lzl = 2" 4+ p(t)x’ + q(t)z =0

entao a combinacao linear cixy + coxe também é solucdao, quaisquer que sejam as
constantes c1 € csy.

Demonstrag¢ao. Para provar o teorema, basta substituir z na equacao (2.16) pela ex-
pressao
x = c121(t) + cowa(t) (2.17)

O resultado é

Llcizy + cama] = [c1z1(t) + caza(t)]” + p(t)[c1z1(t) + caxa(t)]
+ q)[c1z1(t) + coma(t)]
= azf + el +ap(t)r) + cp(t)ry + cq(t)zr + cq(t)zs
= alaf +p(t)r) + q(t)x1] + el + p(t)rh + q(t)xe]
= ¢ Lxy] + coL[zy]

Como L[x;] = 0 e L[zy] = 0, segue que Llc;xy + coxs] = 0. Portanto, independente-
mente dos valores de ¢; e ¢z, x dado pela equacao (2.17) satisfaz a equagao diferencial
(2.15), e a demostragao do teorema esta completa. O

O teorema 4 diz que, comecando com apenas duas solugoes da equagao (2.15),
podemos construir uma familia de solugoes definida pala equagao (2.17), nesse contexto
podemos definir o conjunto fundamental de solugoes.

Definicao 2. As solugoes x; e x5, com wronskiano nao-nulo, formam um um conjunto
fundamental de solugoes da equacao (2.15).

Podemos escrever esse resultado em uma linguagem mais simples de entender, para
encontrar a solugao geral, ou seja, todas as solugoes da equacao (2.15), precisamos
apenas, achar duas solugoes da equacao dada com wronskiano diferente de zero, é o
que podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 4. Suponhamos que existern ri,ro € R tal que x1(t) = €™ e xo(t) = € sdo
duas solugoes da equagao (2.15). Vejamos que elas formam um conjunto fundamental
de solucoes se ri # ry.

Vamos calcular o wronskiano de 1 e xy:

e'r‘lt e’rzt

rrent ot = (ry — r1)exp|(r1 + r2)t]

Como a fun¢ao exponencial nunca se anula e com estamos supondo que ro — 11 # 0,
seque que W (t) e diferente de zero para todo t € I. Logo x1 e xo formam um conjunto
fundamental de solugoes.
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Equacoes Homogéneas Com Coeficientes Constantes

Agora vamos concentrar nossa atencao em equacao nas quais as funcgoes p e ¢ sao
constantes. Nesse caso, az equagao (2.14 ) fica

2 +pr' +qr=0 (2.18)

onde p e ¢ sdo contantes dadas. Agora vamos procurar solugoes exponenciais para
equacao (2.18). Suponhamos que z(t) = €™ é uma solugdo, onde r é um parametro
a ser determinado. entdo segue que, z'(t) = re™, e z”(t) = r?e™ e substituindo na
equagao (2.18), obtemos

(r*+pr+qe*t=0

como e # 0, temos que
24+ pr+q=0 (2.19)

A equagao. (2.19) é chamada equagao caracteristica da equacao diferencial (2.18).
Seu significado reside no fato de que, se r é uma rais da equagao (2.19), entao x(t) = e
¢ solucao da equacgao diferencial (2.18). Como a equacao (2.19) é uma equagao do
segundo grau com coeficientes reais, ela possui duas raizes que podem ser reais e
distintas, reais e iguais ou complexas conjugadas.

e (Caso duas raizes reais e diferentes

Supondo que as raizes da equagao caracteristica (2.19) sdo reais e distintos,denotemos
por r1 e ro, onde r; # 9, entdo, as fungdes z1(t) = €' e x5(t) = ™' sdo solugdes
linearmente independente da equacao (2.18), dai segue que

z(t) = 121 (t) + caza(t) = cre™" + coe™

também é solucao da equacao (2.18). pois x(t) é uma combinagao linear de zy(t) e
xo(t) cujo wronskiano e diferente de zero, de fato

e’r’lt e’r‘gt

W[ZL‘l, ZEQ](t) =

— erltr26r2t - ergt,r,leﬁt

rie’t  rye’t

(7‘1 +T2)t (1’1 —|—7‘2)t

= Tq€

= (rg —ry)emtr2)t

— e

Como 71 # 1y e e F72)t £ 0 concluimos que Wz, z](t) # 0.
Exemplo 5. Encontremos a solugao geral de

2+ 52 +6x=0

Suponhamos que z(t) = e

, entao, r tem que ser rais da equacao caracteristica
P +5r+6=(r+2)(r+3)=0

Assim, os valores possiveis para r sao 11 = —2 e ro = —3, a solu¢ao geral da equacdo

é
x(t) = cre 2t 4 cpe?

e Caso duas raizes reais e iguais.
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Vamos agora considerar o caso quando o sistema (2.18) possui as duas raizes iguais,
r1 =19 =17 , esse caso ocorre quando o discriminante p? — 4q é zero. Entao, segue da
formula para solugoes de uma equacao do segundo grau que

p
" =Tro=7"r=—=

2

A dificuldade é que, ambas as raizes, geram a mesma solucao

x1(t) = e
da equagao diferencial (2.18), e nao é facil encontrar uma segunda solucao.

Para encontrar a solugao geral da equagao (2.18) precisamos encontrar uma segunda
solugdo que nao seja multiplo de z(t). Para encontrar uma segunda solugao, vamos
usar um método descoberto por D’ Alembert no século XVIII. Como z;(t) é solugao da
equagao (2.18), cxq(t) também o é para qualquer constante ¢ . A ideia bésica é gene-
ralizar essa observagao substituindo ¢ por uma fungao v(t) e depois tentar determinar
v(t) de modo que o produto v(t)z1(t) seja solucao da equagao (2.18)

Supondo que os coeficientes da equagao (2.18) satisfazem p? — 4q = 0, entao consi-
derando

pt

z(t) = v(t)z1(t) = v(t)e” 2
substituindo na equagao (2.19), temos

2

{ {v”(t) — () + %v(t)} +p [v'(t) - gv(t)} + qv(t)} e % =0 (2.20)

_nt
Cancelando o fator e™ 2 e reagrupando os termos restantes, encontramos

2 2
0+ o0+ (5 =) o) =0
Como podemos observar, a parcela envolvendo v'(¢) é nula, alem disso o coeficiente de
v(t) é —(p* — 4q), que também é zero, pois p? — 4q = 0. Assim, a equagao (2.20) se
reduz a
V'(t) =0

logo
v(t) = et + ¢

portanto

x(t) = cite™ 2 + coe 7 (2.21)
Entao, z(t) é uma combinagao linear de duas solugoes

pt

ri(t) =e 2, wo(t)=te 2.

O wronskiano dessas duas solugoes é

pt pt

2 te 2

e
¥ (1) et

—= eipt

Como o wrosnskaiano nunca se anula, as solu¢oes x; e x5 formam um conjunto funda-
mental de solugdes. Alem disso, a equacao (2.21) é a solugao geral da equacao (2.18).
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Exemplo 6. encontre a solucao do problema de valor inicial

1
" — 2" +0,250 =0, x(0)=2, 2'(0)= 3

A equacao caracteristica é
r?—r+0,25=0

de modo que as raizes sao r1 = ry = %, logo, a solugao geral da equagao diferencial €
x(t) = cre? + cote? (2.22)
A primeira condicao inicial implica que
z(0)=c¢ =2

para satisfazer a sequnda equacgdo diferencial, primeiro derivamos a equacgdao (2.22) e
depois fazemos t = 0. Isso nos dd

1 1
SL’I(O) = §C1 + o = 5

de modo que co = —=. Portanto a solugcao do problema de valor inicial é

[S1] )

e Caso raizes complexas

Suponha que p* — 4¢ < 0 entdo as raizes da equacao (2.18) sao nimeros complexos
conjugados, denotemos por

ry = a + bi, ro=a—b
onde a e b sdo reais. As expressoes correspondentes para x sao
zy(t) = et gy (1) = elet! (2.23)

Usando a forma de Euler
e = cos t+isen t

para escrever a equagao. (2.23) como

elatbilt — gateibt  — oot (bt) + isen(bt))

= e"cos(bt) + e sen(bt)

Solugoes reais As fungoes x1(t) e z2(t) dadas pala equagao (2.23), sdo solugoes da
equacao (2.18) quando a solugado da equagao caracteristica sdo numeros complexos
a + bi, como as solugbes x1(t) e xo(t) sdo fungdes que possuem valores complexos,
agora precisamos encontrar solugoes reais. Tais solu¢oes podem ser encontradas como
consequéncia do teorema da superposicao, que diz que, se z1(t) e x2(t) sdo solugdes da
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equagao (2.18), entdo, qualquer combinacao linear de z1(t) e z2(t) também ¢ solugao,
em particular, vamos formar a soma e a diferenga de x;(t) e xo(t). Temos

z1(t) + 22(t) = e“(cos(bt) + isen(bt)) + e™(cos(bt) — isen(bt))
2e“cos bt

z1(t) — x2(t) = e™(cos(bt) + isen(bt)) — e (cos(bt) — isen(bt))
= 2ie“sen(bt)

Logo, desprezando os fatores 2 e 2i, respectivamente, obteremos um par de solucoes
reais,
u(t) = e™cos(bt), v(t) = e"sen(bt)

Note que u e v s@o as partes reais e imaginarias, respectivamente, de x;(t). Por um
calculo direto, pode-se mostrar que o wronskiano de u e v é

W, v)(t) = be*™

Portanto, desde que b # 0, o wronskiano nao é nulo, de modo que u e v formam
um conjunto fundamental de solugoes. Em consequéncia, se as raizes da equacao
caracteristica s@o numeros complexos a + bi com b # 0, entao a solugdo geral da
equagao (2.18) é

x = c1e%cos(bt) + cye™sen(bt) (2.24)

onde ¢ e ¢y sao constantes arbitrarias.

Exemplo 7. Encontremos a solugcao geral de

2+ +x=0
A equacao caracteristica €

r?+r+1=0
e suas raizes sao )

—14+(1—-4):2 1
r= ( ) =——= zﬁ
2 2 2

, de modo que a solugao geral da equacdo diferencial é

Logo,a:—% eb:‘/Tg

3 t
x(t) = 016_5008(715) + 026_55671(775)

Como estes trés casos incluem todas as possiveis combinacoes de r; e ry, para
completar o processo de resolucao de uma equacao diferencial Homogeénea de segunda
ordem, enunciaremos um teorema que formaliza esse procedimento.

Teorema 5. Para resolver uma equagao linear homogénea de sequnda ordem da forma
2 /
az” +bx' +cx =0

primeiro determinamos as raizes r1 e 1o, da equagdo caracteristica (2.19). Entdo, a
solugao geral da equacao dada pode ser expressa em termos de 1y e ry, como seque:
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e ser| # 1y e reais , entdo a solugcdo geral é x = cie™! + e
e sery =1y =, reais, entao a solu¢ao geral é x = (¢1 + cat)e™
o Se,ri=a+bi ery=a—0bi, asolucio geral é x = e"(cicos bx + casen bt)

Demonstracdo. A prova desse teorema decorre da analise feita em cada caso e pode
ser verificada na referéncia [1] O

Solugcao da equagao nao homogénea

Nesta secao, determinaremos procedimentos para encontrar as solugoes da equacao nao
homogénea
"+ p(t)a’ +q(t)z = g(t) (2.25)

Suponhamos que a funcdo x,(t) é uma solugao particular de (2.25). Denotemos com
x(t) qualquer outra solucdo de (2.25) e definamos z,(t) := z(t) — x,(¢). Verifica-se que
esta funcao satisfaz

xy o), + gz = 2" +p(t)a’ +q(t)r — (x) + p(t)z, + q(t)z,)
= f(t) = f(t)
- 0

isto B, x4 (t) é solucio da equacio homogénea
"+ p(t)r + q(t)x =0

Agora, suponhamos que conhecemos uma base 1(t), z2(t) para esta equagao, entao
existem constantes ci, ¢y tal que

zp(t) = 1y (t) + coza(t) (2.26)
desde que z(t) = x(t) — z,(t) concluimos que as solugdes de (2.25) s@o da forma
x(t) = a(t) + xp(t)
onde xp(t) é dado por (2.26).
Exemplo 8. Encontremos todas as solugoes (solugao geral) de
" + 2’ = 3cos(3t) — 9sen(3t)]

Solugdo: A fungao x,(t) = sen(3t) € uma solucdo particular desta equagao. A equagao
homogénea associada € " + x' =0, que tem como base de solugoes as fungoes

ri(t) =1, @)= "= a,(t) =c; +cpe”’
Portanto a solucao geral da equacao nao homogénea é

z(t) = xp(t) + (1)
= ¢+ coe”" + sen(3t)

Assim temos que, para encontrar todas as solucoes da equacao nao homogénea
se reduz a encontrar solugoes particulares e uma base para a equacao homogénea
associada.
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2.2 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Um grande nimero de fenomenos é descrito por sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias e elas aparecem em problemas envolvendo diversas variaveis dependentes,
cada uma das quais sendo uma funcao da mesma variavel independente.

Equagoes diferenciais ordinarias de ordem n em geral podem ser representadas por
um sistema de equacoes diferencias ordinarias de 1* ordem. Para isso considere D um
aberto de R"*! e F': D — R™ uma funcao continua. Uma equacao de ordem n, em
geral pode ser escrita na forma

y™ = F(ty,y,y", .y )

Fazendo
/ n—1
r =Y, To=Y,..;, Tpn =Y
resulta o sistema
/
Ty, = I3
/ —
xn—l = In
/
x, = F(t,r1,29,...,2,)
T
Este é um caso particular de um sistema de equagoes ' = F(t,z)ondez = | : |, F =
‘/L‘n
Fy
© |, isto é, este sistema pode ser representado por
Fy
/
¥y = Fi(t,r1,29,...,2,)
/
oy, = Fy(t,ry,29,...,2,)
/
x, = F,(t,x1,29,...,7,)
(2.27)

Dizemos que o sistema (2.27) tem uma solugao no intervalo [ : a < t < [ se existe
um conjunto de n fungdes x; = @1 (t), xo = Po(t), ..., x, = ¢, (t) diferencidveis em todos
os pontos de do intervalo I que satisfazem o sistema (2.27) em todos os pontos desse
intervalo. Alem do sistema de equacoes diferenciais, podem ser dados, também, as
condicoes iniciais da forma

961(150) = x?7 x2(t0) - 5(7(2)’ a3 mn(tO) = ZL‘%, (228)

onde g é um valor especificado de t em I e 29, ..., 20 sdo ntimeros dados. As equagoes
diferenciais (2.27) e as condigoes iniciais (2.28) formam um problema de valor inicial.
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As condigoes a seguir sobre F1, ..., F}, facilmente verificadas em problemas especificos,
que sdo suficientes para garantir que o problema de valor inicial (2.27), (2.28) tenha
uma unica solucao.

Teorema 6. Suponhamos que cada uma das fungoes Fy, ..., F,, e suas derivadas parciais
g—i, e %, e %f’;, e 8% sao continuas numa regiao R do espago t,xq,...,x, definida
pora<t<f, a; <x <Py, < T < By € suponha que o ponto (tg, 2%, 23, ..., 20)
estd em R. Entao, existe um intervalo |t —to| < h no qual hd uma unica solu¢ao, 1 =
G1(t), ...,k = Pu(t) do sistema de equagies diferenciais(2.27) que também satisfaz as

condigcoes iniciais (2.28).

Demonstracdo. A demonstracao desse teorema é andloga a do teorema 1 da secao
anterior e pode ser verificada com mais detalhes na referéncia [1] O

Se cada uma das funcgoes Fi, ..., F,, acima, é uma funcao linear das variaveis de-
pendentes x1, o, ..., T,, entao , o sistema de equacoes é dito linear, caso contrario,
¢ nao-linear. Assim, o sistema mais geral de n equagoes diferenciais lineares tem a
forma

th = an () 4 ... + agn(t)z, + ga(t)

= ap ()T + o+ ()T, + gn(t). (2.29)

Se todas as fungoes ¢ (t), g2(t), ..., gn(t) forem nulas no intervalo I, entao, o sistema
(2.29) é dito homogéneo, caso contrario, ele é nao-homogéneo.

Para o sistema (2.29) o teorema de existéncia e unicidade é expresso de uma forma
mais simples e também tem uma conclusao mais forte.

Teorema 7. Se as funcoes aii,aia, ..., App, g1, ---, Gn SAGO continuas em un intervalo
I:a <t < B, entao existe tunica solu¢ao x; = ¢1(t),....,X, = On(t) do sistema
(2.29)que também satisfaz as condigoes iniciais (2.28), onde ty é qualquer ponto em I

ey, ....2% sao nimeros arbitrdrios. Alem disso, a solu¢ao existe para todo o intervalo
I.

Demonstracdo. A demonstracao desse teorema pode ser verificada com mais detalhes
na referencia [1]. O

Note que, para sistemas lineares, a existéncia e unicidade de solugoes esta garantida
para todo o intervalo no qual todas as hipdteses sao satisfeitas.

Teoria Basica de sistemas de equacoes lineares de primeira
ordem

Para discutir o sistema (2.29) de maneira mais eficiente, usaremos a notagao matri-
cial, isto é, vamos considerar x1 = ¢1(t), ..., x,, = ¢, (t) como componente de um vetor
x = ¢(t), analogamente g;(t), ..., g,(t) as componentes de um vetor g(t), e
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a11(t), ara(t)..., ann(t) sdo elementos de uma matriz n X n denotada por P(t). Entao, o
sistema (2.29) escrito na forma matricial fica

x =P(t)x +g(t) (2.30)
Onde
a1 (t) ... am(t) 1 91(t)
P(t) = T ,ox= 1, gl)=]
a1 (t) ... Gpn(t) Tn gn(t)

Dizemos que o vetor x = ¢(t) é uma solucao da equagao (2.30) se suas componentes
satisfazem o sistema de equagao (2.29) e supondo que P e g sdo continuas em algum
intervalo I : o <t < . De acordo com o teorema 6, isto é suficiente para garantir a
existéncia de solugao da equagao (2.30). no intervalo o < ¢t < 5.

Consideremos primeiro a equagao homogénea

x' =P(t)x (2.31)

onde g(t) =0 na equagao (2.30), usando a notagao

11(t) 1k (t)
To1(t Top(t
x1(t) = ( ) sy Xi(t) = k( )

para denotar solugoes especificas do sistema (2.31). Os principais fatos sobre a estru-
tura das solugdes do sistema (2.31) estdo enunciados no teoremas a seguir.

Teorema 8. Se as fungoes vetoriais X1, Xa, ..., X sdo solugoes do sistema (2.31), entdo
qualquer combinacao linear c1X; + ¢1Xo + ... + cxXo também é solugao para quaisquer
que sejam as constantes ¢y, Ca, ..., Ci.

Demonstracao. Esse é o principio da superposi¢ao: para provar-lo, basta derivar ¢;x;+
coXy e usar o fato de que x; e x5 satisfazem a equagao (2.31). Aplicando repetidas
vezes o teorema 8, chegamos a conclusao que, se xj, ..., X, sao solugoes da equagao
(2.31), entao

X =1 X1(t) + ... + cpxp(t) (2.32)

também é solugao para quaisquer que sejam as contantes cq, ..., C. O

Como indicamos anteriormente, aplicando repetidas vezes o teorema 8, segue que
toda combinacao linear finita de solugoes da equagao (2.31) também é solugdo. Por
analogia aos casos anteriores, é razoavel esperar que, para um sistema da forma (2.31)
de ordem n, seja suficiente formar combinagoes lineares de n solugoes escolhidas apro-
priadamente. sejam xj, ..., X,, n solugdes do sistema (2.31) e considere a matriz X(t)
cujas colunas sdo os vetores x;(t), ..., X, (t):

z11(t) ... x1a(t)
X(t) = oo (2.33)
Tp1(t) . Tpn(t)
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onde as colunas da matriz (2.33) sdo linearmente independentes.
Definimos o Wroskiano dessas func¢oes como

Wk, ..., X () = detX(t). (2.34)

Entao, as solugoes x4, ..., X, sao linearmente independente, se e somente se,
Wix1,...,Xn)(t) for diferente de zero em algum ponto t = ¢y. Esse resultado pode ser
verificado com mais detalhes na referencia [1]

Vamos considerar um sistema linear homogéneo com coeficientes constantes, da
forma:

x' = Ax (2.35)

onde A é uma matriz n X n, aqui suporemos que todos os elementos de A sao nimeros
reais (e nao complexos).

Para construir a solugao geral do sistemas (2.35) procedemos por analogia com o
tratamento de equacoes de segunda ordem. procuramos entao solugoes da forma

x = ge™, (2.36)

onde o expoente r e o vetor constante & devem ser determinados. Substituindo esta
expressao na equacao (2.35), obtemos

rée™ = Age"
cancelando os fatores nao nulos €™, obtemos

A& =r€

ou

(A —rDE=0 (2.37)

onde I é uma matriz identidade n x n. Assim para resolver o sistema de equacoes
diferenciais (2.35) precisamos resolver o sistema de equagoes algébricas (2.37). Esse
ultimo problema é precisamente o que determina os autovalores e os autovetores da
matriz A. Portanto, o vetor x dado pela equagao (2.36) é uma solugdo da equagao
(2.35), desde que r seja um autovalor e € seja um autovetor da matriz A associado a
esse autovalor.

Para encontrar a solugdo da equagao diferencial (2.35) precisamos encontrar os au-
tovalores de A a partir do sistema algébrico (2.37), os autovalores r1, ..., 1, sdo as raizes
da equagao polinomial de grau n

det(A —rI) = 0. (2.38)

A natureza dos autovalores e dos autovetores associados determina a natureza da
solugao geral do sistema (2.35). Supondo que A é uma matriz real temos as seguintes
possibilidades para os autovalores de A

1. Todos os autovalores sao reais e distintos
2. Alguns autovetores podem ser complexos conjugados.

3. Alguns autovalores podem ser repetidos
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Autovalores reais e distintos

Se os autovalores sao reais e distintos, entao existe um autovetor real &, associado a
cada autovalor r; e os n autovetores &, ..., §,, sao linearmente independentes. Entao
as solugoes correspondente do sistema diferencial (2.35) s@o

x1(t) = &€, x, (1) = €, ™

Para mostrar que essas solugoes formam um conjunto fundamental, calculamos seu
wronskiano

et o &pe
W[Xhaxn](t) =
Enlerlt €nn6rnt

511 ‘Sln

€(r1+...+rn)t

Note que, a fungao exponencial nunca se anula, por outro lado, como os autovetores
&, ..., &, sao linearmente independente, entao seu determinante é diferente de zero.
Em consequéncia o wronskiano nunca se anula. portanto xy, ...x,, formam um conjunto
fundamental de solugoes. Logo a solugao geral da equagao (2.35) é

x(t) = & + ...+ e, e (2.39)

onde ¢y, ..., ¢, sao contantes quaisquer.

Se A for real e simétrica, sabemos que, todos os autovalores ry,...,r, tem que ser
reais. Alem disso, mesmo que alguns autovalores sejam repetidos, sempre existe um
conjunto de n autovetores &, ...,&,, que sao linearmente independentes. Portanto, as
solugbes correspondentes do sistema de equagoes diferenciais (2.35) dadas pala equagao
(2.39) formam um conjunto fundamental de solugoes.

Exemplo 9. Encontremos a solugao geral de
011
xX=1101 |x
1 10

Note que a matriz de coeficientes é real e simétrica. Os autovalores e os autove-

tore9990s sao r;1 = 2, ro = —1, r3 = —1 com seus correspondentes autovetores
1 1 0
G=11], &= 0|, &= 1
1 —1 -1
Portanto, um conjunto fundamental de solugoes da equagao é
1 1 0
x(t)=1 1 ]ée*, Xy = 0 |e?t x3= 1 |e?
1 -1 -1
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e a solugao geral ¢é

1 1 0
x=c | 1 |e¥+c 0 |et+4cy 1 |et
1 -1 -1
Esse exemplo ilustra o fato de que, embora os autovalores (r = —1) tenha multipli-

cidade algébrica 2, pode ser possivel encontrar dois autovetores linearmente indepen-
dentes para poder construir a solucao geral da equagao.

Autovalores Complexos

Suponha que A tenha autovalores complexos, como A é uma matriz real, entao os
coeficientes na equacao polinomial para r sao reais e os autovalores complexos aparecem
em pares conjugados. Por exemplo, se r; = A+, onde A e i sdo reais, ¢ um autovalor
de A, entao ro = X\ — i também o é. Alem disso, os autovetores associados &; e &,
também sao complexos. Para ver isso, suponha que 7, e &, satisfazem

(A —rl)¢, =0.
Aplicando o conjugado a esta equacao e observando que A e I sao reais, obtemos.
(A-mIE =0

onde 71 e &, sao complexos conjugados de r; e &;, respectivamente, Com isso, as
solugoes correspondentes

xi(t) = &, xa(t) = § e (2.40)

da equacao diferencial (2.35) sdo entdo complexas conjugadas. Portanto podemos
encontrar duas solugoes reais da equagao (2.35) correspondente aos autovalores ry e
9, a saber, as partes reais e imaginarias de x;(t) e x3(t) dadas pela equacao (2.40).
Vamos escrever £, = a + b, onde a e b sdo vetores reais, entao,

xi(t) = (a+ ib)e(”w)t
= (a+ib)eM(cos(ut) + isen(ut)).
Separando x;(t) em suas partes reais e imaginarias, obtemos

x1(t) = eM(a cos(ut) — b sen(ut))
+ ieM(a sen(ut) + b cos(ut))

se escrevemos X1 (t) = u(t) + iv(t), entao os vetores

u(t) = eM(a cos(ut) — b sen(ut))
v(t) = eM(a sen(ut) + b cos(ut))

sao solugdes reais da equacao (2.35). E possivel mostrar que u e v sdo linearmente
independentes (esse fato pode ser verificado na referencia bibliografica [1]). Aqui vale
a pena lembrar que essa analise sO se aplica se a matriz de coeficiente A na equacao
(2.35) é real, pois s6 nesse caso os autovalores aparecem em pares conjugados.
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Exemplo 10. Encontremos o conjunto fundamental de solugoes reais do sistema

_1 1
x' = ( 2 ] >X (2.41)
-1 -1

Para encontrar um conjunto fundamental de solugoes, usaremos o raciocinio anterior.
Nesse caso, a equacao caracteristica €

1
_1_, 1 5
—1 -3 r 4
Portanto os autovalores sdo ry = —% +1ery= —% — 1 e seus autovetores associados

1
1
solugoes complexas para o sistema é

a) = (1) e sl = ()i

Para obter um conjunto de solugoes reais, precisamos encontrar as partes reais e ima-
ginarias de x, ou de Xg. De fato

. . 1 .
sao, respectivamente: & = ( ) , &= ( _ ) . Logo, um conjunto fundamental de

xi(t) = ( 1 >65(008 t+isen t)

= ()

_t cos t _t [ sent
u(t) =e 2<—sent)’ vit)=e 2(0052&)

¢ um congunto de solugoes reais. Calculando o wronskiano de u(t) e v(t) vemos que

SIS

Portanto

W(u,v)(t) =

e~2(cost) e 3(sent)
—e"2(sen t) (cos t)

e
= e '(cos’t + sen’t) = e

ol

Como o W(u,v)(t) # 0 Vt € R, seque que u(t) e v(t) formam um conjunto funda-
mental de solucoes (Reais) do sistema (2.41).

Autovalores Repetidos

Consideremos agora o caso em que a matriz A tem autovalores repetidos. Lembrando
que um autovalor repetido com multiplicidade algébrica k > 2 pode ter multiplici-
dade geométrica menor do que k, em outras palavras, pode existir menos do que k
autovetores linearmente independente associado a esse autovalor.
Considerando o sistema (2.35), suponha que r = p é uma raiz de multiplicidade
k > 2 da equagao
det(A - rI) =0 (2.42)
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Entao p é um autovalor de multiplicidade algébrica k£ da matriz A. Nesse caso, existem
duas possibilidades: ou existem k autovetores linearmente independentes associados ao
autovalor p ou tem menos do que k desses vetores.

No Primeiro caso, sejam &, ..., &, 0s k autovetores linearmente independentes associ-
ados ao autovalor p de multiplicidade algébrica k. Entao, x;(t), ..., xx(t) = &, ..., €, e
sao k solugbes linearmente independentes da equacao (2.35). Assim, nesse caso , nao
faz diferenca que o autovalor r = p seja repetido, ainda assim existem k solugoes line-
armente independentes da equacgao (2.35) da forma €e™. Esse caso ocorre sempre que
a matriz for auto-adjunta.

No entanto, se a matriz nao for auto-adjunta, podem existir menos do que k vetores
linearmente independentes associado ao autovetor p de multiplicidade algébrica k e, se
for esse o caso, haverd menos que k solugoes da equagao (2.35) da forma €e™ associado
a esse autovalor. Portanto, para construir a solugao geral da equagao (2.35) é preciso
encontrar outras restantes.

Vamos supor que a multiplicidade algébrica de p seja 2 e que & seja o iinico autovetor
associado a p. Logo, uma solucgao para a equacao (2.35) é da forma

x = ge' (2.43)

Por analogia ao estudo de equagoes diferenciais lineares de segunda ordem parece
natural tentarmos encontrar uma segunda solucao da forma

x = & te” (2.44)
onde & é um vetor constante a ser determinado. Substituindo x na equagao (2.35) vem,
p€telt + €eft = Agte (2.45)

Comparando a igualdade temos que & = 0 é a tinica solucao e portanto x = 0 ¢é solucao
trivial para (2.35)

Aqui precisamos solugoes nao triviais, como a equagao (2.45) contém termos em te*
e et é sugestivo que a segunda solucao, além de £te” contenha um termo na forma
neft. Assim, vamos supor que a segunda solucao seja

x = &te’t 4+ net
onde & e m sdo vetores constantes. Substituindo x na equagao (2.35) temos

p€te’’ + €t + pne”t = Altte” + nef'] =
pEte” + € + pnle” = Ate” 4 Ane”

Comparando-os, temos que £ e i devem satisfazer

p€ = A& (A—pI)E=0
{€+,077=An j{(A_pI)nzg (2.46)

Onde & é autovetor associado ao autovalor p = r. Portanto, A solugao geral da equagao
(2.44) é

x(t) = c1€e”™ + co(Ete™ + me'™)

onde o vetor 1 é um vetor generalizado associado ao autovalor repetido. O caso geral
pode ser verificado com mais detalhe na referencia [1].
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Exponencial de uma matriz

Para terminar esta secao faremos uma pequena abordagem da exponencial de uma
matriz. Introduzindo a notacao
=1
eAl .= —A"t"

n!
n=0

para uma matriz quadrada n x n, entao, a solugao do problema de valor inicial
X/ =AX + f(t), X(to) = Xp

¢é dado por
t
x(t) = eAlt-to)x, +/ eA(t_S)f(s)ds

to

Os detalhes podem ser encontrados na referéncia [1].
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Capitulo 3
Estabilidade

Até agora, tivemos uma visao geral das equagoes diferenciais, entraremos a seguir
no foco principal do nosso estudo, que sao as estabilidades das equagoes diferenciais,
para isso, vamos analisar varias situagoes e tirar algumas conclusoes que serao uteis
para o nosso estudo.

A maioria das equacoes diferenciais nao pode ser resolvida analiticamente, mas é im-
portante considerarmos as informacoes qualitativas que podem ser obtidas da equacao,
sem de fato resolvé-las. Os resultados sobre estabilidade de pontos de equilibrio para
sistemas nao lineares sao baseados no comportamento de sistemas lineares com coefi-
cientes constantes associados.

3.1 Estabilidade e Instabilidade

Nessa sessao vamos definir os conceitos de estabilidade, estabilidade assintética e
instabilidade, os quais sao de vital importancia para nosso estudo. Estamos interessa-
dos em estudar o comportamento de solugoes de equacoes da forma

x' = f(t, x) (3.1)

Onde f : Q € R"" — R", uma funcao continua. O sistema (3.1) é dito auténomo, se
f nao depende de t, isto é, um sistema autonomo é da forma

x' = f(x) (32)

O primeiro conceito que vamos definir é o conceito de ponto critico ou ponto de
equilibrio, que consiste nos pontos em que f se anula.

Definicao 3. Um vetor X em R" se diz um ponto critico ou de equilibrio para o sistema
autonomo (3.2) se f(X) = 0.

Nesse contexto, o primeiro problema da teoria da estabilidade é determinar as
condigoes sobre as quais as solucoes do sistema, que partem das vizinhancas de um
ponto de equilibrio X, permanecem sempre préxima desse ponto, nesse caso dizemos
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que o ponto de equilibrio é estavel, e as condigoes sobre as quais nao permanecem
perto, nesse caso dizemos que o ponto de equilibrio é instavel. No que segue, ||v||
denotara a norma euclidiana de um vetor v.

Definigao 4. Um ponto critico X do sistema x’ = f(x) é dito estavel se, dado qualquer
e > 0, existe um § > 0 tal que toda solugao x = ¢(t) do sistema (3.1) que satisfaz, em
t=20

1(0) — x| <4,

existe para todo t positivo e satisfaz
lo(t) —X[| <€, VE=0

O que podemos observar aqui é que todas as solucoes que comecam suficientemente
proximas de X permanecem proximas de X, A trajetéria da solucao nao precisa se
aproximar do ponto critico quando t — co. Um ponto critico que nao é estavel é dito
instavel

Definicao 5. Um ponto critico X ¢é dito assintoticamente estavel se é estavel e se
existe um dg > 0 tal que, se uma solu¢ao x = ¢(t) satisfaz

1@ (0) —X[[ < do,
entao
lim ¢(t) =X
t—o0

Logo, as trajetérias que comegam proximas de X nao apenas permanecem proximas,
mas tem que acabar tendendo a X quando t — co. Note que a estabilidade assintotica
¢ uma propriedade mais forte do que estabilidade, isso significa que um ponto critico
tem que ser estavel para que possamos analisar se ele € assintoticamente estavel.

3.2 Estabilidade de Sistemas Lineares

Consideremos agora um sistema linear da forma

x' = f(x) (3.3)

Se f for uma aplicagdo linear, entao f é da forma f(x) = Ax, onde A é uma matriz
real n X n. Assumindo que X = 0 é ponto critico para esse sistema, a equagao (3.3) se
forma

x' = Ax (3.4)

Vamos considerar o sistema linear homogéneo com coeficientes constantes, dada por
(3.4). Como vimos na segao anterior, solugoes nao triviais desse sistema, podem ser
obtidos da forma x = £€e". Supondo que A seja invertivel, isto é, detA # 0, entao,
X = 0 € o tnico ponto critico do sistema (3.4).

Vamos analisar o caso particular n = 2, neste caso A é uma matriz 2 x 2 com coefi-
cientes reais. Agora a solu¢ao x = ¢(t) pode ser considerada como uma representagao
paramétrica de uma curva em R%. Onde, essa curva pode ser olhada como caminho
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ou trajetdria percorrida por uma particula. O plano zy que contem as trajetérias é
chamado de Plano de Fase.

Nessas condigoes, ao analisar o sistema (3.4) precisamos considerar trés casos, de-
pendendo da natureza dos autovalores da matriz A, onde nosso objetivo é caracterizar
a equacao diferencial de acordo com o padrao geométrico formado por suas trajetorias.

CASO 1 Dois autovalores reais e distintos.

Nesse caso, assumindo que a matriz A tem dois autovalores reais e distintos, r| # ro,
a solucao geral da equacao (3.4) é da forma

x(t) = c1€1e™" + cp€pe™ (3.5)
onde 71 e ry Assumem as seguintes condigoes:

1. Suponha que 71 e 5 s20 nao positivos

1.1 Suponha primeiro que, 1 < 7 = 0, segue da equacao (3.5) que x(t) —
€, quando t — oo independente do valor de ¢; e ¢y, isto implica a origem ¢ um
ponto critico estavel

1.2 Suponha agora que, 11 < 5 < 0, segue da equagao (3.5) que x(t) — 0
quando ¢t — oo independente do valor de c¢; e cs, isto é, todas as solugoes se
aproximam do ponto critico, na origem quando ¢ — oco. isto implica a origem é um
ponto critico chamado de né, né atrator , ou sorvedouro, e assintoticamente
estavel

2. Suponha agora que r; e ro sao ambos nao negativos.

Nesse caso, se r; e 7 sao ambos nao negativos, entao as trajetorias tem o mesmo
padrao do caso anterior, exceto que o sentido do movimento é se afastando do
ponto critico na origem, em vez de se aproximando, nesse caso X; e X cresse
exponencialmente en funcao de t. O ponto critico é chamado, novamente, né ou
fonte e instavel.

3. Considere que 11 e ro 820, um positivo e outro negativo

Ser; < 0ery >0, temos que a exponencial que contem o expoente positivo
é o termo dominante na equagao (3.5) para t grande, de modo que todas essas
solucoes tendem ao infinito assintoticamente a reta determinada pelo autovetor
&, correspondente ao autovalor positivo rp. as unicas solugdes que se aproxi-
mam do ponto critico na origem sao aquelas que comegam precisamente na reta
determinada por &;. Nesse caso, a origem ¢ chamada Ponto de Sela e instavel

Exemplo 11. Vamos estudar a estabilidade da solucao do sistema

{:L"——Z:U—Qy
/

y = —2x -3y

Colocando o sistema na forma matricial temos

Vi EEEIH



Os autovalores sao as solugoes da equagao

(=2—=7r)(=5—-r)—4=0

ou seja,
ry = —1 Ty = —6

e 0s autovetores associados a esses autovalores sao

(3] - eell]

Portanto, a solucao geral do sistema €

R s B e Y I P P

Observe que independente das constantes c¢1 e ¢, a solug¢ao x(t) — 0 quando t — o,
e assim, a origem € assintoticamente estdvel.

CASO 2 Autovalores iguais

Vamos supor que r; = ro, = r, vamos considerar os casos quando os autovalores sao
positivos ou negativos ou nulos.

Suponhamos que existem dois autovetores linearmente independentes, entao, a solugao
geral da equagao (3.4) é

x(t) = c1§1€” + e’ = (1€ + 026s) (3.6)

~ . . ~ t) , -
onde &, e &, sao autovetores linearmente independentes. a razao % é independente
de t, mas depende das coordenadas de &, e £, e das constantes arbitrarias c; e cs.
Logo toda trajetéria estd contida em uma reta contendo a origem. O ponto critico é

chamado de né préoprio ou ponto estrela. Nesse caso, quando:
e r =0 a origem é um ponto estavel.

e r < ( as trajetorias se aproximam da origem, e portanto, a origem ¢ um ponto
assintoticamente estavel.

e r > ( as trajetérias se afastam da origem e a origem é um ponto instavel.

Assumamos agora que existe somente um autovetor linearmente independente, entao,
a solucao geral nesse casso da equagao (3.4) é

x(t) = c1€e™ + co(Ete™ + me™) (3.7)

Onde £ ¢é o autovetor e 7 é o autovetor generalizado associado ao autovalor repe-
tido. Quando um autovalor duplo tem tnico autovetor independente, o ponto critico é
chamado de né préoprio ou degenerado, nesse caso a estabilidade depende do sinal
de r, e com isso temos

e Se r < 0 o ponto critico é assintoticamente estavel.
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e Se r > 0 o ponto critico é instavel.

Exemplo 12. Consideremos o sistema

x = =65 X
| =5 4

O sistema possut um autovalor com multiplicidade algébrica 2, sendo ele r = —1, e
. , . 1 _
este autovalor r estd associado a um unico autovetor &, = [ e Vamos determinar

entdo, o vetor n tal que, x(t) = &€te™' + ne~" seja uma solugdo para o sistema dado.

FEsse vetor m deve satisfazer (A —rI)n = &, ou seja,

BN EH

Portanto a solucao geral do sistema é:

x)=a ||t ralt]f|otral ) e

Fazendo uso de propriedades de limite podemos concluir que x(t) — 0 quando t — oo,
independentemente das constantes c¢; e co. Assim, o ponto X = 0 € assintoticamente
estdvel.

e}

CASO 3 Autovalores Complexos

Suponha que os autovalores sejam A + iu, onde A\ e p sao reais, com p > 0. Nesse
caso, as solugoes correspondente do sistema linear (3.4) sdo da forma

x(t) = £1€T1t7 Xy(t) = gle?ﬁ

como vimos no capitulo anterior anterior, podemos escrever a solucao na forma vetorial
x1(t) = u(t) + iv(t), onde os vetores

u(t) = eM(a cos ut — b sen put)

v(t) = eM(a sen ut + b cos ut)
sao solugbes reais da equacao (3.4), onde u(t) e v(t) sdo linearmente independentes.
As solugoes neste caso sao da forma

x(t) = cru(t) + cov(t)

Se A = 0, a origem forma um centro estavel, pois, os autovalores sao imaginarios
puros e a origem é um ponto estavel.

Se A < 0, a origem forma um ponto espiral e assintoticamente estavel, pois, a
exponencial e’ — 0 quando t — 0.

Se A > 0, a origem aforma um ponto espiral instavel pois, a exponencial e’ — oo
quando t — oo.
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Exemplo 13. Vamos determinar a solu¢ao geral para o sistema abaizo e descrever
seu comportamento quando t — 0o.

x = -1 x
|5 =3
O sistema dado tém como autovalores os complexos

r=—1=+q.

Olhando para r = —1 41 temos o autovetor associado, também complexo, na forma

<[ [2]

Assim, as solugoes reais linearmente independentes sao

u(t):e_t{{;}cost—{_?]sent}

Logo, a solugao geral é dado por
x(t) = cpu(t) + eov(t)

ou seja,
¢ cicos t+ cosen t
x(t)=e
c1(2cos t + sen t) + co(2sen t — cos t)

FEssa solugao € o produto de uma fungao limitada (combinacao de seno e cosseno) com
uma funcao que tende a zero quando t tende a infinito. Usando propriedades de limite
podemos concluir que x(t) — 0, quando t — oco. assim, a origem € assintoticamente
estavel.

Depois de fazer uma andlise informal de estabilidade para sistemas lineares 2 x 2
vamos agora formalizar esse conceitos através do teorema a seguir.

Teorema 9. O ponto critico X do sistema linear (3.4) é:
i ) Estdvel, mas ndo assintoticamente estdvel, se vy e ro $Go imagindrios puros;

ii ) Assintoticamente estdvel se os autovalores r1 e ry sao reais e negativos ou tém
a parte real negativa,

iii ) Instdvel se ri e ro sdo reais e pelo menos um deles é positivo ou se ambos tém
parte real positiva.

Demonstracao. A demonstracao segue das analises feitas anteriormente. O

Esse teorema nos mostra que, os autovalores r; e r, da matriz de coeficientes A,
determinam as caracteristicas de estabilidade do ponto critico X.

A seguir, apresentaremos um teorema que serd utilizado no préoximo capitulo, para
demonstrarmos os tipos de estabilidade de pontos de equilibrio de sistemas nao lineares.
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Teorema 10. Seja o ponto critico X do sistema linear (3.4) um ponto assintoticamente
estdvel, entao existem constantes positivas k e « tais que

lleMxo|| < ke™||xo||  para todo > 0.

Demonstragao. Ver referencia [3] O

Apés caracterizarmos a estabilidade de pontos criticos de sistemas lineares, na se-
guinte sessao apresentaremos os sistemas nao-lineares e teoremas relacionados a esta-
bilidade de pontos de equilibrio. Aqui precisamos solugoes nao triviais

3.3 Sistemas Quase Lineares

Nesta sessao, estudaremos a teoria classica de estabilidade para uma classe de
sistemas de equagoes nao lineares que aparece com muita frequéncia nos modelos de
dinamica populacional.

Vamos discutir os resultados de estabilidade para sistemas nao-lineares da forma

x' = f(x) (3.8)

Como na maioria das vezes nao é possivel determinar a estabilidade de um ponto
critico de um sistema nao-linear por meio de solugoes explicitas, vamos investigar o
comportamento das trajetérias do sistema (3.8) em uma vizinhanga de um ponto critico
X, considerando que X = 0 seja um ponto critico isolado, ou seja, que existe um circulo
en torno de X cujo interior ndao contém outros pontos criticos. Assumindo que f é suave,
segundo o teorema de Taylor tem-se que

r(x)

f(x) = Df(0)x +r(x), onde, lim = (3.9)
Ixll=o [[x|
Observe que f pode ser escrita da forma f = (fi, fa, ..., fn) Logo sua derivada em
qualquer ponto sera da forma
of oh
oz Y Oz
Df(x)=| @ .
Ofn Ofn
or1 " Oxn
Denotando com A = Df(0). A equagao (3.9) fica
f(x) = Ax + r(x), (3.10)

e ainda considerando que det(A) # 0 e r(0) = 0, podemos entao, definir um sistema
quase linear em torno de um ponto critico X.

Definigao 6. O sistema autonomo nao-linear (3.8) é quase linear no ponto X se existe
uma matriz A e uma funcdo r(x) tal que

f(x) = Ax + r(x), parax € B,(X) :={xeR":||x—X|| <~}

com lim,_,x % =0
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Ja fizemos uma descricao das propriedades de estabilidade da solucao de equilibrio
em X = 0 do sistema linear bidimensional x’ = Ax. Agora vamos fazer uma analogia
com o sistema bidimensional nao linear da forma

x' = f(x) (3.11)

Analisando alguns casos, podemos observar que perturbacoes suficientemente pequenas
dos coeficientes, nao alteram a estabilidade ou instabilidade do sistema, por exemplo
se 1 e ry sao reais negativos e distintos, entao uma mudanca pequena nos coeficientes
nao vai alterar os sinais de r; e ry, nem vai permitir que eles se tornem iguais. Assim,
o ponto critico permanecera um noé assintoticamente estavel.

Por conveniéncia, escolhemos como ponto critico a origem, ja que, se X # 0, sempre
podemos fazer a substituigdo u = x — X na equacao (3.11), entao u satisfaz um sistema
autonomo com um ponto critico na origem. Suponha agora, que

x = Ax +r(x) (3.12)

e que X = 0 é um ponto critico isolado do sistema (3.12). Alem disso, vamos supor
que detA # 0, de modo que X = 0 também ¢é o tinico ponto critico isolado do sistema
linear x' = Ax.

Supondo que r(x) seja tal que suas componentes tem derivadas parciais continuas e
que r satisfaz a condicao

—0 quando x — 0,

isto é, ||r(x)|| é pequeno em comparacao com ||x|| préximo a origem.

Exemplo 14. Vejamos que o sistema

!
x 1 0 T —2? — ay
(y) _(0 O,5>(y>+<—0,75:{:y—0,25y2> (3.13)

€ quase linear numa vizinhanca da origem.

Observe que o sistema (3.13) € da forma (3.12) de modo que (0,0) é um ponto critico e
det(A) # 0, podemos mostrar que os pontos (0,2), ( 1,0) e (0,5, 0,5) também sao pontos
criticos, com isso, a origem é um ponto critico isolado. introduzindo coordenadas
polares, © = rcosd, y = rsenf, temos que, para r(x) = (r1(x),ra(x))" tem-se

2
r1(z,y) —x° — Yy
r r
—r2cos*0 — r?senfcosl

,
= —r(cos*d + senficosh) — 0

quando r — 0, de maneira andloga podemos mostrar que ro(x,y)/r — 0 quando r — 0,
entdo o sistema (3.13) € quase linear em uma vizinhanga da origem.

Voltando ao sistema nao-linear (3.11), escrito coordenada a coordenada, onde (zg, yo)
é ponto critico,

= f('% y)
{ Y =g(z,y) (3:14)
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temos que o sistema vai ser quase linear em uma vizinhanga de (zo,yo) sempre que f
e g tiverem derivadas parciais continuas até segunda ordem, isso pode ser mostrado a
través do seguinte teorema, que é uma condicao suficiente para um sistema nao linear
ser quase linear no caso bidimensional

Teorema 11. Um sistema do tipo (3.14) serd quase linear numa vizinhang¢a U de um
ponto critico X = (xo,Yyo) sempre que as fungoes f(z,y) e g(x,y) forem duas vezes
diferencidveis e de classe C' em U.

Demonstragao. Como f e g sao de classe C*, usando a expansao de Taylor em torno
do ponto critico (zg,yo), temos:

f(x,y) = f(2o,90) + fa(zo,y0)(® — z0) + fy(@0,Y0) (Y — o) + 71(2, ),

9(z,y) = g(z0, yo) + g (0, Y0) (@ — x0) + fy(z0, y0) (¥ — yo) + r2(x,¥),

onde 71 (x,y)/[(x—20)?+(y—10)?]*/? — 0 quando (z,y) — (20, y) e analogamente para
r2, note que f(zo, Yo) = g(zo, yo) = 0 e que dz/dt = d(z—xo)/dt e dy/dt = d(y—yo)/dt
entao o sistema (3.14) se reduz a

i ( T —Xo ) _ ( f(To, o) fy(x0,Yo) ) ( T —Zo ) + ( ri(z,y) ) (3.15)
dt \ ¥y — Yo 92(0,%0)  9y(20,%0) Y — Yo ra2(7,y)
ou, em notacao vetorial

du
dt

onde u = (z — 29,y — y0)” er = (ry,m2)T, com U = 0 sendo ponto critico.

D(X)u + r(x) (3.16)

]

Esse resultado tem duas consequéncias. A primeira é que se as fungoes f e g forem
duas vezes diferencidveis, entao, o sistema (3.14) é quase linear e nao é necessério usar
a definigdo para mostrar esse fato. A segunda é que o sistema nao-linear (3.14) na
vizinhanga do ponto critico 0 = (0,0) é aproximado pela parte linear das equagoes
(3.15) ou (3.16), isto é :

i ( u ) _ ( fe(xo,90)  fy(20, Y0) ) < u ) (3.17)

dt \ ug 9z (20, 90)  gy(0, Y0) Uy '
onde u; = x —xy e uyg =y — yo. A matriz A = Df(x,y9) é chamada de Matriz
Jacobiana do Sistema (3.17) calculada em (xq, yo).

A equagao (3.17) fornece um método simples e geral para encontrar o sistema linear
correspondente ao sistema quase linear na vizinhanca de um ponto critico.

Exemplo 15. Vamos usar a equagdao (3.17) para encontrar o sistema linear corres-
pondente ao sistema
T =
{ Y (3.18)

Y = —w sen T — Yy

em vizinhanga dos pontos criticos, a origem e (mw,0). Nesse caso temos,
f(z,y) =y e g(z,y) = —w? sen x —yy
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Como essas fungoes sao diferencidveis tanto quanto necessdrio, o sistema (3.18) €
quase linear numa vizinhanca de cada ponto critico. As derivadas de f e g sao

fx:Oa fy:17 ga::_w2 cos , gy = =7

Entao, o sistema linear correspondente proximo a origem é

%(5)2(_2;2 —17)@)

Analogamente calculando as derivadas parciais de f e g no ponto (m,0), obtemos

TORCINE

Ondeu=x—m,v=1y. Esse € o sistema linear correspondente as equacoes do sistema
(5.18) em uma vizinhanga do ponto (m,0).

Vimos até aqui que o sistema linear é uma boa aproximacao para o sistema quase
linear numa vizinhanca do ponto de equilibrio. Agora vamos ver como se relacionam
as trajetérias e a estabilidade do sistema quase linear e o linear correspondente.

Teorema 12. Lineariza¢do: Seja X um ponto critico do sistema quase linear (3.17) e
do sistema linear (3.17) correspondente. Entao:

1. SeX ¢ um ponto assintoticamente estdvel do sistema linear correspondente, entao
X € um ponto assintoticamente estavel do sistema quase linear;

2. Se X € um ponto instavel do sistema linear correspondente, entao X € um ponto
instdvel do sistema (3.14).

Demonstragao. 1. Inicialmente vamos fazer uma mudanca de varidvel conveniente
y(t) = x(t) — X, de modo que o ponto de equilibrio X de x’ = f(x) corresponda
ao ponto de equilibrio § = (0,0) do sistema

y' =f(y(t) +X) (3.20)

como o sistema (3.14) é quase linear, temos que f(x) é classe C''. Assim aplicando
a expansao de Taylor na fungao f(y + X) em torno do ponto X obtemos:

fly +X) =f(X) + Df(X)y + r(y)

onde r(y) satisfaz r(0,0) = 0,, Como f(X) = 0, a equagao (3.20) pode ser reescrita
como

y =DfX)y + r(y). (3.21)

Vamos mostrar que o ponto critico, ¥ = (0,0) da equagao (3.21) é assintotica-
mente estavel.

Note que, do fato do sistema (3.20) ser quase linear, temos que, para algum
m > 0, existe um € > 0 tal que

eIl < mllyll se [lyll <e (3.22)
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Retornando a equagao (3.21), suponha que y(t) ¢ uma solugao satisfazendo a
condigao inicial y(0,0) = yo. Se olharmos para r(y) como uma fungao de ¢,
entdo, usando a férmula da Variagdo das Constantes (ver referencia [1]) temos:

) =Ny [ ATy (s))ds

Usaremos a equagao (3.22) e o teorema 10 para estimar ||y(¢)|| em termos de
[Iyoll-

Suponha que as constantes k e « sdo dadas como no teorema (10) , m > 0 tal
que mk < ae B,(0,0) = {y € R%|]y|| < €} tal que a equagao (3.22) é satisfeita.
Segue do teorema (10) que

t
Iy @)l < kel7]] / ke m|ly(s)]|ds, (3.23)

com |ly(s)]| <ee0<s<t
Multiplicando ambos os lados da desigualdade (3.23) por e*, vem:

t
ely®)Il < kl!?lH/ﬂ ke mlly(s)||ds (3.24)

Aplicando a desigualdade de Gronwall (ver referencia [6] ) em (3.24), obtemos:

ey (t)]] < Kl[¥|le"™ (3.25)
Multiplicando ambos os lados da desigualdade (3.25) por e~ segue
ly ()] < kl[y(0)[je=(*Hm", (3.26)

Para concluir a demonstracao, escolha § > 0 tal que k0 < e. Logo se |[y¥|| < ¢
temos, ||y(t)|| < € pois @ — km > 0, o que prova a estabilidade de y(¢). Ainda
pela equagao (3.26), concluimos que||y(t)|| — 0 quando t — oco. Logo, o ponto
de equilibrio ¥ = (0, 0) é assintoticamente estével.

2. O resultado restante pode ser encontrado em [3]
O

Este teorema nos mostra que podemos estudar a estabilidade de um ponto critico
de um sistema quase linear através de um estudo da estabilidade do sistema linear
correspondente. Em apenas uma situacao a estabilidade de um ponto critico é indeter-
minada, que é quando temos autovalores imaginéarios puros. Para as outras situacoes
de autovalores, a estabilidade de um ponto critico em relacao aos dois sistemas sao as
mesmas. Ja, em relagao a classificacao do ponto critico, observamos alteracoes em dois
casos: quando os autovalores sao imaginarios puros e quando sao reais e iguais.

O exemplo a seguir nos mostra a variacao da estabilidade de sistema quase linear
quando os autovalores do sistema linear correspondente sao imaginarios puros.

Exemplo 16. Vamos estudar a estabilidade préximo ao ponto (0,0) dos dois sistemas
abaizo.
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L = oyt (@ +y?) = y—ax(2®+?)
@ { y = -ty +y°) &) { y =—z—y@®+y?)

Observe que (0,0) € ponto critico de cada um dos sistemas acima, e que cada um dos
sistemas dados € quase linear na vizinhanca de (0,0) Para estudarmos a estabilidade

do ponto critico (0,0), consideremos,
=22+ r>0, ' =x2 +yy
" Sistema (1):

o= y+z(x®+y?) N ' = xy+ 2?(2? + x3)
Yy =—z+y(®+y°) yy = —zy+y*(a® +y7)

Somando as equagoes,

' +yy = (@ + ) = =t = =0

Resolvendo a EDO, temos

—2
_3 r 1 9 1 1
e ST ITeT R R Ty R Vs rary

para a condi¢ao inicial em t = 0, tomamos r = ry > 0, logo,
- 1 - L1
o= 75 k>0:>k;—7,g
logo
1 1 1
r(t) = ———=, onde,-2t+—5>0=1t< -
T

2+ 6 2rg
(0]

Assim, quando t — =, r(t) — 0o. Logo, r(t) ndo estd definida para todo t > 0 e

ma
portanto o ponto critico (0,0) € instdvel.
Sistema (i1):

{x’: y — x(2? + y?) i{xm’: xy — 2%(2% + 3?)
y =—z—y(@®+y?)

Somando as equacoes,
v +yy = (@* + ) (—2* — )2 = = (=) =0 = —r

Como r > 0 temos que % < 0. Resolvendo a EDO, temos

2
dr = —dt = = i = =2tk ot =g t>
roar 9 te= T A= =g =T %+ k

para a condi¢ao inicial em t = 0, tomamos r = ryg > 0, logo:
_ 1 1

TO_\/_E’ k’>0§k—%
logo

—k

2



Observe que r(t) estd definida para todo t > 0 e que
1

N

seque que o ponto critico (0,0) € estdvel e desde que

r(®)] < =70,

Owl"

limr(t) =0

t—0

Concluimos que o ponto critico (0,0) € assintoticamente estdvel.
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Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Espécies em Competicao

Na sequéncia vamos explorar a aplicacao da andlise do plano de fase em alguns proble-
mas em dinamica populacional. Vamos analisar e discutir algumas equacoes simples,
se comparadas a outras mais complexas que existem na natureza.

Suponha, duas espécies de peixe num lago, nenhuma sendo presa da outra, mas
ambas competindo pela comida disponivel. denotando por x e y as populagoes das
duas espécies em um instante t. Vamos supor que a populagao de cada espécie, na
auséncia de predadores, seja governada pela equagao logistica, isto é,

{ ¥ = z(eg — oq17) (41)
y' = yle2 — o9y) '
onde €; e € sdo as taxas de crescimento das duas espécies, e €1/07 e €3/09 820 seus
niveis de saturagao. Quando ambas especies dividem o mesmo espaco, uma afeta
o suprimento de comida disponivel da outra, sendo assim, a taxa de crescimento da
espécie x devido a presenca da espécie y, modificando €; — oz para €; — 012 — ayy onde
a1 € uma medida do grau de interferéncia da espécie y na espécie x. Analogamente,
modificando €3 — g9y por € — ooy — asx. Obtemos

/

¥ =x(ep — o1xr — apy) (4.2)
Y = y(ea — 09y — Qax) '

Vejamos quais sao os estados equilibrio entre estas duas espécies. Existem quatro
casos a serem considerado:

e Caso 1: esse caso acontece quando as duas espécie morrem, isso significa que
x =0 ey =0 no sistemas (4.2).

e (Caso 2: esse caso acontece quando a espécie x morre e a espécie y sobrevive, isso
significa que z = 0 no sistema (4.2).

e (Caso 3: esse caso acontece quando a espécie x sobrevive e a espécie y morre, iSso
significa que y = 0 no sistema (4.2).

e (Caso 4: esse caso acontece quando as duas espécies sobrevivem, ou seja, leva as
espécies a um estado em equilibrio, isso significa que x # 0 e y # 0 no sistema
(4.2)
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Todos esses casos dependem do ponto critico que estamos analisando, dependendo
da orientacao relativas das retas

{61—0'11'—041y:0 (43)

62—0'2y—0[2$:0

Essas retas sao chamadas, respectivamente de nuliclinais de z e y, ja que 2’ e 1/ se
anulam na equacao (4.2).

Buscar uma solucao onde a competicao entre duas espécies levem a um estado
de equilibrio de coexisténcia nem sempre é possivel. Em alguns casos, a competicao
resulta na extingao de uma das espécies. Para compreender como isso ocorre e aprender
a prever qual situacao prevalecera vamos estudar os possiveis casos, dependendo da
orientacao das retas nuliclinais de = e y, que sao as retas onde z’ e y' se anulam,
respectivamente. Vamos denotar por ry e ry as retas x e y, respectivamente. com isso
temos

7 €—ox—ayy =0
To €9 — 02y — aox = ()
Para obtermos os pontos criticos fazemos
(e —ox—ay) =0 = x=0o0ue —ox—ay=>0

ylea — oy —agx) =0 = y=0o0ue— 0oy —axr=0

Assim temos
P1 = (0,0), P2 == (0,62/0’2), P3 == (61/0'1,0) € P4 = (X,Y)

Onde
=" " ¢ f/:w, 0109 — aqag # 0
0102 — Q10 0102 — Q12

denota um ponto qual

Do ponto de vista bioldgico, s6 nos interessam pontos de equilibrios cujas coorde-
nadas sao nao negativas. Logo, os pontos P, P, P3 sempre satisfazem esta condigao
e P, deve satisfazer & condicio X > 0 e Y > 0, Vamos analisar o sistema (4.2) em
uma vizinhancga desses pontos criticos olhando para o sistema linear correspondente a

equagao (3.17) da sec@o anterior, seja P = (X,Y’) qualquer ponto critico e

F(X,Y) = X(El — O'1X — 041Y)
G(X, Y) = Y<€2 - O'2Y — OéQX),

cujo sistema linear correspondente é

i u\ [ a—20X—-oY — X u (4.4)
at\ v ) —anY €9 — 209Y — ap X v '

e P_(0,0), ambas as especies morem
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Nesse caso o sistema (4.4) fica

dfu)_(ea 0 u
d\ v /) 0 e v
Cujo autovalores sao 11 = €; € r9 = €3, ambos positivos, logo o ponto (0,0) é instavel

independente dos parametros do sistema.
o 5= (0,6/02)

Novamente, usando o sistema (4.4) temos

d u . 61—&1;—22 0 u
dt\ v ) —Z e — 2022 v

com os autovalores r; = €9 — 202;—22 =—6 <0 erg=¢ — 01;—22 Logo, se
€1 €2
ry<0=—<—=
g1 02
Ou se . .
1 2
ro >0=> — > —
01 02

Assim, para os casos <= < 2 temos que P, é um ponto Assintoticamente estavel,
e quando & > £ temos que P, é um ponto de sela, portanto instavel.

[ ] P3 = (61/0’1,0)

Novamente, usando o sistema (4.4) temos

d u . €1 — @12—22 0 u
E v N —042;—11 €y — 20’2;—12 v

com os autovalores r; = €3 — 022—2 = —6 <0 er,=¢€ — 01;_22
Logo, se
€1 €9
ra<0=—<—=
01 02
Ou se ) )
1 2
r >0=>— > —
01 02

Assim, para os casos <= < 2 temos que P3 é um ponto Assintoticamente estavel,
e quando £ > £ temos que P35 é um ponto de sela, portanto instavel.

e P,=(X,Y)

Usando a equagao acima determinaremos as condigoes sob as quais o modelo (4.2)
permite a coexisténcia doas espécies x e y. Usando a solucao das equagoes algébricas
(4.3), Com a condicdo que X > 0eY > 0, a equacio (4.4), se reduz a:

d(fu) _ — X —anX U
dt v N —OJQY _O-QY v
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Os autovalores da equagao (4.4) sao encontrados a partir da equagao
7"2 + (O'lX + Ug?)’f’ + (0'10'2 - OélOéQ).XY =0

logo

A A

—(O'lX + O'QY) + \/(O’lX + O'QY)Z - 4(0'10'2 - 061&2>XY
T2 = (45)
2

Aqui podemos observar que, se o109 — a0 < 0, os autovalores sao reais e distintos
de sinal oposto, com isso , o ponto critico (X Y) ¢ um ponto instavel e a coexisténcia
nao é possivel.

Por outro lado se o100 — ajan > 0, 0s autovalores sao reais e negativos e distin-
tos, ou complexos conjugados com parte real negativa. e com isso o ponto critico é
assintoticamente estavel e é possivel uma coexisténcia sustentavel.

As equagoes (4.3) fornecem uma interpretacao biolégica do resultado de que a co-
existéncia ocorre ou nao, dependendo se o109 — ajan é positivo ou negativo. Os o
medem o efeito inibitério que o crescimento de cada populagao tem sobre si mesma.
enquanto os a medem o efeito inibitorio que o crescimento de cada populacao tem so-
bre a outra. Entao, quando o109 > ;s a intera¢do (competigao) é fraca e as especies
podem coexistir; quando o109 < ajasy a interagao ¢ forte e as especies nao poderao
coexistir, uma tem que ser extinta.

Os modelos aqui apresentados serviram de base para outros modelos mais complexos
que descrevem interagoes deste tipo, entre duas ou mais populacoes, existem outros
modelos mais complexos que nao abordaremos nesse estudo.

Exemplo 17. Discutamos o comportamento qualitativo das solugoes do sistema

de/dt = x(1 — z —y)
{ dy/dt = y(0.75 — yy— 0.52) (4.6)

Para encontrar aos pontos criticos, resolvemos o sistema de equagoes algébricas

(1—z—y)=0
y(0.75 —y — 0.52) =0
onde ezistem quatro pontos criticos (0,0), (0,0.75), (1,0) e (0.5,0.5), eles correspon-
dem a solucgoes de equilibrio do sistema.

O sistema (4.6) € quase linear em vizinhangas de cada ponto critico (X,Y), e usando
a equagoes (3.17) da se¢do anterior obtemos

s(-(Emam () w

onde, para o sistema (4.6)

Flz,y)=2z(1-z—y)
G(z,y) =y(0,75 —y — 0, 5z)

logo a equagao (4.7) é da forma

i u) (1-2X-Y -X U (4.8)
dt \ v - —0,5Y 0,75 —-2Y —0,bX ) '
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Agora analisaremos o estabilidade em cada ponto critico. Para o ponto (0,0) sabemos
que € instavel como foi analisado anteriormente. Consideremos agora o ponto onde

e r=1 y=0.

Esse ponto corresponde a um estado em que a espécie x sobrevive e a espécie y nao.
O sistema linear correspondente €

%(5)‘(_01 0?5)(3) (4.9)

Seus autovalores e autovetores sao

ry=—1, §1Z<(1)>

e sua solugao geral é

1 _ 4
ORIGENEE

como 0s autovalores tem sinais opostos, o ponto (1,0) é um ponto de sela e, portanto
um ponto de equilibrio instdavel do sistema linear (4.8) e do sistema nao-linear (4.9).

e r =0, y=0,75.

Nesse caso, a especie 'y sobrevive e a especie X nao. A analise € semelhante a analise
para o ponto (1,0). O sistema linear correspondente €

d [ u 0,25 0 U
E(v)z(—o,% —0,75)(1}) (4.10)

Seus autovalores e autovetores sao

T1:07257 51:(_2)
ro = —0,75 §2=<(1))

U 8 0 _
() =er( 3 )emsa()eom

Logo, o ponto (0,0,75) também é um ponto de sela e um ponto de equilibrio instdvel.

e sua solucao geral é
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Esse ponto critico corresponde a um estado de equilibrio misto, ou de coexisténcia, na
competicao entre duas especies. Observe que, nesse caso, €, = 1, € = 0,75. 01 =
1, oo =1, ap =1 eas = 0,75 Os autovalores e 0s autovetores do sistema linear

correspondente
d (u -0,5 -0,5 u
E(fu):< ~0,25 —O,5>(v> (411)

Sao
r = (=24 V2)/4 2 —0, 146, @ = ( )

ry = (—2—v/2)/4 2 —0,854 £ — ( )

e sua solucao geral é

( :j ) = ( _\/15 ) e M6t | ( \? ) o—0.854t

Como ambos os autovalores sdo negativos, o ponto critico (0,5, 0,5) € um nd assin-
toticamente estdvel do sistema linear(4.11) e do sistema ndo-linear (4.6) . Todas as
trajetorias se aprorimam do ponto critico quando t — oo.

Observe que, nesse caso, € =1, ¢ =0,75. 01 =1, 0o =1, ag =1 e ay = 0,75,
com 850, 0109 — ajie = 1 — 0,75 = 0,25 > 0 como previsto na equagao (4.5).

4.2 Equacao Predador-Presa

Ja foi discutido na secao anterior sobre um modelo de duas espécies competindo por um
mesmo suprimento de comida. Agora vamos discutir a competicao entre duas espécies
que uma das espécies(predador) se alimenta da outra espécie (presa), enquanto a presa
se alimenta de outra comida. Podemos considerar, por exemplo: raposas e coelhos
numa floresta fechada, onde as raposas se alimentam dos coelhos e os coelhos da
vegetacao da floresta, outro exemplo pode ser peixes num lago onde uma espécie se
alimenta da outra.

Para comegar, vamos denotar por = e y as populagoes respectivamente da presa e
do predador, em um instante ¢ construindo as interacoes das duas espécies, fazemos
algumas hipoteses:

1. Na auséncia de predador, a populacao de presas aumentam a uma taxa propor-

cional a populacao atual, assim ‘fl—f =az, a > 0, quando y = 0.

2. Na auséncia de presa, o predador ¢ extinto, assim % = —cy,c > 0 quando = = 0.

3. O numero de encontros entre predador e presa é proporcional ao o produto das
duas populacoes, onde cada um desses encontro tende a promover o crescimento
da populacao de predadores e a inibir o crescimento da populacao de presas,
assim a taxa de crescimento da populacao de predadores é aumentada por um
termo da forma yry, enquanto a taxa de crescimento da populagao de presa é
diminuida por um termo da forma —axy, onde v e a sdo contantes positivas.
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Em consequéncias dessas hipdteses, somos levados as equacgoes;

¥ = ar—axy = x(a— ay)
"= —cy+yry =y(—c+ ) (4.12)
As contantes a , ¢, a e y sao todas positivas,sendo

e a — Taxa de crescimento das presas.

e ¢ — Taxa de morte da populagao de predadores, respectivamente
e «a ¢ v — sao as medidas do efeito da interagao entre as duas espécies.

As equagoes (4.12) sao chamadas de equagoes de Lokta-Volterra. Foram desenvol-

vida em artigo por Lokta em 1925 e por Volterra em 1926. Embora essas equacoes
sejam bem simples elas caracterizam uma grande classe de problemas.

Para discutir o sistema geral (4.12) considere que os pontos criticos do sistema sao
as solugoes de

{ w(a—ay) =0

y(—c+yz) =0

isto é, os pontos (0,0), (0,a/«a), (¢/7,0) e (¢/v,a/a). Vamos examinar as solugoes do
sistema linear correspondente perto dos pontos criticos (0,0) e (¢/v,a/a). Para isso
vamos considerar a matriz Jacobiana do sistema linear correspondente,

jo(e-ay —az
Yo —cta
Em uma vizinhanca da origem, o sistema linear correspondente é

a(3)=(G %))

Os autovalores e os autovetores sao

™ =a, 51:<é)7

Ty = —¢C, 52

de modo que a solugao geral é

(3)=a()e (i)

logo, a origem é um ponto de sela e, portanto instavel.

Vamos considerar agora o ponto critico (¢/v,a/a). Nesse caso fazemos uma mu-
danga de varidveis * = ¢/y 4+ u e y = a/a + v ent@o o sistema linear correspondente

S)-( ) e
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Os autovalores do sistema (4.13) sao r = +iy/ac, de modo o ponto critico é um centro
estdavel para o sistema linear. para encontrar a trajetérias do sistema (4.13) podemos
dividir a segunda equacgao pela primeira para obter.

dv dv/dt  (va/a)u

du  du/dt —  (ac/y)v

ou
Y2audu + ocvdv = 0

em consequencia
Yau? + o*ev® =k
onde k£ é uma contante de integracao nao-negativa. Logo as trajetorias do sistema sao

elipses.
Voltando ao sistema (4.12), ele pode ser reduzido a uma tnica equagao

dy _ dy/dt _ y(—c+x)

= = 4.14
de  dx/dt  x(a— ay) (4.14)

A equagao. (4.14) é separdvel e tem solugao
aln y—ay+cln o —yr=C (4.15)

onde C' é uma contante de integragao. Mais uma vez podemos observar que a equagao
(4.15) é uma curva fechada, para C fixo em torno do ponto critico (¢/v,a/a), logo o
ponto critico também é um centro estével para o sistema geral nao-linear (4.12).

A variacao ciclica das populagoes de predadores e de presas pode ser analisadas em
mais detalhe quando os desvio em relagao ao ponto (¢/v,a/a) sdo pequenos e pode-se
usar o sistema linear (4.13), onde a solugao do sistema ¢é

u = chos(\/Et%—d))

vo= 2\/EKsen(\/&thqzﬁ), (4.16)
ala

onde K e ¢ sao determinados pelas condigoes iniciais. Assim

r = £+£KCOS(\/G_Ct+¢)
v

a a

y = —+—\/§Ksen(\/%t+¢),
a ala

Essas equagoes sao boas aproximagoes para trajetérias quase elipticas perto do ponto
critico (¢/v,a/a). podemos usa-las para tirar diversas conclusdes sobre a variagao
ciclica das populacoes de predadores e de presas em tais trajetorias.

1. Os tamanhos das populacoes de predadores e de presas variam de forma senoidal
com periodo 2my/ac. Esse periodo de oscilagao é independente das condigoes
iniciais

2. As populacoes de predadores e presas estao defasadas por um quarto de ciclo. O
numero de presas aumenta primeiro, depois aumenta o numero de predadores.
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3. As amplitudes das oscilacoes sao % para populagao de presas e % para a de
predadores e, portanto, dependem das condigoes iniciais,

4. As populagoes de predadores e de presas em um ciclo completo sao ¢/v e a/a,
respectivamente. Elas sao iguais a populacao de equilibrio.

Variagoes ciclicas de predadores e presas, como previsto pelas equagao (4.12) foram
observadas na natureza.

Informagoes adicionais para o modelo a respeito da defasagem das duas populagoes
assim como as populacoes médias durante um periodo de tempo, podem ser encontra-
das na referéncia [1].

Exemplo 18. Discutamos as solucoes do sistema

{ dr/dt = (1 —0,5y) = =z — 0, bzy, (4.17)

dy/dt = y(—0.75 4+ 0.252) = —0, 75y + 0, 25zy

Para x e y positivos.
Os pontos criticos desse sistema sao as solugoes das equagoes algébricas

z(1—0,5y) =0
{ y0—0754?025x):() (4.18)

a saber, os pontos (0,0) e (3,2) .
Vamos examinar, a sequir, o comportamento local das solugoes prorimas de cada
ponto critico.

o P =(0.0)

Perto da origem, podemos desprezar os termos nao-lineares nas equacao (4.17) para
obter o sistema linear correspondente

i(3)=( o) () 419

Os autovalores e 0s autovetores sao

ry=1, 512(

o = —0775, 52 = (

de modo que a solugao geral é

()()esa(t) e

Assim, a origem € um ponto de sela para ambos os sistemas, o linear (4.19) e do nao-
linear (4.17) e, portanto, instavel. Um par de trajetorias entra na origem ao longo do
eizo dos y, todas as outras trajetorias se afastam da origem.

o P=(32)
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Para examinar o ponto critico (3,2), podemos fazer a substituicao x = 3+u, y=24v
nas equagoes (4.17) e depois desprezar os termos nao-lineares em u e v , obtemos o

sistema linear J
U 0 —1,5 U
() =(os 7)) 21

Os autovalores e os autovetores sao

@ o= (e )
== e=(i)

Como os autovalores sdo imagindrios, o ponto critico (3,2) é um centro do sistema
linear(4.18) e, portanto, é um ponto critico estdvel para esse sistema. Como vimos
anteriormente que esse € um dos casos em que o comportamento do sistema linear
pode nao ser o mesmo, ou nao, do sistema nao-linear, de modo que a natureza do
ponto (3,2) nao pode ser determinado por essa informagao. A maneira mais simples
de encontrar as trajetdrias do sistema linear (4.18) € dividir a sequnda equagao pela
primeira

dv  dv/dt 0, 5u u

du  du/dt  —1,5v  3v

ou
udu-+3vdv=20

em consequéencia
u® + 30t =k

Onde k € uma constante arbitrdria, nao negativa, de integragdo. Logo, as trajetorias
do sistema linear (4.18) sao elipses centradas no ponto critico e um tanto alongadas
na dire¢ao horizontal.

Voltando ao sistema nao-linear(4.17) e dividindo a sequnda equagao pela primeira,

obtemos
dy  y(—0.75+ 0.257)

= 4.22
dx z(1—0,5y) (422)
A equagao (4.22) é uma equagao separdvel e pode ser colocada na forma
1— —0. 2
O’Sydy:( 0.754+0 51:)d$
Donde seque que
0,75 In x+Iny—0,5y — 0,25z = ¢ (4.23)

onde ¢ é uma constante de integracdo. Embora nao possamos resolver a equagdo (4.23),
explicitamente, usando apenas funcoes elementares, € possivel mostrar que o grdfico da
equagdo para um valor fixo ¢ € uma curva fechada em torno do ponto (3,2), logo, o
ponto critico também é um centro para o sistema nao-linear (4.17), e as populagoes de
predadores e presas exibem uma variacao ciclica.
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Capitulo 5

Outra Abordagem da Teoria de
Estabilidade

Neste capitulo abordaremos uma forma de analisar estabilidade, conhecido como o
segundo método de Liapunov, ou método Direto.

5.1 O Meétodo de Liapunov

O matemadtico e engenheiro russo Aleksandr M. Liapunov (1857-1918), em sua tese
de doutorado, ” General problem of stability of motion” (Problema geral de estabilidade
de movimento) publicado em 1892, encontrou um importante critério que avalia a
estabilidade de pontos de equilibrio. Este critério ficou conhecido como Método Direto
ou Segundo Método de Liapunov. O seu primeiro método, também conhecido como
Método Indireto ou Método da Linearizacao, permite investigar a estabilidade local de
um sistema nao linear através de seu modelo linearizado. O segundo método surgiu com
a tentativa de estudar a estabilidade de pontos de equilibrio sem qualquer conhecimento
das solugoes da equagao autonoma

x' = F(x) (5.1)

ou seja, sem usar a forma explicita das solugoes. Neste método, as conclusoes sobre a
estabilidade sao obtidas através de uma funcao auxiliar apropriada, chamada funcao
de Liapunov.

A técnica ou método, para determinar o comportamento das trajetérias de (5.1)
nas vizinhangas da origem quando F(0) =0 é baseado no fato bem conhecido de
um sistema fisico perder energia total numa vizinhanca de um ponto de equilibrio,
a energia total do sistema é decrescente (E' < 0).Mais precisamente, um ponto de
equilibrio estavel para um sistema fisico é um ponto em que a energia total do sistema
¢ um minimo local, fato que é conhecido na fisica como o teorema de Lagrange. Assim,
procuramos uma fungao £ : Q C R" — R (uma fungao-energia).

E(x) = E(z1,...,z,)
de classe C'! em €2, ou em alguma sub-regiao de € contendo a origem, tal que F(x) > 0,

e E(x) = 0 se e 86 se x = 0, entao as superficies E(x) = ¢, ¢ uma constante positiva,
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serao em geral superficies fechadas em R™ com origem no interior. Ainda mais se
x = ¢(t,xq) é a solugdo de

x(0) = x,

com xg em {2, a taxa OF /0t de variagao de energia com o tempo ao longo da trajetéria
definida por esta solucao é

" OF
E(x):=VE-F = F <
(x):=V ;8% L <0

Essas observagoes nos motivam a seguinte definigao, se o estado de equilibrio é a origem:
F(0)=0

Definicao 7. Seja E : 2 C R” — R uma fungao continua tal que E(0) = 0, entao:
1. E é definida semi-positiva se E(x) > 0, Vx € Q
2. FE é definida positiva se F(x) > 0, Vx €
3. E ¢ definida semi-negativa se E(x) < 0, Vx € 2
4. E é definida negativa se E(x) < 0, Vx € Q

Introduzindo o funcional E’'(x) := VE-F, estamos em condigoes de definir a fungao
de Liapunov.

Definicao 8. Uma func¢ao F definida positiva, tal que E' < 0, e definida semi-negativa
é chamada funcional de Liapunov

A fungao de Liapunov é uma técnica para determinar o comportamento das tra-
jetorias em torno de um ponto critico ou ponto de equilibrio nesse método nao
& necessidade de conhecer algo sobre a solucao do sistema de equacoes diferenciais e
permite tirar varias conclusoes sobre estabilidade e instabilidade em torno de um
ponto critico X = 0 através de uma funcao auxiliar apropriada que fornece um tipo
de informacao global. O método de Liapunov também pode ser usado para sistemas
que nao sao quase lineares. O método Liapunov nos fornece uma ferramenta muito
util para analisar o comportamento das trajetorias de um sistema em torno de pontos
criticos, sempre e quando podemos encontrar uma funcao apropriada que satisfaz as
condic¢oes do método de Liapunov, mas, a grande dificuldade é encontrar essa funcao.

Supondo que essa funcao exista, podemos enunciar alguns resultados que facilita
muito a andlise da estabilidades de pontos criticos de um sistema de equagcoes diferen-
ciais.

Teorema 13. Assumiremos que a origem é um ponto critico estdvel, isto é F(0) = 0.
A origem € um ponto de equilibrio estdvel para o sistema

x' = F(x), (5.2)

se existe uma funcao de Liapunov E para este sistema.
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Demonstracdo. Denotemos por S, a esfera de raio r centrada na origem de R" isto €,
S, consiste dos pontos x de R™ tais que ||x|| = r e seja r escolhido de modo que S,
esteja contido em €2, entao, como E é continua e definida positiva em (2, E assume
um minimo positivo m sobre S, (compacto), recorrendo a continuidade de E, podemos
achar um e > 0 tal que F(x) < m para todo x sobre ou no interior da esfera S, de raio
e centrada em 0.

Seja agora xg qualquer ponto dentro da regiao delimitada por S, e seja ¢(t,xo)
a solucao unica de x' = F(x) cuja trajetéria passa por xo quando ¢t = 0. Afir-
mamos que esta trajetéria permanece dentro da regiao S, para todo t > 0, pois
caso contréario terfamos ||¢(t1,Xo)|| = r para algum ¢; > 0, onde E[¢(t1,x%0)] > m,
entdo E[¢(t,xo)] < m < E[¢(t1,%0)], px € Sc mas isso contradiz a hipétese de que
E'¢p(t,x0)] <0 em Q. O

Podemos observar, pelo resultado anterior, que se E for efetivamente decrescente
ao longo de toda trajetéria x' = F(x) numa vizinhanga da origem, estas trajetérias
teriam que se aproximar da origem, o que sugere a estabilidade assintotica, e é isso
que o proximo resultado nos mostra.

Teorema 14. Se E ¢ uma fun¢ao de liapunov para x' = F(x) com propriedade que E’
¢ definida negativa (E' < 0) em Q, entdo o a origem é assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Vimos que existe um € > 0 com a propriedade que E é uma funcao nao-
crescente ao longo de qualquer trajetéria ¢(t,xg) com ||Xo|| < €. Como E ¢é definida
positiva em €2, resulta que E tem um limite Ey > 0 ao longo dessa trajetéria quando
t — oo. Assim, teremos terminado se pudermos mostrar que esse limite é zero, pois
entao o fato de E se anular s6 na origem implicara que a trajetéria em questao deve
tender a origem quando t — oo .

Suponhamos que Ey > 0 . Entao raciocinando como antes, existiria um ¢ > 0 tal
que E(x) < Ey, V x com |[x|| < d. Logo, a trajetéria definida por x(t,X) nunca
penetraria na esfera Ss de raio J centrada na origem . Denotemos por m > 0 o valor
minimo assumido por —FE'(x) na coroa § < ||x|| < r, onde 7 é como na demonstragao
anterior. Logo

%E[(p(t,xo)]g—m, VA0, e (5.3)

Elo(t, x0)] — E(xo) = /0 %E[q&(t,xo)]dt < —mt (5.4)

mas o segundo membro da desigualdade E[¢(t,%xq)] < FE(x¢) — mt se torna negativo
quando t — oo. Logo, a hipétese Ey > 0 conduz a uma contradigao, e esta provado o
teorema.

]

Finalmente, o teorema a seguir diz que esses resultados sao, num certo sentido, os
melhores possivel

Teorema 15. Seja E uma funcao de a valores reais de classe C' em Q e suponhamos
que

(i) BE(0)=0

(i) E' é definida positiva em 2, e
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(111) Para cada € > 0 existe um xo em §2 com ||xo|| < € e E(Xo) > 0 (isto €, E assume
valores positivos em qualquer vinhaga da origem). FEntdo, a origem € instdvel
para o sistema

x' = F(x), F(0)=0 (5.5)

Demonstragao. A prova do teorema pode ser conferida na ref. [2]
m

O ponto importante quanto a esses teoremas é que eles nos permitem determinar a
estabilidade ou instabilidade de pontos de equilibrio sem resolver o sistema. Assim, em
casos em que € impossivel obter solugoes em forma fechada ou em que sao dificeis de
analisar, podemos ainda obter informagcoes valiosas sobre sua estabilidade desde que,
naturalmente, possamos construir tais fungoes de Liapunov.

Embora nao exista método geral para construir tais fungoes, veremos que isso é
bastante facil de fazer em muitos casos particulares.

Exemplo 19. A funcio deF(x,y) = 2> +y? é uma fungdo de liapunov para o sistema
¥ = —x+ 2%y,
y = —y+ay’ (5.6)

De fato, E € claramente positiva e de classe C' no plano xy todo. Alem disso, como

VE(z,y) =2z +2y

e Oo
F(z,y) = (—z + 2%y) + (—y + zy°),
temos
VE-F = —2(2® +9?) + 22y + 223>
2(z® + y*)(zy — 1). (5.7)

Logo —VE - F ¢ definida positiva na regiao xy < 1, e satisfaz todas as exigéncias do
teorema 14 nesta regiao. Logo a origem é um ponto assintoticamente estdvel para o
sistema (5.6).

Os teoremas estudados, fornecem condicoes suficientes para estabilidade e instabi-
lidades, respectivamente, como ja vimos anteriormente, nao existe método geral para
para a construcao de uma funcao de Liapunov. O préximo teorema, fornece um resul-
tado algébrico elementar que é 1til, muitas vezes, na construcao de funcgoes definidas
positivas ou definida negativas:

Teorema 16. A funcao £ :Q C R? - R
E(z,y) = ax® + bxy + cy? (5.8)
€ definida positiva se, e somente se,
a>0 e 4dac—b>0
e € definida negativa se, e somente se,

a<0 e 4dac—b <0
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Demonstracao. De fato,

E(z,y) = az®+bry+ cy?
2 b2

b
= ar’ +bay+ —y° + et — —y°
4a 4a

2 b 2 b’
= (ax —i—bxy—l—Ey ) +vy (C_@)
b2\’ , ((4ac —?
= a (l‘ + %) +y <—46L )

1. Se E é definida positiva em €, entao F(0,0) = 0e E(x,y) > 0, V(z,y) # (0,0) €

(, isto é,

o(o+52) 4 (M0 ) S oven 200 ER  (59)

2
Como (x + l%’) >0ey® >0 V(z,y) # (0,0) € Qentdo para termos a expressao
(5.9) satisfeita devemos ter a > 0 e 4ac —b? > 0. ‘Logo,b se a < 0 e 4ac —b* > 0
entao,a (x—i— %y) + y? (#) > 0,V(z,y) # (0,0) € Qe E(0,0) = 0, logo
E(z,y) é definida positiva em ).

2. Se E é definida negativa em €, entao E(0,0) = 0e E(x,y) <0, ¥(z,y) # (0,0) €
Q, isto é,

o(o+50) (M) <oven A0 e 510

Como (x—l—%) >0ey? >0 VY(r,y) # (0,0) € Q, entao, para termos a
expressao (5.10) satisfeita devemos ter a < 0 e 4ac — b* < 0.

Agora, se a < 0 e 4ac — b?> < 0 entdo a (:U + Z—Zy) + y? (%) > 0,Y(x,y) #
(0,0) € Qe E(0,0) =0, logo E(z,y) é definida negativa em (.

O
Vamos ilustrar o uso do teorema (16) no exemplo a seguir
Exemplo 20. Mostre que o ponto critico (0,0)do sistema autonomo
z = —x — zy?
{ y =-y-—2% (5-1)

€ assintoticamente estavel.
Devemos tentar construir uma fun¢do de Liapunov da forma (5.11). Entdao, E.(x,y) =
2ax + by, Ey(x,y) =bx + 2cy de modo que
E'(z,y) = (2az +by)(—z —ay®) + (be + 2cy)(~y — 2”y)
= —[2a(a® + 2%y%) + 02y + 2y® + 2°y) + 2¢(y* + 2*y?)]

Se escolhermos b =0 e a e ¢ como sendo dois numeros positivos quaisquer. Entao E’
¢ definida negativa e E € definida positiva pelo teorema 15. Com isso, pelo teorema
14, a origem € um ponto Assintoticamente estdvel.
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Consideracoes finais

Ao desenvolver este trabalho pudemos perceber que sistemas de equacoes diferencias
estao presentes em modelagens nas mais diversas dreas, embora nesse texto opta-
mos por apresentar somente modelos de Dinamica Populacional. O estudo da teoria
de estabilidade se torna muito 1til, uma vez que quase sempre nao € possivel obter
uma expressao analitica para solucao. Dessa forma, obter informagoes qualitativas da
solucao é importante para conhecermos o comportamento do sistema.
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