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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo analisar os livros didaticos de Matematica,
aprovados no Plano Nacional do Livro Didatico do ano de 2018, de modo a investigar
como é feita a manipulagdo geométrica dos Numeros Complexos; analisar o contexto
histérico do surgimento dos Numeros Complexos; verificar como o conteddo dos
Numeros Complexos se relaciona com outras areas. A pesquisa foi realizada por meio
de uma revisao sistematica de literatura. Uma das principais motivacdes do estudo &
a de gue na disciplina de Matematica de nivel Médio, de modo geral, existe uma
abordagem puramente algébrica, sem vinculo com aplicacbes desse contetudo fora do
ambiente matematico. Apds a analise dos livros didaticos, é possivel verificar que
estes abordam os Numeros Complexos utilizando historia e apresentam diversas
aplicacfes desse conteldo, esses recursos podem ser empregados para despertar o
interesse dos alunos de Ensino Médio na disciplina de Matematica. Outro enfoque do
tema pode ser o geométrico, permitindo os alunos visualizarem as operacdes e
propriedades.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Revisdo Sistematica de Literatura. Livro
Didatico. Matematica. Ensino Médio.
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1 INTRODUCAO

O motivo inicial para essa pesquisa surgiu a partir de diadlogos com outros
colegas matematicos a respeito do conteido dos Numeros Complexos, verifiquei que
muitos acreditam que este tema néo tem utilidade no ensino médio. Verifiqguei também
que alguns acham que este assunto serve somente para légica. Em consequéncia
disso, senti a necessidade e tive a motivacao para pesquisar aspectos do ensino dos
Numeros Complexos que podem ser modificados para torna-lo mais intuitivo e
interessante.

Este trabalho apresenta uma revisdo sistemética de literatura acerca do
conteudo do conjunto dos Numeros Complexos. A pesquisa tem como fio condutor a
forma como este conjunto numérico é abordado nos livros didaticos do ensino médio.
Assim, por meio da revisdo sisteméatica de literatura, é possivel observar diversos
trabalhos abordando os numeros complexos de forma motivadora.

O livro didatico é o instrumento base para os professores, desta forma, a analise
dos livros didaticos de matematica, aprovados no Plano Nacional do Livro Didatico
(PNLD) do ano de 2018 sera o foco principal desta pesquisa. Por meio desta analise,
verifico se as obras apresentam alguma contextualizagéo histérica do surgimento dos
numeros complexos, investigo como é feita a manipulagdo geométrica deste conteudo
e se existe alguma relagao deste conteudo com outras areas do conhecimento.

No capitulo 1, Metodologia, apresento o processo de revisdo sistematica de
literatura e quais foram os artigos selecionados, os excluidos e os utilizados. Separo
estes artigos por temas, para entdo tracar meus objetivos acerca dos livros didaticos
e apresentar os livros que foram analisados.

No capitulo 2, Matriz Curricular e Histéria dos Numeros Complexos, analiso
alguns documentos curriculares, como Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
Diretrizes Curriculares Da Educacdo Basica do Paranad (DCE) e Base Nacional
Comum Curricular (BNCC). Logo apds, apresento a origem da evolu¢do do conjunto
dos Numeros Complexos e verifico como essa abordagem histérica € tratada nos
artigos e livros didaticos.

No capitulo 3, Apresentacdo dos Resultados, por meio dos livros didaticos
aprovados no PNLD de 2018, apresento o conjunto dos Numeros Complexos, suas

propriedades e operagdes. Trago alguns exemplos de como utilizar o enfoque
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geométrico desse conjunto numeérico e, por fim, faco um levantamento de outras areas
do conhecimento que utilizam os Niumeros Complexos para facilitar os calculos.
No capitulo 4, Consideracdes Finais, apresento as conclusdes feitas ao analisar

como os livros didaticos tratam do conteudo dos Numeros Complexos.

1.1 METODOLOGIA

A pesquisa € de natureza qualitativa do tipo bibliografica.

A pesquisa bibliografica é desenvolvida a partir de material ja elaborado,
constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Embora em quase
todos os estudos seja exigido algum tipo de trabalho desta natureza, ha
pesquisas desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliograficas. [...]
A principal vantagem da pesquisa bibliografica reside no fato de permitir ao
investigador a cobertura de uma gama de fendmenos muito mais ampla do
gue aquela que poderia pesquisar diretamente. A pesquisa bibliografica
também é indispenséavel nos estudos histéricos. Em muitas situagdes, ndo ha
outra maneira de conhecer os fatos passados sendo como base em dados
secundérios. (GIL, 2008, p.50)

O campo de pesquisa se constitui nos livros didaticos de matematica para o
ensino médio, aprovados no PNLD de 2018.

A revisao sistematica de literatura apresentada a seguir € referente ao estudo
de outros trabalhos a respeito de Numeros Complexos e busca complementar a
fundamentacéo teorica deste trabalho.

A revisdo sistematica segue critérios rigidos para a realizacdo da coleta e
analise de dados das fontes bibliograficas. Tem como finalidade resumir a melhor
pesquisa disponivel acerca de uma questdo especifica. Isto é feito por meio da
composicao dos resultados de diversos estudos (RAMOS; FARIA; FARIA, 2014).

Este processo € comumente aplicado nas ciéncias médicas ha um longo
periodo e tem se mostrado eficiente nos resultados dos estudos (RAMOS; FARIA;
FARIA, 2014).

Uma revisdo sistematica utiliza métodos confiaveis para localizar, avaliar e
sintetizar os resultados de pesquisas relevantes na area em estudo. Por meio de uma
sintese de diversas pesquisas publicadas sobre o tema em questdo, cujo objetivo é
minimizar a divergéncia de informacgfes, a revisdo sistemtica emprega uma
metodologia de pesquisa com rigor cientifico (RAMOS; FARIA; FARIA, 2014).
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1.1.1 Operacionalizagéo da revisdo sistematica de literatura

Para realizar uma revisdo sistematica de literatura, é necessario que sejam
registradas todas as etapas da pesquisa, de modo que, a pesquisa possa ser
replicavel por outro investigador, assim como, para (avaliar, verificar) que a revisdo
sistematica, segue uma série de etapas previamente definidas e absolutamente
respeitadas nas varias etapas. De acordo com Ramos; Faria e Faria (2014) a FIGURA

1, apresenta os passos a serem seguidos.

FIGURA 1- ETAPAS DO PROCESSO DE REVISAO SISTEMATICA DE LITERATURA

OBJETIVOS

Definir a problemitica a estudar sintetizada numa questio ou problema

EQUAcﬁES DE PESQUISA
Expressdes ou palavras as combinar utilizando AND, OR, NOT (*,7)

AMBITO DA PESQUISA

Bases de a selecionar e varieantes intrisecas

CRITERIOS INCLUSAO

Definem que o estudo é aceitivel naquele contexto

CRITERIOS DE EXCLUSAO

Excluem os estudos que nio obedecem ao dmbito definido

CRITERIOS DE VALIDADE METODOLOGICA

Asseguram a objetividade da pesquisa

RESULTADOS

Devem ser registrados todos os passos

FONTE: Adaptado de RAMOS; FARIA; FARIA, 2014.
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Utilizando a revisao sistemética de literatura, para essa pesquisa realizou-se 0s

passos descritos no QUADRO 1, seguindo o apresentado na FIGURA 1.

QUADRO 1- ETAPAS REALIZADAS NO PROCESSO DE REVISAO SISTEMATICA DE
LITERATURA DE LITERATURA.

Obijetivos coletar os estudos apresentados no Encontro Nacional de Educacao

Matematica, (ENEM) sobre nUmeros complexos

Equacao de pesquisa | NUmeros complexos

Ambito da pesquisa Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica - Anais publicados no

Encontro Nacional de Educacdo Matematica

Critério de incluséo Somente trabalhos disponiveis nos Anais dos ENEM

Trabalhos que abordam Numeros Complexos

Critério de exclusdo | Trabalhos com propostas de ensino superior sobre nUmeros complexos.

Critérios de validade | Replicacdo do processo; Verificagdo dos critérios de incluséo e exclusao.
metodolégica

Resultados Descricdo da pesquisa — Registro de todos 0s passos
FONTE: Autor, 2021

A pesquisa desenvolvida tem o intuito de coletar os estudos apresentados no
Encontro Nacional de Educacdo Matematica, (ENEM) sobre Numeros Complexos,
utilizando a base de dados da Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM).
Por meio da base de dados da SBEM, no total, foram encontrados 13 resultados, no
entanto, o arquivo do Xl Encontro ndo estava disponivel para download, assim, foram
selecionados 12 artigos. O QUADRO 2 apresenta as obras encontradas, utilizou-se a
letra A como sigla de artigo, em seguida um numero para identificar o artigo a qual

esta se referindo.

QUADRO 2 - OBRAS ANALISADAS

OBRA ENCONTRO/ ANO REFERENCIA

Al I MILIES, F. C. P. Histéria dos niumeros complexos.
1987

A2 Vil SILVA, L. P. Quatérnios: os nimeros complexos do espaco
2001 quadridimensional.

A3 Vil CARNEIRO, J. P. A geometria e o0 ensino dos nuameros
2004 complexos.

A4 X FILHO, F. A. S. B. Numeros complexos: dificuldades
2010 apresentadas pelos discentes de uma escola da regido

metropolitana de Belém acerca de atividades envolvendo a
forma algébrica dos nimeros complexos.

A5 X BERMEJO, A. P. B. et al. Dificuldades na aprendizagem dos
2010 nameros complexos.
A6 Xl OLIVEIRA, F. E. F; VASCONCELOS, F. R. N. Uma proposta
2013 pedagégica para as aulas de nimeros complexos no ensino
médio a luz da aprendizagem significativa de Ausubel.
A7 Xl BARBOSA, G. Desafios e possibilidades de integrar o

2013 ensino de nimeros complexos ao uso do software geogebra.
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A8 Xl FONTES, C. A,; MUNIZ, R. S. S. Coordenadas polares no
2013 ensino médio: contribui¢cdes para o ensino e a aprendizagem
de trigopnometria e nimeros complexos.
A9 XI NETO, R. V. O ensino de nimeros complexos.
2013
Al10 Xl AMORIM, T. M.; OLIVEIRA, P. C. O software geogebra: uma
2016 ferramenta para o ensino dos niimeros complexos.
All Xl JESUS, M. A. S.; TESTANI, G. B. As atitudes em relacéo a
2016 matematica e o desempenho em caélculo diferencial e
integral na variavel complexa.
Al12 Xl VIDAL, F. A. et al. Reflex8es sobre a histéria da matemética
2016 abordada nos livros didaticos do ensino médio: uma anélise
da historia da estatistica e dos nimeros complexos.

FONTE: Autor, 2021

A etapa seguinte consiste em separar as obras em grandes temas, 0 QUADRO
3 tem essa finalidade. Os grandes temas foram estruturados a partir de aproximacges
feitas com a leitura dos titulos dos trabalhos. Apds a divisdo dos grandes temas,
realizou-se uma leitura detalhada dos artigos, de modo que pudesse fazer uma
classificacdo detalhada, assim, observou-se que alguns artigos contemplavam mais
de um dos grandes temas, como por exemplo (A3 e A6). Outros artigos podem ser
subdivididos, ou seja, subgrupos dos grupos, como exemplo, trabalhos que
apresentam propostas com o uso de software (A7 e A10), sédo subgrupos do grupo
proposta de ensino. Artigos com abordagem geométrica (A3 e A8) também séo
subgrupos da proposta de ensino. Dentro do grupo aprendizagem existem o0s
trabalhos que abordam a dificuldade de aprendizagem (A3, A8).

Como o foco dessa pesquisa é tratar o contedudo dos Numeros Complexos no
Ensino Médio, dois artigos foram descartados, pois uma das pesquisas trata sobre os
Quatérnios e a outra trata do desempenho em Calculo Diferencial e Integral na

Variavel Complexa (A2 e All), contetudos que sdo abordados no ensino superior.

QUADRO 3 — GRANDES TEMAS

GRANDES TEMAS OBRAS

Historia dos nimeros complexos Al; A3; A6; A12

Proposta de ensino dos nimeros complexos A3; A6; A7; A8; A9;
Al10
Ensino e aprendizagem dos ndmeros complexos A3; A4; A8; A9
Numeros complexos nos livros didaticos A6; A9; A12

Dificuldades de aprendizagem dos nimeros complexos A4d; A5
NUmeros complexos no ensino superior A2; A1l

FONTE: Autor, 2021
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Nesses grandes temas é possivel perceber que a maior incidéncia de trabalhos
encontra-se sobre as propostas de ensino, pois dos 12 trabalhos selecionados 50%
pertencem a este grupo. A menor incidéncia esta no tema dificuldades de
aprendizagem, pois 16,67% pertencem a este grupo. A discussdo sobre as
abordagens realizadas sobre os Numeros Complexos nestes trabalhos sera
apresentada no proximo capitulo.

Apos a andlise dos artigos e tendo como base os grandes temas do QUADRO
3, verificou-se a lista dos livros didaticos de matematica para o ensino médio,
aprovados no PNLD de 2018. Posteriormente analisou-se como algumas dessas
grandes &reas sao tratadas nas obras de matematica aprovadas no PNLD de 2018.

As obras analisadas estéo elencadas no QUADRO 4 abaixo:

QUADRO 4 - OBRAS APROVADAS NO PNLD DE 2018

OBRA ANO REFERENCIA

L1 2016 | DANTE, L. R. Matematica - contexto & aplicagdes, 32 ed. S&o Paulo: Atica,
2016.

L2 2016 | PRESTES, D., CHAVANT, E. Matematica: Quadrante — matematica, 12 ed. Sao
Paulo: SM, 2016.

L3 2016 | DEGENSZAJN, D. et al. Matemética: ciéncia e aplica¢cdes, 92 ed. Sao Paulo:
Saraiva, 2016.

L4 2016 | SMOLE, K. S., DINIZ, M. I. Matematica para compreender o mundo, 12 ed. Sao
Paulo: Saraiva, 2016.

L5 2016 | BALESTRI, R. Matematica: interagdo e tecnologia, 22 ed. S&o Paulo: Leya,
2016.

L6 2016 | SOUZA, J. R; GARCIA, J. S. J. #Contato matemética, 12 ed. Sao Paulo: FTD,
2016.

L7 2016 | LEONARDO, F. M. Conex8es com a matematica, 3 ed. Sdo Paulo: Moderna,
2016.

L8 2016 | PAIVA, M. Matematica, 32 ed. Sdo Paulo: Moderna, 2016.

FONTE: Autor, 2021

Cada obra sera identificada pelo codigo da primeira coluna, foi utilizado a letra
L como sigla de livro, em seguida um nimero para identificar o livro ao qual foi referido.
Todas as obras foram aprovadas pelo MEC e participaram da escolha no PNLD para
serem adotadas pelas escolas publicas no triénio subsequente ao ano de
sua edicdo. A relacdo das obras aprovadas pode ser encontrada em
(https://www.fnde.gov.br/index.php/programas/programas-do-livro/pnid/guia-do-
pnld/item/11148-guia-pnld-2018), Guia de livros didaticos PNLD 2018 - Ensino Médio.
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Dentre todas as obras analisadas, L8 (PAIVA, 2016) é a Unica que nao
contempla o contetdo dos Numeros Complexos.
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2 O CONTEUDO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo sera exposto como o conjunto dos Numeros Complexos é
organizado na matriz curricular. Em seguida, apresenta-se o contexto historico do
surgimento dos Numeros Complexos. Por fim, exibe-se o estudo sobre esse conteudo

realizado nos trabalhos selecionados da revisdo sistematica.

Geralmente, o discente se depara com os Numeros Complexos, pela primeira
vez, no ensino meédio, e sua introducéo é justificada pela necessidade de resolver
equacdes do segundo grau com discriminante negativo (GIOVANNI e BONJORNO,
2001). No entanto, este conteddo pode ser introduzido por meio de uma

contextualizacao histoérica e este sera o objetivo deste capitulo.

2.1 CONTEUDO DOS NUMEROS COMPLEXOS NA MATRIZ CURRICULAR

Neste topico faz-se uma analise dos documentos oficiais que conduzem a
elaboracdo do curriculo de Matematica do Ensino Médio. Serdo analisados o0s
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), este € um documento que norteou
trabalhos analisados do periodo de 1997 até a implementacdo da Base Nacional
Comum Curricular. Em seguida analisa-se as Diretrizes Curriculares da Educacéo
Basica do Parana (DCE) e, p6r fim, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) é um referencial para a
educacédo de qualidade no Ensino Fundamental e Ensino Médio, serve para nortear e
organizar o trabalho escolar, apresenta sugestfes de préaticas educativas e de
organizacao dos curriculos, estabelece  temas estruturadores do
ensino disciplinar em cada area, visando abranger o territério nacional. Os PCNs do
Ensino Fundamental sdo divididos em dez volumes, sendo estes Lingua Portuguesa;
Matematica; Histéria e Geografia; Ciéncias; Arte; Educacdo Fisica; Etica; Meio
Ambiente; Saude; Pluralidade Cultural; Orientacdo Sexual. A criagdo do PCN foi para
produzir uma educacgédo de qualidade. Segundo este documento, devemos formar
cidadaos, para serem inseridos na sociedade, ndo apenas condiciona-los a resolucéo
de testes classificatorios.

Divisdo do PCN:
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e caracterizacao - como a disciplina era ensinada e como ela precisa ser ensinada
hoje;

e oObjetivos — orientam o professor a desenvolver as capacidades dos alunos,
buscando a formacéo integral;

e conteldos — possuem uma série de sugestbes e dicas de blocos teméticos para
atingir os objetivos propostos;

e critérios de avaliacdo — a avaliacao tem o objetivo de formar cidadéos para serem
inseridos na sociedade, ndo apenas condiciona-los a resolucdo de testes
classificatorios.

O PCN+ (BRASIL, 2000) sugere um ensino organizado em trés temas
estruturadores: algebra: nimeros e fungbes; geometria e medidas; andlise de dados.

O contetdo de Numeros Complexos faz parte dos PCNs, porém, sua
flexibilidade deixa o profissional com a liberdade de trabalha-lo ou ndo com seus
alunos.

Os objetos de estudo sdo os campos numéricos dos numeros reais e,
eventualmente, os numeros complexos e as funcbes e equacbes de varidveis ou
incégnitas reais. Para o desenvolvimento desse eixo, sdo propostas duas unidades
tematicas: variacdo de grandezas e trigopnometria (BRASIL, 2007, p.120).

Tradicionalmente, a Mateméatica do Ensino Médio trata da ampliacdo do
conjunto numeérico, introduzindo os numeros complexos. Como esse tema isolado da
resolucao de equacdes perde seu sentido para 0s que néo continuaréo seus estudos
na area, ele pode ser tratado na parte flexivel do curriculo das escolas (BRASIL, 2007,
p.122).

De acordo com a citagdo acima, no curriculo do Ensino Médio o contetdo de
Numeros Complexos é de certa forma desvalorizado, pois acredita-se que este
conteudo ndo tem importancia em outras areas de conhecimento. No entanto, 0s
Numeros Complexos desempenham um papel importante nos mais diversos ramos
da Matematica e tém aplicacdo em outros campos do conhecimento, como, por
exemplo, estudos de circuitos elétricos, sistema massa-mola, mecéanica quéntica,
dentre outros.

As Diretrizes Curriculares da Educagéo Basica do Parana (DCE) apresentam a
formulacdo do curriculo para a Educacdo Basica e as disciplinas aderidas pela
Secretaria de Educacao do Estado do Paranad de maneira a destacar a importancia
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dos conteudos disciplinares e do professor como elaborador de seu plano de ensino.
(PARANA, 2008)

As DCE sugerem o ensino da Matematica organizado em cinco conteudos
estruturadores, indicadas para a Educacéo Basica da Rede Publica Estadual, os quais
s&@o: Numeros e Algebra; Grandezas e Medidas; Geometrias; Func¢des; Tratamento
da Informacgéo.

A FIGURA 2 apresenta os Numeros Complexos em um dos contetdos

estruturantes no Ensino Médio.

FIGURA 2 - CONTEUDOS ESTRUTURANTES DCE

CONTEUDOS ; . -
ST TS CONTEUDOS BASICOS AVALIACAO

* NUmeros Reais; * Amplie os conhecimentos sobre conjuntos
* Numeros Complexos; numeéricos e aplique em diferentes contextos;
*» Sistemas lineares; * Compreenda os niUmeros complexos e suas
¢ Matrizes e operacdes;

Determinantes; * Conceitue e interprete matrizes e suas

* Polinédmios; operacdes;

, ‘ * Equacoes e Inequacdes | ¢ Conheca e domine o conceito e as solucoes
NUMEROS E ALGEBRA Exponenciais, Logaritmicas | de problemas que se realizam por meio de

e Modulares. determinante;

* Identifique e realize operacdes com polindmios;
* Identifique e resolva equacbes, sistemas de
equacoes e inequacodes, inclusive as exponenciais,
logaritmicas e modulares.

FONTE: Diretrizes Curriculares do Parana, 2008, p.80.

De acordo com a DCE, o estudante deve apenas saber operar com 0s NUmeros
Complexos, esse documento ndo da margem para a contextualizacdo histérica,

também nao menciona sobre uma abordagem geométrica dos Numeros Complexos.

A Base Nacional Comum Curricular € um documento de carater normativo
que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais
gue todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades
da Educacao Bésica, de modo a que tenham assegurados seus direitos de
aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o
Plano Nacional de Educac¢éo (PNE) (BRASIL, 2018, p.7).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018) orienta a
elaboracdo dos curriculos e das propostas pedagodgicas das escolas publicas e
privadas para a formacdo de professores. Representa um instrumento para a
promocdo da equidade na medida em que define as aprendizagens essenciais e

orienta as politicas educacionais que sédo implementadas nas escolas de todo o pais.
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Tem um papel decisivo na formacao integral do cidaddo e na construgdo de uma
sociedade justa, democratica e inclusiva.

Na BNCC as aprendizagens sdo expressas sob a forma de competéncias,
estas representam a capacidade dos estudantes de mobilizar, articular e integrar
conhecimentos, habilidades, atitudes e valores. Este documento organiza as
aprendizagens do ensino médio em quatro areas do conhecimento, estimulando

assim, a interdisciplinaridade. Séo elas:

Linguagens e suas Tecnologias;

Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias;

Ciéncias Humanas Sociais e Aplicadas;

Matemética e suas Tecnologias.

A BNCC de Matematica no Ensino Médio propde a consolidacdo, ampliacédo e

o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino

Fundamental. E organizada por unidades de conhecimento assim como na etapa do

Ensino Fundamental. O foco nas cinco competéncias e quarenta e cinco habilidades

ganha destaque consideravel, isso direciona para uma formacdo mais geral e

contextualizada. O estudante de Ensino Médio tem capacidade para desenvolver

habilidades relacionadas a processos de investigacdo, constru¢cdo de modelos e de
resolucao de problemas.
As cinco competéncias, da BNCC (BRASIL, 2018), estéo indicadas abaixo:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar
situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das
Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

2. Propor ou participar de agdes para investigar desafios do mundo contemporaneo
e tomar decisbes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de
problemas sociais, como os voltados a situacfes de saude, sustentabilidade, das
implicagbes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e
articulando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para

interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,

analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solugfes propostas,

de modo a construir argumentacao consistente.
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4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representacdo mateméaticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional
etc.), na busca de solucdo e comunicacao de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades mateméticas, empregando estratégias e recursos, como observagao
de padrboes, experimentacbes e diferentes tecnologias, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacéo

das referidas conjecturas.

A BNCC (BRASIL, 2018) sugere como possibilidade estruturar as habilidades
nas unidades: Numero e Algebra, Geometria e Medidas, Probabilidade e Estatistica.
Este documento apresenta as habilidades sem indicar a seriacdo. Alguns contetdos
tradicionais ndo sdo mencionados, como é o caso do conjunto dos NuUmeros
Complexos, porém, ndo existe nenhum impedimento que os curriculos desenvolvam

outras aprendizagens.

2.1.1 Propostas de ensino

Tomando como base esses documentos que norteiam e organizam o trabalho
escolar e por meio da revisdo sistematica de literatura, descreve-se as propostas de
ensino dos Numeros Complexos, assim como é o processo de ensino e aprendizagem
dos Numeros Complexos, por fim, as dificuldades de aprendizagem expostas nos
artigos apresentados nos ENEM.

Carneiro (2004), apresenta uma abordagem geométrica dos NuUmeros
Complexos, utilizando vetores para apresentar as propriedades de soma e
multiplicacdo. Também faz uso de softwares de geometria dindmica, como forma de
motivar e facilitar o entendimento das operagfes desse conjunto numérico. De acordo

com o autor:

O enfoque algébrico permite comecar logo a operar com complexos sem
dificuldade, mas a experiéncia tem mostrado que quando se perde a chance
de apresentar os complexos imediatamente como entes geométricos, em
geral esta oportunidade ndo se recupera, mesmo quando, mais tarde,
aparece (quando aparece) a forma trigonométrica (CARNEIRO, 2004, p. 8 —
9).
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Isso acontece porque os estudantes focam em repetir as propriedades e nao
tentar entender o que esta acontecendo geometricamente. A utilizagdo do software de
geometria dindmica é uma forma de motivar e facilita 0 entendimento das operacdes
desse conjunto numérico.

Filho (2010), apresenta uma pesquisa qualitativa, utilizando uma lista de
atividades como forma de coleta de dados, envolvendo uma amostra de quarenta e
um estudantes de uma turma de 1° ano do Ensino Médio, de uma escola da regido
metropolitana de Belém. As atividades envolvendo a forma algébrica dos Numeros
Complexos. Verificou-se que as dificuldades mais frequentes sé@o relacionadas a
potenciagdo de Numeros Complexos, seguida daquelas relacionadas ao
conceito de conjugado.

Oliveira e Vasconcelos (2013), apresentam uma pesquisa realizada em uma
escola estadual da cidade de Canindé-Cear4, a pesquisa consiste em verificar como
o contetdo dos Numeros Complexos € abordado em sala de aula. O autor apresenta
uma atividade utilizando o relégio trigonométrico, sendo este uma adaptacdo do
reldgio trigopnométrico convencional. A modificacdo esta nos ponteiros. Além disso, a
utilizac@o do reldgio trigonométrico propde modificar, de forma eficiente, a dindmica
da sala de aula, bem como contribuir para a atribuicdo de um significado préatico a
esses numeros por parte do aluno, do ponto de vista da sua aplicabilidade, tornando
as aulas sobre Numeros Complexos mais instigantes e significativas.

Barbosa (2013), apresenta um relato da pratica de estagio docéncia no Instituto
Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia Sudeste de Minas Gerais — IFSUDESTE
- Campus Juiz de Fora. As aulas foram ministradas em duas turmas de 3°
ano dos cursos técnicos de Metalurgia e Informatica integrados ao Ensino Médio.
Estas tiveram dois momentos, aulas expositivas e atividades no laboratério de
informatica, utilizando o software geogebra. Houve contratempos contornaveis na
turma de Metalurgia, no entanto, a atividade mostrou-se satisfatéria, uma vez que, os
estudantes afirmavam ter sido uma atividade interessante, justamente pela
visualizagéo e possibilidades que o software lhes deu para reforgar o assunto vigente
estudado.

Fontes e Muniz (2013), apresentam uma sequéncia didatica, composta por um
teste de sondagem e trés atividades, aplicada em uma turma do 3° ano do ensino
médio de uma Instituicdo Federal do municipio de Campos dos Goytacazes. O teste

de sondagem consistia em verificar o que os alunos lembravam sobre trigonometria.
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Na Lista 1, trabalhou-se com a representacgéo gréfica de pontos nos planos cartesiano
e polar. Em seguida o conceito de modulo e argumento. Na Lista 2, o primeiro
exercicio, foram dados Numeros Complexos na forma algébrica, para que fossem
representados graficamente em coordenadas cartesianas e polares e em seguida
escritos na forma trigonométrica. No segundo exercicio os Numeros Complexos
estavam na forma trigonométrica, os alunos precisavam representa-los no plano polar
e no plano cartesiano, descobrindo primeiro as coordenadas retangulares para depois
escrevé-los na forma algébrica. A Lista 3 teve 0 objetivo de analisar o desempenho
dos alunos para ter ideia da contribuicdo do trabalho realizado. Observou-se que ao
longo das aulas e os relatos dos alunos, a introducdo de Coordenadas Polares no
estudo de Trigonometria e Numeros Complexos contribuiu para a melhoria do
processo de ensino aprendizagem.

Neto (2013), apresenta uma pesquisa bibliografica sobre a necessidade de
manutencdo do contetdo dos Numeros Complexos no ensino médio e encontrar
justificativas para a apresentacdo abstrata e descontextualizada. De acordo com o
autor, os Numeros Complexos podem ser abordados de maneira diferente da atual,
especialmente utilizando as abordagens algébrica e geométrica.

Amorim e Oliveira (2016), apresentam uma pesquisa realizada na escola
estadual Coronel Dias Campos, na cidade de Capela do Alto/SP, com uma amostra
de treze alunos do 3° ano do Ensino Médio. Foi aplicado um teste contendo vinte e
duas questdes, elaboradas a partir do Caderno do Aluno (SAO PAULO/2014).
Utilizando as respostas obtidas no teste, foram elaboradas quatro tarefas, sendo que
trés tarefas com alternativas para serem realizadas com a utilizagdo do software
geogebra e a tarefa final para que o aluno se manifestasse através de uma devolutiva
sobre sua participacdo na pesquisa e sua percepcdo de aprendizagem com a
utilizacao do software. Na tarefa final, os alunos presentes responderam que gostaram
de ter participado da pesquisa; a utilizacdo do software tornou a aula mais
interessante; ajudou os estudantes a compreender alguns pontos que nao tinham sido
plenamente compreendidos; a visualizagdo da imagem permite compreender melhor

a operacao que se esta realizando.

2.1.2 Dificuldades de aprendizagem
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Filho (2010) apresenta uma pesquisa qualitativa, utilizando uma lista de
atividades como forma de coleta de dados, envolvendo uma amostra de quarenta e
um estudantes de uma turma de 1° ano do Ensino Médio, de uma escola da regiao
metropolitana de Belém. As atividades envolvendo a forma algébrica dos Numeros
Complexos. Verificou-se que as dificuldades mais frequentes séo relacionadas a
potenciagdo de Numeros Complexos, seguida daquelas relacionadas ao
conceito de conjugado.

Bermejo, et al (2010) apresentam uma pesquisa de campo realizada em uma
escola da rede publica estadual no municipio de Belém-PA, para trinta e seis alunos
do 1° ano do ensino médio. Foi aplicado um questionario contendo quatro questfes
abertas. Observou-se no desenvolvimento do trabalho as principais causas das
dificuldades de alguns alunos do ensino médio referentes a este contetdo. Sugere-se

gue haja uma simbiose entre rigor, contextualizacao e metodologia adequada.

2.2 HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Nesta sessado sera apresentado um breve histérico abordando o conjunto dos
Numeros Complexos, percorrendo 0s principais momentos para seu surgimento.
Apresentando 0s principais matematicos que contribuiram para o0 seu
desenvolvimento. A apresentacao sera feita na ordem cronoldgica para possibilitar um
melhor entendimento da sequéncia dos acontecimentos que contribuiram para o
surgimento do conjunto dos Numeros Complexos. Em seguida, sdo apresentados 0s
artigos que contemplam a histéria dos Nameros Complexos, e, por fim, é apresentada
a forma que os livros didaticos aprovados no PNLD de 2018 abordam a histéria dos

Numeros Complexos. Neste sentido, compatrtilha-se da ideia de que:

A aproximacéo da histéria da matemética com os contetidos ensinados nas
salas de aula pode produzir um ambiente fecundo e reflexivo, onde sé&o
apresentados os obstaculos epistemolégicos na construcao de determinado
conhecimento matemético (NETO, 2013, p.4).

O conhecimento matemético deve ser apresentado aos alunos como
historicamente construido e em permanente evolugdo. O contexto histérico
possibilita ver a Matematica em sua pratica filoséfica, cientifica e social e
contribui para a compreenséo do lugar que ele tem no mundo (PCN, 2000,
p.20, apud NETO, 2013, p. 5).
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Assim, partindo-se do contexto historico, até aproximadamente a época de
1500 d.C., encontrar raiz quadrada de um namero negativo, ou o delta resultar em
negativo ndo perturbava muito os matematicos e eles diziam apenas que o problema
nao tinha resolucéao.

Por volta de 1515, Scipione del Ferro (1465 — 1526), professor de matematica
em Bolonha, encontrou uma formula para resolver a equacéo cubica: x3 + mx = n. No
entanto Scipione faleceu antes de publicar a solu¢cdo, mas antes de sua morte, Ferro
revelou o segredo a um de seus estudantes, Antonio Maria Fior.

Por volta de 1541, Nicolo Fontana de Brescia (1499 — 1557), conhecido como
Tartaglia, anunciou ter encontrado uma férmula para a equacao cubica. Antonio ndo
acreditou em tal anuncio, entdo desafiou Nicolo para uma competicdo envolvendo a
resolucao de equacdes cubicas. No desafio, cada um escolheria trinta equacdes para
0 outro resolver. Antes da data de entrega dos problemas, Nicolo conseguiu também
a equacao cubica desprovida do termo quadréatico. No dia da decisdo, Tartaglia tinha
resolvido todas as questdes propostas por Fior, enquanto que este ndo tinha resolvido
nenhuma das enunciadas por Tartaglia (BOYER, 2001; EVES, 2011).

A noticia que Tartaglia tinha vencido Del Fiore e descoberto uma equacgéo para
resolucdo das cubicas chegou a Girolamo Cardano (1501 - 1576), médico e
matematico muito famoso. Girolamo pediu para que Tartaglia revelasse o método de
resolucdo, mas este recusou. Apos a insisténcia de Cardano e um juramento de
manter a solu¢cdo em segredo, Nicolo revelou o0 método de resolucdao. Um pouco
depois Cardano publicou em seu livro Ars Magna o método de resolucao das
equacdes de terceiro grau. Apesar dos protestos de Tartaglia em relacédo a autoria,
Cardano afirmou que trinta anos antes, Scipione del Ferro chegou aos mesmos
resultados. Esses protestos também foram contrapostos por Ludivuci Ferrari, um dos
mais brilhantes discipulos de Cardano, argumentando que seu mestre recebeu
informagdes de Scipione por meio de uma terceira pessoa, a0 mesmo tempo em que
acusava Tartaglia de plagio da mesma fonte (EVES 2011). Conforme Eves (2011,
p.303) “Tartaglia, com certeza, deu-se por feliz de sair vivo”.

Os numeros complexos comecaram a surgir com Rafael Bombelli (1526-1572)
engenheiro hidraulico italiano, admirador da Ars Magna de Cardano, no entanto,
enquanto trabalhava com a equacéo clbica: x3 = 15x + 4 observou que esta equagdo
possui as raizes reais x = 4, x = —2 ++/3, x = -2 — /3, porém, quando Bombelli

utilizou a formula de Cardano-Tartaglia, obteve as raizes quadradas de numeros
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negativos (BOYER, 2001; EVES, 2011). Abaixo estédo os passos que Rafael Bombelli

seguiu para manipular raizes quadradas de nimeros negativos:

De acordo com o método proposto por Cardano/Tartaglia, a solucdo de x3 +

px = q é da forma:

(BOYER, 2001, p. 209)

Da equacdo x3 = 15x + 4, temosp = —15e q = 4

2

3 _ 3 2 3 _ 3
GRS RO
x= NS+ @r+2 - N T @ -2
= NTIE T2 - Vs T2

v = VTT2T 42 - VeI -2

x = 3\/2 +V/—121 + 3\/2 —V=121 (1.1)
(ROSA, 1998, p.49)

Se a equacao cubica ja possui trés raizes reais, a solucéo de (1.1) seria apenas
uma delas: 4 (obtida por inspec¢éo). Bombelli utilizou o valor de x em (1.1) e descobriu
gue seu valor era exatamente 4. Abaixo tem-se uma ideia semelhante a de Bombelli.

Admitindo que existe uma expresséo
3
(a+V-b)= J2+V-121 (1.2)

(a+V=b) =2+V—121 (L3)
(ROSA, 1998, p. 50).

Tem-se tambéem
(a=V=b) = [2—-V=121 (14)
(a-v=b) =2-v=121 (15)
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Sendo a equacao (1.1) descrita novamente abaixo:

x = 3\/2 +vV-121+ 3\/2 —V=121
Substituindo (1.2), (1.4) e utilizando o fato da raiz da equacéo ser 4, tem-se:
4=a+vV-b+a-V-b
2a =4
a=2 (1.6)
Substituindo (1.6) em (1.3)
(2+v=p)’ =2 + V=121
8+ 12V—b — 6b — bV—b = 2 + V=121
Veja que V—b = VbvV—1
E quase uma defini¢do para v—b, quando b é positivo.
Por outro lado, se b e ¢ s&o positivos V—bv—c nao é igual av—bv—c = Vbc

Ou seja, a regra vVbc = Vbvc, da problemas quando tentamos estender a

funcao raiz quadrada sobre toda reta real.
8+ 12vVbv—1 —6b — bVbvV—1 =2 + 11V/=1
Separando em sistemas distintos, um com raizes quadradas de numeros
negativos e outro sem raizes quadradas de nimeros negativos.
Parte sem raizes quadradas de nimeros negativos:
8—6b=2
—6b =06
b=1 (1.7)
Parte com raizes quadradas de niUmeros negativos:
12vVbV—1 — bVbV—1 = 11/-1 (1.8)
Substituindo (1.7) em (1.8)
12V-1-1V-1=11V-1
Substituindo (1.6) e (1.7) em (1.2) obtem-se:

(2+V=1) = |2 + V=121

De modo analogo pode-se demonstrar que:

3/@—2:2—%_1

Segue
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3/«—121+2 — VFZi-2=24V"T42-V-1=4

Com esse caso particular, Bombelli passou a ser o primeiro a manipular raizes
guadradas de numeros negativos, escreveu as regras para adicdo, subtracdo e
multiplicacdo de Nameros Complexos (ROSA, 1998).

René Descartes (1596-1650) filosofo e matematico francés, associou 0s
nameros imaginarios com a impossibilidade geométrica, desta forma, Descartes
contribuiu com os termos “real” e “imaginario” (MERINO, 2006).

John Wallis (1616-1703) foi o primeiro a conseguir uma interpretacao
geométrica para os Numeros Complexos, no entanto, devido a sua complexidade,
hoje essa representacéo é apenas lembrada por historiadores da matematica. Isso se
deve ao fato de um pouco mais de um século depois surgiram intepretacdes
geométricas mais simples (RIBEIRO, 2015).

Abraham De Moivre (1667-1754), aos dezoito anos de idade, abandonou a
Franca em busca de refugio religioso em Londres. Nesta cidade ele fez amizade com
Isaac Newton. Em 1698, De Moivre relata que por volta de 1676 Newton sabia uma
expressao equivalente ao que é hoje conhecido como Férmula de De Moivre:

(cos(0) +isen (8))" = cos(nf) +isen (nB)

(MERINO, 2006).

Leonard Euler (1707-1783), nasceu ha suica, introduziu a notacdo i = v/—1.
Enunciou que se uma equacao possui uma raiz da forma x + yi, o0 seu conjugado, x —
yi, também sempre sera raiz. Euler definiu a exponencial complexa, ele estendeu a
funcdo exponencial dos reais para os complexos e provou a identidade e?® = cos 6 +
i senfd (MOREIRA, 2018; MERINO, 2006).

Caspar Wessel (1745-1818), era um agrimensor, nascido em Josrud, Noruega,
foi o primeiro a apresentar os Numeros Complexos na forma geométrica, com um
artigo exibido na Real Academia Dinamarquesa de Ciéncias em 1797 e publicado nas
Atas dessa Academia em 1799. Apenas em 1895 este trabalho foi redescoberto e
Caspar foi reconhecido como o pioneiro. Ele utilizou o que hoje chama-se de vetores,
a adicdo geométrica de vetores (lei do paralelogramo) e a multiplicagdo definida de
vetores a qual somam-se 0s angulos polares e multiplicam-se as magnitudes (EVES,
2011; MERINO, 2006).

Sem nenhum contato com o trabalho de Wessel, Jean Robert Argand (1768-

1822), bibliotecario, suic¢o, publicou em 1806 um pequeno livro intitulado Ensino sobre
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a maneira de representar as quantidades imaginarias nas constru¢cdes geométricas.
Em 1814, publicou novamente, porém desta vez nos Annales de Mathématiques de
Gergonne, assim, tornando o trabalho de Argand muito conhecido (EVES, 2011,
RIBEIRO, 2015; ROSA 1998).

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) havia feito um estudo geométrico dos
nameros complexos similar ao de Wessel e Argand. Pelo que Gauss deixou escrito,
seu feito aconteceu em 1796, anterior ao trabalho de Wessel e Argand.

Segundo Bottazzini (1968 apud Ribeiro, 2015, p. 11)

Em uma carta de 1812 para o matematico francés Pierre Simon Laplace
(1749-1827), Gauss escreveu: “Eu tenho em meus papéis muitas coisas das
guais eu talvez perca a chance de ser o primeiro a publicar, vocé sabe, eu
prefiro deixar que as coisas amadurecam"”.

De acordo com Eves (2011), Gauss apontou que a ideia basica da
representacdo geométrica pode ser encontrada em sua tese de doutorado de 1799.

Foi Gauss quem utilizou pela primeira vez a expressao Numeros Complexos.
Em 1799 em sua tese de doutorado, na Universidade de Helmstadt, Gauss deu a
primeira demonstracédo satisfatoria do Teorema Fundamental da Algebra (TFA).
(Teorema) Uma equacédo polinomial, com coeficientes complexos e de grau n > 0,
tem pelo menos uma raiz complexa (EVES, 2011).

Em 1833, o matematico e fisico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865)
descreveu algebricamente os Numeros Complexos como pares ordenados de
nameros reais (a, b). Assim, Hamilton definiu a adicdo e a multiplicacdo de pares:
(a,b) + (c,d) = (a + ¢,b + d)e(a,b).(c,d) = (ac — bd,bc + ad) (MOREIRA,
2018; MERINO?, 2006; RIBEIRO, 2015; ROSA 1998).

Os artigos analisados que tratam da contextualizacao histérica sdo A1 (MILIES,
1987), A3 (CARNEIRO,2004), A6 (OLIVEIRA; VASCONCELOS, 2013) e A12 (VIDAL;
ET AL, 2016).

De acordo com Milies? (1987) a introducdo dos Numeros Complexos é discutida
pela descoberta da equacao de 3° grau por radicais, a qual é apresentada na “Ars

Magna” de Girolamo Cardano em 1545. O célculo com Numeros Complexos é

1 E apresentado que Hamilton descreve a definicdo de pares ordenados em 1831.
2 A escrita do nome Rafael Bombelli aparece como Rafael Bambelli e Hamilton publicou em 1837 os
ndameros complexos como pares ordenados.
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apresentado por Rafael Bombelli utilizando a formula de Cardano. A partir desse
ponto, acompanha-se o desenvolvimento gradual desse conjunto numérico, assim
como as duvidas que ele gerava a varios matematicos na época. As tentativas da
representacdo grafica comecaram com Wallis em 1685, passando por Wessel em
1797 e Argand em 1806, até que Karl F. Gauss em 1831 legitimou essa
representacdo. Finalmente, Sir William R. Hamilton em 1837 publicou os Numeros
Complexos como pares ordenados de numeros reais.

O artigo de Carneiro (2004), apresenta o contexto histérico dos Numeros
Complexos como forma de motivar o estudo desse contetdo, uma vez que, de acordo
com o autor, este € estudado utilizando algoritmo, resolvendo “lotes de exercicios”.

Oliveira e Vasconcelos (2013), apresentam uma pesquisa realizada em uma
escola estadual da cidade de Canindé-Ceard, a pesquisa consiste em verificar como
o contetdo dos Numeros Complexos € abordado em sala de aula. Os autores utilizam
o livro didatico do professor Manoel Rodrigues Paiva (2009) para tratar sobre o
conteudo de Numeros Complexos. O livro apresenta uma breve contextualizacédo
histérica sobre o surgimento dos Numeros Complexos.

O artigo de Vidal, et al (2016), consiste em uma analise das obras aprovadas
pelo MEC que participaram da escolha no PNLD para serem adotados pelas escolas
publicas no triénio subsequente ao ano de sua edi¢do. As obras estdo no QUADRO 5

abaixo:
QUADRO 5 - OBRAS ANALISADAS NO ARTIGO DE VIDAL, ET AL (2016)
OBRA | ANO REFERENCIA
L1 2005 | SILVA, C. X., BARRETO FILHO, B., Matematica aula por aula, 2* ed.

renov., Sao Paulo: FTD, 2005.

L2 2005 | GIOVANNI, J. R., BONJORNO, J. R., Matematica completa, 2* ed. renov.,
S3o Paulo: FTD, 2005.

L3 2009 | PAIVA, M., Matematica, 1* ed., Sdo Paulo: Moderna, 2009.

L4 2010 | BARROSO, J. M., Conexdes com a Matematica, 1* ed., vol. 1, Sdo Paulo:
Moderna, 2010.

L5 2010 | RIBEIRO, J., Matematica: ciéncia, linguagem e tecnologia, 3: ensino meédio.
Sdo Paulo: Scipione, 2010.

L6 2013 | SOUZA, J. R. Novo olhar Matematica: 3, 2* edicdo, Sdo Paulo: FTD, 2013.

FONTE: VIDAL, et al (2016).
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Vidal, et al (2016) analisam como a Histdria da Matemética tem sido tratada
nos Livros Didaticos do Ensino Médio a respeito do contelddo de estatistica e NUmeros
Complexos.

O resultado deste trabalho € a sistematizacdo de uma relacdo de aspectos
analisados nos livros didaticos, que sao: contextualizacdo histérica do surgimento dos
Numeros Complexos, abordagem geométrica e aplicagdes praticas em outras areas
do conhecimento. Esses aspectos serdo considerados na analise das obras aqui

selecionadas para analise, a serem observadas no proximo capitulo.
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3 APRESENTACAO DOS RESULTADOS

Tendo como base os artigos dos ENEM e os livros didaticos de matematica
aprovados no PNLD de 2018, este capitulo comeca com um levantamento de como
os livros didaticos abordavam o contetdo dos Numeros Complexos, em seguida, traz
como este conteldo é apresentado nas obras aprovadas no PNLD de 2018, quais
autores utilizam a abordagem geométrica do conjunto dos complexos, quais obras
apresentam aplicacbes em outras areas do conhecimento e, por fim, a utilizacdo da

histéria dos Numeros Complexos.

3.1 ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS APRESENTADOS NOS ARTIGOS

Oliveira e Vasconcelos (2013) apresentam uma andlise do livro didatico do
professor Manoel Rodrigues Paiva, tratando sobre o contelddo de NuUmeros
Complexos. O livro intitulado Matematica Paiva (2009) apresenta uma breve
contextualizacao histérica sobre o surgimento dos nimeros complexos. Paiva (2009)
nao relaciona o contetldo com outras areas do conhecimento. Neste livro 0 conjunto
dos numeros complexos é uma extensdo do conjunto dos ndmeros reais, assim,
conservando as propriedades.

Neto (2013) apresenta uma analise dos livros texto de Ensino Médio realizada
pelo IMPA, levando em conta trés componentes basicas: a conceituacdo, a
manipulacdo e a aplicacdo. O documento do Programa Nacional do Livro Didético
para o Ensino Médio (PNLEM, 2009) revela que os niameros complexos ndo séo
explorados satisfatoriamente nos livros didaticos e aulas. A grande maioria dos livros
nao faz referéncia a aplicacdes dos niumeros complexos.

Assim como nos artigos apresentados acima, nesta pesquisa também estéo

sendo analisados os livros didaticos.

3.2 BREVE DESCRICAO SOBRE AS OBRAS ANALISADAS

L1 (DANTE, 2016) - Esta obra introduz o capitulo dos numeros complexos
comentando sobre corrente elétrica, as grandezas elétricas sdo analisadas com
auxilio desse conteudo. Nesta obra, esse conjunto € apresentado devido a

necessidade de resolver equacfes do segundo grau com discriminante negativo,
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desta forma é introduzido o imaginario i. A contextualizac&o histérica desse livro é rica
em detalhes, também possui muitos exemplos e exercicios abordando a
representacdo geométrica dos Numeros Complexos.

L2 (PRESTES, 2016) - O autor comeca o capitulo falando que serédo estudadas
as principiais caracteristicas do conjunto dos nimeros complexos. Uma breve historia
sobre o surgimento é apresentada citando o livro Ars Magna de Girolamo Cardano e
0 método para solucdo da equacdo de 3° grau que teve grande contribuicdo para o
surgimento do conjunto dos Numeros Complexos. E mostrado que i =+/—1, sua
representacdo algébrica e como operar com o conjunto C, a multiplicacdo é
apresentada utilizando a propriedade distributiva e posteriormente € apresentada a
divisdo de Numeros Complexos. Em seguida, é mostrada a forma de representar
geometricamente um NUmero Complexo no plano de Argand-Gauss. A apresentacao
da divisdo é semelhante a feita para numeros racionais, assim é apresentado o
conjugado de um Numero Complexo. De um modo geral, este livro apresenta varios
exercicios resolvidos, algumas resolu¢cdes focadas na representacdo geomeétrica.

L3 (DEGENSZAJN; ET AL, 2016) - Os autores comentam que 0s NUmeros
Complexos sé@o usualmente apresentados a partir de equacdes do 2° grau, com
discriminante negativo, dai a necessidade desse novo conjunto numérico para
resolver esse tipo de problema, em seguida € apresentado o problema “Dividir um
segmento de comprimento 10 em duas partes cujo produto seja 407, para o qual

Girolamo Cardano apresentou a equacdo x? — 10x + 40 = 0 e constatou que 5 +

vV—=15e 5 —+/—15 eram solucdes da equacdo. Esse problema fascinou Rafael
Bombelli, desta maneira ele descobriu as propriedades dos nimeros complexos ao
operar com raizes negativas da mesma forma que operava com ndameros reais. A
partir dai, Gauss foi responsavel por legitimar a representacdo geométrica desse
conjunto, por fim William R. Hamilton apresenta os Numeros Complexos como pares
ordenados de numeros reais e define a soma e produto desses pares. Assim, diferente
da maioria dos livros, este comeca abordando o conjunto dos complexos como pares
ordenados, definindo a igualdade e as operacdes de adicdo e multiplicacdo. Apresenta
o plano de Argand-Gauss para trabalhar com pares ordenados. A forma algébrica é
apresentada a partir de pares ordenados. Exercicios resolvidos para resolucdo de

equacbes de 2° grau com discriminante negativo. Também possui exemplos
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resolvidos sobre representante geométrico do médulo de um Numero Complexo. O
quociente de dois Niumeros Complexos € apresentado pela FIGURA 3.

FIGURA 3 - DIVISAO DE DOIS NUMEROS COMPLEXOS EM L3

Dados os numeros complexos z, = a + bi e z, = ¢ +di # 0, com a, b, ¢ e d reais, vamos obter o
nimero complexo z tal que z, - z = z,.
Fazendo z = x + yi, com X e y reais, temos:

z,-z=z,=2(+d) - x+y)=a+bi=(x-—dy +(cy+dai=a+bi =

Da definicdo de igualdade aplicada em * , obtém-se o sistema seguinte, nas incognitas x e y:

Jx—dy=a
ldx + cy=b
ac + bd _ bc—ad

Resolvendo esse sistema, obtém-se: x =

drdf VT
ac + bd bc — ad

logo:z=x+vyi istoé z = +
9 Y. ' d+d td

FONTE: DEGENSZAJN, D. et al 2016.

A representacdo geométrica da forma trigonométrica é feita com o arco
trigonométrico, porém o arco trigopnométrico ndo esta no plano cartesiano, mas sim no
plano complexo.

L4 (SMOLE; DINIZ, 2016) - As autoras comegam o0 capitulo com uma equagéo
de 2° grau, a qual pode ser resolvida pela chamada férmula de Bhaskara®, a equacgéo
apresenta raiz negativa, ndo tendo solucdo no conjunto dos nameros reais. Mas no
conjunto dos Numeros Complexos € possivel resolver esta equacao. Essa obra traz
bastante detalhamento no contexto histérico. O Numero Complexo € apresentado por
meio de equacdes quadraticas com discriminante negativo. Posteriormente é
apresentado um Numero Complexo como par ordenado e em sua forma algébrica. A
representacdo geomeétrica e a representacdo geométrica da soma e subtracao de dois

Numeros Complexos é apresentada. Diferente das outras obras, esta utiliza z.z =

a’ + b? e |z| = Vz.z = Va? + b?, também utiliza p e r para representar o modulo |z|.

3 De acordo com Gustavo Viegas, do canal Toda a Matematica, a férmula recebe esse nome no Brasil
devido a um erro. Por volta de 1960, ndo se sabe quem, mas algum professor que escrevia livros
didaticos pegou o livro Bija Ganita do Bhaskara, em determinada parte do livro, Bhaskara escreve
uma equacao quadratica e descreve que a resolve pelo método do Sridhara. O autor do livro didatico
entdo comecou a chamar a férmula desenvolvida por Sridhara de férmula de Bhaskara. Em
decorréncia disso, outros autores utilizaram esse livro como base, sem pesquisar diretamente da
fonte, assim, passaram a utilizar o nome Férmula de Bhaskara como é conhecida no Brasil. No
restante do mundo esta equagédo é chamada de férmula quadratica, ou para os Indianos Formula de
Sridharacharya.
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Possui exercicios resolvidos sobre a representacdo geométrica de um NUmero
Complexo em sua forma polar.

L5 (BALESTRI, 2016) - Esta obra comeca explicando sobre a computacao
quantica. Apresenta o contexto historico do surgimento dos Numeros Complexos,
descrevendo sobre o problema apresentado na obra Ars Magna, que consistia em
como dividir um segmento em 10 unidades de comprimento em duas partes, cujo

produto seja 40. A solucdo desse problema seria representar dois segmentos de

medidas 5 +v—15e 5 —+/—15 unidades de comprimento. Cita que Rafael Bombelli
era admirador de Cardano e publicou a obra L'algebra, a qual resolve a equacéao
cibica x3—15x—4=0. A partir desse ponto, diversos outros matematicos
dedicaram-se ao estudo das raizes quadradas de numeros negativos. O autor faz uma
comparacao da representacdo algébrica e a representacdo geométrica. Possui
exemplos algébricos e geométricos da soma, oposto e conjugado. Essa obra possui
uma atividade para representar conjugado de um Numero Complexo utilizando o
software de geometria dinamica GeoGebraPrim. Possui algumas atividades
resolvidas relacionando um Numero Complexo na forma trigonométrica com a sua
representacdo geométrica. As operacdes de um Numero Complexo na forma
trigonométrica ndo sdo exploradas.

L6 (SOUZA; GARCIA, 2016) - Esta obra comeca falando sobre o artista Luiz
Sacilotto, o qual utilizava a rotacdo de figuras em suas artes. A rotacédo de figuras
pode ser feita com a utilizacdo de Numeros Complexos. E exposta uma breve
contextualizacdo histérica acerca do surgimento dos Numeros Complexos, falando
sbre Tartaglia, Girolamo Cardano. Rafael Bombelli Ao aplicar a férmula de Cardano-
Tartaglia observa que € possivel trabalhar com raizes de nimeros negativos, dando
assim a possibilidade de novos estudos sobre esse novo conjunto numérico. Descreve
os estudos de Wessel, Argand e Gauss sobre a legitimacdo do plano complexo e
William Rowan Hamilton define os Niumeros Complexos como pares ordenados. A
introduc&o do conjunto dos Numeros Complexos é feita por uma equacéo quadratica
com discriminante negativo. Em seguida o conjunto é apresentado como o conjunto
de pares ordenados, seguida da representacdo algébrica e sua representacéo
geométrica no plano complexo. Assim as atividades iniciais tratam de identificar as
diferentes formas de identificar um Numero Complexo. As propriedades de adicao,
subtracdo e multiplicagcdo sdo mostradas na forma algébrica e no plano complexo.

Alguns exercicios resolvidos utilizam vetores para fazer a soma e subtracdo de dois



37

Numeros Complexos. Esse livro possui um exemplo abordando uma aplicacdo dos
Numeros Complexos em energia elétrica. Também apresenta uma atividade resolvida
para rotacional um tridangulo por meio da multiplicacdo dos Numeros Complexos.

L7 (LEONARDO, 2016) - O autor apresenta alguns dos matematicos e
estudiosos que contribuiram para os avancos dos Numeros Complexos, dente eles
Niccolo Tartaglia, Girolamo Cardano, Rafael Bombelli, Leonard Euler, Carl Friedrich
Gauss. Os Numeros Complexos podem ser empregados em diversas areas do
conhecimento, como no campo da engenharia, na utilizacdo de grandezas elétricas,
aerodinamica, linhas de transmissdo, sistemas dinamicos, geometria fractal, no
movimento de liquidos e gases ao redor de obstaculos, entre outros. A unidade
imaginaria € introduzida por meio do exemplo de uma equacéo do segundo grau com
discriminante negativo. A forma algébrica é introduzida, seguida da igualdade de dois
Numeros Complexos, soma, subtracdo, multiplicacdo e conjugado, assim, a divisdo é
definida por meio do conjugado, maneira semelhante a racionalizacdo de
denominadores. Um exercicio proposto sobre circuito RLC é apresentado. A
representacdo geométrica de um Numero Complexo é apresentada com o contexto
histérico de seu surgimento, comentando sobre Caspar Wessel, Jean Argand e
Gauss. A forma trigonométrica é apresentada da mesma forma dos outros livros,
sendo representado pelo moédulo e argumento principal. A multiplicacdo do NUumero
Complexo na forma trigonométrica é representada geometricamente através de um
exercicio resolvido. A representacdo geométrica das raizes enésimas também é

exibida por exemplos resolvidos.

3.3 CONTEUDO DOS NUMEROS COMPLEXOS NOS LIVROS DIDATICOS
APROVADOS NO PNLD DE 2018

Tomando como base os livros didaticos aprovados no PNLD de 2018, os quais
foram apresentados no QUADRO 4. Por meio da analise das obras listou-se todos os
conteudos abordados, 0s quais serdo apresentados a seguir.

3.3.1 O ndmero i

Definimos o numero i, ndo real, denominada como unidade imaginaria, ou seja:
i=vV-1oui*?=-1

Esta definicdo esta presente em todos os livros analisados.
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3.3.2 Forma algébrica de um Numero Complexo

Qualquer niamero complexo z pode ser escrito na forma a + bi, denominada
forma algébrica, com a e b reais e i a unidade imaginaria.
Onde z = a + bi, a € denominada a parte real de z e b é a parte imaginaria.
Notacdo: Re(z) =a e Im(z) =b
Sea+#0eb =0, entdo o numero é real.
z=a+0i = z=a (zéreal)
Sea=0eb # 0, entdo 0 nimero & imaginario puro.
z=0+4+bi = z=b>bi (zéimaginariopuro)

A forma algébrica esta presente em todos os livros analisados.

3.3.3 Plano de Argand-Gauss

Convencionou-se associar o0 numero complexo z = a + bi ao ponto P(a,b),
estabelecendo uma correspondéncia biunivoca entre os niumeros complexos e os
pontos do plano cartesiano.

No sistema de coordenadas consideramos o eixo das abscissas como eixo real
(Re), e 0 eixo das ordenadas, consideramos como o eixo imaginario (Im), e o plano
chamamos de Plano Complexo ou Plano de Argand-Gauss, conforme representado

na Figura 4.

FIGURA 4 - PLANO COMPLEXO

P(a,b)

3
a Re

FONTE: Autor, 2021.



39

O Plano de Argand-Gauss esta presente em todos os livros analisados.
3.3.4 Numero Complexo como um vetor

Um numero complexo pode ser representado por um vetor, que é um segmento
de reta orientado.

Todo vetor € determinado por dois pontos no plano, onde a sua origem € a
origem do plano complexo, e a sua extremidade é o ponto P(a,b). Os vetores sdo
caracterizados por um modulo (comprimento do segmento), por uma direcdo e um
sentido.

Assim, um numero complexo z = a + bi com a, b €R, pode ser representado no

plano complexo por um vetor OP, com a origem em 0(0,0) e extremidade no ponto
P(a, b) como mostrado na FIGURA 5.

FIGURA 5 - NUMERO COMPLEXO REPRESENTADO VETORIALMENTE

mA
Pa, b)

b e e ey

0 a Re

FONTE: LEONARDO 2016.

A representacao vetorial ndo esta presente apenas em L3 (DEGENSZAJN; ET AL,
2016).

3.3.5 O conjunto C

Definimos o conjunto dos numeros complexos C ao conjunto dos pares
ordenados (a, b) de nimeros reais, escritos na forma a + bi.
Todos os livros analisados apresentam a definicdo do conjunto dos Numeros

Complexos.
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3.3.6 Conjugado

Seja z = a + bi, define-se como complexo conjugado de z o complexo z = a —
bi.

A parte real de dois numeros complexos conjugados € igual e a parte imaginaria
é simétrica.

No plano complexo, as imagens de um complexo ze seu conjugado z sao

simétricas em relacdo ao eixo real (Re), conforme pode ser observado na FIGURA 6.

FIGURA 6 - IMAGEM DE UM NUMERO COMPLEXO z E SEU CONJUGADO Zz.

Im
pa
y< ———————— —*
1
|
|
]
0 x Re 5
-
: g
vyt--—-----0 2
y zZ S

FONTE: SOUZA,; GARCIA 2016.

Na obra L5 (BALESTRI, 2016) é apresentada uma sequéncia utilizando o
software GeoGebraPrim para representar o conjugado de um namero complexo. A

sequéncia pode ser observada na FIGURA 7.



41

FIGURA 7 - CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO NO GEOGEBRAPRIM
Conjugado de um numero complexo no GeoGebraPrim

No GeoGebraPrim, um nimero complexo ¢ definido por meic da repre-
sentagao algébrica (z2=a+bi) e pode ser visualizado na Janela de Visuali-
2a¢ao0 por meio de um ponto de cocordenadas (a,b), considerando que y seja
0 €ix0 Imaginario e que X seja o eixo real. Também podemos visualizar o A
conjugado de um numero complexo no GeoGebraPrim. Observe, por onga: POOR SOT COPRIGO, distrinudo ¢

(] = L ARSMRIT0 Ivremente, pard Ins nko
exemplo, 0 nimero complexo 2=3+3. COmeICiais

CWWN DEORely Ot g
40410

Passo 1. No GeoGebraPrim, no menu Disposi¢des, clique em Algebra
e Graficos. No menu Opgdes, chque em Arredondamento ¢, em seguida,
em 2 Casas Decimais. No menu Opgoes, clique em Configuragdes, selecione a opgao Ponto €, na aba
Algebra, selecione NGmero Complexo no campo Coordenadas. Em seguida, clique em Fechar

Passo 20 Digite 0 comando z=3+3i no campo Entrada e pressione Enter.

Passo 3 Para auxiliar na visualizagado do nimero complexo z, em geral utiliza-se um vetor de ongem em
0+0i e extremidade em 3+ 31, Para isso, digite © comando zero=0+0i no campo Entrada e, em seguida, cre
um vetor de origem no ponto zero ¢ extremidade no ponto z.

(SR ——— — S ———T e N
Opglen Fomamentas Jasels Ade |

D o ) e

! i Laneta e Moot ¥ Jumala e Vivsakiagde oo
Paya criar um velor de e o = -
UQemnopomozero. L1nde N 3
3% af'mrmp':f e=(3) g Note que 0 GeoGebraPrim
Dois pontos. Para | ‘weten . l :omeou dgo;n: U 0 velor
15%0, clique primeiro - T AT TR R T N T N B 55003 .
na origem e, em "
seguida, na i |
extremidade. i |

Passo 4 No campo Entrada, digite o comando z1=Conjugate(z) e, em seguida, defina o vetor associado
a 21, assim como foi feito no passo 3.

wado®l W T 2 3 & § ¢ |s
3

Hedan ' M
3 ::‘

1 .

2 ! 1%

- . |1
Errata: + o |¥

Com 0 auxiko do Mouse, mova 0 NUMEro Complexo Z e veja 0 que 0Corre Com o seu conjugado.
a) Escreva uma caracteristica que relaciona o nUMero complexo e seu conjugado,
b) Com o auxilio do GeoGebraPrim, escreéva 0 conjugado dos seguintes numeros complexos.

« 24 o =1=3i o=t

FONTE: BALESTRI 2016.

Todos os livros analisados apesentam a definicdo de conjugado, no entanto,
L2 (PRESTES, 2016) e L7 (LEONARDO, 2016) ndo apresentam a representacao
geométrica do conjugado.
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3.3.7 Oposto de um numero complexo

O oposto do complexo z=a+bi a,bER é —z= —a—bi. A sua

representacdo no plano complexo pode ser vista na FIGURA 8 abaixo:

FIGURA 8 - OPOSTO DE UM NUMERO COMPLEXO

[m 3

b+

L4

-a’ 0 a Re

8IS

------------- -—h

FONTE: SMOLE; DINIZ 2016.

Todos os livros analisados apesentam a definicdo de oposto, no entanto,
somente L4 (SMOLE; DINIZ, 2016) e L5 (BALESTRI, 2016) apresentam a
representacdo geométrica do oposto.

3.3.8 Operacdes com complexos na forma algébrica

3.3.8.1 Adicéao

A soma de dois nimeros complexos z; = a+ bi e z, = ¢+ di é dada por:
z; + 2, = (a+ bi) + (c + di)
z1+2,=(@+c)+ (b+ad)i

3.3.8.2 Subtracao

A diferenca de dois nimeros complexos z; = a+ bi e z, = ¢+ di € dada por:
Zl _ZZ = Zl + (_Zz) = (a+b1) - (C+d1)
7z, — 2, =(@—c)+ (b—d)i
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3.3.8.3 Multiplicacéo

O produto de dois nUmeros complexos z; = a+bi e z, = ¢+ di é dado por:
7,.Z, = (a+ bi).(c + di) Pela distributividade temos
Z,.Z, = ac + adi + bci + bdi?
Note que i =V—-1, i?=-1
71.Z, = ac + bd(—1) + adi + bci
71.Z; = (ac — bd) + (ad + bc)i
3.3.8.4 Diviséo

O quociente de dois numeros complexos z; = a+ bi e z, = ¢+ di é dado por:

71 Zq.-Zy

Zo B Zy. 7>
Onde z,.7, € um numero real:
Z5.75 = (c + di). (c — di) = ¢? — cdi + cdi — d%i? = ¢? —d?(—1) = c? + d?
7.7, = (a+ bi).(c — di) = ac — adi + bci — bd(—1) = (ac + bd) + (bc — ad)i

A ac+bd+bc—ad_
—_—— l
Z, c?>+d? c?2+d?

3.3.9 Poténcia

Seja z um numero complexo qualquer, definem-se:
1) 720 =1;
2) 2t =z
3)z"=2z22....2,Yn € Z,n = 2;

4) z7 " =Zln,z¢ 0,vn € Z.

Sejamz,w € C e m,n € R, consideramos as propriedades de potenciacao dos
nameros reais validas para o conjunto dos numeros complexos, temos:
n+m

Py. z"zM =z ;

P,. z™:z
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3.3.10 Poténcias de i

Existem somente quatro valores para poténcias de i com expoentes inteiros,

sao eles:
i0=1;
it =1i;
iZ=-1;

Para calcular poténcias de i, basta dividir o expoente n por 4, sendo n inteiro e
positivo.
Se o resto for 0,i" = 1.
Se oresto for 1,i" = i.
Se oresto for 2,i"* = —1.
Se o resto for 3,i" = —i.

Todos os livros apresentam as operacoes de 3.3.8.1 até 3.3.10.

3.3.11 Forma trigonométrica de um numero complexo

Um namero complexo z pode ser determinado por uma distancia, denominada
ma&dulo e por um angulo, denominado argumento.
Podemos obter o médulo |p| a partir do triangulo retangulo da FIGURA 9,
utilizando o Teorema de Pitagoras, temos:
p? =a® + b?
p =+ a% +b?
A distancia p de z até a origem 0 é definida como modulo de p e indicamos:

|z| = |a+ bi| = p =+/a% + b?
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FIGURA 9 - FORMA TRIGONOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO

ima Pla, b)

. b

.

)
0 |a| Re

FONTE: LEONARDO 2016.

O angulo 6 formado a partir do eixo das abcissas no sentido anti-horario,
denomina-se argumento do complexo z. Todo nimero complexo ndo-nulo possui uma
infinidade de argumentos, dois quaisquer deles diferindo entre si por um mdltiplo de
2T.

O argumento principal pertence ao intervalo [0,2n[ e é representado por:

0 =argz

A partir da FIGURA 9, temos:

a
cos B :ﬁ = a = |z| cos @
zZ

b
send =— = b =|z|cosH

|z|
O argumento principal também pode ser representado nos outros quadrantes,
ou até mesmo sobre o eixo real ou o eixo imaginario do Plano de Argand-Gauss.

Podemos observar essas representacées geomeétricas na FIGURA 10.



FIGURA 10 - REPRESENTAGOES GOEMETRICAS DO ARGUMENTO PRINCIPAL 8, em que

0<e<2tmr
Im(z) Im(z)
M -
« M
]
LL: \
0 Relz) ) Relz)
M £ 1° quadrante M £ 2% guadrante
Imi{z) Imi{z)
a1 \
A0 Relz) O Re(z)
B
M
’ M
M £ 3= guadrante M £ 4 gquadrante
Imiz} Imiz}
a=0 H' =%
o M Reiz) M o Relz)
M pertence ao eixa real
Imiz) Im(z])
M
b=37 g3
= ) 2
E \ I A
o Relz) A 10 Relz)
M

M pertence ao eixo imaginans

FONTE: DEGENSZAJN, et al 2016.

Somente L3 (DEGENSZAJN; ET AL, 2016) apresenta as representacdes do

argumento principal nos outros quadrantes.

Consideramos o numero complexo ndo-nulo z = a + bi, podemos reescrever

z da forma:
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z=|z|cosO +rsenbi
z = |z| (cos 8 + i sen )
Essa é a forma trigonométrica ou forma polar de z.
Os conceitos de moédulo, argumento e forma trigonométrica de um NUmero

Complexo sao apesentados em todos os livros.

3.3.12 Operacdes com complexos na forma trigopnométrica.

Algumas operagbes sao mais simples quando utilizadas na forma
trigonométrica.

L3 (DEGENSZAJN; ET AL, 2016) nao apresenta nenhuma das operacdes dos
Numeros Complexos na forma trigonométrica, desta forma, sempre que mencionar as

obras neste subtopico, esta obra estara de fora da analise.

3.3.12.1 Multiplicac&o

Sejam os complexos z; = p;(cos6; +isen6;) e z, = p,(cos @, +isen6,), 0
produto pode ser obtido da forma:
712, = p1(cosB; +isen6,).p,(cosB, + isenb,)
Z1Zy = p1p2(cos B, + i sen B;) (cos O, + i sen 6,)
Z1Z, = p1p2(cos B1cos0, + cosB,i sen B, + cos 0,i senb; + i? sen B,sen 6,)
712, = p1p[cos B;cos6, — sen O;sen 6, + i (sen 8,cosB, + sen 6,c0s6,)]
Recorde que cos(4 + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B)
sen(A + B) = sen(A) cos(B) + sen(B)cos(A)
Utilizando as somas de arcos, obtemos:
212y = p1p2[cos( 6y + 60;) +isen (61 + 6;)]
Todos os livros apresentam esta operacao, assim como sua demonstracao.
Geometricamente, esta multiplicacdo é dada por uma rotacdo seguida de uma
homotetia. Nos livros didaticos a representacdo geomeétrica da multiplicacéo de dois
nameros complexos, é apresentada por exercicios resolvidos, como € o caso das
FIGURAS 11, 12.
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FIGURA 11 - ATIVIDADE RESOLVIDA ROTAGCAO DE NUMEROS COMPLEXOS EM L6

R22. Dado o AABC de vértices A(2,1), B(1,2) e C(3,4), determine as co- Im

c .
ordenadas dos vértices do AA'B'C’, obtido pela rotagao do AABC ) i - §
em 270°, em torno da origem, no sentido anti-horario. a E §

- | 5
' : <
Resolugao 14--e-NA
No plano de Argand-Gauss, os pontos A, B e C sdo corresponden- —gt—t é é
L

tes aos niumeros complexos z,=2+i, z,=1+2i e z,=3+4i, respectiva- _;{..
mente. Obtemos as coordenadas de A, B' e C' da seguinte maneira: _2¢--

« A'=2,-(c0s270°+isen270°) = (2 +i)(-i)=-2i-i*=1-2 S A'(1,-2)  -8f-------- c

. B'=z,~(c05270°+isen-2'70°)=(1+2i)(-—i)=—i—2i’=2-i—->B’(2. -1)

>

« C'=2,(c0s270°+i 5en270°) = (3 + 4i)(-1) = - 3i-4i* = 4 - 3i > C'(4, - 3)
= N

FONTE: SOUZA; GARCIA 2016.

FIGURA 12 - EXERCICIO RESOLVIDO MULTIPLICAGAO DE NUMEROS COMPLEXOS EM L7

R10. Sejam os niimeros complexos z e w, escritos na forma trigonométrica:

B K 14 vsen = foon -2 45 o gy %
z=2 (c056+1 sens)ew (co 3 +1-sen 3)

a) Obter o produto zw.
b) Representar os vetores associados a z, w e zw no plano complexo.

» Resolucao

a) zw=2+1- [cos(—g-+2—;)+l-sen(%+2—;)]

s 5% L i.gen 3%
zZw =2 (c056+1 sens)

b) Representando z, w e zw no plano complexo, temos:

o=

Observe que, ao multiplicar z por w:
* como o modulo de w € 1, o modulo de zw € igual ao médulo de z;
* para obter o vetor que representa zw, basta rotacionar o vetor que

representa z em torno da origem, de -%’—‘- no sentido anti-horario.

FONTE: LEONARDO 2016.



49

3.3.12.2 Divisao

Sejam os complexos z; = p;(cos6; +isen6;) e z, = p,(cosf, +isen6,), O

quociente z—l sendo z, # 0 pode ser obtido da forma:
2

z; _ pi(cos b, +isen 6;)

Z, p,(cosf, +isenb,)

zy _ pi(cos; +isenb;) p,(cosB, —isenb,)

Z, po(cosB, +isenb,) p,(cosb, —isenb,)

z;  p1p2(cosBicosf, —icosB, sen O, + i senb, cos B, — i? sen O,sen 6,)

Z, pZ(cos? B, — i% sen? 0,)

zy  p1(cosBicos0, —icosB, sen 0, + i senb, cos O, + sen B,sen 6;)

Z, p2(cos? 6, + sen? 6,)

z,  p1(cosBcos0, + sen B;sen O, + i senf, cos B, — i cosB, sen 6;)

Z, p2(cos? 6, + sen? 6,)

z;  pi[cosB,cosB, + sen B;sen B, + i (senb, cos B, — cosO, sen 6,)]

Z, p2(cos? 0, + sen? 6,)
z; _ pi[cos(0; — 6,) + isen(6; — 6,)]

Z, p,(cos2 B, + sen? 6,)

z

A Plcos(8, — 6,) + i sen(8, — 6,)]

Zz P2

Todos os livros apresentam esta operacdo, no entanto somente em L2
(PRESTES, 2016) e L7 (LEONARDO, 2016) mostram a demonstracdo, L6 (SOUZA,

GARCIA, 2016) deixa a demonstracdo como exercicio.

3.3.12.3 Potenciacéo (Primeira formula de De Moivre)

Seja 0 complexo z = p(cos®+isen 6) e n um numero inteiro maior que 1,
temos:
z"=2.2.z.2.... .z (n fatores)
zZ"= p.p.p... .p[cos(0+0+--+6)+isen(®0+6+--+0)]
z" = p"[cos(nf) + i sen (n B)]

Todos os livros apresentam esta operacao, porém, L4 (SMOLE; DINIZ, 2016)
mostra que a primeira formula de De Moivre é vélida para z? e que é valida para

z3,z%, z° etc. Assim podemos utilizar a férmula para z".
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3.3.12.4 Radiciacéo (Segunda formula de De Moivre)

Denomina-se raiz enésima do niamero complexo z = r(cos 6 +i sen 8) a todo
namero complexo w, tal que

wh =z paran = 2,34,.. (3.1)

Considerando z =r(cos0+isen0) (3.2)

w=s(cos@ +isen@®) (3.3)

Aplicando a Primeira formula de De Moivre para w", temos:

w™ = s™[cos(n@) +isen (n)] (3.4)

Substituindo (3.2)e (3.4) em (3.1), temos:
s™[cos(n) +isen (n@)] =r(cosO+isen )

Para a igualdade ser verdadeira, devemos ter:

{ st=r
cos(n@) +isen(ne) =cosO+isenbd

s= Ar
_ 0+ 2kn
= n
Substituindo os valores de s e ¢ em (3.3), paracada k =0,1,2,...,(n— 1)
0 + 2km 0 + 2km
wy =z = W(COST+ i sen —)

A partir de k = n os nimeros wy, se repetem. Mais precisamente wy, = w; sen €

n

divisor de k — j.
O caso das poténcias de i, apresentadas em 3.3.10, € um caso particular de
. . A Y

Wy, POis i corresponde ao angulo de >

Esta formula ndo é apresentada em L5 (BALESTRI, 2016) e L6 (SOUZA;
GARCIA, 2016) e sua demonstracéo é feita apenas em L1 (DANTE, 2016).

3.3.13 Interpretacdo geométrica das raizes enésimas de um namero complexo

De acordo com Smole e Diniz (2016), os afixos das raizes n-ésimas de z nédo

nulo sdo vértices de um poligono regular de n lados inscritos na circunferéncia
centrada na origem e de raio V/r. Os argumentos das raizes formam uma P.A de raz&o
2 . ;- .

7”. A partir da FIGURA 13, podemos observar um exercicio resolvido com a

representacdo geométrica das raizes cubicas de z = 8(cosm + i.sen m).
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FIGURA 13 - EXERCICIO RESOLVIDO RAIZ N-ESIMA EM L7

r
R12. Interpretar geometricamente as raizes cubicas de z = 8- (cos nt + - sen n).

» Resolucao
Para obter as raizes cubicas de z, devemos achar os complexos w,
tais que (wy)* = z.
(n + k- 2%
w, =8 » [('os ‘T
J

Assim, para k=0, k= 1e k=2, temos:

x+ k- 2n
3

+l'S(‘“(

w,=2+|cos & +1-sen —F-}l*x\/"}—
\ 3 3 )

w=2+(cosn+i+*senn) = -2

( 5n 5r | :
L,=2+{cos — +1+sen —|=1-1iJ3
w, | cos 3 ser 3}

Representando as imagens das raizes w,, w, e w, no plano complexo,

temos:
W,
vﬁ "
-2
wy 1 Re
I
w.'-

Observamos que as imagens das raizes cibicas de z pertencem a
uma circunferéncia de centro na origem e raio igual a 2. Aléem dis-

so, dividem a circunferéncia em trés arcos congruentes de gg— rad.
Podemos dizer que essas imagens sao os vértices de um triangulo
equilatero inscrito nessa circunferéncia.

FONTE: LEONARDO 2016.

As obras L1 (DANTE, 2016), L4 (SMOLE; DINIZ, 2016) e L7 (LEONARDO,
2016) propdem exercicios para representar as raizes n-ésimas geometricamente.

Podemos observar alguns desses exercicios na FIGURA 14.

FIGURA 14 - EXERCICIOS PROPOSTOS SOBRE RAIZ N-ESIMA EM L1

X

33. &= Determinem as raizes quadradas dos seguintes nimeros complexos e deem sua representacao geométrica:
a) —4 b)1—i

34. &= Determinem as raizes quartas dos seguintes nimeros complexos e deem sua representacio geométrica:

a) -1 b) V3 +i

35. &% Encontrem as raizes clbicas do nimero complexo 125 e deem sua representacio geométrica.

FONTE: DANTE 2016.

Tendo como base teodrica, os artigos dos ENEM, olhar para a representacéo
geomeétrica dos numeros complexos pode motivar e facilitar o entendimento das
operacfes. O QUADRO 6 apresenta quais contetudos sdo trabalhados com uma

abordagem geométrica e as respectivas obras que desfrutam dessa abordagem.
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QUADRO 6 - PRESENGCA DA REPRESENTAGCAO GEOMETRICA NOS LIVROS DIDATICOS

REPRESENTACAO GEOMETRICA OBRAS
Plano de Argand- Gauss L1,12,.3,L4,L5L6,L7
Numero complexo como vetor L1, L2114 L5,L6,L7
Conjugado L1,L3,L4,L5 L6
Oposto L4,L5
Modulo, Argumento L1,L2,L3,L4,L5L6,L7
Forma trigonométrica ou polar L1,L2,L3,L4,L5L6,L7
Rotagéo L1,L4,L6,L7
Raizes N-ésimas L1,L4, L7

FONTE: Autor 2021.

Todas as obras analisadas apresentam a introdugédo do ponto no plano de
Argand Gauss, porém em L2 o ponto P(a, b) é apenas chamado de imagem e em L4
0 ponto P(a, b) é chamado somente de afixo.

As obras L4, L5, L6 e L7 mostram que um numero complexo pode ser
representado como vetor. Em L1 e L2 o conceito de vetor aparece quando é

apresentado o modulo e argumento do nimero complexo.

3.4 APLICACOES EM OUTRAS AREAS

Alguns dos livros didaticos analisados mostram outras areas do conhecimento
que utilizam os numeros complexos. Dante (2016) — L1, introduz o capitulo
comentando sobre a corrente elétrica alternada, com o auxilio dos numeros

complexos, pode ser analisada de maneira mais simples.

Eletricistas realizando reparo na rede elétrica. A energia que usamos em casa
€ produzida por uma usina elétrica e é transmitida por corrente alternada. No
sistema brasileiro de transmissdo de energia elétrica o fluxo de elétrons
dentro de um fio muda de direcdo 120 vezes por segundo. No caso da
corrente alternada, as grandezas elétricas sao analisadas com o auxilio de
nameros complexos, a fim de facilitar os calculos. (DANTE, 2016, p. 172)

Smole e Diniz (2016) — L4 comentam que em areas como a fisica e
engenharias, com o auxilio dos numeros complexos podemos explicar fenomenos
relacionados a eletricidade e movimento em fluidos como agua ou ar.

Souza e Garcia (2016) — L6 utilizam um exercicio resolvido para demonstrar
como 0s numeros complexos séo utilizados para célculo de fasor. A FIGURA 15,
apresenta a equacao da tenséo v(t) = V.sen (w.t + a,). Uma forma de representar

uma tensao senoidal € por meio do diagrama fasorial. Cada vetor tem um maddulo
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constante e uma extremidade fixa na origem, neste caso, chamado de fasor. O angulo
que o fasor faz com o eixo horizontal representa o angulo da tensdo naquele instante.

FIGURA 15 - EXPLICAGAO SOBRE FASOR EM L6

65. Desde o processo de geracao da energia elétrica até o momento em que ela é
utilizada, diversos célculos matematicos fazem-se necessarios.

Dentre os elementos envolvidos nesse processo, podemos destacar a corrente
elétrica (fluxo de elétrons que passa por um fio, medido em ampere) e a tensao
(energia potencial por unidade de carga elétrica, medida em volt), que podem as-
sumir valores continuos ou alternados. No caso da corrente elétrica, por exemplo,
ela é chamada continua quando os elétrons se movimentam em um Unico sentido,
e alternada quando estes alternam o sentido do movimento constantemente, fazen-
do os valores da corrente oscilarem entre um valor maximo € um minimo.

No sistema de transmissao, por serem alternadas, a tensao e a corrente podem
ser representadas por sinais senoidais com os valores instantaneos da tensao (v)
e da corrente (i), dados por v(t)=V-sen(w-t+a,) e i(t)=I-sen(w-t+B,), ou seja,
senoides dependentes do tempo t, em segundos, com amplitudes V e /, respec-
tivamente, também chamadas de valores de pico. A frequéncia angular w repre-
senta a velocidade de oscilagao da senoide, que pode ser dada em graus por
segundo. Os valores de o, e B, representam a fase inicial da fungao.

Essas expressdes matematicas para tensoes e correntes elétricas nao permitem
métodos praticos para a andlise de circuitos elétricos, pois ndo sao faceis de
serem algebricamente operadas. Na pratica, para facilitar as operagoes algébricas,
costuma-se utilizar um vetor radial girante denominado fasor, o qual, em cada
instante, representa um ponto da senoide, possuindo, assim, a mesma frequéncia.

O moédulo do fasor corresponde a amplitude de oscilagao da senoide.
FONTE: SOUZA; GARCIA 2016.

Para efetuar operagfes entre senoides, precisamos tracar as duas formas de
onda no mesmo plano cartesiano e somar algebricamente as ordenadas em cada
ponto ao longo da abscissa, isso se torna um processo muito complicado. Na prética,
utilizamos o fasor para efetuar essas operagdes de forma simples. Podemos observar
na FIGURA 16 a representacdo de certos instantes utilizando fasor.
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FIGURA 16 - EXERCICIO SOBRE FASOR EM L6

Como séao vetores de mddulo constante, os fasores
podem ser representados por nimeros complexos
na forma trigonométrica, o que facilita as operagées
algébricas dos sinais senoidais. Em relacdo a ten-
séo alternada no instante inicial (t = 0), por exemplo,
temos o fasor v= V-(cos o+ senuo).

Acervo da editora

Note que o simbolo da corrente elétrica é i. Assim, em estudos relacionados a corrente
elétrica nos quais sao necessarios calculos envolvendo nimeros complexos, a unidade
imaginaria é representada por j.

De acordo com as informagdes apresentadas e considerando um circuito de
transmissdo de tensdo e corrente alternadas, em que os valores instantaneos
dessas duas grandezas s@o dados pelas senoides v(t)=220-sen(100-t+30°) e
i(t)=10-sen(100-t+60°), resolva as questoes.

a) Represente, para o instante inicial, o fasor correspondente a cada senoide na
forma complexa trigonomeétrica. v =220(cos30° + jsen 30°); i=10(cos 60° + jsen 60°)

b) Represente, para o instante inicial, o fasor correspondente a cada senoide na
forma complexa algébrica. v =11043 +110j; i=5+5V3]

c) Poténcia (P) é definida como a taxa com que a energia é transferida da bate-
ria para algum componente e é dada pelo produto da tenséao pela corrente
(P=i-v). Com as representagdes de tensé@o e corrente obtidas nos itens a e
b, obtenha a representacao complexa nas formas trigonométrica e algébrica
para a poténcia elétrica, medida em watt. P =2 200 (cos 90° + jsen90°); P =2 200j

d) Junte-se a um colega e pesquisem informagodes sobre meios de geragao de
energia limpa, como a solar e a edlica. Em
seguida, apresentem os resultados obti-

dos a turma. Resposta pessoal. ‘ "' '

Linhas de transmiss&o: as linhas transmitem
tensdo alternada altas tensdes e baixas correntes, evitando
proporciona a utilizagdo de assim a perda de energia por Efeito Joule
transformadores que (aquecimento dos fios). No Brasil, as
aumentam a tensdo para oscilacoes tém frequéncia padrao de 60 Hz.
milhares de volts a fim de
que a energia seja
transmitida.

Transformador: nas ruas existem
transformadores que novamente abaixam

Subestacao abaixadora: em
toda cidade existe pelo
menos uma estacdo que
abaixa a tensao

para ser distribuida.

FONTE: SOUZA; GARCIA 2016.

Leonardo (2016) — L7 comenta sobre diversas areas, as quais podem ser

aplicadas com o auxilio dos niumeros complexos.

Hoje em dia, aplicacbes desses novos nimeros adquiriram grande
importancia no campo da Engenharia (por exemplo, na modelagem de
circuitos elétricos, no movimento de liquidos e gases ao redor de obstaculos),
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na Aerodinamica (no calculo da for¢a de sustentacdo da asa de um avido),
na Geometria fractal, em sistemas dindmicos (por exemplo, no estudo da
interferéncia em linhas de transmissao de energia e telefonia), entre outros.
(LEONARDO, 2016, p. 172)

Ainda tratando de grandezas elétricas, Leonardo (2016) prop6em dois

exercicios sobre circuitos RLC, os quais séo apresentados na FIGURA 17.

FIGURA 17 - EXERCICIOS PROPOSTOS SOBRE CIRCUITO RLC EM L7

15. Um circuito RLC contém um resistor, um indutor
¢ um capacitor. A medida de resisténcia de um
circuito RLC é chamada de impedéncia (Z) e ¢
expressa por um numero complexo.

Em um circuito RLC em série, a impedancia
equivalente (Z_)édadapor:Z_ = Z,+ Z, + Z,
Determine Z_, no circuito RLC, em série, abaixo:

01 +0M
[ R IZ,,: 0.1
L resistor
—— i 5
= 2 i
LEH 3 RCL 2 C
=y C o Z.=-0.8i
o
Z =0,9i
: F bateria

E (forca eletromotriz)

16. Para um circuito RLC, a primeira lei de Ohm ¢ dada
por: E= Z_ - I. em que E ¢ a forca eletromotriz,
I é a corrente elétrica e Z_, € a impedancia equi-
valente desse circuito.
Considerando o circuito RLC dado no exercicio 15,
determine:
a) a forca E, em volt, quando I = 20 + 100i. -8 + 12i
b) a corrente [, em ampeéres, quando E = i — 1, 10i

FONTE: LEONARDO 2016.

De acordo com Dante (2016) — L1, a multiplicacdo de nUmeros complexos na
forma trigonométrica possibilita a rotacdo de pontos no plano, pois nha multiplicacéo
de dois complexos na forma trigonométrica multiplicam-se os médulos e somam-se
0s argumentos. Essa rotagdo de pontos € um recurso utilizado na computacao grafica

e na arte.
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Smole e Diniz (2016) — L4 apresentam que a multiplicacdo de dois numeros
complexos € um recurso utilizado por artistas, para rotacionar imagens, como pode
ser visto na FIGURA 18.

FIGURA 18 - ROTAGAO DE IMAGENS NO PLANO COMPLEXO EM L4

Arotagdo de imagens foi um dos recursos usados pelo artista Maurits C. Escher em suas obras. Observe
que os quatro peixes do centro do quadro Limite circular 11 correspondem a rotacio de 90° em torno da

origem dos pontos de cada figura.
No plano complexo, temos:

z = z-(cos 90° +i- sen 90°)

z - j,ouseja, R, =i
Z - i
z,+ i
z i
E 0 mesmo vale para todo ponto e seu correspondente nas
quatro figuras.

1 L. Esches Crle imit 11959/, € Escher Museu, The Hague

Museum, The Higue

Na obra Limite circular IV {céu e inferno) ao lado,
investigue por quais nimeros deve ser multiplicado o
niimero que corresponde ao ponto indicado no 1* quadrante
para obtermos seu correspondente no 2* quadrante e sobre
0 eixo imagindrio.

M.C.Esches. Circle Limit 1V feaen and Helll, 1960/M. €. Excher

A multiplicacdo de nimeros complexos também
corresponde a reflexdo de um ponto z em relacdo a uma R,
reta r que passa pela origem e forma um angulo ¢ com Re.

0 ponto simétrico de z em relagdo a reta r pode ser ob-
tido pela rotagio do conjugado Z de z em torno da origem 0 o Re
do angulo.

20-2(0—¢) = 2¢
Entdo, se R, = cos 20 + i - sen 2¢, a reflexdo pode ser
considerada como a funcio:
C - C
zZ = RY -z Im

B

I

Ao lado, destacamos uma figura que aparece na obra
Limite circular IV (acima). Essa figura é simétrica em rela-
¢do a reta que passa pela origem e tem inclinacdo de 60°.
Assim, cada ponto de uma das metades da figura pode ser
obtido como o produto do conjugado do ponto simétrico a
ele em relagio a s por:

R

M.C.Escher Circle Limit IV {Heaven and Helll 1960/
M.C. Excher Museurm, The Hague

1200

__1..33
=Tyt

FONTE: SMOLE; DINIZ 2016.

Souza e Garcia (2016) — L6 introduzem o capitulo dos nimeros complexos
comentando sobre o artista Luiz Sacilotto, este utilizava a rotacéo de figuras em suas
pinturas. Podemos visualizar um pouco da historia de Luiz Sacilotto e uma de suas

obras utilizando a rotacao de figuras geometricas na FIGURA 19.
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FIGURA 19 - LUIZ SACILOTTO E SUA OBRA EM L6

WY/ W

Luiz Sacilotto

Ao longo da histéria diferentes elementos
matematicos foram utilizados na composicao de
obras artisticas, como a simetria, a ilusdo de 6tica,
a geometria, a perspectiva e a razao aurea. Um
exemplo de movimento artistico em que é notdria a
utilizagdo da matematica é o Concretismo, cuja
base sdo elementos geométricos. Nas pinturas con-
cretistas, a atengdo é voltada ao plano e as cores,
alinhados ao rigor formal.

No Brasil, um dos representantes do Concretismo
na pintura é Luiz Sacilotto (1924-2003). Nascido em
Santo André (SP), esse artista utilizava materiais
pouco convencionais em suas obras, como esmalte,
madeira compensada, latao e ferro, produzindo efei-
tos visuais com base em figuras geométricas. Na
tela abaixo, por exemplo, Sacilotto rotaciona e re-
produz uma mesma figura, criando um interessante
padrao visual.

Fonte de pesquisa: <www.sacilotto.com.br>. Acesso em: 10 mar. 2016. .
Explique aos alunos que o estudo de rotagbes no plano sera estudado
neste capitulo, no topico Numeros complexos e geometria.

I praAan . ‘
" 177)31‘

§r0041177>3aa
g ’““ L | ’ ’ ’ ’ figura1

3

3

§

g Figura 1 rotacionada
] 5 9g° no sentido

§ horério ou 270° no

g sentido anti-horario.

i

 dddyverbkiLiCT

ddvvevshiiécr

0266, de Luiz Sacilotto, 1980. Figura 1 rotacionada
180° no sentido
A) Resposta esperada: a base sdo os elementos  horario ou 180° no
| geomeétricos, de maneira que a atenc@o maior €  sentido anti-horario.
. dada ao plano e as cores, alinhados ao rigor formal:
] Qriente os alunos a escreverem as respostas no caderno.
(A) Cite caracteristicas das pinturas concretistas.

(B) Converse com um colega sobre o efeito visual
gerado na tela acima. Resposta pessoal.

{C) Ao rotacionar uma imagem em 360° no sentido
horéario, 0 que ocorre com sua posi¢ao? Nao se altera.

FONTE: SOUZA; GARCIA 2016.

Balestri (2016) — L5 introduz o capitulo dos nimeros complexos falando sobre
Computacdo Quantica, uma descricdo sobre a relacédo entre computacao quantica e
nameros complexos pode ser vista na FIGURA 20.
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FIGURA 20 - COMPUTAGAO QUANTICA EM L5

0Os numeros complexos tém grande influéncia em varios
campos de estudo, tais como eletromagnetismo e fisica
quantica. Além disso, tém aplicacoes em resolucao de equa-
coes algebricas e equacoes diferencials.

Uma promissora aplicacao dos numeros complexos esta
relacionada ao desenvolvimento dos computadores quan-
ticos, cujo funcionamento tem como base conceitos que
envolvem esse conjunto numerico. 0Os computadores quan-
ticos proporcionarao grandes avan¢os em relacao a veloci-
dade de processamento de dados, reduzindo drasticamente
0 tempo de execugao de uma tarefa, quando comparado aos
computadores “classicos”, iguais aos que temos hoje.

Tarefas, como a fatoragao de nimeros imensos - de grande
utilidade para a criptografia de informacoes -, podem demorar
anos para serem completadas, mesmo com 0 poder de proces-
samento de varios computadores. Em um computador quan-
tico, conjectura-se que a mesma tarefa podera ser realizada em
questao de segundos.

Imagine o seguinte: em uma lista composta pelos nomes
de muitas pessoas e por numeros de telefones vinculados a
esses nomes, pretende-se obter o nome de uma delas conhe-
cendo o numero de seu telefone. Um computador classico
compararia numeros € nomes um a um, levando um bom
tempo para executar a tarefa. O computador quantico faria
uma analise paralela de todos os itens, ou seja, verificaria
todos 0s numeros e nomes de uma so vez, sobrepondo as
informacoes, e rapidamente teria o resultado com 0 nome

vinculado ao numero de telefone.
FONTE: BALESTRI 2016.

Utilizando o QUADRO 7, podemos observar algumas das areas, as quais 0
contetdo dos niumeros complexos pode ser utilizado, assim como podemos verificar
guais obras fazem referéncia a aplicagcbes dos numeros complexos.
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QUADRO 7 - NUMEROS COMPLEXOS EM OUTRAS AREAS DO CONHECIMENTO

TEMAS RELACIONADOS AOS NUMEROS | OBRAS
COMPLEXOS

Grandezas elétricas L1, L4, L6, L7
Computacéo quantica L5

Rotacdo de uma mesma figura L1, L4,L6
Aerodinamica L7

Sistemas dindmicos L7

Linhas de transmisséo L7
Movimento de liquidos e gases ao redor de | L4, L7
obstaculos

FONTE: Autor 2021.

3.5 ANALISE SOBRE A ABORDAGEM HISTORICA NOS LIVROS DIDATICOS

Como descrito anteriormente, Paiva (2016) ndo contempla o conteudo dos
Numeros Complexos. Porém, de acordo com Oliveira e Vasconcelos (2013), Vidal, et
al (2016), Paiva (2009) contempla o conteudo dos Numeros Complexos.

Por meio do quadro de Vidal, et al (2016), o qual tomou-se como base,
elaborou-se 0 QUADRO 8, dentre as obras que contemplam os Numeros Complexos,
todas as obras analisadas apresentam algum fato histoérico a respeito do surgimento
desse conjunto numérico. Observou-se algumas diferencas, como a escrita do
matematico que Johann Karl Friedrich Gauss que também aparece como Johan Carl
Friedrich Gauss. Nenhum dos livros didaticos apresenta John Wallis como autor da
primeira tentativa de legitimacdo dos Numeros Complexos via interpretacao
geomeétrica, assim como nenhuma obra cita Augustin-Louis Cauchy utilizando o termo

modulo e conjugado de um Numero Complexo.

QUADRO 8 - PRESENCA DA HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS NOS LIVROS DIDATICOS
HISTORIA OBRAS

Scipione del Ferro encontrou uma formula para resolucdo de
equacfes cubicas, mas faleceu antes de publicar a solucao

Tartaglia como autor da férmula geral para resolucdo de equacdes
cubicas

Raizes quadradas de niUmeros negativos (nUmeros nédo reais) citadas
por Cardano em sua obra Ars Magna

Raphael Bombelli como preceptor de que, em algumas situaces, era
preciso operar com ndmeros imaginarios

Os termos real e imaginario foram utilizados pela primeira vez por
René Descartes em 1637

O simbolo v/—1 foi usado pela primeira vez por Albert Girard L3,L4

L1

L1,L4,L5L6,L7

L1,L2,L3,L4,L5,L6,L7

L1,L3,L4,L5,L6,L7

L4
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O simbolo i foi usado pela primeira vez por Leonard
Euler para representar v—1
Creditam apenas Jean Robert Argand e Carl Friedrich Gauss como
associadores dos numeros complexos a pontos do plano real, | L1,L3
conhecido como plano de Argand Gauss
Citam Caspar Wessel como um dos precursores da representacao
geométrica dos nimeros complexos
A formula zn = pn(cosnb + i.sennf)foi demonstrada pelo
matemético francés Abraham De Moivre
Em 1832 Gauss utilizou a expressdo Numeros Complexos L1,L4,L7
William Rowan Hamilton representou um NUmero Complexo como par

. ; L1,L3,L6
ordenado de numeros reais

L1,L4,L7

L1,L4,L5L6,L7

L5,L7

FONTE: Adaptado VIDAL, ET AL 2016.

Em L1 (DANTE, 2016) apresenta que Argand e Gauss foram 0s primeiros a
legitimar o plano complexo, no entanto, o livro tem uma parte com a historia dos
Numeros Complexos, posteriormente € falado sobre Wessel como precursor da
representacdo geomeétrica dos Numeros Complexos. De acordo com Eves (2011);
Ribeiro (2015); Rosa (1998) Caspar Wessel era um agrimensor (cartografo e
topografo) e Jean Robert Argand era bibliotecario (cuidador de livro). Nas obras L1
(DANTE, 2016), L3 (DEGENSZAJN; ET AL, 2016), L4 (SMOLE; DINIZ, 2016) e L6
(SOUZA; GARCIA, 2016) chamam Wessel e Argand de matematicos, enquanto em
L5 (BALESTRI, 2016) omite o termo matematicos e em L6 (SOUZA; GARCIA, 2016)
0s autores utilizam a palavra estudiosos para fazer referéncia a Wessel, Argand e
Gauss.

Em L5 (BALESTRI, 2016) relata que aformula (cos a + i.sen a)™ = cos (na) +
i.sen (na) ndo foi demonstrada por De Moivre, em seus trabalhos fica claro que ele
conhecia essa formula. Por isso a férmula € conhecida por seu nome.

Em L7 (LEONARDO, 2016) relata que o matematico francés Abraham De
Moivre (1667-1754) apresentou pela primeira vez em 1730 a férmula para o célculo

de z" chamada de 12 formula de De Moivre.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

No periodo de desenvolvimento desse trabalho, por meio da revisédo
sistematica de literatura, conheci diversas formas de trabalhar o conjunto dos
Numeros Complexos. Também verifiquei, pelo relato de experiéncia de outros
estudantes e docentes, as diversas dificuldades dos alunos e, até mesmo, as
dificuldades dos docentes para conseguir tratar esse conteudo de forma diferente da
puramente algébrica.

Tendo como fios condutores o referencial tedrico apresentado neste trabalho e
0S objetivos iniciais desta pesquisa, sendo eles — investigar como é feita a
manipulacdo geométrica dos Numeros Complexos; analisar o contexto historico do
surgimento dos Numeros Complexos; verificar como o conteddo dos Numeros
Complexos se relaciona com outras areas — pude analisar quais dos livros didaticos
aprovados no PNLD 2018 utilizam outras abordagens para ensinar conteudo dos
Numeros Complexos. Fazendo uma comparacéo dos livros analisados neste trabalho
e nos artigos de Oliveira e Vasconcelos (2013) e Vidal, et al (2016), o livro do professor
Manoel Rodrigues Paiva 12 edicdo (2009) contemplava o conteddo dos Numeros
Complexos, porém na 32 edicdo (2016), esse conteudo foi deixado de lado. Olhando
para a BNCC, vemos que esse contetado ndo é mais obrigatério, assim, Paiva (2016)
deixou esse capitulo fora de sua obra.

A maior parte dos livros apresenta uma contextualizacdo histérica do
surgimento dos Numeros Complexos, todos apresentam alguma representacdo
geométrica desses nimeros, sendo que apenas Balestri (2016) utiliza um software de
geometria dindmica para apresentar o conceito de conjugado de um NuUmero
Complexo. Embora muitos professores defendam a ideia dos Nameros Complexos
ndo apresentarem quase nenhuma aplicacdo pratica, observei que em varios dos
livros analisados mencionavam diversas aplicacdes, alguns até utilizavam exemplos
resolvidos para entender como esse conjunto pode ser empregado em areas como na
arte para rotagdo de figuras, ou em grandezas elétricas, tanto para o transporte de
energia quanto para resolucéo de circuitos elétricos em corrente alternada.

Ao estudar a Histéria dos Numeros Complexos, pude notar como foi o trabalho
de diversos matematicos, até que a teoria dos Numeros Complexos estivesse
consolidada. Este recurso serve ndo apenas como motivacdo para os alunos

encararem este assunto de forma mais interessante, mas a riqueza do longo percurso
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histérico dos Numeros Complexos pode ajudar o aluno a ter uma ideia de como o
conhecimento matematico é construido ao longo da histéria.

Apresentar aplicacdes pode ser um recurso motivador tanto para o docente
guanto para o discente. O aluno tem noc¢édo de que aquele conhecimento pode ser
empregado em uma situagdo pratica, desta forma o conhecimento € convertido do
abstrato para o concreto. Por meio das aplicagdes também € possivel fugir daquela
ideia de que o conteldo € visto apenas para poder passar no vestibular.

Durante a realizacao desse trabalho, notei alguns aspectos que podem vir a ser
novos caminhos para pesquisa futura. Destaco aqui 0 aspecto de realizar uma
aplicacdo em circuitos elétricos para ensinar Numeros Complexos, e, deste modo,
apresentar alguns componentes elétricos como resistores, capacitores e indutores e
seus respectivos comportamentos em corrente alternada.

Uma questdo que pode ser aprofundada é a utilizacdo de softwares de
geometria dindmica, como por exemplo o GeoGebra. Com o auxilio deste software,
0s estudantes podem verificar que os Numeros Complexos podem ser representados
algebricamente ou geometricamente, e assim, fazer a relacdo entre essas

representagoes.
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