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Resumo

Dada uma categoria finita C, o presente estudo objetiva analisar os Anéis de
Grothendieck obtidos a partir de C, de maneira que através dos dados coletados pos-
samos criar mais exemplos de Anéis de Grothendieck, buscando assim uma relagao
que nos permita responder a seguinte pergunta: Dada uma R-algebra A, podemos
determinar se A é isomorfa ao Anel de Grothendieck de uma categoria finita C? E

em caso negativo, quais seriam as hipéteses minimas para que isto ocorresse?

Os resultados aqui apresentados permitem relacionar posets lineares e nao
lineares com as suas algebras de incidéncia, estas coincidindo com os Anéis de
Grothendieck dos respectivos posets. Contudo, ainda nao foi possivel generalizar
os resultados obtidos para categorias genéricas, nem obter evidéncias de que tais

resultados continuam vélidos ao tomarmos categorias finitas mais gerais.

Palavras-chave: categorias finitas, algebras de convolugao.



Abstract

Given a finite category C, this study aims to analyze the Grothendieck rings
obtained from C, so that through the collected data we can hopefully gather more
examples of Grothendieck rings, thus seeking a relationship that allows us to answer
the following question: Given an arbitrary Algebra A, is it possible to determine if
A is isomorphic to the Grothendieck Ring of a finite category C? And if not, what

would be the minimum hypotheses for this to occur?

The results presented here allowed us to relate linear and non-linear posets
with their incidence algebras, which coincides with their respective Grothendieck
rings. However, it has not yet been possible to generalize the obtained results for
generic categories, nor to obtain evidence that such results remain valid when we

take more general finite categories.

Keywords: finite categories, convolution algebras.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a relagao entre certas R-algebras e cate-
gorias finitas, em especial posets lineares e nao-lineares. Um passo importante neste
estudo sobre relagoes entre algebras de convolugao e categorias finitas genéricas seria

a obtengao de uma classificagao dos Anéis de Grothendieck.

Anéis de Grothendieck, ou algebras de convolugao, sao estruturas algébricas
que nascem ao definirmos uma R-dlgebra cuja multiplicacao se dé através da ope-
racao de convolucao de fungoes. O trabalho adota um enfoque combinatoério, onde
o produto de convolucao é dado por uma soma finita, evitando assim problemas

relacionados a integrabilidade das fun¢des consideradas em nossas élgebras.

O trabalho esta dividido em 4 capitulos. No capitulo 1 serao abordadas as
defini¢oes e propriedades béasicas estudadas na teoria de categorias, visando famili-
arizar o leitor com alguns topicos que serao abordados mais adiante no texto. No
capitulo 2 serao trabalhados os conceitos referentes a moédulos sobre anéis comuta-

tivos e sequéncias exatas.

O capitulo 3 trata inicialmente de algebras sobre anéis comutativos e a cons-
trucao do Anel de Grothendieck de uma categoria finita, e traz propriedades basicas
relacionadas a tal construcao. Na sequéncia encontram-se alguns exemplos de cons-
trucoes de Anéis de Grothendieck para grupoéides e posets. Por fim, é apresentado
um teorema relacionando o Anel de Grothendieck de posets com as algebras de

matrizes.

O capitulo 4 traz uma sintese do que foi visto no decorrer do texto, apresenta
quais foram as dificuldades encontradas no decorrer do trabalho e indica possiveis

seguimentos que podem se dar ao presente estudo.



Antes de continuar, é recomendado que o leitor tenha conhecimentos béasicos
sobre teoria de categorias, teoria de grupos e teoria de anéis para melhor compreen-

der o enfoque deste trabalho.



Capitulo 1

Definicoes e resultados preliminares

Antes de apresentarmos as definicoes mais importantes utilizadas no de-
senvolvimento deste trabalho, iremos trazer algumas defini¢oes e alguns conceitos
bésicos que se fazem imprescindiveis para a compreensao dos resultados a serem

mostrados posteriormente.

1.1 Categorias

E importante ressaltar a distincio necesséria entre classes proprias e conjun-
tos. A nocao de conjunto nos é bastante familiar, contudo ao observarmos a teoria de
conjuntos, notamos que héa conjuntos “demasiadamente grandes”, que causam certos
conflitos. A tais conjuntos damos o nome de classes proprias. Para mais detalhes

sobre classes e conjuntos, recomenda-se a leitura de Halmos [3].

A definicao de categoria, fundamental para o desenvolvimento deste estudo,
pode ser dada de diversas maneiras. A definicao cléssica a seguir é a mais usual,

porém veremos outras definigdes equivalentes em seguida.

Definigao 1.1.1 (Cléssica). Uma categoria consiste de trés partes:

i) Uma classe de objetos, que aqui serd denotada por Obj(C);

ii) Um conjunto de morfismos para cada par (A, B) de objetos, denotado por

Hom(A,B). Um morfismo f € Hom(A,b) € denotado por A 5 B ou f
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A — B;
iii) Uma regra de composi¢ao o : Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C) que
associa um par de morfismos (f,g) a sua respectiva composicao gf.

Onde se verificam 0s sequintes axiomas:

1. Os conjuntos Hom sao disjuntos par-a-par, o que garante que cada morfismo

f tenha inico dominio e contradominio.

2. Para cada X € Obj(C), existe um morfismo identidade 1x € Hom(X, X) tal
que para todo A EN B, fla=felgf=f.

3. h(gf) = (hg)f, para todos os morfismos f: A— B, g: B—C ,h:C — D.

Observacao 1.1.2. Note que uma categoria pode possuir uma classe de objetos, que
nao é necessariamente um conjunto de objetos. Como neste estudo trabalharemos
sobre categorias finitas, iremos considerar categorias que possuem conjuntos finitos
de objetos e morfismos. Categorias cujos objetos e morfismos encontram-se em

conjuntos recebem o nome de categorias pequenas.

Vejamos agora as defini¢oes de categoria através de conceitos relacionadas a

monodides e grafos:

Definigao 1.1.3 (Monoidal). Uma categoria C é um conjunto satisfazendo as se-

guintes propriedades:

1. C € munido de fungoes s,t:C — C.
2. C € munido de um produto parcialmente definido:
CxC—=C

(a,b) — ba

sendo ba definido se, e somente se, s(b) = t(a). Além disso ocorre (ab)c =

a(bc), se estes puderem ser definidos, para todos os elementos a,b,c € C.



3. Existem elementos e com s(e) = t(e), tais que ea = be se ocorrer t(a) = s(e)

e s(b) = t(e)

Observagao 1.1.4. Podemos observar os elementos de C como morfismos f : A —
B onde os proprios A e B sdo os morfismos identidade de A e B. Assim, podemos

reescrever a condi¢ao 2. da sequinte maneira:

“C € munido de um produto parcialmente definido:

0:CxC—=C(f,g)—gof < slg) =t(f)"

0 que nos aprorima da no¢ao de categoria tal como foi abordada na defini¢ao cldssica

Definigao 1.1.5 (Grafos). Uma categoria é um grafo orientado munido de uma

operacao de composi¢ao de morfismos, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Para cada vértice A, existird um morfismo ids : A — A tal que, dados outro

vértice B e morfismo f: A — B, vale fidy = f eidgf = f.

2. Dados vértices A, B, C' e D com morfismos f : A - B, g: B — C e
h:C — D, ocorre h(gf) = (hg)f, quasiquer que sejam A, B , C' e D.

Observagao 1.1.6. Os “morfismos” da categoria vista através da nogao de grafos

sao as arestas do grafo.

Definigao 1.1.7. Dizemos que um morfismo f : A — B numa categoria C € um
isomorfismo (ou equivaléncia) se existe g :b— A em C tal que gf =14 e fg = 1p.

O morfismo g € dito inverso de f.

Vejamos alguns exemplos de categorias:

Exemplo 1.1.8. A categoria de conjuntos, denotada por SET, cujos objetos sao

conjuntos e morfismos sao fungoes entre conjuntos.

Exemplo 1.1.9. A categoria de Posets, POSET, onde objetos sao conjuntos par-

cialmente ordenados e morfismos sao fungoes mondtonas nao-decrescentes.



Exemplo 1.1.10. A categoria PO(X), obtida a partir de uma relagdo de ordem
num conjunto X, onde os objetos sao os elementos de X e existe um tinico morfismo

/ . .
a = b para a < b, e nenhum morfismo caso contrario.

Exemplo 1.1.11. A categoria de k-espacos vetoriais, tendo espagcos vetoriais como

objetos e transformacoes lineares como morfismos.

Cabe ressaltar agora que no decorrer do texto, com excecao das definigoes
e proposicoes, os termos morfismo, flecha e funcdao serao utilizados de maneira

intercambiada para representar a ideia de relagao entre dois objetos ou conjuntos.

No presente estudo serao comumente utilizadas as categorias pMod e rAlg,
tendo como respectivos objetos Modulos e Algebras sobre um anel comutativo R e
R-morfismos de modulos e algebras como respectivas flechas. Por estarmos sempre
adotando R como anel comutativo, nao hé a necessidade de explicitar se tratamos

de modulos e dlgebras a esquerda ou a direita.

Temos também interesse em observar a existéncia de possiveis relagdes entre
duas categorias supostas distintas a principio. Para tal, é til a nogao de funtores

covariantes e contravariantes.

1.2 Funtores, produto e coproduto

Definicao 1.2.1. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante T : C — D € uma

funcao tal que:

i) Para todo objeto A em Obj(C), existe um objeto T(A) correspondente em D,
ou seja, A € Obj(C) = T(A) € Obj(D);

ii) Se f: A— B éum morfismo em C, teremos T(f) : T(A) — T(B) um morfismo
em D.
Em outras palavras, f: A— BeC=T(f):T(A) - T(B) € D;

iit) E preservada a composi¢ao de morfismos:

AL BLcec=1)"Y1B) "YW T0) e T(9f) = T(9)T(f) € D;
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i) Morfismos identidade sao levados em morfismos identidade:

VAe Obj(C),T(lA) = 1T(A) eD.

Definicao 1.2.2. Sejam C e D categorias. Um funtor T : C — D contravariante é

uma funcgao tal que:

i) Para todo objeto A € Obj(C), tem-se T'(A) € Obj(D);
ii) Para cada f: A— B €C ocorre T(f):T(B) — T(A) € D;

ii1) A composi¢ao € preservada, porém o sentido dos morfismos € invertido:

At BScoec=10) " 1B "YW TA) e T(9f) = T(f)T(g) € D;

iv) Morfismos identidade sio levados em morfismos identidade:

VAEe Obj(C),T(lA) = 1T(A) eD.

Vejamos alguns exemplos de funtores:

Exemplo 1.2.3. O funtor identidade Ide : C — C de uma categoria C, tal que
Ide(A) = A para todo objeto A de C e Ide(f) = f para toda flecha f de Ide.

Exemplo 1.2.4. O funtor livre, £ : SET — Vect, definido da categoria de con-
juntos Set para a categoria Vecty, de k-espagos vetoriais, que a cada conjunto B em

SET associa o espago vetorial V' que possui B como base.

Exemplo 1.2.5. O funtor das partes P : SET — POSET, que leva cada conjunto
A no conjunto das partes de A, P(A), e leva cada morfismo f: A — B em P(f) :
P(f(A)) — P(f(B)). Aqui a estrutura de poset se da ao observarmos a relacao de

inclusao como uma relagao de ordem parcial: X <Y <«—= X CY.

Na sequéncia, vejamos algumas operagoes entre objetos de uma categoria C:

Definigao 1.2.6. Se A e B sao objetos em uma categoria C, seu coproduto é definido
como um objeto C' € 0bj(C), denotado por AU B, que possui morfismos de inje¢cdo

a:A—AUB ef:B— AUB satisfazendo a sequinte propriedade universal:



Para todo objeto X em C e para cada par de morfismos f : A— X eg: B —

X, ewiste um unico morfismo 0 : AU B — X fazendo o sequinte diagrama comutar:

Proposicao 1.2.7. Dados dois objetos A e B de uma categoria C, seu coproduto

(quando existe) € unico a menos de isomorfismo.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que C' e D sejam coprodutos de A e B. Temos entao
os morfismos a«: A — C; B:B—C:;o :A— D e[ : B— D. Se considerarmos
X = D na defini¢cao de coproduto, temos que existe um morfismo ¢ : C' — D fazendo

com que o diagrama a seguir comute:

Analogamente, fazendo X = C', temos o seguinte diagrama comutativo com

um morfismo ¢ : D — C"

Sobrepondo ambos os diagramas, obtemos:



A

« «

D—%.p_*?.C

N

Note que se fizermos a composicio @fa, teremos que pha = o’ = a, pela
comutatividade dos dois diagramas anteriores. Analogamente, pff = ¢of = B.

Assim, o diagrama obtido pelas sobreposi¢bes também é comutativo.

Por fim, a unicidade de 6 e ¢ garante que pf = 1., e que fp = 1p. Assim,

podemos dizer que as flechas 6 e ¢ sao isomorfismos entre C' e D. [ |

Podemos generalizar a definicao de coproduto para uma familia Vejamos a

construcao dual para o coproduto:

Definigao 1.2.8. Se A e B sao objetos em uma categoria C, o seu produto AT B
€ um objeto P em C com morfismosp: P — A e q: P — B satisfazendo a sequinte

propriedade universal:

Para todo objeto X em C e todo par de morfismos f: X - Aeg: X — B,

exista um unico morfismo 0 : X — P fazendo com que o sequinte diagrama comute:

/\

AI_IB<\.‘ ,,,,,,,, /

Proposigao 1.2.9. Sejam f: B — A eg: C — A flechas em uma categoria C. Se

o seu produto existir, serd unico a menos de isomorfismo.

Demonstrag¢ao. A demonstracao é analoga ao caso do coproduto. [ |

Exemplo 1.2.10. Observando um poset C como categoria, dados dois objetos a
e b de C, seu coproduto ¢ é um terceiro objeto tal que se verificam os axiomas de

coproduto:



1. Existem a:a — ¢, f:b— ¢

2. Dado um outro objeto z qualquer e morfismos f :a — x e g : b — x, existe

um tnico morfismo # satisfazendo 6o = 65.

As condigoes (1) e (2) garantem que ¢ serd o menor elemento tal que a < ¢
e b < ¢, ou seja, ¢ &€ a menor das cotas superiores (supremo) do conjunto {a, b}, e
coincidird com maz(a,b). Analogamente, o produto de a e b é o maior elemento
c € C tal que ¢ < a e ¢ < b, ou em outras palavras, a maior das cotas inferiores

(infimo) de C, e coincidira com min(a, b).

Contudo, o produto e coproduto de posets nao existirao em geral. Consi-
derando o poset criado a partir dos subconjuntos de no méaximo dois elementos do
conjunto A = {1,2, 3}, tendo a inclusdo como relagao de ordem, veremos que este

poset nao possuira produto.

De fato, considerando S = {¢, {0}, {0, 1},{0,2}}, podemos representé-lo no

seguinte diagrama:
{0, 2} {0,1}

N,
%

Note que nao héa um subconjunto A de no méaximo dois elementos tal que
{0,1} € A e {0,2} C A. Portanto, o poset criado acima nao possuira supremo e

nao existe o produto para {0,1} e {0,2}.

Exemplo 1.2.11. Veremos no préximo capitulo que, na categoria gpMod de R-
modulos, com R um anel comutativo, temos que o produto e coproduto de um

numero finito de R-modulos A e B coincidem, e sao isomorfos & soma direta A ® B

Exemplo 1.2.12. Na categoria SET, temos que o produto de dois conjuntos A e
B seré isomorfo ao produto cartesiano A x B e seu coproduto sera isomorfo a uniao

disjunta A LI B. Isso ocorre como consequéncia da definicao de ALI B e A x B.
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Antes de abordarmos médulos sobre anéis comutativos, iremos generalizar as

defini¢oes de produto e coproduto para uma familia finita de objetos.

Definigao 1.2.13. Seja (A;)ie; uma familia de objetos numa categoria C. O produto
desta familia em C € um par (A, (pi)icr) onde A € Obj(C) e p; : A — A; sao
morfismos satisfazendo a sequinte propriedade: Para qualquer outro par (A', (p,)ic1),

. L. ’ . .
existe um unico morfismo f: A — A comutando o sequinte diagrama:

AP 4
; ,

:, pl

A

Definigao 1.2.14. Seja (A;)icr uma familia de objetos numa categoria C. O copro-
duto desta familia em C € um par (A, (qi)icr) onde A € Obj(C) e q; : A; — A sao
morfismos satisfazendo a sequinte propriedade: Para qualquer outro par (A’ (q;)icr),

. L. ’ X .
existe um unico morfismo f: A — A comutando o sequinte diagrama:

A2 4
q :

N %

A

Novamente, pode-se verificar que o produto e coproduto de uma familia de

objetos sao tnicos a menos de isomorfismo. Tal verificagao pode ser encontrada em

[1], pp. 53-55.
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Capitulo 2

Mobdulos sobre Anéis Comutativos

Neste capitulo trataremos de nogoes e resultados referentes a teoria de mo-
dulos sobre anéis comutativos, que posteriormente serao utilizados na demonstracao
de certas propriedades referentes a R-algebras. Iniciemos tratando das defini¢oes e

propriedades bésicas.

2.1 Nocoes basicas

Definicao 2.1.1. Seja R um anel comutativo. Um R-mddulo € um grupo abeliano

aditivo M munido de uma mutiplicacao por escalar R x M — M denotada por
(r,m) +— rm

e que satisfaz os sequintes axiomas, Ym, m' € M e para todo r,r" € R:
1. r(m4+m') =rm+rm/;
2. (r+rYm=rm+rm;
8. (rr'ym = r(r'm);
4. Im =m.

Definicao 2.1.2. Se R é um anel e M e N sao R-mddulos, entao uma func¢ao
f: M — N ¢é chamada de R-homomorfismo (ou R-morfismo) se ¥ m,m € M e

Vr e R, tem-se:

12



L f(m+m') = f(m)+ f(m)
2. f(rm) =rf(m)
Note que se um R-homomorfismo é uma bijecao, recebe o nome de R-isomorfismo.

Dois modulos M e N sao ditos isomorfos (M = N) se existe um R-isomorfismo

f:M — N.

Definicao 2.1.3. Sejam M e N R-mddulos quaisquer, onde R € um anel comutativo.

Considere

Homgr(M,N)={f:M — N; fé R-homomorfismo}
Tomando f, g € Homgr(M, N), definimos sua adi¢io f +g: M — N por
f+g:me= f(m)+g(m)

Proposigao 2.1.4. Sejam M e N R-mddulos, com R um anel comutativo. Entao
Homg(M, N) é um R-mddulo cuja adi¢ao foi definida acima, e multiplica¢io é
dada por

rf:me— f(rm).

Além disso, a soma € distributiva em relagio & composicio. Parap : M +— M

eq:Nw— N, temos:

(f+gp=1fo+gp e qo(f+g9)=qf +ag

Vf,g € Hom.(M, N)

Demonstracao. Basta verificarmos os axiomas da definicao de um R-moédulo. Con-

sidere m € M,n € N; f,g € Homp(M, N); r, ' € R:
i) r((f +9)(m)) = (f + g)(rm) = f(rm) + g(rm) = rf(m) +rg(m) Vm € M.
~r(f+g) =rf+rg.

i) (r+r)f(m) = f((r+0)m) = frm +1'm) = f(rm) + f(r'm) = rf(m) +
v f(m) Ym € M.

e f=rf 0 f
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iii) (rr')f(m) = f(rr'm). A comutatividade de R nos da rr'm = r'rm, logo
f(rr'm) = f(r'rm) =1 f(rm) = r(v' f(m)), Vm € M.
() f =1 f).

iv) 1f(m) = f(Im) = f(m) Vm € M.

1f = .

Definigao 2.1.5. Seja M um R-mddulo. Um R-mddulo N recebe o nome de submo-
dulo de M (e denota-se por N C M) se N for um subgrupo aditivo de M fechado

pela multiplicagao por escalar: Tm € N sempre quen € N er € R.

Definicao 2.1.6. Um mddulo M ¢ dito finitamente gerado se for gerado por um
conjunto finito, isto €, se existe um subconjunto X = {x1, xa, -+, x,} C M tal
que M = (X)={>" mz; /] ri € R, v; € X} ((X) € dito o conjunto de todas as

combinagoes R-lineares de X).

Definigao 2.1.7. Se f : M — N é um R-morfismo entre R-mddulos, definimos:

e Kernel de f: ker f={me M / f(m)=0}.
o Imagem de f: im f={ne N /I meM comn= f(m)}.

Proposicao 2.1.8. Seja f : M — N um R-homomorfismo. FEntao ker f é um

submaodulo de M e im [ € um submodulo de N.

Demonstragao. Provaremos que ker f é submodulo de M. Para mostrar que im f

¢ submodulo de N, basta utilizar-se da defini¢ao de R-homomorfismo.

Vejamos que ker f C M. De fato, sejam mq, mqg € ker f e r,s € R, entao
f(my) = f(ms) = 0. Logo, por f ser R-homomorfismo, ocorre f(m;+ms) = f(m1)+
f(mg) =040 =0emy+my € ker f. Similarmente, f(rmy) = r(f(my)) =7(0)=0

e assim rm;y € ker f.
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Definicao 2.1.9. Se N ¢ um submddulo de um R-mddulo M, entao o modulo quoci-
ente € o grupo quociente M /N munido de uma multiplicagcdo por escalar: r(m+N) =

rm -+ N.

O morfismo natural, dado por

7 M — M/N

m—m-+ N

€ um R-morfismo.

2.2 Teoremas de isomorfismo

Teorema 2.2.1 (Primeiro Teorema de Isomorfismo). Se f : M — N ¢é um R-
morfismo de mddulos, entio existe um R-isomorfismo entre M /ker f e im f, dado

por:

w: M/ker f—im f

m + ker f— f(m)

Demonstrag¢ao. Tomando M e N apenas como grupos abelianos, de acordo com o
primeiro teorema de isomorfismo para grupos, ¢ : M/ker f — im f é um iso-
morfismo de grupos. No entanto, ocorre ¢(r(m + N)) = p(rm + N) = f(rm), e
portanto ¢ é R-morfismo. Agora, como f é também um R-morfismo, podemos escre-
ver f(rm) =rf(m) = re(m+ N). Por ser um isomorfismo de grupos que preserva a

multiplicagao por escalar definida em M e N, temos que ¢ é um R-isomorfismo. H

Teorema 2.2.2 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Se S e T sao submddulos de

um mdodulo M, entdao hd um R-isomorfismo S/SNT — (S+1T)/T.

Demonstragao. Considerando-se o morfismo natural 7 : M — M /T, observamos
que ker m = T. Definindo h = x|S, de forma que h : S — M/T, temos que
ker h=SNT eimh=(S+T)/T. O primeiro teorema de isomorfismo pode ser
usado para chegar a conclusao de que S/SNT = (S+T)/T. [ |
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Teorema 2.2.3 (Terceiro Teorema de Isomorfismo). Sejam T, S, M R-mddulos. Se

T CSCM, entao existe um R-isomorfismo

(M/T)/(S/T) = M/S

Demonstracao. Considere o seguinte morfismo:
g:M/T — M/S
m+T—m+S
Vejamos inicialmente que g esta bem definida: Se m +T = m' + T, entéo
m—m €T CS Comisto,m+S=m'+38, ouseja, g(m +T) = g(m’ +T).

Temos ainda que:

e gm+T)=0=m+S =0+S5, portantom € Sem+T € S/T. Logo
ker g =S/T.

e Da definigao de M, S e T, segue que im g = M/S.

Aplicando o primeiro teorema de isomorfismo, chegamos a conclusao de que

(M/T)/(S/T) = M/S, como queriamos. [

2.3 Soma direta, soma interna e sequéncias exatas

Definicao 2.3.1. Se S e T sao R-mddulos, com R um anel comutativo, definimos
sua soma direta (denotada por SUT ) como o produto cartesiano SxT com operagoes

coordenada-a-coordenada:
(s, )+ (s, t)=(s+s,t+1)
r(s,t) = (rs,rt),
ondes,s € S,t,t €T er € R.

Ezistem R-morfismos injetivos Ag : S — S UT dado por s — (s,0), e

Ar T — SUT dado port— (0,t).
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Proposigao 2.3.2. As sequintes afirmagoes sao equivalentes para R-mddulos M, S

e T quaisquer:

1. SUT =M.

2. Existem R-morfismos injetivos i : S — M e j: T — M tais que

M=imi+imj e iminim j={0}

3. Existem R-morfismos injetivos i : S — M e j : T — M tais que para todo

m € M, existem unicos s € S et € T com m =1is + jt.

4. Fxistem R-morfismos injetivos @ : S — M, j :T — M, p: M — S e
q: M — T tais que

pi=1s, qj=1r, pj=0, qi=0, e ip+jg=1y.

Demonstracao. (1)=-(ii): Seja ¢ : SUT — M um isomorfismo. Definindo pAg = i
e pAr = j, temos que tanto i quanto j sao injetoras (pois sdo composigdes de
aplicagoes injetoras). Agora, se m € M, existe um tnico par (s, t) € SUT com

m = p(s,t). Logo,

m = ¢(s, t)
= ¢((5,0) +(0,2))
= (s,0) +¢(0,1)
= pAs(s) + pAr(t)

=1s+jteimi+im j.

Suponha agora x € im i Nim j. Entao, x = i(s) = j(t) para algum s € S
et € T. Porém, isto implica em @Ag(s) = pAr(t). Como ¢ é isomorfismo, ocorre
(s,0) = Ag(s) = Ar(t) = (0,t) em SUT, portanto s = 0 = t e consequentemente

x = 0. Assim, im i Nim j = {0}.
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(ii)=-(iii): Considere m € M, sabemos que m = is+ jt. Resta provar que esta

expressao € inica. Supondo que existam s €Set €T tais que m = is +jtl, temos:

m =is + jt =is + jt
= is—is = jt—jt
=i(s—s)=jt—t)eciminim j={0}

=i(s—s)=j(t—t)=0.

. . ~ .. . . /
Como 7 e j sao R-homomorfismos injetivos, podemos concluir que s — s =

t—t =0. Portanto, s =s et =t¢.
(iii)=(iv): Se m € M, vimos que existem tnicos s € S et € T tal que

m = is + jt. Portanto, se definirmos as fungoes

temos que ambas serao bem-definidas. Decorre imediatamente que p e g satisfazem

as propriedades enunciadas na proposic¢ao:

1. pt = 1g.
2. q7 = 1r.
3. pj=0
4. ¢i =0

5. Sem € M, entdao m = is+jt paraalgum s € Set € T. Logo, ip(m)+jq(m) =
15+ jt = m.

(iv)=-(i): Tomando ¢ : SUT — M, com ¢(s,t) =is + jt, temos:

e ¢ é R-morfismo:
plm+m'n+n) =i(m+m)+j(n+n) =i(m)+i(m)+5(n) +5(n) =
i(m) +j(n) +i(m) + j(n) = p(m,n) + p(m’,n).

18



p(r(m,n)) = o(rm,rn) =i(rm) + j(rn) = ri(m) + rj(n) = r(i(m) + j(n)) =
ro(m,n).

e ( & sobrejetor, pelo fato de 1, = ip + Jq.

e © ¢ injetor, pois supondo ¢(m,n) = 0, temos is + jt = 0, o que implica em

is = —jt. Assim, s = pi(s) = —pj(t) = 0 e =t = —qji(t) = qi(s) = 0.

Definicao 2.3.3. Se S e T sao submaodulos de um modulo M, dizemos que M € a
soma direta interna de S e T se M = S UT, tendo as inclusoes i : S — M e

j:T — M. A notagio que adotaremos é M =S @ T.

O fato de M = S UT implica no seguinte corolério:

Corolario 2.3.4. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um R-maodulo M

com submaodulos S e T quaisquer:

1. M=2SaT.
2.5+T=MeSNT ={0}.

3. Todo m € M pode ser expressado de forma tunica da forma m = s+t com

seSetel.

A prova segue diretamente da Proposigao 2.3.2.

Definicao 2.3.5. Uma sequéncia de R-morfismos de R-mddulos

Int1 f
— My —— M, —— M, — ---
€ dita uma sequéncia exata se Vn, imf,.1 = kerf,.

Dessa defini¢ao, podemos concluir algumas propriedades:

Proposigao 2.3.6. Saio vdlidas as sequintes afirmacoes:

1. Uma sequéncia 0 — A A B serd exata se, e s6 se [ € injetiva.
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A g . . . .y
2. Uma sequéncia B — C' — 0 serd ezata se, e so se g € sobrejetiva.

A h, . . . .
3. Uma sequéncia 0 - A — B — 0 serd exata se, e s6 se h € um isomorfismo.

Demonstracao.

1. (=) A imagem do morfismo 0 — A ¢ {0}, logo f ¢é injetiva.
(<) Para f : A — B, asequéncia kerf — A L Beé exata, e como [ ¢é suposta

injetiva, ocorre ker f = {0}, portanto a sequéncia kerf =0 — A 1y B ¢ exata.

2. (=)0 nucleo do morfismo C' — 0 é o proprio C, logo a exatidao da sequéncia
garante que img = C' e g é sobrejetiva.
(«<) Dada g : B — C, consideremos a sequéncia exata B % C' — C/im g.
Como ¢ ¢ sobrejetiva, ocorre C' = im g e portanto C/im g = {0}. Assim, a

sequéncia B % C' — 0 = C/im g sera exata.

3. Pelo que foi provado no item (i), temos que h sera injetiva se, e s6 se 0 —
h ) . . ) . ) h
A — B ¢ exata, e pelo item (ii), h é sobrejetiva se e s6 se A — B — 0 for
. ) - h )
exata. Com isto concluimos que a sequéncia 0 — A — B — 0 sera exata se e

somente se h for bijetiva, ou seja, um isomorfismo.

Definicao 2.3.7. Uma sequéncia exata da forma
0=-ALBSC 50
€ dita uma sequéncia exata curta.

Proposicao 2.3.8.

1.80=ALB%C 50 ¢una sequéncia exata curta, entdo A = im f e

B/im f=C.
2. SeT C S C M sao R-mddulos, entio existe uma sequéncia exata

0—8/TL M/TS M/S—0
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Demonstracao.

1. Observe que f € injetiva. Logo, ha um isomorfismo A — im f e, pelo primeiro
teorema de isomorfismo, temos que B/ker g = im g, e ainda, a exatidao da

sequéncia garante ker g =im f e im g = C. Portanto, B/im g = C.

2. Utilizando o terceiro teorema de isomorfismo, e definindo f : S/T — M/T
como inclusao e g : M/T — M/S por g(m +T) = m+ S. A funcao g ¢é

sobrejetiva, e assim ker g = S/T =im f.

Definigao 2.3.9. Um funtor covariante T :g Mod — Ab serd chamado de funtor

exato se a sequéncia erata

0sALSBAHCS0

for levada por T na sequéncia exata

07 Y™ e o

No caso em que T for um funtor contravariante, diremos que trata-se de um

funtor exato contravariante.

Definicao 2.3.10. Uma sequéncia exata curta
05ALSBBC =0

é dita cindida se existe um morfismo j: C — B com pj = 1¢.

Proposicao 2.3.11. Na sequéncia exata cindida acima, temos que B = A LIC.

Demonstra¢ao. Mostraremos que B = tm i @& vm j, com j : C' — B satisfazendo
pj = lg. Seja b € B. Temos entao que pb € C. Aplicando p a b — jpb € B,
obtemos pb — pj(pb) = pb — pb = 0, pois pj = 1¢. A exatiddo da sequéncia nos diz
que 7 é sobrejetiva sobre ker p, logo existe um a € A com ia = b — jpb, e portanto

b = 1a + jpb. Isto significa que B = im ¢ + im j.
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Vejamos também que tm ¢ Nim j = {0}.Suponha = = ia = jc, entdo pr =
pta = 0, pois im ¢ = ker p pela exatidao da sequéncia. Também, pzr = pjc = ¢ pois
pj = 1¢. Com isso, temos que deve ocorrer x = ia = jc = 0, e assim im i Nim j =

{0}. Concluimos entao que B = AL C. [

2.4 Coproduto em pMod

Proposigao 2.4.1. Se A e B sao R-mddulos, entao seu coproduto C existe, e € a

sua soma direta: C = AU B.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, necessitamos definir os morfismos de injecao A4 :
A— Celg:B— C. Como os elementos de C' constituem-se de pares ordenados

de A x B, podemos definir A4 e A\ da seguinte maneira:
Aaa(a,0)
A :b— (0,b)
Consideremos agora um R-moédulo X, e sejam f: A - X eg: A — X
homomorfismos. Definamos 6 da seguinte maneira:
0:C—X
0(a,b) = f(a) + 9(b).
Vejamos que o diagrama comuta: Se a € A, entdo OAs(a) = 0((a,0)) =
f(a)4+g(0) = f(a). Analogamente, se b € B, 0A5(b) = 6((0,b)) = f(0)+g(b) = g(b).

Por fim, verifiquemos que € é tinico. Supondo que exista um homomorfismo
¢ : C' — X que faga o diagrama comutar, ocorrera que pAs(a,0) = f(a), Va € A e
©Ap(0,b) = g(b), Vb € B. Além do mais, para todo (a,b) € A x B :

¢((a,0)) = ¢((a,0) +(0,b))
= ¢((a,0)) + ¢((0,0))
= f(a) + g(b)

0((a,b))
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Com isto temos que ¢ = # e portanto # é tinico, como queriamos. [ |

Definiremos agora a soma direta de uma familia (M;);c; de R-modulos, onde

I é um conjunto arbitrario.

Definicao 2.4.2. Seja R um anel comutativo. Podemos definir a soma direta de

uma familia arbitrdria de R-mdodulos da sequinte maneira:

Seja (M;)ier uma familia de R-mddulos. A soma direta desta familia é um par
(M, (0;)icr) onde M € Obj(C) € 6; : M; — M sao morfismos satisfazendo a sequinte
propriedade: Para qualquer outro par (M, (68,)ier), existe um tinico morfismo f :

M — M’ comutando o sequinte diagrama:

M———M;

Observe que esta é essencialmente a Definicao 1.2.13. Disto decorre que a
soma direta é o coproduto na categoria pMod. A verificacao de tal fato pode ser

encontrada em [1], pp.54-55.

Proposicao 2.4.3. Se {A;;i € I} é uma familia finita de R-mddulos, entao a soma

direta Zie] A; € seu coproduto em rMod.

Demonstragcao. Primeiramente, necessita-se definir os morfismos de injecao vistos
na definicdo de coproduto. Seja a; : A; — >, ; A; com a;(a;) = a;(a), onde para
a; € Aj, ag(a) € Y., A serd a n-upla cuja iésima coordenada ¢ a; e as demais sao

nulas.

Suponha agora X um R-modulo qualquer tal que, para cada ¢ € [ exista
um homomorfismo f; : A; — X. Tome a aplicacao 6 : C' — X dada por 6((a;)) =
> fila;). Por I ser finito, § esta bem-definida.

Temos o seguinte diagrama:

A —— e A

NS
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Vejamos se ocorre Oa; = f; para todo ¢ € I. De fato, seja a; € A;. Temos

que

Ocvi(a;) =0(cvi(a))
= Z filai(a))

el
= f1(0,0,...,0) + ... + fi(0,...,0,a;,0...,0) + ... + f.(0,0,...,0)
= fi(a;),Vi € L.

Com isto, o diagrama comuta. Resta verificarmos que 6 é tnico. Seja 1 :
Y e Ai = X tal que o diagrama comute. Entao, pelo exposto acima, temos que
blai(ar)) = filas), mas isto implica que ¥((a)) = (X e; aila)) = Suey von(ai) =
> ics fi(a;), donde segue a igualdade 1) = 6. |

2.5 Mobdulos livres e médulos projetivos

Definicao 2.5.1. Uma funcao f definida num conjunto X € dita uma funcao quase-

nula em X se existe F' C X finito tal que f =0 em X\F.

Definicao 2.5.2. Um R-mddulo F € dito um R-moddulo livre se F' for isomorfo a
uma soma direta de “copias” de R. Ou seja, hd um conjunto de indices I (ndo

necessariamente finito), tal que

F=>"R
Onde R; = (b;) = R, Vi. O conjunto B = {b;; i € I} € dito “base” de F.

Proposicao 2.5.3. Seja F' um R-mddulo livre, e seja B = {b;;i € I} base de F.
Se M é um R-modulo qualquer e v : B — M € uma funcao, entao existe um unico

R-morfismo g : F'— M com g(b;) = v(b;) para todo i € I.

Demonstragdo. Cada elemento de F' possui expressao tnica da forma v =, rb;

com 1; € R e {r;;i € I} ¢ quase-nulo.
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Defina agora g(v) = > .., 7i7(b;), como visto na Proposi¢ao 2.4.3. Por ser

coproduto, existe um morfismo tinico 0 : F' — M com 6(b;) = ~v(b;). Por coincidirem

na base B, segue que 0 = g. [ |

Definigao 2.5.4. A cardinalidade de uma base de um R-mddulo livre F' € dita posto

de F, e denota-se com posto(F).

Proposicao 2.5.5.

i) Se R é um anel comutativo nao-nulo, entao quaisquer bases de um R-mddulo

livre F' possuem o mesmo numero de elementos.

.. . . ~ A . . . ’ ~
ii) Se R € um anel comutativo nao-nulo, entdo dois R-mddulos livres F' e F' sao

isomorfos se, e 56 se posto(F) = posto(F").

Demonstracao.

i)

i)

Considere um ideal maximal I de R. Se B é uma base para F', teremos que
o conjunto das classes de equivaléncia {x + I F;x € X} serd uma base para o
espago vetorial F'//IF sobre o corpo R/I. Por outro lado se Y é também base
de F, analogamente temos que {y + [F;y € Y} sera base do espago vetorial
F/IF. Porém, como quaisquer duas bases de espagos vetoriais possuem mesma

cardinalidade, decorre que |X| = |Y].

(<) Considere X uma base de F, e seja v : X — X uma bijecdo. Agora, ao
compormos 7 com a inclusio i : X' — F', terfamos que vi : X — F'. Contudo,
pela proposicao 2.5.3, temos que existe um tnico R-morfismo ¢ : X — F',
estendendo 7. De maneira analoga, podemos considerar v~' : X' — X e a

. I
i, + X' — F e consequentemente

inclusao i, : X — F, de forma a obter v~
Y : F' — F uma extensao de y~!. Terfamos portanto que a composicao i) é

uma extensao de 1y, assim como 1p. Deve ocorrer entao ¢y = 1p.

Similarmente, a composicao ¢y é extensao de 1y bem como 1./, o que nos da
Y = 1,+. Assim, podemos concluir que ¢ : F' — F' é um R-morfismo bijetor,

e portanto um isomorfismo.

25



(=)Por outro lado, supondo ¢ : F' — F isomorfismo, se {v;; I € I} é base de
F, teremos que {p(v;);i € I} sera base de F'. Mas como quaisquer duas bases
de um modulo livre F' possuem mesma cardinalidade, pelo item (i), segue que

posto(F) = posto(F").
|

O lema a seguir serd importante quando comegarmos a definir anéis de

Grothendieck.

Lema 2.5.6. Seja K um anel comutativo e X um conjunto. Entao existe um K-

madulo livre com base X .

Demonstragao. Seré aprsentada a ideia geral da demonstracao deste resultado, utili-

zando-se das funcoes delta de Kronecker.

Em geral, tendo um conjunto X e um anel K, temos que K[X] = {f: X —
IC; f é quase-nula} é um R-moédulo sobre K com base X. Para verificar tal fato,

definamos a seguinte funcao, chamada Delta de Kronecker: Dado ¢ € X, definimos
0.: X = K

1, sex=c
dc(z) =
0, sex#c.
Afirmamos agora que B = {d.}.cx ¢ uma base para K[X]. De fato, seja
f € K[X], seja F' = {c1,¢a,...,¢.} 0 conjunto no qual f é ndo-nula. Queremos
encontrar ki, ks, ..., k, € K tais que f(z) = kid., (@) + kode, () + ... + k.0, ().
Como f é nao-nula em F, segue que f(c1) = ay, f(c2) = ag, ..., f(¢) =

com «; # 0 para todo ¢ = 1, ...,r. Portanto, se chamarmos r; = «;, segue:
f(x) = f(e1)de, (2) + fle2)de(x) + ... + fler)dc, (2).

Agora, se f(z) = 0 temos que 0 = f(c1)d¢, (z)+ f(c2)de, (x) + ...+ f(cr)0e, (),
mas f(c;) # 0 para todo i = 1,...,r. Logo, ocorre d.,(z) = 0 parai =1,...,n, o que

nos da x ¢ F. Com isto, {J.}ecx ¢ linearmente independente.
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Por fim, se f(x) # 0, segue que = € F pelo que foi visto acima, e portanto
x = ¢j para algum ¢; € F. Com isto, f(x) = f(c;) =0+0+ ... + a;é, +0+ ... +0,

e portanto f(z) = a; = f(c¢;). Temos assim uma bijegdo entre X e {0.}ccx.
Em conclusdo, se tomarmos f como um vetor {zy,zs,...z,}, onde z; € F
para i =1,...,n onde f(x;) # 0, podemos definir um morfismo
fAL2,..,n} =K
i— f(i) =y,
Assim, temos que B = {J.}.cx ¢ base para K[X], como queriamos. [ |
Proposicao 2.5.7. Seja R um anel comutativo e C uma categoria finita. FEntao

R(C) é R-mddulo munido com a operag¢ao de composi¢ao usual de fungoes. Além do

mais, R(C) ¢ livre.

Proposicao 2.5.8. Todo R-mddulo M é um quociente de um R-moddulo livre F'.

Além disso, M € finitamente gerado se, e somente se F' € finitamente gerado.

Demonstragao. Seja F a soma direta de k copias de R, onde k = | M|, e seja {x,,;m €
M} uma base de F. Pela Proposi¢ao 2.4.3, temos que existird um R-morfismo
g: F — M tal que g(z,,) = m para qualquer m € M. Note que g é sobrejetivo.

Dos teoremas de isomorfismo, decorre que F'/kerg = M.

Agora, suponhamos que M seja finitamente gerado. Entao, existem m;, i =
1,....,n com M = (mq,...,my). Se escolhermos F' de tal modo que seja o R-mo6dulo
livre de base {x1, ..., z,}, teremos que o morfismo g : F' — M dado por g(x;) = m;

possuira a seguinte imagem:
img = (g(x1),...,9(x,)) = (M1, ..., mp) = M.

E portanto F' é finitamente gerado.

A reciproca decorre do fato de que a imagem de um morfismo de médulos

finitamente gerados é também finitamente gerada. |
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Teorema 2.5.9. Seja R um anel comutativo. Se F' é um R-modulo livre, entao
para cada sobrejecio p: A — A" e para cada h : F — A" existe wm homomorfismo

g comutando o sequinte diagrama:

=

F"—h>A”—>O

Demonstragao. Seja B = {b;;1 € I} uma base de F. Da sobrejetividade de p, segue

que existe um certo a; € A tal que p(a;) = h(b;) para todo i.

Pela Proposigao 2.4.3, temos que existe um R-morfismo g : F' — A com
g(b;) = a;, Vi € I. Logo, temos pg(b;) = p(a;) = h(b;) e portanto a composigao pg
coincide com h em B. Disso segue que pg = h em (B) = F', ou seja, pg = h, como

queriamos. [

Definigao 2.5.10. Um morfismo g : F — A tal que pg = h como no diagrama

abaizo recebe o nome de levantamento de h.

=

F"—h>A”—>O

.

Defini¢ao 2.5.11. Um R-mddulo P é dito projetivo se, sempre que p: A — A" ¢
sobrejetivo e h - F — A" é um morfismo qualquer, exista wm levantamento g : F —

A como no diagrama acima.

Podemos, a partir da defnicao dada de modulos projetivos, buscar novas
formas de verificar se, dado um R- modulo F' qualquer, este serd projetivo. As
demonstragoes dos fatos abaixo podem ser encontradas em Rotman [6], paginas

475-476.

Proposicao 2.5.12. Seja R um anel comutativo e P um R-mddulo. Sao equivalen-

tes:
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i) P € projetivo.
ii) O funtor Homg(P, ) € exato.
iii) Cada sequéncia exata curta
0ASBE PO
¢ cindida.

i) P € somando direto de um R-mddulo livre.

2.6 Grupos de Grothendieck

Nesta secao definiremos Grupos de Grothendieck e buscaremos neles iden-
tificar propriedades que sejam convenientes. Dessas propriedades, podemos desta-
car que num Grupo de Grothendieck podemos ter médulos nao-isomorfos A e B
denotando o mesmo elemento G, supondo apenas que A e B sejam estavelmente
1somorfos, isto é, que exista um terceiro modulo C tal que A ® C = B @& C, como

veremos adiante.

2.6.1 x-categorias

Definicao 2.6.1. Dizemos que uma categoria C é uma *-categoria se C € munida

de uma operacao

«: 0bj(C) x Obj(C) — Obj(C),

que satisfaz as sequintes propriedades:

i) Para A,A',B,B" € Obj(C), se A= A e BB, entio deve ocorrer A x B =
A xB';

ii) (Comutatividade) Para A, B € Obj(C), Ax B= B x A;
iii) (Associatividade) Para A,B,C € C, Ax (Bx(C) = (AxB)*C
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Definigao 2.6.2. Se C € uma *-categoria, define-se por |Obj(C)| o conjunto de todas
as classes de isomorfismo |X| de objetos de C, isto é, | X| = {A € Obj(C); A = X}.

A definicao a seguir torna-se problematica ao tomarmos categorias C com
|Obj(C)| ndo sendo conjunto. Para evitar incoeréncias, iremos supor de agora em
diante que C é uma categoria pequena, isto ¢, C possui um conjunto de objetos e

um conjunto de morfismos.

Definicao 2.6.3. Seja F(C) o grupo abeliano livre cuja base é |Obj(C)| e seja R o
subgrupo de F(C) gerado por elementos da forma |Ax B| —|A| — |B|, com A, B €
Obj(C).

O Grupo de Grothendieck de C, denotado por Ko(C) € o grupo abeliano

Denotaremos a classe de equivaléncia de A, |A] € F(C), por |A] + R = [4]

Proposigao 2.6.4. Seja C uma *-categoria.

i) Se x € Ko(C), entao x é da forma [A] — [B], para algum A, B € Obj(C).

ii) Se A, B € Obj(C), [A] = [B] em Ky(C) se, e somente se, existe C € Obj(C) tal
que AxC = BxC.

Demonstra¢ao. Note que por K(C) ser um grupo abeliano livre, podemos observa-

lo como um Z-modulo livre.

i) Segue da definigao de Ky(C) que cada = € Ky(C) pode ser escrito da seguinte

maneira:
n

r = ZOZZ[AZ],

=i

com «; € Z. Note que, com isto, pode ocorrer o; < 0 para alguns i = 1,2, ..., n.
Podemos reordenar a soma de modo que os indices ¢ para os quais «; € positivo

ocupem as k primeiras posicoes, e os indices para os quais «; € negativo ocupem
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as posicoes k + 1 até n, obtendo a seguinte expressao:
n k n
T = Z a[A;] = Z%[Ai] + Z a;[A;], (2.1)
i=1 i=1 j=k+1
onde indexamos os escalares «; negativos por a;. Agora, como «a; < 0 V) =

k+1,k+2,...,n, podemos reescrever o ultimo somatoério de (1) como:

n n

d a4l = > —ail4y], (2.2)

com o; > 0Vj =k+1,..,n Substituindo (2.2) em (2.1), temos a seguinte
igualdade:

n

T = Z alA] = D ail4)]. (2.3)

j=k+1

Como cada A; pertence a x-categoria C, ao expandir os somatoérios acima, ob-

temos:

= (oq[A1] + ag[Ag] + ... + ar[Ar]) — (g 1[Ari1] + arioArra] + ... + an[AL),
(2.4)

onde ozl[Al] = [Al]+[Al]++[Al] = (|Al|—|—|Al|++|Al|)—|—R = |Al>l<Al>l<>l<
Al + R =[A}"], para l = 1,...,n. Isto &, ay[A;] equivale a classe de A; operado

por *x em «; iteragoes.

Substituindo esta notacdo em (2.4), temos:

k n
= YolAT] - Y AT 25)
i=1 j=ht1
Por fim, como S5 [A%] — Sl AT] = K A = [¥)oy, A] pertence a

Ko(C), chamando A = *}_, A7 € Obj(C) e B = +7_, | A}’ € Obj(C), conclui-
mos que
v = [A] - [B],

para A, B € Obj(C), como queriamos.
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ii) Supondo Ax B = Bx (| segue que [AxC] = [BxC] em K,(C). Disso, segue que
[A] +[C] = [B] +[C], e por Ky(C) ser um grupo abeliano, a lei de cancelamento
nos da [A] = [B].

Por outro lado, supondo [A] = [B], decorre que |A| + R = |B| + R, e portanto
|B|—|A] € R, que por sua vez esté contido em F(C). Com isto, temos que pela
definigao de F(C) que |A| e | B| podem ser expressados da seguinte maneira em
F(C), sendo a;, b; inteiros positivos e X, Y, U,V objetos de C:

Bl =) ai(|Xi * Y| = |X| = |Yi),

Al =D 0;(1U; = Vil = U] = Vi),
J
e portanto temos

Bl = [A] = Y ai(|Xs * Vil = 1Xa| = [Yil) = D 0;(|U; * Vil = [U;] = [Vj1)-

i J
Ou ainda, rearranjando os coeficientes de modo a obter somente termos positi-
VOs:
A+ ai(| Xk Yi))+ Y b (U |+ = (Bl ai| Xl +1YiD)+>_ b;(1U#V)),
i j i j
(2.6)
que ¢ uma expressao num grupo abeliano. Como a;,b; sao inteiros positi-

vos,pode haver repeticoes dos objetos A, B, X;,Y;, U;, V;, X; Y, U; x V.

Porém, como as expressoes de elementos de grupos abelianos em termos de
uma base sdo tnicas, segue que o conjunto {A, X; = Y;, U;, V;}, respeitando as
multiplicidades de seus elementos, coincide com o conjunto {B, U, * V}, X;,Y;},

onde as multiplicidades dos elementos também é respeitada.

Obtemos a seguinte relacao em C a partir do fato dos conjuntos mencionados

acima coincidirem, e tendo que * é uma operagao associativa e comutativa:
A (#0;(Xi % V7)) % (2505 (Uy # V3)) = B (#05(Xi + i) (%505 (U * V5)).

Como (#;a;(X;*Y7))* (x;0;(U;* Vj)) = (xiai(X; #Yi)) * (;b;(U; x V;)), definindo
C = %;0;(X; *Y;) % xb;(U; * V;), segue A+ C' = B C, como queriamos.
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Definigao 2.6.5. Seja R um anel comutativo, e seja C uma subcategoria de gMod.

Dois mddulos A e B sdo ditos estavelmente isomorfos em C se existe um mddulo

CeObj(C) comAepC=BaC.

Corolario 2.6.6. Dois modulos A e B determinam o mesmo elemento do grupo de

Grothendieck Ko(rMod) se, e sé se, A e B sao estavelmente isomorfos.

Lema 2.6.7. Seja C uma x-categoria e G um grupo abeliano arbitrdrio. Se h :
Obj(C) — Ko(C) € dada por A — [A], e f : Obj(C) — G € tal que A = B =
f(A) = f(B) e f(A* B) = f(A) + f(B), entao existe um unico homomorfismo

f: Ko(C) = G comutando o diagrama

G

Demonstragio. Definamos f : K,(C) — G por f([A]) = f(A). Vejamos que f esta
bem definida e é um homomorfismo de grupos, isto é, [A] = [B] = f([A]) = f[B] e
F([A+[B)) = f([A]) + F([B]), V[A], [B] € Ko(R). De fato:

[Al=[B]=3C € 0bj(C); AxC=BxC
f(AxC) = f(BxC)
f(A) + 1(C) = [(B) + [(C)
f(A) = ( )
f(A

e também



Por fim, a unicidade de f segue do fato de que, se g : Ko(C) = G é tal que o

diagrama

Obj(€) =" Ko(C)
G"

([A]), o que implica em g = f para todo

)

comuta, segue que ¢([A4]) = f(A) =
[A] € Ko(C). m

Como veremos no exemplo abaixo, se adotarmos hipéteses convenientes so-
bre a categoria C, podemos obter ou um grupo de Grothendieck Ky(C) isomorfo a
certos grupos com os quais somos mais habituados, como Z, ou obter em Ky(C)

propriedades desejaveis que normalmente nao sao vélidas para objetos de C.

Se R é um anel comutativo, temos que a categoria de R-moédulos projetivos
finitamente gerados, denotada por Pr(R), ¢ uma x-categoria com a operagao de

soma direta. Denotamos Ko(Pr(R)) por Ky(R) neste caso.

Exemplo 2.6.8. Se R é tal que todo R-moédulo projetivo finitamente gerado é livre,

segue que Ko(R) = Z.

De fato, como os objetos de Pr(R) sao R-modulos finitamente gerados, e por
hipotese estes sao livres, todos os objetos de Pr(R) serao somas diretas de R. Por
valer [X + Y] = [X] + [V] em K((R), segue que a classe [R] é o gerador de Ky(R) e
este ¢ um grupo ciclico. Definamos f : Obj(Pr(R)) — Z, que para cada R-mo6dulo
projetivo finitamente gerado M tenha-se f(M) = posto(F'). Note que estamos nas
condigoes do Lema 2.6.7, pois f(F @& G) = f(F)+ f(G). Assim, temos que existira
um homomorfismo de grupos f : Ko(R) — Z com f([A]) = posto(A) para todo

R-modulo livre finitamente gerado A comutando o seguinte diagrama:

Z L

34



Por fim, o fato de Ky(R) ser ciclico implica que f é isomorfismo, e portanto

Ko(R) 2 Z.

Na sequéncia, vamos definir o grupo de Grothendieck quando C é uma catego-
ria de modulos. Apesar dessa construcao nao ser utilizada no ambito deste trabalho,

ela podera se mostrar conveniente em estudos futuros.

2.6.2 Grupos de Grothendieck para subcategorias de pMod

Definigao 2.6.9. Seja C uma categoria de mddulos e sejam F(C) o grupo abeliano
livre de base Obj(C) e R’ o subgrupo de F(C) gerado por elementos da forma |B| —

|A| — |C| sempre que houver uma sequéncia exata 0 - A - B — C — 0.

Definimos o grupo de Grothendieck K'(C) como K'(C) = F(C)/R'. Aqui as

classes de equivaléncia |A| + R’ serdo denotadas por (A).

Neste ponto vale ressaltar que a notagao Ko(R) é utilizada para uma categoria

de R-modulos projetivos, enquanto K (C) engloba categorias de modulos em geral.

Proposicao 2.6.10. Seja R um anel comutativo e C a categoria de R-mddulos

finitamente gerados. Entao existe um homomorfismo
e: Ko(R) = K'(C)

[A] = (A), VA € Obj(C), com A projetivo.

Demonstragao. Observe que as classes de isomorfismo de moédulos em Pr(R) formam
um subconjunto das classes de isomorfismo de pMod. Ha, portanto, uma inclusao
i F(Pr(R)) — F(C). Compondo a inclusdo com a projecao canonica de F(C)
sobre K'(C), temos o morfismo 6 : F(Pr(R)) — K'(C), dado por 8(|A|) = |A| +R.

Agora, como gMod é uma x-categoria, sendo * a operagao de soma direta,

se P, () sao R-mo6dulos projetivos finitamente gerados, temos uma sequéncia exata

0—-P—>PaQ —Q —N0.
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A sequéncia exata acima nos da que o elemento |P @ Q| — |P| — |Q] de R
também pertence a R'. Disto, segue que R C R'. Por fim, 6 induz um morfismo

e : Ko(R) — K'(R), como queriamos.
|

Proposicao 2.6.11. Seja R um anel comutativo, e seja C a categoria dos R-mddulos
projetivos finitamente gerados. Se M é um objeto de C, e considerando mddulos

{0} = My, My, ..., M,, = M tais que
Mo C My € ... © M,,
com M;_1/M; = Q;, entdo
(M) = (Q1) +(Q2) + ... + (Qn)

em K'(C).

Demonstragao. Segue de QQ; = M;_1/M; que existem sequéncias exatas
0_>Mi_>Mi—1_>Qi_>O)

e portanto (Q;) = (M;_1) — (M;) em K'(C). Logo, temos

Z(Qz) = Z((szl) — (M;)) = (Mo) — (My) = (M).

i=1 i=1

Note que o a classe do modulo nulo, (0), é o elemento neutro do grupo K’ (C),

0 que nos permitiu reescrever o somatorio acima como (My) — (M,,). |

A proposicao anterior, juntamente com o resultado abaixo, permitem a de-

ducao de uma propriedade conveniente do grupo K '( rMod).

Proposigao 2.6.12. Seja R um anel comutativo e seja C a categoria de todos os
R-mddulos finitamente gerados. Se A, B € Obj(C), ocorre (A) = (B) se, e somente

se existem C, U,V € Obj(C) tais que as sequéncias
0->U—-A6C—->V —-50e0—-U—-BaC—-V—=0

sejam exatas
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A demonstracao deste resultado, apesar de ser longa, segue um raciocinio
similar & demonstragao da Proposi¢ao 2.6.4 (ii) e pode ser encontrada no livro de

Rotman [6], p.493.

A partir dos dois resultados acima, temos que para M, N R-médulos na
categoria g Mod, com R anel comutativo, ocorre (N) = (N & M/N), apesar de que
em geral N = N @ M/N nao é valido.
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Capitulo 3

Algebras de Convolucao e Anéis de

Grothendieck

Nesta secao discutiremos os aspectos principais do desenvolvimento deste
estudo. Inicialmente veremos a definicao de algebras sobre anéis comutativos, para

em seguida introduzirmos a noc¢ao de produto tensorial.

O intuito da abordagem desta sequéncia ¢ introduzir o conceito de anéis de
Grotendieck de categorias finitas, buscando estudar a possibilidade de relacionar um

anel comutativo A arbitrario a uma categoria finita C, de forma que A seja isomorfo

ao anel de Grothendieck de C.

3.1 Algebras sobre anéis comutativos e Produto ten-

sorial

Definicao 3.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma dlgebra sobre R,
ou R-dlgebra, € um anel A munido de uma multiplicacao por escalar - : Rx A — A
que define em A wuma estrutura de R-modulo compativel com o produto, ou seja,
r-(ab) = (r-a)b=a(r-b) para todor € R, a,b € A.

Vejamos alguns exemplos de R-algebras:

Exemplo 3.1.2. Um anel comutativo R é uma R-dlgebra com as operagoes de R.

38



Exemplo 3.1.3. As matrizes nxn com entradas em R formam a R-dlgebra Mat,(R),

com as Operagoes USUaLS.

Exemplo 3.1.4. O anel Endr(M) de endomorfismos de um R-mddulo M € uma

R-dlgebra.

Definigao 3.1.5. Seja R um anel comutativo. Se A e B sao R-mddulos e G é um
grupo abeliano, dizemos que uma funcao f : A X B — G € R-biaditiva se satisfaz,

para cada ai,as € A, bi,bs € Ber € R:

flar +az,b1) = f(ai,by) + f(az,by)
fla1,by 4 by) = f(a1,b1) + f(asz, bs)
f((h’l“, bl) = f(al,rbl).

f € dita R-bilinear se for R-biaditiva e satisfaz
flair,by) = f(ar,rby) = rf(a1, by).

Seré introduzida agora a nogao de produto tensorial de dois médulos sobre
um anel comutativo R. Note-se que, como toda &lgebra sobre R é também um

R-moédulo, esta construgao aplica-se também a R-algebras.

A ideia inicial para a constru¢ao do produto tensorial entre dois R-modulos
é a de se obter um ambiente no qual se possa expressar as funcoes biaditivas em

termos de fungoes lineares, com as quais temos mais familiaridade.

Definicao 3.1.6. Seja R um anel comutativo e A, B R-mddulos. Seu produto ten-
sorial é um grupo abeliano A ®g B juntamente com uma fun¢ao R-biaditiva & :
AX B — A®g B tal que, para qualquer grupo abeliano G e qualquer f : Ax B — G
R-biaditiva, exista wm unico Z-homomorfismo f : A®r B — G comutando o se-

guinte diagrama:

Ax B—25 A®p B.

G*
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A proposicao abaixo nos gnos fornece a ideia bésica de como construir o
produto de dois R-moédulos.Contudo, no presente trabalho sera exposta apenas a
maneira como o produto tensorial é construido. A demonstracao completa pode ser

encontrada em [7|, pp. 72-73.

Proposicao 3.1.7. Seja R um anel comutativo. Se A e B sao R-mddulos, entao

seu produto tensorial existe.

Demonstracao. Seja F' o grupo abeliano livre cuja base é A x B. Definimos S como
sendo o subgrupo de F gerado por elementos da forma (a,b+b")—(a,b)—(a,b), (a+
a,b) — (a,b) — (a',b), (ar,b) — (a,rb).

Defina agora A @z B = F/S, e denote (a,b) + S por a ® b. Considerando a
aplicagdo h : A x B -+ A®g B dada por h(a,b) = a ® b. Pode-se verificar que h é
biaditiva e que satisfaz a definigdo anterior, e assim concluir que F/S é o produto

tensorial de A e B. [ |

Em sintese, podemos observar o produto tensorial A®r B de dois R-mo6dulos
como um novo R-modulo (pois R é comutativo), constituido por combinagoes linea-
res de produtos a ® b, para a € A, b € B. Da biaditividade de ® temos as seguintes
propriedades, para quaisquer a,a € A, b,b € B, r € R:

)a@(b+b)=a®@b+a®b

i) (a+ad)@b=a®@b+d @b

iii) rla®b) =ra®@b=a®rb

3.2 O Anel de Grothendieck

Dados um anel comutativo R e uma categoria finita C, iremos de observar as
propriedades do conjunto de fungoes {f; f : C — R}, de modo a obter a partir da
estrutura deste conjunto indicios de uma possivel relagao entre categorias finitas e

certas R-algebras. O conjunto de fungoes {f; f : C — R} sera denotado por R(C).
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A primeira propriedade que observamos é a de que R(C) é R-mo6dulo livre.

Para provar isto, usaremos o seguinte resultado:

Demonstragao. O fato de R(C) ser R-moédulo livre segue diretamente do fato de C
ser categoria pequena. Como C é pequena, {f € Hom(A,B), A,B € Obj(C)} ¢é
conjunto, e pelo lema anterior, ¢ uma base para R(C), e este ¢ um R-modulo livre,

como queriamos. [

Podemos definir uma segunda operagao em R(C): a convolugao de fungdes.
Se f,g:C — R € R(C) e h € C, definimos a convolucao f * g : C — R da seguinte

maneira;:

Frglhy="Y" f@)-90),

io0j=h
onde a soma ¢é feita sobre todos os 7,7 € C tais que i 0 j = h.
Com a operagao de convolu¢ao em R(C), este torna-se uma R-dlgebra, como

veremos na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.2.1. Seja R um anel comutativo e C uma categoria finita. R{(C),

munido da operacao de convolugao de fungoes, € uma R-dlgebra.

Demonstracao. Basta verificar que * definida em R(C) satisfaz a defini¢ao 3.1.1.

Como ja sabemos que R(C) é R-mo6dulo livre, resta verificar que * é associativa.

Sejam f,g,h € R(C),l € C er € R. Temos:

[(fxg)=h]() =D (f*g)(i) - h(j)

ZO]:I

=> (Z f (k) -g(m)) ~h(j)

i0j=l \kom=1

= S F(Rg(m)n()

(kom)oj=l

> f(k)g(m)h(j)
)=l

ko(moj)=
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= > f(/f)'(zg(m)h(j)>

ko(moj)=l moj
= Y f(R)-(gxh)(moy)
ko(moj)=l

= [f * (g h)I(D).
u

Definigao 3.2.2. A R-dlgebra R(C), com R anel comutativo e C categoria finita, é
chamada Anel de Grothendieck sobre C.

Em contextos mais gerais, como por exemplo para um anel R e grupo abeliano
GG quaisquer, esta construcao chama-se “adlgebra de convolucao”. A seguir veremos
mais propriedades de R{C) que nos serao tteis posteriormente. Primeiramente, é de
nosso interesse verificar que o produto tensorial entre moédulos livres é um modulo

livre.

Proposigao 3.2.3. Sejam A, B R-mddulos livres com bases {a;}icr e {bj}jecs res-

pectivamente, com R anel comutativo unitdrio. FEntao A ®gr B € livre com base

{a; ® b} jyerxs-

Demonstragdo. Da definicdo de modulos livres, temos A= 37, Rie B . R;.
Logo, da definicao de A ®gr B, segue que © € A ®r B implica * = a ® b para
a€ A, be B. Como Ae B sao livres, temos z = r;a;®1;b; = Z(M)elw(ri-rj)-ai®bj,
com 7;,7; € R quase-nulos. Com isto temos que {a;®b;}(; j)erx.s € gerador de AQpB.

Vejamos que este conjunto é linearmente independente.

De fato, por {a;}icr € {b;};cs serem bases para A e B, respectivamente, segue
que 0 = Z(@j)eIxJ(Ti -1j) - a; @ b; implica ou a; ® b; = 0 ou r; - r; = 0. Como aj,
b; s@o elementos da base de A e B, temos a; ® b; # 0, V(i,j) € (I x J), logo deve
ocorrer 1; - 1; =0, ¥(4,7) € I x J e portanto {a; ® b;}¢ jyerxs € base para A ®p B,

como desejado. [ |
Proposigao 3.2.4. Seja R um anel comutativo e Cy, Cy categorias finitas. Entao:
1. R<Cl> ) R<CQ> = R<C1 LI CQ>,’
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2. R(C1) ®r R{(Cs) = R(Cy X Cso).
Demonstracao.

1. Basta verificar que a aplicacao
¢ : R(Cy) ® R(Cy) — R(C; LU Cy)
p(f) = u+to,
para f = u®wv, é um isomorfismo. De fato, dadas funcoes f,€ C; e g € Co,1r €
R, por R(C;) ser livre, temos que existem u,v € R(Cy), e t,w € R(Cy) tais que
p(f+9)=pludv+tiow)
=p((ut+t) ®(v+w))
=(u+t)+ (v+w)
=(u+v)+ (t+w)
= o(f) +¢(9),

P((fxg)(h) =@ > fi)g()))

’LO]:h

=) e(f(@)elg(h)

’LO]:h

= (p(f) * ©(9))(h)

p(rf) = e(r(u®v))

= @(ru® rv)

=ru+rv

=r(u+v)

=ro(f).
Agora, da definigao de ¢, se = é tal que p(z) = 0, segue que p(x) =0+0e
portanto x = 0, portanto kerg = {0} e ¢ ¢ injetora.
Tomando f € R(C; UCy), temos que para g = f &0 € R(C;) ® R(Cs), segue

©(g) = f e p é sobrejetora, donde conlui-se que é isomorfismo.
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2. Basta verificar que a aplicacao
g : R<C1> KRR R(CQ) — R(Cl X C2>

e(f(c) @ g(d)) = f(c) - g(d)
é um isomorfismo. De fato, como o produto tensorial entre R-moédulos livres

é livre, basta verificar que posto(R(C1) ®r R(Cs)) = posto(R{(C; x Cs))

De fato, temos que X = {du0p }aspvecioc, € base para R{(C1) ®r R(C3) e Y =
{0(a,p) }(ap)eci xco € base para R(Cy xCy). Vejamos que ambos possuem a mesma

cardinalidade: defina 7: X — Y dada por dugp = d(a,p).-

Note que, se 7(dagp) = T(6eza), SegUE O(qp) = I(c.q),donde temos (a,b) = (¢, d) e
assim dugp = dena, € T € injetora. A sobrejetividade de 7 decorre da observagao
de que o conjunto formado por elementos a ® b e o conjunto formado por
elementos (a,b) sdo ambos formados a partir das categorias finitas C; e Ca,
logo para W = §(x,y) arbitrario em X, tome V = ., € assim se terd
7(V) = W. Sendo 7 uma bijecao entre X e Y, estes conjuntos possuem
mesma cardinalidade, e assim posto(R(C;) ®r R{(Cs)) = posto(R{(C; x C3)),

como queriamos.

3.3 Exemplos de Anéis de Grothendieck

Veremos agora alguns exemplos de construgoes de anéis de Grothendieck
feitas utilizando-se categorias conhecidas:
3.3.1 Grupodide do par

Vejamos primeiramente um caso particular: Dados dois objetos quaisquer 1 e 2
numa categoria arbitraria C, definimos o grupoide do par G(1,2) como a categoria

com objetos 1 e 2 e morfismos Id; :1 —1,Idy:2 =2, f:1—=2efl=g:2—>1
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como no diagrama abaixo:

. f 4
1017 2ol

g

Vejamos quais sao as propriedades de seu Anel de Grothendieck:

Sejam F,G € R(C), expressadas abaixo na forma de diagramas:

a ! o !
e — e —1

B g

F G

com a = F(Idy), b= F(Idy) e d = G(Id;), b = G(Idy). Vejamos o que ocorre

com suas convolugoes:

Fx+G(Idy) = F(Id,)G(Idy) + F(f)G(g) = aa’ + af,

o F'xG(Idy) = F(g9)G(f) + F(Idy)G(Idy) = pa’ +bb,
o FxG(f)=F(f)G(Id,)+ F(Idy)G(f) = aa + ba’,

F*G(g) = F(9)G(Idy) + F(Idy)G(g) = ab +af.

Observe que, ao posicionarmos convenientemente os termos a, b, o, 3,

/ ’ !/ / .
a,b,a, como entradas de uma matriz 2 x 2, temos:

a « a o ad +af  ad +ba
X = ’
B b g ab +af Ba’ +bb

ou melhor,
F(ldy)  F(f) y G(Idi) G(f) | _ [F*GUd) FxG(f)
F(g)  F(ldy) Glg) G(ldy) FxG(g) FxG(ldy)

Logo, levantamos a hipétese de que existe um morfismo

© : R(C) — MQXQ(R)



onde z : 1 — j € C e [F(i,7)];; € uma matriz 2 x 2, com entrada F (i, j) na i-ésima

linha e j-ésima coluna. E além do mais, tal morfismo é um isomorfismo de élgebras.

Provaremos a afirmagao acima para o caso geral de grupdides dos pares. Seja
X um conjunto finito. Para cada par de elementos a,b € X, definimos o grupoide
dos pares (a,b) atribuindo flechas f:a —b,g: b — a,id, :a —aeid,:b—b. O
grupoide dos pares do conjunto X sera denotado por G(X). Como exemplo, vejamos

o caso do conjunto C' = {1, 2, 3}:

| ; |
10— o
g
f/f//
g/ g//
T

ids

3
Observe que ao considerarmos os elementos de C' dois a dois, teremos para
cada par de elementos uma éalgebra de matrizes 2 x 2, conforme vimos anteriormente.
Contudo, ao considerarmos todos os n elementos de um conjunto finito X, ao cons-
truirmos R(G(X)) teremos uma élgebra de matrizes n x n. Isto pode ser expressado

através do isomorfismo

v RG(X)) = Mpxn(R)

p(F) = [F(i, 7)),
ondex:i— jeC,reRel[F(ij); ¢ amatriz n x n com valor F(i,j) na i-ésima

linha e j-ésima coluna.

Demonstragao. Sejam f,g € R(C), e i,j € Obj(C). Temos:

) o(F +G(i,5)) = [F@i,5) + GGy = [F@ )i + (G0 = e(F(0, 7)) +
p(G(i,9));

i) o(r (i, 7)) = [rF (@, 1))y = rlF (3] = re(F, 9));
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Como Zigkgj F(i,k)G(k, ) é exatamente o resultado do produto das matrizes
[F(2, )i € [G(i, 5)]ig, segue [, cpe; F(4 K)G (K, )i = [F(2, )iy [G (i, 5)]iy =
e(F(i,5) - p(G(1, 7))

Com o demonstrado acima, temos que ¢ é R-homomorfismo de algebras.

Vejamos agora que ¢ é uma bijegao.

De fato, se x € ker(y), ¢(x) = 0 e logo [x(7,7)];; = 0. Com isto, z(i,j) =0
para todo (7, j), e portanto x = 0. Como ker(p) = {0}, este ¢ um R-homomorfismo

injetor.

Para verificar a bijetividade de ¢, tomemos uma matriz [a;, j]; ;. Definindo
f:C — R dada for f(i,j) = a;j, segue [a;,j]i; = [F(i,7)]i; = @(F). Com isto,

concluimos que ¢ é também sobrejetora e portanto é um isomorfismo de algebras. W

3.3.2 Posets Lineares
Antes de abordarmos o préoximo exemplo, vejamos algumas defini¢oes refe-
rentes a posets:

Dada uma quantidade finita de elementos a1, as, ..., a,, com uma ordem par-

cial a; < a;11, temos a categoria PO(ay, ..., as), como vista no capitulo 1.

Definigao 3.3.1. Num poset C, um elemento a tal que para todo b # a € C, nao

exista f : b — a serd dito elemento minimal de C.

Definicao 3.3.2. Num poset C, um elemento b tal que se para todo a # b € C, nao

exista g : b — a serd dito elemento maximal de C.

Definicao 3.3.3. Seja C um poset. Se hd uma subcategoria C de C tal que para
quaisquer a,b € C', existe unica f : a — b ou unica g : b — a, isto €, ou a < b ou

. r, .
b < a, diremos que C € uma cadeia em C.

Definicao 3.3.4. Um poset C com um unico elemento maximal b e um dnico mini-

mal a, com uma unica cadeia de a a b serd dito um poset linear.
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Observacao 3.3.5. Um poset C serd dito nao-linear se para algum a € C, existam

b e c tais que existe unico f :a — b e inico g : a — ¢, mas nao existe h : b — c.

Ao considerarmos um anel R comutativo, temos que a convolugao definida em
R(C) pode ser expressada diferentemente quando C é poset linear ou post ndo-linear.
Representando a tnica flecha m : a; — a; por (a;, a;), temos:

frglasa) =Y f)
ioj=(as,a;)

Como num poset linear ou nao-linear as flechas ¢, j sao tnicas e i o j = m,
temos que ¢ = (a;,k), j = (k,a;) com k satisfazendo a; < k < a;. Portanto,
podemos reescrever a tltima igualdade como:

f*glai,a;) = Z flai, k) - g(k, a;)
(aisk)o(k,a;)=(ai,a;)

:>f*g CL“(IJ Z f am k aj)

a;<k<a;

Observemos agora o diagrama abaixo, ilustrando o caso particular de um

poset linear de trés elementos:

Para facilitar a visualizagao, iremos expressar as fungoes f, g € R(C) através
de diagramas, onde os valores de f(i,7) serao posicionados sob os vértices (7, j) do

diagrama anterior:

a——b——c¢ a ——b ———c
= - it
)
f g

Vamos calcular a convolucao f * g para todas as flechas de C:

o fx 9(17 1) = f(L 1).9(17 1) = aa

48



o fxg(1,2) = f(1,1)g(1,2) + f(1,2)9(2,2) = aa’ + ab

o fxg(1,3)=f(1,1)g(1,3) + f(1,2)9(2,3) + ¢((1,3))¥(3,3) = an + af’ +nc
o fx9(2,2) = f(2,2)9(2,2) = bV

o [x9(2,3) = f(2)9(2,3) + f(2,3)9(3,3) = 05" + B¢

o f%9(3,3) = f(3,3)9(3,3) = e

o« . ! ’ ’ ! / !
Ao posicionarmos os termos a, b, ¢, a, b, ¢, o, B, n, a, B, .. como

entradas de matrizes triangulares superiores, teremos as seguintes matrizes:

a o 7 a v n
A=10 b B e B=|0 ¥
00 ¢ 0 0 ¢

E seu produto sera:

a o n a o n
A-B=10 b p 0 b g
00 ¢ 0 0 ¢

ad aa +ab an +aB +nc
=10 bb b + B¢
0 0 cc

’

Assim, temos que as entradas da matriz resultante do produto A-B coincidem
com os resultados de f * g tomando as flechas (7, j) como entradas na i-ésima linha

e j-ésima coluna da matriz triangular superior.

Com base nessa comparacao, podemos buscar verificar que existe um isomor-
fismo entre R(C), onde C é um poset linear genérico com n elementos, e a sub-algebra
M2 (R) de matrizes triangulares superiores de ordem n e entradas em R, através da
aplicacao:

IT: R(C) - M>(R)
[ 1) = [a(f (i, 5)]i,
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onde a(f(i,7)) = f(i,j) se i < jea(f(i,7)) =0sei> j. Pelo exemplo do grupoide
do par, temos que II preserva a multiplicacao por escalar e a soma de funcoes. Resta

verificar que II preserva a convolugao de fungoes e que é isomorfismo de algebras.

Demonstragao. Sejam f,g € R(C), x,y,z € Obj(C) e r € R.

Como a multiplicacao de matrizes triangulares resulta em matrizes triangu-

lares, utilizando o mesmo raciocinio do exemplo anterior, temos
II(f % g) = [f = g(i,j)]i; = TL(f) - I(g), Vf, g € R(C).

E novamente, temos que se x € ker(II), entao x = 0 e ker(Il) = {0}, sendo
IT entao injetor. Além disso, dada uma matriz triangular superior [a;]; ;, tomando
f:C— Rcom f(i,j) =a;; parai < je f(i,j) = 0sei > j, segue II(f) = [a;;, e

IT é sobrejetor, e portanto isomorfismo. [ |

3.3.3 Posets nao-lineares

O diagrama abaixo ilustra um poset nao-linear C finito de ordem 3:

(13" 3
. (2’,?7
2/
(1.2)
--___(1,2) (2,3)_‘_,“-\
W5

> Cc P s e
b/ "
i
a. o b r C QQ —/) b2 —/) Co
B = o g -
5 ........ S
F G

20



Vejamos agora o que ocorre com as convolucoes de F' e G:

e 'xG(1)=F(1)G(1) = aay

FxG((2.3) = F(2,2)G(2,3) +

e FxG(2) = F(2)G(2) = bby F(2,3)G(3,3) = b + fes

e FxG((2,3)=F(2,2)G(2,3)+
F(2,3)G(3,3)=bd +6c

e FxG(3)=F(3)G(3) = cco

"

e FxG(2)=F((2)G(2)=10b
o F'xG((1,3) = F(1,1)G(1,3) +

F(1,3)G(3,3) + F(1,2)G(2,3) =

o

e FxG(3)=F(3)G(3)=Ccc

o FxG((1,2)) = F(1,1)G(1,2) + ag +€cy+aff

F(1,2)G(2,2) = ag +eby o F x G((1,3/>) = F(1, 1)G(173') +

e FxG((1,2)) = F(1,1)G(1,2) + F(1,3YG(3',3)+F(1,2)G(2,3) =
F(1,2)G(2,2) = ay +~b" an +nc’ 4+ 6.

Novamente, posicionamos de forma conveniente os termos obtidos em matri-
zes triangulares 3 x 3. Porém, como existem duas cadeias em C, teremos um par de

matrizes da forma:

a o € a v N
F=110 b g|,]00b ¢
0 0 c 00 ¢
a2a/€/ a/2/yln/
G = 0 b B .10 b ¢

"

0 0 ¢ 0 0 ¢

Onde a entrada a;; € comum a todas as matrizes do par, para quaisquer ¢, ¥ € R(C).

Agora, se tivéssemos um poset nao-linear como no diagrama abaixo,

’

3

(13)
1—2—3
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Com flechas f, g € R(C) dadas por

e seguindo um raciocinio analogo, teriamos os segunites pares de matrizes:

a o ¢

Q

a
f=110 0o pl. |0 b ~
00 ¢ 00 e

a o € a o 7
g _ O b/ 6/ 7 0 b/ ’y, ’
0 0 ¢ 0 0 ¢
@11 Q2| | .
onde o bloco é comum a todas as matrizes de cada par.
0 ax

Portanto, levantamos a hipotese de que existe um isomorfismo entre R(C) e

aipr a2
P . A yAN . .
esta algebra de matrizes A2 C M, 5 X Mj, , com os blocos identificados :

X
0 a9292

dado através da seguinte aplicac¢do, onde ¢ € R(C) percorre ambas as cadeias de C:
IT: R(C) — A®

() = ([a(f (ry )iy jes [0CF (s, 56D )i a) 5

com (i,,j,) denotando as flechas da cadeia [1,3] e (is,js) denotando as flechas da

cadeia [1,3'], e com a(f(i,5)) = f(i,j) sei < j e a(f(i,j)) =0sei> j.

Demonstragao. Pelo que foi visto no exemplo dos posets lineares, a aplicagao I1.(f) =
la(f(ir, 3r)))iy.j. € um isomorfismo entre o subanel de R(C) constituido pelas funcoes
R(C) restritas a cadeia [1,3] e a algebra de matrizes triangulares superiores 3 x 3

com entradas em R. O mesmo vale para II;(f) = [a(f(is, Js))]is s
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Como as cadeias consideradas nao possuem termos em comum a partir do
elemento 2, temos que a aplicacdo I1(f) = (IL,(f),IL,(f)) estda bem definida, e por
I, : R{[ia, ja]) = ME(R), I, : R{[iy, jy)) — M£(R) serem isomorfismos, segue que
Im(IT) = AD € ML, x ML, |

Na secao seguinte sera provado um teorema que interligaré os casos dos posets

lineares e nao-lineares.

3.4 O Anel de Grothendieck de Arvores finitas

Podemos generalizar o resultado obtido acima ao observar o caso dos posets

nao-lineares através da nocao de Arvores Finitas.

Definicao 3.4.1. Uma drvore A, no escopo deste estudo, é definida como um poset
nao-linear que possui um unico elemento minimal a, chamado de raiz, e possui n
elementos mazimais, tal que para cada maximal b, existe uma tunica cadeia em A

que sai de a termina em b

Exemplo 3.4.2. O diagrama abaizo ilustra uma drvore finita com raiz m e elemen-

tos maximais My, Mo, ..., M7:
M, M, M, My M; Mg M
NN VN
{_—"
\\m

Observe que hd so uma cadeia entre m e M;, para cada @ = 1,...,7, sendo

elas [m, M|, [m, My], [m, Ms], [m, My, [m, Ms|, [m, M| e [m, M;].

Provaremos o seguinte teorema para uma arvore finita genérica.

Teorema 3.4.3. Consideremos R um anel comutativo. Se A € uma drvore finita
com raiz “1” e {ny,na, ..., ngs} elementos mazimais, entao R(A) € isomorfo a uma
subdlgebra de [[;_; Mp,xn,(R), onde My, «n,(R) € a dlgebra de matrizes n; X n; com

entradas em R, para cada 1 =1,2,...,s.
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Demonstra¢ao. Vejamos inicialmente que para cada cadeia [1;,m,] a seguinte apli-

cagao ¢ um homomorfismo entre R{A) e M,,,sxm, (R):

Pt R<A> - Mmtth (R)

a’ltlt a1t2t o a“]-tmt
2,1,

Definindo gOt(f) = | az,1, 43,2,

_a’mtlt Ams2e 70 Gmgmy )]
onde a;; = f(i,7) para i,j € Obj([1¢,my]) com ¢ < j e a; ; = 0 caso contrario.

Além disso, para f,g € R{[1;,m]) e a € R:

_f+9(1t71t) f+g<1t7mt>_
0 .
ei(f +9) = 0 0
00 fagimam)
_f(ltalt) f(ltamt>_ _g(lnlt) g<1tamt)_
0 : 0 :
= 0 0 + 0 0
|0 0 .- f(mt,mt)_ 0 0 .- g(mt,mt)_

= pi(f) + e(9)-
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ii)

af<1t> 1t)

0

pilaf) = 0

i 0

f(1t7 1t)
0
=« 0 0
0 0
iii)

(s, 1)

0

oi(fxg) = 0

0

Como [1;,m¢] € um poset linear, temos que f * g(i,j) = Zigkgj fli k) -g(k,j),

e portanto temos que

_f *g(1;, 1)

_thgkgt f(ia k) ) g(kaj)

0 -+ fxg(mey,my)

af(ltv mt) |

frg(lem) |

f * g(mt> mt)

thgkgmt f k) - g(k, j)

Zngkgmt fG k) - g(k,j)



-f(ltalt) f(ltamt)- -9(1t,1t> 9(1t,mt)-
0 : 0 :
= 0 0 0 0
I 0 0o --- f(mt,mt)_ I 0 0 --- g(mt,mt)_

= o:i(f) - ¢i(9)-
Consideremos agora o seguinte morfismo abrangendo todas as cadeias de A:
i=1

dado por

Vejamos que ¢ é um homomorfismo de dlgebras. Temos, para f,g € R({A) e

a € R:

w(f) +¢(9)

i) plaf) = (plaf), ..., ps(af)) = alei(f), ., ps(f)) = ap(f).

iii) Antes de avaliarmos ¢ na convolugao f x g, vale ressaltar que por termos que
[11,n4],...,[ls,ns sdo cadeias, teremos que f*g(i, j) podera ser reescrita como
Contudo, observando-se que agora analisamos todas as cadeias simultanea-
mente, poderia ocorrer de termos mais de um possivel resultado para |, . i (1,k)-
g(k,j). Porém, como arvores finitas nao possuem ciclos, podemos garantir que
nao havera interferéncia de termos de outras cadeias ao computarmos tal soma

sobre uma cadeia fixa t.

Isto é o que nos permite reescrever cada s-upla (¢1(f * g),...,vs(f * g)) como

(Zilgklgﬁ fli, k1)-g(ky, d1), -, Zz’sgksgg‘s flis, ks)-g(ks, Js)), sem correr o risco

de perda de informagoes ao passar de R(A) para a algebra de matrizes.
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Isto nos garante que

(@1(f*g),'-~,g05 f*g Z fllakl kla]l Z sta s sa]s))

i1<k1<j1 zs<l~c <Js
= (p1(N)e1(g), -, 0s(fps(9))

para todas as fungoes f, g, e assim conclui-se que ¢(f *x g) = ©(f) - ©(g).

Por fim, temos que ¢ é injetora, pois

= wi(f) =wilg), i=1,..,s.

Como agora observamos todas as cadeias de A de maneira simultanea, segue que

©i(f(x)) = pi(g(x)) para todo objeto = de A, e assim f = g, e portanto ¢ é injetora.

Restringindo o contradominio de ¢ ao conjunto de s-uplas de matrizes trian-
gulares superiores, temos que ¢ torna-se bijetora e portanto descreve um isomorfismo

entre R(A) e uma subélgebra de [[_, M, xn, (R), como queriamos. |
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho foram estudados temas referentes a categorias, mo-
dulos, Grupos de Grothendieck e Anéis de Grothendieck, com o objetivo de esclare-
cer, ao menos parcialmente, se existem R-algebras A sobre um anel comutativo R
que podem ser descritas como algebras de convolugao de uma categoria finita C, ou

seja, com o objetivo de determinar sob quais condigoes teriamos A = R(C).

Vimos exemplos envolvendo grupoéides, posets lineares e nao-lineares, e arvo-
res finitas, estas vistas como uma forma de generalizacao dos posets nao lineares.
Concluimos que devido a estrutura definida pela convolugao de fungoes em R(C),
os anéis de Grothendieck de grupoéides do par sao isomorfos a algebras de matrizes,
os anéis de posets sao isomorfos a algebras de matrizes triangulares superiores, e os

anéis de arvores sao isomorfos a uma “juncao” de algebras de matrizes triangulares.

Contudo, nada podemos dizer ainda sobre os Anéis de Grothendieck para
categorias mais genéricas, sendo que a generalizagao das classificacoes apresentadas
neste trabalho se mostrou como o maior obstéculo encontrado durante o estudo. As
dificuldades em expandir nossa classificagao residem principalmente no fato de que
nao foi possivel determinar a existéncia de um funtor 7 : pAlg — CAT, tal que

R(7(A)) = A.

A respeito de trabalhos futuros, ainda ha a necessidade de aprofundar os
estudos sobre a funtorialidade de R(C) em CAT, de forma a encontrar possiveis

hipoteses minimas que garantam uma forma de relacionar a categoria de algebras

o8



sobre um anel comutativo com a categoria de categorias. Outra possivel continuagao
para o que foi aqui exposto é a busca por mais exemplos de Anéis de Grothendieck
com o objetivo de se obter uma possivel classificagdo das élgebras R(C) em termos

do grupo Ky(R).
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