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RESUMO

O trabalho relune definicoes e resultados basicos da teoria de Grupos de Lie, entre eles
o Teorema do Subgrupo Fechado e os 3 Teoremas de Lie. Mostra-se que € possivel
definir um funtor entre a categoria dos Grupos de Lie e a das Algebras de Lie de
dimensao finita, que, quando restrito a subcategoria de grupos simplesmente conexos,
é fiel. Também se classificam os Grupos de Lie abelianos e conexos, e sao estudadas
algumas propriedades de Grupos e Algebras compactas. Por fim, retinem-se exemplos
dos principais grupos de Lie.

Palavras-chaves: Grupos de Lie. Algebras de Lie. Teoremas de Lie



ABSTRACT

The paper compiles basic results and definitions from the thoery of Lie Groups, among
them the Closed Subgroup Theorem and the Lie’s 3 Theorems. It is shown that its
possible to define the a functor between the category of Lie Groups e the category of
Lie Algebras of finite dimension and, when this functor is restricted to simply connected
Groups, this is a faithful functor. The abelian connected subgroups are classified and
some properities of compact Lie Groups and Algebras are also exibihited.

Key-words: Lie Groups. Lie Algebras. Lie Theorems.
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1 INTRODUGAO

O estudo dos grupos de Lie comecou no fim do século 19 por Sophus Lie, com
objetivo de usar grupos para estudar simetrias em equacdes diferenciais e problemas
em geometria, motivado por Galois que usou grupos de simetria para estudo de
equagdes polinomiais. Na época, as nogdes geométricas globais de variedade ou
mesmo de espaco topoldgico ndo haviam sido ainda definidas, de modo que Lie
estudou o que hoje sao conhecidos como grupos de Lie locais. Recentemente, varios
avangos vém sendo feitos na teoria de Grupoides de Lie, dentre elas, uma generalizacao
do conceito de Grupos de Lie para Grupoides. Entretanto Grupos de Lie continuam a
representar um papel importante na geometria moderna, principalmente através da
acao desses em outras variedades e na teoria de grupos de simetria na fisica moderna,
como na fisica quantica e relativistica.

Grupos de Lie sado grupos nos quais define-se uma estrutura de variedade
diferenciavel (espacos topoldgicos localmente Euclidianos, Hausdorff e 2 enumeravel,
munido de um atlas maximal de cartas tais que as mudancgas de coordenadas sao
suaves) na qual o produto é suave. J& Algebras de Lie sdo espacos vetoriais munidos
de um operador, dito colchete de Lie, que satisifaz certas condigbes, como antisimetria,
bilinearidade e a identidade de Jacobi. Esses dois objetos estdo intimamente inter-
ligados através de um funtor chamado de funtor de Lie, que associa a cada Grupo,
uma Algebra de Lie e a cada homomorfismo (local) de grupos de Lie um morfismo de
algebras de Lie. A pergunta natural € como as propriedades de um implicam na do
outro. O presente trabalho tem como objetivo resolver esse questionamento, apresen-
tando alguns resultados do ponto de vista do autor. A principal referéncia foi a obra de
(MARTIN, 2016), na qual constam a maioria dos resultados.

Tendo em vista esse objetivo o trabalho foi dividido da forma a seguir:

O Capitulo 2 visa a demonstracao dos trés Teoremas de Lie. Na primeira secao,
sao estabelecidas as principais definigdes e resultados basicos da teoria de Grupos de
Lie. Prova-se que todo campo invariante € completo, o que permite definir a aplicacao
exponencial da Algebra de Lie de um Grupo neste. Além disso, mostra-se que esta
aplicagdo é difeomorfismo numa vizinhanga da identidade do Grupo. E apresentada
também a existéncia de uma medida invariante por translagbées, chamada medida de
Haar. Ja na segunda secao deste capitulo, prova-se que todo subgrupo fechado de um
Grupo de Lie é Subgrupo de Lie, e que para cada subalgebra da Algebra de Lie de um
Grupo, existe subgrupo conexo que a integra. Também é provado que o recobrimento
universal de um Grupo de Lie é também Grupo de Lie. Ao fim do capitulo, prova-se
os trés Teoremas de Lie, que estabelecem que toda Algebra de Lie de de dimenséo
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finita é isomorfa & Algebra de Lie de algum Grupo de Lie simplesmente conexo e, que
homomorfismos (locais) entre Grupos de Lie simplesmente conexos estdo em bijecao
com homomorfismos entre suas Algebras.

Ao longo deste capitulo, alguns resultados classicos sdo necessarios, como o
Teorema de Frobenius, o Teorema da Funcédo Implicita, o Teorema de Funcéo Inversa,
Teorema Espectral, Decomposicao de Schir e a existéncia e propriedades do reco-
brimento universal. Esses resultados podem ser encontrados em (LEE, 2000), (LEE,
2013), (LIMA, 2014).

O capitulo 3 capitulo almeja aplicar e a aprofundar alguns resultados do se-
gundo capitulo. Na primeira se¢éo, classificam-se os Grupos de Lie abelianos e conexos
e na segunda prova-se o Teorema de Weyl, que diz que o Grupo de Lie simplesmente
conexo que integra uma algebra de Lie compacta € compacto e a sobrejetividade da
exponencial para Grupos compactos. Ao fim, ainda apresentam-se alguns exemplos
classicos de Grupos de Lie e calculam-se suas Algebras de Lie.
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2 PRINCIPAIS RESULTADOS SOBRE GRUPOS DE LIE

Veremos que as categorias dos Grupos de Lie e a das Algebras de Lie estio
interligadas pelo funtor de Lie, nos trés principais teoremas sobre Grupos de Lie.

2.1 GRUPOS DE LIE, EXPONENCIAL E ADJUNTA

Nesta secdo, apresentam-se as principais definicdes que serdo usadas ao
longo do trabalho. Além disso, alguns resultados basicos para a elaboracao destas sao
demonstrados.

Definicao 2.1.1 (Grupo Topoldgico e Grupo de Lie). Um grupo topolégico é uma
variedade topoldgica M munida de operagées p : M x M — M e i : M — M que
sdo continuas, considerando a topologia produto em M x M, tal que o par (M,p) é
grupo e i(g) = g%, Vg € M. Um grupo topoldgico (G,p,:) é dito Grupo de Lie se
G for variedade diferenciavel (C*~) e a operagao produto p for diferenciavel (C>),
considerando a estrutura de diferenciavel de variedade produto em G x G. Exceto
quando explicitado, denotaremos o0 elemento neutro do grupo por 1.

Observagdo 2.1.1. Se (G, p,i) é Grupo de Lie, é usual denota-lo apenas por G e 0
produto p(g,h) = gh. Além disso vale mencionar que é possivel trabalhar e obter
resultados analogos definindo Grupos de Lie como variedades C*, para k > 2.

Observagéo 2.1.2. Todo exemplo comum de grupo topologico € também grupo de
Lie. Isso motivou o quinto problema de Hilbert, que de certa forma questiona se todo
grupo topoldgico com certas propriedades também € de Lie. Devido o debate quanto a
interpretagcdo da pergunta, alguns afirmam que esta foi provada afirmativa por Andrew
M. Gleason em 1953, mas para outros ainda é um problema aberto.

Definicao 2.1.2 (Multiplicacédo a Direita e a Esquerda). Se (G, p,:) é grupo de Lie,
para cada g € G, denote £, : G — G e D, : G — G as restrigées p|igs1xc € plax{g}-
Claramente estas s&o diferenciaveis. Mais ainda: suas inversas séo £,-: € D,-1, res-
pectivamente, logo sédo difeomorfismos.

Exemplo 2.1.1 (Grupo de Matrizes). O exemplo classico de grupo de Lie € o grupo de
matrizes GL(n,R), com a opera¢ao sendo o produto de matrizes.

Observagédo 2.1.3. Considerado um Grupo de Lie G, note que os difeomorfismos £, e
D, levam componentes conexas em componentes conexas de G. Pelas propriedades
de grupo, segue que todas essas sao difeomorfas a componente conexa da identi-
dade, denotada por G,. Por ser subgrupo e subvariedade aberta, € facil ver que &
subvariedade mergulhada, de modo que é Grupo de Lie também.
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Proposicao 2.1.1. Num grupo de Lie GG, temos que o operador invers&o i é diferenciavel
e:
(di)g = —(dEg-1)1 0 (dDy-1),.

Demonstrag&o. Dado (g,h) € G x G, como

Dop(gny = (dEg)n

e como E, é difeomorfismo,(dE,);, € sobrejetor. Logo, pelo Teorema da Fungéo Implicita
(LEE, 2013), para ¢ € G fixo, a equagao p(g, h) = ¢ tem Unica solugéo diferenciavel local
h = ¢.(g), isto é, p(g,¢.(g)) = ¢ (Note que esta sempre existe pois, para qualquer g,
p(g,9 'c) = ¢). Tomando ¢ = 1, segue que ¢, = i. Assim, ainda do Teorema da Fungao
Implicita, segue que i € diferenciavel e sua derivada dada por:

(di)g = (_8219)(_;971) ° (O1p)(g.9-1)
= (_d(Eg>g*1)_1(dDg*1)g
= —(dEgﬂ)l o) (dng)g.

O

Definicao 2.1.3 (Invariantes). Sejam G grupo de Lie, X : G — TG um campo de
vetores, isto €, para cada g € G, X(g) € T,G. Dizemos que o campo de vetores X
é invariante & esquerda (resp. direita) se (dE,)X = X (resp. (dD,)X = X), isto &,
(dE,)n(X(h)) = X(gh), Vg,h € G. (resp. (dE,)(X (h)) = X (hg)), Vg, h € G. De mesmo
modo, dizemos que uma forma w € /\k TG é invariante a esquerda (resp. direita) se
(dEy)*w = w, isto &, (dE,-1)*w(h) = w(gh) (resp. (dDy-1)*(w(h)) = w(hyg)).

Observacgéo 2.1.4. Note que um tal campo (ou forma) esta completamente determinado
pelo seu valor no elemento neutro 1 € G, pois, dado g € G, X(g) = (dE,;)1(X (1)) ou
entao w(g) = (dE,-1);w(1). (O mesmo vale de modo analogo para campos a direita).

Definicao 2.1.4 (Campo invariante). Seja G grupo de Lie, X € T,G vetor tangente.
Definimos os campos invariantes a esquerda e a direita gerados por X como: X¢(g) =
(dE,)1(X), X%(g) = (dD,),(X). E imediato da definicio que esses s&o campos invari-
antes e que qualquer campo invariante em G é dessa forma. Além disso, fixamos a
notagdo: X¢ e X¢ para os respectivos fluxos destes campos.

Definicao 2.1.5 (Homomorfismos locais). Sejam G e H grupos de Lie, U c G,V C H
vizinhangas das respectivas identidades. Uma aplicagéo diferenciavel ¢ : U — V C H
é dito homomorfismo local (de grupos de Lie) se, Vg, h € U tais que gh € U, temos
que ¢(gh) = ¢(g)¢(h). Se, além disso, ¢ : U — V for difeomorfismo, entdo ¢ é dito
isomorfismo local (de grupos de Lie). Quando U = G, omitimos o termo /local.
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Proposicao 2.1.2. Sejam G um grupo de Lie e X um campo invariante em G. Entdo
X é completo, isto €, seu fluxo esta definido para todo t € R.

Demonstragdo. Suponha que X é invariante a esquerda e seja X;(g) o fluxo de X
em g € G. Fixado ¢ € G, seja (a,b) dominio da curva maximal dada por () = X:(g).
Suponha, por absurdo, que esta ndo é completa, isto é, a« > —oco ou b < co. Se b < oo,
tome ¢ > 0 tal que (—¢,¢) C (a,b), e escolha s € (b —¢,b) C (a,b). Defina a seguinte
curva:

o(t) =

Xi(g), t € (a,b)
Xs(9)Xi—s(1), t € (s —€,5+¢€)

Vejamos que 0 estd bem definida. De fato, como X € invariante a esquerda, seu fluxo
também o &, isto é: E, 0 X;(h) = X;0 Ey(h) = X;(gh). Logo, parat € (a,b)N(s—e€,s+¢€):

Xo(9)Xi—s(1) = Ex,(g)(Xi—s(1)) = Xi—s(Ex, (1))
- Xt—s(Xs(g)) = Xt(g)

Logo as definigdes coincidem na intersegéo. Agora, € claro que ¢ é curva integral de X
m (a,b). Japarat, € (s —e,s+¢€)

d

0'(to) = 7

Ex.(9) (Xt—8(1>)

t=to

d

- <dEXS(g))EXS(g) % Xt78<1)

t=to

= (dEXS(g))EXs(g)X(XtO*S(]‘))
— X(X.(0)Xi(1)) = X(O(t).

Logo 6 é curva integral de X definida num intervalo (a, s+¢), onde s+e > b, contrariando
a maximalidade de ~. Logo b = oo. A demonstracao de a = —oco € analoga.

]

Definicdo 2.1.6 (Algebra de Lie de um Grupo de Lie). Seja G grupo de Lie. A este
associamos uma algebra de Lie, Lie(G), como a algebra de Lie dada pelo espago
vetorial de campos invariantes a esquerda de G, com o colchete dado por pelo colchete
de Lie de campos de vetores. Note que, como este espaco estd em bijecdo com 731G,
podemos definir Lie(G) = T1G, com [X,Y] = [X*¢,Y¢](1). E também usual denotar
Lie(G) = g. Alternativamente pode se usar os campos invariantes a direita e obter
caracterizagdo semelhante, tomando cuidado com o fato de [X°¢, Y¢|(1) = —[X?, Y9](1)
(MARTIN, 2016, Proposi¢ao 5.5).

Exemplo 2.1.2. Considere o grupo de Lie GL(n,R) da matrizes n x n reais invertiveis.
Como este é aberto de M, (R), temos que T'GL(n,R) = M,(R). Dado X € M,(R),
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0 campo invariante a esquerda (e direita) gerado por X € da forma: X¢(A) = AX
(respectivamente X%(A) = X A). Seus fluxos sdo dados por X¢(A) = Ae'* (respec-
tivamente XZ(A) = ¢ X). Dai segue que [X¢ Y¢|(1) = XY — Y X (respectivamente
(X4 Y9 =YX — XY), onde ¢ é a matriz exponencial da matriz tX, dada pela forma
usual

A - 1 n

e’ = —A".

n!
n=0

Dado um homomorfismo local de grupos de Lie ¢, é possivel associar natural-
mente um homomorfismo de algebras de Lie, entre suas respectivas algebras, (d¢);.
Assim é possivel estabelecer um funtor Lie entre a categorias de Grupos de Lie com a
categoria de algebras de Lie.

Observacao 2.1.5. Além disso, dado um grupo de Lie G com algebra de Lie g, como
Gy C G é aberto, segue que T1Gy = TG e logo Lie(Gy) = Lie(G) = g. Segue que, se
g é algebra de Lie de algum grupo de Lie, entdao existe grupo de Lie conexo com tal
algebra.

Defini¢ao 2.1.7 (Mapa Exponencial). Defina a aplicagao exp : ¢ — GG chamada mapa
exponencial por exp(X) = X7 (1), que estd bem definida pela Proposicao 2.1.2.
Uma vez que, para quaisquer s,t € Re X € g, (sX)f = X¢, segue que (X)(1) =
exp(tX). Isto define um homomorfismo R — G dado por ¢t — exp(tX), uma vez que
exp((t+5)X) = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX).(Vide demonstracdo da proposicao
abaixo). Também é comum denotar exp(X) por e*.

Observacao 2.1.6. Note que, por continuidade, a imagem do mapa exponencial esta
sempre contida na componente conexa da identidade de um grupo de Lie.

O mapa exponencial é ferramenta essencial da teoria de grupos de Lie, defi-
nindo uma relagao entre um grupo de Lie e sua algebra de Lie. Algumas propriedades
importantes deste mapa sao apresentadas na proposi¢ao a seguir, que serdo usadas
nas demonstracdes ao longo de todo trabalho.

Proposicao 2.1.3 (Propriedades da Exponencial). Sejam G grupo de Lie, g sua algebra
de Lie e exp : ¢ — G a aplicacdo exponencial. Dado X € g, valem:

1. Xf = Dexpex) € X{ = Eexpex), iSto 6: X7 (g) = ge™* e X (g) = e'Xg;
2. exp0=1;
3. Sen € Z, entdo exp(X)" = exp(nX). Em particular, (e*)™! = e=X;

4. (dexp)y = Id;
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5. Existem vizinhangas U C gde(O0 eV C G del tais que exply : U — V é
difeomorfismo.

Demonstracdo. Seja X¢ € g campo invariante a esquerda e g € GG. Considere a curva
a(t) = get*. Entdo a(0) = g e o/(s) = (dEy)exp(sx) X “(exp(sX)). Como X é invariante,
temos que o/(s) = X¢(ge**) = X¢(a(s)), isto &, a é curva integral do fluxo de X© com
origem em ¢, 0 que prova a primeira identidade do item 1 e a segunda é provada de
modo anélogo. O item 2 é evidente. Note que pelo item 1, tomando g = X¢, obtemos

eMet = X7 (1)X:(1) = X7(X:(1) = X7, (1) = e (X),
em particular, o item 3. é valido. Finalmente, note que, da definicdo de fluxo, obtemos

d ex Xe(1) = X°(1) = X.

(dexp)o(X) = dt t=0° EL:O t

]

O mapa exponencial nos permite relacionar um homomorfismo local com seu
homomorfismo induzido, através da seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.4. Seja ¢ : G — H homomorfismo local de grupos de Lie. Entdo, o
seguinte diagrama comuta:

d
. (do) 6
eXpJ( Jexp
GL H

Demonstragdo. Dado X € g, defina: o(t) = ¢(exp(tX)). Entéo

% t:sa(t) = % tzogzﬁ(exp((t +5)X))
=7 t:0¢(exp(tX) exp(sX)) = % tzoqb(exp(tX))gzﬁ(exp(sX))

= (dDp(exp(sx)))1(dP)1(X)

Segue que o € curva integral do campo ((d¢);(X))¢, com ¢(0) = 1. Mas entao pela
Proposicao 2.1.3, e pela unicidade das curvas integrais, temos que esta deve coincidir
com exp(t(do)1(X)) e o resultado segue.

]

Exemplo 2.1.3. Seja G = GL(n,R), H = R* = R\{0}. Entdo ¢ = det : G — H é
homomorfismo de grupos de Lie. Prova-se ainda que (d¢); = tr, donde, det(eX) = ' ¥X.
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Definicao 2.1.8 (Representacao Adjunta de um Grupo de Lie). Seja G grupo de Lie.
Dado g € G, considere o mapa C,(z) = gzg~*. Como C,(1) = 1, segue que (dC,), é
mapa linear de g em g. Defina, pois, a representacdo adjunta de G como o mapa:

Ad: G — GL(g)
g+ Ad(g) = (dCy)
= (dEg)g-1 © (dDg-1)1
= (dDy-1)g 0 (dEgh

Como C, o C), = Cy,, Ad € homomorfismo de G em G'L(g) (uma representagéo).

Observacgéo 2.1.7. Segue da Proposicao 2.1.4 que

gexp(X)g~' = exp(Ad(g)X)
para todo g € G.

Definicdo 2.1.9 (Representacdo Adjunta de uma Algebra de Lie). Seja g uma algebra
de Lie. Definimos sua representacao adjunta por:

ad : g — Der(g)
X —ad(X)

Onde ad (X)(Y) = [X,Y] e Der(g) é a Algebra de Lie das derivacdes de g (MARTIN,
2010). Note que ad é homomorfismo de algebras de Lie, com o colchete em Der(g)
dado pelo comutador. Em particular, € uma representacao de g

Estas duas representacdes tem papel fundamental na teoria de Grupos e
Algebras de Lie. A seguinte proposicao relaciona a adjunta de um grupo com a adjunta
de sua algebra associada.

Proposicao 2.1.5 (Relacao entre as Adjuntas). Seja G grupo de Lie, com algebra de
Lie g. Entao, para qualquer X € g vale:

Ad(exp X) = exp(ad (X)),

isto é, o sequinte diagrama comuta:

ad
—

g g
exp J J exp
Ad
G G

Rttt
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Demonstragédo. Basta mostrar que (dAd), = ad. De fato, dado Y € g note que, para
teR:

Ad(e™)(Y) = (dDg-ix ) gx (dBux )Y
= (dDe—tX )etX Ye<€tX>

Usando que o fluxo de X*° € dado por X7 = D..x, segue que:

% . Ad(e")(Y) = (dAd)(X)(Y)
_ % | AX )0 Y (XE(D)

= [X% V(1) = [X, Y] = ad (X)(Y)

Onde usamos de segunda para a terceira linha a definicdo de colchete de Lie. Dai que
(dAd)1(X) = ad (X) e o resultado segue da Proposicao 2.1.4.

]

Uma interessante consequéncia de relacdo entre as adjuntas, é que estas
permitem relacionar a comutatividade de G e g como mostra a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.1.6. Seja G grupo de Lie conexo com algebra de Lie g. Entdo G é
abeliano se e so se g € abeliana, isto é, [X,Y] =0, VX,Y € g.

Demonstracdo. Suponha G abeliano. Entdo, dado X € g, entdo
exp(tX) = gexp(tX)g~' = exp(tAd(g)X)

paratodo g€ GetcR.Logo, 4| _ exp(tX)= 4| _ exp(tdd(g)X) — Ad(g)X = X.
Segue que Ad(g) = Id, paratodo g € G. Em particular, I|d = Ad(exp(tY)) = exp(tad (Y)).
Entdo

exp(tad (Y)) = ad (Y),

t=0

elogo [X,Y]=0,VX,Y €g.
Reciprocamente, suponha g abeliana. Assim,

Ad(exp(tY)) = exp(tad (Y)) = exp(0) = Id
se Y € g. Dai que
e¥ete™ =exp(Ad(eV)X) = e¥,

isto é, e¥eX = eXe¥, para todo X,Y € g. Logo produtos de exponenciais comutam
em G. Como G é conexo, todo elemento é produto de exponenciais (MARTIN, 2016,
capitulo 5, pag. 108), donde segue.

]
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Recorrendo a teoria de integragcdo em variedades, é possivel definir uma
medida num grupo de Lie que é invariante por translacées, isto &, u(U) = u(gU),Vg € G
e U C G mensuravel.

Definicao 2.1.10 (Medida de Haar). Seja G grupo de Lie, v uma n-forma de volume
nao nula em g = 7.G. Entdo fica definida uma n-forma de volume a esquerda por:

vy = (dE, )" € N'TIG.

Essa forma define uma medida invariante a esquerda u, em G dita medida de Haar de
G, onde:

) = [ vi@)

Note que, se f : G — R é integravel, entao:

/G F(@)dp () = /G f@pw(z) = /G f(gz)p(a) = / f(g)dps ()
para todo g € G.

Exemplo 2.1.4. No grupo aditivo R, tomando a forma de volume dx canénica, obtemos
que a medida de Haar coincide com a medida de Lesbegue. Note que esta de fato

satisfaz:
/f(x)dx :/f(:)s+h)dx
R R
para todo h € R.

Do mesmo modo, se considerarmos o grupo multiplicativo R*, tomando a forma de

volume v(z) = 1|d:c, temos que esta define medida de Haar em R*.

Jo]

2.2 SUBGRUPOS, SUBALGEBRAS E RECOBRIMENTOS

Nesta sec¢ao, reunimos alguns resultados importantes sobre grupos de Lie e
grupos topoldgicos, que serdo usados nas demonstragcdes dos teoremas de Lie.

Dada uma variedade diferenciavel M, sempre existe variedade diferenciavel
simplesmente conexa que recobre M. Esta é dita recobrimento universal de M, e a
demonstragéo de sua existéncia pode ser encontrada em (LEE, 2000) e (LEE, 2013).
No caso de um grupo de Lie, ndo sé essa existe como também admite estrutura de
grupo de Lie. Esse resultado é consequéncia da seguinte Proposicao:

Proposicao 2.2.1. Seja G grupo de Lie conexo, = : G — G o recobrimento universal
de G e escolha1 € n~'(1). Entdo existe tnico produto j : G x G — G que torna G em
grupo de Lie, de tal forma que 1 é elemento neutro e = é homomorfismo.
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Demonstracdo. Considere ¢ : G x G — G dada por: q(z,y) = p(r(z),n(y)). Como
G x G é simplesmente conexo, existe Gnico levantamento de ¢ a p diferenciavel tal que
p(1,1) =1 en'(q(1,1)). Note que (G, p) satisfaz os 3 axiomas de grupo:

1. Como p| 4, € levantamento de ¢1,, € esta coincide com a projecéo = : G—G
e ,além disso, ji(1, 1) = 1 por definicéo, segue que j3,, = Id, pela unicidade do
levantamento. Analogamente, mostra-se que p|a, (i, = ld.

2. Ainversdo em G, i é dada pelo Unico levantamento de j : G — G, j(z) = i(n(x))
tal que :(1) = 1. De fato, note que a aplicagéo: = — p(z,i(z)) é levantamento da
aplicagéo constante = — q(z,i(x)) = p(n(x),i(n(x)) = 1. Como x ~ 1 é também
um levantamento que coincide em 1, segue que j(z,i(x)) = 1, V2. Analogamente,
mostra-se que p(i(z),z) = 1, Vx € G.

3. A comutatividade segue do fato de que as aplicagdes G x G x G — G dadas
por: (z,y,z) — p(z,p(y,2)) e p(p(z,y), 2) sdo, respectivamente, levantamentos
das aplicacdes dadas por q(z, p(y, 2)) e q(p(z, y), z). Mas, pela definicdo:

Logo, ambas sdo levantamentos da mesma fungédo e coincidem em (1,1,1),
portanto sdo idénticas.

Finalmente, por definicao:

m(p(z,y)) = q(z,y) = p(r(z), 7 (y)),

logo, = € homomorfismo. Reciprocamente, pela férmula acima segue que qualquer
produto em G deve ser levantamento de ¢, donde a unicidade do produto segue da
unicidade dos levantamentos.

O

E facil ver que se H C G é grupo de Lie, sua algebra de Lie b deve ser isomorfa
a uma subalgebra de g, pois temos a identificacdo natural 7: H C T:G. Veremos que
a reciproca também vale, isto é: dado uma subalgebra h C g, existe (Unico) subgrupo
conexo de GG com tal subalgebra. Antes de provar esse resultado, apresentamos 0s
seguintes lemas:

Lema 2.2.1 (Subalgebras séo invariantes pela acao adjunta). Sejam G um grupo de
Lie, h C g subdlgebra de Lie, X,Y € b. Entdo Ad(e¥)X € b.
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Demonstragéo. De fato, note que, como ad (Y') € gl(g), sua exponencial é dada pela
série usual

Ad(e¥)X = exp(ad (Y <Z Ead ) X e,

pois todo subespacgo de dimenséo finita é fechado e ad (Y)X = [V, X] € b.

]

Lema 2.2.2. [Distribuicdo de uma subalgebra é invariante] Sejam G um grupo de
Lie, h C g subalgebra de Lie, X,Y € . Considere a distribuicdo em G dada por:
Ay(g) = (dE,)1b C T,G. SeY € b entdo, para todo = € G, (dD,v).(Ay(z)) = Ay(ze™™).

Demonstragéo. De fato, note que:

(dDg): (X (2)) = (dDg)x 0 (dE,)1(X) = (d(Dyg © E;))1(X)
= (dE%)g © (dDg)1(X)

= (dE4g)1 © (dEg-1)g 0 (dDg)1(X)

= (

dE;)1(Ad(g™")X) = (Ad(g~") X)*(zg)

Mas, se g = e ¥ e X € b, entdo (Ad(e™¥)X) € h e logo (Ad(e ) X)(xe¥) € Ay(zeY),
donde segue que (dD,v).(Ay(z)) C Ag(ze¥). Mas como (dD.v ), € isomorfismo, a
dimensao da imagem coincide com a do subespaco e logo vale a igualdade.

O

Lema 2.2.3. Seja G grupo de Lie com algebra de Lie g e h C g. Entdo a distribuicdo
Ay(g) = (dEy)1h € integravel.

Demonstragdo. Seja {X1, ..., X;} base de h. Note que Ay(g) = span{X5(g),..., X7 (9)},
de modo que A, é gerada por campos de vetores suaves e logo é subfibrado suave.
Mais ainda: como [ X7, X%](g) = (dE,):[Xs, X;] e b é subalgebra, segue que [X;, X;] € b
e logo [X7, X%](g) € Ay(g), logo A, € involutiva e portanto, pelo Teorema de Frobenius,
completamente integravel.

O

Proposicao 2.2.2. Seja G grupo de Lie com algebra g. Sejah C g subalgebra de Lie.
Entao existe unico subgrupo conexo H C G tal que Lie(H) = b.

Demonstracdo. Considere a distribuicdo Ay(g) = (dE,).h. Pela Proposigéo 2.2.3 esta
é integravel. Seja H C G a subvariedade integral conexa maximal que contém a
identidade. Primeiramente, provemos que H = {¢¥1...e¥*|s € N, Y; € h}. Alinclusdo D
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€ Obvia. Para a reciproca, defina a seguinte relacdo de equivaléncia em H: ponha que
g ~ h se existem Y1, ..., Y, tais que

Y1 Ys

g=he'. . .e

Afirmacao: as classes de equivaléncia de ~ sdo abertos de H.

Demonstragéo. De fato, dado h € H e {X1, ..., X\ } base de b, considere a aplica¢do:

p:RF 5 @

(t1, ... ty) — helt™1 | eln¥n

Note que suas derivadas parciais sao:

op .
%(tlv XXP tk) = (dDetz'+1Xi+1_._etan)a;(Xi (Zl>>

onde z; = hetX1 . eti-1Xi-1 Pelo Lema 2.2.2, segue que essas estdo em Ay (p(t)) e
logo Im(dp); C Ay(p(t)), ¥t € R*. Por outro lado,

0
i (1) = XE(0)

E, como {X;,...X;} é base de h, segue que (dp), € injetora. Segue que (dp); é injetora
numa vizinhanga de 0, U. Assim, a imagem H' = Im(p|y) € subvariedade imersa de
dimenséo k. Mas, note que esta é integral a A, pelas observacdes acima, e aberta.
Uma vez que h € H' e H' esta contida na classe de equivaléncia de h, por definicao,
segue que esta é aberta. [

Como as classes de equivaléncia particionam H, segue que essas sao abertas
e fechadas e logo, por conexidade coincidem com H e a inclusao reversa vale. Assim,
segue que H é subgrupo, e como é subvariedade integral, é subgrupo mergulhado e
logo de Lie, cuja algebra de Lie é b, por definicdo. Como todo grupo conexo é gerado
por exponenciais (MARTIN, 2016, capitulo 5, pag. 108) e a exponencial num subgrupo
é restricao da exponencial no grupo, segue que qualquer subgrupo conexo com algebra
de Lie h coincide com H, que prova a unicidade.

O]

Observagéo 2.2.1. Denotamos por (exp h) 0 Unico subgrupo conexo gerado por uma
subalgebra b.

Em seguida, dado um grupo de Lie G e um subgrupo H C G, é de se questionar
se H admite estrutura de Grupo de Lie de forma que seja subvariedade de G. O
Teorema do Subgrupo Fechado mostra que basta H ser subgrupo fechado para que
esse seja o caso.
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Demonstraremos o teorema em 3 partes. Primeiramente, vamos exibir subalgebra de
algebra de Lie que seréa a algebra de Lie do subgrupo. Para tanto precisamos de dois
lemas:

Lema 2.2.4 (Exponencial da soma). Dados X,Y € g, vale:

oo ) < i (o () (2

Demonstragdo. Seja U vizinhanga de 0 em g e W vizinhanga de 1 em G nas quais
exp € difeomorfismo. Sejam XY € g e considere a curva a(t) = e!*e'Y, com «(0) = 1.
Se t € suficientemente pequeno, entdo «a(t) € W e, logo, define curva §(t) C U por
exp B(t) = a(t). Uma vez que:

(dp)i(X,Y) = X +V

E que 4

= ‘t:O exp(tX) =X

) %‘t:o eXp(tX) = X, temos que:

d0)=X+Y

Como (dexp); = Id, segue que 5'(0) = «/(0) = X + Y. Segue, do Teorema de Taylor
que
B(t) =t(X +Y) +o(t),
o(t)

com lim,_,o == = 0. Assim eXp(tX) exp(tY) = exp(t(X + Y) + o(t)). Segue que, para
n € Niexp (£)exp (¥) = ( (X+Y)+0(L)) Como ° ), 0 para n — oo, segue
que (exp (£) exp (£))" = exp (X + ).

[

Lema 2.2.5 (Exponencial do colchete). Dados X,Y € g, vale:

exp(—[X,Y]) = lim <e%e%e_nxe%>n
n—oo

Demonstragdo. Dados X,Y € g, seja U vizinhanca de 0 em g e W vizinhanca de 1 em
G nas quais exp é difeomorfismo. Considere a curva:

a(t) — etXetYe—tXe—tY’

que satisfaz «(0) = 1. Se ¢ é suficientemente pequeno, a(t) esta em W e logo induz a
curva 3(t), exp B(t) = a(t). Denote por log : W — U a inversa local da exponencial e
seja X = (dlog)X o campo de vetores induzido em U por X. Entdo as imagens das
trajetérias de X por exp sdo trajetérias do fluxo de X. Da mesma maneira, defina Y.
Uma vez que o fluxo do campo invariante a direita X é dado por XZ(g) = exp(tX)g, a
curva ( é dada por

p(t) = X,0Y;0X ;0 )A/,t(l).
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Segue das definicdes que
B'(0) =0e 8"(0) = —2[X,Y](0),
mas [X, Y], = [X,Y](0). Logo, numa vizinhanca de 0 € R, por Taylor,
B(t) = —t*[X, Y] + o(t?)

. 2 . ’
com lim;_,o 252 = 0, isto é:

eV e X e — oxp(—2t2[X, Y] + o(t?))

Tomando ¢ = 1/n, e elevando ambos os lados por n?, o resultado segue.

Lema 2.2.6. Se H C G é subgrupo fechado de um grupo de Lie G, entao
h={X eg:exptX € H, Vt € R}

é subalgebra de Lie da algebra de Lie g de G.

Demonstragéo. Inicialmente, note que h # 0, pois 0 € h. Dados X,Y € K, como
{exptz :t € R} = {exptax : t € R} se a € R,a # 0, segue que aX € h,Va € R. Ainda,
como H é subgrupo fechado (e pelo Lema 2.2.4),

exp(t(X +Y)) = lim <exp (%X) exp (%Y))

O limite acima pertence a H para todo ¢t e logo X + Y € h. Finalmente, segue,
novamente, do fato de H ser subgrupo fechado e da identidade (Lema 2.2.5):

exp(—t[X,Y]) = lim (e%Xe%Ye%Xe%Y)

n—oo

o limite pertence a H, paratodo t e logo [X,Y] € b.

]

Em seguida, provamos os seguinte lemas que fornecer&do as cartas locais
adaptadas para definir estrutura diferenciavel no subgrupo.

Lema 2.2.7. Seja G grupo de Lie com algebra de Lie g e h, ¢ C g subespacgos tais que
h € subalgebra e h + ¢ = g. Entdo existem vizinhangas U C h,V CedeO0eW C G de 1l
tais que eVe" = W.

Demonstragdo. Considere a aplicagdo dada por ¢ : h x ¢ — G, ¢¥(X,Y) = eXe¥. Uma
vez que (dexp)y = Id, temos que (di), = Id x Id. Como g € soma dos subespagos,
esta é isomorfismo e logo existem vizinhancas U,V de 0 e W de 1 nas quais ¢ é
difeomorfismo, em particular, eVe" = W.

]
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Lema 2.2.8. Dado um subgrupo fechado H C G, sejah C g a subalgebra associada.
Seja se ¢ C g tal que g = b + ¢. Entdo existem vizinhancas de 0, U C h, V C ¢,
W =¢eVeV C @ tais que

HOW =év.

Demonstragdo. Por definigdo, (exph) C H, logo eV C H NTV. Além do mais:
HNW =eV(HneY)

pois, para
XeUYeV e ¢ H <= e =eXe¥e¥ € H.

Logo, queremos achar vizinhanga V tal que H Ne" = {1}. Suponha que nao exista tal
vizinhanga. Entdo existe sequéncia de {Y,,} C e com {Y,, # 0, Vn} talque y, = ¥ € H
elim, .. Y, =0 = lim,_ ..y, = 1. Tome vizinhancas compactas de 0, V" C V' C e
tais que V" + V" C V' (por exemplo, bolas centradas em 0 de raio 1/2J e 4, em relagéo
a qualquer norma). Para todo n suficientemente grande, temos que Y,, € V. Mas, por
compacidade, para cada tal n, existe N(n) > 1talque N(n)-Y, € V". Sejak, > 20
menor inteiro positivo tal que £,Y,, ¢ V”. Entdo (k, — 1) € V", donde:

kYo = (ky = )Y, + Y, € V' + V" C V/

Por compacidade, podemos supor que k,Y, — Y € V. Como k,Y,, ¢ V", segue que
Y & int(V") e dai que Y # 0. Tomando exponenciais, segue que

ehnin — (e¥m)fn = ykn c [ Wn

e logo yf» — y = ¥ # 1. Portanto, y € H, ja que H é fechado.

Afirmacao:lsso implica que e € H,Vt € R.

De fato, suponha que ¢t = p/q é racional, p,q € Z, ¢ > 0. Se a,, € quociente da divisao
de pk, por ¢, de modo que pk, = a,q + b,, 0 < b, < q, entéo:

b
Eknyn - tknYn - anYrL + _nYrL
q q

Fazendo n — oo, note que o lado esquerdo tende a tY, enquanto %Yn — 0, pois
% < 1, Vn. Segue que: lim a,,Y, = tY, dai:

. . a
eV = lim e™Y = lim (eY”) "e H
n—oo n—0o0

Logo ¥ € H, se t é racional. Pelo fato de que Q é denso em R, que exp é continua e
que H é fechado, segue que e?¥ € H,Vt € R. Entretanto isso contradiz a definicao de b,
ja que Y esta no subespaco complementar ede h e Y # 0.

]
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Finalmente, estamos prontos para provar o teorema do subgrupo fechado.

Teorema 2.2.1. Se H C G é subgrupo fechado de um grupo de Lie G entdo H é
Subvariedade mergulhada, de modo que é Grupo de Lie. Sua algebra de Lie é dada por

h={Y ecg:e¥ € H VteR}.

Demonstracdo. SejamU Cc hC g,V CeCgondeg=h+ee HNW = eV (que existe
pelo lema anterior). Seja

vV xU =W
(X,Y) —e*e’.
Entéo, para todo i € H, o conjunto Wh = eeVh é vizinhanca de h em G. Note que

esta satisfaz
HNWh=(HR*NW)h=(HNW)h=e"h.

Portanto, o difeomorfismo: {0 D)1 : Wh — V x U satisfaz: ¢po D1 (HNW)) = U x{0} e
logo o par (Wh, o D,-1) € carta local adaptada em torno de k. Como este foi arbitrario,
segue que H é subvariedade mergulhada e portanto subgrupo de Lie. Finalmente, pelo
lema anterior e pela definicao, é claro que h é sua algebra de Lie.

]

Dado um subgrupo H de um grupo de Lie GG, podemos considerar o conjunto
das classes laterais G/H e se questionar quando este possui estrutura natural de
variedade. A seguinte proposicao afirma que basta o subgrupo ser fechado.

Proposicao 2.2.3. Sejam G um grupo de Lie e H C G subgrupo fechado. Entao, existe
Unica estrutura diferenciavel em G /H, compativel com a topologia quociente, tal que:

1. dimG/H =dim G — dim H;
2. A projecdo candnica é submerséao;

3. Para cada g € G, a aplicagéo induzida g(xH) = (gx)H é difeomorfismo e
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4. Se H é subgrupo normal, entdo G/H é grupo de Lie com algebra de Lie isomorfa
ag/h.

Demonstracdo. Denote por g e h as respectivas algebras de Lie, e seja ¢ C g um
subespaco de g tal que g = ¢ @ h. Pelo Lema 2.2.8, existem V,U e W abertos com
0eVCe,0€UcCheleW CG taisque aaplicagdo v : V x U — W dada por:

YUY, X) = e

é difeomorfismo e o aberto W = ¢"¢eV satisfaz: W N H = ¢V, isto é, H Ne¥ = {1}.
Tomando vizinhancas menores suficientemente pequenas W,, U, V;, W, = e"1e%! po-
demos supor W2 c W, W, 'W, c W, com W, = eV1e"1. Nesse caso, a restrigdo de 1,
¥ continua difeomorfismo, assim que, defina:

UV:VxH-—=G
(Y,h) — e¥h,

que é funcao diferenciavel por ser composta de funcdes diferenciaveis. Sua diferencial
avaliada em (Y, h) e aplicada em A € ¢ e em B%(h), B € h é dada por

d
dt
d
- = GYHA B
d
— L D, (Y HtAB

il . n(e e”)
d

_ —1
= G| DY +tAtB)

= (dDp)er ((dv™")(v.0) (A, B)).

(d9) vy (A, B4h)) = U(Y +tA, ePh)

t=0

t=0

Ou segja,
(d) vy (A, BY(R)) = (d(Dy 0 ™) v,0)(A, B)) (2.1)

Afirmacao: ¥ é um difeomorfismo sobre sua imagem, que é um aberto de G.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, note que ¥ é injetora. De fato, suponha que e*1h;, =
eY2hy. Entdo e ¥2¢" = hyh . Note que o lado esquerdo da igualdade esta contido em
W, ja que W, W, c W. Como o lado direito estd em H, segue que e 21 ¢ WN H =
eV, isto é, e¥1 = e¥2¢X1, para algum X, € U. Segue que y—1(Y},0) = ¢¥—1(Ys, X3),
portanto X; = 0 e ¥ é injetora e logo bijetora sobre sua imagem. Note que a equagao
2.1 implica que (d¥)y,,) € isomorfismo, donde segue que V¥ é difeomorfismo local e
sua imagem € aberta. Segue da bijetividade que V¥ é difeomorfismo.

Agora, dado g € G, definac, : V — G/H por:

0y(Y) =m(ge") = gom(e”)
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istoé o, =gomoV¥|y,uy,ondeg: G/H — G/H é atranslagdo g(xH) = (gx)H.
|

Afirmacao: O conjunto das aplicagbes o,, ¢ € G forma um atlas de uma
estrutura diferencidvel em G/ H.

Demonstragcéo. De fato, vejamos que cada o,(V') é vizinhanga de ¢H € G/H, VgH €
G/H. Inicialmente, note que o, = g o ;. Além disso, o,(V) é um aberto de G/H,
pois, 01(V) = n(e") = n(e" H) que é aberto pois ¢" H é aberto e 7 é aberta. Dai que,
o4(V) = g(o1(V)) também é aberto pois g € homemorfismo. Ainda: o, : V — o,(V) é
bijetora. De fato, se o,(Y1) = 0,(Y2), entdo existem hy, hy € H tais que ge**hy = ge¥2hs.
Mas entdo e¥1h; = e¥2hy <= U(Y, ho)U(Ys, ho) .. Y1 = Y, pela injetividade de .
Também, ¢, € homeomorfismo: por construgéo, o, € continua. Para ver que é aberta,
tome A C V aberto. Entdo o,(A) = g(n(e?)) = g(n(e”H)). Mas entdo, como e*H =
V(A x H), este é aberto, logo o,(A) também o é.
Isso conclui a demonstracdo de que G/H é localmente Euclidiano e portanto 2 enume-
ravel. O fato de ser Hausdorff vem de H ser subgrupo fechado e portanto a agao de H
em G ser propria, resultado topolégico (BOURBAKI, 1995).
Por fim, para ver que o, formam um atlas, note que, para ¢, g € GG, 0 mapa de transi¢éo
o' oo, édado por:
g 005 = (¥ (g2 1P (Y,1)))
= p(¥ (g2 ue")),
onde p:V x H — V é a primeira proje¢éo. De fato, sejam Y, Z € V tais que o, (Y) =
o4, (Z). Isso significa que 3h € H tal que:
q¥ (Y1) = 91€Y = 92€Zh = g2V(Z, h),

de outra forma:

U(Z,h) = g5 ' g1 U(V, 1) = g5 ' gre”.
Como ¥ ¢é bijetora, segue que (Z,h) = ¥~!(g,'g1e") donde

oyt (Y) = Z = p(U (g5 ' gre")).
Segue que as inversas de o, sdo cartas locais de um atlas diferenciavel em G/H, com
dominios U, = o,(V), pois:

-1 _ -1
O, 004 =poV OEg2—1gl o exp

€ composicao de aplicacdes diferenciaveis.
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Assim: o item (1) segue do fato de: dimG/H = dime = dimg — dimbh =
dim G — dim H. J& para o item (2), considere, para g € G, as aplicagdes ), = E,o¢ ' e
g4, que séo inversas de cartas ao redor de g e g, respectivamente. Assim, a projecdo
€ dada em coordenadas locais, por

09_1 omoy(X,Y) = ag_l(w(gey X))

Como e* € H,temos 7(ge* eX) = m(ge") = 0,(Y). Dai, segue que o, ' omoy)y(X,Y) =Y
€ a projecao na segunda coordenada e, portanto, = € submerséao diferenciavel.
Para o item (3), note que a aplicagao induzida é aplicacé@o parcial da agao a, para qual

/ )

e

N

\ge

vale o seguinte diagrama comutativo:

GxG —2 5 @

e |-

GxG/H —— G/H

Assim que a o Id x 7 € diferenciavel, donde a também o é, ja que Id x = € submersao,
donde =H — (gz)H é diferenciavel, para todo ¢ € G. Como sua inversa é zH +—
(g~ 'x)H também diferenciavel, segue que zH — (gz)H é difeomorfismo.

Por fim, se H é subgrupo normal e fechado, entdo G/H € grupo, no qual o produto p é
diferenciavel pois o seguinte diagrama comuta:

GxG —r @

|7 lw

G/H x G/H —~ G/H

e m x m € submersao. Nesse caso, note que = € homomorfismo diferenciavel e sua
diferencial (dw); homomorfismo de algebras de Lie sobrejetor, com nucleo b, donde
segue que a algebra de Lie de G/H é isomofa a g/h. Por fim, para ver a unicidade,
suponha que existe outra estrutura diferenciavel com tais propriedades (G/H)'. Entao,
uma vez que a projecao € uma submersao e que o seguinte diagrama comuta:
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l\

G/H LN (G/H)

segue que a identidade é difeomorfismo e logo que as estruturas diferenciaveis coinci-
dem.

]

Esse resultado implica no seguinte corolario, cuja demonstracédo pode ser
consultada em (MARTIN, 2016).

Corolario 2.2.1. Sejam G e H grupos de Lie conexos ¢ : G — H homomorfismo
diferenciavel sobrejetor tal que (d¢), : g — b € isomorfismo. Entdo G/ ker ¢ = H.

Proposicao 2.2.4. Sejam G e H grupos de Lie e ¢ : G — H homomorfismo sobrejetor
tal que (d¢), € isomorfismo. Entéo ¢ € aplicagdo de recobrimento.

Demonstragdo. Note que pelo Corolario (2.2.1), temos que H é G/ ker(¢). Nao é dificil
demonstrar que ker ¢ é subgrupo de Lie de G com Algebra de Lie ker d(¢),. Como,
neste caso, ker d(¢); = {0}, segue que ker ¢ é subgrupo discreto. Além do mais, ker(¢)
é subgrupo discreto. Lie(ker(¢)) = ker((d¢);) = {0} e logo dimker(¢) = 0. Segue do
lema a seguir 2.2.9 que a projegéo 7 : G — G/ ker(¢) é recobrimento topolégico. Por
ser homomorfismo continuo, é diferenciavel (MARTIN, 2016, Teorema 7.7). Conclui-se
que ¢ = 7 o 1) é recobrimento diferenciavel.

]

Lema 2.2.9. Seja G grupo topoldgico localmente conexo e T C G subgrupo discreto.
Entéo a projegcéo canbnicar : G — G /T é recobrimento topoldgico.

Demonstragdo. Tome aberto U com U N7 = {1} e seja V vizinhanga de 1 conexa tal
que V-1 =V e V2 = U (note que tal vizinhancga existe pela conexidade local de G,
pelo fato de, se W é vizinhanga conexa de 1, V = W N W~! ser vizinhanga conexa de
1 e pelo produto ser continuo em G, respectivamente). Agora, para g € GG, temos que
m(gV) C G/T € vizinhanga conexa de = = g7, pois 7 é aberta. Além disso, vale que

=Java

AET

Note que os aberto gV )\ sdo conexos e disjuntos, por continuidade. De fato, se y €
gV A1 N gV Ay, entao:
gy =i\ =, v, EV
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Daique v, 'v; = Mo\ ' € UNT = {1} e portanto v; = vy, \; = Ay. Segue que 7 (7(gV))
é unido de componentes conexas homeomorfas a 7(gV), ja que 7|,y : gV A = 7(gV)
€ bijetiva, continua e aberta.

O
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2.3 TEOREMAS DE LIE

Os trés principais teoremas da teoria de grupos de Lie estabelecem a conexao
entre os grupos de Lie e suas éalgebras de Lie. Veremos que no caso de grupos
simplesmente conexos, esta relagdo € bem intima, de modo que o funtor de Lie é,
quando restrito a estes, uma equivaléncia de categorias.

Teorema 2.3.1 (1° Teorema de Lie). Seja G grupo de Lie com algebra de Lie g. Entao
existe unico grupo de Lie simplesmente conexo com algebra de Lie isomorfa a g.

Demonstracdo. Segue direto da Proposicao 2.2.1, uma vez que basta tomar o recobri-
mento universal da componente da identidade G, para ser tal grupo. Note que a algebra
de Lie deste é isomorfa a g pois 7 : Gy — G, é difeomorfismo local e homomorfismo e

logo (dr); : Lie(G) — g é isomorfismo.
]

Teorema 2.3.2. Sejam G, H grupos de Lie com algebras de Lieg, heop :g — h é
homomorfismo de algebras de Lie. Entdo existe homomorfismo de grupos ¢ : U C G —
H tal que (d®), = ¢.

Demonstragdo. Sejam g(¢) C g x b o grafico de ¢. E facil ver que g(¢) é subalgebra de
Lie da &lgebra produto. Pela Proposicdo 2.2.2, existe G(¢) C G x H o subgrupo de Lie
conexo cuja algebra de Lie é g(¢), isto é, G(¢) = (expg(¢))) = {eX1 ... e[ X,, ..., X, €
g(¢),n € N}. Ainda: seja p : G(0) — G a restricdo da proje¢do na primeira componente.
Note que entéo (dp)1,1) € a restricdo da projecdo g x h — g ao grafico g(¢). Mas
como g(#) = g, segue que (dp)1,1) € isomorfismo de algebras de Lie. Pelo Teorema da
Funcéo inversa, segue que existem vizinhangas V; € G(0) de (1,1) e U; C G de 1 tais
que p, = plv, : Vi — U, é difeomorfismo. Denote por ¢ a inversa de p,. Por definigéo,
p(z,y) = z, dai que ¥(x) = (z,¥(z)), onde ¥ : U; — H é diferenciavel. Além disso,
segue da definicdo que o grafico de ¥ é V.

Agoratomo V C V; tal que V2 C V; e defina U = p(V).

Afirmagéo: V|, :— H € homomorfismo local.

De fato, sejam g1, 9, € U tais que g1g» € U. Entdo ¥(g) = (g;,¥(g:)), i = 1,2; €
U(g192) = (9192, Y(g192)) estdo em V. Mas como G(6) é subgrupo de G x H, segue
que:

(91, ¥(91)) (g2, ¥(g2)) = (9192, ¥(g1)¥(g2))

Como (g192, ¥(g1)¥(g2)) € Vi, pv éinjetorae p(gige, V(9192)) = g192 = p(g192, ¥(91)¥(g2)),
segue que Y (g192) = ¥(g1)¥(g2) € logo ¥ &€ homomorfismo local.

Como Vi C G x H é aberto, é subvariedade. Como este é o grafico de ¥, segue que ¥
é diferenciavel. Ainda: como o grafico de ¥ esté contido em G(6), segue que o gréfico
de (dV), esta contido em g(¢) e logo (d¥); = ¢.
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]

Teorema 2.3.3 (2° Teorema de Lie). Sejam G, H grupos de Lie com algebras de Lie
g, b tais que G € simplesmente conexo e ¢ : ¢ — b € homomorfismo de algebras de
Lie. Entdo existe unico homomorfismo de grupos ® : G — H tal que (d®), = ¢.

Demonstragdo. Assim como no teorema anterior, seja G(¢) C G x H subgrupo conexo
com algebra de Lie g(¢). Como p € homomorfismo, (dp).,1) € isomorfismo, segue que p
é difeomorfismo local e logo sua imagem é subgrupo aberto de G. Como este é conexo,
segue que sua imagem coincide com G e logo p é sobrejetora. Segue da Proposigcéao
2.2.4 que p é uma aplicagdo de recobrimento. Mas entdo, como G é simplesmente
conexo, devemos ter que p é difeomorfismo, pela unicidade do recobrimento universal.
Definaentdo ¥ : G — H por ¥ = my o ¥, onde 7y € a projecdo em H. Entdo segue
da definicéo que |a(s) = ¥ o p e 10go (dru|a(s) 1) = (A¥)1 0 (dp)a) : 9(¢) - héa
projecao em h. Logo, dado X € g, temos que

(X)) = (drulaw)an(X, ¢(X))
= (d¥)y 0 (dp)a,1y(X, (X))
= (d¥),(X)

e logo (d¥); = ¢.
0

Teorema 2.3.4 (3° Teorema de Lie). Dada algebra de Lie g tal que dim g < oo, entdo
existe grupo de Lie G cuja algebra de Lie € g.

Demonstracao. Pelo Teorema de Ado (MARTIN, 2016), da teoria de algebras de Lie,
temos que existe representacgéo fiel (injetora) p(g) — gl(V'), onde dimV = n < oo, de
tal forma que g é isomorfa a subalgebra p(g) C gl(V'). Portanto, se g é algebra de Lie
real, entdo V = R" e g é isomorfa a uma subalgebra de Lie de gl(n,R), do grupo de Lie
GL(n,R). Dai que o subgrupo G = (exp p(g)) € grupo de Lie conexo com algebra de
Lie isomorfa a g.

]

Observacéo 2.3.1. Em (DUISTERMAAT; KOLK, 2000) € dada outra demonstracao deste
Teorema, que nao envolve tanto a teoria de Algebras de Lie. A ideia da demonstragéo
€ a seguinte: Note que, dado um grupo de Lie conexo GG, e um caminho fechado
suave na origem ~, este define um caminho suave p na algebra de Lie g de G por
p(t) = (dD,w-1 )@ (t). Reciprocamente, dado um caminho p na algebra de Lie g, este
define um Unico caminho suave ~ partindo da identidade em G, solucéo do problema
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de valor inicial:

N(t) = (dDx(t))1p(t);
A(0) = 1.

A ideia é considerar o conjunto de caminhos suaves em g, P(g), e definir, neste, um
produto de caminhos que o torne Grupo de Lie (em geral, de dimensao infinita, cuja
definicéo é similar a de um de dimenséo finita). Em seguida, considerando o subgrupo
P(g)o que consiste de caminhos em P(g) para os quais existe um tipo especifico de
homotopia, mostra-se que este € normal e P(g)/P(g)o € grupo de Lie de dimensao
finita, com algebra de Lie isomorfa a g.

Observacéo 2.3.2. Segue dos 3 Teoremas de Lie que o funtor de Lie € uma equivaléncia
de categorias entre a categoria dos Grupos de Lie simplesmente conexos e a categoria
de Algebras de Lie de dimensao finita.

Exemplo 2.3.1. Sejam G = H = R, grupos de Lie, ¢ : g — h morfismo entre suas
algebras de Lie dado pelo mapa linear ¢(x) = az, onde a € R, a # 0. Note que 0 mapa
U : G — H dado por ¥(z) = z* é morfismo de grupos de Lie, que satisfaz:

(dW¥)1(z) = V'(1)(z) = ax = ¢(x)

Como G é simplesmente conexo, segue que este é o unico homomorfismo com tal
propriedade, pelo Teorema 2.3.3.

Exemplo 2.3.2. Considere o mapa

: SU(2) — SO(3)

, , w? + 2% — % — 22 2xy — 22w 2rz + 2yw
w+1r —y+1z 9 9 9 9
. , —> 2xy 4+ 2zw w* —x°+y-—z 2z — 2zw
Yy+iz w—1x 9 5 5 5
20z — 2yw 2yz + 2zw w* — 2z —y* + 2

Nao é dificil mostrar que este mapa esta bem definido e € homomorfismo de Grupos de
Lie. Também & possivel provar que é recobrimento de SO(3) por SU(2), que é simples-
mente conexo e logo seu recobrimento universal. Para ver que SU(2) é simplesmente
conexo, note que a aplicagao

Y :S*PCcC?— SU(2)

(w, z) — (Z _§w>

estd bem definida e é difeomorfismo. Além disso, néo é dificil demonstrar que S® é
simplesmente conexo. Agora vejamos que a diferencial de ¢ é isomorfismo. Note que
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esta leva base de su(2) em na base de so(3) da seguinte forma. Considere a base de

su(2)
1[0 —i 1 (0 —1 1
a=— , b= - ,C= —

e a base de so(3)

Entao

e é facil verificar que preserva o colchete, donde, por linearidade, € isomorfimso de
algebras de Lie. Como é homomorfismo de grupos, tem posto constante e logo sua

imagem € subgrupo aberto no conexo SO(3), donde segue que € sobrejetor e, portanto,
recobrimento.
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3 APLICACOES E EXEMPLOS

Este capitulo aborda algumas das diversas aplicacbes dos resultados do
capitulo anterior sobre grupos de Lie, inclusive, na classificacao destes.

3.1 CLASSIFICACAO DOS GRUPOS DE LIE ABELIANOS

Ja vimos que a abelianidade de um grupo de Lie implica que sua algebra de Lie
€ abeliana e logo, isomorfa a R™. Veremos que isso restringe fortemente as possiveis
estruturas de grupo, de modo que podemos classificar os grupos de Lie abelianos
usando os trés teoremas de Lie.

Proposicao 3.1.1. Os unicos grupos de Lie conexos de dimensdo 1 sG8oR e S' com
suas estruturas candnicas de grupo.

Demonstragdo. O grupo aditivo (R, +) é o unico grupo de Lie simplesmente conexo de
dimenséo 1, pois toda algebra de Lie de dimensao 1 é isomorfa a R. Nao é dificil provar
que todo subgrupo discreto de R é da forma A\Z, A € R, ou seja, 0s Unicos subgrupos
discretos de R sdo {0} ou isomorfos a Z. Segue que 0s Unicos grupos de Lie conexos
de dimenséo 1 sdo isomorfos a R/{0} = R ou R/Z = S'.

O

Proposicao 3.1.2. Os grupos de Lie conexos abelianos de dimenséo n sdo isomorfos
aR"/ZF, k=0,...,n.

Demonstracéo. Pela Proposicao 2.1.6 um grupo conexo é abeliano se e sé se sua
algebra de Lie € abeliana. Dessa forma, para determinar tais grupos, basta exibir um
grupo simplesmente conexo abeliano e determinar seus subgrupos discretos, ja que
todas algebras de Lie abelianas de dimenséo n sao isomorfas a R™. Tome como grupo
simplesmente conexo e algebra R" o grupo aditivo R™. O resultado segue do fato que
todo subgrupo discreto de R" é isomorfo a Z*, k = 0,...,n.

De fato, vale o seguinte resultado: se H C R™ é subgrupo discreto, entao existem
{v1, ..., v} conjunto linearmente independente tal que

H = {nv + ...+ ngu}.

Isto €, os elementos de H sdo da forma (ny,...,nx,0,...,0) na base
{’01, ceo s Uky Va1, - - - ,Un}, comn,; € 7.
Provemos por inducao sobre n. Para n = 1, o resultado segue da proposi¢ao anterior.
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Suponha, pois, que o resultado vale para n — 1. Como H é fechado, segue que existe
vy € H tal que
[lv1]| = inf{|[v|| € R|v € H,v# 0}.

Seja (v1) 0 subespago gerado por v;. Entédo (v;) N H = Zv,. Além disso pondo U =
B(0, [|v1]]/3) temos que U N H = {0}. Seja p : R* — R™/(v;) a projegao candnica.
Afirmacao: p(H) é discreto.

Demonstragcdo. De fato, note que, p(U) N p(H) = {0}. Além disso, z € p~(p(U)) <
x =avy +u,a € R u e U. Assim, suponha que av; +u =z € H. Se n = |a], entéo
(a—n)vy+ue(a—(n+1))v; +uestdo em H. Dai que 3b, |b| < 1/2tal que bv; +u € H.
De fato, note que
(a—n)vy+u+(a—(n+1)vu+uv' =2((a—n—-1/2vy +ue H =
— (a—n—1/2)v;+u € H.
Mascomo0<a—-n<1 = a—n—1/2 < 1/2. Assim, se a —n =0, temos que u € H
e bastatomarb=0.Se a —n # 0,tomamos b =a —n — 1/2.
Portanto bvy +u € B(0, [|v1]]), pois [[bvs || < 1/2[[v1]] € [|ul] < 1/3||v1]]. Mas pela escolha
de v isso implica que bv; + u=0 = u = —bv; € (v1), donde segue que
p(pU)NHCHN{v) = p(U)Np(H) C p(HN {v,)) = {0}.
Logo p(H) é discreto em R"/(v,), pois se h + (v;) € p(H), entéo
(p(U) + (h+ {v1))) N p(H) = {h + (v1)}

e (p(U) + (h+ (v1))) é aberto.

]

Uma vez que, R"/(v;) = R"!, pela hipétese de indugdo existem ws, ..., wy
vetores L.I. tais que
p(H) = Zwy + ... + Zwy,.

Tome v; € p~Y(w;), 1 = 2,..., k. Note que, como p &€ homomorfismo, {v1,...,v;} é L.l
Além disso, por construcao, todo elemento = € H se escreve como

T = a1V1 + NaVs ...+ NgU,
comn; € Z e a € R. Mas dai, como nyvs + ... + niu, € H, isso implica que av; € H e
logo a € Z.

]

Corolario 3.1.1. Os grupos de Lie conexos abelianos compactos de dimensao n sdo
isomorfos a T, o toro n-dimensional.
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3.2 ALGEBRAS DE LIE COMPACTAS

3.2.1 Teorema de Weyl

Segue da teoria de grupos compactos (MARTIN, 2016) que se G € um grupo
de Lie compacto, entéo existe produto interno (-,-) em g em relagdo ao qual Ad(g) €
isometria (automorfismo), ou seja,

(Ad(g)X, Ad(g)Y) = (X,Y), Vg € G, X,Y € g.
Tomando g = exp(tZ), t € R, vale
(X,Y) = (Ad(exp(tZ)) X, Ad(exp(tZ2))Y)
— (exp(tad (2)) X, exp(tad (2))Y), X,Y,Z € g
Segue que
(exp(tad (2)) X, exp(tad (2))Y)
= <adEZ)X, Y)Y+ (X, ad(2)Y).

Logo ad (Z) é antissimétrica em relagéo a (-, -). Isso garante que em um grupo com-
pacto, ad (X), para X € g tem sua complexificagao diagonalizavel. Esses fatos motivam
a definigao.

Definicdo 3.2.1 (Algebra de Lie Compacta). Uma Algebra de Lie real g é dita compacta
se existe em g um produto interno (-, -) em relagcdo ao qual a adjunta é antissimeétrica,
ou seja,

(ad(Z2)X,Y) = —(X,ad(Z2)Y),VX,Y, Z € g.

Observacdo 3.2.1. Segue entdo que a algebras de Lie de grupos compactos sao
compactas.
Observacgéo 3.2.2. No restante do capitulo, fixemos (, ) para denotar o produto interno

na respectiva Algebra de Lie em relagdo ao qual a adjunta é antissimétrica.

Exemplo 3.2.1. Uma vez que SO(3,R) & compacto, sua algebra de Lie so(3) &€ com-
pacta. Uma base para tal algebra é dada por:

0
A=|-1 0 0], B=10
0 00 -1

o o o
o o =
Q
Il
o o o

Como o colchete é dado pelo comutador, uma conta simples mostra que [A, B] =
—C, [B,C] = —A, [A,C] = B, ou seja,

Lie(SO(3)) =s0(3) = span{A, B,C,: [A,B] = —C, [B,C] = —A, [A,C]| = B}.
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Além disso, em relacao a esta base, as adjuntas sdo dadas, por:

0 0 O 0 0 -1
ad(A) =10 0 1}, ad(B)= (0 0 0
0 -1 0 1 0 O

0 10

ad(C)=1|-1 0 0

0 00

Em vista do Terceiro Teorema de Lie, surge a pergunta: dada um algebra de
Lie compacta, o grupo de Lie simplesmente conexo com tal algebra é compacto?
O Teorema de Weyl afirma que sim, e sera discutido nessa secdo. Antes, porém,
apresentamos alguns resultados necessérios para a demonstragao deste.

Definicao 3.2.2 (Ideal). Dada uma algebra de Lie g, dizemos que uma subalgebrai C g
éumidealdegse [X,I] €i, VX €g, VI €.

Definicdo 3.2.3 (Algebras de Lie Simples e Semissimples). Uma algebra de Lie g é
dita simples se dimg > 1 e seus Unicos ideais sdo os triviais {0} e g. Dizemos que g €
semissimples se podemos escrever g =g, & - - - & g, onde cada g; € ideal simples.

Lema 3.2.1. Se g € algebra semissimples, entdo seu centro é nulo, isto é, 3(g) = {0}.

Demonstragéo. De fato, se g € simples, entéo 3(g) = {0} ou g, pois é ideal. Mas no
segundo caso, isso implica g abeliana, e, como dim g > 1, qualquer subespaco seria
ideal n&o trivial, logo 3(g) = {0}. Agora, se g = g1 @ ... @ g,, note que as componentes
comutam entre si, pois sdo ideais e sua intersecdo é {0}. Assim, dado Z € 3(g), escreva
Z=7+..+ 24, com Z; € g,. Entao dado X € g;, temos que

0=[X, 2] = [X, 7],

portanto Z; € 3(g,;) = {0}, pois g; é simples, e logo Z; = 0, Vj, donde segue que Z = 0,
isto &, 3(g) = {0}
O

Lema 3.2.2. Seja g algebra de Lie semissimples. Entdo g = [g,g] .= ¢'. Onde ¢’ é 0
ideal de g cujos elementos sdo combinacgoes lineares de elementos que podem ser
escritos como colchete de dois elementos de g.

Demonstragdo. De fato, se g € simples, entdo, como ¢’ C g € ideal e ¢’ # {0} pois g
nao € abeliana, seque que g’ = g. Agora, se g=g; b ... ® g, € semissimples, entao,
pelo argumento acima,

g =100, 1=12...,n
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e, como [g;, gi] = {0}, se i # j segue que

o =1[9.0=> lo: 0]

=[g,0)+. ...+ [Gn =01 +...+ 9. =0

O

Exemplo 3.2.2. Considere novamente a algebra de Lie so(3). Em vista do exemplo
anterior é direto que [s0(3),s50(3)] = s0(3). Além disso, ndo é dificil mostrar que so(3) é
simples.

Lema 3.2.3. Seja V' espaco vetorial munido de um produto interno e p : g € End(V)
uma representagéo tal que todo p(g) € antissimétrica. Entdo existem subespacos
irredutiveis e invariantes com respeito a p, V1, ..., V,, tais que

V:{/l@@vm

isto €, tais subespacgos séo irredutiveis e invariantes por p(g), Vg € G.

A demonstracéo do lema é equivalente a afirmacao de que toda representagao real
unitaria € completamente reduzivel, cuja demonstracdo pode ser encontrada em (HALL,
2000, Proposicao 4.34).

Proposicao 3.2.1. Seja g algebra de Lie compacta. Entao

g=3(g) ®3(a)",

onde 3(g)* € ideal semissimples.

Demonstragdo. Por definigao, para qualquer X € g, ad (X) é antissimétrica em rela-
¢cao ao produto interno de g. Logo, pelo lema 3.2.3 existem subespacos invariantes
irredutiveis por ad, iy, ..., i, u1,..., u, tais que

e dimi; = 1, dimu; > 1. Segue da invariancia por ad (X ), para todo X, que cada um
desses subespacos € ideal de g, e que estes comutam entre si pois tém a intersegao
nula. Além disso, cada u; é simples, pois se o C u; € ideal de u;, entdo o também
€ ideal de g, ja que este comuta com as outras componentes de g, contrariando a
irredutibilidade de u;. Desta forma, ponhai=1i,®...®i,eu=u &...  u,. Entdo
u é semissimples, por definicdo, e i € abeliano, pois dimi; = 1, Vj e estes comutam
entre si. Como i comuta com u, segue que i C 3(g). Como 3(g) Nu C 3(u) = {0}, pois u
é semissimples, logo i = 3(g). Resta verificar que u = 3(g)*. Como as dimensdes dos
subespagos coincidem, basta verificar a inclusdo. Uma vez que u = v’ = [u, u] por ser



40

semissimples, basta verificar que, [mu, u] =C 3(g)*. De fato, se X, cu, Y € g, Z € 3(g),
temos que

(IX.Y1,2) = (Y,[X. 2]) = (¥,0) = 0.

Logo o resultado segue.

Corolario 3.2.1. Uma algebra de Lie compacta é semissimples se e sé se 3(g) = 0.

Definicao 3.2.4 (Forma de Killing). Dada uma éalgebra de Lie g, definimos a forma
bilinear simétrica de Cartan-Killing, K : g x g — R, por

K(X,Y) = tr(ad (X)ad (Y)).

Lema 3.2.4. S¢ja g algebra de Lie compacta. Entdo sua forma de Cartan-Killing é
negativa semidefinida e K é definida se e so se g € semissimples.

Demonstragdo. Dado X € g, uma vez que ad(X) é antissimétrica em relacao a
(,), segue que seus autovalores s&o todos puramente imaginarios. Assim, sejam
iay,...,ia,, cOm a; € R 0s autovalores de ad (X). Entao

K(X,X)=tr(ad(X)?*) = —(aj +...+a2) <0.

Além disso, (X, X) = 0 se e s0 se todos seus autovalores sdo nulos. Como ad (X) €
antissimétrica em relagéo a (, ), € diagonalizavel (sobre C) e logo isso ocorre se e s6
se ad (X) =0, ou seja, X € 3(g).

]

Corolario 3.2.2. Se g é algebra de Lie compacta semissimples, entdo —K é produto
interno em relagdo ao qual ad (X) é antissimétrica, X € g.

Demonstragdo. De fato, como, pelo lema anterior, € facil ver que —K € produto interno.
Ainda, se XY, Z € g, entédo

K(ad (Z)X,Y) = tr(ad (ad (2)X)ad (Y))
= tr([ad(2),ad (X)Jad (Y))
tr((ad(Z)ad (X) — ad (X)ad (Z))ad (V')
tr(ad (X)(ad (Y)ad (7) —ad(Z)ad (Y))
—tr(ad (X)[ad (Z),ad (V)]

(
—K(X,ad (Z)Y).

Logo ad ¢é antissimétrica em relacao a forma de Cartan-Killing.
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Exemplo 3.2.3. Considerando so(3) novamente, temos que

Assim {A, B, C'} é base ortogonal em relacao a forma de Killing.

A ideia &, considerar o grupo de automorfismos de uma Algebra de Lie g
compacta. Veremos que este € grupo de Lie compacto, logo sua componente da
identidade é grupo de Lie compacto e conexo. No caso em que a algebra é também
semissimples, a algebra de Lie deste grupo coincide com g, de modo que obtemos
explicitamente um grupo compacto e conexo com algebra de Lie g.

Proposicao 3.2.2. Seja g algebra de Lie. Entdo Lie(Aut(g)) = Der(g) C gl(g).

Demonstragdo. De fato, suponha D € Lie(Aut(g)). Entdo exp(tD) € Aut(g), Vt € R.
Logo, se X,Y € g,

exp(tD)([X,Y]) = [exp(tD)(X), exp(tD)(Y)].
Derivando ambos os lados em ¢ = 0, temos que
D([X,Y]) = [D(X), Y]+ [X, D(Y)].

Logo D € Der(g) e Lie(Aut(g)) C Der(g). Agora, fixe D € Der(g) e sejam o, : R — g
dadas por:

a(t) = (exp(tD))([X,Y])  B(t) = [(exp(tD)(X), (exp(tD)(Y)])

Entéo «(0) = B(0) = [X,Y] e &/(t) = D(a(t)), pela definigdo da exponencial. Além
disso,

()

D(exp(tD)(X)), exp(tD)(Y)] + [exp(tD)(X), D(exp(tD)(Y))]
D([exp(tD)(X), exp(tD)(Y)])
D(B(t))

Pela unicidade da solu¢ao de EDQO’s, segue que a = 3, donde exp(tD) € Aut(g), Vt e
logo Der(g) = Lie(Aut(g)). O
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Proposicao 3.2.3. Seja g uma algebra semissimples compacta. Entdo o grupo Aut(g)
é compacto.

Demonstragéo. Primeiro, veja que Aut(g) C GL(g) é fechado, pois para cada X,Y € g,
ponha
S(X,Y) ={¢ € GL(g) : [¢X,¢Y] = ¢[X, Y]} C GL(g).

Ent&o nao é dificil mostrar cada S(X,Y’) é fechado e logo Aut(g) = (xy¢, S(X,Y)
também. Além disso, considere S C GL(g) o subgrupo de isometrias de —K. Temos
que este € compacto. De fato, é facil ver que é fechado. Além disso, considerando a
norma induzida pelo produto interno —KC, este é limitado (contido na bola de raio 1)
e logo compacto. Finalmente, note que Aut(g) C S, pois se ¢ € Aut(g), por definigcdo
ad (¢X) = ¢ad (X)¢ ! e logo ¢ é isometria, pois

—K(¢X,6Y) = —tr(ad (¢X)ad (¢Y))
— _tr(¢ad (X)oad (Y)s))
= —(tr(¢) + tr(ad (X)ad (Y)) — tr(¢))
— —tr(ad (X)ad (Y)) = —K(X,Y).

Lema 3.2.5. Se g € semissimples, entdo g = Der(g).

Demonstragcdo. Mostremos que ad : g — Der(g) € isomorfismo de algebras de Lie.
De fato, primeiro note que, para cada X € g, ad (X) € Der(g), pois
ad(A\X)(Y,\Z) =ad (X)(Y)+ad (X)(Z), A eR. E

ad (X>[K Z] = [Xv [Y7 ZH = [[X7 Y]’Z} + [Y’ [X’ ZH
=[ad (XY, Z] + [Y,ad (X)Z]

Além disso, ad preserva o colchete, pois

ad([Xa Y])(Z) = [[X,Y],Z] = [X’ [Y7 ZH - D/v [Xv Z“
— ad(X)ad (Y)(Z) — ad (Y)ad (X)(Z) = [ad (X), ad (Y)](2)

Em seguida, note que I = ad(g) C Der(g) é ideal, pois, se D € Der(g), ad (X) €
ad(g), Y € g, entéo

[D,ad (X)](Y) = D(ad (X)(Y)) — ad(X)(D(Y))
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Isto é, [D,ad (X)] = ad(D(X)) € ad(g) .. ad(g) € um ideal. Como 3(g) = 0, temos
que ad é injetiva e logo g = I, donde segue que [ é semissimples. Assim, se K é a
forma de Killing em Der(g), temos que K|; é ndo degenerada, e logo, Der(g) =1 @& I+
(resultado da algebra linear). Agora, supondo D € I+, entdo, se X € g,como [ e [+
séo ideais [D,ad (X)] = ad (D(X)) € INn I+ = {0} e logo D(X) = 0, por injetividade.
Segue que I+ = {0} e logo ad (g) = I = Der(g).

O

Corolario 3.2.3. Se g € algebra de Lie compacta semissimples, entao Aut(g),, a com-
ponente da identidade de Aut(g) é grupo compacto conexo com algebra de Lie isomorfa
ag.

Demonstragdo. De fato, pela Proposi¢ao 3.2.2 temos que Lie(Aut(g)y) = g. Como este
é fechado num compacto Hausdorff, segue que também é compacto.

]

Proposicao 3.2.4. Seja g algebra de Lie semissimples. Entdo, para todo grupo sim-
plesmente conexo G com algebra de Lie g, temos que

G/Z(G) = Aut(g)o.
Além disso, Z(Aut(g)o) = {1} e Aut(g), compacto < g é compacita.

Demonstragdo. Se G € grupo conexo com algebra de Lie g, entédo Ad : G — Aut(g), €
difeomorfismo local, pois (dAd); = ad : g — Der(g) é isomorfismo e Ad é homomor-
fismo de grupos de Lie. Logo, $(Ad) é subgrupo aberto no conexo Aut(g), e logo Ad é
sobrejetora. Segue que Aut(g)y = G/ ker(Ad) = G/Z(G), pois ker(Ad) = Z(Gy) = Z(G).
Agora, seja G grupo simplesmente conexo com algebrade Liege p: G — G/Z(G) =
Aut(g), a projecdo . Entdo o subgrupo p~'(Z(Aut(g))) € discreto e normal, ja que p é
isomorfismo e

Lie(Z(Aut(g)o))

3(Lie(Aut(g)o))) = 3(Der(g))
3(g) = {0}

Logo p~!(Z(Aut(g)o)) € Z(G) e logo Z(Aut(g)o) = {1}.

O

Lema 3.2.6. Seja G grupo de Lie, H C G fechado tal que G/H é compacto. Entao
existe compacto de interior ndo vazio C' C G tal que 1 € int(C) e p(int(C)) = G/H,
comC~!=C.
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Demonstragdo. Seja V' vizinhanga simétrica da identidade de fecho compacto. Entéo,
para cada x = gH € G/H o conjunto

Ve={hx:heV}=pH{hg: heV}=pVyg)

é vizinhanga de x, pois a projecao p é aberta. Segue que a colegdo {Vx:x € G/H} é
cobertura aberta de G/H e, como este € compacto, existem =y = g1 H, ..., x, = g, H
tais que G/H = Vx, U... U Vz,. Ponha, pois,

C'=VugVu...UgV.

Entéo, por construgdo, 1 € V C int(C’) e, se gH € G/H, entdo gH € Vz; = p(Vg),
para algum i, donde 39 € (V¢;), p(g9) = gH. Como Vg; C C’, segue que gH € p(C’),
donde p(C’") = G/H. Finalmente, pondo

C=C'u(V-igtu...uv-igh),

temos que C é unido finita de compactos, logo compacto, que ainda valem 1 €
int(C), p(C) =G/H e que C~! = C.

]

Lema 3.2.7. Suponha que L é grupo de Lie conexo e I' C L é subgrupo discreto e
central, tal que L/T" é compacto. Seja : I' — R, homomorfismo no grupo multiplicativo
dos reais. Entao existe fungao continua f : L — R, tal que

c f(y)=0(v),v€el

* f(z)>0,VeeLef(l)=1
e f(zy) = f(x)0(y),Vz € L,y €T

Demonstragdo. Seja p : L — L/T" a proje¢do canbnica e C' C L compacto tal que
p(C) = L/T como no lema 3.2.7. Tome uma fungéo continua com suporte compacto
g: L —Rtalqueg(x) =1sex e Ceg(y) >0,y € L (Pois L é normal). Defina a
funcéo f, : L — R dada por:

fol) =Y glam)b(y™).
~ver
Vejamos que esta funcao estd bem definida e é continua. De fato, denote por K o
suporte compacto de g, xg € L e tome vizinhanga compacta U C L de z. Ent&o, para
reUe~eTl, temosque g(zy) #0 = zyv€ K = v €z 'K. Portanto, para todo
x € U, a soma na formula de f, ocorre apenas sobre elementosem I'yy = U 'K NT.
Mas como U1K é compacto e I discreto, esse conjunto é finito e logo a soma esta bem
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definida. Dessa forma, fy|r € soma finita de fungbes continuas e, portanto, continua,
donde segue que f, também o é. Além disso, a funcéo f, € estritamente positiva, pois
dado z € L, como p(C) = G/T, existe v € I" tal que zy € C e logo g(zv) = 1. Defina,
pois,

f:L—>R+

Jo(z)
7 R()

Note que:

F@n) = 9(@wn)0(r™") = g(@107)0(v " 10)0(30)

= (Z g($§)9(@_1)> 0(v0) = f(2)0(70)

Por fim, f(v) = f(1y) = f(1)0(y) = 0(v), v € T.
O

Teorema 3.2.1. Suponha que L é grupo de Lie conexo e " C L é subgrupo discreto e
central, tal que L/T" é compacto. Seja : T — R, homomorfismo no grupo multiplicativo
dos reais. Entdo existe homomorfismo diferenciavel ¢ : L — R, extenséo de 6.

Demonstracdo. Considere a funcao f : L — R, como no lema anterior. Defina

F:LxL—R
(z,y) = log(f(zy)) —log(f(x)) — log(f(y)).

Entéo, Vy € T,

pois I' C Z(L). Isso implica que existe fungéo continua £} : (L/T") x (L/T") — R dada
por:
Fo(z,y) = F(p(z), p(y))
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induzida no quociente. Ainda, note que

F(ry,u) — F(y,u) = (log(f(zyu)) — log(f(ry)) —log(f(u)))—
flyu)) —log(f(y)) —log(f(u)))
= (log(f(wyu)) —log(f(x)) — log(f(yu))—

Donde
Fo(zy,u) — Fo(y,u) = Fo(x,yu) — Fo(z,y). (3.1)

Além disso,
F(ly) = F(y,1) =log(f(y)) — log(f(y)) —log(f(1)) = 0. (3.2)
Afirmagao: Existe uma fungdo continua a : L/T’ — R tal que
Fo(z,y) = a(zy) — a(x) —a(y) e a(1) = 0.

Demonstragéo. De fato, seja ;» a medida de Haar de L/T" normalizada por p(L/T) =1
edefinaa: L/T" — R por

a(x) = —/ Fo(z,u)p(du).
L/T
Note que b esta bem definida, pois F, é continua e L/T" é compacto. Entéao
afay) ~ ala) ~ aly) = = [ Falay.u) = Filz,0) - Foly. ).
L/T
que pela equacao 3.1 é igual a:

azy) — alz) — aly) = - / | Fule ) By, ) By ).

Como a medida de Haar € invariante por translagéo a esquerda, as integrais do primeiro
e ultimo termo se cancelam. Logo

olay) — ale) ~ aly) = Fog) [ plaw
LT
= Fo(l', y)
Finalmente, por causa da equacgao 3.2, note que

a(1) = / Bt uutan) =0,

como queriamos. [ |
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Defina

Entao, note que:

h(zy)h ™ (z)h ™" (y) = exp(a(p(zy)) exp(—a(p(z)) exp(—a(p(y))

isto é,

pelas observagdes acima segue que ¢ € homomorfismo, que estende 6, pois:

_fn )
*0)=56) = expla(D)

) -

= oxp(0) f(y)=0(v).

]

Lema 3.2.8. Seja g uma 4lgebra de Lie semissimples compacta e G o grupo de Lie
simplesmente conexo com &lgebra de Lie g. Seja Aut(g), = G/T tal que T = 1, (Aut(g),)
o primeiro grupo fundamental de Aut(g),. Entao T" é finitamente gerado.

Demonstracdo. Note, primeiramente, que a existéncia de G e I' sdo garantidas pelo
Terceiro teorema de Lie, pela Proposicédo 2.2.1 e pela teoria de espagos de recobri-
mento.

Portanto, seja C' compacto tal que G = int(C)I', C~' = C e 1 € int(C), como no Lema

3.2.7. Note que C? é compacto, e {int(C)v},er € cobertura aberta de C* (pois é de G,
logo, existem 4, ...,7, € I tais que

C? C int(C)y U - Uint(C)y,.

DefinaTy = (71, ..., Yn)-
Afirmacao: I' = (C? NIT}.
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Demonstragdo. De fato, seja p, : G — G/T'; a projegao. Entdo, como int(C)? C int(C?)
e p; é aberta, segue que p;(C?) tem interior ndo vazio. Além do mais, p,(C?) é subgrupo,
pois, se g, h € C?, entdo existem ¢y, ¢, € int(C), 71,72 € I'; tais que

g=2cv € h = CQhQ.

Como I'y C T é central,
gh™remy, 'et = ag myg
e logo
pi(g)pa(h) ™ = pi(gh™) = pi(cica) € pi(C?).

Em particular, p,(C?) é subgrupo aberto do grupo conexo G//T;, de modo que p,(C?) =
G/TI';. Isto implica que, Vg € G, 3y € T, tal que gy € C2. Em particular, se g € T,
gy € C*NT, de modo que

rc (Nl = I'=(C*NnD)T.
]
Finalmente, como C? é compacto e I' discreto, C> N T" é finito e como I'; é

finitamente gerado, segue que I' = (C? N T")T'; é finitamente gerado.

]

Exemplo 3.2.4. Uma vez que o compacto SO(2) = S', é temos que 7, (SO(2)) & Z,
portanto, finitamente gerado.

Lema 3.2.9. Seja G grupo de Lie simplesmente conexo com algebra de Lie g semis-
simples. Entdo o unico homomorfismo diferenciavel ¢ : G — R, € o trivial, isto €,

o(g) =1,Vg € G.

Demonstragdo. Considere o homomorfismo induzido (d¢); : g — R. Note que, dado
X €g,3Y,Z € g, tais que X = [Y, Z], pois g = ¢/, uma vez que g é semissimples.
Como R é abeliano, segue que

(do)1(X) = (do).([Y; Z]) = [(d9)1(Y), (do)1(Z)] = 0,

logo, (d¢); = 0. Mas entéo pelo Segundo Teorema de Lie, devemos ter que ¢ € o
homomorfismo trivial, j& que ambos tem mesmo homomorfismo induzido nulo.

]

Finalmente, apresentamos um ultimo lema da teoria de espacos de recobri-
mento para completar a demonstragao.
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Lema 3.2.10. Seja G recobrimento universal de um espaco topolégico M tal que M é
compacto, conexo e Haussdorff. Entdo =, (M) é finito <= G é compacto.

Demonstragdo. ( < ) Como {z} € M é fechado, p~'(z) c G é também fechado e
logo compacto. Além disso, pela definicdo de recobrimento, € discreto, logo, finito. Mas
como [p~(x)| = |m (M, z)|, segue que 71 (M) é finito.
( = ) Tome cobertura aberta ¢/ de G. Em seguida, seja, para cada = € M, V,
vizinhanca de x tal que p~*(V,.) é unido disjunta de n abertos homeomorfos a V,. Defina,
paracada U € U,

WY =p(Unp(V,)), z € M.

Como U é cobertura aberta de G, segue que {WU} := W é cobertura aberta de M
tal que p~!(WY) é unido disjunta de abertos homeomorfos a WY e, para todo W € W,
existe U € U tal que p~' (W) C U. Assim, se {W, ..., W, } é subcobertura finita, entao,
{p~(W1),...,p~*(W,)} é cobertura aberta de G. Tomando Uy, ...,U, € U tais que
p (W) c Uy, i=1,...,n, seque que {Uy,...,U,} é subcobertura finita de i/ e, logo, G
€ compacto.

]

Teorema 3.2.2. Teorema de Weyl
Seja g uma algebra de Lie semissimples compacta e G o grupo simplesmente conexo
com &lgebra de Lie g. Entdo G é compacto.

Demonstragdo. SejaT = m;(Aut(g),) o subgrupo discreto central tal que Aut(g), = G/T,
cuja existéncia € garantida pela unicidade do recobrimento universal e da teoria de
recobrimento. Pelo Lema 3.2.10, basta mostrar que T" € finito, ja que Aut(g), € compacto.
Pelo Lema 3.2.8, T" é finitamente gerado e, portanto,

ok
D'=EZ° X Loy X - X Loy, -

Pelo teorema da classificacao de grupos abelianos finitamente gerados. Suponha, por
absurdo, que k£ > 1. Entao, defina:

7 = exp(p1(¢(7)))
onde p; : Z* X Zyp, X -+ X Z,, — 7. & a projecédo na primeira coordenada. Segue que
0 & homomorfismo n&o trivial. Pelo Teorema 3.2.1 existe homomorfismo ¢ : G — R,

que estende #, mas como ¢ é também nao trivial, isso € uma contradicado com o Lema
3.2.9. Segue que devemos ter I' = Z,,,, x - -+ X Z,,, € logo finito.

]
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3.2.2 Sobrejetividade da exponencial em Grupos Compactos

Sabemos que a imagem da exponencial esta contida na componente conexa
da identidade de um grupo de Lie. E de se questionar quando entdo, esse mapa
€ sobrejetor num grupo conexo. Apresentamos aqui uma condi¢ao suficiente para
a sobrejetividade da exponencial, que é do grupo ser compacto. Antes, é preciso a
introducéo e elaboracdo de alguns conceitos sobre algebras de Lie.

Definicao 3.2.5 (Subalgebras de Cartan). Dada uma algebra de Lie g, h C g € dita
subalgebra de Cartan se b é nilpotente e [X,h] Ch — X € h. Nocasoemque g é
semissimples, € possivel mostrar que h C g € de Cartan se e s6 se g é abeliana, as
adjuntas ad (H), H € h sdo diagonalizaveis e h é maximal com essas propriedades.

Proposicao 3.2.5. Seja u dlgebra de Lie compacta. Entao

1. t C u é subalgebra de Cartan se e so se t é abeliana e maximal.

2. A algebra u é unido de suas subalgebras de Cartan.

Demonstragdo. 1)Seja X € t qualquer. Para ver que t € abeliana, basta mostrar
que t C kerad (X). Note que, por ser subalgebra, ad (t) C t. Mas por definicdo de
subalgebra niltpotente, segue que ad (X)|, € transformacéo linear nilpotente. Mas como
ad (X) é também antissimétrica pela compacidade de g, segue que ad (X)|; = 0, isto &,
t C kerad (X). Agora, se t' € subdlgebra abeliana com t C t', entdo, se X € t/,

(X fj={0}Cct = X et

e logo t = t/, logo esta € maximal.

Reciprocamente, basta mostrar que dado X € g, entdo [X,h] C h = X € b,
pois ad é trivialmente nilpotente. De fato, se X & t, entdo, existe Y € t tal que
[X,Y] # 0, pois caso contrario, span{ X, t} seria subalgebra abeliana que conteria t
propriamente, contrariando a hipétese. Assim, suponha por absurdo que 3.X ¢ ttal que
[X,t] Cc tetome Y € tcom [X,Y] = 0. Entéo [V, [X,Y]] = 0, pois [X,Y],Y € tque é
abeliana. Assim X € kerad (Y)?. Como ad (Y') é antissimétrica, ker ad (Y)? = kerad (Y)
e [X,Y] =0, contradigdo com a escolha de X e Y, donde a tese segue.

2)Dado X € u, mostremos que existe t subalgebra de Cartan tal que X € t. De fato,
pelo item (1), basta tomar uma subalgebra abeliana maximal contendo X. Note que
esta sempre existe, pois basta tomar a subalgebra

t= |J b

Xeh
h é subalgebra
abeliana

E que t # 0, pois span{X} C t.
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Exemplo 3.2.5. Considere a algebra compacta so(3), com base {A, B,C'} como no
Exemplo 3.2.1. Nao é dificil ver que suas subalgebras abelianas maximais sao t; =
span{A}, o = span{B}, t3 = span{C}. Segue que estas sao suas subdlgebras de
Cartan e além disso s0(3) = ¢, + t, + ts.

Lema 3.2.11. Sejat C u subalgebra de Cartan de uma algebra compacta. Entao, existe
Xy € t tal que
t = 3(Xo) = ker ad (X)).

Demonstragdo. De fato, note que as adjuntas ad (X)), X € t comutam entre si, pois se
X, Y e t,entao

ad(X)ad(Y)—ad(Y)ad(X) = [ad (X),ad (V)] =ad([X,Y]) =ad (0) =0

Além disso, sdo antissimétricas, de modo que s&o simultaneamente diagonalizaveis
na complexificada uc e seus autovalores sdo puramente imaginarios. Isto é, para cada
X € t, podemos associar um subespaco g, invariante por ad (X), tal que ad (X)) age
como multiplicagéo por i\ = ia(X), onde este é um autovalor de X. Assim, existe um
conjunto finito (dim 1) de funcionais lineares o : t — R e subespacos g, C uc tais que

go={Y €uc:VX et ad(X)Y =ia(X)(Y)}

euc =Y go. Como ad (X)(Y) =0para X,Y € t, 0 é autovalor das adjuntas, logo o
funcional nulo pertence a R. Como t € abeliana, t C g, N u. De fato, temos igualdade,
jAqueseY e gonu,entdo [Vt = {0} = [V, Ct = Y €, jadque é de Cartan.
Como R é finito, deve existir X, € ttal que «(Xy) # 0 paratodo o € R, a # 0. Entdo tal
X, satisfaz a proposicao, pois kerad (Xg) = go Nuc = t.

]

Proposicao 3.2.6. Seja u algebra de Lie compacta e X € u tal que dimker ad(X) é
minima (X é dito elemento regular). Entdo

3(X) =kerad(X)

€ a unica subalgebra de Cartan que contém X. Além disso, se uma subalgebra de
Cartan t contém um elemento regular X, entdo t = 3(X).

Demonstracéo. De fato, por pela Proposig¢ao 3.2.5, item 2, temos que existe subalgebra
de Cartan t que contém X. Como t é abeliana, temos t C 3(X). Mas, pelo lema anterior,
31X, € ttal que 3(Xy) =t C 3(X). Mas como X é regular, dim 3(X) < dim 3(X,), donde
segue que 3(X) = 3(X,) = t. Como t = 3(X), segue a unicidade.

]
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Lema 3.2.12. Seja u algebra compacta e t subalgebra de Cartan. Suponha que t
contéem um elemento regular H Entdo, VX € u, 3g € Aut(u), tal que g(X) € t.

Demonstragdo. Considere a fungao:

f:Aut(u) - R
g+ (9X, H)
onde (,) € o produto interno de u. Entéo é facil ver que essa fungéo é diferenciavel na

meétrica induzida pelo produto interno e, como Aut(u), € compacto, assume minimo em
algum gy € Aut(u),. Portanto, VY € u, a funcao

g:R—R
t— (e Mg (X)), H)
assume minimo em ¢t = 0. Como exp(tad (Y)) é isometria em relagdo a (,) (por
definicdo), segue que
g(t) = <6tad (Y)g()(X)’ e—tad (Y)etad (Y)(H)>

= (goX,e=@4 0 ).
Logo, como ¢ = 0 € minimo,

0=g'(0)

{90(X), [Y; H])
{90(X), [Y; H])
= ([H,90(X)],Y)

=

onde na ultima igualdade usamos a antissimetria de ad (H) em relagdo ao produto
interno. Como Y foi arbitrario, segue que

[Ha gO(X)] = O,

isto €, go(X) € 3(H) = t.
O

Proposicao 3.2.7. Sejam u uma dlgebra de Lie compacta e t C u uma subalgebra de
Cartan. Entao

1. t = 3(Xo) = ker ad (Xy) para algum elemento regular X, € t.

2. Set; é uma subalgebra de Cartan, entdo 3go € Aut(u), tal que t; = go(%).

3 u= UgeAut(u)o g(t>
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Demonstragdo. 1)Tome elemento regular X € u. Pela proposicao 3.2.6, temos que
3(X) = kerad (X) é uma subalgebra de Cartan que contém X. Escolha também X, € t
tal que kerad (X,) = t, que existe pelo lema 3.2.11. Pelo lema 3.2.12, 3¢ € Aut(u), tal
que g(Xy) € 3(X). Portanto, como 3(X) & subalgebra abeliana, 3(X) C kerad (g(Xj).
No entanto, como ad (¢(Xj)) = g o ad (X,) o g~ 1, pois g é automorfismo, segue que

g(t) = g(kerad (X))
= kerad (g(Xo)),
pois
Y € g(kerad (Xj)) y=g9(2), Z € kerad (Xy)

g N Y) =2, Z € kerad (Xy)
ad (Xo)(g~'(Y)) =0
[Xo,971(Y)] =0
[9(X0),Y] =0
Y € kerad (g(Xo)

[ A

e dai que 3(X) C g(t). Mas, tanto ¢g(X) como ¢(t) sédo subdlgebras de Cartan, logo
3(X) = g(t). Logo

dimkerad (Xy) = dim t = dim g(t) = dim ker ad (X).

Como X é regular, segue que X, também é regular. Isso implica no item (1), pois X, e
t foram arbitrérios. Para (2), seja t; = kerad (X;) e g € Aut(u), tal que g(X;) € t. Entao

g(t1) = g(kerad (X)) = kerad (g(X;)) C t

e como ¢(t;) também é subalgebra de Cartan, segue que a inclusdo € de fato igualdade
e vale o item (2). Para o item (3), basta notar que todo elemento de u pertence a uma
subdlgebra de Cartan, e todas essas sé@o da forma g¢(t) pelo item (2).

]

Em seguida, veremos que 0s grupos compactos possuem subestruturas cor-
respondentes as subalgebras de Cartan, os toros maximais, cujo nome vem do fato
de serem subgrupos compactos e conexos e logo isomorfos a um toro. A ideia da
demonstracdo da sobrejetividade da exponencial segue de mostrar que todo elemento
dem um grupo compacto e conexo estd contido num toro maximal, que estes sao
conjugados e que a imagem da exponencial é sobrejetora num toro maximal.

Definicao 3.2.6 (Toro Maximal). Seja U um grupo de Lie compacto e conexo com
algebra de Lie u. Um toro maximal em U € uma subgrupo abeliano compacto e conexo,
que € maximal em relacao a essas propriedades.
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Observacgo 3.2.3. Como vimos na secao anterior, todo grupo de Lie abeliano compacto
e conexo é isomorfo a um toro, que justifica essa definigao.

Proposicao 3.2.8. Se T C U é toro maximal, entdo sua algebra de Lie t é subalgebra
de Cartan da algebra de Lie uw de U. Reciprocamente, se t C u é subalgebra de Cartan,
entdo (expt) = exp t & toro maximal.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2.5, basta mostrar que t é abeliana maximal. Como
T é abeliano, segue que t é abeliana. Agora, suponha t C s, com s subalgebra abeliana.
Entéo (exps) € grupo abeliano, conexo, assim como seu fecho T, que também é
compacto e, pelo teorema de classificagdo, um toro. Como T C T, pela maximalidade
de T, T =T elogo s = t e portanto t € maximal.

Por outro lado, se t C u é subdlgebra de Cartan, entdo t € abeliana, dai que (expt)

abeliano e conexo, bem como seu fecho. Defina s = Lie((exp t)). Entdo s € subalgebra
abeliana que contém t. Pela maximalidade de t, segue que s = t e logo (expt) = (expt)
pois ambos sdo conexos. Segue que (exp t) é um toro (pois é fechado num compacto
Haussdorff e logo compacto), que é maximal, pois se (expt) C T € umtoro e b = Lie(T),
isso implicaria t C h, donde t = h e (expt) = T por conexidade.

Por fim como t € abeliana, entdo (expt) = expt, pois dado g = eX1eX2 . .. e%n € (exp ),

como [X,Y]=0,VX,Y,entdo g = X1 ... eXn = 517X c exp .

O

Exemplo 3.2.6. Considere U = SO(3). Note que os subgrupos

cost sint 0 cost 0 sint
T = —sint cost 0] :teR ), T, = 0 1 0 teR
0 0 1 —sint 0 cost
1 0 0
e T3 = 0 cost sint|:teR

0Ot —sin cost
sdo toros maximais de U. Ainda, uma simples conta mostra que suas subalgebras
de Lie sao dadas, respectivamente, pelas subalgebras de Cartan t,, t5, t; do Exemplo
3.2.5.

Corolario 3.2.4. Seja U grupo de Lie compacto com algebra de Lie compacta u. Entdo
(exp3(u)) = exp3(u), esta contido em todo toro maximal T de U.

Demonstragdo. De fato, seja T'toro maximal, T'= exp h, h = ker(ad (X)) subalgebra
de Cartan de u, onde X, € u existe pela Proposi¢éao 3.2.7. Entéo 3(u) C ker(ad (Xy)) = b.
Assim, se X € 3(u), entdo exp X € expbh.

]
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Proposicao 3.2.9. Seja U grupo de Lie compacto com algebra de Lie u. Entdo 3(u) é
compacto e conexo, logo, um toro.

Demonstragcéo. Primeiramente, pelo mesmo argumento anterior, (exp 3(u)) = exp 3(u)
pois tal subalgebra é abeliana. Seja Z = exp 3(u). Entdo este é subgrupo abeliano,
compacto, conexo contido no centro de U. Segue que sua &lgebra de Lie 3 C 3(u), donde
segue a igualdade pois a incluséo inversa vem da defini¢cdo, e assim exp 3(u) = Z.

]

Proposicao 3.2.10. Segja T C U toro maximal e v € U. Entdo vTu~' também é toro
maximal.

Demonstracdo. De fato, é claro que uTu~! é subgrupo conexo abeliano. Além disso,
se T D uTu~" é toro maximal, entdo «~'Tw O T é subgrupo conexo abeliano e logo,
pela maximalidadede 7, v " Tu =T = T = uTu"".

]

Proposicao 3.2.11. Sejam T} = expt;, To = expty toros maximais de uw = Lie(U).
Entao existe u € U tal que Ty = uTiu".

Demonstragéo. Pela Proposi¢do 3.2.7, existe g € Aut(u), tal que t, = g(t;). Como
ad : u — Der(u) & isomorfismo, segue que Ad : U — Aut(uy) é sobrejetora, logo
existe u € U tal que Ad(u) = g. Dai que t, = Ad(u)(t;) e, logo, se t € T, t = ¥, entéo
utu™t = exp(Ad(u)(X)) € t;. A inclusdo reciproca segue analogamente.

O
Lema 3.2.13. Seja U grupo de Lie compacto, com algebra de Lie u. Dado u € U, seja
3(u) = {X € u: Ad(u)X = X}. Seja ¢ o complementar ortogonal de 3(u) emu em

relaggo ao produto interno invariante. Entdo Ad(u)e = ¢ e a aplicagdo (Ad(u — Id))|. :
e — ¢ é inversivel

Demonstragdo. Dado V' € ¢, temos que VX € 3(u), vale

0=(X,V) = (Ad(u)X, Ad(u)V)
= (X, Ad(u)V).

Logo Ad(u)V € ¢ e Ad(u)e C e. Ainda: como, se V € Ad(u)e = V = Ad(u)V e
VX € 3(u), (W, X) =0, temos que:

(V, X) = (Ad(w)W, X) = (Ad(u)W, Ad(u) X)
— (W, X) =0.
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Segue que (Ad(u) — Id)|, é injetiva e logobijetiva e invertivel, pois, para X € ¢, como
3(u) é o autoespaco associado ao autovalor 1 de Ad(u), entdo 1 ndo é autovalor de X e

(Ad(u) —1d)X = Ad(W)X — X =0 = X =0,

isto é, ker(Ad(u) — Id)|, = 0.
]

Teorema 3.2.3. Sgja U um grupo de Lie compacto. Entdo exp : u — U é sobrejetora.

Demonstragcdo. Se a éalgebra de Lie de U nao é semissimples, como u é compacta,
u = 3(u) + t, com t semissimples, pela Proposicéo 3.2.9, Z = expj3(u) é fechado,
donde o quociente U/Z é compacto e semissimples, uma vez que sua algebra de Lie é
isomorfa a u/3(u) = t. Assim basta provar no caso em que u é semissimples, pois assu-
mindo tal resultado, segue, caso geral, que exp : 3(u) — U/Z € sobrejetora, assim se
m:U — U/Z é a projegao, para cada g € U, existe Y € u/3(u) tal que n(g) = ¢¥'. Como
(dm)q| — u/3(u) é isomrofismo, segue que 3X € t tal que (dr),(X) = Y. Dai que
m(eX) = eld™MiX) = ¥ = 1(g). Segue entdo que g = ez, com z = eV € Z, W € 3(u).
Como [X, W] = 0, pois os ideais correspondentes tem intersegéo trivial, segue que
g = eV = X donde segue que a exponencial é sobrejetora também em U.
Considere, pois, que U é semissimples. A demonstragdo segue por inducao na di-
menséo de U. Como a algebra de Lie semissimples com dimensao minima é su(2),
com dimensao 3, comegamos a demonstracdo por esta. E possivel demonstrar que a
exponencial é sobrejetora para todo grupo de Lie com tal algebra, pois isso ocorre em
U = SU(2)(Proposigdo 3.3.4), que é simplesmente conexo pois SU(2) = S* através do
difeomorfismo:

¢:S* — SU(2)

Suponha, logo, que vale para dimU = n,n > 3. Seja dimU = n + 1. Entéo, pela
hipétese de indugado, em qualquer subgrupo proprio de U a exponencial é sobrejetora.
Demonstremos o teorema pela seguinte afirmacao: nas hipéteses, se T' = expt C U
um toro maximal. Entao
U= U gTg™ "
geU

Note que dai a sobrejetividade segue, pois dado u € U, sejam g € U,t € T tais que
u=gtg~'.Comot € T = exp Lie(T), t = eX, X € Lie(T), segue que u = 49X Note
que vale a reciproca: se exp € sobre, entdo U = (J ., gTg~t. Defato,sejaT =expt C U
toro maximal, u = eX € U. Entao, pela Proposi¢édo 3.2.5 existe t; subalgebra de Cartan
tal que X € t,. Dai que u € expt; = T, que é um toro maximal. Pela Proposicao 3.2.11,
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existe g c U, gTg ! =Ty, logo 3t € T, gtg~! = w.
Assim, para qualquer subgrupo proprio de U, vale que este é unido de seus toros
maximais.Para A, K C U, fixe a notagao:

A = | ] gAg™!, A= A\Z(U)
geK

onde Z(U) é o centro de U. Note que entdo (AY)* = (A*)Y.

Para provar a afirmagéo, devemos provar que U = TV. Note que U* é aberto, conexo
e denso, pois dimU > 3 e Z(U) é finito é discreto (pois (Lie(Z(U)) = 3(u) = {0}, ja
gue u é compacta semissimples) num compacto. Além do mais, como 7Y é compacto.
De fato, pois considere f : U x U — U, f(u,w) = uwu~'. Entdo f é continua, e logo
TV = f(U x T) é compacto. Entao, é suficiente provar que U* = (TY)* = (T*)V c TV.
Pois dai: U = U* c TV = TV. Note que o conjunto (7%)V é fechado em U*, pois

(T = (1Y) nU*

e TV é compacto. Para ver que € aberto, basta mostrar que para u € T, existe
vizinhanga v € U C (T*)Y, pois dai se gug™ € (T*)Y, entdo gug™' € gUg™! C (T*)Y.
Assim, sejam u € T* e Z(u) seu centralizador, que é subgrupo fechado (logo compacto)
proprio (pois u ¢ Z(U). Repare que a componente da identidade Z(u), = K contém
T, e este € um toro maximal de K. Em particular, u € K. Como dim K < dim U, pela
hipétese de indugéo, K = TX e, portanto K c TY.

Defina ¢ = flyxx : U x K — U.

Afirmacao: sua diferencial em (1, u) é dada por:

(d) @ (X,Y) = (X +Y — Ad(u) X)*(u).
Demonstracgo. De fato, aplicando a Proposicéo 2.1.1, temos que

= c;lt e fue™N % ) 1™ 1= X%u) — Xu) + Y u)
= (d D )1(X) (i) X (u™") + Y (u)
= (dDy) (X — (dEy)y-1(dDy-1)1(X)) + Y (u)
Dy)

= (dDy)1 (X — Ad(u)X) + Y (u) = (X — Ad(u) X + Y)%(u)
]

Note que (dv)x,.) € sobrejetora, pois os vetores (di)(1,.,)(0,Y) = Y (u) cobrem
T.K C T,U, enquanto (dv)a.)(X,0) = ((Id — Ad(u))X)(u) cobrem seu complementar
pelo Lema 3.2.13. Segue que existem abertos A C U, B C K, com (1,u) € A x B tais
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que u = (1, u) estd no interior de ¢(A x B). Como u ¢ Z(U), pode se tomar B C U*
de tal forma que
W(Ax B) C (K*)" c (1)

e logo u € int(T*)v.

3.3 GRUPOS DE LIE CLASSICOS

Os exemplos naturais de grupos de Lie sdo grupos de matrizes. Pela identifi-
cacdo de M, (R) com R™, é imediato verificar que GL(n, R) com operacao de grupo
sendo multiplicacdo de matrizes é grupo de Lie, pois é aberto de R™, e a multipli-
cacdo é C. E imediato também que seu espago tangente na origem é isomorfo a
R™ = M, (R), logo sua algebra de Lie é isomorfa a algebra de matrizes M, (R) com
a operacao de soma e o colchete dado pelo comutador. Segue da Proposicéao 2.2.1
que todo subgrupo fechado de GL(n,R) é grupo de Lie, e sua &lgebra de Lie é su-
balgebra da algebra de matrizes. Além disso, como existe isomorfismo linear (real)
v :GL(n,C) — ¢(GL(n,C)) C GL(2n,R), podemos identificar estes com suas imagens
e logo trata-los como grupos de Lie. Note que, apesar dos elementos das subalgebras
de Lie destes usualmente serem representadas por matrizes com entradas complexas,
essas sao subalgebras reais, assim que sua multiplicagao por escalar esta definida
sobre os reais. Em seguida listamos alguns exemplos.

E facil verificar as Algebras de Lie nos dois primeiros casos, e o terceiro segue imediato

Grupo de Lie | Algebra de Lie dim Compacto? | Conexo?
(R*,-) R 1 Nao Nao
(R+, ) R 1 Nao Sim
(S, ) R 1 Sim Sim
(GL(n R),-) | gl(n) = M,(R) n? Nao Nao
(SL(n,R),-) | sl(n) = {tr X =0} n®—1 Nao Sim
(O(n,R),-) | so(n)={X" = —-X} nln-l) Nao Nao
(SO(n,R),-) |so(n)={XT=—-X} G Sim Sim
(U(n),-) un) ={X*=-X} n? Sim Nao
(SU(n),-) suln) ={tr X =0AX*=-X} | n? -1 Sim Sim

do fato de R ser recobrimento universal de S'. Note que GL(n,R) C M,(R) é aberto,
pois coincide com det*(R\{0}), logo seu espago tangente coincide com o espago ve-
torial todo. Como todos os outros subgrupos sé@o fechado em SL(n,R), segue que séo
grupos de Lie. Para verificar sua Algebras de Lie, basta determinar qual subalgebra de
M, (R) é levada nestes pela aplicacdo exponencial, seguindo o Teorema do Subgrupo
Fechado (Teorema 2.2.1).
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Proposicao 3.3.1. sl(n) = {tr X = 0} edimsl(n) =n? —1
Demonstraco. De fato, temos que
e* € SL(n,R) < det(e*) =" =1, Vt &= t1X =0

E claro que o conjunto com a soma é subespago vetorial real. Para ver que é fechado
pelo colchete, note que se X, Y € sl(n):

tr([X,Y]) = tr(XY =Y X) = tr(XY) —tr(YX) = 0
Finalmente, note que uma base para tal subalgebra é:
{e;ji#j=12,...,n}U{e11 —e;;:1=2,...,n}

Onde ¢, ; € a matriz com 1 na entrada (z, j) e 0 nas demais entradas. Logo sua dimensé&o
én’—1.
[

Proposi¢ao 3.3.2. so(n) = {XT = - X}
Demonstraco. De fato, temos que
e e On,R) = X)) =1d, vt « ¢ =T =X vt = XT=-X

E claro que o conjunto com a soma é subespaco vetorial real. Ainda, se X, Y, € so(n),
como

X, Y] = (XY - YX) T =YTXT - XTYT =YX - XY = —(XY - YX)=—[X,Y]

é fechado pelo colchete e logo subélgebra de Lie.

Ainda, como SO(n,R) = O(n, R)Ndet*((0, +00)), SO(n) é aberto em O(n) e logo seus
espacos tangentes coincidem.

Finalmente, note que uma base para tal subalgebra é dada por

{62"]‘ — €5 j > Z}
Note que tal base contém 1 +2+ ...+ (n—1) = @ elementos, donde segue que
esta é a dimenséo da subalgebra.

]

Proposicao 3.3.3. u(n) = {X*=—-X}esu(n)={tr X =0AN X* = —-X}
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Demonstragéo. De fato, inicialmente note que U(n) e SU(n) séo subgrupos fechados
de GL(n,C) e portanto grupos de Lie reais sob a identificagdo candnica de GL(n,C)
como subgrupo de GL(2n,R). Como a exponencial comuta com esse isomorfismo,
podemos calcular a algebra de Lie destes como subalgebras reais da algebra de
matrizes complexas M,,(C). Isto é€: apesar de as matrizes da algebra terem entradas
complexas, a multiplicacdo por escalar € feita apenas no corpo dos reais. Assim, temos
que

X cUn) = M) T=1d,Vt < e = () =™Vt = X*=_-X.
Ainda,
e* e SUMn) <= X eUn),det(e”™) =" =1Vt &= tr X =0, X € U(n).

Note que os tais conjuntos munidos da soma s&o espacos vetoriais reais, pois se
X, Y e U(n):
X+Y)=X"+Y"=—-X-Y=—(X+Y)
ese ) eR:
AX)* = AX* = \(=X) = -)\X
E analogo para SU(n).
Finalmente, note que uma base para U(n) é dada por:

{ejr—ek,j,k>j}U{ie;; :7=1,2,...,n}U{iej;: k> j}

Essa base contéem 2(1+2+...+n—1)+ (n) = 2@ +n = n? elementos, logo

dimu(n) = n%. Para su(n), podemos tomar a mesma base, apenas trocando o segundo
conjunto por: {ie;; —ie;; : j = 2,...,n}, onde e, ; € a matriz com 1 na entrada (i, j) € 0
nas demais entradas, logo esta Algebra de Lie tem dimenséo n? — 1.

]

A compacidade e conexidade dos grupos citados acima é resultado facilmente
verificado através da algebra linear, entdo ndo demonstraremos aqui. Um importante
resultado que foi usado no Teorema 3.2.3 é a sobrejeg¢ao da exponencial para SU(2).

Proposicao 3.3.4. Os mapas exponenciais:
exp : u(n) = U(n), expsu(n) — SU(n)

Ss&o sobrejetores.

Demonstragdo. Suponha A € U(n). Entéo, pelo Teorema Espectral/Decomposi¢do de
Schur (LIMA, 2014), existem matrizes U € U(n) e D € GL(n,C) diagonal tais que

A=UDU"
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Como A é unitaria, as entradas de D, que correspondem a seus autovalores, tem valor
absoluto igual a 1, donde D é pode ser escrita como

et O

Pondo

0 i,
Temos que UEU* € u(n) e que ¢ = D, donde
VBV = UeFU = UDU* = A.
Agora, se A = UDU* € SU(n), com D = ¥, temos que
1 = det(D) = det(eVEV") = et WEUY) — otr B
Logoi(6y +...+6,) =0e UEU* € su(n).
[

Proposicao 3.3.5 (Forma de Killing para algebras de matrizes). Para gl(n,R), sua
forma de Killing é dada por

K(A, B) =2ntr(AB) — 2tr(A) tr(B)

Demonstragcdo. Primeiramente, note que se V é espaco vetorial de dimenséo n e
A€ End(V,V), entdo tr(A) = > ,(Ae;);, onde {¢;} € base ortonormal de V. Logo, se
A, B € gl(n), considerando a base {e; ;}, temos que

tr(ad (A)ad (B)) = tr(ad (B)ad (A))

n

= (ad(B)ad (A)e; )i,

=1

Ainda, se A = (a;;) em relagéo a esta base,
n n
ad (A)eiojo = > @ijoijo— > o€,
i=1 j=1

n
= E QA i0€k,j0 — @50,k€i0,k-
k=1
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De modo que, para (0, j0) = (i, ;) vale que

ad (B)ad (A)e; ; = ad (B) (Z Af,iCh,j — aj,kei,k>

k=1

= Z akﬂ-ad (B)ek,j — aj,kad (B)ez-,k
k=1

n n n
= E 0% E bl,kez,j —051€k1 | — Qjk E bl,iel,k - bk,lei,l
k=1 =1 =1

n n
= E E agibirer; — aribjiers — ajrbiierr + aj by €.

k=1 l=1

Note que entao

(ad (B)ad (A)ei,j>i,j = Z n(ambz-,k) + n(ajﬁbk’j) — ai,ibj’j — Clj’jbm'
k=1

ol

Sl

—_

(anibik + ajrbrj) — aiibjj — aj ;b

T
I

Logo,
tr(ad (B)ad (4)) = Z(ad (B)ad (A)ei ;)i
= Z Z Z a,ib; j + Z Z Z a; kb ;
- ZZau i ZZay b
—nZZa;ﬁ Zk—l—nzz%kbm 2tI‘ ) (B)

=2n tr(AB) —2tr(A) r(B)
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