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“A utopia estd ld no horizonte. Eu sei que nunca a alcancarei. Me aprozimo dois passos, ela se
afasta dois passos. Caminho dez passos e o horizonte corre dez passos. Para que serve a
utopia? Serve para isso: para que eu nao deize de caminhar’.

— Eduardo Galeano citando Fernando Birri
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Resumo

Neste trabalho estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, assim como todos os requisitos
necessarios para compreendé-lo e demonstra-lo, como: espagos métricos completos, continuidade
de fungoes lipschtzianas e o método das aproximagcdes sucessivas. Por fim, apresentaremos alguns
exemplos de aplicagbes diretas do teorema principal do trabalho, com a finalidade de estabelecer

condicbes para que certas equagdes possuam solugdo tnica.



Abstract

In this work we study the Banach Fixed Point Theorem, as well the necessary requirements to
understand and prove it, such as: complete metric spaces, Lipschitz continuity of functions, and
the successive approximations method. Finally, we show some applications of the main result in

order to establish conditions for the existence and uniqueness of solutions of certain equations.
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Introducao

A palavra solu¢do, do ponto de vista etmoldgico, esté relacionada com o termo decomposi¢ao,
ndo é por menos que na Quimica solu¢do é um sistema homogéneo, & grosso modo, é um sistema
em que certas substancias foram decompostas pelo solvente. Quando o assunto ¢ Matematica,
podemos tomar como objeto de estudo, por exemplo, as equacdes algébricas que podem ser
decompostas em produto de polinémios de menor grau para facilitar a obtengdo da solucao,
isto é, obter os valores em que as incognitas satisfazem a igualdade. Surgem duas perguntas
naturais quando o assunto é a solucao de equagdes, sejam elas equacGes algébricas, diferenciais
ou integrais: “sob que condi¢bes essas equacoes possuem uma solucdo?”, no caso afirmativo, “a
solucao € tinica?”’. Com a intencao de responder essas perguntas em algumas situagoes, vamos
estudar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que assegura a existéncia e unicidade de um
ponto fixo de func¢des em espacos métricos completos. Além disso, outro objetivo deste trabalho
é analisar sob quais condicGes podemos usar o teorema principal para garantir a existéncia e
unicidade de solugoes de algumas equacgoes.

O principal responsavel pela concepcao desse teorema foi o matematico polonés Stefan Ba-
nach, que foi membro da Escola de Matemaética da Polénia, grupo esse responsavel por ter
desenvolvido importantes trabalhos principalmente na area de Topologia. Afortunadamente foi
dispensado do exército um pouco antes da Primeira Guerra Mundial, podendo focar seus esfor-
¢os no Instituto Politécnico de Lviv, atualmente na Ucrania, terminando seu Ph.D mesmo sem
possuir estudos universitdrios em Matemética. Seus trabalhos foram fundamentais para o desen-
volvimento da Anélise Funcional como conhecemos hoje, com contribuicoes na Teoria das Séries
Ortogonais e Teoria de Medida e Integracdo. Com o objetivo de tentar generalizar equagoes in-
tegrais, ele introduziu o conceito de Espacos Vetoriais Normados que ele denominou de Espagos
do tipo B, hoje conhecido como Espagos de Banach. Além disso, ele desenvolveu importantes
resultados da area de Anélise Funcional como por exemplo o “Teorema de Hahn- Banach” e o

“Teorema de Banach-Steinhaus”.



Para o desenvolvimento deste trabalho, inicialmente utilizamos o livro [1] como base, a fim de
abordar do ponto de vista teoérico, as definicdes de Métrica e Espaco Métrico, para discutirmos
as propriedades que cercam Espacos Normados, e para estudarmos a continuidade de funcoes,
em particular do tipo lipschitzianas. Também estudamos neste capitulo defini¢oes importantes
como a de Isometria e Bola, fazendo uma investigagdo geométrica do seu comportamento.

No Capitulo 2, estudamos Espagos Métricos Completos, mais precisamente utilizamos exem-
plos e resultados & respeito de sequéncias de Cauchy para definirmos com mais rigor o que sdo
Espaco Métricos Completos. Recorremos ao livro [2] para fundamentarmos brevemente o que
sao Espacos de Banach e Espacos de Hilbert, assim como, é neste capitulo que demonstramos o
Teorema do Ponto Fixo de Banach, empregando dentre outras ferramentes o Método das Apro-
ximagoes Sucessivas. Por fim, utilizando-se também do livro [3], apresentamos no capitulo final
algumas das mais usuais aplicagoes do teorema principal do trabalho, dentre essas, o Teorema de

Picard para verificar a existéncia e unicidade de solucoes em Equacoes Diferenciais Ordinarias.



Capitulo 1

Espacos Métricos

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre espagos métricos, apresentaremos algumas

defini¢Ges, exemplos e resultados importantes para o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Definicoes e exemplos

Definigao 1 (Métrica). Uma métrica em um conjunto M é uma fungdo d : M x M — R™, que
relaciona cada par ordenado (x,y), com x,y € M, a um nimero real nio negativo d(z,y), de

modo que dados x,y,z € M sejam satisfeitas as sequintes condigoes:
(M1) d(xz,z) =0;

(M2) Se x #y, entdo d(x,y) > 0;

(M3) d(z,y) = d(y, z);

(M4) d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Podemos considerar d(z,y) como sendo a distancia entre os elementos z,y no conjunto M.

As propriedades da definicdo acima podem ser reescritas se tratarmos as duas primeiras
como uma s6, isto ¢, d(x,y) > 0, de modo que a distancia entre x e y serd nula unicamente se
r = y. E interessante observar também que a propriedade (M4) recebe o nome de “desigualdade
triangular”, e refere-se a um importante teorema da Geometria Euclidiana que assegura, que o
comprimento de um dos lados de um tridngulo é sempre inferior a soma do comprimento dos

outros dois lados.

10



Exemplo 1. Seja M # () um conjunto arbitrario. Vamos definir uma funcdao d : M x M — R*

com a seguinte regra:

1, sex#y
d(z,y) = :
0, sex=y

Para mostrar que essa fungao é uma métrica, precisamos averiguar cada uma das propriedades
da Definicdo 1. Para tal, uma vez que as condi¢des (M1),(M2),(M3) sao imediatas, basta
verificarmos que a condi¢ao (M4) vale para este exemplo.

Queremos verificar que: dados x,y, z € M, entao, d(z, z) < d(z,y) + d(y, z). Como d(x,y) >
0,Vx,y € M, logo se x = y a desigualdade é imediata. Se x # y, entdo ndo pode ocorrer o caso
r=yey=z,isto é x #youy+# z portanto, d(z,y) + d(y,z) > 1 =d(z, 2).

Portanto, d € uma métrica. Considerando d como a funcao que determina a distancia entre os
elementos no conjunto M, podemos observar pela regra da fungdo que, se x e y forem distintos,
a funcao assume valor 1, agora, se x e y forem iguais, a funcdo assume valor 0. Tendo em vista

esse comportamento binario, denominaremos essa funcao como métrica zero-um.

Exemplo 2. Podemos definir uma métrica em Z(X;R) = {f : X — R; f é limitada}, pondo
para f,g € B(X;R) o seguinte:

d(f,g) = sup |f(x) — g()|.

zeX

Vamos verificar que o supremo da diferenca de funcSes limitadas caracteriza uma métrica em
A(X;R). Como as condicoes (M1),(M2) e (M3) sao imediatas, basta verificarmos que vale a
desigualdade triangular (M4).

Sejam f,g,h € B(X;R), observe que:

|f(x) = hz)| = [f(z)—g(z)+g(x) — h(z)|
< |f(x) —g(@)| + |g9(z) — h(z)]
< sup [f(y) — g(y)| + sup [g(y) — h(y)|
yeX yeX
< d(f,g) +d(g,h).

Dessa forma, d(f, g) + d(g, h) ¢ uma cota superior do conjunto {|f(xz) — h(x)|/z € X}, o que
implica

Sup |f(z) — W) < d(f,g) +d(g,h).
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Portanto, d(f,g) = sup |f(z) — g(z)| ¢ uma métrica em Z(X;R).
reX

Definigao 2 (Espaco Métrico). Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e

d é uma métrica em M.

Exemplo 3. O conjunto dos ntimeros reais possui uma métrica natural dada pelo médulo, ou

seja, a distancia entre nlimeros na reta real dada por:

d: RxR — RT

(@,y) — [z —y|

define uma métrica em R.

Para verificarmos que o conjunto R munido da métrica d configura um espacgo métrico, basta
provarmos que a funcao d é de fato uma métrica em R. Para isso, vamos investigar as propriedades
da Definicao 1.

E trivial que vale (M1),(M?2), entdo, vamos mostrar que as condicdes (M3) e (M4) sio
satisfeitas.

A condigdo (M3) é observada, afinal:

d(z,y) =z —y| =[(-1).(y =) = | = 1.ly — 2| = |y — =] = d(y, x).
Por fim, observe que vale a desigualdade triangular:

dz, 2z =z —zP=(@ -2 =(@x—y+y—2>=(@—y)’+y—2>+2@—-y)(y—2)
<(@—y)P+—2)2+2z—ylly— 2l = (o -yl + |y — 2)* = (d(z,y) + d(y, 2))*
= d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Portanto, o par (R, d) é um espago métrico.

Esse exemplo é interessante para observarmos que se tomarmos um intervalo I arbitrario,
onde I C R, e considerarmos a mesma métrica d acima indicada, teremos um novo espaco
métrico (I,d). Podemos estender essa propriedade para qualquer espaco métrico, isto ¢, seja
(M, d) um espago métrico, e seja S um subconjunto nao vazio de M, entao (S,d) configura um
espaco métrico, considerando d restrita & S x S. Diremos que essa é uma restricdo de d em S e
a métrica induzida da métrica definida sobre M.

O proximo passo logico é compreender o que acontece no caso R", isto é, expandir o exemplo
anterior para o espaco euclidiano. Nesse caso especifico, o nosso trabalho serd o de analisar

algumas funcoes para verificar se constituem uma métrica no conjunto R™.
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Exemplo 4. O espago euclidiano R™.

Inicialmente considere dois pontos x = (z1,z2) € y = (y1,y2) no plano cartesiano. De forma

natural e bem conhecida da Geometria Analitica temos que a distdncia entre x e y é dada por:

di(z,y) = /(z1 —y1)? + (w2 — y2)%;

a qual é consequéncia imediata do Teorema de Pitigoras. Podemos considerar, além dessa,
outras distancias que sdo muito uteis em problemas praticos. Por exemplo, a distancia da(x,y)
dada pela soma dos catetos do triAngulo retangulo que é conhecida como a distdncia do carteiro,
pensando que um carteiro s6 pode mover-se em direcoes paralelas aos eixos. Além dessas, temos

a distancia ds(x,y) dada pelo maior dos catetos do triangulo retangulo, conforme figura abaixo.

Podemos estender a ideia dessas distancias no plano para o R", ou seja, vamos denotar cada

elemento z € R" por z = (x1, 29, ...,x,) com z; € R, 1 < ¢ < n, estabelecendo as fung¢des abaixo:

n

di(@y) = V@ =)+ ot @ y)? = [ 3k — )] "

k=1
n
do(w,y) = o1 =il + oo+ |20 —ynl = D ok — uil;
k=1
ds(z,y) = max{lzy — il [on —ynl} = max |og -yl

Vamos verificar que cada uma das funcoes acima define uma métrica em R”, o que carateriza,

R™ como espago métrico em relacdo a di(x,y), da2(z,y) ou ds3(z,y).
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A distancia euclidiana d;(z,y) é uma meétrica:
Dados = = (z1,...,2n), Yy = (Y1,.--,Yn) € 2 = (21,...,2n) € R, observe que as condi¢oes

(M1),(M2) e (M3) sao imediatas. A condicao (M4) pode ser obtida da seguinte forma:

di(z,2)> = Y (wi—2)?=) (zi—yi+tyi—=)
=1 i=1
= Z(fﬂi — i)’ + Z(yz‘ —z)’ + 22(1‘1 —yi)(yi — 2)
. . e V2 g e
< Y (@)Y (v =) +2 (Z(Sﬂz - yi)2> (Z(yi - 2i>2>
i=1 i=1 i=1 i=1

= d1($7y)2 + dl(y7 Z)2 + 2d1($7y)d(y, Z) = (dl(ﬂ?,y) + dl(y7 Z))2 :

Segue a validade da desigualdade tringular para a distancia euclidiana d;(x,y). A desigualdade
usada na terceira linha do calculo acima é conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz e

serd demonstrada no Exemplo b mais adiante.

A funcgao dy(z,y) é uma métrica:
Dados = (x1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn) € 2 = (21,...,2,) € R™ temos que as condigoes
inerentes a Definigdo 1 sao satisfeitas. De fato, observe que (M1), (M2) e (M3) sdo imediatas,

portanto, vamos averiguar apenas a condi¢ao (M4).
n
do(x,z) = Z |z — 2]
i=1
n
= D o — i+ i — 2l
i=1

n n
< O i —wl+ > v —
i=1 i=1

= dy(ay) + daly, 2)

. A funcao ds(z,y) é uma métrica:
Dados z = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn) € 2 = (21,...,2n) € R, vejamos que as condigbes

inerentes da Definicao 1 sao satisfeitas. Com efeito, note que (M 1), (M2) e (M3) sdo imediatas,
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dessa forma, vamos novamente averiguar apenas a condi¢ao (M4). Dado i € {1,...,n} temos:

IA

|z; — 2 lzi — il + |yi — il

IN

poax {Jai — i} + max {yi — 2}

d3(x7y) + d3<y7 Z)

Como o lado direito da desigualdade acima nao depende do indice ¢ escolhido segue que

ds3(z, z) = max {|x; — z;|} < ds(z,y) + d3(y, 2).

1<i<n
Definigao 3 (Espaco vetorial normado). Um espago vetorial normado é um par (E, | -||), onde
E ¢é um espaco vetorial e || - || € uma norma em E.

Denotando v = (v1,...,v,), 0 espago R™ torna-se um espago vetorial em rela¢do a cada uma

das normas abaixo:

lvll1 = \/v%+v§+v§+...+vn2
HUHQ = |01’+|U2|+‘U3’+...+‘Un‘
[olls = max [

Exemplo 5 (Espago Vetorial com produto interno). Seja E um espaco vetorial real. Um produto

interno em F é uma func¢ao do tipo:

() EXE —R

(u,v)  — (u,v)

de modo que valem as condicoes abaixo. Dados u,u/,v € E e A € R, temos que:
(1) (u+ ') = (u,0) + (uf +v);
(2) <)‘u7 U> =A- <U,’U>;

(3) <uvv> = <U’u>;

(4) Se u # 0= (u,u) > 0.
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A partir do produto interno, conseguimos definir uma norma em F, pondo ||ul| = /{u, u). As
primeiras duas propriedades de norma sao imediatas, quanto a (N3), decorre da “ Desigualdade
de Cauchy-Schwar?’, isto ¢, |(u,v)| < ||u|| - ||v||, que verificaremos abaixo:

Sejam u e v elementos de E linearmente dependentes, entdo, existe « € R de modo que

u = « - v, disso temos:

[(w, v)] = [{a - v,0)| = |- (v,0)] = |a] - (v,v) = |aly/(v,0) = Vo (v,v)/{v,0)
= \/Oé<OéU,U>\/<U7U> = \/oz<v,ow>\/<v,v> = \/<O‘U7av> \/<U,U> = [Jull[lv]]-

Caso u e v ndo sejam linearmente dependentes, a desigualdade nao valera, como observado
abaixo:
Se u e v nao sao linearmente independentes, entdo, para todo o € R, temos que u + av # eg

de modo que (u + av,u + av) > 0. Isso implica que:

(u+ av,u+ av) = (u,u) + (u, av) + (aw, u) + (aw, av) =

= (u,u) + alu,v) + alu,v) + a*(v,v) > 0.

Portanto, a equacdo de segundo grau (u,u) +2 - a{u,v) + a?(v,v) = 0 ndo possui raizes reais

e, portanto, seu discriminante precisa ser menor do que zero.
4 {u,v)? — 4 (u,u){v,0) < 0=4- (u,v)? < 4- (u,u)(v,v) = (u,v)? < (u,u)(v,v).

Finalmente, extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da desigualdade e utilizando o fato

de que (u,u) e (v,v) s@o positivos, temos que:
[(w, )| < lullllo]-
O que conclui nossa prova. Diretamente desse resultado, conseguimos mostrar que vale (N3):

lz+yll? = ety 2+y) = 2>+ [yl +2- (2, y) < ll2®+lylI*+2- (2 +yl)? = (2] +yl)>.

1.2 Isometrias

Defini¢ao 4 (Imersao isométrica). Sejam M e N espacos métricos. Dizemos que uma fungao

f:M — N é uma imersdo isométrica, quando d(f(z), f(y)) = d(z,y), VYx,y € M.

Do ponto de vista intuitivo, uma imersao isométrica é uma funcao f que preserva distancias.
Observe que uma imersao isométrica é sempre injetiva. Com efeito, se f : M — N é uma

imersdo isométrica, e z,y € M sdo tais que f(z) = f(y), entao:
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o que implica que x = y.

Exemplo 6. Seja (R",d) um espago métrico munido de uma norma arbitraria. Tomando a,u €
R™ e ||u]| = 1 definimos a seguinte fungao f : R — R™ onde f(t) = a + ¢t - u. Vamos averiguar

que é uma imersao isométrica da reta em R"”.

Observe que dados elementos quaisquer s,t € R, temos que:

d(f(s), f(£) = lf(s) = f@Ol =lla+s-u—(att-u)|
=lla+s-u—a—t-ul|=lla—a+s-u—t-ul

= lls-u—t-ull =l(s =) -ull = [(s =) - [lull = [s -],
Portanto, f é uma imersao isométrica.
Definicao 5 (Isometria). Uma isometria é uma imersao isométrica sobrejetiva.

Como vimos que uma imersdo isométrica € sempre injetiva, entdao, uma isometria é uma
bijecao que preserva distancias. As isometrias sao importantes para a Geometria, pois, do ponto
de vista das transformagoes geométricas, as isometrias traduzem a superposicdo euclidiana de
figuras.

Preliminarmente, precisamos verificar duas afirmacées importantes & respeito das isometrias.
Proposicao 1. A funcao composta de duas isometrias € uma isometria.

Demonstracao. Com efeito, se tomarmos M, N, R espacos métricos e estando determinadas duas
isometrias arbitrarias f : M — N e g : N — R, podemos definir devido ao carater bijetor das

funcoes, a funcao composta:
gof:M— R,
como f, g sdo isometrias, preservam distancias, isto é, para todos x,y € M, temos que:

d((go f)(z),(go f)y) =d(g(f(z)),9(f(y)) = d(f(z), f(y)) = d(z,y),

logo, a composta de isometrias é um isometria. O

Proposicao 2. A inversa de uma isometria é uma isometria.
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Demonstrag¢do. De fato, andlogo ao caso anterior, se tomarmos M, N espagos métricos e estando
determinada uma isometria qualquer f : M — N; como f é uma bijecdo, somos capazes de

definir a fun¢io inversa abaixo:
71N = M,
como f é uma isometria, preserva distancias, isto é, para todos x,y € M deve valer que:

d(f(x), f(y)) = d(=,y),

portanto, tomando dois pontos quaisquer w,z € N, onde N é o Domf~!, temos que f~!(w) =
fYf@) =ze f7(2) = fYf(y)) = y, para algum x,y € M, devido ao cunho bijetor da

funcdo, temos:

d(f~Hw), f71(2)) = d(@,y) = d(f(x), f(y)) = d(w, 2))

logo, a inversa de uma isometria é ainda uma isometria. O

Exemplo 7. A translacdo pelo vetor a é uma isometria, isto é, fixado um elemento a € R", a

aplicagao g : R™ — R™ definida por g(z) = x 4+ a é uma isometria.
De fato, tomando s,t € R", temos que:
d(g(t), 9(s)) = 1g(t) —g(s)| = [t + s — (s + a)| = [t — s| = d(t, ),

logo, g é uma imersao isométrica, basta provar que também é sobrejetiva.

Seja y € R™ um elemento no contra dominio de g, entdo considere x = y — a, assim:

portanto a fun¢ao g(z) é sobrejetiva e uma Isometria.
Exemplo 8. A funcao h : R™ — R" definida por h(x) = —z é uma Isometria.

De fato, vejamos primeiramente que a funcdo h é uma imersao isométrica. Dados s,t € R",

temos:

d(h(t),h(s)) = |h(t) = h(s)| = [ =t + | = [(=1).(t — 5)|
= | =1t —s| = |t —s| = d(t,5).

Por fim, basta mostrarmos que h é sobrejetiva:
Sey=-r=r=-y=h"12)=—2
portanto, h é uma isometria.
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1.3 Pseudomeétricas

Defini¢ao 6 (Pseudométrica). Sejam z,y,z € M. Uma pseudométrica num conjunto M é uma

funcdo real d : M x M — R™, onde sdo satisfeitas as sequintes condicoes:
(PM1) d(xz,z) =0;
(PM2) d(z,y) = d(y,z) e
(PM3) d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Observe que uma pseudométrica é uma fungao d que cumpre exatamente as mesmas propri-
edades de uma métrica, salvo o fato de que em uma pseudométrica mesmo pontos z, y diferentes
no dominio dessa fun¢do podem assumir d(x,y) = 0. Definir uma pseudométrica abre espago
para novas definicdes como a de espaco pseudométrico e pseudonormas, & grosso modo, basta

adaptar as defini¢coes de métrica e norma.

Definicao 7 (Espago pseudométrico). Um espago pseudométrico € um par (M,d) onde M € um

conjunto e d é uma pseudométrica em M.

Defini¢ao 8 (Pseudonorma). Sejam u,v € E e seja A € R. Uma pseudonorma num espago

vetorial E é uma fungdo |- | : E — R que respeita as sequintes condigoes:
(PN1) |u| > 0;
(PN2) |Aul = |\|.|ul e
(PN3) |u+v| <|ul+ |v]|.

Exemplo 9. Sempre podemos definir uma pseudométrica trivial em um conjunto P qualquer,

pondo d(z,y) =0, Va,y € P.

Seja qual for o conjunto P, assumindo a fun¢do acima estaremos determinando uma pseudo-
métrica trivial e observe que todas as propriedades que cercam essa funcdo d que caracterizam

ela como pseudométrica sdo evidentes, por essa razao omitiremos sua demonstracao.

Exemplo 10. Uma pseudonorma ocorre no espago E das fungoes f : [a,b] — R que sdo inte-

graveis no sentido de Riemann, quando se define:

b
1l = / F(@)ldx
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Observe que, como aqui as fungées f nao precisam ser continuas, pode ocorrer que |f| = 0,
sem que f se anule em todos os pontos de seu dominio, bastando tomar um ntmero finito de

pontos no intervalo [a, b].

1.4 Bolas e Esferas

Nas proximas unidades deste capitulo apresentaremos progressivamente certas noc¢oes de
topologia, por ora, vamos nos ater a trés definicdes fundamentais que estdo diretamente ligadas
ao conceito de métrica, sendo elas: bola aberta, bola fechada e esfera. Nosso objetivo nessa
unidade serd o de compreender as definicoes, estudar certos exemplos e analisar as alteracoes

que ocorrem no comportamento geométrico das bolas em relagdo & métricas especificas.

Definicao 9 (Bola aberta). A bola aberta de centro a e raio r, é o conjunto B(a;r) dos pontos

de M cujo a distdncia ao ponto a é menor que T, ou seja.
B(a;r) ={x € M;d(z,a) <r}.

Definigao 10 (Bola fechada). A bola fechada de centro a e raio r, é o conjunto Bla;r| dos

pontos de M cujo a distdncia ao ponto a é menor ou igual & r, ou seja:
Bla;r] = {z € M;d(z,a) <r}.

Definicdao 11. Uma esfera de centro a e raio r é o conjunto S(a;r) formado pelos pontos que

equidistam de a em relagdo a r, isto é:
S(a;r) ={z € M;d(x,a) =r}.
Evidentemente, a partir das definicées acima, podemos verificar que:
Bla;r] = B(a;r) U S(a;r).

Exemplo 11. Seja M um espago métrico munido da métrica zero-um, entdo, para todo a € M,

temos que B(a;r) = Bla;r] = M ser > 1, e B(a;r) = Bla;r] = {a} se r < 1.

Ja sabemos que a métrica zero-um é representada pela aplicagao:

d:MxM-—R
1, sex#y
d(z,y) =
0, sex=y
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Entdo, uma bola nesse espaco métrico tem um comportamento atipico, porque, ou representa
o espago métrico na sua totalidade ou apenas um ponto. No caso especifico em que r > 1, é
evidente que a bola aberta representa todo o espaco métrico M, afinal, para todo ponto x € M,
temos que d(z,a) =0 ou d(z,a) = 1, logo, se r > 1 a bola em questao atendera todos os pontos.

Agora no caso em que r < 1 deve valer que:
B(a;r) = Bla;r] = {x € M;d(x,a) < 1},

mas a distancia d(x,a) < 1 apenas para o ponto a, ja que para todo outro ponto x # a,
d(z,a) = 1.

Com um raciocinio andlogo somos capazes de compreender os casos abaixo:
B(a;r) = Bla;r] = {x € M;d(z,a) < 1} = M;
Sla;r) ={x € M;d(z,a) =1} = M — {a}.
Exemplo 12. Na reta com a métrica usual, temos que as bolas sdo representadas por intervalos e

a esfera é formada pelos extremos do intervalo relacionado, definidas da seguinte forma: B(a;r) =

(a—r,a+r), Bla;r)=[a+ra—r],e S={a—r,a+r}.

Um caso mais interessante é o das métricas usuais do R?. Futuramente demonstraremos que
as trés métricas em questao sao equivalentes, por enquanto nosso objetivo serd mostrar que isso

nao se traduz em definir uma bola geometricamente idéntica.
Exemplo 13. As métricas usuais do R?.

Considerando X € R? definido como X = (z1,22), e assumindo por comodidade o centro

a = (0,0), vamos estudar as trés métricas abaixo e a sua relagdo com as defini¢coes da unidade.

e A métrica euclidiana d(z,y) = \/(xl —y1)? + (22 — y2)2.

Em virtude da métrica euclidiana, considerando X € R?, podemos determinar a bola fechada

do seguinte modo:

Bla;r] = {X € R?; \/(:El —a1)?+ (zg —a2)? <r};

nesse caso, podemos observar que se \/(z1)2 + (22)2 < r, entdo, (z1)? + (z2)? < 72, que ja
verificamos se tratar da esfera usual no R?, mas dada a desigualdade, estendendo-se para todos

os pontos internos da bola aberta relacionada, como na figura abaixo.
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e A métrica d(z,y) = |x1 — y1| + |22 — y2|.
Assumindo essa métrica, podemos determinar a bola fechada do seguinte modo:
Bla;r] = {X € R?[a1] + |22 <1}

isto é, vamos somar o valor absoluto das coordenadas de modo que nao ultrapasse o raio r,

formando uma bola fechada inusitada como na figura abaixo.

e A meétrica d(x,y) = max{|z1],|z2|}.
Nesse ultimo caso, a defini¢ao de bola basicamente limita o maior dos valores absolutos das

coordenadas ao raio, formando uma bola fechada tdo inusitada quanto a anterior, da seguinte

forma:

Bla;r] = {X € R* max{|z1],|z2|} < r};
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Esses sao exemplos que evidenciam como a definicao de bola depende diretamente da métrica
e 0 espaco métrico relacionado, analogo a esse caso, podemos determinar a condicdo para que

uma func¢ao limitada esteja numa bola fechada em um espaco de fungoes limitadas %([a, b]; R).

Exemplo 14. Seja %([a,b]; R) o conjunto das fun¢oes limitadas no intervalo [a, b]. Dessa forma,

se f,g € A([a,b]; R), ja definimos uma meétrica para conjunto de fungdes do seguinte modo:

d(f,9): BxB — Rt
(fr9) = sup [f(z)—g(x)]

z€la,b]

A condicao para que uma fungao limitada g : [a,b] — R pertenga a bola fechada B[f;r] é
que |f(xz) — g(x)| < r, Vz € [a,b]. De fato, pela definicao de bola fechada temos que B[f;r] =
{9 € #; d(f,g9) <r}; mas

d(f,9) <r < il[lpb] |f(z) —g(x)| <7< |f(x) —g(x) <7

Graficamente é ainda mais simples, podendo ser representado como na figura abaixo.
A

¥

W
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1.5 Espaco Métrico Discreto

Definicao 12. Seja M wm espaco métrico, dizemos que um ponto a € M é um ponto isolado de

M, se ele é uma bola aberta em M, isto é:
dr > 0, de modo que B(a;r) = {a}.

Exemplo 15. Seja Z o conjunto dos ntimeros inteiros, entdo, todo ponto xg € Z é um ponto

isolado.

Evidente, porque se utilizarmos a métrica usual em R podemos concluir & partir da prépria

definicao de bola aberta que:
B(zo;1) = {x € Z;d(z,x0) < 1} = B(zo;1) = {z € Z; |x — x| < 1},
contudo,
lx —zp| <1 —1<z—20<1,
e como estamos no conjunto dos inteiros Z, vale que
r—x0=0= 2=,
logo,
B(zp;1) = {x0}-

Por outro lado, se assumirmos P um conjunto definido como P = {0,1,1/2,...,1/n,...}, 0
mesmo nao vale, pois, por menor que seja o raio r que escolhermos, sempre haverd um n € Z, de
modo que d(0,1/n) < r. Em particular, P = {1,1/2,...,1/n,...} & tal que todos seus pontos

sao isolados.

Defini¢ao 13 (Espago métrico discreto). Um espag¢o métrico M € dito discreto se todo x € M

€ ponto wsolado.

Ser discreto é uma caracteristica de determinados conjuntos que nao estd necessariamente
relacionada ao conjunto ser finito ou nao, todavia, é evidente que todo conjunto finito é discreto.
Alguns exemplos de espacos métricos discretos sao: a Imagem da métrica zero-um, Z, N,

P — {0}, ou qualquer outro subconjunto de M se o mesmo for um conjunto discreto.

Proposicao 3. Dados os pontos a # b num espaco métrico M, e sejam r > 0 e s > 0 de modo

que  + s < d(a,b), entdo, as bolas abertas B(a;r) e B(b;s) sdo disjuntas.
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Demonstra¢io. Vamos supor que exista x € B(a;r) N B(b; s), entao:

d(a,z) <redx)<s

= d(a,z) +d(z,b) <r+s<d(a,b);

por outro lado, como vale a desigualdade triangular, entao:

d(a,b) < d(a,z)+d(b,x) <r+s <d(a,b)
= d(a,b) < d(a,b).

Absurdo. O

Esse resultado é muito importante, pois, ele verifica que todo espaco métrico M é um Espaco
de Hausdorff, isto é, sem muitos detalhes, um Espaco de Hausdorff € um espago topoldgico em
que quaisquer dois pontos distintos possuem vizinhancas disjuntas. Um resultado interessante
derivado dessa proposicao é que, se 7 + s < d(a,b), entdo as bolas fechadas Bla;r| e Blb; 5]
sao tambeém disjuntas. De fato, tendo em vista que se existir € B(a;r) N B(b; s), andlogo ao
caso anterior, teremos que d(a,b) < d(a,z) + d(b,z) < r 4+ s < d(a,b), o que caracteriza uma

contradicao.

1.6 Funcoes Continuas

Defini¢ao 14 (Fungao continua num ponto). Sejam M, N espagos métricos. Diz-se que a funcgdao
f: M — N é continua no ponto a € M quando, Ve > 0, é possivel obter um 6 > 0 de modo que
d(z,a) <6 =d(f(x), f(a)) <e.

A definicdo acima refere-se & continuidade num ponto a € M, por esse motivo dizemos que
trata-se de uma definicdo local, consequentemente uma funcdo f : M — N é continua se ela é
continua em todos os pontos do seu dominio. Observe também que definir uma funcgao continua
f: M — N num ponto a € M é equivalente a dizer que, para qualquer bola Ba(f(a);e), existe
uma bola Bj(a;d), de modo que f(B1) C Bo.

Quando estamos estudando a continuidade de func¢des no caso real, dizer que f é continua

no ponto a € M significa que Ve > 0, 3§ > 0 de modo que se = € M:

a—d<zx<a+d= fla)—ec< f(z) < fla)+e.
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Exemplo 16 (Fungoes lipschitzianas). Vamos considerar uma constante ¢ € R, entdo, a funcao

f: M — N é dita lipschtziana se para todo =,y € M, vale:

d(f(x), f(y)) < c-d(x,y).

As funcoes lipschitzianas (como sdo chamadas devido ao mateméatico alemao do século XIX
Rudolf Lipschitz), sdo uma categoria de fungdes em que a distincia entre as imagens de dois
pontos é sempre menor ou igual a distAncia entre dois pontos multiplicado por uma constante,
porém, por mais que essa caracteristica & defina, ndo é a mais interessante. A propriedade mais
intrigante das fungoes lipschitzianas é que se f é uma funcgado lipschitziana entdo f é continua.
Com efeito, iremos demonstrar que f: M — N é continua em todo seu dominio.

[

Seja € > 0, tomando § = £, Va € M temos que:

c?

d(z,a) <6 = d(f(x), f(a)) <cd(xz,a)<c.d

= d(f(x), f(a)) <c.d= & €,

Cc

logo, d(f(x), f(a)) < ¢, e isso conclui nossa demonstracao.

1.6.1 Propriedades elementares das fungoes continuas

Proposicao 4. A composta de duas aplicacées continuas é também continua. Mais precisamente,
se f: M — N € continua no pontoa e g: N — P ¢é continua no ponto f(a), entao gof : M — P

€ continua no ponto a.

Demonstrag¢igo. Dado € > 0, como g é continua em f(a), entdo IX > 0 tal que d(z, f(a)) <
A = d(g(x),g(f(a))) < e. Por sua vez, dado A > 0; 36 > 0 de tal modo que d(z2,a) < § =
d(f(x2), f(a)) < A, logo, dado € > 0; 36 > 0 tal que d(z,a) < 0 = d(g(f(z)),9(f(a))) < e,
portanto g o f é continua.

O

Um resultado interessante diz respeito ao que acontece com fungoes que possuem derivadas
limitadas, mais precisamente, se uma funcao real f : I — R, definida num intervalo I, é derivavel
e |f'(z)| < ¢ para todo x € I, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, temos que dado z,y € R,
existe z entre x e y tal que f(z) — f(y) = f'(2).(x — y), entdo |f(z) — f(y)| < c.]z — y|. Assim,

toda funcao com derivada limitada num intervalo é lipschitziana.
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Exemplo 17. A func¢do f: R — R, dada por f(x) = 2™ é lipschitziana em cada parte limitada
de R.

Para verificarmos esse resultado basta tomar uma parte limitada de R, ou seja, vamos tomar

apenas os ¥ € R de modo que |z| < a. Se |z| < a = |f(z)] = n|z|*! < n.a"!

, 1850 nos
mostra que |f'(z)] < n.a™ ! mas, se uma fun¢ao tem derivada limitada num intervalo, entdo é

lipschitziana.

Definigao 15 (Contracgoes). Se f : M — N é tal que d(f(x), f(y)) < c-d(x,y) para todo
x,y € M, com 0 < ¢ < 1, dizemos que f é uma contra¢do. No caso particular em que ¢ = 1

denominamos o funcdo de contracdo fraca.
Exemplo 18 (Funcao constante). Seja f : M — N definida por f(z) = k, entao, f é continua.

Com efeito, dado € > 0, podemos tomar § > 0 de modo que B(a;d) = {a}. Se isso ocorre,
d(z,a) <0 =d(f(z), f(a)) =0<e.
Decorre naturalmente que se M é um conjunto discreto, entdo toda funcao f : M — N é

continua.

1.6.2 Homeomorfismo

Exemplo 19. Seja M a reta com a métrica zero-um. A aplicacao identidade ¢ : M — R &

continua, mas sua inversa j : R — M (também dada por j(z) = x) nao sera continua.

Exemplo 20. Tomamos agora M = [—1,0] U (1,00), N = [0,00) e f : M — N definida por
f(x) = 2% Para todo z € M, entdo, f é continua.

De fato, dado € > 0, observe que:
f(2) = f(a)] = |2* — @®| = [(x — a)(z + a)| = |z — a|.]z + al.

Observe também que nas proximidades de a podemos compreender o comportamento de x,

e (z+a):

2a—1<z+a<2a+1=|z—allz+a|<0(2a+1)= (2a+1)=e.

_c
(2a+1)

Portanto, para 6 = concluimos que f é continua, e como é evidentemente bijetiva,

g
(2a+1)

podemos determinar sua inversa f~!(x).

27



Note que a funcio inversa f~!(x) ¢ definida da seguinte forma:

Ve, sel<zx

f M) = :
-z, se0<zx<1

Portanto, ¢ evidente pelo grafico que a funciao f~! ¢ descontinua no ponto 1.

Defini¢ao 16 (Homeomorfismo). Sejam M e N espag¢os métricos. Um homeomorfismo de M

sobre N € uma bijecio continua f: M — N cuja inversa f~' : N — M também ¢ continua.

Defini¢cao 17 (Espacos homeomorfos). Dizemos que M e N sao homeomorfos se existe um

homeomorfismo de M sobre N.

Exemplo 21. Tomamos M = [0,00), N = [0,00) entdo f : M — N definida como f(x) = 22 &
continua e possui inversa continua.

De fato, andlogo ao exemplo anterior, seja f : M — N definida por f(z) = 22 e dado ¢ > 0,
vale que | f(z) — f(a)| = |22 —a?| = |(x —a)(x +a)| = |z — a|.|]z +al|, logo observe que |z —a| < §

e nas proximidades de a vale que:

a—l<zx<a+1
=2a—-1<zx+a<2a+1

= [f(x) = fla)] <6(2a+1) = (2a+1)=e.

5
(2a+1)

Logo, existe é = Portanto, f é continua.

_£
2a+1"

Sobre ser bijetiva, é evidente nesse caso.

(1) Injetiva: Se f(z1) = f(z2) = z1 = xo.

De fato, se (z1)? = (22)? = ++/(71)? = £/(72)? = £(71) = £(x2), e como s6 estamos

preocupados com x > 0, temos que x; = xo.

(i1) Sobrejetiva: Para todo y € N, 3z € M/f(z) = y.

Sey € N, temos que y = 2> = x = V¥, logo f(z) é sobrejetiva.
Portanto, f ¢ continua e bijetiva, e observe que o mesmo vale para f~1(z) = /.

Proposicao 5. Se f: M — N e g: N — P sao homeomorfismos, entéo go f : M — P e

=1 N = M também sdo homeomorfismos.
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Demonstragdo. Se f : M — N e g : N — P sao homeomorfismos, entdao f, g sdo continuas e
bijetivas, e f1: N - M e g~' : P — N também sdo continuas.
Agora, como f, g sdo continuas e bijetivas, entdo g o f também sera, e como f~! ¢g~! sio

continuas também, entdo (go f )_1 é continua, logo go f € um homeomorfismo como gostariamos.

O]
Proposicao 6. Toda isometria € um homeomorfismo.

Demonstragao. Seja f : M — N uma isometria, entao, d(f(z), f(y)) = d(x,y), logo f é uma
contracao fraca e, portanto, continua.

Agora, como f é uma isometria, f~! também ¢, logo f é um homeomorfismo. O

Exemplo 22. Se o espaco métrico NV é discreto e f: M — N é um homeomorfismo, entao M
também é discreto.

Se N é discreto, entdo existe uma bola B(f(a);e) = {f(a)}. Como f é continua, entao para
todo € > 0, existe 6 > 0 tal que f(B(a;0)) C B(f(a);e) = {f(a)}, e como f & injetiva, a bola
B(a;6) tem um tunico elemento. Portanto, M é discreto.

Observe também que se M e N sao discretos, e possuem o mesmo ntmero cardinal, entao
sao homeomorfos. De fato, se M e N sao discretos e possuem o mesmo nimero de elementos,
entdo qualquer f bijetiva entre eles é um homeomorfismo.

Observacao: Ser discreto e, portanto, nao ser discreto, é uma propriedade topolégica, mas ser
limitado é uma propriedade métrica. Um exemplo interessante é N = {1,2,3,...,n,...} e P =
{1, %, %, ceey %, ...}, como N e P sao discretos e possuem infinitos elementos, sdo homeomorfos,
mas dividem a mesma propriedade métrica (ser limitado), mas gozam da mesma propriedade
topolégica.

“Toda propriedade topolégica é métrica, mas nao vale a reciproca’.

Exemplo 23. (Homeomorfismo de bolas) Duas bolas fechadas no espaco normado E sao home-
omorfos.

Antes de pensar em bolas fechadas, vamos compreender o caso em que as bolas sdo aber-
tas. Vamos tomar duas bolas abertas B(a;r) e B(b;s) em E, e mostrar como construimos um
homeomorfismo entre elas.

Observe que t, e m) sdo evidentemente continuas e de maneira analoga, as inversas (ta)_1 =

1

t_q e (my\)™" = my sdo continuas. Logo, t, e my sdo homeomorfismos.

Vamos construir uma fun¢ao composta p, que ¢ um homeomorfismo entre B(a;r) e B(b;s).
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1. Transladamos B(a;r) de modo que seu centro torne-se a origem. (t_,).

2. Multiplicamos os vetores de B(a;r) por s/r, isso fard com que todos os vetores v < r,
tornem-se vetores v’ < s. (mg/,)

— Nesse caso, B(a;r) tornou-se B(0;s).

3. Transladamos B(0;s) centralizando no ponto b.

Logo, ¢(B(a;r)) = B(b;s), um homeomorfismo, pois apenas utilizamos translacao e homo-
tetia. Mas, quem é 7
p=p1o0pa0p3 =1t,0omg/ 0t_q.

O mesmo obviamente vale para duas bolas fechadas.

Observacao: Convém observar que, num espaco métrico arbitrario, duas bolas abertas podem
nao ser homeomorfismos. Podemos pegar um espago métrico M onde B(a;r) = {a} (ponto
isolado) e B(b;s) com b nao isolado, ndo tem como determinarmos uma bije¢ao, pois B(b;s) é

um conjunto infinito.

Exemplo 24 (Imersao Topologica). Uma aplicacao injetiva f : M — N que é um homeomor-
fismo de M sobre sua imagem f(M) chama-se uma imersao topoldgica. Disso, tiramos que toda
imersdo isométrica é uma imersao topolégica.

De fato, toda imersao isométrica é uma imersao topolédgica, pois f: M — N é uma imersao
isométrica se, para todo z,y € M temos d(f(z), f(y)) = d(x,y). J& provamos que f ¢é injetiva
se é uma imersao isomeétrica.

Essa f : M — N sera uma imersao topologica, se f : M — f(M) for um homeomorfismo.
Observe que, se f é uma imersdo isométrica, entdo f ¢é lipschitziana, e por isso continua. Como
é injetiva, f~1: f(M) — M ¢ lipschitziana e por fim continua. Logo, toda imersdo isométrica &

uma imersao topoldgica.

Exemplo 25. A aplicagao f : R — R?, dada por f(t) = (¢,t%) é uma imersdo topologica da reta
no plano, ou seja, deve valer que f: R — R? é um homeomorfismo;

Com efeito, a inversa f~!: f(R) — R, dada por f~!(¢,t%) ¢ a restri¢do a f(R) da projecio
p1:RZ S R

Exemplo 26. Toda bola aberta de um espacgo vetorial normado E é homeomorfo ao espaco

inteiro FE.
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No Exemplo 23 discutimos que B(a;r) é sempre homeomorfa a B(b; s), logo, se mostrarmos
que qualquer B(c;t) é homeomorfa a E, ja teremos mostrado que esse resultado vale para toda
bola do espaco vetorial normado E. Mais precisamente, podemos mostrar que esse resultado vale
no caso mais trivial, B = B(0;1).

Vamos exibir uma funcdo f : F — B, no caso, f(x) = observe que |f'(z)| =

1+’
‘ c
1+ |||
que 1.

’ < 1, para todo = € FE, ou seja, f(x) serd um vetor v € B, com mo6dulo menor

Observe agora que essa funcao é continua em todos os pontos do seu dominio, e podemos

definir uma funcao g(z) inversa.

T =S T = ) =y = eyl -y =02y = S sy =
y = T = . yll) =y = z+zllyl—y = Y= y=
1L+ [|| L+ lyll z—1 1=z’
mas ||z|| < 1, pela sua funcao anterior, deve valer que essa funcao inversa g(x) = m ou
— |z

g(y) = %HH, é continua. Logo, ha um homeomorfismo f : F — B, o que significa que B e E
— Y

sao homeomorfos.

Exemplo 27 (A projecio estereografica). Seja S™ = {z € R""L; (2, 2) = 1} Vamos pegar a

esfera n-dimensional e o ponto p = (0,0,...,0,1) € S™, como na figura abaixo:

(y) 7(x)

R"

y

Entao, a projegao estereografica 7 : S™ — {p} — R" estabelece um homeomorfismo entre a
esfera menos o polo norte, com o espago R".

Vamos compreender o que acontece no caso R?. Basicamente, a cada z € S? temos um cor-
respondente diferente em S? atingindo infinitos pontos no espaco euclidiano. Geometricamente,
m(x) é o ponto em que a semi reta pzr intercepta o espaco euclidiano, isto é, x,4+1 = 0.

Podemos obter uma formula para 7(x), observando que os pontos da semi reta px tem a
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forma p+t.(x — p), onde ¢t > 0. Esse ponto pertence ao hiperplano x,1 = 0, quando sua ultima

coordenada é 1+t - (x,41 — 1) = 0, entdo:

1+t($n+1*1):0 = t($n+1*1):*1

= t —1 L
Tpn1—1 1—ap4
r—p
= 7w(x)=P+ ———.
1- Tn+1
Entéo, se temos um ponto z = (zg,x1,...,Tn, Tnt1), convencionando =’ = (xg, z1,...,2"),
. . ! .
podemos considerar a funcdo 7(z) = A=z Observe que como Z,11 nunca vai ser 1, e
— Tnp+41

a funcdo m(x) é continua, bem como sua funcdo inversa: ¢ : R™ — S™ — {P} definida como

#(y) = x, entdo 7(x) ¢ um homeomorfismo.

1.7 Meétricas Equivalentes

Definicao 18. Diremos que uma méirica di € mais fina que wma métrica do, e denotaremos

d1 > ds, quando a aplicacdo identidade i15 : My — Ms for continua.

Como i19(z) =  para todo x € My, a defini¢do de continuidade oferece a seguinte condicao

suficiente para que d; seja mais fina que do:

Condicao suficiente e necessaria: Para todo € > 0, existe § > 0 de tal modo que se
x € Bi(a;e), entdo, x € Ba(a; ). Portanto, é suficiente dizer que d; > da se, e somente se, toda

bola aberta segundo do contém uma bola aberta de mesmo centro segundo d;.

Exemplo 28. Se o espago métrico (M,d;) é discreto, entdo, d; ¢ mais fina do que qualquer
outra meétrica do em M.

De fato, se (M,d;) € um espago métrico discreto, entao, existe € > 0 de tal modo que
Bi(aje) = {a}. Se supormos que exista uma métrica da > dj, ela necessariamente precisa ser

discreta, afinal, para este ¢ > 0, existe § > 0 onde Ba(a;6) C Bi(a;e) = {a}.

Exemplo 29. Se existir uma constante ¢ > 0 tal que do(x,y) < ¢-di(x,y) para quaisquer

x,y € M, entao, di é mais fina que ds. Com efeito, se:

do(z,y) < ¢ di(w,y) = da(ir2(2),i12(2)) < ¢ di(w,y);
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portanto i12(x) é lipschtziana, o que implica ser continua. Observe que estamos basicamente

mostrando que Bj(a;e/c) C Ba(a;e).

Exemplo 30. Vamos estudar um resultado que decorre exatamente do exemplo anterior. Seja
E = p([a,b],R) o espaco vetorial de todas as funcées continuas limitadas f : [a,b] — R. Ja
sabemos que ||f|| = sup,<,<; | f(7)| define uma norma, e com isso, define uma métrica em E.
Observe que, como toda funcdo em E é integravel, entdao a defini¢do ||f||1 = /bf(a:)da:
introduz uma pseudo norma, como visto na Seccao 1.3. ’
Agora note que se f € E, ela é continua e limitada o que significa que /b f(x)dx = 0 se,
a

somente se, todos os pontos de [a, b] sdo nulos. Podemos concluir que:

b
dl(f,g)Z/ [f(x) —g(z)|dz < (b—a)- sup [f(z)—f(y)|l = (b—a)llf —gll

a<z<b

Pelo exemplo anterior, a métrica d = ||f|| é mais fina que a métrica dy = ||f||1.

Proposicao 7. A aplicacao injetiva f : (M,d,,) — (N,d,) € continua se, e somente se, a

métrica dy, € mais fina que a métrica dy, induzida em M por f.

Demonstra¢ao. Indiquemos com f; : (M,d;) — (N,dy), a mesma aplicagdo que f, quando se
toma no dominio a métrica d;. Nao ha perda de generalidade supor que f e f1 sejam sobrejetivas,
isso faz de f; uma isometria, ou seja, um homeomorfismo. Como f = iy o fi, entdo, f s6 é

continua se di > dj;. O

Definicao 19 (Métricas equivalentes). Duas métricas dy e dy num espago M chamam-se equi-
valentes, quando cada uma delas € mais fina do que a outra, isto €, quando a aplicagdo i1 :

(M,dy) — (M,da) é um homeomorfismo. Escreve-se que di ~ da.

Proposicao 8. A bijecio f : (M,dy) — (N,dy) € um homeomorfismo se, e somente se, a

métrica dys € equivalente a4 méirica di, induzida em M por f.

Demonstra¢do. Da Proposicao 7, dys tem que ser mais fina que dy, para que f seja continua.
Agora basta analisarmos =1 : (N,dy) — (M,dys). Vamos indicar g : (N,dy) — (M, dy) que é
um homeomorfismo.

Como f~! =iy 0g, entdo, f~1 & continua, se i;)s for. O

Exemplo 31. Se existirem constantes a > 0 e 3 > 0 tais que a-dy(x,y) < do(z,y) < B-di(x,y),

para todo x,y € M, entdo as métricas d; e ds sdo equivalentes.

33



Observe que esse resultado é suficiente para mostrar que duas métricas sdo equivalentes,
contudo, nao é necessario, pois, nem sempre existird S que satisfaca a inequacdo acima. Um

exemplo esté relacionado com uma métrica nao limitada d.
d(z,y) < B di(z,y);

se d; é limitada, entao:

d(z,y) < p-c.

Condicao suficiente e necessaria: Se d; ~ ds, entdo, di > do bem como do > dj.
Portanto, Bi(a;01) C Be(a;e2) e Ba(a;d2) C Bi(a;er), isto é, qualquer bola aberta em relagao

a uma métrica, deve conter uma bola aberta de mesmo centro em relagdo a outra.

Exemplo 32. As métricas di, do, d3 do plano R? sdo equivalentes.

Quando discutimos essas métricas dy, do e d3 no plano R?, conseguimos definir cada uma das
bolas abertas relacionadas, e discutimos como elas sao diferentes do ponto de vista geométrico.
Seguindo a condigdo suficiente para constatar que as métricas sdo equivalentes, basta observar
que isso sempre é possivel. Todo disco centrado em a, contém um quadrado com diagonais
paralelas aos eixos, que contém um quadrado, e assim por diante, repetidamente.

Por outro lado, observe que isso também decorre diretamente do Exemplo 31, afinal,

d3(w,y) < di(z,y) < da(z,y) < n-ds(z,y).

34



Capitulo 2

Espacos Métricos Completos e o

Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesse capitulo vamos enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, mas
antes disso, precisamos definir alguns conceitos importantes tais como sequéncias convergentes,
sequéncias de Cauchy e espacos métricos completos. Além disso, vamos apresentar diversos
exemplos sobre esses conceitos aqui abordados. E nesse capitulo também que apresentamos os

espacos de Banach e Hilbert.

2.1 Limites de sequéncias

A ideia de sequéncia esta relacionada com dar continuidade a algo que foi iniciado previ-
amente, por exemplo, a sequéncia de filmes “O Senhor dos Anéis” que nada mais é que uma
continuagdo vinculada ao primeiro filme “A Sociedade do Anel”, ou até mesmo a continuacio dos
proprios livros escritos pelo escritor britanico J.R.R Tolkien. Essa nogao do que é uma sequéncia
pode ser observada diretamente na etmologia, derivada do latim sequentia, a palavra significa
continuagao.

Em Matemaética, o termo sequéncia significa exatamente a mesma coisa, entretanto, em uma
linguagem diferente. Nesse sentido, introduziremos esse capitulo do trabalho apresentando uma

definicao matematicamente precisa de sequéncia.

Defini¢ao 20 (Sequéncia num conjunto). Uma sequéncia num conjunto nao vazio M é uma

fungdo x : N — M, que relaciona cada nimero natural com um elemento em M.
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Uma sequéncia x : N — M é usualmente identificada com os elementos x(n), n € N, da sua
imagem. Devido a isso vamos denotar uma sequéncia através da notacao (z,) = (z1,z2,...) € 0
valor que a sequéncia assume x, = xz(n), em cada n € N, serd chamado de n-ésimo elemento ou
termo geral da sequéncia. Muitas vezes vamos nos referir a uma sequéncia considerando apenas

seu termo geral.

Exemplo 33. Uma forma simples de obtermos uma sequéncia real, x : N — R, é discretizando
uma, funcao definida em uma varidvel continua ¢ € I D N. Por exemplo, tomemos a funcio
f:[0,00] — R dada por f(t) = t? e consideremos a restricio x = f|y, a qual produz a sequéncia,

real de termo geral z,, = n?.

Exemplo 34. A sequéncia x : N — Q de termo geral x,, = 1/n relaciona cada n € N & um

termo no conjunto dos nimeros racionais Q, nesse caso (z,) = (1,1/2,1/3,...,1/n,...).

Exemplo 35. Considere o conjunto S' = {2z € C: |z| = 1}. Fixemos a € R e consideremos a
sequéncia z : N — St definida por z, = €® = cos(na) + isen(na).

Um fenomeno interessante ocorre quando fixamos a = 27/p, com p € N, o que torna a
sequéncia z, = €™ ciclica, ou seja, seus termos se repetem de forma periodica assumindo
somente os valores finitos

i2km

er ,comk=0,1,2,...,p—1.

Esses valores sdo exatamente as raizes da equacdo 2P = 1 as quais dividem o circulo S' em
p partes iguais. Por exemplo, se considerarmos a equacio 2 = 1, que tem como rafzes os finitos

valores:

ikm

e+ comk=0,1,...,7,

obtemos uma sequéncia ciclica (23) que divide o circulo S! em oito partes iguais conforme ilus-

trado na figura abaixo.
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O nosso principal objetivo nesta se¢ao é compreender como se comporta uma sequéncia (x,),
definida num espago Métrico (M, d), quando n € N torna-se muito grande. Mais precisamente,
queremos saber se existe um elemento a € M de forma que os termos da sequéncia (z,) se

aproximam quando n tende para o infinito.

Definigao 21 (Sequéncia convergente). Uma sequéncia (z,,) num espago métrico (M, d) converge

para um elemento a € M se, dado € > 0 eziste ng € N tal que d(z,,a) < €, para todo n > ny.
Usaremos a notagao

lim z, = a.
n—oo

para indicar que a sequéncia (x,) converge para a.

Exemplo 36. Toda sequéncia constante z,, = a é convergente, e nesse caso lim z, = a. De
n—oo

fato, observe que dado € > 0, temos d(x,,a) =0 < ¢, para todo n € N.

Exemplo 37. Dada a sequéncia de numeros reais x,, = 1/n, temos que lim z, = 0. De fato,
n—oo

para cada € > 0 considere ng > 1/e, logo

para todo n > nyg.

Definigao 22 (Sequéncia limitada). Uma sequéncia (x,) no espago mélrico M, chama-se limi-
tada quando o conjunto formado pelos seus termos € limitado, isto é, existe ¢ > 0 de tal modo

que:
d(Zpm, xn) < ¢, para quaisquer m,n € N,

Note que uma sequéncia (z,,) € limitada se, e somente se, existe uma bola fechada Bla, ¢], tal

que x,, € Bla,c|, para todo n € N,
Exemplo 38. A sequéncia x,, = (—1)" evidentemente tem seu conjunto de termos limitado.

Exemplo 39. Seja a € R, com |a] > 1, entdo a sequéncia de numeros reais =, = a’ nao é

limitada. Com efeito, considere a Desigualdade de Bernoulli:
(1+2)">14nz, Vr>-1. (2.1)

Se a > 1, entao existe b > 0 tal que a = 1 + b, portanto da Desigualdade(2.1) temos:
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a®>1+nb, VneN,

0 que comprova que a sequéncia a” nao é limitada.

Se a < —1, entdo —a > 1 e como visto anteriormente a sequéncia (—a)” = (—1)"a™ é nao
limitada. Como (—1)™ é uma sequéncia limitada entao segue que a™ nao pode ser limitada.

Por outro lado, se considerarmos |a| < 1 obtemos uma sequéncia x,, = a” limitada, pois

la™| = |a|™ < 1.
Proposicao 9. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstra¢ao. Suponha que a sequéncia (x,,) convirja para a € M. Entdo, dado € > 0 podemos

obter ng € N de modo que:
n>ng = d(zp,a) < e =z, € B(a,¢).

Considere ¢ > 0 o maior valor entre € e d = max d(z;,a), entdo teremos =, € Bla, c| para
1<j<no

todo n € N. O
Exemplo 40. A sequéncia de numeros reais z, = (—1)" é limitada mas nao converge, ou seja,

a reciproca da proposicao anterior é falsa.

Proposicao 10 (Unicidade do limite). Uma sequéncia nao pode convergir para dois elementos

a,b € M distintos.

Demonstra¢do. Vamos supor que existam a,b € M, de tal modo que a # b, lim x, = a e
n—oo

lim xz, = b. Dessa forma, dado € > 0, existem ny,ns € N, de modo que:
n—oo

n>n; = d(z,,a) <e/2
en >ng = d(z,,b) <e/2.
Portanto, se n > max{ni,n2} entao
0 <d(a,b) <d(a,z,) + d(xn,b) <e/24+¢/2=c¢,
ou seja, d(a,b) < € para todo € > 0, o que implica d(a,b) = 0, que é uma contradi¢do pois a # b.

O

Defini¢ao 23 (Subsequéncia). Considere uma sequéncia () num espago métrico (M, d). Uma
subsequéncia de (x,) é uma restrigio da aplicagio n — x, a um subconjunto infinito N' =

{nl,ng,...,nk,...}CN.
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Exemplo 41. Dada uma sequéncia (z,) = (r1,22,...,Tp,...), entdo podemos considerar a

subsequéncia com os indices pares (zp,) = (22,24, ..., T2k, ... ).

De um ponto de vista mais criterioso, uma subsequéncia ndo é de fato uma sequéncia, afi-
nal, estamos definindo-a apenas em um subconjunto dos nimeros naturais. Porém, podemos

consideré-la como uma sequéncia definindo a aplicacao k € N — z,, € M.
Proposicao 11. Se nh_)rgo Tn = a, entao toda subsequéncia de (x,) converge para a.
Demonstragdo. Se a sequéncia (z,,) converge para a, entao, Ve > 0, Ing € N de tal modo que:
n>ny = d(z,,a) < e.
Tomemos um subconjunto arbitrario N = {ny,na,...,ng,...} C N. Sendo assim, existe um
ko € N satistazendo ng, > ng, o que implica
ng > ng, = d(zp,,a) <e.

Portanto, a subsequéncia (x,, ) converge para a.

O

Proposicao 12. Um ponto a, num espago métrico M, é limite de uma subsequéncia de (x,,) se, e
somente se, toda bola aberta centrada em a contém termos de (x,,) com indices n arbitrariamente

grandes.

Demonstra¢do. Suponha inicialmente que a = k]im T, , entao
— 00
Ve > 0, ko tal que k > ko = d(zp,,a) < ¢;

logo, para k arbitrariamente grande, z,, € B(a,¢).
Reciprocamente, suponha que toda bola aberta centrada em a contém termos de (z,) com
indices suficientemente grandes. Logo, para cada k € N, existe x,, € B(a,1/k). Por hipotese,

podemos considerar ng < ngy1, para todo k € N. Além disso,

1 1
Ve > 0, considere kg > 1/¢, logo se k > ko = d(zp,,a) < z < T <e.
0

Portanto, lim z,, = a. O
k—ro0 )
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A partir de nogoes ji conhecidas de Topologia, podemos reescrever o enunciado da Proposi¢ao
12 trocando bola aberta de centro a por, conjunto aberto ou vizinhanca de a.

No caso especial em que o espago métrico é um espago vetorial normado (E, || ||), podemos
considerar operacoes com soma e multiplicacao por escalar. Finalizamos dessa forma esta secdo

com o seguinte resultado.

Proposicao 13. Sejam (zy,) e (yn) sequéncias num espago vetorial normado (E,| ||) e ()

uma sequéncia real. Se lim x, = a, lim y, =b e lim A\, = A, entdo:
n— o0 n—00 n—0o0
(1) limy—oo(pn + yn) = a + b;
(2) limy oo Ap - Tp = A - a.

Demonstracao. (1) Dado € > 0, existe ng € N tal que
n>ng= |z, —a|| <e/2 e |y, — bl <e/2.
Portanto, se n > ng teremos
[(@n 4+ yn) = (@ + D) < |lzn —all + llyn — bl </2+¢/2=¢.

(2) Como a sequéncia (A,,) é convergente, logo limitada, entao existe M > 0 tal que |\,| < M,
para todo n € N. Além disso, dado € > 0 existe ng € N tal que

3

> o= | < em—N<
n n Tn — QA —_— — —_—.
o M+ Jaf =" M+ |a]
Logo, se n > ng teremos
IAnxn — Aal| = ||[Anxn — Ana + Apa — Aal]
< alllzn — all + [An = Al llal|
g g
< M + la]| = €.
M+ |lall = M+ |a

2.2 Sequéncia de Cauchy

Definicdao 24 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (x,) num espago métrico (M,d) é dita

de Cauchy quando, para todo € > 0, existe ng € N de tal modo que:
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m,n > ng = d(zm,,x,) < €.

Intuitivamente, uma sequéncia é de Cauchy se seus termos x,, estdo cada vez mais proximos
na medida em que os indices n tornam-se arbitrariamente grandes.
E imediato notar que uma sequéncia (z,) é de Cauchy se ¢ valida a seguinte caracterizagao:

para todo € > 0, existe ng € N tal que:
n>ng = d(zp, Tnip) <&, VpeN.

Proposicao 14. Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy (x,) também é de Cauchy.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy, isto é, dado € > 0 existe ng € N, de modo
que:
m,n > nyg = d(Tm, ) < €.

Seja (xy,) uma subsequéncia arbitraria da sequencia (x,), logo existe kg € N tal que para
J»k > ko temos nj,n; > ng, o que implica que d(xnk,xnj) < e.

Queremos mostrar que Ve > 0, 3kp € N de modo que k > ko = d(wp,,7n,,) < . Mas,
assumindo kg, k > ng obtemos diretamente que d(mnk,mnko) < e.

Logo, toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy, é também de Cauchy.

O

Vimos anteriormente que uma sequéncia (x,) é convergente se seus termos se aproximam de
um pouto fixado a ao passo que n torna-se muito grande. Logo, intuitivamente é natural pensar
que uma sequéncia é convergente se seus os termos ficam proximos quando n fica cada vez maior.

Mais precisamente temos o seguinte resultado.
Proposicao 15. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao. Seja (r,) uma sequéncia convergente, entao, para todo € > 0 existe ng € N de

tal modo que:
n>ng = d(zy,a) < 5.
Logo,

m,n >ng = d(Zm,a) < 5 e d(@n,a) < § = d@m, 2n) < d(Tp,a) +d(xn,0) < 5+ 5 =c.
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Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy.

O

Por outro lado, a reciproca da proposicdo anterior ndo é valida, ou seja, uma sequéncia de

Cauchy nem sempre converge. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 42. Considere o espaco Métrico (Q, | |) e uma sequéncia de niimeros racionais (x,,) con-

vergindo para um numero irracional a. Por exemplo, 1 = 3, x5 = 3,1, 3 = 3,14, x4 = 3,141

e assim por diante de forma que lim xz, = 7. Evidentemente a distdncia entre os termos dessa
n—oo

sequéncia diminui na medida que n aumenta arbitrariamente, portanto (z,) é uma sequéncia de

Cauchy, mas nao converge em Q.

Proposicao 16. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Entdo dado € > 0, existe um ng € N de

modo que:
n,m > nyg = d(Tm, ) < €.
Segue da defini¢ao que o subconjunto {Zp,+1, Tng+2,- .-} € limitado. Como {x1,z2,...,Zn,}
¢ finito, basta considerar ¢ > 0 como o maior valor entre e e d = max d(xj, ). Dessa forma,

1<j,k<no
d(xyn, Tm) < ¢ para todo m,n € N, e segue que a sequéncia (z,) € limitada.

O

Exemplo 43. Observe que a reciproca da proposicao anterior nao é valida, isto é, nem toda
sequéncia limitada é de Cauchy. Basta considerar a sequéncia x,, = (—1)" que é limitada contudo

nao é de Cauchy.

1

Exemplo 44. A sequéncia de nimeros reais definida por x, = 1+ % + -+ nao é de Cauchy

pois nao ¢ limitada.

Proposicao 17. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente € também

convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstra¢ao. Sejam (z,) uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M e (x,,) uma sub-

sequéncia que converge para o ponto a € M. Queremos provar que lim z, = a. De fato, dado
n—oo

e >0, existe p € N tal que k > p = d(ng,a) < 5, bem como, se x,, ¢ de Cauchy, existe ¢ € N tal

£

que m,n > q = d(Tm,rn) < 5.
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Seja ng = max{p, q}, para todo n > ng, existe ny > ng de modo que:
d(xn’ CL) S d(xn“rnk) + d(‘rnk7a) < % + % = E.

Logo, a sequéncia (z,) converge para a € M.

O

Como consequéncia da proposi¢ao anterior, se uma sequéncia (z,) possui duas subsequéncias
que convergem para limites distintos, entdo (z,) nao ¢ de Cauchy. Mais ainda, uma sequéncia

de Cauchy divergente nao pode ter subsequéncia convergente.

Defini¢dao 25 (Fungao uniformemente continua). A funcao f: M — N ¢é dita uniformemente

continua quando dado € > 0, existe um 6(¢) > 0 de modo que:
d(z,y) <i(e) = d(f(z),f(y) <&, Vo,yeM

Proposicao 18. Toda aplicacdo uniformemente continua transforma sequéncias de Cauchy em

sequéncias de Cauchy.

Demonstracdo. Seja f: M — N uma aplicagdo uniformemente continua entre os espagos métri-

cos M e N, ou seja, dado € > 0, existe d(g) > 0 tal que

d(z,y) <d=d(f(z), fly) <e, Vx,ye M.

Precisamos mostrar que (f(z,)) é uma sequéncia de Cauchy em N, sempre que (z,) for uma
sequéncia de Cauchy em M.
Considere arbitrariamente uma sequéncia de Cauchy (x,) em M. Entao, para o § > 0

considerado acima existe ng € N tal que

m,n > ng = d(Tm, T,) < 0.

Logo, do exposto acima, se m,n > ng temos

ATy, X)) < 0 = d(f(zy), f(zm)) < e.

Portanto, f(z,) é de Cauchy. O
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2.3 Espacos Métricos Completos

Definicao 26. Dizemos que um espaco métrico M é completo, quando toda sequéncia de Cauchy

em M € convergente.

Exemplo 45. O conjunto dos niimeros racionais Q munido da métrica d(x,y) = |z — y| ndo é

completo. De fato, basta considerar a sequéncia (x,) em Q dada por 1 = 3, xo = 3,1, x3 =

3,14, x4 = 3,141, ... com lim xz,, = m. Nesse caso, a sequéncia (z,) ¢ de Cauchy, mas nao
n—oo

converge em Q.

Definicao 27. Dizemos que uma métrica d é uniformemente discreta quando ezistir um e > 0

de modo que se x,y € M e d(z,y) <e =z =y.

Claramente um espaco métrico M munido de uma métrica uniformemente discreta é com-
pleto. De fato, dada uma sequéncia de Cauchy (z,,) em M, entao para cada € > 0, existe ng € N
tal que se n > ng = d(ay, Tnip) < € = &y, = Tnyp para todo p € N. Desse modo, toda sequéncia
de Cauchy num espaco uniformemente discreto é constante a partir de um indice ng, logo, é

convergente.

Exemplo 46. Todo conjunto M munido da métrica zero-um € um espag¢o métrico completo, pois

a métrica zero-um € uniformemente discreta.

Exemplo 47. O conjunto dos nimeros reais com a métrica dada por d(z,y) = |x — y| é com-
pleto. De fato, Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy, pela Proposicao 16 ela é limitada. Se
ela é limitada, por um resultado amplamente conhecido que nao demonstramos no trabalho, o
Lema de Bolzano-Weierstrass que estabelece que “Seja (x,,) uma sequéncia limitada em R, entédo
existe uma subsequéncia convergente x,,”, concluimos que x, possui uma subsequéncia conver-
gente, pela Proposi¢do 17, concluimos que qualquer sequéncia de Cauchy em R é convergente e,

portanto, R com a métrica dada por d(z,y) = |x — y| é completo.

Exemplo 48. O espaco RY munido da métrica euclidiana

d(z,y) = /(21 —y1)? + - + (25 — yn)?

é uma espaco métrico completo. De fato, tomando uma sequéncia de Cauchy (z,,) em R, vamos
denotar cada elemento dessa sequéncia por x, = (mn(l),xn@), . ,xN(N)). Logo, dado € > 0,

existe ng € N de tal modo que:
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n,m > ny = \/(:nn(l) — xm(l))2 o (2, (N) — xm(N))Q = d(Tn, Tm) < €.
Em particular, para cada indice ¢ = 1,..., N, temos que:
m,n > ng = |:cn(i) — mm(i)] < g,

logo, para cada i a sequéncia (.rgf ))neN é de Cauchy em R e portanto converge para um ndimero
real (. Considere z = (ac(l), . ,x(N)) € RY, cujas coordenadas sdo os limites das sequéncias

de Cauchy (zﬁf))neN obtidas anteriormente. Logo, dado € > 0 existe n; € N tal que
n>n = |z, —2®| <e/VN, Vi=1,... n.

Portanto, segue que
N
n>n; = Z 2, — 202 < £ = d(z,, ) < e,
i=1

ou seja, a sequéncia (z,) converge para z em R”.

Pode-se provar também que RY é um espaco métrico completo com relacio as métricas

da(z,y) = jmax lz; =y,

ou

N
ds(z,y) = lz; — yjl-
j=1

A demonstracao desse fato é semelhante a feita acima para a métrica euclidiana.

Proposicao 19. O espago €la,b] = {f : [a,b] — R; f € conlinua} € completo em relagio a
métrica dada por

(. 9) = max 2(6) — y(0).

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em %|[a,b], entdo, dado ¢ > 0 existe um
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ng > 0 de tal modo que se n, m > ng vale que:
d(Tp, Tp) = max |Tm () — zn(t)] < e, (2.2)
€

com J = [a,b] € R. Entao, fixando t =ty € J, temos:

|Tm(to) — zn(to)| < e.

Isso implica que a sequéncia (z1(to), z2(to), . .. ) € uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais,
entdo, como o conjunto dos reais é completo como verificado no Exemplo 47, podemos concluir
que a sequéncia converge para um x(tp) na medida em que n torna-se arbitrariamente grande.

Nesse sentido, conseguimos relacionar cada t € J com um niamero real tnico z(t), definindo
assim uma func¢do x com dominio em J. Basta agora mostrar que x € €[a, b] e que x,, converge
para x.

Fazendo n — oo em (2.2) teremos

max |z, (t) — z(t)| <e, Vm > nog,
teJ

entdao para cada t € J, tem-se

|z (t) — z(t)| < e.

Concluimos a partir disso que z, converge uniformemente para a funcao x. Como as fungoes
x,, sdo continuas no intervalo fechado J, temos que = € €’[a,b]. Segue que €’[a,b] &€ um espago
métrico completo.

O

Proposicao 20. Se (M, d) é um espago métrico completo entao um subespago F C M é completo

com a métrica d se, e somente se, I' € fechado.

Demonstra¢ao. Seja F' C M, com M completo. Vamos considerar uma sequéncia de Cauchy (z,,)
arbitraria em F'. Como M é completo, a sequéncia (z,,) converge para um a € M, considerando
F fechado, a € F. Logo F' é completo. Reciprocamente, se F© C M é um subespaco completo,
tomando uma sequéncia (x,) € F convergindo para a € M, a sequéncia (z,) é de Cauchy pela

Proposicao 15, portanto, existe um elemento b € F' de modo que lim x, = b, e pela unicidade
n—o0
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do limite, a = b, portanto F' é fechado. O

2.3.1 Espagos de Banach

Defini¢ao 28 (Espacos de Banach). Um espaco vetorial normado que é completo em relagao a

métrica induzida pela norma chama-se Espaco de Banach.
Sao alguns exemplos de espaco de Banach: (R™, |- [l2), (C™, | -|l2) e C([a,b]).

Proposicao 21. Sejam F e F espagos vetoriais normados. Se F' é completo, entdao o espago

vetorial das transformagoes lineares continuas L(F, F') também é completo.

Demonstragao. Seja (T),) uma sequéncia de Cauchy no espaco L(FE, F'). Logo dado € > 0 existe

ng € N tal que

T -1,
o> o 25 sup 1 T2(®) = Tu(@)]

= ||T, — Tl < e
20 ]

Portanto, para cada = € E, © # 0, temos ||T,(x) — T ()| < €||z|| o que implica que (T5,(x)) é

de Cauchy em F. Como F é completo a sequéncia (T, (x)) converge em F. Definimos entdo

T(x) = lim T,(z), =#0,

n—o0

e T(0) = 0. Como limite da soma é a soma dos limites, é imediato notar que 7" linear.
Como (T},) é de Cauchy em L(E,F), entdao (7,) é limitada, ou seja, existe K > 0 tal que
IT.|| < K, para todo n € N. Assim, ||T,,(2)|| < ||T.]|||z]| < K||z|| para todo n € N e todo x € E.

Dessa forma temos
7@ =l lim Tn(2)|| = lim [T, (z)]| < Kjzfl, vz e E,

donde segue que T' € L(E, F).

Além isso, como vimos anteriormente, para cada x € E temos
m,n >ng = [|Thx — Tnx| = |Tn — Tl |2 < € lz|]-

Logo, fazendo m — oo obtemos
[T () = T(@)|| < ellxll,

para todo x € F e n > ny.
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Portanto, se n > ng vale que

[T (z) — T(x)]|
]

<e

i

T, — T|| = sup
x#0

o que implica que T,, converge para T em L(E,F). O

Proposicao 22. Uma série Yz, em um espaco vetorial normado E diz-se normalmente con-
vergente quando Y ||z,| é convergente. Se o espago E é completo, toda série normalmente

convergente é convergente em F.

Demonstragao. Com efeito, considere uma série normalmente convergente »  x, e defina a se-
guinte soma S,, = 1+ -+ x, em E. Entao, uma vez que Y |z,| < oo, pelo critério de Cauchy

temos que para todo € > 0, existe ng € N tal que:
n>ng = |[Tpi1| + |[Tnre| + o+ |Tnapl <&, Vp N
Segue disso que, para n > ng, temos:

|Snip = Snl = lz2 + 23+ 4+ Tn + Tngp — (X1 F 224 + 7))
= |xn+l+xn+2+"'+xn+p|

S ‘xn—‘rl‘ + ‘mn—i—Q’ +-+ ‘$n+p’ <g, vp € N,

portanto, a sequéncia de somas parciais S, é de Cauchy em E que é um Espaco de Banach, logo
Sp € convergente.

O

Em particular, esse resultado se aplica a séries de nimeros reais, de nimeros complexos, de
vetores em R" e de funcoes limitadas f, : X — R*. Nesse altimo caso, obtemos o chamado
“Teste M de Weierstrass” onde a condicao Y || fn|| < oo implica que existe uma série convergente
de nameros reais ) | C), de forma que | f,(z)| < C,, para todo € X (basta considerar C,, = || f,||

por exemplo). Nesse caso o teste afirma que Y f,(z) converge uniformemente em X.

Proposicao 23. Sejam E e F espagos vetoriais normados, com dim E' = dim F' = n, entdo, E

e F sao isomorfos.

Ideia da prova: Basta definir uma transformacao T : E — F, que leva cada elemento da base
de E na base de F. Essa transformacao é linear, injetiva e sobrejetiva, contudo, iremos omitir

os detalhe da prova.
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Proposicao 24. Se E ¢ um espaco vetorial normado e dim E < oo, entdo E € um espaco de

Banach.

Demonstracdo. Seja E um espacgo vetorial normado com dim F = n, entdo, E é isomorfo & R”

pela proposicao anterior, e como R™ é um espaco de Banach, concluimos nossa demonstracao. [

2.4 Meétodo das Aproximacoes Sucessivas

Vamos tratar agora de um método bastante simples para determinar a solugdo de algumas
equagbes. Suponhamos que nosso objetivo seja determinar uma solucdo x de uma equagdo na
forma f(x) = b, onde b esté fixado e f é uma aplicacao continua definida numa parte fechada
do espaco R™ e tomando valores em R"™. Escrevendo: ¢(z) = f(x)+ x — b; queremos determinar
um elemento z tal que ¢(x) = x, o que equivale determinar um z de forma que f(x) = b.

Para resolver esta tultima equacao, tomamos um ponto arbitrario xg e consideramos a sequén-
cia de pontos: x1 = ¢(xg), z2 = @(x1),..., Tn = @(Tp—1)..., chamados de “aproximacoes
sucessivas da solucao procurada’.

Se esta sequéncia convergir no dominio de ¢, entdao a = nh_{glo Tpi1 = nh_)rrolo o(zy) = gp(nli_{go Tp) =
©(a). Isto &, a & uma raiz da equagdo p(x) = x, portanto, da fun¢do f(x) = b. Note que s6

pudemos concluir a terceira igualdade pela definicao das aproximagoes sucessivas.

Defini¢ao 29 (Ponto Fixo). Um ponto fizo de uma aplicagio f : M — M é um ponto x € M

tal que f(x) = x.

Exemplo 49. A origem O € R™ é o dnico ponto fixo da aplicagdo x — —x de R™ em si mesmo.

A aplicacdo f: R — R, dada por f(x) = 22, tem dois pontos fixos, a saber 0 e 1.

Exemplo 50. Um famoso resultado de Topologia, chamado o “Teorema do Ponto fixo de Brower”,
diz que, se B = B|0;1] é a bola unitaria fechada do espaco R", entdo toda aplicagdo continua

f: B — B possui pelo menos um ponto fixo x € B.

Vamos considerar o caso n = 1. Dada uma fungao continua f : [0,1] — [0, 1] vejamos que
essa possui ao menos um ponto fixo. Consideremos a func¢ao continua ¢ : [0,1] — R dada por:
o(x) = f(zr) —2z. Como 0 < f(x) <1,Vz € [0,1], entdo p(0) = f(0) > 0,e p(1) = f(1) -1 <0.
Pelo Teorema do Valor Médio, deve existir « € [0, 1] tal que p(z) = 0, isto &, f(z) = .
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2.4.1 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Vamos agora apresentar um dos principais resultados desse trabalho, o qual possui diversas

aplicagoes em varias areas da Matemaética.

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Considere um espago métrico completo (M, d).

Se f: M — M € uma contracao, entdo existe um unico ponto fixo de f em M.

Demonstrac¢ao. Escolhemos um ponto g € M arbitrario, e definimos uma sequéncia iterativa

(z5,) da seguinte forma:

Ir1 = f(.%’o), To = f(xl), xr3 = f(.%'g), ey Iy = f(xn_1)7 e

Evidentemente, esta é uma sequéncia de imagens de xy dada por repetidas aplicagoes da
funcao f. Vamos mostrar que (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy.
De fato, como f é uma contracdo entao existe 0 < ¢ < 1, tal que d(f(z), f(y)) < c-d(z,y)

para todo x,y € M. Assim,

d(l‘m-i-hxm) = d(f(xm)a f(xm—l))

< c- d(l‘m, -Tmfl)

= c-d(f(@m-1), f(@m—2))
< A d@m1,Tm_2)

< "M -d(zy, xp).

Se m < n, segue da desigualdade triangular:

d(Tm, Zn) < AT, Tmi1) + ATy, Tmg2) + - F d(2p_1, 2p)
< (Cm_|_cm+1+..._|_cn_1) -d(xo,l'l)
L—cvm
— om. A=) ~d(z0,1).

(1-¢)

Como 0 < ¢ < 1, temos que (1 — ¢ ™) < 1, consequentemente:

Cm

1—c¢

d(Tm, xy) < - d(zg, x1).
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O lado direito da desigualdade acima tende para zero quando m cresce arbitrariamente. Logo,
(z5,) € uma sequéncia de Cauchy, portanto, como M é um espago métrico completo, z,, converge

para um elemento x € M. Sabendo disso, vamos mostrar que x é o tinico ponto fixo da contracgéo

f.

Dado € > 0, considere m suficientemente grande de modo que

d(x,xm-1) <€/2 e d(z,zy) < c/2.

Da desigualdade triangular temos:

d(z, f(2) < d(z,2m) + d@m, f(2))
= d(x,zp) + d(f(xm-1), f(2))
< d(x,xm) + - d(Tm_1,T)
< d(x, ) + d(zm-1,7)
< g/24¢/2=c¢.

Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que d(zx, f(z)) = 0, o que implica f(x) = x.
Agora basta mostrarmos que z é o tinico ponto fixo, para isso, suponhamos que também

existe ' € M de modo que f(2') = 2/, entéo,

d(z, o) =d(f(x), f(2')) < c-d(z,2') = d(z,2') =0 =z =2
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Capitulo 3

Algumas Aplicacoes do Teorema do

Ponto Fixo de Banach

3.1 Aplicacoes do Método das Aproximacoes Sucessivas

Para construir a demonstragdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach visto no Capitulo 2,
utilizamos o Método das Aproximacdes Sucessivas, tendo isso em vista, vamos compreender
melhor do que se trata esse método de iteracgoes, assim como, vamos apresentar alguns exemplos

de aplicagdo direta do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Exemplo 51. Considere a reta real R, com a métrica usual, e considere também a seguinte

equacao nao linear:
x = kcos(x);

onde 0 < k < 1 é uma constante real.

Uma pergunta natural que surge é “sera que essa equagao possui solugdo?”. Vamos utilizar o
Teorema do Ponto Fixo de Banach para mostrar que essa equacao nao linear possui uma tnica
solucao.

No Capitulo 2, mostramos que a reta real R é um espago métrico completo, portanto, basta
mostrarmos que a funcao f(z) = kcos(x) é uma contragao.

Observe que:

d(f(z),f(y)) = |kcos(x) = kcos(y)| = k| cos(z) — cos(y)|
y y
/ sen(t)dt §k/ sen(t)dt;
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mas, |sen(t)| <1, portanto:

d(f ). 1) =k [ " |sen(t)dt < |z — y| = kd(x.y):

o que implica em:

d(f(z), f(y)) < kd(z,y),

Logo, f(x) é uma contracao, e segue do Teorema do Ponto Fixo de Banach que a equagao
x = kcos(z) admite uma tunica solugao.

Para que possamos determinar especificamente qual é essa solugdo, ou pelo menos uma boa
aproximacao dela, podemos utilizar o método das aproximagoes sucessivas, por exemplo, consi-

dere k =1/3 e 9 = 0,5 como valor inicial, vamos obter os seguintes valores:

21 = % cos(0,5) = 0,29242752

zo = 1 cos(0,29242752) = 0, 31917265

x5 = 3 cos(0,31917265) = 0, 31649845

x4 = % cos(0, 31649845) = 0, 316777022
x5 = 1 cos(0,31677702) = 0, 31674811

z6 = % cos(0, 31674811) = 0, 31675111.

Observe que na quinta iteragdo ja temos uma precisdo de quatro casa decimais, ou seja, a

raiz da equagdo é aproximadamente 0,3167111.

Exemplo 52. Considere novamente a reta R com a métrica usual. Agora considere a equagao
nao linear x = e~ *. Vamos verificar se essa equacao possui solucao.

Anélogo ao Exemplo 51, queremos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para concluir
que a equacao acima possui apenas uma solucdo, feito isso, vamos utilizar o Método das Apro-
ximagoes Sucessivas com o objetivo de determinar aproximadamente a solucao. Para esse fim,

—T

basta provarmos que a fun¢ao f(z) = e”* é uma contrac¢do, ji que a reta real R é um espago

meétrico completo.
Considere a fungao f : [0,1] — [0, 1] dada por f(x) = e~ *. Como M = [0, 1] é fechado em R,
é completo em relacdo a métrica d(x,y) = |z — y|, entdo basta provar que f(x) é uma contragao.
Note que, como estamos analisando essa fun¢ao no intervalo M = [0, 1], podemos concluir

que:



assumindo f/(z) como a inclinacdo da fungdo no grafico, exatamente no ponto (z, f(x)). Por

outro lado, observe que:
F@)] = e =e < 1.

Logo,

f(x) — f(y) f(z) — f(y)
‘ = (@)= |=——=| <1=|[f(z) = f(y)| <klz -yl

r—y r—y

Podemos concluir portanto que f(x) é uma contragao, e com isso, ha apenas uma solucao para
a equacao x = e~ *. Vamos utilizar agora as iteracoes sucessivas para obter uma aproximagao da

solucdo desta equagio.

Assumindo xy = 1/5 (valor aleatorio colhido entre 0 e 1).

z1 = f(1/5) = e~ /% = 0,8187307531

xoy = e~ 08187307531 — () 440991025943

xg = ¢ 0440991025943 _ ) 643398480442
1y = ¢~ 0,643398480442 _ (595503472633
x5 = e~ 0P29503472633 — () 591257607392
xg = e 0P91257607392 — () 553630596815
w7 = e~ 0553630596815 — () 574858536094
1y = 0074858936094 — ) 562784251753
xg = 0062784251753 — () 560620885981
T = e 0509620885981 — () 565739877967 .

Note que foram necessarias 10 iteracOes para que conseguissemos obter uma precisao de

duas casas decimais, mesmo assim, podemos concluir que a solucao da equacdo x = e % &

aproximadamente 0, 56.

3.2 Teorema de Picard

Nessa secao estudaremos, sob certas condicoes, a existéncia e unicidade de solucoes de equa-
¢oes diferenciais ordindrias.
Essa é uma das mais interessantes aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Para

discutirmos sobre esse resultado, vamos considerar o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

dzx

i flt,x), x(to) = xo. (3.1)
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Quando estudamos equagcdes diferenciais da forma acima, descobrimos que as solugoes, quando
existem, sao na verdade uma familia de fungdes. Contudo, veremos que para certas hipoteses so-
bre f, o PVI (3.1) possui exatamente uma tnica solugao que resolve simultaneamente a equagao
diferencial e a condi¢ao inicial.

Caso f seja continua podemos integrar a equagao e substituir a condi¢ao inicial do problema

(3.1) chegando na seguinte igualdade:
t
x(t) =xz0+ | f(r,z(r))dr. (3.2)
to
E imediato notar que resolver o problema (3.1) em algum intervalo aberto contendo tg é

equivalente a resolver a igualdade (3.2).

Teorema 2 (Existéncia e Unicidade - Picard). Seja f uma func¢ao continua, definida sobre o
retdngulo:

R={(t,z) € R% |t —to| < a, |z — z0| < b}.

Se [ € Lipschitz com relacao a sequnda varidvel, entao o PVI (3.1) possui uma tnica solu¢do

definida num intervalo J C [ty — a,to + al.

Demonstrag¢do. Considere a funcao f continua sobre o retdngulo R como na figura abaixo:

Xo +b

Xa |--meo- [-om=mmmmme-meg

to-b to to+b t

Como f é continua em R, entdo existe ¢ > 0 tal que |f(¢,z)| < ¢, para todo (t,z) € R.

Vamos considerar também que f satisfaca a condicdo de Lipschitz na segunda variavel sobre R,
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ou seja, existe k > 0, de modo que:
|f(t,$)—f(t,2})| Sk"|l’—’0|, V(t,x),(t,v) GRQ'

Nessas condigOes, veremos que o problema de valor inicial tem uma tnica solucdo definida,

no intervalo J = [ty — 3, to + (], sendo

. b1
<min<a,—,— p.
pemin{o 2}
De fato, considere %(J) o espaco métrico das fungoes continuas a valores reais, que estao
definidas no intervalo J = [tg — 3,1t + ]. Considere a métrica usual em € (J) dada por:

d(z,y) = max|z(t) —y(t)].

Vimos na Proposicao 19 que % (J) é um espago métrico completo em relagdo a métrica acima.
Agora, vamos considerar o subespago ¢’ do espago €'(J), contendo todas as fungdes x(t) que

satisfazem:
|x(t) — x| <c-pB, VteJ.

Seja (x,) uma sequéncia em %’ convergindo para x € €(J). Logo, dado ¢ > 0 existe m € N

suficientemente grande tal que d(x,,x) < €. Portanto, para cada t € J temos:
|z(t) — 20| < |2(t) — Xim (B)| + |2m (t) — 20| < d(2y220) + €8 < €+ B

Como € > 0 é arbitrario, segue que |z(t) — x| < ¢- 3, para todo t € J, o que implica que = € ¢,
logo ¢’ é fechado. Pela Proposigao 20 segue que 4’ ¢ completo.
Conforme discutido no inicio da secdo, resolver o PVI (3.1) é equivalente a encontrar uma

solugdo da equagao (3.2). Motivados por esse fato, definimos a aplicagdo T : €' — ¢’ por

Txz(t) = xo + t f(r,yz(7))dr.

Veremos que nas condicoes assumidas até aqui, a aplicacdo T estd bem definida e é uma
contragdo no espago métrico completo 4”, portanto pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach
teremos que T possui um tnico ponto fixo x € €', ou seja, x = Tx.

Primeiramente note que T estd bem definida para todo x € ¥’, afinal, se x € €', entao

(t,z(t)) € R para todo t € J, uma vez que |z(t) — xg| < ¢ < b. Assim, como f é continua
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em R, temos que a expressao integral dada na definicao de T existe e logo a aplicagao é bem

definida. Além disso, note que

Tx(t) — xo| = <c-lt—to|<c-B, Vte,

t f(r,x(r))dr

ou seja, ¢’ & invariante sob a agao de T.

Por fim, vejamos que T’ é uma contracao em %’. Com efeito, dado ¢ € J temos:

[Tx(t) = To(t)| = /t[f(T,fC(T))f(Tav(T))]dT

0
< |t —to|max k|x(t) — v(t)]
teJ

< kpd(x,v).

Como o lado direito da inequacao acima nao depende de ¢, tomando o méaximo no lado esquerdo
temos que d(Tz, Tv) <k 8 d(z,v). Como k 8 < 1, segue que T ¢ uma contragdo em €.
Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tinico z € ¢’ de forma que z = Tz, ou
seja,
t
x(t) =Tx(t) =xo+ [ f(r,z(r))dr, teJ (3.3)
to

Consequentemente, a funcdao x encontrada satisfaz o PVI (3.1), pois é derivavel. Logo, a

prova estd completa.

3.3 Equacgoes Integrais

O nosso objetivo nessa iltima secdo é provar a existéncia e unicidade de certas equagoes

integrais. Vamos considerar a equacao dada da seguinte forma:

b
x(t) — /L/ k(t, T)x(T)dT = v(t). (3.4)

Esse tipo de equacdo integral é chamada de Equacdo de Fredholm do segundo tipo, onde a
funcao k(t,7) é denominada nucleo da equagao. A constante p é um paramtro a ser determinado
mais adiante.

Em nossa demonstragao, vamos buscar resolver a equacdo acima no espago ¢'(J) das fungoes
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continuas, definidas no intervalo J = [a, b]. A métrica a ser usada sera a usual, dada por:

d(z,y) = max|z(t) - y(t)|-

Vamos assumir também que v € €(J) e o nicleo k(t,7) é continuo em G = [a,b] X [a,b].

Dessa forma, k é limitada em G, ou seja, existe ¢ > 0 tal que:
|k(t,7)| <¢, V(t,T)€QG.
Considere agora a aplicacdo T : €(J) — ¢(J) dada por:

b
Txz(t) =v(t) + u/ k(t,m)x(T)dr.

Como k e v sdo continuas, essa aplicacdo estd bem definida. Nas condices acima, vamos
mostrar que 7' possui um dnico ponto fixo no espa¢o métrico completo € (J). Para isso, vamos

determinar que condicdao a constante p torna 7" uma contragao. Note que

AT, Ty) = max|Ta(t) - Ty(r)
(S

= Iulntag]

b
/ b(t, 7)) — y(r)]dr

IA

b
i ma [ k(e )l a(r) ~ y(r)ldr

IN

b
a — d
l emaxa(o) ~ (o) [ dr
= |plc(b—a)d(z,y).
Assim, se adicionarmos a condi¢ao

a c(b—a)’

teremos que T' é uma contracdo em %(J). Entdo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach a

aplicagao 1" possui um tnico ponto fixo x € € (J), ou seja, existe um unica fungio continua x

definida em J = [a, b] de forma que
b
x(t) =Tz(t) = v(t) + u/ k(t,m)x(r)dr, teJ,
e fica assim provado que existe um tnica solu¢ao em %(J) para a equacdo de Fredholm (3.4).

o8



Consideracoes Finais

A construcao desse trabalho tornou possivel a demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de
Banach, bem como um estudo sobre algumas das suas aplicagdes diretas, além disso, possibili-
tou uma anélise considerdvel & respeito dos Espacos Métricos, Espacos Normados, Isometrias,
continuidade de fungbes e um conjunto de diversos outros conceitos, exemplos e resultados ma-
teméaticos.

Existem diversos teoremas que validam a existéncia de pontos fixos em determinadas equa-
¢coes, por exemplo, os teoremas de ponto fixo de Brouwer, Schauder e Schaefer, contudo, o
Teorema do Ponto Fixo de Banach é o tinico dentre esses que garante mais do que a existéncia de
um ponto fixo, a unicidade. Indiretamente e nas condicoes ideais, isso nos proporciona a resposta
de duas perguntas importantes quando o problema envolve uma equagao do tipo f(z) =z que
sd0: “essa equacao possui solucdo?”, e em caso afirmativo, “essa solucdo é unica?”.

Estudar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, nesse sentido, nos disponibiliza uma ferra-
menta para garantir, caso tenhamos uma contracdo em um Espago Métrico Completo, que a
funcéo possui apenas um ponto fixo, e mais do que isso, utilizando o Método das Aproximacoes
Sucessivas conseguimos ao menos determinar aproximadamente qual é essa solugdo, tornando o

estudo a respeito dessas equacoes menos complexo.
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