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RESUMO

Neste trabalho abordamos como implementar Caminhada Quantica por Modelo de Es-
palhamento (CQME) em dois tipos distintos de rede: hexagonal e na rede triangular
infinita. No caso da rede hexagonal, apresentamos tanto o formalismo para CQME’s no
espaco de posi¢ao, no qual abordamos redes infinitas e com condig¢oes de contorno, como
para CQME’s no espaco de momento. No caso da rede triangular infinita, apresentamos
apenas o formalismo para CQME’s no espaco de posicao. Em um primeiro momento,
apresentamos os principais conceitos e o formalismo de uma Caminhada Aleatéria Clas-
sica (CAC) e de seus anélogos quéanticos, a Caminhada Quéantica por Modelo de Moeda
(CQMM) e a CQME, estes com tratamento unidimensional. Em seguida apresentamos o
formalismo geral para CQME’s em redes hexagonais infinitas, e, propomos uma parame-
trizacao AB para as matrizes de espalhamento desta rede. Nos também apresentamos os
principais resultados para CQME’s com matriz AB, isto é, distribuicao de probabilidades
e o Deslocamento Quadratico Médio Radial (DQMR), obtido de maneira numérica e, por
um modelo apresentado. Dentro deste contexto, apresentamos entao o formalismo e o
resultados obtidos para CQME’s imparciais em nanofitas quadradas, além de propor um
modelo que relaciona a distribuicao de probabilidades nas bordas das nanofitas com o
tamanho da nanofita. Na sequéncia, apresentamos o formalismo genérico para CQME’s
no espa¢o de momento de redes hexagonais, e, em seguida, propomos um método para
obter os autovalores do sistema com dependéncia da parametrizagao das matrizes espa-
lhamento para os vértices nao equivalentes da rede. Dentro deste contexto, apresentamos
os resultados para as bandas de energia, velocidade de Fermi e velocidade de grupo, todos
obtidos para CQME’s no espaco de momento com matrizes AB. Além disso, mostramos
que para regioes proximas aos pontos de alta simetria K e K’ na primeira Zona de Bril-
louin, os resultados obtidos via CQME convergem com os via Tight Binding First Nearest
Neighbors (TB-1NN). Ademais, utilizando a equagao genérica de autovalores para CQME
no espago de momento e, tomando uma parametrizagao geradora do SU(3) para as matri-
zes de espalhamento, nos apresentamos os resultados obtidos por meio de de um método
numérico computacional para as bandas m e ©* de trés materiais de Dirac 2D: grafeno,
germaneno e siliceno. Apresentamos também o formalismo para CQME’s na rede triangu-
lar infinita e, uma abordagem para analisar a simetria dessa rede utilizando permutacao
de rotulos entre os estados topologicamente equivalentes. Além disso, apresentamos todas
as permutacoes possiveis e as simetrias presente entre elas. Por fim, nés apresentamos as
conclusoes associadas aos topicos de pesquisa deste trabalho.

Palavras-chave: Caminhada Quéantica por Modelo de Espalhamento; Rede Hexagonal,
Bandas de Energia; Materiais de Dirac;



ABSTRACT

In this thesis we show how to implement Scattering Quantum Walk (SQW) in two types
of networks: honeycomb and infinite triangular network. In the case of the hexagonal
lattice, we present the SQW formalism in position space with and without boundary con-
ditions, as well as in momentum space. In the case of the triangular lattice, we present
the formalism for SQW in position space. First of all, we present the main concepts and
the formalism of a Classical Random Walk (CRW) and its quantum analogs, the Coined
Quantum Walk (CQW), and the SQW, all of which have a one-dimensional treatment.
We then present the formalism for SQW in the infinite honeycomb lattice in position
space, and we propose an AB parameterization for the scattering matrices of the system.
We also present several key quantities related to SQW using this type of matrix, including
probability distributions, radial mean square displacement, and over. We then extend our
analysis to SQW with boundary, i.e., the honeycomb square nanoribbons. Within this
context, we then present the formalism and the results obtained for unbiased SQW’s in
square nanoribbons, in addition to proposing a model that relates the probability distri-
bution at the edges of the nanoribbons with the size of the nanoribbon. Next, we present
the generic formalism for SQW’s in the momentum space of hexagonal lattices, and then
propose a method to obtain the eigenvalues of the system with dependence on the pa-
rameterization of the scattering matrices for the non-equivalent vertices of the lattice.
Within this context, we present results for the energy bands, Fermi velocity and group
velocity, all obtained for SQW’s in momentum space with AB matrices. Furthermore,
we show that for regions close to the high symmetry points K and K’ in the first Bril-
louin Zone, the results obtained via SQW’s converge with those via Tight Binding First
Nearest Neighbors (TB-1NN). Moreover, using the generic eigenvalues equation for SQW
in momentum space and taking a SU(3) generating parameterization for the scattering
matrices, we present the results obtained through a numerical computational method for
the 7 and 7* bands of three 2D Dirac materials: graphene, germanene and silicene. We
also present the formalism for SQW’s on the infinite triangular lattice and, an approach
to analyze the symmetry of this lattice using label permutation between the topologically
equivalent states. Moreover, we present all possible permutations, and the symmetries
present among them. Finally, we present the conclusions associated with the research
topics of this thesis.

Key-words: Scattering Quantum Walks; Honeycomb Lattice; Energy Bands; Dirac Ma-
terials.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A Caminhada Aleatoria Classica (CAC), proposta inicialmente no comego do século XX
por Karl Pearson [1], ¢ uma dinamica de carater aleatorio com modelagem probabilistica
[2], estudada e aplicada nas mais diferentes areas do conhecimento ao longo dos anos
[3]. Além de ter uma contribuigao direta para o Movimento Browniano [4-8|, processos
estocasticos e difusivos [9-15], estudo de polimeros [16-21|, também possui diversas apli-
cagoes fora do escopo da fisica. Ha diversos trabalhos com CAC’s aplicadas em modelos
de mercado financeiro [22-25], em biologia [3, 26-28|, em quimica [29-32|, etc. Na se¢ao
2.1 abordamos o formalismo utilizado para CAC’s discretas no tempo e nas posicoes e,
além disso, apresentamos as principais grandezas analisadas neste tipo de dinamica.

A Caminhada Quéantica (CQ) [33, 34|, ¢ um analogo quantico [35] da CAC, e pode
ser brevemente definida como a dinamica, de uma ou mais particulas, se propagando por
uma rede condicionadas pelos fundamentos e conceitos da Mecanica Quéantica (MQ) [36,
37]. Em sua formulagdo mais conhecida, a de moeda, um dos conceitos mais interes-
santes das CQ’s é o fato da direcao de propagagao da particula, ao longo da rede, estar
diretamente relacionado com seu grau de liberdade interno: o estado de spin, no caso
de um elétron, ou a direcao de polarizacao, no caso de um foéton, por exemplo. Como
as CQ’s ocorrem dentro do dominio da M@, ha conceitos como superposicao de estados
e natureza ondulatoria, que fornecem comportamentos totalmente diferentes das CAC’s:
dispersao quadraticamente superior do caminhante quantico em relagao ao caminhante
classico, distribui¢oes de probabilidades que podem sofrer processos de interferéncia ao

longo da dindmica entre outros, apresentados nos capitulos posteriores.
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H&4 duas principais classificacoes para CQ’s em relagao a seus instantes de tempo:
caminhadas quanticas continuas e caminhadas quénticas discretas. Apesar de seus ins-
tantes de tempo serem continuos e discretos, respectivamente, suas posicoes sao definidas
de maneira discreta [34, 38, 39]. Dentro de cada uma dessas classifica¢oes hé outras ra-
mificagoes de tipo e modelos de caminhadas quanticas como, por exemplo, Caminhada
Quéantica por Modelo de Moeda (CQMM) e Caminhada Quéntica por Modelo de Es-
palhamento (CQME). Apesar de possuirem formalismos e motivagoes fenomenologicas
diferentes, sdo modelos unitariamente equivalentes [40, 41]. Portanto, podem ser formal-
mente mapeados um no outro em qualquer topologia de rede e para qualquer tipo de
moeda quantica ou matriz espalhamento. As CQMM’s e as CQME’s em uma dimensao
sao apresentadas de maneira formal no segundo capitulo deste trabalho.

A grande maioria dos pesquisadores da area considera o trabalho de Y. Aharonov,
L. Davidovich e N. Zagury [42], publicado em 1993, como sendo o artigo seminal de
CQ’s. Apesar disso, esse conceito ja havia sido abordado por outros autores como: K. R.
Parthasarathy que, no ano de 1988, publicou um trabalho propondo caminhadas quan-
ticas, e, inclusive, empregando pela primeira vez o nome quantum random walk em um
artigo [43]; R. P. Feynman ao propor a discretizacao do propagador de Dirac [44, 45|
e discutir sobre implementagoes quanticas em computadores [46]; S. Gudder ao propor
um tratamento discreto para dindmicas quanticas [47]; D. A. Meyer em seu estudo sobre
automatos celulares quanticos [48].

Desde seu advento, as CQ’s tem sido estudadas e aplicadas nas mais diferentes areas
do conhecimento. Ha muitos estudos no contexto de teoria de informagao e suas aplicac¢oes
[49] como, por exemplo, em algoritimos de busca [50-57|, em implementagao de compu-
tagao universal |58, 59|, em computadores quanticos [60-62|, em criptografia [63-66], em
protocolos de teletransporte [67-70], e uma vasta literatura no contexto de informagao
quéntica [39, 71-107].

Apesar de grande parte dos trabalhos se concentrarem em informagao quéntica e afins,
temos também trabalhos em biologia [108-110], em ciéncias sociais [111], em mercado de
agoes [112] e varias outras areas do conhecimento [38, 113]. Ao focarmos nas implementa-
¢oes das CQ’s em fisica, podemos citar diversos trabalhos nas mais diferentes linhas, como
astrofisica e fisica de particulas [114-118], em modelos (quanticos) simplificados baseados

em processos astronomicos [119, 120], em fundamentos da mecéanica quéantica [121], em
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fisica atomica e molecular [122], em diversas aplicagoes experimentais [98, 123-129|, em
redes periddicas e grafos [40, 41, 130-150] e, de maneira mais especifica, em redes trian-
gulares e/ou hexagonais [57, 151-154]. Ha também aplicagoes tendo em vista a descrigao
simplificada de materiais, valendo destacar em materiais bidimensionais, como o grafeno
[155-157].

A percepcao de que aspectos topologicos podem ter grande influéncia em conceitos
chave de Fisica da Matéria Condensada aumentou consideravelmente a compreensao de
organizagao e arranjo da mateéria [158-161]. Desta forma, propriedades topologicas sao
capazes de explicar fendmenos como: transicao de fase sem quebra de simetria [162,
163|, gaps de banda finitos ao longo de caminhos adiabéticos no espago de parametros
[164], coeficientes de transporte dependentes de invariantes topologicos [165] e cargas
fracionarias [164], para citar alguns exemplos. Todas essas caracteristicas motivaram o
desenvolvimento de diferentes materiais com diferentes finalidades de aplicagao [160, 162,
163, 166, 167].

Particularmente, materiais bidimensionais sao sistemas em que as propriedades topo-
logicas possuem um papel fundamental [162, 165, 168, 169] e, em particular, tais pro-
priedades (juntamente com os elementos de simetria dos sistemas) sdo fundamentais na
investigagao de estruturas planas [170, 171].

Um dos materiais bidimensionais mais conhecidos e estudados da atualidade é o gra-
feno [172-176]. O grafeno ¢ um cristal bidimensional estével, constituido por uma mo-
nocamada de atomos de carbono hibridizados sp — 2 arranjados de maneira regular por
estruturas hexagonais, chamadas de honeycomb ou favo de mel. Por longos anos, tinha-se
a ideia de que o grafeno seria termodinamicamente instavel [177], portanto, seria muito
improvavel conseguir sintetiza-lo em temperatura ambiente [178§].

No fim do século XX, alguns pesquisadores ja haviam trabalhado na busca de métodos
eficazes de sintese de grafeno [179], porém, sem muito sucesso. O resultado destes mé-
todos eram varias camadas de grafeno, em estrutura de bulk, bem distante da estrutura
monocamada desejada. Anos depois, em 2004, a area sofreu uma verdadeira revolucao
com a publicac¢ao do trabalho de A. Geim e K. Novoselov [180] que desenvolveram e im-
plementaram um método experimental de baixo custo para sintese de grafeno. Apesar de
ainda nao ser um método que, em um primeiro momento, permitisse sintetizar monoca-

madas de grafeno, o avanco foi excepcional comparado com outros métodos de sintese.
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Figura 1.1: Em (a) temos varios carbonos hibridizados sp — 2 ligados entre si formando uma folha de
grafeno. Ja em (b) temos a ilustragio entre as liga¢oes envolvidas entre dois &tomos nao equivalentes (do
ponto de vista topologico) desta rede: uma ligacao o formada pela sobreposigao dos respectivos orbitais
hibridizados sp — 2 e, uma ligagao m, paralela entre os atomos e perpendicular em relagao a folha de
grafeno. Adaptado da Ref.[190].

O impacto do trabalho foi tao estrondoso que, no ano de 2010, A. Geim e K. Novoselov
foram agraciados com o Prémio Nobel de Fisica [181].

Como consequéncia da acuracia na sintese de grafeno, surgiram varios trabalhos explo-
rando as propriedades deste material, e as incriveis propriedades do grafeno comegaram de
fato a ser estudadas. Ele possui diversas caracteristicas que sao consideradas impares para
um cristal estéavel em temperaturas finitas [182-186], como excelente condugao térmica
e elétrica em temperatura ambiente, presenca de Efeito Hall Quéantico, alta resisténcia
mecanica, e, além disso, como mostrado recentemente, pode apresentar comportamento
supercondutor quando rotacionado sob outra camada de grafeno coincidente em um an-
gulo de 1,1°, denominado de "angulo méagico"|[187-189).

A rede hexagonal, apesar de ser uma rede periodica (regular), ndo é uma rede de
Bravais [191], uma vez que possui dois vértices nao equivalentes em sua célula unitaria.
Desta forma, se faz necessario mapear a rede hexagonal em duas subredes triangulares
distintas: uma com vértices localizados em coordenadas discretas (j, kpqr), € outra com
vértices localizados em coordenadas discretas (7, ki), tal que [kparlo = 0 € [kimpla = 1,
onde [x], é o resto da divisao de z/y. Cada vértice da rede hexagonal possui trés primeiros
vizinhos e, portanto, possui numero de ordenacao [ = 3. Se tomarmos uma folha de
grafeno como exemplo de rede hexagonal, temos que cada d&tomo de carbono hibridizado
sp — 2 se liga a outros trés carbonos hibridizados sp — 2, por meio de trés ligacoes o
coplanares com diferenca de 120° entre si, e uma ligacao 7, paralela entre os atomos e
perpendicular em relagao a folha de grafeno [192], como ilustrado na Fig.1.1.

O fato dos elétrons em uma camada de grafeno se comportarem como férmions sem
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massa, descritos pelas equacgoes relativisticas de Dirac, em certos pontos de alta simetria
da rede reciproca chamou a atencao de diversos pesquisadores. Nos tltimos anos, cada vez
mais pesquisadores tem notado que o grafeno nao é o tinico material bidimensional com
essa caracteristica e, a partir disso, uma nova classe de materiais bidimensionais surgiu:
os materiais de Dirac [193|. Estes materiais possuem cones de Dirac, veja Fig.1.2, em
pontos da rede reciproca [191], isto é, nao ha gap entre a banda de valéncia e a banda de
conducao destes materiais e, além disso, na regiao proxima a estes cones hé uma relacao
linear de dispersao de energia.

Dentro do contexto de materiais de Dirac com rede hexagonal planar, além do gra-
feno, podemos citar alguns materiais pertencentes & mesma familia do carbono (na tabela
periddica), como o siliceno e o germaneno. Estes materiais, apesar de serem estaveis na
forma "arqueada" (buckled ),possuem uma pequena deformagao na diregao é,, também sao
alvo de investigacao em sua forma planar |78, 194-198]. Deste modo, a investigagao e
comparagao de grandezas como bandas de energia e velocidade de Fermi de materiais
de Dirac com rede hexagonal, nos possibilita a investigagao propriedades topolégicas dos
mesmos.

Diversos métodos tém sido propostos, inclusive os chamados métodos ab initio, para
calcular as principais grandezas de Materiais de Dirac (e vérios destes com grande custo
computacional). Entretanto, diversos trabalhos indicam que certas propriedades deste
tipo de material emergem de fatores como a geometria e os elementos de simetria da rede
[199-201]. E importante notar que, as ligacoes quimicas sdo importantes para o estudo
destes materiais, entretanto, mostraremos nos Capitulo 4, que elas podem ser incorporadas
na descricao da rede hexagonal como um fator efetivo, emergente de interagoes entre
particulas e os vértices da rede.

Uma série de trabalhos [41, 152, 155-157| confirma que é possivel utilizar CQ’s para
explorar materiais representados por redes regulares de diversas formas, entre elas, pela
analise das principais grandezas de CQ’s no espaco de posicao. Nas CQME’s no espaco
de posig¢ao, podemos analisar a evolugao dos estados ao longo do tempo, dado um es-
tado inicial do sistema, a estrutura topologica da rede e a(s) matriz(es) espalhamento.
Portanto, como estes aspectos que podem ser controlados, temos a liberdade de modelar
diversos tipos de materiais. A grande vantagem é que podemos estabelecer caracteristicas

advindas puramente da topologia de cada rede e também as caracteristicas advindas da
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Figura 1.2: Bandas de energia 7 e 7w+ do grafeno calculadas via método Tight Binding. Fm zoom, o cone
de Dirac presente em um ponto de alta simetria da rede reciproca. Adaptado da Ref.[203].

escolha da(s) matriz(es) espalhamento e de um dado estado inicial. Alguns dos principais
conceitos que podem ser explorados sao as densidades de probabilidade, o deslocamento
quadratico médio, ambos diretamente relacionados com o comportamento de elétrons em
um dado material, possibilitando, por exemplo, investigagoes sobre localizagao de Ander-
son [96].

Um dos motivos que torna os materiais de Dirac com rede hexagonal planar tao inte-
ressantes para investigacoes via CQ’s é a dispersao balistica dos elétrons nesses materiais
[172, 182] e, portanto, podemos considerar o elétron como um caminhante quantico se
propagando por uma rede hexagonal infinita [152, 202| ou restrita [155-157|, conforme
as condigoes de contorno impostas na nossa dinamica. Posteriormente abordaremos de
maneira formal como implementar CQME’s em uma rede hexagonal infinita, que pode
ser interpretada como uma folha de grafeno extremamente extensa nas direcoes €, e é,,
e, em redes hexagonais limitadas de maneira igual nas direcoes é, e é,, que pode ser
interpretadas como uma nanofita quadradas de grafeno. Ao implementar CQME’s nestas
nanofitas, é possivel investigar grandezas como: Deslocamento Quadratico Médio (DQM)
radial e nas diregoes ¢, e ¢,, distribuigao de probabilidade, relacao entre distribuigao de
probabilidade nas bordas em relagao as dimensoes da nanofita, relagao entre distribuigao
de probabilidade nas bordas em comparagao ao tipo de borda (armchair ou zigzag) e
outras mais, auxiliando na investigacao de caracterizacao de propriedades conhecidas e
desconhecidas desse material.

Por outro lado, o modelo de CQME’s no espaco de momento possibilita a investigacao



24

de outras grandezas fisicas, como estruturas de bandas, por exemplo. Nosso método ¢é
extremamente versatil, uma vez que é possivel gerar estruturas de bandas parametriza-
das conforme a(s) matriz(es) espalhamento da rede, possibilitando uma explorac¢ao de
conceitos como gaps entres as bandas de conducao e de valéncia, velocidade de Fermi e
afins.

Por fim, mas nao menos importante, é necesséario enfatizar o baixo custo computacional
necessario para a implementagao de CQME’s, tal que muitas vezes computadores pessoais
jé satisfazem as condi¢oes para implementagao.

Esta monografia esta organizada da seguinte maneira: no Capitulo 2, temos uma
discussao primordial sobre as principais diferencas entre sistemas descritos de maneira
deterministica e os que sao descritos de maneira probabilistica. Na sequéncia, temos a
apresentacao dos formalismos e das principais grandezas estudadas na Caminhada Aleato-
ria Classica Unidimensional, Caminhada Quéntica por Modelo de Moeda Unidimensional
e da Caminhada Quéantica por Modelo de Espalhamento Unidimensional, todas essas com
instantes discretos de tempo. No Capitulo 3, por sua vez, apresentamos dois formalismos
para implementacao de CQME’s em redes hexagonais: um para redes infinitas e outro
para nanofitas quadradas. Além disso, mostramos e discutimos os principais resultados
obtidos para CQME’s no espaco de posicao para os dois formalismos apresentados. No
Capitulo 4, além de apresentar um formalismo para CQME’s no espago de momento, pro-
pomos um método analitico de obtencao de estruturas de bandas e, um método numérico
computacional baseado na busca de matrizes que melhor representam as estruturas de
banda do grafeno, siliceno e do germaneno. Além disso, fazemos as devidas comparagoes
entre as grandezas fisicas obtidas via CQME’s, métodos ab initio e pelo modelo Tight
Binding First Nearest Neighbour (TB-1NN). No Capitulo 5, apresentamos um formalismo
para implementagao de CQME’s em redes triangulares infinitas e, os resultados obtidos
para diferentes formulagoes topolégicas obtidas a partir da troca de rétulos de estados
topologicamente equivalentes. Por fim, no ultimo capitulo desta monografia, fazemos as

consideragoes finais acerca dos resultados obtidos.



CAPITULO 2

AS CAMINHADAS QUANTICAS

Como mencionado no primeiro capitulo, as caminhadas quéanticas vém sendo estudadas e
aplicadas nas mais diferentes areas e contextos. No presente trabalho, temos como prin-
cipal objetivo investigar se caminhadas quanticas (por modelo de espalhamento) podem
ajudar na compreensao e modelagem de materiais bidimensionais que apresentam redes
semelhantes as descritas aqui. Entretanto, antes de explorarmos nossas construgoes es-
pecificas para tais sistemas, se faz necessario uma revisao sobre diferentes aspectos de
caminhas quanticas, focando na interpretagao fisica, descrigao probabilistica, formulagao

bésica, etc. Isto é feito no que se segue.

2.1 Uma Discussao Basica

Primeiramente, antes de abordamos os modelos dindmicos randémicos propostos neste
capitulo, o de Caminhada Aleatoria Classica e os de Caminhada Quéantica, é necessaria
uma breve discussao sobre duas visoes distintas dentro da Fisica, a deterministica e a
probabilistica. Aqui nao iremos nos ater aos pormenores de cada visao, mas sim nas
implicacgoes logicas de cada uma dela.

Ao longo dos anos, diversos filosofos e cientistas apresentaram sua visao de mundo
sobre a natureza e as diversas formas de representacao e descricao desta. Como sabemos,
o método cientifico por si s6 estabelece uma série de critérios 1o6gicos para a devida anélise
de um objeto de estudo. Entretanto, discussoes sobre a ontologia e sobre a epistemologia

de um dado objeto de estudo é primordial para tracar os objetivos de uma teoria, por
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exemplo. Dentro deste contexto e, dentro das ciéncias exatas, o conceito de causa sempre
foi alvo de investigacoes e permanece em pauta até hoje. Deve ser natural ao leitor pensar
que a mecanica newtoniana pode ser tomada como exemplo para este caso, uma vez que
esta estabeleceu os pilares de causa e efeito de grandezas fisicas macroscopicas cléssicas.
Vale notar que a mecanica analitica tracou o formalismo matematico da mecanica new-
toniana, permitindo, portanto, uma investigacao ainda mais profunda e geral. Dentro
deste contexto, tanto D’Alembert como Lagrange discutiram em alguns de seus trabalhos
visoes sobre a descri¢ao e representagao das grandezas fisicas [204]. Neste contexto histo-
rico comega a surgir oficialmente a visao deterministica ideal, isto ¢, a concep¢ao na qual
tendo as condigoes iniciais de um dado sistema e, munido de um formalismo que relaciona
o comportamento de um conjunto de grandezas fisicas ao longo de um certo periodo, é
possivel fazer previsoes futuras do sistema.

E importante fazermos uma reflexdao que a visao/descricao deterministica foi rapida-
mente absorvida para algumas areas da Fisica. Porém, em outras esta visao deterministica
nao foi capaz de estabelecer uma relacao entre eventos fisicos e formalismo proposto e,
portanto, outro tipo de visdo/descrigao precisou ser utilizado. A mecénica quantica é uma
destas areas na qual a descrigao deterministica falha, assim como a mecéanica de muitos
corpos, mecanica estatistica etc.

Dentro deste contexto, uma area que também nao pode ser descrita pela visao determi-
nistica é de dinamica estocastica. Em dinamica estocéstica, o estado de um dado sistema
em um certo instante de tempo nao pode ser determinado previamente e, seu formalismo
conta com varidveis aleatorias para a sua descricao. Um exemplo de dinamica estocéastica
é o lancar de dados, por exemplo. No caso de um dado imparcial de seis faces, isto é,
equiprovavel para todas as faces, nao ha como determinar qual sera o resultado obtido no
n-ésimo sorteio, por exemplo. Desta forma, em dindmicas estocasticas a descri¢ao ado-
tada é a probabilistica. A descricao probabilistica, diferente da deterministica, propoem
uma descri¢ao de cunho aleatério para os eventos. Desta forma, para o evento de langar
um dado imparcial de seis faces, por exemplo, cada face possui uma probabilidade de 1/6
de ser sorteada e, para cada sorteio, as probabilidades serao as mesmas e independem
dos resultados obtidos em sorteios/evento anteriores. Portanto, neste caso, mesmo que
se tenha uma probabilidade associada a um evento, nao é possivel atribuir uma relacao

causal entre o jogar de dados e um resultado especifico.
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Aqui é importante notar que do ponto de vista epistemologico, a descricao proba-
bilistica, ao ser encorporada em certas areas da Fisica, traz uma visao que distingue
principalmente sobre a interpretacao da medicao de grandezas fisicas em um dado sis-
tema. Além disso, esta descrigdo permite propor objetos de investigagao antes negados
pela visao deterministica. Duas grandes areas da Fisica que se desenvolveram a partir
da descricao probabilistica foram a mecanica estatistica e a mecanica quantica. No caso
da mecanica quantica, ¢ ainda mais nitido e emblematico, uma vez que apés muitas dis-
cussoes e investigacoes notou se que a descricao probabilistica era fundamental para os
pilares das MQ [204], apesar de anos se passaram até que esta descrigdo de fato fosse
aceita pela academia. Vale notar que, apesar da interpretacao probabilistica ser desto-
ante da deterministica, o que de fato garantiu credito a primeira foi o fato de corroborar
com os experimentos que deram origem a mecanica quantica (assim como os posteriores),
isto é, resultados que nao podiam ser explicados pelas areas vigentes da Fisica até entao
puderam ser devidamente interpretados.

A seguir, antes de apresentarmos dois formalismos distintos (mas matematicamente
unitariamente equivalentes) para caminhadas quénticas, iremos apresentar um tipo de
dindmica estocastica discreta, denominado de Caminhada Aleatéria Classica. O principal
objetivo é nao s6 o de habituar o leitor a modelos com variaveis aleatorias e, natural-
mente, com a descri¢ao probabilistica, que seréd de entendimento primordial para os pro-
ximos capitulos, como também introduzir uma discussao sobre sistemas fisicos que apesar
de estarem sob o regime da mecanica classica, possuem uma descri¢ao necessariamente

probabilistica.

2.2 Caminhadas Aleatorias Classicas

Nesta se¢ao temos como objetivo apresentar o formalismo da Caminhada Aleatéria Clas-
sica (CAC) e introduzir sistemas fisicos que possuem descri¢ao probabilistica, como dis-
cutido previamente na secao anterior. Além disso, a discussao presente nesta secao se faz
necessaria, uma vez que o primeiro modelo de caminhadas quanticas proposto parte de

uma analogia quantica ao modelo de Caminhada Aleatéria Classica.
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2.2.1 Formalismo e Principais Grandezas

A Caminhada Aleatoria Classica (CAC) |2, 205] ¢ amplamente estudada e aplicada ha
muitas décadas, como ja mencionado no primeiro capitulo. A CAC foi discutida pela
primeira vez em junho de 1905 por Karl Pearson [1|. Para elucidar o problema proposto
por Pearson, pensemos na seguinte situagao: um homem se encontra inicialmente parado,
em uma posicao que chamaremos de origem, e, adota a dinamica aleatoria, tal que se a
moeda que estd em sua mao for jogada para o alto e o resultado for cara, ele d4 um passo
para sua direita. Caso o resultado seja coroa, ele d4 um passo para sua esquerda. Apds o
homem dar o passo ditado pelo resultado da moeda, iremos considerar que uma unidade
de tempo t se passou. Na Fig.2.1 temos o exemplo de uma CAC unidimensional discreta
no tempo e nas posi¢oes para t = 6, tal que o caminhante no instante de tempo t = 0

encontra-se na posicao de origem, j = 0.

t=1 t=4
< T T T T —> T
=2 B o M ez =0 B 2
t=2 t=5
T —> — >
=2 J==1 Jj=e2 j=0 = J=+2
t=3 t=6
< T T T T T T T
=2 =-1 Jj=0 = =2 =2 =-1 j=0 = =42

Figura 2.1: Exemplo de uma CAC discreta no tempo e nas posi¢oes para seis passos, ou instantes de
tempo. Em ¢ = 0 o homem encontra-se na posigao j = 0, origem da nossa coordenada de posicoes. De
acordo com os passos dados, notas-se que a sequéncia dos resultados obtidos pelo caminhante ao sortear
um lado da moeda foram: cara, coroa, coroa, coroa, cara e cara.

Podemos fazer varias perguntas referentes a elucidacao do processo: o tamanho dos
passos dados pelo caminhante ¢ fixo? E se a moeda utilizada for tendenciosa (viciada)?
E possivel estipular qual é o local mais provéavel para o homem estar em uma dinamica
apo6s cem passos dados?

Neste trabalho, nosso foco serd em caminhadas quanticas discretas no tempo e nas
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posicoes, desta forma convém impormos as mesmas condigoes para o analogo classico.
Portanto, consideramos que o caminhante da passos de comprimento fixo [, tal que [ € Z.
Consideramos ainda que o caminhante esté inicialmente na origem, ponto representando
por 7 = 0 do nosso sistema de coordenada unidimensional. Neste contexto, para o primeiro
instante de tempo ¢ da dinadmica ilustrada na Fig.2.1, o homem obteve o resultado cara
no sorteio da moeda e consequentemente se deslocou para a direita, rumo a posicao 7+ 1.
Ja no instante t = 2, ele obteve coroa como resultado do sorteio de moeda, e, portanto,
se deslocou para a esquerda, rumo a origem j = 0. Nos instantes de tempo posteriores
notamos que o homem obteve como resultado do sorteio da moeda, respectivamente, os
lados: coroa, coroa, coroa, cara, e por fim cara.

Segundo as Refs.[2, 205], podemos definir que probabilidade do caminhante dar um
passo para direita serd dada por p, e ¢ = 1 — p para esquerda, tal que para uma moeda
justa (nao tendeciosa) teremos que p = ¢ = 1/2. Vale notar que, uma CAC unidimen-
sional é uma cadeia de Markov discreta [33, 120], ou seja, cada passo da caminhada é
probabilisticamente independente dos anteriores.

A probabilidade de encontrar o homem em uma posigao j, apés t instantes de tempo

desta dinamica aleatoria, pode ser calculada por uma distribuigao binomial [2, 205]:

t!

Yo j)/Q!p(t+j)/2<1 _ p>(t—j)/2‘ (2.1)

P(j,t) =

Um detalhe importante é que podemos inferir o caminho feito pelo homem ao longo
da dinamica, sabendo sua posigao final, e cada um dos resultados obtidos (cara ou coroa)
em cada instante de tempo t. Além disso, o nimero total de posi¢gdes que um caminhante
pode ocupar em uma CAC unidimensional, j;;, € dependente da quantidade de passos
desta caminhada, de forma que j;(t) = 2t+1. Portanto, para uma dinadmica com ¢ = 100,
ao final da caminhada o homem pode estar em qualquer posicao discreta entre j = —100
e j = +100.

Para uma caminhada com muitos passos, tal que ¢ >> 1, iremos notar que a distri-
bui¢ao de probabilidade binomial se assemelhara a uma distribui¢ao Gaussiana |2, 205].
De maneira mais rigorosa, temos que a transicao entre essas distribui¢oes pode ser ob-
tida através do Teorema Central do Limite [205, 206], ou através dos conceitos de fungao

de densidade de probabilidade |2, 205|, tal que a probabilidade P(x,t) de encontrar o
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Figura 2.2: Probabilidade de encontrar o caminhante em uma posicao j para trés CAC’s com diferentes
duragoes: ¢t = 50 (linha pontilhada), ¢ = 100 (linha trastejada) e t = 200 (linha sélida). Escolhemos um
intervalo de {j, —30,30} para salientar o perfil das curvas na regiao proximas ao valor médio, j = 0.

caminhante na posi¢ao x no instante de tempo ¢ com passos de comprimento [ é dada por

1 —(z = (p—gtl)*
\/ 87tpql? b ( 8pqtl? ) ’ (22)

tal que considerando as devidas integragoes [202], chegamos nas principais grandezas a

P(z,t) =

serem analisadas em uma CAC: o valor médio (esperado) da posi¢ao do caminhante
() = (p—q)tl, (2.3)
a relagao de dispersao do caminhante pela rede
(A)) = /AipaP, (2.4)
e 0 Deslocamento Quadrético Médio (DQM) dado por
D, = {(Ax)?) = 4tpql®. (2.5)

Como estamos considerando passos discretos de tamanho fixo e unitéarios, ou seja,

[ =1, e uma moeda justa tal que p = ¢ = 1/2, a probabilidade de encontrar o caminhante
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em uma posigao x, apods ¢ instantes de tempo, pode ser escrita conforme a Eq.(2.2), como:

P(z,t) = &exp(}i ) (2.6)

Portanto, a Eq.(2.4), associada & dispersao do caminhante, fica
(Az)) = V4t (2.7)
e a Eq.(2.5), associada ao DQM, pode ser escrita como
D, = {(Ax)?) =t. (2.8)

Na Fig.2.2 temos a representacao da Eq.(2.6) para trés CAC’s com: ¢ = 50, ¢t = 100
e para t = 200. E nitido que quanto mais passos tem a caminhada, mas deslocalizada
fica a distribuicao de probabilidade em torno da origem, o que faz sentido ao analisarmos
a Eq.(2.7) e a propria defini¢ao de ((Az)) em uma curva gaussiana, ligada diretamente
a largura da curva a meia altura [207]. O fato da distribuigdo de probabilidades em
uma CAC (com moeda justa) para t >> 1 ser dada por uma curva gaussiana, é uma
caracteristica do regime classico. Outra caracteristica desse regime é que o caminhante s6
pode estar em uma posicao a cada passo e, portanto, experimenta apenas um caminho por
vez ao longo de uma CAC. Por fim, neste regime nao ha qualquer tipo de interferéncia de
probabilidades ao longo da caminhada, que como veremos adiante, ¢ um conceito presente

nas caminhadas quéanticas.

2.3 Caminhadas Quanticas por Modelo de Moeda

Nesta se¢ao, iremos explicar os principais conceitos envolvidos na Caminhada Quéantica
por Modelo de Moeda (CQMM), assim como a apresentagdo de uma das notagoes utili-
zadas neste modelo. Como apresentado no capitulo anterior, este ¢ um dos modelos de
implementacao mais utilizados na literatura, em especial em informagao quéntica. Entre-
tanto, para discutir processos de transporte em redes, adotaremos nas se¢oes subsequentes

a construcao de espalhamento, que para nossos propositos é mais apropriado.
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2.3.1 Estrutura Topolbégica da Rede Unidimensional

Figura 2.3: Tlustragdo de uma rede infinita unidimensional. Cada vértice da rede esta ligado aos seus
primeiros vizinhos por arestas de tamanho a.

A rede unidimensional discreta, é uma rede infinita formada por vértices que estao
ligados aos seus primeiros vizinhos por uma aresta de tamanho a, como mostrado na
Fig.2.3. Cada vértice esta associado a uma coordenada discreta j e esta ligado aos vértices

vizinhos j + 1 e j — 1. A coordenada cartesiana, (), de um vértice j é dada por

T, = ja, (2.9)

tal que a sempre serda o mesmo entre os vértices de uma rede regular unidimensional

discreta.

2.3.2 Estados de Base

Para uma Caminhada Quantica por Modelo de Moeda discreta e unidimensional, o ca-
minhante quantico pode ser interpretado como um elétron de spin 1/2 que se propaga
por uma rede unidimensional discreta de acordo com seu estado de spin [120, 208]. De
maneira formal, podemos definir que um estado da CQMM discreta pertence ao espaco
de Hilbert H, tal que

H=HcHp, (2.10)

onde H¢ é definido como espaco de moeda, e esta associado ao grau de liberdade interno
do caminhante com base dada por {|0),|1)}. No caso do caminhante quantico de spin
1/2, os estados que compoem esta base estao associados, respectivamente, aos estados de

spin up e spin down e, sao representandos como

|O> = ) |1> = ) (2‘11)
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de tal forma que estamos assumindo a representacao mais comum, mas equivalente as
outras representacoes de sistemas de dois niveis, isto &, [0) = |[+) = | T) e, [1) = |—) = | |).
Vale notar que, pelo principio da superposicao [36], se dois estados pertencem a um espago
vetorial, entao qualquer combinacao linear entre esses estados também pertence a este
espago |36, 37].

O Hp é o espago das posigoes e, é associado ao grau de liberdade externo (posigao do
caminhante na rede) e sua base ¢ dada por Hp = {...,[j —1),|7), |7 +1),...}, tal que
j € Z. No contexto de fisica da matéria condensada [191], cada estado da base de Hp esta
associado a posicao de um vértice em uma rede regular unidimensional com parametro de

rede a, como definido na subse¢ao anterior.

2.3.3 Estado Inicial e Evolugcao Temporal

Um estado de uma CQMM no instante de tempo ¢, tal que ¢t = n7, sendo 7 um tempo

caracteristico e n € N, pode ser descrito por

“+oo

U(H) = > Vo) ®1j), (2.12)

j=—o0

tal que um estado geral de moeda |¥¢) é dado por
Vo) = a(5,1)]0) + b5, 1)|1), (2.13)

onde a(j,t) ¢ a amplitude de probabilidade associada a um caminhante com estado de
spin up no instante de tempo t e, b(j,t) é a amplitude de probabilidade associada a um
caminhante com estado de spin down no mesmo instante de tempo.

Para haver conservagao de probabilidade ao longo das CQ’s, necessariamente temos

que

> laGOF + bl t)]* = 1. (2.14)

j=—00

Dentro do contexto de informagao e computacao quantica, podemos definir um estado
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o) +i|1>
N

17

Figura 2.4: Representacao de um estado genérico de moeda |¥U(0)) na esfera de Bloch e dos principais
estados de moeda utilizados na literatura em ¢ = 0. Os parametros a e 8 para cada ponto ilustrado na
imagem estao descritos na Tab.2.1.

de moeda inicial, ¢t = 0, tal que

We) = a(j,0)[0) + b(j,0)[1),

= cos <%> 0) + e"sen (%) 1), (2.15)

onde a € [0, 7] e 5 € [0, 27], como podemos visualizar na Fig. 2.4.

Nas éareas de informacao quantica e computacao quantica, é usual representar um
estado de moeda, também conhecido como estado de um bit quantico, na esfera de Bloch
[103, 209]. Na Fig.2.4 temos a representacao de cinco estados de moeda diferentes, para t =
0, com diferentes valores de a e 3. Ao escolhermos diferentes dngulos para a e 3 obtemos
pontos distintos da superficie da esfera de Bloch. Na Tab.2.1 temos a representacao de seis
pontos da esfera de Bloch, com seus respectivos parametros « e (3, utilizados amplamente
como estados iniciais de moeda em uma CQ [33, 139, 209|. Para simplificar a representagao
de alguns estados de moeda, ¢ comum utilizar uma notacao [37, 209] associada & medida

de estados de spin 1/2 em diferentes diregoes tal que

|+2)=10). | = 2) = 1), (2.16)
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ou ainda

o 0) +11) o 0) — 1)
|+ X) = , =X = :
V2 V2
Ly Al gy 10 =) (2.17)

V2 V2

Por defini¢ao, temos que um estado do sistema no instante de tempo t é dado por
(1)) = U'[W(0)) = U""[W(0)), (2.18)

onde o operador unitario responsavel pela evolugao temporal da particula na rede é dado

por

A~

U=5CeI), (2.19)

tal que Ié operador identidade da posicao do caminhante, C é o chamado operador mo-
eda, responsavel por colocar o estado da particula em superposicao e, consequentemente,
atribuir as caracteristicas da dindmica para o caminhante. J& Séo operador de transla-
¢ao condicional [33|, responsavel por transladar o caminhante quantico na rede conforme

o estado do grau de liberdade interno do mesmo.

« B |cos(a/2) | ePsen(a/2) | [¥c(0))

0 0 1 0 |+ 2Z)
7'(' 0 0 1 | — Z)
/2] 0 1/v/2 1/v/2 |+ X)
/2| w 1/v/2 ~1/V2 | |-X)
Y)
Y

/2| ©/2 | 1/3/2 i/V/?2 |+
/2| /2| 1/4/2 —i/v2 | ]

Tabela 2.1: Os valores dos parametros « e 8 para os estados de moeda mais utilizados na literatura para
t = 0. Vale notar que os valores na coluna de cos(a/2) sdo as amplitudes de probabilidade associada ao
estado de spin up em um estado de moeda. J4 os valores na coluna de e?’sen(a/2) sdao as amplitudes de
probabilidade associadas ao estado de spin down em um estado de moeda.

Para uma CQMM unidimensional temos que o operador moeda, C , pode ser represen-
tado por uma matriz pertencente ao SU(2) e age sob o estado de moeda do caminhante,

colocando-o numa nova superposicao entre os estados de base. No caso do sistema de dois
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niveis de spin 1/2, é dado por:
C = o0/ 0)(0] + co1 0} (1] + e10[1)(0] + ena[1)(1], (2.20)

tal que na representagao matricial é descrito por

. Con G V1= qe?
G [0 o) [ vV “ (2.21)

€10 Cu1 VT —qe? —\/Ge’wﬂ”

onde 0<¢<1,0<0<7mel<¢p< 2. O parametro ¢ nos diz se o operador moeda é
balanceado (justo). Para ¢ = 1/2, por exemplo, a a¢do do operador moeda em um estado
de moeda do caminhante gera uma superposicao igualitdria de amplitudes de spin up e
down, portanto, é considerada justa ou balanceada. Os parametros 6 e ¢ sao associados
a diferencas relativas de fase entre os estados de spin up e down. Dependendo do tipo de
enfoque a ser dado na CQ), pode ser utilizado mais de um tipo de moeda na caminhada,
inclusive varios tipos de moedas diferentes ao longo do tempo e/ou das posigoes da rede
[94, 97, 210].

Para ilustrar de maneira mais clara, tomemos o exemplo de duas moedas quéanticas
amplamente utilizadas: a Hadamard, H , e Fourier, F (ou Kempe). Ambas possuem ¢ =
1/2, sendo consideradas moedas balanceadas, porém, enquanto para a moeda Hadamard
0 = ¢ = 0, isto é, nao ha diferenca de fase relativa entre os estados de spin, por outro
lado, na moeda Fourier, F', temos que 6 = ¢ = 7. Elas sao representadas matricialmente
como:

T A S (2.22)
Ve \r —1) V2 \i 1)’
tal que a moeda Hadamard, também pode ser nomeada de Transformada Discreta de
Fourier (TDF) para N = 2. A moeda Fourier pode ser entendida como um divisor de
feixe em experimentos de opticos [211], j4 que impoe uma diferenga de fase de 7/2 entre
estados relacionados a dire¢ao de propagagao do feixe [208, 212].

O operador identidade, I, é dado por

1= 1, (2:23)
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e o operador de translagao condicional, S, é responsavel por fazer a translacao do ca-
minhante ao longo da caminhada condicionado pelo seu estado interno. Formalmente é

escrito como:
92!0><0|®le+1><jl+!1><1l®le—1><j!, (2.24)

tal que, se o estado de moeda do caminhante é spin up na posicao |7), entdo o caminhante
é transladado para a direita, para posigao |j 4+ 1). Por outro lado, se o estado de moeda
do caminhante é down, ele é transladado para a esquerda, para posigao |j — 1).

Para exemplificar a evolucao temporal de um estado de uma CQ), consideremos a agao

de U em um estado inicial [¥(0)) tal que de acordo com a Eq.(2.18), temos que
(1)) = Uw(0)) = S(C @ D) (0)), (2.25)
tal que o estado inicial da CQ sera dada pelo estado | ') definido como
0 (0)) = [¥5) =1+ 2) @ o), (2.26)

isto é, um estado de moeda de spin up no vértice j = 0, vide Eq.(2.16). Considerando
uma caminhada quantica com a mesma moeda quantica para todos os instantes de tempo,

e, que C'= H, conforme as Eqgs.(2.22), (2.23) e (2.25), teremos que

(1) = S(H D)
11

1 N A
N ) ®;’]><J\ UG |

= S

. 1 (1 1 .
= S E . ® [0) (0| <|+Z>®|O>> : (2.27)

e, como mencionado anteriormente, a acao do operador moeda, neste caso C' = H, é
sempre sob o estado de moeda e, o operador I sob o estado de posicao. Além disso, uma
vez que o estado inicial s6 tem amplitudes de probabilidades em j = 0, neste este caso, o

operador I, vide Eq.(2.23) se resume a |0)(0|. Considerando as Eqs.(2.11) e (2.16), temos
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entao
1 1 1
w()=$ | —= NELRELIE (2.28)
que apos as devidas operagoes nos leva a

w(1)) =28 % 1 @0) | =8 (%@ \o>) = §(| +X)® |o>), (2.29)

e, considerando a Eq.(2.28), podemos notar como a agao do operador H coloca o estado de
moeda inicial do caminhante, neste caso spin up, em um estado de superposicao de estados
de spin up e spin down, vide Eqs.(2.16) e (2.17). Agora podemos aplicar o operador de
translacao condicional, S, vide Eq.(2.24)

W(1)) = [(!0><0l ®le + 10+ DA ®ZU - 1><J’!> <\ +X)® !0>>

(2.30)

uma vez que |+ X ) ¢ dado pela Eq.(2.17) e, o estado inicial do sistema ¢ definido apenas

em uma posicao, logo

W) = —[<|0><0\0>®!1><0|0>+!1><1|0>®\—1><0|0>>

/‘\QI

0){0[1) @ [1)(0]0) + [1){1]1) ® \—1><0!0>>],
= \f<|+z>®|1>+|—> |—1>>, (2.31)

ou seja, para uma CQ Hadamard com estado inicial dado por |¥§'), apés um instante
de tempo, o estado do sistema sera expresso pela superposicao de um estado de spin
up na posicao j = 1 e um estado de spin down em j = —1, ambos com amplitude de
probabilidade de 1/v/2.

E importante fazermos uma breve discussdao sobre a evolucdo unitaria de um dado
estado de uma caminhada quéntica. Acima, vimos que para CQMM a evolugao unitaria

de um dado estado de uma CQ esta diretamente associada com o(s) operador(es) moeda(s)
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e com o estado do sistema. Por fins didaticos, escolhemos um sistema com estado inicial
definido apenas na posi¢ao 7 = 0 e sem superposi¢ao de estados de moedas. Entretanto,
¢ importante notar que o estado inicial de um CQ é de livre escolha, desde que obedeca
as relacoes de unitariedade e simetria do sistema. Além disso, conceitualmente, apos as
exemplificagoes operacionais acima, ¢ nitido como o caminhante quantico é completamente
diferente do caminhante classico. Enquanto em uma CAC com moeda cléssica justa o
caminhante é transladado para uma certa posicao conforme o valor obtido no sorteio da
moeda, o caminhante quéntico é transladado conforme o principio de superposicao, isto
é, possui amplitudes de probabilidades associados a ambos os vértices vizinhos apos um

passo.

2.3.4 Probabilidades e Deslocamento Quadratico Médio

A probabilidade de encontrar o caminhante quéntico em um vértice j, em um instante de

tempo ¢, é dado por

+00
P(j,t) = (EOINV(@) = Y laG OF +bG O, (2.32)
j=—o0

isto é, a soma dos modulos ao quadrado das amplitudes de probabilidade dos estados de
spin up/down associadas a um vértice j, vide Eqs.(2.12) e (2.13). E importante notar que
o caminhante quéntico, apesar de receber este nome em alusao ao caminhante classico
abordado na se¢ao anterior, possui uma natureza ondulatéria. Desta forma, é possivel
ter interferéncias construtivas e destrutivas das amplitudes de probabilidade ao longo de
uma CQ e, consequentemente, a probabilidade do caminhante ao longo da rede também

sofrerd mudangas [33].
O Deslocamento Quadratico Médio do caminhante quantico pela rede infinita unidi-

mensional discreta é dado por

Dy = Y P(,t)z}(j) - ( > Pl t)%(]')) : (2.33)

tal que x, é a fungao dada pela Eq.(2.9) e P(j,t) pela Eq.(2.32). Consequentemente, a
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dispersao, s,, é dada por

Sz = \/D,. (2.34)

Nas Figs.2.5 e 2.6 temos o comportamento da densidade de probabilidade de uma
particula em caminhadas quénticas Hadamard unidimensionais apdés cem instantes de
tempo. Consideramos trés estados iniciais diferentes, associados aos polos e um ponto no
equador da esfera de Bloch: |U4) = | + Z) ® |0), associado ao polo norte da esfera; o
estado [UP) = | — Z) @ |0) associado ao polo sul da esfera; e o estado |U§) = | +Y) ®0)
associado a um ponto no equador da esfera. Fica muito claro que para uma CQ Hadamard
unidimensional, se utilizarmos estados iniciais associados aos polos da esfera de Bloch,
teremos caminhadas tendenciosas para direita, para o caso do estado inicial |¥'), e, para
a esquerda quando o estado inicial é dado por |[U). Em contrapartida, se nosso estado
inicial ¢ dado por |¥§), teremos uma caminhada justa, ndo tendenciosa, como mostrado

na Fig.2.6.

0.14;
0.12} — |%o*) — |%®)

0.10} :
o [ ]
S 008 ]
S , ]
= 0.06f ]

& 1
Wil AL“Hx B

— 0.04}
00

0.02}

0.00—
-100

0
Figura 2.5: Densidade de probabilidade para duas caminhadas quanticas Hadamard com estados iniciais

diferentes: a linha preta representa uma CQ de cem passos com estado inicial |‘I’6‘), ja a linha vermelha
representa uma CQ de cem passos com estado inicial [UF).

l A““ " A

E muito importante notar que, diferente das CAC’s, onde as distribuicoes de probabi-
lidade ao longo das posi¢oes é dada por uma curva Gaussiana, para caminhada quantica
com estado inicial nao tendencioso a distribuicao de probabilidades ao longo das posic¢oes

sera dada por uma curva bimodal [33|. Este perfil de distribui¢oes de probabilidade esta
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Figura 2.6: Densidade de probabilidade para uma caminhada quéantica Hadamard, com o estado inicial
nao tendencioso \\Ifg ), em comparacao com a distribuigao de probabilidade para uma caminhada classica

discreta imparcial (p = ¢ = 1/2) e com comprimento de passo constante [ = 1 ao longo da CAC. Ambas
as caminhadas possuem cem passos.

diretamente relacionado com os fenomenos de interferéncia entre as amplitudes de proba-
bilidade ao longo da dindmica. Temos, portanto, interferéncias destrutivas de amplitude
de probabilidade préoximo a origem e, interferéncias construtivas em pontos proximos a
+t//2 [84].

O deslocamento quadréatico médio de uma CQ unidimensional é quadraticamente su-
perior ao DQM de caminhadas classicas [33]. Enquanto na caminhada classica temos que
D, ~ t, em uma caminhada quantica temos que D, ~ t?, como mostrado na Fig.2.7. Este
comportamento, conhecido como superdifusivo (no presente caso balistico), em determi-
nadas aplicacoes traz muitas vantagens em relacao a caminhada classica, uma delas é a

utilizagdo de caminhadas quénticas para algoritimos de busca [50, 52, 55].

2.4 Caminhada Quantica por Modelo de Espalhamento

A Caminhada Quéantica por Modelo de Espalhamento (CQME) difere da Caminhada
Quantica por Modelo de Moeda conceitualmente e também no formalismo. Apesar de
serem unitariamente equivalentes, ou seja, podem ser formalmente mapeados um no outro
em qualquer topologia de rede e para qualquer tipo de moeda [40, 41]. Nesta secao

iremos definir os principais aspectos das CQME’s em uma rede unidimensional discreta,
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Figura 2.7: Comparativo entre o deslocamento quadrético médio, D,, em func¢ao do tempo para uma
caminhada quantica Hadamard unidimensional, com estado inicial |¥§'), em comparagio ao de uma CAC
discreta imparcial (p = ¢ = 1/2) com comprimento de passo constante [ = 1.

com mesma estrutura topologica da rede apresentada na secao anterior e, desta forma,

apresentar as principais diferencas entre os dois modelo.

2.4.1 Estados de Base

Primeiramente, consideremos uma rede unidimensional discreta infinita com estrutura
topologica tal que todos os vértices da rede estao associados a uma coordenada discreta 7,
e cartesiana dada pela Eq.(2.9), onde os vértices estao ligados aos seus primeiros vizinhos
por arestas de tamanho a, como ilustrado na Fig.2.3.

A estrutura do espaco de Hilbert de uma Caminhada Quéantica por Modelo de Espa-
lhamento é o mesmo de uma Caminhada Quéntica por Modelo de Moeda, representada
pela Eq.(2.10). Desta forma, em uma CQME temos que um estado do caminhante quén-
tico é dado pelo produto tensorial entre a direcao de propagacao ¢ do caminhante e o

vértice destino j deste, isto é

’07j> = ‘U> ® ’j>> (235)

tal que 0 = 1 = =4, pertencem ao espaco de representacao de "direcao de movimento"do
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caminhante, onde

+) = , =)= : (2.36)

e os estados de base de |j) dados por {...,|j — 1),|7),|7 + 1),...} tal que j € Z, sdo
pertencentes ao espaco das posicoes. Aqui vale notar que, no formalismo de CQME’s,
os caminhantes quénticos se encontram nas arestas da rede e, portanto, |o, j) representa
o estado de um caminhante indo em direcao ao vértice j pela direcao de propagacao o,

como representado na Fig.2.8.

[+, §1> +.3> [+ 41> |+ j+2>
T R TR e
o o "o e e
|-'j-2> I_vj_1> |':j> |"j+1>
<« S <« <t

Figura 2.8: Tlustragao de alguns estados de base do sistema para uma CQME unidimensional discreta,
vide Eq.(2.35). Perceba que, em uma CQME, os caminhantes quanticos estao definidos nas arestas da
rede.

Os estados de base seguirao as seguintes relagoes de ortonormalidade e completeza,

dadas, respectivamente, por

(0,410",5") = 01100, 1= o, 4o 4l. (2.37)
J

o=%+1

2.4.2 Evolucao Temporal e Matriz Espalhamento

A caminhada quéantica de modelo de moeda faz uma analogia com a caminhada cléssica em
seu operador de evolucao temporal, como visto anteriormente. A caminhada quéantica de
modelo de espalhamento, por outro lado, faz uma analogia com processos interferométricos
e de natureza descrita pela teoria quantica do espalhamento [131, 132|. Desta maneira,
o que na teoria de espalhamento quantico é tratado como alvo espalhador [37], para nos,
serd um vértice arbitrario da rede e, neste caso, os vértices por si s6 se comportam como
agentes do processo de evolugao temporal, como veremos a seguir.

Um estado de uma Caminhada Quéantica por Modelo de Espalhamento em um instante
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de tempo t, tal que t = n7 com n € N e 7 ¢ um tempo caracteristico, é representada por
) =Y (i )|+ ) + -G )= ), (2.38)
J

onde 1, (j,t) é a amplitude de probabilidade associada a um caminhante se propagando
pela dire¢ao + em diregao ao vértice j no instante de tempo ¢ e, ¢ _(j,t) ¢ a amplitude de
probabilidade associada a um caminhante se propagando pela direcao — em direg¢ao ao
vértice j no mesmo instante de tempo. Note que ¢, (j,t) e a grandeza a(j, t) apresentada
na segao anterior, sdo equivalentes assim como 1_(j,t) e b(j,t). Porém, vale notar que no
modelo apresentado nesta secao os caminhantes simbolicamente se encontram nas arestas
da rede, enquanto para CQMM’s se encontram nos vértices, como mostrado na Fig.2.8.
Podemos definir o estado |¢;) de uma Caminhada Quéantica por Modelo de Espalha-

mento como

[r) = U*[3bo), (2.39)

isto é, considerando um certo estado inicial do sistema |1y}, apds n passos da caminhada
o sistema serd descrito pelo estado |¢;). Desta forma, cada passo de uma Caminhada
Quantica por Modelo de Espalhamento é descrito através da agao operador U sob um
dado estado do sistema.

Formalmente, temos que para uma CQME unidimensional discreta, a acao do operador

evolucao temporal U sob um estado de base lo, ) é dado por

Ulo,j) = Y T9lo', f(o'5),
— F(J) - 1> P(]) |_ - 1 F(J) g 1> +F(]) |+ +1
++|+7]+ + —+ 7.] >+ 77| 7] + - 7.7 >a

(2.40)

onde f(o’,7) ¢ a chamada fungao topologica e esta diretamente relacionada com a trans-
lagdo do caminhante quantico conforme o valor do estado de dire¢ao de propagacao o.
E importante notar que, as funcoes topoldgicas sdo obtidas de maneira analitica através
da analise de uma dada estrutura de rede e seus respectivos estados de base de direcao

de propagacao. Desta forma, tanto para redes regulares como redes com "defeitos"ou
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vacancias, a principio, tendo conhecimento do nimero de ordenagao dos vértices e das
estruturas das ligacoes entre eles, é possivel descrever a translagao de um caminhante
pela rede por meio das fungoes topoldgicas. No caso unidimensional, temos que os valores

que a fungao topologica pode assumir sao dados por

j+1, se o =+,
flo',j) = (2.41)
j—1,se o =—.

Além disso, na Eq.(2.40) Fi_j,zj é o coeficiente de espalhamento associado a um estado

no qual um caminhante proveniente da direcao o toma a direcao o’ apos sofrer o processo
de espalhamento no vértice j. Devido a unitariedade relacionada a

Ut =1, (2.42)
necessariamente, teremos que

Z Fc(rjg’]‘—‘z(aj’)’ - Z Fzgi)rgzg = 50’0”7 (243)

tal que podemos representar todos os coeficientes de espalhamento associados a um vértice

j pela matriz espalhamento I'¢)

G o) G 0
po _ [T T2 [ s (2.44)
R N P99

tal que da Eq.(2.40), se 0/ = o seréd um coeficiente associados a um processo de transmissao
e, se 0/ = —o serd um coeficiente associado a um processo de reflexao. Portanto, podemos

reescrever a Eq.(2.40) tal que
Ulo,j) = t910.5 +0) + 10| =, — o), (2.45)

lembrando que na subsecao anterior definimos que ¢ = £1 = +. Desta forma, temos

que e |tff{2\2 é a probabilidade associada a um processo de transmissao de um caminhante

que incidiu no vértice j pela direcao o e, ap6s o espalhamento foi transmitido na mesma

direcao o. Por outro lado, temos que |7‘((7],2,|2 nos da a probabilidade de um processo de
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reflexdo no qual um caminhante incidente pela direcao o foi refletido e, portanto, o’ = —o.

Devido as condic¢oes de unitariedade da dinamica, teremos que
D+ P =1 (2.46)

Aqui cabe uma discussao sobre a principal diferenca conceitual entre uma Caminhada
Quantica por Modelo de Espalhamento e uma Caminhada Quéantica por Modelo de Moeda.
Para uma CQMM, modelo abordado na se¢ao anterior, a evolucao unitéria do caminhante
quantico pela rede é proposta de maneira andloga a uma CAC, isto é, a translagdo do
caminhante quantico esta diretamente atrelada ao seu estado de moeda e ao(s) opera-
dor(es) C utilizado(s) na caminhada. Além disso, em tal modelo os caminhantes possuem
posi¢ao definida no(s) vértice(s) da rede e, nao ha, em um primeiro momento pelo menos,
uma motivacao fenomenologica em tal modelo. Por outro lado, em uma CQME nos temos
uma motivacao fenomenologica de teoria quantica do espalhamento, trazendo, portanto,
outra interpretacao para a evolucao do caminhante na rede. Desta forma, a acao de U
sob um estado de base do sistema esta diretamente associada a um processo de espalha-
mento. Portanto, a propria ideia de associar probabilidades a um dado processo, seja de
reflexao ou transmissao, emerge naturalmente. Desta forma, acreditamos que ao adotar-
mos o formalismo de CQME’s neste trabalho, como veremos nos capitulos seguintes, nos
dé a motivagao fenomenologica necessaria para abordar tépicos como comportamento de
condutividade em nanomateriais, bandas de energia em redes bidimensionais, etc.

De maneira anéloga ao operador C’, a matriz espalhamento f‘(j), vide Eq.(2.44), pode
ser parametrizada de acordo com matriz geradora do SU(2) (33, 202], isto é,

o e t®) cosf PP ging

FEQ ) = . _ . , (2.47)

e @9 sing —e T cosh

tal que —m > ¢, ® > me 0 > 0 > w/2. Tais parAmetros nos permitem controlar a
parcialidade dos processos de espalhamento, ex: CQME na qual as probabilidades de
transmissao (reflexdo) sdo maiores que as probabilidades de reflexdo (transmissao), e
ainda adicionarmos uma diferenca de fase entre os estados transmitidos e refletidos. Além
disso, nos permite descrever com grande precisao numérica uma matriz espalhamento

conforme a especificidade do sistema a ser estudado. A matriz espalhamento tem um
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papel muito semelhante ao operador C na CQMM, sendo responsavel por impor ao estado
incidente as carateristicas do sistema e, além disso, é responsavel por manter os estados
em superposi¢ao ao longo da caminhada de acordo com o espalhamento do caminhante a
cada instante de tempo.
Se considerarmos 0 = w/4, ¢ = ® = 0, na Eq.(2.47), teremos entao que
cos(m/4)  sin(mw/4) 1 (1 1

SO _ .
LG sin(m/4) — cos(m/4) V21 1) 245)

ou seja, FEW/400) = H, vide Eq.(2.22). Desta forma, conforme o formalismo de CQME’s,

iremos definir que

() ()

AG) _ Liyy Tiy- _ 1 11

I . , (2.49)
e TV

tal que f‘%) ¢ matriz de espalhamento Hadamard com coeficientes de reflexao e transmissao
representados respectivamente por ry_,, € tg.o. Vale notar que a matriz espalhamento
fg) impoem uma imparcialidade entre os fenomenos de reflexdo e transmissao na rede,
isto &, |TH_oo|® = |tHoo|®> = 1/2, ou seja, o caminhante nao possui nenhuma diregao ou
natureza de processo preferencial ao ser espalhado pelo vértice j.

Uma vez que definimos operacionalmente e conceitualmente a agao de U nos estados

de base de uma CQME unidimensional discreta, temos entao que o estado do sistema em

instante de tempo t + 1 é dado por

|¢t+1> - U|¢t>,
— Zw+(j,t>(t$)+|+,j+1)>+r<_f>+\—,j—1>) +
J

S0 G (121 = )+ g ), (2.50)
J

de tal forma que, se olharmos atentamente para a amplitude de probabilidade ¢ (j,1),

veremos que é possivel decompod-la em componentes tal que

i (G t) =t 0 G~ 1t = 1)+ V(- 1t - 1), (2.51)
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isto é, composta de um termo associado ao estado de transmissao (caso a particula seja
proveniente de j — 1 em t — 1) e, de um termo associado a reflexdo (caso a particula seja
proveniente de j em ¢ —1). De maneira semelhante temos que amplitude de probabilidade

Y_(j,t) pode ser descrita como
Yo(t) =t (41t = 1) + 9 e (G + 1, 1), (2.52)

isto ¢, composta de um termo associado ao estado de transmissao (caso a particula seja
proveniente de j + 1 em ¢t — 1) e, de um termo associado a reflexao (caso a particula seja

proveniente de j em ¢ — 1). De maneira mais sucinta, considerando que

¢+(j7 t) = <+7j‘¢t>7 ¢—(j7t) = <_7j|¢t>’ (253)

entao podemos sintetizar as Eqs. (2.51) e (2.52) como

1/}0(].7 t) - tfyj;_g)iﬁa(j - U7t - 1) + Tz(fj—_;)w—o(j - O',t - 1)7 (254)

sendo esta a relacao de recorréncia para as amplitudes de probabilidade de uma CQME

unidimensional.

2.4.3 Probabilidades e Deslocamento Quadratico Médio

A probabilidade de encontrar um caminhante quéantico indo em direcao ao vértice j, em
um instante de tempo t e, o Deslocamento Quadratico Médio do caminhante quéantico

pela rede infinita unidimensional discreta, sao dados, respectivamente, por

p( ) =) o gl P = [ G OF + - (i, O, (2.55)

D, = 3 p(i,0a?() - ( ) p(j,tm(j)) , (2.56)

j:—()o j:—OO

tal que ambas as grandezas sao equivalentes, respectivamente, a P(j,t) e s, para uma
CQMM, vide Eqgs.(2.32) e (2.34), porém, as devidas ressalvas conceituais de cada modelo

devem ser mantidas.



2.4. Caminhada Quantica por Modelo de Espalhamento 49

2.4.4 Um exemplo de CQME

Para exemplificar um passo de um CQME unidimensional discreta, consideremos um

estado inicial |¢)y) dado por

o) = =) + —=l= ) (2.57)

equivalente ao estado inicial |¥§') abordado na segao anterior. Além disso, iremos consi-

derar que
o) =1 (2.58)

isto é, todos os vértices da rede estao associados a mesma matriz de espalhamento I‘(I_]I),

vide Eq.(2.49).

Figura 2.9: Na imagem superior, ¢ = 0, temos a representagao dos dois estados incidentes no vértice j
por duas diregoes distinta, pelo lado direito, ¢ = + e, pelo lado esquerdo, ¢ = —, com amplitude de
probabilidade de 1/4/2 e i/+/2, respectivamente (vide Eq.(2.57)). Na imagem inferior, temos a ilustracio
do sistema para ¢t = 1 da CQME Hadamard, vide Eqgs.(2.59), (2.61) e (2.64). Note que os colchetes em
cinza representam os resultados das multiplica¢oes das amplitudes de espalhamento em ¢ = 0 e o respectivo
coeficiente de espalhamento. Note também que, para t = 1, a probabilidade de um caminhante estar se
dirigindo rumo ao vértice j é nula, 1/2 para j+ 1 e 1/2 para j — 1, vide Eq.(2.55).
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Diretamente da Eq.(2.39), teremos entao que o estado do sistema de uma CQME
Hadamard, para t = 1, com estado inicial dado pela Eq.(2.57), serda dado por

[1) = Ulto),

— ¢4ﬂm(éﬁJ+J+4)+m{A—J—10<+
Y_(4,0) (tfn?__l =1+ Yo+ 1>> (2.59)

como definido na Eq.(2.57), temos que

1
¥4(7,0) = (+, jlvho) = 75 ¥-(7,0) = (=, jltho) = \/5 (2.60)
e, portanto, a Eq.(2.59) pode ser descrita como
1
) = ﬁ(té)++|+ JHD = 1>> +
\;5 (tfé)__ R | I iy g 1>> (2.61)

Substituindo os valores dos coeficientes de espalhamento dados pela Eq.(2.49) na

Eq.(2.61), temos ent@o que

|¢1> =

Sl sl

V2

—|+,j+1) + i|—,j—1> +
V2 V2
| 7

! |- —1) + L|+,j+1>), (2.62)
logo,
WQZ%(HJ+l%Hﬂj—D>+%<Hd+l%ﬂﬁj—b>, (26

tal que ao analisar os termos, iremos identificar as interferéncias causadas pela soma e

subtracao de amplitudes das probabilidades em ambas as componentes associadas ao grau
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de liberdade de dire¢cao o. Por fim, temos entao que

(1+414)
2

(1—17)

|1/J1> = 9

|+,7+1) +

=7 —1), (2.64)

como ilustrado na Fig.2.9.

E necessario ter em mente que, independente do formalismo usado para CQ’s, os prin-
cipais fatores que determinam as caracteristicas e propriedades de uma CQ) sao: as escolha
do estado inicial do caminhante quantico e, do operador moeda (CQMM) ou da matriz
espalhamento (CQME). Se quisermos simular um ou varios comportamentos especificos
de um sistema via CQ’s, é extremamente importante levar esses dois fatores em considera-
¢ao. Apesar de terem comportamentos que podem ser observados independentemente da
escolha dos estados iniciais, como, por exemplo, em [119, 120], a escolha da devida matriz
espalhamento (ou moeda quantica para CQMM) faz toda diferenga na implementacao de

uma CQ, como veremos no capitulo seguinte.



CAPITULO 3

CAMINHADAS QUANTICAS POR MODELO DE
ESPALHAMENTO NA REDE HEXAGONAL: ESPACO DE
POSICAO

As CQME’s na rede hexagonal no espago de posi¢ao e sua fundamentacao, ja foram
estudadas anteriormente em [152, 202|, desta forma, neste capitulo iremos focar apenas
nos novos resultados.

Ao abordamos as dinamicas CQME’s no espaco de posicao, é importante ressaltar que
a escolha da matriz espalhamento para os vértices da rede, o estado inicial do sistema e
as condicoes de contorno da rede sao de extrema importancia para a anélise das princi-
pais grandezas investigadas. Neste contexto, neste capitulo iremos explorar as principais
caracteristicas das CQME’s em redes hexagonais infinitas e em redes hexagonais com

condicao de contorno simétrica e dentro do limite nanométrico.

3.1 Formalismo e Principais Grandezas

3.1.1 Estrutura Topolbégica da Rede Hexagonal

A rede hexagonal, favo de mel ou honeycomb, ¢ uma das onze redes arquimedianas, redes
nas quais um plano é completamente ladrilhado com poligonos regulares, e recebe este
nome devido a sua semelhanga com o formato dos favos de mel. Ela é constituida de dois
tipos de vértices topologicamente distintos tal que cada vértice da rede é representado pelo

par ordenado de coordenadas discretas (j, k) e esté ligado aos seus primeiros vizinhos por

52
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(é)

k43
k12

L B A B A A
Figura 3.1: (a) A rede hexagonal (honeycomb). Aqui nds assumimos que os vértices com mesma estrutura
de ligagao que o vértice (j, k) terdo ambas as coordenadas pares. (b) A estrutura de referéncia utilizada
para rotular os estados de dire¢ao de propagacao do caminhante. Os valores possiveis sao 0 = 1,2 e 3.
uma ligacao de tamanho a. Como mostrado nas Refs.[152, 191, 202|, a posi¢ao de um

dado vértice da rede honeycomb na representagao cartesiana é dada por:

37 3k 99— (=1)k
xj:\/;]a7 yk:(——l-—( ))a.

. - (3.1)

A estrutura da rede hexagonal esta ilustrada na Fig. 3.1(a) e na Fig. 3.1(b) temos a

representacao dos graus de liberdade do caminhante nas CQME’s.

3.1.2 Estados de Base

O espago de Hilbert dos estados das CQME’s hexagonal é formalmente um produto entre

um espaco de liberdade interna H. e, um espacgo de posicao H,, isto é:
Heg = He @ Hy. (3.2)

Os estados de base {|j,k)} de H, sdo contéveis e infinitos, como ilustrado na Fig.3.1(a).
Uma vez que cada vértice da rede possui grau de ordenacao [ = 3, os estados de base

{lo)} de H, terao dimensdo [ e s@o expressos matricialmente por

0
d2y=111,13) =
0

1) (3.3)

I
(@] (@) —
— o o
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tal que cada estado de base acima esta relacionado com uma dire¢ao o de propagacao da
particula ao ser espalhada em um vértice (j, k) da rede, como ilustrado na Fig.3.1(b).
Nos iremos adotar a notagao da supressao do simbolo de produto tensorial, ou seja,

um estado de uma CQME hexagonal sera representado por

0,5, k) = o) @15, k), (3.4)

tal que {|o,j,k)} s@o os estados de base do sistema. As rela¢oes de ortogonalidade e

completeza serao dadas, respectivamente, por

~

<0J7j/7k,|0-7j7 k> - 50’0'5j’j5k’k7 1= |J7j7 k><0-7]7k| (35)

1(5,k)

IIMW

3.1.3 Operador Evolucao Temporal e Matrizes Espalhamento

Um estado de uma CQME hexagonal em certo instante de tempo ¢, onde ¢t = n7 (tal que

n € N e 7 é um tempo caracteristico), pode ser representado por

[¢n) = U*[th0) = U™ Jaho), (3.6)

tal que |¢g) é o estado inicial do sistema e U é o operador evolu¢ao unitaria. O tempo
caracteristico 7 € um parametro livre que pode assumir diferentes valores, de acordo com
as condigoes da rede e do caminhante.

A agado do operador evolucao temporal U em um estado lo, 7, k) é descrita por

Ulo, 5. k) Zr“’“ o, T (0,4, k), K(o", 5, k), (3.7)

representando, portanto, que dado um estado do sistema onde o caminhante se propaga
rumo ao vértice (j, k) pela diregao o, ao sofrer a agao do operador evolugao unitaria U , ird,
se propagar rumo ao vértice (J (o', j,k),K(c’,j, k)) pela diregao o’. Desta forma, como
abordado no Capitulo 2, acao do operador evolugao temporal U esta associada ao processo
de espalhamento, no modelo de CQME.

Formalmente, J (o', j,k) e (o', j, k) s@o as fungoes topologicas das CQME’s e, para
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a rede hexagonal sao descritas por
j<07j7 k) :j+(0_2)<_1)k7 ,C(U7j7 k) =k+ (_1)k+€f (38)

Aqui o leitor pode notar que, apesar da rede ter dois tipos de vértices nao equivalentes,
as funcoes topologicas ja englobam isto em sua composicao, sem a necessidade de criar
funcgoes distintas para cada tipo de vértice da rede. Vale ressaltar ainda que, as fungoes
topologicas sao descritas e formuladas a partir da estrutura topolégica de uma dada rede.
Portanto, para cada rede distinta teremos diferentes fungoes topologicas.

O sitmbolo Fg’f) presente na Eq.(3.7) é o coeficiente de espalhamento associado a um

caminhante proveniente de o tomar a direcao o', apos ter sofrido o processo de espalha-

mento no vértice (7, k). Devido a condi¢ao de unitariedade, Ul = 1, temos que

3 3
S oTUD DU = 3T rU0 Tl = 5, (3.9)
o=1

o=1

tal que podemos representar todos os coeficientes de espalhamento associados a um vértice

(7, k) por uma matriz de espalhamento [G:k)

i,k i,k i,k i,k i,k jk

M T TEOY (e

n(jk) _ i,k i,k jk _ i,k i,k i,k

s = | e T T | = | g g g | (310
P TgY TG )\ o g

tal que no total temos nove coeficientes de espalhamento possiveis: trés para processos

(k)

de reflexao, denotados acima por r.; ", associados a processos em que o caminhante

é espalhado na mesma dire¢cdo em que a incidiu em (j, k) e, portanto, o’ = o e, seis

. (4,k)
coeficientes ¢/

, associados a processos em que o caminhante é espalhado em uma dire¢ao
diferente da incidente e, portanto, ¢’ # . E importante notar que, das Egs.(3.7)-(3.10),
a devida escolha dos coeficientes de espalhamento, juntamente com o estado inicial do

sistema, sao de extrema importancia para determinar o comportamento de uma CQME.
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3.1.4 Probabilidades e Deslocamentos Quadraticos Médio

A probabilidade de encontrar um caminhante quantico em um vértice (7, k), em um ins-

tante de tempo t, é dada por:

3
p(ikot) = > o g, klen)? Z (o, ki 1) (3.11)

o=1

tal que

) =Y Y > ol kit) o, 4 k). (3.12)

7 k o=1
As distribuigbes de probabilidade associadas & coordenada j e & coordenada k, p,.(j,t)

e py(k,t) s@o, respectivamente, descritas por
pa(it) = plikt),  py(kit) =Y plj k1), (3.13)
k J

Além disso, podemos determinar o deslocamento quadratico médio (DQM) para as duas

direcoes cartesianas do sistema como

D, = pr(j, t)a? — (pr(j,t) xj> , (3.14)

Dy = Zpy(k7t> ylz - (Zpy(kat> yk> ; (315)

e ainda o deslocamento quadratico médio radial, D,

2
D, Ar—Zp],kt TGk — <ij,kt jk>, (3.16)

7.k

tal que a coordenada radial r(; ) ¢ descrita por

i) = A/ 25 + Ui (3.17)

Como as caminhadas quanticas geralmente apresentam um comportamento balistico
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[34, 38, 190], é esperado que o comportamento de D, seja dado por
D, = Kt* =K 7%n? (3.18)

tal que, em um primeiro momento, podemos considerar K como um parametro que rela-
ciona D, com certas caracteristicas de uma rede. E importante pontuar que K pode estar
diretamente associado as matrizes de espalhamento definidas em uma rede, assim como
o estado inicial do caminhante e as condicoes de contorno, como veremos adiante neste

capitulo.

3.2 CQME’s com Matriz de Espalhamento AB

3.2.1 Matriz AB e seus parametros

Como mencionado anteriormente, a devida escolha do estado inicial e da(s) matriz(es) de
espalhamento ¢ essencial dentro do estudo de CQME’s. Dentro do contexto de informagao
quéantica, por exemplo, hé varias matrizes que podem ser estudadas e aplicadas dentro de
uma dindmica de CQ’s, como a Grover(N), TDF(N), TDH(N) [202], cada uma com sua
particularidade.

A matriz AB, no contexto de CQME’s em redes hexagonais, foi inicialmente proposta
por B. F. Venancio na Ref.[202|. A principal diferenga em relagao a definigdo primordial,
é que neste trabalho nés introduzimos uma fase global v na parametrizacao da matriz AB.
Desta forma, tomando as Eqgs.(3.9)-(3.10) e buscando uma matriz com apenas dois valores
numeéricos distintos para os coeficientes de espalhamento de um vértice (j, k), porém, com

uma diferenga de fases entres coeficientes de reflexao e transmissao, temos entao que

ae? b b
PR —en |y e b |, (3.19)
b b ae?

tal que (—7m < 0 < ) e v é uma fase global, como dito anteriormente. Ao considerarmos

a Fq.(3.9) e as imposi¢oes acima em relagao aos coeficientes de espalhamento, teremos o
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seguinte sistema de equagoes

a?+ 20 =1,
(3.20)
bae + bae™ + b? = 0,

onde considerando a identidade trigonométrica 2 cos (§) = ¢ +e~% e resolvendo o sistema
de equagoes, iremos encontrar uma parametrizacao para os coeficientes de espalhamento

ra(0) e tp(0), descritos respectivamente por

2 cos|0]

/5 + 4 cos[20]

_ explif] B
raf) = /5 + 4cos[20] p(6) =

Desta forma, a Eq.(3.19) pode ser reescrita como

(3.21)

P53 (0,7) = explin] | t5(0) ra(0) t5(0) |- (3.22)

Vale notar que a Eq.(3.22) ¢ uma matriz geradora de um conjunto de matrizes {I'45(6,7)}.
Por comodidade de notagao, sempre que denotarmos o termo "matriz AB", nés estamos
nos referindo a matriz geradora da Eq.(3.22) e, quando explicitarmos os valores de 6 e
v, estamos nos referindo a uma matriz especifica pertencente a este conjunto. Daqui em
diante, toda vez que suprimimos o par de coordenadas associado & matriz de espalhamento,
implica que utilizaremos a mesma matriz espalhamento em todos os vértices (7, k) da rede,
por exemplo, f‘gg) = f‘AB.

As curvas dos modulos ao quadrado dos coeficientes de espalhamento da matriz AB
em fungao de 6 sao mostradas na Fig.3.2. Perceba que, quando 6 = +7/2, temos que
|7“,4|2 = 1 e, portanto, para este caso o sistema tera apenas processos de reflexao. Por
outro lado, quando # = 0, =7 temos que o valor da probabilidade associada aos fenoémenos
’2

de transmissao tera seu valor maximo [tg(0)|* = 4/9 e o de reflexao assumiré o seu menor

valor, |ra(0)]> = 1/9. Quando § = v = 0, temos que I'45(0,0) = fGRO(g), isto &,
conseguimos obter a matriz Grover tridimensional [52, 59, 213, 214].

A partir de agora, iremos explorar CQME’s com matrizes pertencentes ao conjunto
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Figura 3.2: Os modulos ao quadrado dos coeficientes de reflexao e transmissao, para uma dada diregao
incidente o, da matriz fAB (0,0), veja Eq.(3.22), em funcao do parametro 6. Note que, para uma matriz
AB, a soma dos modulos ao quadrado dos coeficientes de reflexao e transmissao, para uma dada diregao
incidente o, ¢ dada por |ra(0)? + 2|tp(0)|?, vide Egs.(3.9) e (3.22).

(1"1) |

I
|
| 1
| |
1 1

Figura 3.3: Representagao do estado inicial descrito pela Eq.(3.23). Em vermelho temos as coordenadas

discretas do vértice associado ao estado inicial (0,0), e, de dois de seus primeiros vizinhos, com coorde-
nadas (—1,—1) e (1,—1).

{T45(0,7)}. O estado inicial das dinamicas é dado por
13
Wo) = = ’07 0, 0>7 (323)

ou seja, um estado inicial dado pela superposicao de trés estados em dire¢ao ao vértice

(j =0,k =0) com a mesma amplitude de probabilidade, como representado na Fig.3.3
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3.2.2 Distribuicoes de Probabilidade e DQM Radial para CQME’s
com Matriz AB

Na Fig.3.4 temos as distribuigoes de probabilidades normalizadas para CQME’s de duzen-
tos passos, t = 200, considerando 7 = 1, para seis valores distintos de § na Eq.(3.22). Note
que a medida que § — 7/2, observamos cada vez mais fendmenos de localizagao proximo
a origem, um comportamento esperado devido aos possiveis valores de 6 na Eq.(3.22),
e, portanto, |r4(0)|> — 0. Vale notar que as simetrias de rotacao e inversao presente
nos padroes das distribui¢oes de probabilidade sao uma consequéncia direta da topologia

da rede, da escolha do estado inicial presente na Eq.(3.23) e, é claro, dos parametros da

fAB(&V)'

150

150

150f5 =9 po— 1.0 - 1.0 ~ 10
/\, % 83 2 0.25071. 8:2 60~0.3331 8:2
/ 2\ P04 % 0.4 « ™ 0.4
75 / \['E0.2 75 02 75 02
/ \ 0 £0. £0.
Ve O (§ ‘) ye o Of ye 0 b
=750\ -75 -75 5 2
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0.6 0.6 0.6
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Figura 3.4: As distribuigoes de probabilidades normalizadas para [1200), com |1g) dado pela em Eq.(3.23),
para CQME’s com matriz espalhamento dado pela Eq.(3.22) com diferentes valores de 6 e para v = 0.
Para 6 = 0 temos uma CQME com a maior distribuicao de probabilidade radial, uma vez que nesta
condi¢do temos o maior valor possivel associado aos coeficientes de transmissdo, vide Eq.(3.21). Por
outro lado, & medida que § — 7/2 temos que distribui¢cdo de probabilidades radial tende a zero, e o
caminhante tende a ficar localizado no vértice associado ao estado inicial, comportamento que vai de
acordo com a Eq.(3.21) e também ¢ mostrado na Fig.3.2. Os padroes de distribui¢ao de probabilidade
formados estao diretamente relacionados com a simetria de rede honeycomb, com o estado inicial utilizado
na dinamica e claro com a matriz espalhamento da CQME.

O deslocamento quadratico médio radial, D,., descrito pela Eq.(3.16), para CQME’s
com matrizes {I"45(0,0)} para diferentes valores de 6 também foi foco de nossa investiga-

¢ao. Na Fig.3.5 temos o comportamento de D, /a? versus n para seis CQME’s distintas,
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vale lembra que, como definido anteriormente, t = n7, tal que n € N. Nesta figura
podemos observar o comportamento balistico das CQ’s, isto ¢, D, o t2. Para § = 0,
vide Eq.(3.21), I'45(0,0) = I'cro), temos o caso da CQME’s que possui maijor valor
de D,/a? o que justifica o fato desta matriz ser utilizada em algoritmos de busca [54].
Por outro lado, assim como na Fig.3.6, podemos observar que, a medida que § — 7/2,
as CQME’s tendem a perder o comportamento balistico, uma vez que as CQME’s com

{Tap(0 — 7/2,0)} tendem a ser localizadas proximas ao vértice de origem.

800F __p=0 1
— 0=0.250m
600} — 6~0333x 1
— 0~0385n
— 400} 0 ~ 0.4207 ]
a

0 ~ 0.4607
200¢

0 50 100 150 200
n

Figura 3.5: O deslocamento quadratico médio radial, D,., veja Eq.(3.16), em funcao de n, tal que t = nr,
para CQME’s com matriz espalhamento dado pela Eq.(3.22) com diferente valores de 6 e para v = 0.
Para 6 = 0 temos uma CQME com o maior valor de D,., uma vez que nesta condi¢do temos o maior valor
possivel associado aos coeficientes de transmissao, vide Eq.(3.21). Por outro lado, a medida que § — 7/2,
isto é, a medida que o coeficiente de reflexao tende ao valor méximo, como mostrado na Fig.3.2 e pela
Eq.(3.21), temos que a CQME perde a caracteristica balistica do caminhante ao longo da rede e, D,
tende & um comportamento linear. Neste caso, o caminhante quantico terd comportamento equivalente
& um caminhante classico.

Na Fig.3.7 temos o comportamento de D, /(at)’ em funcio de 6 para CQME’s com
diferentes t’s. E possivel notar que mesmo para CQME’s com ordem de algumas dezenas
de passos, o comportamento quadrético em relacao a variacao de # é obtido, corroborando

o ansatz proposto na Eq.(3.18). Com isto em mente, nos iremos propor um modelo para

a descrigao de K (0)

K(0) = = |tB Z bo cOS2™ (3.24)

tal que by, sd@o parametros ajustaveis. Ao truncarmos a Eq.(3.24) em m = 2, temos que

2

K(0) = — |t(0)|* (by cos[f] + by cos?[0] + by cos*[0] + ...), (3.25)

72

tal que para by = 3.42 x 1072, by = 4.95 x 1073 e by = 6.78 x 10~ obtivemos a melhor
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modelagem em relagdo aos valores de D, obtidos de maneira numérica, veja Eq.(3.16).

800t

600}

|
~
)
=

Ot. ' n =350 . .
-7 —7/2 0 /2 n
0

Figura 3.6: Comportamento de D,/a?, veja Eq.(3.16), em funcdo de 6 para diferentes valores de n.
Perceba que & medida que  — 0 e n >> 1 & possivel observar o comportamento quadratico de D,./a?.
Por outro lado, a medida que § — 7/2 fica nitido que D,./a? — 0 independente do valor de n.

o
=
)
S

D 0.015¢ "= 30

; =
— n=50

(a t)Z 0.010f s

— n=100

0.005 e
0.000}. J  — n=200\ .
- —7/2 0 /2 m
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Figura 3.7: Comportamento de D, /(at)? em funcdo de @ para diferentes valores de n. E possivel notar
que a medida que n >> 1 as curvas tendem a um perfil semelhante.

Nas Figs.3.8 e 3.9 temos a comparagao entre D, /a? em relacio a n e D,/a? em com-
paracao ao valor de 0, respectivamente. As curvas solidas representam os valores obtidos
pela Eq.(3.18) considerando K (f) proposto na Eq.(3.25) e, a curva pontilhada representa
os valores obtidos numericamente pelas CQME’s. De maneira geral, é possivel notar uma
boa convergéncia entre as curvas, com exce¢ao para os casos de CQME’s com poucos

passos, e/ou com § — /2.
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Figura 3.8: Comportamento de D,./a? versus n, tal que t = nr, para diferentes valores de @, obtido através
da evolugio dos estados do sistema (numérico) e, para D, = K2t* onde K(6) é dado pela Eq.(3.24) e
truncado em m = 2 (modelo). As curvas divergem apenas para quando 6 — /2.
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Figura 3.9: Comportamento de D,/a? em relagao a @ para diferentes valores de n, tal que ¢t = nr,
obtido através da evolugao dos estados do sistema (numérico) e, para D, = K?t? onde K () é dado pela
Eq.(3.24) e truncado em m = 2 (modelo). As curvas divergem apenas quando n — 0, uma vez que para
pequenos valores de n o regime balistico ainda nao foi atingido.
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3.3 CQME’s com Condicoes de Contorno: Nanofitas Quadradas

A rede hexagonal pode ser limitada de diversas formas possiveis conforme a escolha das
condicoes de contorno, como nanofitas, nanotubos e demais variacoes apresentadas na
vasta literatura [175, 192, 203, 215-217]. Nesta se¢ao, temos como foco apresentar e
discutir como aplicar as devidas condi¢oes de contorno para realizar CQ’s em nanofitas

quadradas de grafeno.

3.3.1 Estrutura Topolbégica das Nanofitas Quadradas

Rede {5 x 5} Rede {3 x 5} Rede {6 x 3}
¢ éy éy
(’\ 7 T
. P

Figura 3.10: Trés exemplos de diferentes tipos de nanofitas: quadrada, retangular armchair e retangular
zigzag, respectivamente. A forma da nanofita estd diretamente ligada a quantidade de anéis em cada
uma das direcoes é, e é,, representada por {n, x n,}. Iremos focar nesta se¢ao no caso em que n, = n,,
ou seja, nanofitas quadradas.

Dentro dos conceitos de nanofitas de redes hexagonais, com dimensao de 10nm-100nm
[192|, escolhemos investigar nanofitas retangulares, estas definidas por dois numeros na-
turais, {n, x n,}, que definem o nimero de anéis na direcao é, e é,, como mostrado na
Figura 3.10. Nossa investigacao ira se ater a nanofitas que tenham o mesmo nimero de

aneis na dlregao €z € €y, OU 5€]a,

Ny =Ny =N, (3.26)

de tal forma que devido a topologia da rede hexagonal, teremos necessariamente que

n=4i+1, (3.27)

onde 7 € N e, portanto, que nao ha como formar nanofitas quadradas com um ntmero

arbitrario de anéis em cada direcao é, e é,. As coordenadas que delimitam uma dada



3.3. CQME’s com Condigoes de Contorno: Nanofitas Quadradas 65

nanofita nas diregoes ¢, e é, sao dadas respectivamente por:

jmaz - _,]mzn =n (328>

kmaac - _(kmzn + 3) =n— ]-7 (329)

como ilustrado na Fig.3.11. Iremos classificar os vértices da rede conforme o ntumero de

ordenacgao [, isto é, um vértice com coordenadas (j, k) sera denotado por (j, k);,, sendo

o =1, tal que
(j7 k:)l3 - {jmm <j < jmax € kmm <k< kma:r:; (330)
r
jmama
J= e k;
. jmina
(. k), = (3.31)
kmax;
jmin<j<jmax e k=
kmin-

A distingao proposta na Eq.(3.31) se faz necessaria, uma vez que vértices com valores
de [ distintos possuem propriedades intrinsecas a esta grandeza, impactando na definigao
da matriz espalhamento, operador evolucao temporal e também nas grandezas fisicas.
Como consequéncia da Eq.(3.31), iremos adotar uma nova notac¢ao para os estados de

base do sistema levando em conta o ntimero de ordenagao de um dado vértice, isto é

’07 ja k) = |07 (]7 k)lo>> (332)

tal que 0 € {2,3} e, 0 = 1.

3.3.2 Evolucao Temporal e Matriz Espalhamento

Como mencionado anteriormente e definido pela Eq.(3.31), é necessério distinguir os vér-

tices da rede conforme o nimero de ordenacao. Para vértices que fazem duas ligagoes a
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knax

k+2

oY

k-2
k-4

k-6
kmin
Jnin -4 j-2 J 2 4

]max

Figura 3.11: Uma nanofita quadrada {5x5}. As bordas zigzag (vermelho) e armchair (verde) delimitam
a nanofita quadrada.

matriz de espalhamento seré definida por

p &
£ p

F(jvk)lg — , (333)

onde p e & representam, respectivamente, os coeficientes de amplitude de reflexao e de
transmissao.

Pela condicio de unitariedade da matriz de espalhamento I'UF) | temos que
o + e =1, p&"+pE=0. (3.34)

Desta forma, a aciio do operador evolucdo temporal U em estado de base |0, (4, k);,)

¢ dada por
Ulg |Ja (]a k)l2> - p|0-7 ja(j: k)lz) ’Ca(jv k)l2> + Z €|0J7 ja’(j7 k)lza ICU’(j7 k)12>7 (335)

tal que J,(J, k)i, € Ko(4, k)i, sdo as fungoes topologicas dadas pela Eq.(3.8) e consoante
as definicoes das Eqs.(3.31) e (3.32). E importante notar que nos processos de reflexao

associados a Uy, temos ¢’ = o, como descrito no primeiro termo da Eq.(3.35).
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A acdo do operador evolugao temporal U em um estado de base |o, (4, k);,) € dada por

3
Uls ’07 (]7 k)l3> - Z F0’U|OJ7 \70’ (]7 k>137 ’CU’ (]7 k>13>7 (336>

o’'=1

isto é, equivalente & acao de U em um estado de base de uma rede hexagonal infinita, ver
Eq.(3.7).
De maneira geral, da se¢ao anterior, sabemos que a evolu¢ao do sistema em um passo

de tempo é dada por

1) = Uler). (3.37)

E importante notar que U deve agir tanto nos vértices com [ = 2 como nos vértices com

[ = 3. Desta forma, a Eq.(3.37) serda dada por

|¢t+1> = U( Z Z¢U((jvk)l37t)|0-7 (j7k)l3>

(j7k)l3 g

+ 3 S el . Do, (G k>lz>), (3.39)
(4.k)

Ip 9
e, portanto, das Eqgs.(3.35) e (3.36), teremos que

) = Y Zwa«j,k)lg,t)(Zfawacjaf(j,k>z3,fca/<j,k>l3>> -

(Gk)y @

Z Z wcf((jv k)lzv t) <p‘07 j0<j7 k)lw ICU<j7 k)l2> +
(4,6

2510/770'(]} k)lylca/(ja k)12>>, (339)

(e
2

e como mencionado anteriormente, nos processos reflexivos associados aos vértices com

[ = 2, teremos que o’ = 0.

3.3.3 Probabilidades e Escala de Tempo

Como visto anteriormente, cada vértice de rede necessita ser classificado de acordo com

seu ntmero de ordenacao. Se olharmos atentamente para a Fig.3.11 e para a Eq.(3.31),
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iremos notar que os vértices com [ = 2 estao necessariamente localizados nas bordas
da nanofita. Tendo isto em mente e, levando em conta a forma quadrada das nanofitas,
queremos investigar qual é a contribuigao dos vértices (7, k);, em uma CQME. E em outras
palavras, investigaremos como as condi¢oes de contorno topologicas podem influenciar nas
principais grandezas fisicas de uma CQME. Temos que a probabilidade de encontrar o
caminhante quantico se propagando rumo aos vértices de borda com [ = 2 em um dado

tempos t sera definida por

po(t) = Pz + Doy, (3.40)

tal que py, e py, sa0, respectivamente, as probabilidades dos vértices de borda com [ = 2

na direcao ¢, e é, da rede, definidas por

Jmax

pbx(t) - Z (p:r(ja kmin7 t) + px(]: kmama t)), (341)

J=Jmin

kma:c

poy(®) = Y (y(mins k. 1) + Dy (Gimaz: 5, 1)), (3.42)
k:kmin

Para os vértices com [ = 3, temos que as probabilidades serao as mesmas que as
definidas anteriormente para CQME’s em uma rede hexagonal infinita, ver Eqgs.(3.11) e
(3.13).

Uma importante escala de tempo para CQME’s em nanofitas quadradas é o niimero
minimo de passos necessarios para que a particula va de um vértice localizado proximo a

origem até um vértice de borda com [ = 2, ou seja,
tmin = T(n — 1), (3.43)

tal que n é dado pela Eq.(3.27) e, 7 é parametro de tempo caracteristico. Portanto, se
t < tyin, para um estado inicial localizado no anel central da rede, ver Fig.3.11, o sistema
evolui de maneira analoga a uma rede honeycomb infinita e, consequentemente, é natural
que teremos que D, ~ t2. Por outro lado, quando t > t,,;, a funcao de onda comeca a
sofrer mudancas de acordo com as interagoes com as bordas, isto é, teremos interferéncias
construtivas e destrutivas que emergem diretamente da devida escolha do estado inicial

do sistema, da matriz espalhamento e claro, da topologia da rede hexagonal.
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3.3.4 CQME’s Imparciais em Nanofitas Quadradas: Resultados

Figura 3.12: Representagao do estado inicial descrito pela Eq.(3.44), tal que O é o ponto de origem do
plano cartesiano. Em vermelho temos a indicagao dos vértices associados ao estado inicial da Eq.(3.44)
com suas respectivas coordenadas discretas (7, k).

Para investigacao das principais grandezas de CQME’s em nanofitas quadradas, ire-

mos considerar um estado inicial de superposicao de estados espalhados pelos vértices do

primeiro anel (centrado na origem Cartesiana), dado por
3
[bo) = Z (1,0,0) 10,1, 1) + |, 1, =2) 10,0, =3} + |0, 1, =2) ], =1, ~1) ), (3.44)

como ilustrado na Fig.3.12. Além disso, para os vértices (j, k);, iremos considerar a seguinte

3

matriz espalhamento imparcial

in/3 1 1
plkn, — L in/3
3= % 1 —e 1 ) (3.45)
1 1 _ei7r/3

e, portanto, |Fg s |? = 1/3, para qualquer valor de o e o’. Para os vértices (7, k), iremos tomar

a seguinte matriz de espalhamento imparcial
1 i 1

f(j7k)l2 —_

Al (3.46)

tal que |p|? = |£]? = 1/2, isto &, uma matriz na qual ha uma imparcialidade entre os processos
de reflexdo e transmissao. Além disso, vale notar que além de matrizes imparciais, tanto [0k

como I'#)i2 introduzem uma fase nos coeficientes de reflexao, ver Eqs.(3.10) e (3.33).
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As Figs.3.13 - 3.17 mostram as distribui¢oes de probabilidade normalizadas para cinco na-
nofitas quadradas diferentes, com dimensoes de {21 x 21}, {41 x 41}, {61 x 61}, {81 x 81} e
{101 x 101}, respectivamente. Os graficos das distribui¢oes de probabilidades foram feitos para
miltiplos inteiros ou semi-inteiros de t,,;,, definido como a quantidade minima de passos para a

particula ser espalhada por um vértice (j, k);,, vide Eq.(3.43).

t=10 t=20 t=40
20 20 20 S L s
10 Pv/PMax 10 .. .:.:II:.:. .. Pv/PMax 10 PU/PMHJC
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Figura 3.13: Distribuigoes de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensoes
{21 x 21} em instantes de tempo miltiplos de ¢,,;, = 20. Da esquerda para a direita, de cima pra baixo,
distribuicao de probabilidade para t = tm%, t = tmin, t = 2tmin, t = 3tmin, t = 4tmin € t = Sliin,
respectivamente.

Analisando as Figs.3.13 - 3.17 notamos um padrao entre as distribui¢oes de probabilidade
e tempos miltiplos da escala de tempo t,,:,. De maneira geral, nas Figs.3.13-3.17, o primeiro
grafico de cada uma das figuras (da esquerda para a direta, de cima para baixo) é da distribuigao

M, o segundo gréfico para t = t,,;p, 0 terceiro grafico para t = 2t,in,

de probabilidade para t = =2

o quarto grafico para t = 3t,,;,, 0 quinto grafico para t = 4t,,,;, e o sexto grafico para t = 5t,,.

Como discutido anteriormente, o sistema tem evolugdo semelhante a uma rede hexagonal
infinita para t < t,,;,, desta forma a probabilidade associada aos vértices de borda com [ = 2,
isto é py, é zero. A partir do instante de tempo t = t,,5,, 0 caminhante encontra as condicoes
de contorno da rede e, portanto, o valor de p, comeca a receber valores diferentes de zero, como
mostrado na Fig.3.18 e na Tab.3.1.

Para instantes de tempo t > t,,,;, 0 sistema comeca a sofrer inferéncias construtivas e destru-
tivas devido a escolha de f(j’k)b, Y ’k)’S, do estado inicial do sistema e da simetria das condigoes

de contorno. Vale notar que, apesar das nanofitas serem quadradas em relagdo ao ntmeros de
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Figura 3.14: Distribui¢oes de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensoes
{41 x 41} em instantes de tempo multiplos de ¢,,;, = 40. Da esquerda pra direita, de cima pra baixo,

distribuicdo de probabilidade para t = imin ¢t = ¢, .0t = 2tmin, t = 3tmin, t = dtmin € t = Btoin,

2 )
respectivamente.
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Figura 3.15: Distribui¢oes de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensoes
{61 x 61} em instantes de tempo multiplos de t,,;;, = 60. Da esquerda pra direita, de cima pra baixo,
distribui¢ao de probabilidade para t =

respectivamente.

t = tmin, t = 2tmin7 t = Stmina t = 4tmin et = 5tmz’na

anéis nas direcoes €, e é,, as fungdes cartesianas sao diferentes para cada diregao, vide Eq.(3.1).

Desta forma, podemos notar nas Figs.3.13 - 3.17 que no instante de tempo t = 3t,,,;, as frentes
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Figura 3.16: Distribui¢oes de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensoes
{81 x 81} em instantes de tempo multiplos de t,,;;, = 80. Da esquerda pra direita, de cima pra baixo,
distribui¢do de probabilidade para ¢t = it = 5, t = 2, t = 3lmin, t = dbmin € t = Blpin,
respectivamente.

de onda de probabilidade refletidas pelas bordas na direcao é, se encontram préximas a origem,
enquanto as frentes de onda de probabilidade refletidas pelas bordas na direcao €, se encontram
proximas a j = £ (tmin/4).

Podemos notar que o maior valor de py(;,,4) € para redes menores, como mostrado na Fig.3.19.
Isto reflete a redugao de proporcao entre a quantidade de vértices de borda pela quantidade total
de vértices da rede: enquanto o nimero total de vértices da rede aumenta quadraticamente
(aumento superficial) com o aumento das dimensoes da rede, o nimero de vértices de borda
aumenta de maneira linear (aumento perimétrico).

A quantidade total de vértices de uma nanofita quadrada pode ser obtida através da seguinte
relacao

Qt = Qz - Qy, (3.47)

tal que @, ¢ a quantidade de vértices em uma linha j da nanofita quadrada, e @, ¢ a quantidade

de vértices em uma coluna k. Podemos reescrever a Eq.(3.47) como
Qt = (Qjmam + 1)-<kmam + 2)7 (348)

desde que consideremos que a origem de coordenadas (j, k) esté localizada no ponto cartesiano
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Figura 3.17: Distribui¢oes de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensoes
{101 x 101} em instantes de tempo multiplos de t,,;, = 100. Da esquerda pra direita, de cima pra baixo,
distribuigao de probabilidade para t = tmzi”, t = tmin, t = 2tmin, t = 3tmin, t = 4tpmin € t = dlpin,
respectivamente.
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Figura 3.18: Probabilidade de encontrar a particula em um dos vértices da borda com [ = 2, p;, em
relagdo a ¢t (7 = 1). O painel mostra p, para instantes de tempo muito proximos ao valor de t,,;, para
cada uma das nanofitas.

Ok = (7(0),9,(0)), vide Eq.(3.1). Diretamente das Eqs.(3.28) e (3.29), por definigao, que

Emaz = Jmaz — 1 =n — 1, portanto, a Eq.(3.48) pode ser reescrita como

Qu=2n"+3n+1, (3.49)
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tal que fica nitido como a quantidade total de pontos de uma nanofita quadrada aumenta de
maneira quadrética a medida que aumentamos as dimensoes {n, x n,} da rede.
Considerando nanofitas quadradas descritas anteriormente, temos que a quantidade total de

vértices das bordas com [ = 2 sera dada por

Qb = ing + Qa?“nu (350)

tal que @).;4 ¢ a quantidade total de vértices com [ = 2 das bordas zigzag, € Qurm ¢ a quantidade

total de vértices com [ = 2 das bordas armchair. Portanto, temos que

Qb = ing + Qarm = 2jmax + 2(kmaw + 2)7 (351)

mas, como por defini¢ao kyaz = Jmaz — 1, via Eqgs.(3.28)e (3.29), entao o namero total de vértices

das bordas com [ = 2, Qp, serd dado por

Qp = 4n + 2, (3.52)

onde fica nitido como o valor de (J; aumenta de maneira linear & medida que aumentamos as

dimensoes {n, x ny} da rede.

{na: X ny} tmin pb(tmzn) tpb(maz) Pv(mazx)
(21 %21} | 20 | 93x10° | 38 | 0.189
(A1 x4ly | 40 | 19x10° | 70 | 0.121
{61 x61} | 60 |47x107% | 102 | 0.085
81 x 81 80 | 1.2x 107" ] 134 | 0.060

{ }
{101 x 101} | 100 | 3.3 x 10=% 169 0.047

Tabela 3.1: Cinco grandezas que possuem relacao direta entre si: o tamanho da rede quadrada {n, xn,},
o tempo minimo para a particula atingir as condi¢oes de contorno espaciais da rede, a probabilidade de
encontrar a particula em um dos vértices com [ = 2, pp, para instante de tempo t = t,,;,, 0 instante de
tempo em que o sistema atinge py(maz), p,(maz) € DOT fim, o valor de Db(maz)- E possivel notar que,
quanto maior o tamanho da nanofita quadrada, menor serd o valor de py,...) € de Pymaz), COMO NOS
mostra a Fig.3.18. Os dados obtidos foram para 7 = 1.

Ao estudarmos as propriedades topologicas das nanofitas quadradas de diferentes dimensoes,
porém, dentro do limite nanométrico, verificamos via CQME’s que a probabilidade py(q.) €
proporcional & razao entre a quantidade de vértices das bordas, @y, e entre a quantidade total
de vértice da rede, Qy, isto é

Qp
Pv(mazx) = K@7 (353)

de tal maneira que, para as nanofitas quadradas, o valor encontrado para K que melhor corres-

pondeu com os resultados obtidos via CQME foi de K = 1.32. Na Fig.3.19 temos a comparagao
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Figura 3.19: Neste grifico temos a comparagao entre py(maqz) calculado via CQME’s em nanofitas e via
modelo proposto, ver Eq.(3.53), com os devidos valores de Q; e Q; para cada rede de dimensao {n, xn,}.

entre a curva com valores de py(mqz) Pelo tamanho da rede {ngy x ny}, obtidos numericamente

via CQME’s, e a curva gerada pelo modelo proposto na Eq.(3.53). Vemos a grande semelhanga

entre ambas as curvas, porém, é importante pontuar que a constante de proporcionalidade K

depende de alguns fatores como: a escolha das matrizes [0k ¢ TUHR ¢ o estado inicial do

sistema.
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Figura 3.20: Neste grafico podemos ver como o comportamento do deslocamento quadratico médio radial,
D,., esta diretamente associado com o tamanho da nanofita quadrada e, consequentemente, com as
interagoes da particula (caminhante quantico) com os vértices de bordas. As linhas solidas representam

D, xt para nanofitas de dimensao {n, xn,}, e a linha trastejada para uma rede hexagonal sem condicoes
de contorno (rede infinita).

100

200

300
¢

400

500



3.3. CQME’s com Condigoes de Contorno: Nanofitas Quadradas 76

O fato da particula comecar a ocupar estados de vértices de borda quebra o comportamento
quadratico de D,, como dito anteriormente. Entretanto, nos primeiros instantes de interacao da
particula com os vértices de borda com [ = 2, essa quebra de comportamentos nao é perceptivel.
S6 conseguimos perceber essa ruptura de padrao a partir do instante de tempo ¢ & %'T”'", com
7 =1. A Fig.3.20 nos mostra o comportamento do deslocamento quadréatico médio radial, D, a
medida que os sistemas com diferentes dimensoes evoluem no tempo. Conseguimos ver o mesmo
comportamento oscilatério de D, para todas as nanofitas abordadas neste trabalho. Além disso,
o valor de D,., o qual a a amplitude diminui conforme a evolugdo temporal, estd diretamente
ligado ao fato da nanofita ser uma rede confinada [139].

Ao tomarmos a normalizagdo do D, em relacdo ao t,,;, de cada nanofita, observamos que
as curvas da Fig.3.21 tendem a convergir para o mesmo valor a medida que o tamanho da rede
aumenta. Isto corrobora o fato de que as distribui¢oes de probabilidade para diferentes tamanhos
de nanofitas tém padroes de acordo com a escala de tempo de t,,;, de cada rede. Além disso,
considerando que o comportamento oscilatorio do D, resulta da interagao da particula com as
bordas da rede, podemos pontuar que a dependéncia do valor de convergéncia com o tamanho

da rede pode ser interpretado como uma consequéncia direta da razao

R =Qu/Q, (3.54)

e, consequentemente com o valor de p, para cada rede, mostrado na Fig.3.18.

0.08 1

] 0.06- /&/’%f\(jﬁ

r
; 0.04 T
‘min
—— {21 x 21}, tmin = 20
_ —— {41 x 41}, tmin = 40
0.02 —— {61 x 61}, tmin = 60
{81 x 81}, tmin = 80

0.00 A {101 x 101}, tmin = 100

0 9 A 6 3 10
t / tmin

Figura 3.21: Neste grafico temos o valor normalizado de D,. em relagao a t,,;, para nanofitas de diferentes
tamanhos. A medida que aumentamos as dimensoes da nanofitas, as curvas tendem a convergir para
valores cada vez mais préximos.
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Figura 3.22: Neste grafico vemos o comportamento oscilatéorio do deslocamento quadrético médio radial
decomposto em D, e D,, para um nanofita quadrada {81 x 81}, deixando claro como o carater oscilatorio
da DQM radial inicia primeiro na direcao éy. E importante notar que, a simetria da rede, dada pela
Eq.(3.1), faz com que D, tenha valores maiores ao longo da caminhada.
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Figura 3.23: Neste grafico podemos notar como os valores de probabilidade associadas aos vértices de
borda com ! = 2 de uma nanofita com dimensées {81 x 81} atingem seu valor méximo primeiro nas
bordas zigzag do que nas bordas armchair, corroborando com os resultados da Fig.3.22.

Analizando as Figs.3.13 - 3.17 podemos notar que as ditribuigdes de probabilidade possuem

simetria de rotacao em relacao a eixos S, tal que

Sp = @, onde n € {2,3,6,12}, (3.55)
n
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para t < tgi,. Isto é uma consequéncia direta da escolha da matriz espalhamento, do estado
inicial [152] e da estrutura topoléogica da rede hexagonal. Entretanto, quando a particula atinge
os vértices de borda, essas simetrias deixam de existir. Além disso, podemos notar que, devido
aos padroes simétricos formados pelas distribuicoes de probabilidade, padroes estes relacionados
diretamente com z; e yi, a frente de onda (em sua amplitude maxima) atinge primeiro as bordas
zigzag, como mostrado na Fig. 3.23 em ¢ = 240, para uma nanofita de {81 x 81}. Uma vez que
isso ocorre, temos um impacto direto no DQM na direcao é,, Dy, como mostrado na Fig.3.22
para uma rede {81 x 81}, onde é possivel observar nitidamente como o comportamento oscilatorio
de D, inicia primeiro na diregdo é,, uma consequéncia da Eq.(3.1).

Considerando os resultados obtidos para este tipo de nanofitas, esperamos que tais resultados
possam embasar estudos futuros relacionando a tipos distintos de nanofitas de redes hexagonais,
como, por exemplo, nanofitas retangulares, n, # n,, e/ou nanofitas irregulares, com defeitos
na rede e condi¢oes de contorno também irregulares. Além disso, vale notar que os resultados
obtidos foram para matrizes de espalhamento imparciais, tanto para vértices com [ = 2 como
para [ = 3. Desta forma, esperamos que os resultados apresentados nesta se¢ao possam também
servir de base para investigagoes futuras associadas a CQME’s com diferentes tipos de matrizes
de espalhamento e focando, por exemplo, na comparacao entre as grandezas aqui investigadas e
propriedades de transporte em materiais bidimensionais com rede hexagonal e diferentes tipos

de condicao de contorno.



CAPITULO 4

CAMINHADAS QUANTICAS POR MODELO DE
ESPALHAMENTO NA REDE HEXAGONAL: ESPACO DE
MOMENTO

Neste capitulo, iremos apresentar o formalismo para CQME’s no espago de momento e mostrar
dois métodos para construgao de estrutura de bandas 7 e 7* de materiais planares com rede
hexagonal: um analitico e centrado na matriz AB e, outro numérico e centrada em uma matriz
geradora do SU(3).

Nas se¢Oes anteriores nés abordamos as CQME’s com um formalismo centrado em grafos
quanticos [40]. A partir daqui, serd necessario explorar outros conceitos e formalismos, em
especial os de Fisica da Matéria Condensada. Recomendamos fortemente ao leitor nao habituado

uma leitura dos capitulos iniciais dos livros da area [191, 218, 219].

4.1 Formalismo e Principais Grandezas

4.1.1 Rede de Bravais e Rede Reciproca

A rede hexagonal é constituida por dois tipos diferentes de vértices, como falado anteriormente.
Portanto, para explorarmos as caracteristicas peridédicas de uma rede, é necessario definir a menor
unidade desta, denominada de célula unitaria/primitiva. No caso da rede hexagonal, sempre
teremos dois vértices nao equivalentes em sua célula unitaria, e, uma das escolhas possiveis é a
célula de Wigner-Seitz, mostrada na Fig.4.1. Neste caso, podemos considerar que cada célula
unitaria esta centrada em um vértice (7, k) da rede hexagonal e, portanto, podemos recobrir todo

o plano da rede de Bravais equivalente apenas transladando a célula unitaria de acordo com a

79
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Figura 4.1: Mapeando os vértices da rede hexagonal (vértices pretos) em uma rede triangular de Bravais
(pontos cinzas) pela Eq.(4.1). A area pontilhada é a célula de Wigner-Seitz [191], note que, ha dois
vértices nao equivalente dentro desta.

topologia da rede. O vetor gerador da rede de Bravais é dado por
R(ml’mZ) =mq 61 —+ mo 62, (4.1)
onde (m1,mg) sdo numeros inteiros e os vetores de base sao

i =5 (VB +3¢,), a =5~ Ve +34,). (4.2)

N

Ao mapearmos a rede hexagonal em uma rede de Bravais triangular, podemos entao aplicar
as demais defini¢oes advindas das redes de Bravais para a nossa rede. Uma delas é a defini¢ao da
rede reciproca [191], de extrema importancia para a CQME’s no espa¢o de momento. Da mesma
maneira que a rede de Bravais é construida através do vetor R(mhmg), a rede reciproca é gerada
pelo vetor C_v’)(mth) dado por

—

Gnyng) = niby + nabs, (4.3)

tal que (n1,n2) sdo nimero inteiros e os vetores de base b; sao dados por

- 2/ 1 . 1. - 27 1, 1.
= (Getetgt) R=T(- Tt gh), (1.4
e podem ser obtidos diretamente da relacao
bi - d@j = 2765, (4.5)

tal que i € {1,2}, j € {1,2}, ¢ é a fungao delta de Kronecker.
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Figura 4.2: A rede reciproca, com pontos gerados pela Eq.(4.3), associada & rede de Bravais mostrada
na Fig.4.1, perceba que ela também possui estrutura triangular. A area pontilhada é a primeira Zona de
Brillouin tal que I';, K e M sao seus pontos de alta simetria.

A célula unitaria da rede reciproca é denominada de primeira Zona de Brillouin (ZB), e, para
o caso de um rede de Bravais triangular, a rede reciproca também é uma rede triangular. Na
Fig.4.2 temos a ilustragao da rede reciproca gerada pela Eq.(4.4) juntamente com os principais

pontos de alta simetria da primeira zona de Brillouin, I', K e M com coordenadas (kg, k) dadas

respectivamente por (0,0), (—3\2/%, g—g) e (0, %—2) Estes pontos de alta simetria sao essenciais

para o estudo das relagoes de dispersao de energia de um material que apresenta este tipo de

rede reciproca, como veremos adiante.

4.1.2 Condigoes para CQME’s Invariantes sob Translagao

Uma vez que definimos o vetor ﬁ( ), podemos entao definir a agao do operador translagao

mi,m2

F(my,my) €M um estado de base de posigao |7)

~

R(mq,m2) |F> = |F+ é(m17m2)>, (4.6)

onde R(my, ms) é descrito pela Eq.(4.1).

Considerando um estado de base do sistema, |o,j, k) = |o,7(; 1)), descrito em fungao das
coordenadas Cartesianas,veja Eq.(3.1), tal que TGk) = (xj,yk) e, portanto, a agao de Tﬁ(ml )
é dada por

Ty |0 TG = 10 Py + R(ma, ma))

0,5 +m1 —ma, k +2(m1 + ma)). (4.7)

Para que as CQME’s estejam de acordo com a simetria da rede de Bravais, precisamos
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garantir que

[U, s ] = UT; T U=o0, (4.8)

sendo U o operador evolugao temporal definido no capitulo anterior. Primeiramente, conside-
rando a Eq.(3.7), podemos escrever agao de U no estados de base do espago de posicao {lo,7,kn)},

tal que &y, € {kpar, Kimp}, como
Jkn) . .
ZZZF(] I|G jO’ jak )7]C(0-/7.]7k77)><0-7.]7k77|5 (49)
ky

consequentemente, com objetivo de obter a relagao presente na Eq.(4.8), tomamos que

~ A

)k .
R(ml,mg)U = ZZZFJ 77)‘0. \7 ’j’ )+m1_m27K(0/’j’kn)+2(ml+m2)>

Jkn ©
<a,y,k E (4.10)
~ a Kn) .
UTfmymy) = ZZZFJ Vo', T (0", 4, k), K(0”, 5, b))
]k'r] o
(U,]—m1+m2,kn—2(m1+m2)]. (4.11)

Considerando uma mudanga de coordenadas tal que
j/:j—ml—l-ﬂ”Lg, k%:kn—Z(ml-f-mg), (4.12)
e, que pela definicao das funcoes topologicas podemos escrever que

j(U,j+m1 —mz,k‘n—l—Q(ml,mg)) = j(U,j,kn)—i—ml — my

K(o,j+m1—ma, ky+2(m1,mz)) = K(o,j,ky) +2(m1+ma), (4.13)

considerando as Eqs.(4.10),(4.11), (4.12) e (4.13), temos que, para que a Eq.(4.8) seja satisfeita,

implica necessariamente que

pUkn) _ pli+mi—ma kyt2(myms)) (4.14)

oo oo
A Eq.(4.14) nos diz que, para que as CQME’s sejam invariantes perante transla¢oes, necessari-
amente os vértices pertencentes a mesma subrede precisam ter a mesma matriz espalhamento,

isto é

Fgfpw) _ F(+)

ki) — p(), (4.15)

oo’ oo

Portanto, para simplificar a notac¢ao, denotaremos que um vértice genérico (j, k) terd a matriz
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espalhamento condizente com a paridade da sua coordenada k tal que

ROk _ p((=DF)

=T, 77 . (4.16)
Aqui vale notar que, de acordo como formalismo mais geral possivel de CQME’s no espago de
posigao, em tese, cada vértice (j,k) da rede pode estar associado a uma matriz espalhamento

distinta. Entretanto, aqui notamos que neste tipo de rede as CQME’s nao seriam invariantes

sob acao do vetor translacao TE( ,» uma que a condi¢ao imposta na Eq.(4.14) jamais seria
mi,m2
satisfeita.
Uma vez que definimos a ac¢ado de Tﬁ( , Do espago de posi¢ao, veja Eq.(4.6), podemos
my,mg

agora definir sua acao no espac¢o de momento como

~ —

e

é(mpmz) - GXp[i 'R(ml’m2)]
C3r(my —ma) - .
= exp[l 2|:(1\/§)2) Kq; + (ml + mQ) Kyi|:| N (417)
tal que K, = P, /h é o operador momento na dire¢do w, ou seja w = x,y. Iremos entao

definir os estados de base {|o, Ky, ky)} para CQME’s no espaco de momento, dada a constante

de normalizacao A, como

1 . .
o, ke, ky) = v Z Zexp[z (ke xj + Ky k)l |o, J, k)
ik

= % Z Z GXp[i (K/x Tj+ Ky yk)] |07j7 k>

j k'par

1 . .
+N Z Z expli (kg j + Ky Yi)] |0, 7, k)
j kimp
= ‘0'7 ﬁma"£y>par + |U7 H;L’aﬁy>imp7 (4'18)

de tal maneira que a acao do operador momento em uma das dire¢oes em um estado de base

{lo, Kz, ky)} € dada por
K, |0, Ky by) = Ka |0, Kzy Ky),s Ky |0, ke, Ky) = Ky |0, Kzy Ky), (4.19)

sendo K, e Kk, 0s respectivos autovalores para cada dire¢ao. Apesar de termos definidos, a priori,

os estados de bases no espago de momento, vale notar que, como o operador Tﬁ(ml ms) translada

)

um certo vértice para outro topologicamente equivalente, isto implica em uma degenerescéncia

nos autovalores k; e ky associados a |0, Ky, Ky)par € & |0, Kz, Ky)imp-
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4.1.3 Autovalores e Bandas de Energia: Definicoes e Formalismo

De maneira analoga a CQME’s no estado de posigao, as CQME’s no estado de momento podem
ser uma ferramenta de investigacdo para sistemas quanticos. A relagao de dispersdo de energia
de um material, por exemplo, é uma das caracteristicas que pode revelar se este material se trata
de um condutor, semicondutor ou isolante dada certas condi¢Ges. Nesta subsegdo, nos iremos
apresentar um método analitico para obtencao de relagoes de dispersao de energia e estrutura
de bandas para materiais planares com rede hexagonal.

Uma maneira de obter as relagoes de dispersao de energia e estruturas de banda é calcular
os autovalores associados a acao do operador U. Porém, uma vez que a célula unitaria da rede
de Bravais associada a rede hexagonal possui dois vértices nao equivalentes, como mostrado na
Fig.4.1, temos como condicao para conservagao de simetria da rede que a equagao de autovalores

sera descrita por
U,y |u) = exp[—2iE /8] u), (4.20)
tal que E é o valor de energia para um dado autoestado |u), onde
E=h/T, (4.21)
e, ﬁef é operador evolugao para dois passos de tempo, isto é
U =0U". (4.22)

Considerando as Eq.(3.7) e (4.16), temos portanto que a agao de U, ¢ em um estado de base

lo, 7, k) sera dada por

Goglniih) = 2T, Dl
|O— ’j(all7j(a 7]7 k)”C(O—/?j7 k))’lc(o—”’ ‘7(0-/7].7 k)?’C(O—/7j7 k))>7

0./ a—//

0" G+ (=1)F (0" = ")k + (=D ((=1)7 = (=1)7)). (4.23)

Desta forma, uma vez definida a agao de U, 7 podemos, portanto, definir a acao deste no estado
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de base |0, kg, Ky)
Ueglosrasr) = HHNF DI TCED expli (e + ey )]
x |U'f,j + (=D fo" o) k+ (=) g(0", ")), (4.24)
tal que f(o”,0") e g(0”,0") serdo definidas como
fle",0") = (o' = 0"), g(o",0") = (-1)7 = (-1)7". (4.25)

A acéo de U, ¢ em um estado de base do sistema associado ao vértice (j, k) evoluird o caminhante

ao vértices (j', k') tal que
(j/’k/) € {(jv k)v (] + 27 k)a (j + 1’k - 2)7 (] + ]-7 k + 2)}7 (426)

e, como uma condicao direta, as coordenadas k e k' terao a mesma paridade, ji que a acao
de U,y sempre leva a estados de base de vértices topologicamente equivalentes. Desta forma,

considerando as Eqs.(3.1) e (4.26) podemos definir que
_ L (_1\¥
G- foren) = T~ (FDT
'3
Yo' — (=) g(o”,07)) = YK — (—1)k 19(0”>0/)a- (4.27)
Portanto, considerando a Eq.(4.27) e considerando a devida troca de coordenadas, onde

j =+ (=Dkfe", o), (4.28)

E=k+ (=1)*g(c", o), (4.29)

podemos, reescrever a Eq.(4.24) como

Uef |0, Kz, biy) = %ZZZZ Ff;,f,il)k’)rg(,;l)k’)

j/ k/ O—// o—/
/ 3 3
cexpli (<)Y a2 fo" o) s + 2 gl o) )

x expli (ks T + kiyyp)| 0", 5/, K), (4.30)
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tal que considerando as Eqs.(4.15), (4.27) e (4.29), nos leva a

Ueplo, by ky) = %ZZ
o’ o

{ Y3l expl-i a(“f (0 0" o+ 5 (1) = (1)) )]
ik

par

+> 51l ) expwa(f (0" = 0") ke + = ((=1)7 = (=1)7") )]
7K

imp

X expli (ke T + Ky Y)] lo”, 5" k). (4.31)

w
=~ w
—

Podemos entao definir a acao de Uey em um estado |0, Ky, ky) como

Uef |0, Ky fry) = Z (F Il f‘(+))o,,0 0", K, o) par +

0.//

S ETTOET) g 0", kg, Ky imp, (4.32)

a.//

e que os elementos da matriz diagonal F sao dados por

3 3 ”
Fongr = exp [ia <\2f Ra o+ 1 Ky (*1)0 )] Oor o s (4'33)

tal que d,74 € a funcdo delta de Kronecker.
Como dito anteriormente, tanto |0, £z, ky) COMO |0, Kz, Ky)par € |T, Kz, Ky )imp, Nenhum destes

¢ um autoestado de U,y. Portanto, iremos definir a combinagao linear

[u(ka, y)) = ZC£+) |0, Ky Ky ) par +

g

Z C(g'_) ’Uﬂ Ra, ’fy>imp> (434)
g
desta forma, temos que a equagao de autovalores na nova base seré dada por
Uey lu(ia, 5y)) = exp[~2E /€] |u(kz, i), (4.35)

onde considerando as Eqs.(4.32) e (4.34), temos necessariamente que

FEOR P 0
o) cH)
= exp[—2iE/£] , (4.36)
o) o)
19) FITHETE)
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tal que O é uma matriz 3x3 nula e C'(9) = (C’fs) C’;S) C’%S))T onde s = . A solucao da Eq.(4.36)

implica que

0 = det (FfHFT I — exp[—2iE/2] i)

xdet (FT D) — exp[—2iE/8] i) , (4.37)

onde 1 & uma matriz identidade 3 x 3. Os dois determinantes da Eq.(4.37) levam a mesma

expressao e, portanto, a equagao caracteristica para CQME’s na rede hexagonal é dada por
det (F PO TP — exp[-2iE/é] i) ~0. (4.38)

Convido o leitor a refletir um momento sobre a Eq.(4.38). Podemos notar, por exemplo, que os
elementos da matriz diagonal a dependem diretamente de x; e ky, e, além disso, descrevem a
topologia da rede hexagonal. Desta forma, neste formalismo é possivel notar como as estruturas
de bandas sao constituidas de contribuigoes topologicas da rede, vide Eq.(4.33), e contribuigdes
relacionadas a interagao entre as particulas e os vértices da rede desta, que no formalismo de
CQME’s estao diretamente associadas as escolhas das matrizes INGIS

Uma vez que hé infinitas matrizes que possam ser tomadas como matrizes espalhamento para
o sistema, ' euv (3), isto pode estar diretamente relacionado com a grande diversidade de
materiais de Dirac sendo explorados [165, 220, 221]. Vale notar que isso emerge naturalmente
de nosso modelo, ja que cada conjuntos de &) pode ser interpretado como um material com
caracteristicas especificas.

Além disso, a Eq.(4.38) generaliza resultados de estudos recentes que relacionam as estru-
turas topologicas associadas a materiais bidimensionais com a extensao dos grupos de simetria
SU(2) — SU(3) [222, 223|.

Na préxima secao iremos apresentar um exemplo de como é possivel encontrar estruturas de

bandas de maneira analitica, dada uma certa escolha de parametrizacao paras as matrizes (&),

4.2 Bandas de Energia e Afins: Um exemplo exato para a Matriz
AB

Nesta se¢cao noés iremos mostrar como aplicar o formalismo mostrado na segdo anterior para
obtencao de estruturas de bandas. Em especifico, iremos mostrar como obter as estruturas de

banda 7 e m* para toda a familia de matrizes geradas pela matriz AB.
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4.2.1 Bandas de Energia

0=0 #=0.250

m/a

0=0333n 0=0385r

n/a

0=0420rm 0=0477r

Figura 4.3: Estuturas de bandas, obtidas através da Eq.(4.41) para diferentes matrizes I 45(0,7/2), ao
longo da primeira zona de Brillouin e em unidades de E + /£.

Primeiramente, devemos fazer algumas consideragbes para o exemplo em questdo. Iremos

considerar que, para este caso, I =17 =7 AB, dada a Eq.(3.22). Isto implica que todos os
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vértices da rede terao a mesma matriz espalhamento, entretanto, vale notar que a nao equivaléncia
topoldgica entre os vértices com diferentes paridades para coordenada k é mantida.
Considerando as Egs.(3.21) e (3.22), teremos entao que Eq.(4.38), para o caso das matrizes

AB, sera dada por

4
X (sin[E/é +~v — 0] + 2sin[E /e + v+ 0]), (4.39)

2
0 = <|tB(9)|h(/%')—cos2[E/é+’Y]>

tal que a funcdo h(R) é dada por

h(K) =3+ 4cos [\/ggxa] cos [BZya] + 2 cos [\@sza} ; (4.40)

e tal que 0 < h(R) < 9 para qualquer valor de r,, £y. Uma vez que os argumentos da funcao
seno na Eq.(4.39) nao dependem de (kgz, Ky), teremos uma solu¢ao com dependéncia em x para
a Eq.(4.39) dada por
tp(0
EL(R,0,y)=¢ <arccos [¢’B2()| h(nm,ny)] - 'y) . (4.41)
Podemos notar que a Eq.(4.41) possui trés parametros livres 7, 0 e £, que a principio sao ajus-

taveis. Um deles, v, é um parametro de fase global presente na Eq.(3.22) e que na Eq.(4.41) é

associado a um controle de gaps entre as bandas.

/2
/ _ =0 (a) D)
" — 9=02507 — 6=0.2507
T — 6=03337 — 6=0.333
E
&
—m/4
-m/2 . . .
r K M r Ko—OK Ko Ko+OK

K Kx

Figura 4.4: (a) Bandas de energia para diferentes valore de 6 e v = 7/2 ao longo do caminho fechado
TKMT. (b) Relagao de dispersao de energia proxima ao ponto de alta simetria K para diferentes valores
de O ey=m/2.

Nas Figs.4.3 e 4.5 temos representagoes em 3D e 2D, respectivamente, das estruturas de
banda obtidas para diferentes valores de 6 na Eq.(4.41) e considerando v = 7/2 para a primeira
zona de Brillouin. Para o caso em que ¢ = 0, como mencionando no capitulo anterior, a matriz

I'ap(0,7) = I'gro(s) € assume os mesmos coeficientes de espalhamento que o de uma matriz
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Grover, na qual [t5(0)|> = 4/9 e é o maximo valor possivel como mostrado na Fig.3.2. Ao
olharmos as Figs.4.3 e 4.4, veremos que as Tnicas estruturas de banda que nao apresentam um
comportamento suave préximo ao ponto de alta simetria I', isto é, no ponto k; = Ky = 0, &
justamente a associada a matriz I'45(0,7/2).

Na Fig.4.4(a) temos a representagao das estruturas de bandas para diferentes matrizes I 4 5(6, 7 /2)
no caminho 'K MT" ao longo da primeira zona de Brillouin. Aqui vale notar que as estruturas de
banda E(R,60,7v) e E_(R,0,v), sempre serao simétricas, dado os mesmos valores de 6 e v, vide

Eq.(4.41). A Fig.4.4(b) nos mostra a relagao de dispersao de energia proxima ao ponto K, e fica

nitido a relacao de dispersao linear nessa regidao. Além disso, temos que as bandas se tocam em

E/E=0.

E./8
1:25

1.00
0.75
0.50

0.25

E./&
0.6

Figura 4.5: Plots de densidade de |E1/é| para diferentes valores de 6 e v = 7/2 na primeira zona de
Brillouin. Os pontos I';, M, K sao os denotados pontos de alta simetria.

Algo importante a ser analisado é o valor de F no ponto de alta simetria I' para diferentes
matrizes AB. Nas Figs.4.5 e 4.6 ¢ possivel notar que o ponto como maior valor de E/¢, indepen-
dente do valor de 6 e, considerando v = 7/2, sempre serd em k, = k,, ou seja, no ponto de alta

simetria I'. Portanto, considerando as Eqgs.(4.40) e (4.41), teremos que
(T 3
Epaz(0) = £ (5 — arccos [5]t3(0)|]) , (4.42)

ou seja, dado uma certa matriz f‘AB(9,7r/2), a equacao acima nos possibilita obter o valor

Eraz(0).
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/2}F

3m/8}

/8t

- —7%/2 0 /2 n
0

Figura 4.6: Comportamento de Ey,.x em relagdo ao parametro 6, vide Eq.(4.42).

4.2.2 Velocidades de Fermi e uma Relacao entre CQME’s e TB-
1NN

Na secao anterior, apresentamos um método para obtencao de estruturas de banda para matrizes
AB. Como mencionado anteriormente, a relagao de dispersao de energia proxima aos pontos de
alta simetria K e K’ tem comportamento linear. Com o objetivo de explorar outras grandezas

proximas a esses pontos de alta simetria, primeiramente, iremos considerar um mudanca de

2 2T
T = x ) - 5 > 4.43
¢ <R " 3\/561) o (ﬁy 3(1) (4.43)

tal que ¢ = g€, + qy€y. Perceba que a origem desse novo sistema de coordenada esta centrado

coordenadas dada por

em K = (—33’%&, ?,)—Z), vide Fig.4.2. Além disso, iremos assumir que

¢g = arctan[gy, /qq). (4.44)

Desta forma, considerando as Eqs.(4.43) e (4.44) e, assumindo que v = 7/2, a expansao da
Eq.(4.41) proximo a regiao do ponto de alta simetria K leva a seguinte relagao de dispersao de

energia

(6]tB(0)|* — cos[6 ¢q] — 7)

E.(F.0,7/2
+(q,0,7/2) o

! R0 (a i)+

_ i35|7§B((9)| <a|q1+cosi’>¢q]

(aldl)*+. )
(4.45)
tal que se considerarmos apenas o termo de primeira ordem, podemos definir a relagao de dis-

persao de energia em funcao da velocidade de Fermi oy (203, 224]

Ex(q,0,7/2) = +op(0)]|pl, (4.46)
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tal que p'= hq, e, Op é dado

Balts(6)| _ 3alts(0)|

o (6) == (4.47)

Podemos notar que a Eq.(4.47) corrobora com os resultados apresentados no Capitulo 3 sobre
um modelo para o deslocamento quadratico médio radial, denotado aqui D,., para a matriz AB.

Portanto, de maneira analoga a Eq.(3.24), teremos que
16 52 (
K(0) = 5 076 Z b cos®™ (4.48)

ou seja, podemos afirmar que D, é proporcional ao quadrado da velocidade de Fermi.
Outro conceito que podemos explorar é a velocidade de grupo. Considerando a Eq.(4.41) e

tomando que
Vi EL (R, 0,7), (4.49)
resultando, portanto, em

7L (R,0) = i(ﬁx(k‘, 0) &y + 7,(R, 0) éy>, (4.50)

tal que as componentes da velocidade de grupo sao dadas por

. _ag \/g\cos[ﬁﬂ ( [\/gnma] 3kya )
v (R, 0) = — 2 cos + cos
" 15 + 4 cos [26]] h(R) — (cosl6] h(R))* 2 [ 2 ]

X sin [ﬁ;xa] : (4.51)

. aé 3| cos[0]] 3k, V3raa
vl 6) = W sin | =2~ cos [ ] . (4.52)
h \/’5 + 4 cos [29” h(ﬁ) _ (COS [9] h(ﬁ))Q { 2 ] 2

De maneira geral, a velocidade do grupo esté diretamente relacionada com os coeficientes da
matriz de espalhamento. Se consideramos, por exemplo, a Eq.(4.50) tal que § — 7/2, conse-
quentemente, vy (K, 0) — 0 e, estd completamente de acordo com o caso em que escolhemos uma
matriz D45(0 — 7/2,7 = 7/2) na qual o estado inicial ficara confinado entre a regiao de seus
primeiros vizinhos. Vale notar também que, das Eqs.(4.47) e (4.49), o modulo da velocidade de
grupo nas regioes proximas aos pontos K e K’ coincidem com a velocidade de Fermi.

Ao tomar a Eq.(4.41) proximo a regiao dos pontos de alta simetria K e K', a funcao h(kg, fy)

tende a zero. Portanto, se considerarmos a expansao em séries para a funcao arccos(zx) teremos
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que . i
T 2n)!  x"
arCCOS(l’) = 5 — TLEO 22”(71)')22”_’_1, (453)
e, considerando que
r = é’tBéeﬂ h(Kz, ky), (4.54)

teremos que, em primeira ordem, a Eq.(4.41) sera descrita por

Ei(R,0,7) = £e\/h(ka, Ky), (4.55)

tal que € é denominado parametro de hopping e sera definido por
e=¢ltg(0)]/2. (4.56)

Perceba que ao fazermos a devida expansao, obtemos diretamente uma equagao analoga & do
modelo Tight Binding First Nearest Neighbour (TB-1NN) para o grafeno [203, 225]. Além disso,

diretamente da Eq.(4.56), podemos reescrever a Eq. (4.47) como

3ae

4.57
3 (4.57)

Vp =

que é totalmente similar & relagao entre 0 e o parametro de hopping obtida via TB-1NN [203,
225].

Os resultados acima mostram como as CQME’s podem ser um poderoso formalismo para o
estudo de materiais. Vale notar que todos o resultados obtidos nessa se¢ao estao diretamente
ligados a escolha da parametrizacao das matrizes espalhamento da rede. Portanto, é natural que
se propormos outras parametrizacoes distintas para as matrizes espalhamento do sistema, iremos

obter outras relagoes para dispersao de energia, velocidade de Fermi e afins.

4.3 CQME’s e Materiais de Dirac 2D

Na secao anterior mostramos como as CQME’s com uma dada parametrizacao das matrizes
espalhamento do sistema nos permite explorar grandezas usualmente estudadas em matéria con-
densada. Uma vez que todo o formalismo apresentado até o momento é para rede hexagonal,
é natural buscarmos alguns materiais que possam ser bons candidatos de investigacao. Nesse
contexto, o grafeno [172, 182] é sem duvidas o primeiro candidato, uma vez que ele possui uma
rede hexagonal planar e, como mostrado na secao anterior, obtivemos a relagao de dispersao

de energia para este material de maneira aniloga ao modelo TB-1NN. Além disso, ha outros
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dois candidatos, siliceno e germaneno, materiais que também possuem redes hexagonais plana-
res. Apesar de nao serem considerados estéveis na forma planar, ha estudos que apontam suas

possiveis propriedades nesta forma [194-198, 226, 227|.

4.3.1 Grafeno

15¢

o=0 (@ 9=0257 (b) 0=03337 (C)

10}
R D S B S A S
H
N 5t
—10¢ . ab initio 1 - abinitio ] " - ab initio 1
150 - ab initio 2 S - ab initio 2 S - ab initio 2
0=03857 (d) . 6=0420n (e) . 0=04777 (f)

—15b - ab initio 2 e - ab initio 2 o - ab initio 2

r K M r K M r K M r
Figura 4.7: Comparagao entre as estruturas de banda 7 e 7* do grafeno obtidas via: TB-1NN com
cefr =erp = 2.75 , ver Eq.(4.55);ab initio 1 [195]; ab initio 2 [228]; e via CQME’s tomando a Eq.(4.41)
para seis valores distintos de § e v = 7/2. As curvas ab initio foram digitalizadas das Refs.[195] e [228].

No final da se¢ao anterior mencionamos que o modelo TB-1NN [203] é capaz de definir uma
equacao para as banda de energia do grafeno, e, através do formalismo proposto no final da
ultima segao, vide Eqs.(4.55) e (4.56), conseguimos tragar uma equivaléncia entre o método de
CQME’s no estado momento para matriz AB e o modelo TB-1NN nas regides proximas aos
pontos de alta simetria K e K.

No modelo TB-1NN o pardmetro de hopping tem um papel fundamental, de tal forma que
seu valor numeérico pode ser estipulado de acordo com cada material [191], e esta diretamente
associado ao pardmetro de rede a. No caso do grafeno, o parametro de hopping é estimado
como € ~ 2.7 eV 203, 216, 217, 229] e, as medidas experimentais transpostas ao modelo levam
ae~3.0eV [192, 203, 230-232].

Devido a relagao definida na Eq.(4.56), para diferenciar os parametros de acordo com cada

modelo iremos reescreve-la por
Eltp(9)l

B = Eeff, (4.58)
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Figura 4.8: Comparagao entre as estruturas de banda 7 e 7* do grafeno obtidas via: TB-1NN com
gefr =erp = 3.0, vide Eq.(4.55);ab initio 1 [195]; ab initio 2 [228]; e via CQME’s tomando a Eq.(4.41)
para seis valores distintos de § e v = 7/2. As curvas ab initio foram digitalizadas das Refs.[195] e [228].

tal que e.py € o parametro de hopping efetivo associado aos parametros € e 6 do formalismo de
CQME’s. Para o grafeno, nés iremos definir que €.¢y pode assumir dois valores distintos, um
associado ao valor estimado pelo modelo TB-1NN, erp = 2.75 €V, e outro associado ao valor
experimental para o mesmo modelo, €¢z, = 3.0 €V. Desta forma, na Tab.4.1 temos os valores
correspondentes de € e 7, vide Eq.(4.21), que satisfazem a Eq.(4.58) para os dois valores distintos
de .5y para o grafeno.

Atualmente, diversos pesquisadores investigam as propriedades dos grafeno e demais ma-
teriais de Dirac através de diversas abordagens diferentes [195, 203, 224, 228, 232-235|. Em
particular, para as estruturas de banda ha métodos ab initio que englobam em seus protocolos
diversos parametros que permitem uma maior acuracia em relagao a outros. Em particular, dois
destes métodos merecem uma atengao, um com a abordagem de Teoria do Funcional da Densi-
dade (TFD ) [195], que denotaremos daqui em diante como ab initio 1 e, outro que utilizada a
abordagem de bandas interpoladas de Wannier [228|, que denotaremos daqui em diante como ab
mitio 2.

Na Fig. 4.7 nos temos a comparagao entre as estruturas de bandas 7 e 7" do grafeno no
caminho 'K MT" obtidas por quatro abordagens distintas: TB-INN com e.ry = erp = 2.75 €V,
ab initio 1, ab initio 2 e para CQME’s, vide Eq.(4.41), com a = 1.42 A | v = /2 e seis valores
distintos de #. E possivel notar que, na regido proxima ao ponto K a relacdo de dispersao de

energia é linear e, independentemente do valor de 6, as curvas TB-INN e CQME’s sdo muito
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7 € (eV) para erp (para €.,p) 7 (fS) para erp (para €..p)

0 08.3 (09.0) 0.0798  (0.0731)
0.250 7 08.7 (09.5) 0.0756  (0.0694)
0.333 09.5 (10.4) 0.0690 (0.0633)
0.3857 11.0 (12.0) 0.0598 (0.0548)
0.420 7 135 (14.7) 0.0487  (0.0446)
0.477 38.9 (25.4) 0.0283 (0.0259)

Tabela 4.1:  Os valores dos parametros £ e T para valores distintos de 6 na Eq.(4.58).

semelhantes. Por outro lado, nas proximidades do ponto de alta simetria I' as relagoes de
dispersao de energia so se assemelham quando 6 — /2. Vale notar que as estruturas de banda
obtidas via TB-1INN e as obtidas através da Eq.(4.41) s6 coincidem quando 6 ~ 7/2, como
mostrado na Fig.4.7 (f). Isto se deve ao fato que, quando |tp(0 ~ 7/2)| = 0 e ao truncarmos
Eq.(4.53) em primeira ordem, a rela¢ao de dispersao de energia funciona bem para qualquer valor
de h(ky, ky).

Na Fig.4.8 noés temos a comparagao entre as estruturas de bandas m e m+ do grafeno no
caminho I'K MT' obtidas por quatro abordagens distintas: TB-1NN com e.rf = €ezp = 3.0, ab
initio 1, ab initio 2 e para CQME’s, vide Eq.(4.41), com a = 1.42 A | 4 = 7/2 e seis valores
distintos de 6. Quantitativamente nos temos resultados semelhantes aos discutidos acima para
a Fig.4.7.

Considerando as estruturas de banda apresentadas nas Figs.4.7 e 4.8, é possivel analisar que
as curvas obtidas pelos métodos ab initio 1 e ab initio 2 possuem uma pequena diferenca entre
si. Porém, ha uma grande diferenca em relagdo as curvas obtidas pelos demais métodos, Tight
Binding First Nearest Neighbour e ab initio’s 1 e 2, nas regioes que distam do ponto K.

Considerando essa diferenca entre as estruturas de banda geradas por ab initio 1 e ab initio
2 em relagdo ao modelo de CQME, vide Eq.(4.38), podemos fazer algumas reflexdes. Uma delas
é que, na regiao proxima ao ponto K, as bandas apresentam o mesmo comportamento linear
e, sem dividas, esse comportamento esta diretamente associado as principais caracteristicas dos
materiais de Dirac e, portanto, mesmo com disparidades, a Eq.(4.41) captura esta propriedade.
Por outro lado, é importante notar o carater extremamente genérico presente na Eq.(4.38), na
qual temos que infinitas matrizes podem ser tomadas como &), Além disso, cabe o questio-
namento que, considerarmos ') = T'(=) pode nao ter sido a escolha que leve a descri¢gao do

grafeno. Porém, na segao seguinte essas reflexdes serao exploradas.
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material a (A) ey U}TB) U%CQME) £ 7(fs)
grafeno 1.42  2.75 873 8.74 9.5263 0.0703
germaneno 2.43 1.05 5.81 5.81 3.6373  0.181
siliceno 228 1.03 5.35 5.35 3.5680 0.185

Tabela 4.2: Lista de parametros importantes para os trés materiais de Dirac 2D abordados nesta segao
[195, 198, 236-239]. Os valores de e.sy e € estao em unidades de eV. Ja os valores associados aos

parametros ’U%TB) U%CQME), vide Eq. (4.47), estdao em unidades de 10° m/s. Por fim, os parametros

associados a0 modelo CQME foram obtidos para I's5(7/3,7/2).

e

4.3.2 Germaneno e Siliceno

a®

f=c M g=cO5r () 0=c®Kr (3)

E.(@Q)

1 ab initol N 000 - ab initio 1 P - ab initio 1
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Figura 4.9: Comparagao entre as estruturas de banda 7 e 7* do germaneno obtidas via: TB-INN com
ceff = erp = 1.05 , vide Eq.(4.55);ab initio 1 [195]; e via CQME’s tomando a Eq.(4.41) para seis valores
distintos de 0 e v = 7/2. As curvas ab initio 1 foram digitalizadas da Ref.[195].

Diversos trabalhos [194-198, 226, 227, 240| tem mostrado que o siliceno e o germaneno em
suas formas planares possuem a mesma estrutura eletréonica que o grafeno e, também sao clas-
sificados como materiais de Dirac 2D. Vale notar que, apesar das semelhangas ja mencionadas,
estes possuem valores de parametros a e €7y distintos, como mostrado na Tab.4.2. Nesta sub-
secao iremos fazer uma andlise andloga a apresentada na subsecao anterior para o grafeno para
os materiais em questao.

Na Fig.4.9 nés temos a comparagao entre as estruturas de bandas 7 e 7* do germaneno no

caminho 'K MT" obtidas por trés abordagens distintas: TB-1NN com e.ry = erp = 1.05, ab
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Figura 4.10: Comparagao entre as estruturas de banda m e 7* do siliceno obtidas via: TB-1NN com
geff = erp = 1.03, vide Eq.(4.55);ab initio 1 [195]; e via CQME’s tomando a Eq.(4.41) para seis valores
distintos de 0 e v = 7/2. As curvas ab initio 1 foram digitalizadas das Ref.[195].

initio 1 e, para CQME’s, vide Eq.(4.41), com a = 2.43 A » = 7/2 e seis valores distintos de 6.
Vale ressaltar que os valores de a para estes materiais estao relacionados a valores teodricos, ja
que ambos os materiais nao sdo estaveis na forma planar. Ja na Fig.4.10, n6s temos a mesma
comparagao, porém, para o siliceno. Nesse caso e.rp = erp = 1.03 e a = 2.28 A

De maneira geral, as mesmas consideracoes feitas a respeito da comparacgao entre as estruturas
de banda obtidas pelos modelo TB-1NN e CQME’s para o grafeno, também se aplicam para estes
materiais. Entrentanto, é possivel observar que ha algumas diferengas. Podemos notar que as
bandas superiores (inferiores), geradas pelo modelo CQME;, se assemelham mais as curvas do ab
initio 1 para menores (maiores) valores de 6. Este comportamento é nitido em ambas as bandas
do grafeno, enquanto que, para o germaneno e o siliceno, é notado apenas nas bandas inferiores.
Se notarmos, as Figs.4.9(a) e 4.10(a) sdo as que apresentam o valor maximo no ponto I' dentre os
0 analisados, vide Eq.(4.42) e, mesmo assim, F,,q, possui uma diferenca significante em relagao
ao valor da energia no ponto I' via ab initio 1. Por outro lado, é possivel notar que, na regiao
K M, as bandas de energia para o siliceno e o germaneno obtidas via CQME se assemelham mais
as obtidas via ab initio 1 que para o grafeno.

Uma grandeza discutida na se¢ao anterior e que pode ser explorada para o grafeno, germaneno
e siliceno é a velocidade de Fermi. Considerando que I' 45 (m/3,7/2) € uma matriz imparcial, isto
é, o caminhante nao tem nenhuma diregao o de espalhamento privilegiada, esta matriz reproduz,

em tese, as condi¢oes andlogas ao comportamento de um elétron livre em um material de Dirac
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com rede hexagonal planar. Desta forma, tomando os pardmetros a e e.fy para cada material,

vide Tab.4.1, nos calculamos as U%CQME), assumindo os valores § = 7/3 e v = 7/2 na Eq.(4.47).

Analisando a Tab.4.1 fica nitido que U%CQME), calculado com 6 = 7/3 e v = 7/2 na Eq.(4.47),

TB
e v% ) convergem de acordo com o esperado, uma vez que os modelos CQME’s e TB-INN
possuiem o mesmo comportamento linear proximo aos pontos de alta simetria K e K’. Vemos,

portanto, uma grande congruéncia entre os valores numéricos obtidos via Eq.(4.47) e os resultados

presentes na literatura [195, 237-239].

4.4 Bandas de Energia: a matriz geradora do SU(3)

Como ja destacado, os materiais 2D sao considerados sistemas fisicos em que as caracteristicas
topoldgicas sdo fundamentais. Da mesma forma, a topologia é uma das caracteristicas mais
relevantes dos modelos CQME, onde a dindmica é totalmente estabelecido pelas matrizes de
espalhamento dependentes da conectividade local da rede, de tal forma que, a evolucao temporal
é condicionada por uma estrutura global da rede. Esses aspectos estao claramente descritos, por
exemplo, na expressao geral para as bandas de energia dada pela Eq.(4.38). Portanto, se uma
formula “nua” como a Eq.(4.38) pudesse descrever com precisao as estruturas de bandas obtidas
por métodos mais rebuscados, isso constituiria uma forte evidéncia da influéncia das propriedades
topologicas nos materiais 2D [241]|. Vale notar que a Eq. (4.38) possui uma estrutura na qual
é possivel identificar as contribui¢oes puramente topoldgicas, associadas & estrutura da rede em
questao e, as contribuicgoes relacionadas as escolhas das matrizes &,

(&) :fequef‘:fAB,

As simplificacbes tomadas anteriormente neste capitulo, isto é, I
levam a resultados mais amplos que os obtidos pelo modelo TB-1NN. No entanto, como vimos,
a Eq.(4.41) nao produz um bom ajuste geral para as bandas m e 7* quando comparado com
calculos precisos de ab initio, que muitas vezes utilizam métodos TFD juntamente com esquemas
de parametrizacao, onde os parametros pertinentes sdo estimados empiricamente. A questao é
que a matriz [ 4p é bastante simples, uma vez que possui apenas dois pardmetros, onde um deles
é uma fase global e, portanto, nao é capaz de descrever adequadamente outros aspectos fisicos,
como por exemplo, caracteristicas de orbitais moleculares de materiais como o grafeno.

Entretanto, mostraremos a seguir que, de fato, a Eq.(4.38) é capaz de gerar resultados muito
bons para as bandas de energia, desde que &) sejam devidamente definidas. Desta forma, a
ideia aqui nao é encontrar I'®) atraves de simulagoes moleculares, mas, apenas determinar as
matrizes T®) que, ao serem colocadas na Eq.(4.38), levem a estruturas de banda Ei (K, ky)

semelhantes as obtidas por métodos mais rebuscados.

Do ponto de vista pratico, primeiro precisamos escrever I'®) com uma quantidade suficiente
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de parametros que nos de a liberdade de necesséria para encontrarmos as bandas de energia. Nos
escolhemos a mesma parametrizagao utilizada para gerar o SU(3), apresentada na Ref. [242], tal

que supondo a mesma fase global para ambas as matrizes, isto é, 7(T) = (=) =~ e, portanto,
() = expliqg] S, (4.59)

tal que as matrizes § € SU(3) sdo descritas por

S Sz Si3
S=[81 Su S| (4.60)
S31 S32 S33
onde os coeficientes sao dados por
S11 = cos|f1] cos[ba] expli P1], Sag = cos[f1] cos[f3] expli pa],

S33 = cos[f] cos[0s] exp[—i(¢1 + ¢2)] — sin[01] sin[bs] sin[fs] expli (—¢3 + ¢4 + ¢5)],
S1 = sin[f;] sin[03] exp[—i (¢4 + ¢5)] — sin[61] cos[fs] cos|fs] expli (¢1 + d2 — P3)],
Sz = — cos[f] sin[fs] exp[—i(¢1 + ¢5)] — sin[61] sin[0o] cos[0s] expli (¢2 — 3 + d4)],
Sz1 = —sin[6h] cos[fa] sin[03] expli (¢1 — ¢3 + ¢5)] — sin[fa] cos[0s] exp[—i (¢2 + ¢a)],
S = cos[fu] sin[fa] expli dal, Sio = sin[0y] explids], Sss = cos[6r] sin[fs] expli ds],

(4.61)

tal que 0 S 01)92793 S 7T/2ae 0 S ¢la ¢2a ¢35 ¢4a ¢5 S 2.
Na sequéncia, nos construimos um algoritmo que varia numericamente os parametros das

(#), parametrizadas pela Eq.(4.61), tal que busque pelo conjunto de matrizes &) que

matrizes I’
ao serem colocadas na Eq.(4.38) levem a uma dada relagao de dispersao de energia que mais se
assemelha & banda obtida por meio de outros métodos mais rebuscados, como, por exemplo, o
ab initio 1. Neste caso, nés extraimos os dados diretamente do artigo relacionado ao método
ab initio 1 [195], mencionado anteriormente, em que as estruturas de bandas para o grafeno,
germaneno e siliceno sao obtidas utilizado métodos de TFD.

O nosso método computacional de busca pelas matrizes f(i), levou, em seu estado otimizado,
um tempo médio de uma hora para cada material, e, para encontrar as matrizes [ el que
levam a estrutura de banda m e 7* que mais se aproxima da obtida via ab initio, foram testados

523.100 pares de matrizes. Este desempenho é para a implementagao do algoritmo em um

computador pessoal com processador i7-9750h e com 16 GB de memoria RAM.
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Nas subsecOes a seguir iremos apresentar os resultados obtidos para o grafeno, germaneno

planar e siliceno planar.

4.4.1 Grafeno

15;
e CQME (duasI's)

_ ab initio 1

10

> 7
O L
d 0
_5:
—10! | |
r K M r

Figura 4.11: Comparacgao entre as estruturas de banda 7 e 7* para o grafeno obtidas através do algoritmo
de busca de matrizes I'*) e via ab initio 1 [195].

Em contraste com os resultados apresentados na se¢ao anterior, na Fig.4.11 temos uma grande
semelhanca entre as bandas de energia m e 7* do grafeno obtidas com nosso algoritmo de busca
de matrizes I e, as obtidas via ab initio 1. Se analisarmos atentamente, iremos notar que
para os caminhos 'K e MT temos a maior equivaléncia entre as curvas ab initio e as obtidas
pelo método proposto nesta secao.

Abaixo temos as matrizes S(F) = S(i)

graf © OS parametro 7 = Ygraf € € € = Egraf, vide

Eq.(4.59), que levam as bandas de energia 7 e 7* do grafeno no caminho I'K MT', mostradas na

Fig.4.11

—0.688114 — 0.150771s  —0.246765 — 0.26267  —0.381596 — 0.477807%

S = | —0.180346 +0.405402i —0.410796 — 0.418278i  0.67699 + 0.0331718i | .
—0.546443 + 0.0910583i  0.317197 + 0.652552i  0.399643 — 0.0834001
—0.138184 +0.00919204i  —0.828744 + 0.438194i  —0.315014 + 0.0525038

st = 0.867777 +0.0560679i  0.0422888 + 0.0754977i  —0.424689 — 0.236579; | ,

0.20242 + 0.4285621 —0.124223 — 0.3134487; —0.0501766 + 0.811888:
(4.62)
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e tal que vgrqf = —0.39870242089536767 e €4rqf = —11.073477059111063.

4.4.2 Germaneno e Siliceno

Nas Figs.4.12 e 4.13 temos a comparagao entre as bandas de energia 7 e 7* do germaneno /siliceno

(£) ¢, as obtidas via ab initio 1. E nitido que,

obtidas com nosso algoritmo de busca de matrizes I
para esses materiais, nosso método nao encontrou um conjunto de parametros correspondentes ao
perfil da curva. Porém, algo muito importante de se pontuar é o fato que o siliceno e o germaneno
sao estaveis na configuragao arqueada [194, 195, 201, 240, 243| e, portanto, as estruturas de
banda obtidas via ab initio 1, no qual os autores apresentam resultados baseados em imposi¢oes
de estabilidade planar dado um conjunto de pardmetros, podem nao ser diretamente comparaveis
com o nosso método, como no caso do grafeno que é um material estavel na forma planar.

Hé& outros trabalhos [194, 243-247| que utilizam métodos distinto para o célculo de bandas
deste materiais e, além da nao estabilidade do siliceno e do germaneno na forma planar, outros
aspectos também sao discutidos, como condicOes para abertura de gap entre as bandas e a
energia de Fermi associada aos cones de Dirac (no ponto de alta simetria K) de tais materiais.
Entretanto, devido a instabilidade destes sistemas na forma planar, temos que os conjuntos de
parametros escolhidos para métodos ab initio semelhantes sao determinantes para as estruturas
de bandas encontradas, isto é, mesmo com métodos equivalentes é possivel obter bandas com

notaveis diferengas entre si.

7.5

e COQME (duasI's)

_ ab initio 1

5.0

2.5

E.(eV)

r K M I
Figura 4.12: Comparacao entre as estruturas de banda 7 e 7* para o germaneno obtidas através do

algoritmo de busca de matrizes IT'®) e via ab initio 1 [195].

()

Abaixo temos as matrizes S'*), os parametro 7 e £, vide Eq.(4.59), que levam as bandas de

energia m e " no caminho 'K MT do germaneno e do siliceno, respctivamente, vide Figs.4.12 e
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413
—0.235401 — 0.234025i  0.907655 + 0.003565657 —0.149145 + 0.209104i
S, = —0.50009 — 0.644277;  —0.137028 — 0.04144584  0.317586 — 0.46202i | ,

0.473104 + 0.0284348: 0.269421 — 0.288216¢  —0.218807 — 0.7561957

—0.38446 — 0.0755964i  0.12191 — 0.652291i  0.112986 + 0.627188i
Sihe = | —0.316329+0.606195i —0.105728 + 0.454626i —0.352752 + 0.43608i | .
0.0840718 — 0.609813i  —0.359216 + 0.461254i  0.188915 + 0.493539

0.107015 — 0.00798447i  —0.0265558 + 0.869958i  0.269032 — 0.398214i
SCV = | _0.690817 — 0.648893i  —0.0470178 + 0.0331329i —0.306416 + 0.0671659i | ,
0.300254 4 0.0064432i  0.0124119 — 0.488882i  0.460001 — 0.677529i
_0.457887 + 0.324023i  0.538585 + 0.326047i  —0.533475 + 0.0661224i

SC) = | —0.35892 + 0.442505 —0.239453 + 0.39051i  0.611317 + 0.303022i | ,

sili
0.60042 4 0.0144789:  —0.210423 + 0.5911912 —0.309735 + 0.386738:

(4.63)
e tal que
Ygerm = 0.309361885861335,
Yeiri = —0.3565029108304439,
Egerm = 4.371430728147026,
Esiti = —H.38457659978849. (4.64)

Considerando os resultados obtidos com nosso método numérico de busca de matrizes e,
comparando com os obtidos anteriormente na segunda secao deste capitulo, fica claro como
a devida escolha da parametrizacao das matrizes I'#) faz uma total diferenca nos resultados
obtidos via Eq.(4.38). E nitido como a quantidade de parametros influéncia diretamente na
liberdade de descrigao de sistemas fisicos, neste caso especificamente os materiais de Dirac com
rede honeycomb planar. Na parametrizacao proposta neste capitulo, trabalhamos com um total
de dezoito parametros no algoritmo, oito associados a cada matriz S () um parametro livre e
uma fase global, em comparacdo aos os trés parametros sugeridos no caso da matriz AB.

Por fim, acreditamos que é possivel encontrar curvas que tenham semelhanca ainda maior

dos que as apresentadas aqui nesta subsecao. Em primeiro lugar, se conseguissemos um acesso

direto aos resultados do ab initio 1 acreditamos que teriamos um erro ainda menor ja que como
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Figura 4.13: Comparagao entre as estruturas de banda 7 e 7* para o siliceno obtidas através do algoritmo
de busca de matrizes I'*) e via ab initio 1 [195].

nosso algoritmo ¢ baseado em uma rotina de busca/comparacao. Outro ponto é que todos os
dados foram obtidos em um computador pessoal. Portanto, acreditamos que a implementagao
do algoritmo em clusters computacionais permitiria uma grande incremento entre a taxa de
matrizes varridas por unidade de tempo computacional necessario em cada looping de busca e,
consequentemente, nos permitiria implementar uma busca com mais pontos associados a uma

dada curva relacionada a uma banda de energia obtida via ab initio.



CAPITULO 5

CAMINHADAS QUANTICAS POR MODELO DE
ESPALHAMENTO EM REDES TRIANGULARES

Neste capitulo iremos apresentar a construgao do formalismo para CQME’s em redes triangulares
infinitas. Além disso, iremos apresentar resultados obtidos com o formalismo de teoria de grupos
e eixos de simetria aplicados na permutagao de rétulos dos estados associados a direcao de
propagacao do caminhante quéntico.

Desta forma, o objetivo aqui ndo é apresentar célculos numéricos mostrando diferentes situa-
¢Oes particulares, mas desenvolver a teoria geral de caminhadas quanticas em redes triangulares,
que matematicamente é mais complexa em relacdo ao caso das redes hexagonais. A ideia é que

os presentes resultados sejam tteis em futuras aplicagoes.

5.1 Caminhadas Quanticas por Modelo de Espalhamento em Rede

Triangular no Espaco de Posicao

5.1.1 Estrutura Topolbégica da Rede Triangular e Estados de Base

A rede triangular é uma rede periédica com nimero de ordenagao [ = 6 e, portanto, cada vértice
da rede possui seis primeiros vizinhos. A célula unitaria de uma rede triangular pode ser escolhida
de diferentes formas, desde que contenha apenas um vértice em sua regiao e a célula apresente
simetria [42].

A estrutura topologica da rede triangular, representada na Fig.5.1, é composta por vértices
associados a um par ordenado (j, k), onde j e k sdo numeros inteiros. Portanto, ja deixando

claro o caréter discreto das posigdes dos vértices na redes e, consequentemente, da caminhada

105



5.1. Caminhadas Quanticas por Modelo de Espalhamento em Rede Triangular no

Espaco de Posicao 106
: é,
ki2 .
- ‘ ’
- ’ ’ ‘ B
k-1
k-2

L4 j-20 2 -

Figura 5.1: Representagao de uma rede triangular. Todos os vértices da rede sao representados pelas
coordenadas discretas j e k, formando o par ordenado (j, k). As coordenadas cartesianas dos vértices sao
dadas pela Eq.(5.1).

quantica a ser implementada neste rede. Consideramos arestas de tamanho a nas coordenadas
(7, k), de tal forma que a representa¢ao de um vértice qualquer da rede no plano cartesiano pode
ser expressa através de

o) = 20 gty = R

(5.1)

Os estados de base do sistema podem ser descritos por um conjunto de kets {|m, j, k)}. Estes
kets descrevem diregao de propagagao m de uma particula em dire¢ao a um vértice (j, k) da rede.
Como para rede triangular o nimero de ordenagao (1) é seis, consequentemente o espago
Hc associado as dire¢oes de propagagao do caminhante, expresso por m, serd hexadimensional.

Desta forma, os estados de bases {m.} podem ser expressos da seguinte forma

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
‘1>: 7’_1>: 7’2>: 7’_2>: 7’3>: 7‘_3>: ) (52)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

tal que cada estado de base acima esta relacionado com uma dire¢cao m de propagacao da particula

ao ser espalhada em um vértice arbitrario (j, k) da rede, onde m € {1, £2, +3}.
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De maneira geral, ao representarmos um estado do sistema por |m, j, k), temos que
Im, j, k) = |[me) & |4, k), (5.3)
uma vez que
Heqg = He @ Hyp, (5.4)

onde H¢ é o espaco hexadimensional e complexo que contem os estados associados ao niimero
quantico m, que descreve as direcoes de propagacao até os vértices vizinhos. Ja H,, infinito e
discreto, é o espago das posicoes, contendo os estados associados as posicoes do nosso caminhante
quantico com os ntimeros quanticos (j, k).

Uma vez definido os estados de base do sistema, teremos que a relagoes de ortonormalidade

e completeza, sao dadas, respectivamente, por
<m,j,k|m',j’,k') = (Smmlfsjj/ékk/, i - Zzz‘mm% k><m7.77k’7 (55)
J k m

onde m € {£1,+2, £3}.

5.1.2 Operador Evolucao Temporal e Matrizes Espalhamento

Um estado de uma CQME triangular em um certo instante de tempo ¢, onde ¢ = n7 (tal que

n € N e 7 & um tempo caracteristico), pode ser representado por

) = Utlho) = U™ [ho), (5.6)

onde |1g) é o estado inicial do sistema e U é o operador evolugao unitaria. O tempo caracteristico
7 é um parametro livre que pode assumir diferentes valores conforme as condi¢oes da rede e do
caminhante.

A agao de U em um estado |m, j, k) pode ser descrita por
~ ik .
Ulm, j, k) ZF ol F(m! g, k), g(m', . k), (5.7)

representando, portanto, que dado um estado do sistema onde o caminhante se propaga rumo ao
vértice (j, k) pela direcao m, ao sofrer a agao do operador evolugao unitaria U, ird se propagar

rumo ao vértice (f(m/, 4, k), g(m’, j, k)) pela direcao m’. Desta forma, como abordado nos Capi-
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tulos 2 e 3, a acao do operador evolugao temporal U esta associada ao processo de espalhamento,
no modelo de CQME.
Formalmente, f(m/,j,k) e g(m/, j, k) sao as fungoes topologicas das CQME’s para rede tri-

angular e sao descritas por

flm,j k) = 4 [mla(=1)° D) o ((—1)°0m ) 6 (|m| — 2)), (5.8)

g(mj,k) = k+ [m]a(2 = |m])(=1)°0m Do), (5.9)

onde m € {£1,42, £3}, tal que [m]2 € o resto da divisdo m/2 e, J é a funcao delta de Kronecker.
Considerando as Eqgs.(5.8) e (5.9), as funcoes topologicas f(m, j, k) e g(m, j, k) podem assumir

os seguintes valores

j+1l,sem= 1; k+1,sem= 1,
7—1,sem=—1; k—1,sem=—1;
' i+2,sem= 2 ' k,sem= 2;
f(m, j, k) = g(m, j, k) = (5.10)
j—2,sem=—2; k,se m = —2;
ji+1l,sem= 3; k—1,sem= 3;
j—1,se m= -3 k+1,se m=—3.

Como consequéncia da Eq.(5.7), a evolu¢ao temporal do sistema de um dado instante de

tempo t é dada por

) =33 S J,kt(zrmmfmy,m,g(mcj,k»), G.11)
j k m

e denota, portanto, o estado |¢4+1) do sistema.

Na Eq.(5.7), T, U, ) sao os denominados coeficientes de espalhamento, tal que \F |2 nos da a
probabilidade de uma particula se propagando pela dire¢cao m ao vértice (j, k) ser espalhada para
o vértice adjacente (f(m/, 4, k), g(m/, j, k)) pela diregao m’. Devido a condi¢ao de unitariedade,

UtU = , temos que

3 3
Z F(J ") F(]k)// - Z P(J k) F( ) _6mm” (512)

m=—23% m=—3%

e que podemos representar todos os coeficientes de espalhamento associados a um vértice (j, k)
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por uma matriz de espalhamento [@k)

pUR)  pGR) pGR) Gk RO Gk

1-3 12 13
ey gy Tl gt rgh gy
o _ | TEY TR TP Y rgt Ty 5.13)
AL L
T PO P T
U T, Ty Ty T T

tal que a matriz ['GF) descreve todo o processo fisico que a particula sofre ao ser espalhada em um
vértice (j,k). Temos ainda que, se m’ = —m, teremos os coeficientes de reflexdo (localizados na
diagonal principal da matriz de espalhamento Y ’k)) e, portanto, |F(_]’T/Z)m|2 nos dé a probabilidade
de a particula ser refletida. Por outro lado, se m’ # —m teremos os coeficientes de transmissao

(localizados fora da diagonal principal), onde |Fg’,lfr)l]2 nos da a probabilidade da particula ser
transmitida para dire¢cao m’ apos ser espalhada pelo vértice (j, k).
Podemos tomar alguns exemplos de matrizes espalhamento para serem utilizadas em uma

CQME na rede triangular. Uma delas é a matriz Grover hexadimensional [202], dada por

Laroe =3 , (5.14)

e possui valores de coeficientes de espalhamento diferentes para elementos da diagonal principal,
relacionados aos processos de transmissao e, para elementos fora da diagonal principal, relacio-
nados aos processos de reflexdo. A matriz Grover é uma matriz muito utilizada para CQ’s que
implementam algoritmos de busca [34, 213, 248|.

A Transformada Discreta de Fourier (TDF) hexadimensional [202], T'DF(g), ¢ uma matriz

imparcial, isto é, as probabilidades dos processos reflexivos e transmissivos sao iguais. Ela pode
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ser representada como

1 1 1 1 1 1
1 e—i7r/3 6—21'71'/3 -1 e—4i7r/3 6—57L7r/3

1 6—2i7r/3 6—4i7r/3 1 e—8i7r/3 6—10i7r/3

. 1
Trpp. = — , (5.15)
@ Vel 1 1 1 1 1

1 e—%m/3 ,—8im/3 | —16in/3 ,—20ir/3

1 e—5i7r/3 e—lOz’n/3 -1 6—20i7r/3 6—25i7r/3

e ela é definida de tal forma que, considerando a notagao da Eq.(5.13), os coeficientes I/,
dado uma dire¢ao de incidéncia m € {£2,+3}, possuem diferentes fases associadas para cada

direcao m’ € {£2, £3}.

5.1.3 Probabilidades e Operadores Cartesianos

A probabilidade de encontrar o caminhante quantico se propagando na rede triangular em dire¢ao

ao vértice (j, k), em um instante de tempo ¢, é dado por:

ol kst) = Zrmy,kwt Zwm g, kst)|? (5.16)

tal que podemos ainda determinar as distribui¢oes probabilidades associadas & coordenada j e &

coordenada k, p;(j,t) e py(j,t), respectivamente descritas por
t)=> po(jik.t), pylk.t) va (J, ki, ). (5.17)
k

Por fim, a probabilidade de encontrar o caminhante se propagando em diregao ao vértice (7, k)

pela direcao m é dada por:

PG ks t) = Y [(m, g, k) Z [ (5. K 1) (5.18)

ik

Uma vez que definimos as distribui¢oes de probabilidades acima, podemos determinar o
deslocamento quadréatico médio (DQM). O DQM, esté associado aos operadores cartesianos e ao

operador radial R. Podemos descrever as acoes em um dado estado de base da seguinte forma

X|m,j,k) = xjlm,j, k),  Y|m,j, k) = yelm, j, k), (5.19)
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fﬂm?.ja k> - r(j,k)‘mvja k) (520)

onde (xj,yy) sdo as coordenadas cartesianas dadas pela Eqgs;(5.1) e (k) € a coordenada radial

T(j.k) = 1/$? + yi (5.21)

Portanto, para os operadores X, YeR o DQM ¢é dado respectivamente por

do vértice (7, k), definida por

2
Dy = (@)~ W= Y malites’ - (pru,t)xj) , 522)
2
Dy = )= =) _pylkt)y; - (Zpy(k,t)yk) : (5.23)
k k

2
Dy = ()= ()= puGk, Oy - <va(j,k,t)r(j7k)> : (5.24)
J,k

Jk

5.2 Roétulos de Direcao de Propagacao e Elementos de Simetria
da Rede Triangular

A implementacao de caminhadas quanticas em redes regulares bidimensionais podem ser uma
6tima maneira de investigar diversos aspectos de materiais bidimensionais, como mencionado no
capitulo anterior. Além disso, possibilitam uma investigacdo topologica de fendémenos quanticos
neste tipo de rede [152, 249]. Tendo esses dois pontos em vista, desenvolvemos um formalismo
para CQME’s que leva em consideracao todas as permutacoes possiveis de rétulos dos estados
m relacionados a diregao da propagagao da particula na rede triangular, desde que sejam rétulos
associados apenas a estados topologicamente equivalente, como veremos adiante.

Uma vez que os principais conceitos das CQME’s em redes triangulares foram apresentados na
segdo anterior, agora podemos nos aprofundar em alguns conceitos presentes, porém, usualmente
pouco explorados no contexto de CQ’s.

A permutacao de rétulos associados aos estados de base de dire¢do de propagacao do ca-
minhante na rede, m, ja foi estuda e formulada para a rede hexagonal [152]. A partir daqui,
iremos desenvolver um formalismo que visa explorar caracteristicas associadas a estrutura da rede
triangular e a relagao dessas caracteristicas com as principais grandezas estudadas em CQME'’s.

Primeiramente, iremos considerar que

Im, j, k) = [@UH) ], k), (5.25)
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(I)G Lk+1) ]k)
<|k)i\ // (+1k+1)
° _2 - ’ °
_> <
(j.k)
(I)
m (1+1k 1)
(-Lk=1) _ (k) &
(1)71 (I)?« Lref

Figura 5.2: Representacao dos estados do caminhante quanticos em diregao ao vértice (7, k) (cinza) e em
dire¢do aos seus primeiros vizinhos (preto): (j + 1, k+1),(j+1,k—1),(—-Lk+1) e (j—1,k+1).
De maneira genérica, UM representa um estado no qual o caminhante se propaga em direcao ao vértice
(j, k) pela direcao m.

tal que @%’k) é a funcao rotulo, e associa um dado rotulo genérico L, tal que L € {a, 8,8, v, A\, pu},
a diregao de propagagao m do caminhante em diregao ao vértice (j, k), como mostrado na Fig.5.2.

Considerando a Eq.(5.25), podemos definir a Eq.(5.7) tal que

> ] k) k .
U‘q)%7k)7]7 ZF@(J k)q)(J k)|(I)(] ( (]/ )7]7k)ag(q)( / )7]7k)>7 (526)

L ik . o .
onde a fungao rétulo <I>£,ZL ), para as devidas diregbes m, assumira

aili+ 1)y +alilpse m= 1
Ailjls + A + 1], 8¢ m= 2

2 2 (5.27)
Ml[.]]ZJ'_/’[’[J_'_l]Q,S@ m:—2’

5i[j+1]2+5[j]2a56 m= 3;

il + 1, ALl se m= -3,

como mostrado na Fig.5.3.

5.2.1 Permutacao entre quatro rétulos topologicamente equiva-
lentes

Visando explorar diferentes CQME’s triangulares, iremos propor permutagoes de rétulos associ-

ados aos estados de direcao de propagacao do caminhante. Em um primeiro momento, iremos
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Figura 5.3: Representacgao dos rotulos segundo a Eq.(5.27). Além disso, temos a representac¢ao dos eixos
de simetria Sy, Sa, 53, S_4, 514, Sg, vide Eq.(5.32), referéncias para as trocas de rotulos se acordo com os
elementos de simetria da rede triangular.

considerar permutagoes apenas entre os quatro rotulos topologicamente equivalentes o, 5;, &, Vi,
tal que tais rotulos estao associados a estados onde o caminhante se propaga em direcao a vértices
com coordenadas discretas j e k pares, vide Eq.(5.27).

Como temos o objetivo de investigar os elementos de simetria associados as devidas trocas de
rotulos na rede triangular, iremos utilizar o formalismo de teoria de grupos [250]. Formalmente,
um conjunto G é um grupo se satisfazer trés axiomas:

(a) A multiplicacao é associativa, isto €,

(zy)z = (2)yz, (5.28)

para quaisquer trés elementos (nao necessariamente distintos) de G.

(b) Hd um elemento e de G, elemento identidade, tal que
re = = e, (5.29)

para qualquer x € G.

1

(c) Para cada elemento x de G hd um elemento inverso =, tal que =1 € G, e satisfaz a

sequinte relagao

iz =e=az7L. (5.30)
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Considerando esses axiomas, queremos encontrar um grupo, Gy, que contenha todos os
operadores nao redundantes de permutacao rétulos entre estados de dire¢ao de propagagao topo-
logicamente equivalentes da rede triangular. Além disso, queremos que Gy, contenha operadores
de permutacdo que agem apenas sob os rotulos «;, 5;, i e &. Escolhemos estes rotulos para serem
permutados devido & equivaléncia topologica entre eles, isto ¢, das Egs.(5.1), (5.25) e (5.27), estes
rotulos estao associados as fungoes topoldgicas de mesmo modulo de deslocamento cartesiano do
caminhante em um instante de tempo. Desta forma, do ponto de vista de rotulos associados a
estados topologicamente equivalentes, os rétulos \; e u; s6 podem permutar entre si, e, portanto,
iremos considerar daqui em diante que \; = A e p; = p. Porém, para investigagdes posteriores,
vale notar que é possivel adicionar a permutagao entre \; e y; como um dos critérios.

Inspirado nos grupos diedrais e nos grupos de permutacao [191], iremos associar as possiveis
permutacoes de rétulos com os elementos e operadores de simetria da rede triangular. Desta
forma, iremos definir, em um primeiro momento, os operadores primordiais de permutacao de

rotulos
€, 7, 51,52,53,5-4,54+4, S6, (531)

de tal forma que estes operadores de permutagao (e elementos geradores de Gy;) sdo essenciais
para permutacao de rotulos por elementos de simetria da rede triangular. Cada operador presente

na Eq.(5.31) esta associado a pelo menos um eixo de simetria [250], S,,, tal que

s, = 200 (5.32)

n

onde n € {1,2,3,4+4,6}, como ilustrado na Fig.5.3. Da Eq.(5.31), todos os operadores s,, serao
operadores de reflexdo em relagao ao eixo Sj,.

O operador r é o operador de permutacdo dos rétulos por rotacao em 7 em relagdo ao
vértice referéncia ( vértice (j, k) no caso da ilustragao da Fig.(5.3)). Além disso, o operador r é

equivalente a
r = $35¢ = 8653, (5.33)

tal que no formalismo utilizado, s3sg , por exemplo, representa a acao do operador sg e na
sequéncia a acao do operador s3.

O elemento identidade, e, também pode ser obtido por

e =12 = rs385 = S6S3 = S3S6T = S6S3T = SpSn, (5.34)
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Figura 5.4: (a) Representagao da permutacao pr. Este caso leva a construgdo de uma CQME na qual os

coeficientes de espalhamento dos processos transmissivos, dos quatro estados de direcao de propagagao

m = {—1,+1, -3, 43}, estdo associados a estados de mesmo rotulo, como por exemplo, 1“8&’“’ = I‘Sﬁ’ﬁ)l.

(b) Representagao da permutagao p,..Este caso leva a construgido de uma CQME na qual os coeficientes de

espalhamento dos processos reflexivos, dos quatro estados de diregao de propagacao citados anteriormente,
Gk) _ i)

estao associados a estados de mesmo rotulo, como por exemplo, I's4 P
onde n € {1,2,3,+4,6}.

E possivel notar na Eq.(5.34) que, a a¢do ou uma dada sequéncia de agoes de alguns ope-
radores de permutacao podem equivaler a acao do operador identidade, e. Noés iremos definir
que, a agao do operador e esta associada a permutacao fundamental ou identidade, p;. Neste
caso, os rotulos ay, B;, i e & assumem os mesmos rotulos dos estados de diregao de propagagao
em dire¢ao a vértices de coordenada j com paridade impar, como ilustrado na Fig.5.4(a). Para

denotar os rotulos que foram permutados, iremos adotar a seguinte notagao

pr = (a)(BiB) (i) (&i€), (5.35)

tal que p; é permutacao fundamental ou identidade e, estd denotado que, nesta permutacao «;
assume «, (3; assume [3, ; assume 7 e & assume &, como ilustrado na Fig.5.4(a). A agao de
um mais operadores de permutacao de rotulo, que serao definidos a seguir, sempre se baseia na
permutacao identidade como ponto de partida.

Considerando os elementos geradores, os axiomas e as condigoes estabelecidas para as per-
mutagoes dos rotulos, nos conseguimos definir o grupo Gy, grupo dos operadores de permutagao

dos rétulos «;, i, Vi, &, como

Gtri - {6,7”, 51,52,583,5-4,544,56,751,752,TS—4,754+4, 5152, 54+45—4,

518—-4,5-451, 815+4, S+451, 5253, S352, 5256, 5652, $15253, 818286}) (536)

possuindo vinte e quatro elementos, tal que cada elemento estéd diretamente associado a uma
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(b)

Figura 5.5: Representacoes de permutagoes em que teremos CQME’s na qual tanto os fenémenos de
transmissao como de reflexao possuem diferentes associagoes entre os rotulos, ver Tab.(5.1). (a) Repre-
sentacao da permutacao ps,s,. (b) Representagao da permutagao pg,s,-

permutacao, como mostrado na Tab.(5.1).

Nas Figs.5.4 e 5.5 temos a ilustracao de algumas das vinte e quatro permutagoes distintas
possiveis. Nestas figuras, por fins didaticos, para cada rotulo associado aos estados de direcao de
propagagao do caminhante atribuimos uma cor. Podemos notar, por exemplo, que a permutagao
pr, ilustrada na Fig.5.4(a), nos leva a construgao de uma CQME na qual os coeficientes de

espalhamento dos processos transmissivos (dos quatro estados de diregao de propagagao m =

{=1,+1,—-3,+3}) estdo associados a estados de mesmo rotulo, ex: Fg&k) = FSZ’llil,Fgék) =

_1_)1, 5 g€ Fg’k) = F%@g- Por outro lado, na Fig.5.4(b), temos a construgao de

uma CQME na qual os coeficientes de espalhamento dos processos reflexivos (dos quatro estados

de dire¢ao de propagacao m = {—1,+1,—3,+3}) estao associados a estados de mesmo rotulo,

ex: T = ngk—)l’ F(ngk) - F(—j’lklp F(vjw’k) = Fgék—):s ¢ Féjgk) - F(—jﬂs-

Na Fig.5.5 temos as representagoes das permutagoes Ds;s, € Dsysq, respectivamente. Note

que, nestes casos, teremos CQME’s na qual tanto os fendmenos de transmissao como de reflexao

possuem diferentes associagoes. No caso de py, 5,, por exemplo, temos que Ffjg,’“) = Fg’lk_gg, T (ﬂjﬁk) =
F(,j’lk,);g,lj%k) = F(,jéli)l e ng) = Fgﬁl. Estamos elucidando apenas alguns dos coeficientes da

matriz de espalhamento, com objetivos didéaticos. A construcao das matrizes espalhamento para
cada uma das vinte e quatro permutagoes possiveis pode ser feita tomando as Eqs.(5.13),(5.25),
(5.27) e a Tab.(5.1).

Ao analisarmos a Tab.(5.1), é possivel notar que, todas as permutagoes (nao redundantes)
possiveis, podem ser associadas a diferentes CQME’s. E importante notar que, a paridade da
coordenada j do(s) vértice(s) destino é que determina se tera ou nao permutagao, ver Eq.(5.27).
Desta forma, estamos propondo CQME’s em que os rétulos e, consequentemente, os coeficientes

das matrizes de espalhamento sao dependentes da paridade da coordenada j do vértice destino do
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Permutacao | Elemento de Gy; Equivaléncia(s) Rotulos Permutados
DI e 72,15386, 75653, 53567, 56537, Snsn | (i ) (Bi B) (i v) (& &)
Pr r 5356, 5653 (i B) (Bi ) (i §) (& v)
Ps, S1 51 (o @) (Bi v) (i B) (& &)
Ds, ) 53 (o &) (Bi B) (viv) (& @)
Pss S3 53,156, S6T (i B) (Bi @) (i ) (& )
DPs_4 S—4 3314 (i ) (Bi B) (vi @) (& €)
Dsya S+44 594 (o @) (Bi &) (vi v) (& B)
Psg 56 5%7T33753T (al a) ( ) ('71 5) ( )
Prs, rs1 soT (@i v) (Bi @) (vi §) (& B)
Drs, rSs2 S1r (az /8) (52 f) (’Yz a) ( )

Prs_4 rs—4 5447 (al /3) ( i 7) (72 f) ( i )
Drs,. TS 44 S_4r (2 &) (Bi ) (i B) (& )
Dsys 5152 $251 (@i §) (Bi v) (vi B) (& )
DPsias_s S445—4 S_4544 (i v) (Bi §) (i @) (& B)
Psis_q4 515-4 5483, 8351 (az ’Y) (62 O‘) (% ﬁ) (5@ 5)
Ps_us, 5451 8354, 5153 (a; B) (Biv) (vi @) (& &)
Dsy 5.4 $15+4 51456, 5651 (i ) (Biv) (i §) (& B)
Ds.us, 51451 565+4; 5156 (i ) (Bi &) (i B) (& )
Dsoss 5253 54452, 53544 (@i §) (Bi @) (viv) (& B)
Pssso 8352 2544, S+453 (o B) (Bi &) (i) (& @)
Dsy s 5256 S_482, 654 (i v) (Bi B) (vi &) (& o)
Dsgso 5652 S§25_4,5-456 (i &) (Bi B) (vi @) (& )
Dsy 5055 515253 525183, $15+452, $1535+4 (i &) (Biv) (vi @) (& B)
Py 5256 515256 528156, 515452, 515654 (i v) (Bi &) (vi B) (& @)

Tabela 5.1: As vinte e quatro permutagdes possiveis, os operadores associados e as atribui¢oes dos
rotulos para cada caso. Vale notar que, permutacgoes equivalentes associadas ao elemento identidade,
ex: S98281 = esy = s1, foram omitidas. Afinal, ver Eq.(5.34), tais permutagoes podem ser simplificadas e
relacionadas diretamente com uma das vinte e quatro permutagoes apresentadas.

caminhante quantico. Note, portanto, que ao propormos as permutagoes baseadas em eixos de

simetria, nao s6 propomos CQME’s com matrizes espalhamento com dependéncia espacial, como

também propomos CQME’s que carregam consigo diferentes simetrias de dire¢oes de propagacao

para fendmenos de transmissao ou reflexao, por exemplo.

Desta forma, ao apresentarmos este formalismo, tivemos como objetivo fornecer uma nova

abordagem para CQME’s em rede triangulares. Além disso, esperemos que este formalismo possa

servir como base para futuras investigacoes de CQME’s em rede triangulares, tanto no espago

de posigao, como no espaco de momento. Por fim, acreditamos que este formalismo possa servir

como referéncia para CQME’s em outras estruturas de rede, ex: rede kagomé, rede maple-leaf,

etc.




CAPITULO O

CONCLUSAO

Neste trabalho abordamos como implementar Caminhada Quéantica por Modelo de Espalhamento
(CQME) em dois tipos distintos de rede: hexagonal e na rede triangular infinita. No caso da rede
hexagonal, apresentamos os formalismo para CQME’s no espago de posi¢gdo com e sem condigoes
de contorno e, o formalismo de CQME’s no espago de momento. Ja no caso da rede triangular,
apresentamos o formalismo para CQME’s em redes triangulares infinitas no espago de posicao.

Em um primeiro momento, no Capitulo 1, apresentamos a revisao bibliografica, o estado
da arte e organizacao desta monografia, tracando as motivacoes por tras das investigagoes dos
topicos presentes neste trabalho.

No Capitulo 2 apresentamos o formalismo de uma Caminhada Aleatoria Classica (CAC) e de
seus analogos quanticos, a Caminhada Quéantica por Modelo de Moeda (CQMM) e a CQME, to-
dos estes com tratamento unidimensional. Além disso, fizemos uma breve comparagao conceitual
e dimensional entre as CAC’s e as CQ’s. Este capitulo teve objetivo didatico e, nao apresenta
resultados fisicos inéditos.

No Capitulo 3, em um primeiro momento, apresentamos o formalismo para CQME’s na rede
hexagonal infinita honeycomb no espago de posicao e uma parametrizacao especificada, chamada
de AB, para as matrizes de espalhamento do sistema. Apo6s definirmos a matriz AB, mostra-
mos os resultados obtidos relacionados as principais grandezas para CQME’s com este tipo de
matriz: distribuigoes de probabilidade, deslocamento quadratico médio radial numérico e o pro-
posto através de um modelo com dependéncia do pardmetro 6 de uma dada matriz AB. Por
fim, mostramos o formalismo e os resultados para CQME’s em nanofitas quadradas, como por
exemplo: distribuicao de probabilidade ao longo da rede e sua relacao com maultiplos de %,

Deslocamento Quadratico Médio (DQM) radial e nas dire¢oes das bordas, rela¢ao da distribuigao
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probabilidade em sitios de borda versus dimensao da rede etc. Vale notar que, os resultados de
probabilidade de borda obtidos vao de acordo com os resultados experimentais de nanofitas de
grafeno. Além disso, os resultados obtidos para matrizes de espalhamento imparciais e, tanto
nos sitios internos como nos sitios externos, e com estado inicial balanceado, levam ao mesmo
padrao de distribuicao de probabilidade para diferentes tamanhos das nanofitas. No Capitulo
4, apresentamos o formalismo geral para CQME’s em redes hexagonais honeycomb no espago
de momento e na sequéncia construimos um modelo para CQME’s no espaco de momento com
matrizes de espalhamento AB e mostramos os principais resultados obtidos: bandas de energia,
velocidade de Fermi e uma relacao entre o modelo proposto e o modelo Tight Binding para pri-
meiros vizinhos, TB-1NN proximos aos pontos de alta simetria K e K’. Além disso, apresentamos
um método de parametrizagao das matrizes espalhamento através da matriz geradora do SU(3)
que, associada a um algoritmo numérico de busca permitiu-nos encontrar as bandas de energia
m e m* de trés materiais de Dirac com rede hexagonal planar: grafeno, germaneno e siliceno.
Obtivemos um 6timo resultado para as estruturas de banda do grafeno, em comparacao & um
método ab initio 1, corroborando o fato deste material sofrer grande influéncia das propriedades
topologicas da rede hexagonal. Para o siliceno e o germaneno, obtivemos bandas de energia com
comportamento diferente do método ab initio 1. Entretanto, a nao estabilidade destes materiais
na forma planar precisa ser levada em consideracao.

Na Capitulo 5, apresentamos o formalismo de CQME’s em redes triangulares infinitas e,
mostramos como ¢é possivel construir CQME’s distintas permutando os rétulos associados ao
estados de diregao de propagagao do caminhante na rede. Conseguimos definir um grupo, Gy,
que contém todos os operadores de permutagao dos rotulos «;, 8;,7v; e &. Além disso, conseguimos
associar cada elemento de Gy,; a pelo menos um eixo de simetria 5,,. Vale notar que, ao adotar um
formalismo que em que a permutacao de rotulos depende da paridade da coordenada j do vértice
destino, estamos propondo CQME’s com dependéncia espacial. Por fim, acreditamos que o
formalismo apresentado neste capitulo é capaz de ser transposto para outras redes arquimedianas.

Além disso, nos acreditamos que nosso trabalho é capaz de corroborar com o fato de que as
CQME’s podem ser uma ferramenta muito poderosa para estudo de materiais. Ainda, espera-
mos que ele possa trazer importantes discussoes sobre as caracteristicas que emergem devido &
topologia de uma dada rede e as caracteristicas que emergem devido & interacoes entres as partes
de um sistema, neste caso, particulas e os vértices espalhadores.

Encerramos esta conclusao apontando possiveis ramificacoes e aplicagoes que os resultados
nesta tese podem ter:

e Implementagao de CQME’s em redes hexagonais planares com defeitos e CQME’s com
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parametros de rede distintos em uma mesma rede;

e Implementacao de CQME’s em redes hexagonais com diferentes condigoes de contorno: na-
nofitas retangulares, nanotubos com bordas zigzag/armchair, e anilogos do fulereno, por exem-
plo. Além disso, investigar matrizes de espalhamento e estados iniciais que estejam associados a
grandezas fisicas presentes na literatura;

e Implementagao de CQME’s em sistemas em que hé empilhamento de monocamadas de
materiais de Dirac hexagonal planar, como por exemplo, bicamadas de grafeno AA e AB,;

() associadas

e Investigacao de outras parametrizacoes para as matrizes de espalhamento I
a CQME’s na rede hexagonal e, consequentemente, investigar as grandezas fisicas abordas neste
trabalho para cada parametrizacao distinta;

e Implementacao de CQME’s em redes triangulares para diferentes matrizes de espalhamento,
assim como implementar CQME’s no espago de momento para este tipo de rede;

e Investigagao de uma parametrizagao das matrizes de espalhamento da rede triangular que

propicie uma implementacao equivalente & do algoritmo de busca abordado no Capitulo 4, porém,

para materiais de Dirac com rede triangular planar.
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