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“There is no path. Beyond the scope of light, beyond
the reach of Dark... what could possibly await us?

And yet, we seek it, insatiably... Such is our fate.”

— Aldia, Scholar of the First Sin
Dark Souls II: Scholar of the First Sin



RESUMO

O tempo ¢é uma das propriedades fisicas mais intrigantes na atualidade, em particular
na Mecanica Quantica. Nesta teoria, o tempo é um pardmetro cldssico, enquanto a
posicdo é um operador. Assim, h4d uma dificuldade intrinseca a teoria quantica de defi-
nirmos um operador de tempo de chegada. Nesta tese, investigamos uma proposta re-
cente [Phys. Rev. A 95, 032133 (2017)] que expande o espago de Hilbert total do sistema,
elevando o tempo ao grau de operador, de maneira a tornar a Mecanica Quantica simé-
trica no espaco-tempo nao-relativistico. A abordagem apresenta algumas dificuldades,
em especial devido & presenca de operadores integrodiferenciais fracionérios. Apresenta-
mos uma interpretacdo a partir da Mecanica Classica para a existéncia do formalismo
discutido, e obtemos as equacoes aproximadas para os limites de potencial forte e fraco,
assim como solugoes para o caso de potencial constante. Mostramos que o valor esperado
do tempo de voo é uma média de tempos classicos para sistemas com imprecisdo alta
na energia. Aplicamos as solugoes para uma barreira retangular de potencial, obtendo
as formulas de conexao nas interfaces, e calculamos os valores esperados do tempo nesta

nova proposta.

Palavras-chave: Tempo na Mecanica Quantica. Calculo fracionario. Mecanica Quantica

nao-relativistica.
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ABSTRACT

Time is one of the most intriguing physical properties in the current days, in particu-
lar in Quantum Mechanics. In that theory, time is a classical parameter, while position
is an operator. Then, there is an intrinsic difficulty in the quantum theory to define a
time-of-arrival operator. In this Thesis, we investigate a recent proposal [Phys. Rev. A
95, 032133 (2017)] that expands the total Hilbert space of the system, promoting time to
the role of an operator, in a way to symmetrize non-relativistic Quantum Mechanics in
spacetime. The approach shows difficulties, specially because of the presence of fractional
integrodifferential operators. We present a motivation from Classical Mechanics for the
existence of the spacetime-symmetric formalism, and we show approximate equations for
the strong and weak potential limits, as well as solutions for a constant potential. We
show that the average time of flight is an average of classical times for a system with high
energy uncertainty. We apply the solutions to a textbook rectangular barrier potential,
obtaining the connection formulae on the interfaces, and calculate the expected values of

time in this new proposal.

Keywords: Time in quantum mechanics. Fractional calculus. Non-relativistic quantum

mechanics.
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de largura L, em funcdo da frequéncia. A linha vermelha sélida representa
a Eq. (E.19), a linha verde tracejada curta representa o tempo de Biittiker-
Landauer e a linha roxa tracejada longa o tempo de fase. Os pontos e
quadrados representam dados experimentais de [13,95]. As linhas verticais
representam a frequéncia de corte, de modo que frequéncias abaixo repre-
sentam tunelamento. (a) Barreira de comprimento L = 15 c¢m, largura de

banda A = 30 MHz. (b) Barreira de comprimento L = 20 cm, largura de

banda A =50 MHz. . . . . . . . .

Um campo magnético fraco B apontando na dire¢do z esta localizado na
regido da barreira de potencial. Uma particula com spin 1/2, inicialmente
apontando na dire¢ao x, chega & barreira (pela esquerda na figura) e, ao
atravessar a regido da barreira, o spin precessiona no plano x — y com uma
frequéncia de Larmor w;, inclinado em diregdo ao eixo z, como mostrado
na esfera de Bloch. Os estados |T) e ||) s@o os autoestados do sistema na

presenca do campo magnético na direcao z. Os tempos de precessdao sao
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F.2 Osautores criam um condensado de Bose-Einstein no estado |F = 2, mp = 2)

em uma armadilha de dipolo cruzado formada por um guia de onda éptico
e um feixe que o intersecta perpendicularmente (armadilha de dipolo ép-
tico). Na figura da esquerda, temos a configuragao experimental, na figura
da direita, o esquema dos niveis atomicos. (1) Apds abaixar a temperatura
efetiva da nuvem, os atomos sdo empurrados por um campo magnético gra-
diente pulsado no sentido do guia de onda na direcao z, em direcdao ao feixe
que gera a barreira de potencial e o par de feixes de Raman. (2) Enquanto
os atomos viajam em direcdo a barreira, os autores usam passagem adia-
bética rapida para transferir os dtomos para o estado |2,0) [o estado |+z)].
(3) Durante a intera¢do com a barreira, o par de feixes de Raman acopla
os estados |+x) e |—x), separados pela frequéncia hiperfina de 6,8 GHz.
(4) Para realizar a sequéncia de medidas, os dtomos que foram acoplados
ao estado |—x) sdo transferidos para o estado |2,1). Apds a medida, os

autores aplicam um campo magnético gradiente B’ para realizar medidas

de Stern-Gerlach e separadamente fazer a tomografia de ambos os estados.

90



.3 (a). Imagens de absor¢ao das densidades atémicas apds a interagdo com
uma barreira de 135 nK e feixes de Raman para energias incidentes de 400
nK (em cima) e 140 nK (embaixo). Um pulso Stern-Gerlach é usado para
separar as duas componentes de spin; um angulo de aproximadamente 45°
existe entre o campo magnético gradiente e a direcdo de propagacdao. Os
angulos de precessao dos dtomos transmitidos sdo obtidos fazendo a tomo-
grafia completa no sistema de spin 1/2. (b) Projecoes de spin obtidas para
diferentes velocidades de incidéncia. As figuras a direita mostram os cortes
através dos planos r — y e x — z. Os dados sdao codificados de modo que
vermelho representa velocidades mais baixas e verde velocidades mais altas.
(¢) Dados experimentais para os tempos 7, (pontos laranja) e 7, (pontos
azuis) em funcdo da velocidade incidente. A linha vertical corresponde a
velocidade equivalente a altura da barreira (5,1 mm/s). Regides laranja e
azul sdo obtidas através de simulagoes através da equacao de Schrodinger,
e as bandas representam um desvio padrdo na frequéncia de Rabi medida.
As linhas tracejadas sdo previsoes obtidas através da teoria de medidas
fracas para ondas monocromaticas para 7, (laranja), 7, (azul), e o tempo
semiclassico (verde). As curvas sélidas correspondentes sdo calculadas le-
vando em conta a largura da distribuigao de velocidades do pacote de onda
inicial (0,45 mm/s). A figura inserida possui os dados de probabilidade
de transmissao (azul) e as simulagoes através da equagdo de Schrodinger

(laranja). . . . . . . L
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cAPiTuLO 1

INTRODUGCAO

O tempo na Mecanica Quantica (MQ) foi, desde o inicio da teoria, alvo de questionamen-
tos [1-13], em parte pela conexdo com o problema do tempo-de-chegada na MQ [13-27],
em parte pela busca por uma unificagio da M@ com a Relatividade Geral [28-37]. Es-
sas discussoes se devem pelo ao de que, ao contrario do que acontece, por exemplo, na
Relatividade Especial [38], onde posi¢ao e tempo possuem a mesma hierarquia e formam
uma entidade inica, o 4-vetor evento, na MQ) posicdo é um operador e tempo é um pa-
rametro classico [39-41]|. Tal incompatibilidade entre o status dessas quantidades levou
a uma busca por maneiras de incluir um operador para o tempo na M. Mesmo com a
argumentacao de Pauli [42], que diz que um hamiltoniano com limite inferior nos seus
autovalores e/ou com espectro discreto era incompativel com um operador tempo auto-
adjunto canonicamente conjugado a ele (tanto o hamiltoniano quanto o operador tempo
deveriam ter espectros completamente continuos e abrangendo todo o eixo real), diversos
trabalhos mostraram maneiras de contornar essa restri¢ao [1,16,20,21], abdicando de sua
hermiticidade ou da relagdo candnica de comutacao.

Um dos trabalhos mais famosos relacionado a esse assunto é o mecanismo de Page
e Wootters e suas interpretagoes recentes [43-46|. Nestes artigos, os autores consideram
que a evolucao temporal que observamos se da pelo fato de que estamos comparando
os graus de liberdade internos do sistema com os graus de liberdade de um sistema
auxiliar, correlacionado ao sistema de interesse, que faz o papel de relégio. Dessa forma,
mesmo um universo em um estado estacionario, consistente com uma equagao de Wheeler-

DeWitt [19,47], nos fornece uma dindmica para o sistema de interesse, proveniente de sua
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relagdo com o reldgio, cujos graus de liberdade sao identificados como o tempo.

Por outro lado, Briggs e Rost [9-11] argumentam que, se ndo houver intera¢do com um
reservatério, nao faz sentido falar de tempo na MQ): um sistema nao-interagente permanece
no mesmo estado de energia, nao havendo dindmica. Mesmo que a fase mude, esta sera
uma fase global, e é cancelada quando calculamos quantidades de interesse, como valores
esperados, desvios, entre outros. A partir desta ideia, os autores tratam o ambiente em
que o sistema de interesse estd inserido como um banho térmico, com muitos graus de
liberdade, de tal maneira que possamos tratar o ambiente semiclassicamente. Além disso,
devido ao fato de que o sistema possui um niimero muito menor de graus de liberdade do
que o banho, a dindmica do ambiente ¢é efetivamente independente do sistema. Com essas
hipéteses, obtém-se a Equacdo de Schrodinger (ES) dependente do tempo através de uma
separacao das equacoes independentes do tempo do banho e do sistema, levando também
a uma relacdo de incerteza energia-tempo.

Ainda na discussdo do tempo como parametro, temos diversos trabalhos, por exemplo
os artigos de Mandelstam e Tamm [48] e Margolus e Levitin [49]. Neles, qualquer At que
aparece deve ser entendido como um intervalo de tempo, nao uma incerteza de operadores,
uma vez que o tempo nao é entendido como um operador nestes trabalhos. Em ambos
os casos, tal intervalo At é considerado como sendo o menor intervalo de tempo para
um sistema evoluir para um estado ortogonal em relacao ao inicial. No primeiro caso, o
sistema possui uma dispersdo de energia AFE, que cria um limite inferior para o intervalo
de tempo com a relacdo AEAt ~ h. Em contraste, no trabalho de Margolus e Levitin, a
energia média (E) do sistema considerado é quem limita o intervalo temporal, sendo maior
ou igual a wh/2 (F). Tais resultados levam a interpretagdo de um limite de velocidade
para a evolucao de sistemas quanticos.

Também ¢é possivel entender as relagoes de livro-texto de “incerteza” entre tempo e
energia através de eventos quanticos [50, 51|, relacionando a duragdo de medidas quin-
ticas com a incerteza da energia. Além disso, exigindo consisténcia na maneira com a
qual o tempo entra nas leis fundamentais da Fisica, é possivel também obter a inter-
pretacao de que tanto o tempo classico quanto o tempo quantico sao manifestacoes de
emaranhamento [52].

Um melhor entendimento do tempo na MQ também pode trazer a tona novas discus-

soes sobre as desigualdades de Leggett-Garg [53], geralmente vistas como a versao temporal
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das desigualdades de Bell [54]. Elas nos dizem que as previsoes da MQ s@o incompativeis
com as hipéteses de realismo macroscopico (um objeto macroscépico, que possui dois ou
mais estados macroscépicos distintos, esta, para todo instante de tempo, em um desses
estados) e de medidas nao-invasivas a nivel macroscdpico (é possivel determinar em qual
dos estados o sistema estd sem perturbd-lo ou afetar sua dindmica futura) simultanea-
mente. Bose, Home e Mal [55], por exemplo, utilizam as desigualdades de Leggett-Garg
no “estado mais classico possivel” (o estado coerente [56-58]) para demonstrar que seus
resultados discordam da nocao cotidiana de realismo macroscopico.

Desigualdades de Bell (e por consequéncia, a completeza da MQ [59]) trazem a discus-
sao sobre emaranhamento para a mesa. Tratar temporalmente o emaranhamento também
¢ do interesse da comunidade cientifica, e temos, como um exemplo, o trabalho de Megidish
et al. [60], onde os autores demonstram troca de emaranhamento entre fétons que nunca
coexistiram, possivelmente sendo uma assinatura de emaranhamento temporal, sugerindo
que o emaranhamento, em particular sistemas de duas ou mais particulas emaranhadas,
nao possui caracteristicas de nao-localidade apenas no espaco, mas também para sistemas
com separacao tipo-tempo.

A proposta que utilizamos neste trabalho, o formalismo simétrico no espago-tempo de
Dias-Parisio (STS') [61,62], utiliza ideias muito similares s do mecanismo de Page e Wo-
otters. O sistema possui um novo espago de Hilbert com um operador tempo, implicando
em um estado estendido para o sistema de interesse, que depende de varidveis tanto no
novo espaco de Hilbert quanto no espago de Hilbert usual de posicao. Porém, diferen-
temente do que acontece no mecanismo de Page e Wootters, o qual possui um espaco
de Hilbert para um sistema auziliar que age como um reloégio, neste formalismo tanto o
espago usual de posi¢do quanto o novo espaco temporal sdo intrinsecos ao sistema. Isso
fornece uma clara interpretacao entre relagoes de energia-tempo e entre diversos tipos de
experimentos, como por exemplo experimentos de fenda dupla (sé interessa a posi¢ao de
chegada da particula), experimentos de tempo de chegada (s6 interessa o tempo), ou de
experimentos onde gostarfamos de fazer previsoes tanto do tempo de chegada quanto da
posicao de chegada. Tal formalismo mostrou, quando comparado com resultados experi-
mentais, resultados mais promissores do que os obtidos através dos tempos de Larmor e

de Tempo de Fase [13,63-67], e é o principal motivo de estudarmos esse formalismo.

Do inglés, Spacetime-symmetric
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Nosso objetivo é tentar compreender melhor a presenca e o papel do tempo na MQ,
partindo desde numa fundamentagdo mais tedrica até aplicagoes experimentais. Para isso,
devemos estudar as solugoes para a equacao dindmica do formalismo STS. Esta possui
uma certa dificuldade devido a presenca de uma raiz quadrada de operadores. Para isso,
consideramos limites de potencial forte e também de potencial fraco, nos permitindo obter
equacoes aproximadas, que conseguimos solucionar analiticamente. Devido a presenca da
raiz quadrada, naturalmente surgem operadores integrodiferenciais de ordem nao-inteira,
que mostraremos no decorrer do texto. Uma vez munidos das solugoes para os casos
de potencial forte e fraco, podemos considerar como estudo de caso o tunelamento, e
comparar com tempos de tunelamento obtidos através do formalismo quantico usual. O
tunelamento através de uma barreira é um problema muito antigo, um dos primeiros
trabalhos relacionados talvez sendo o de MacColl [68]. A defini¢éo exata, aplicabilidade e
medida de tempos de tunelamento mudam de acordo com as circunstancias de interesse:
tempos de permanéncia (dwell times em uma tradugao livre), tempos de chegada, tempos
assintoticos de fase, tempos de atraso, tempos de salto, entre outros. Nao é o foco do
nosso trabalho fazer um resumo detalhado de todos, entédo deixamos as Refs. [13,66,67] e
suas respectivas referéncias para os leitores mais interessados. Alguns casos particulares
serdo mencionados para comparac¢do mais tarde.

Este texto esta dividido da seguinte maneira: no Cap. 2, faremos uma breve revisao
histérica sobre o célculo integrodiferencial de ordem nao-inteira, também chamado de
célculo fracionario, do qual faremos uso em uma das aproximagoes de interesse. Focaremos
em duas definicoes de derivadas fracionarias, as derivadas de Caputo e de Riemann-
Liouville, e mostraremos alguns casos especificos para comparacao, assim como uma breve
discussao de derivadas de poténcias e de constantes.

No Cap. 3, apresentamos uma justificativa baseada na Mecanica Classica (MC) para a
formulagdo da proposta STS, onde consideramos a posicdo como a variavel independente
e o tempo como a variavel dependente. Mostramos que tal abordagem nao afeta os resul-
tados obtidos na MC e que, ao quantizar o problema, obtemos as mesmas relagoes entre
energia e tempo (comutagao, principio de incerteza) e as mesmas equagoes dindmicas pre-
sentes no formalismo STS. Apresentamos entao o formalismo STS da maneira presente no
artigo original de Dias e Parisio no Cap. 4, e a discussao de alguns pontos importantes.

Aplicamos as j& mencionadas aproximagoes de potencial fraco e forte no Cap. 5, assim
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como uma discussao sobre o papel da distribuicao da energia no valor esperado do tempo,
e a relacdo da incerteza na energia com o surgimento do tempo classico. Aplicamos nossos
resultados para o tempo de tunelamento e de voo para uma barreira retangular, e com-
paramos com resultados tedricos anteriores e com um experimento de armadilha 6ptica.

No Cap. 6 fazemos nossas consideragoes finais e apresentamos perspectivas futuras.
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CAPIiTULO 2

O CALCULO FRACIONARIO

O célculo diferencial e integral é essencial para a Fisica: na MC, com a 2* Lei de New-

d
ton [69], F' = d_]tg (em uma dimensao espacial), na Eq. de Schrédinger da MQ [39-41],

H |(t)) = Zﬁ% |1)(t)), e entre todas as diferentes dreas da fisica, as leis geralmente sao
definidas através de equacgoes diferenciais e integrais que sao, em geral, de ordem inteira.
A teoria do célculo de ordem nao-inteira é, portanto, uma extensao do célculo diferencial
e integral usual, com o intuito de generalizar suas respectivas aplicacoes. Comentamos a
seguir alguns dos pontos principais no desenvolvimento de tal teoria.

O comeco do calculo fracionario talvez tenha se dado com cartas entre Leibniz e
L’Hospital, nas quais hé a discussao do significado de uma derivada de ordem 1/2. Leibniz
escreve que “o significado de d?z serd igual a x\/m Isto é, aparentemente, um
paradoxo do qual, um dia, resultados titeis serdo obtidos” [70,71].

Liouville expandiu fungoes em séries de poténcias e definiu a a-ésima derivada de
séries operando termo a termo como se « fosse um niimero inteiro positivo, substituindo
os fatoriais por fungoes Gamma [72]. Riemann, por sua vez, propos uma defini¢ao que
envolvia uma integral definida, a qual poderia ser aplicada para séries de poténcia com
expoentes nao-inteiros [73]. Griinwald [74] definiu as derivadas como um limite de um
quociente de diferencas, obtendo uma expressao em termos de integrais definidas, assim
como Krug [75], cujo trabalho foi realizado a partir da férmula integral de Cauchy para
derivadas ordinérias [76], mostrando que a integral definida por Riemann deveria possuir
um limite inferior finito, enquanto que a definicao de Liouville correspondia a um limite

inferior sendo —oo.
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A aplicacdo da teoria diferencial e integral fracionaria acontecen simultaneamente ao
seu desenvolvimento, com, por exemplo, os trabalhos de Abel [77,78| no problema da
curva tautocrénica, e de Heaviside com o célculo operacional [79,80], desenvolvido para
solucionar problemas da teoria eletromagnética, um passo importante para a aplicagao
das derivadas de ordem generalizada. Porém, no seu inicio, tais técnicas nao foram muito
bem vistas pelos pesquisadores mais rigorosos, o que nao impediu o avango do formalismo.
Recomendamos, para os leitores mais interessados na histéria do calculo nao-inteiro, a
Ref. [81], que trata com mais completeza do que o breve apanhado que apresentamos

aqui.

2.1 Os operadores diferenciais e integrais

Quando vemos o simbolo

@) 21)

estamos acostumados a entendé-lo como a n-ésima derivada da fungao f(z) em relagao a

x. Como a derivacdo é a operacdo inversa da integracao!, escrevemos a notacao

d$_1 / dy f(y (2.2)

para representar a integral definida com limite inferior nulo. Generalizando para ordem

1, escrevernos

dx n / dx,,_ 1/ o 1d$n_2.../0m1 dxo f(xo). (2.3)

n integrais

Podemos também considerar um limite inferior geral, o que muda a notagdo para

d(xd_a / At 1/ . 1dxn_2.../jl dxo f(x0). (2.4)

Quando temos uma integral como na Eq. (2.4), podemos utilizar a férmula de integrais
repetidas de Cauchy [81] ou a regra de Leibniz para diferenciacao de integrais repetidas
vezes [82] para obter

d—n

Wf(@ =

ﬁ /j dy (z —y)"~" f(y), (2.5)

Mais especificamente, é a inversa pela esquerda da integracdo, uma vez que ela difere da integracio

de uma derivada por uma constante aditiva.
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valida paran e N, xr e a € R, e x > a.

Reescrevendo o fatorial presente no lado direito da Eq. (2.5) em termos da fungao
Gamma ['(z) para ntimeros naturais, I'(n) = (n — 1)!, nos perguntamos: o que acontece
se fizermos n — o € R, ja que ['(z) admite argumentos reais? A resposta é que obtemos

a primeira definicdo que utilizaremos no célculo fracionario:

D™ f0) = g @)~ g @ =9 ), (2:6)

chamada de Integral de Riemann-Liouville de ordem « € R [81,83].

Algumas propriedades teis:

+ No limite em que oo — 0, este operador vira a identidade: [81,83,84].

lim D™ f(x) = f(x). (2.7)

a—0

+ A integral de Riemann-Liouville é linear:
D™ (Nf(x) + og(x)) = AD™f(x) + o D™ “g(x). (2.8)

+ Podemos compor integracoes de Riemann-Liouville: se f(z) é continua para x >
a [83]:
D= (D7Ff(x)) = D7 (D™ f(x)) = D~ f(a), (2.9)

para A\,c € C,a e Re a,8 € R,.

Com a defini¢ao da integral de Riemann-Liouville, definimos também a derivada fraciona-
ria a seguir. Mostraremos duas defini¢oes, a derivada de Riemann-Liouville e a derivada
de Caputo [81,83]. Outras defini¢oes existem, como por exemplo a derivada de Riesz,
usada na MQ fraciondria de Laskin [85-88], mas nao faremos uso delas neste trabalho.
Considere miiltiplas integragoes de ordem inteira, como na Eq. (2.5). Simplificamos
a notacdo de x — a para x, mas devemos sempre lembrar que o limite na integragao
permanece a qualquer. Ao derivarmos esta expressdao m vezes, com m > n, o resultado
final deve ser ignal a derivada de ordem m — n:
qm

dax™

o [ )] = e [ )] - s a0

(n—1)! da™ | dx=" dam—"n
Reescrevendo a expressao acima com k = m — n, obtemos

@) = G . W) 211
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isto é, a derivada de ordem & = m — n. Da mesma forma que fizemos para obter a
Eq. (2.6), reescrevendo o fatorial como uma fungdo I'(2) e trocando o argumento de
niimeros naturais para niimeros reais, obtemos a expressido para a a-ésima derivada ao
fazermos k — a:

dze I'(n—a)dz® Ja (x — y)o—ntl
Trocamos o indice de integracdo m — n para manter uniforme a notacao. Para o um
niimero natural, a expressao acima deve coincidir com a derivada de ordem inteira. A

derivada de Riemann-Liouville é definida entdo, como [81,83]:

| dr g fy)

—_— e a d 9 - 1 N?

D f(x) = I'(n—a)dzn /a Y (x —y)o—nl " sasne (2.13)
dn

dx™

flx), a=n.

Similarmente, podemos nos perguntar qual o resultado de derivar primeiro, integrar de-

pois: o resultado é a definicio da derivada de Caputo® [31,83]:

1 & 1 d”
— [ dy —— —f(x)] , n-1l<a<neNl,
D2 f(x) — F(n—a)/a (x —y)o—+l do N -
T (), a=mn

(2.14)
Obviamente, devido a linearidade das derivadas usuais e das integrais de ordem inteira,
as defini¢oes dadas pelas Eqs. (2.13) e (2.14) também sdo lineares.

A escolha de qual defini¢ao utilizar, em principio, é arbitraria. Como mostrado no
Apéndice A, que trata da transformada de Laplace de derivadas e integrais de ordem nao-
inteira, condi¢oes iniciais para as derivadas de ordem ndo-inteira sdo necessarias quando a
equacao diferencial envolve a derivada de Riemann-Liouville (através da transformada de
Laplace da equagdo), enquanto precisamos apenas das condigoes iniciais para derivadas
de ordem inteira para problemas envolvendo a derivada de Caputo. Por essa razao, a
derivada de Riemann-Liouville parece nao ser tao interessante para situagoes fisicas, uma
vez que nao temos (ainda) uma interpretagdo fisica para condigoes iniciais de derivadas

nao-inteiras.

2E importante salientar que estas definicdes para as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo sao
chamadas de derivadas da esquerda na literatura. Podemos também considerar as derivadas d direita, que
possuem diferentes limites de integracao alternados, além da diferenca entre os kernels. Como, na litera-
tura, estas definigdoes apresentam interpretacoes de “causalidade” e “retro-causalidade”, respectivamente,

trabalharemos apenas com a derivada a esquerda.
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2.2 Propriedades, principais diferencas e exemplos

Além da diferenga em relagéo as condigoes iniciais na transformada de Laplace (discuti-
das no apéndice A), relevantes tanto na resolugao de problemas quanto na interpretagao
fisica de tais operadores, as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo diferem em outros
quesitos. Sempre assumimos que as derivadas existem em nossas discussoes.

Devido & maneira que as Eqgs. (2.13) e (2.14) sdo escritas, nma derivada de uma integral
versus uma integral de uma derivada, as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo nao

coincidem em geral:
D*f(z) £ Daf(x). (2.15)
Os limites o — n (teto do valor de o) e @« — n— 1 (piso do valor de a) também precisam

de certo cuidado. Em geral,

lim D*f(x) = f™(x); (2.16a)
lim D¢ f(x) = f™ (x); (2.16b)
im D f(a) = f*7V(x); (2.16¢)
lim Daf(x) = f(z) - f"V(0), (2.16d)

bastando fazer uma integragdo por partes nas Eqs. (2.13) ou (2.14), para Riemann-
Liouville e Caputo [83] respectivamente. Note que aqui possuimos uma propriedade que
talvez nao seja de interesse de fisicos na derivada de Caputo no caso de &« = n — 1, ja
que os limites laterais & — (n — 1) e @ = (n — 1) ndo coincidem em geral, devido a
presenca do fator f™~Y(0).

Também devido a maneira com que definimos as derivadas com relacao a localizacao
da derivada de ordem inteira, elas ndao comutam em geral com as derivadas usuais de

ordem inteira. Seja m € N:

DED™ f(x) = D™ f(x) £ D™ Def (x): (2.17a)
D™D f(z) = D™ f(z) # D*D" f(z), (2.17b)

As expressoes acima se tornam igualdades quando

f<s)(0) =0, s=n,n+1,....,m (Caputo) (2.18a)

f<s>(0) =0, s=0,1,....m (Riemann-Liouville), (2.18b)

23



onde f(¥(0) é a s-ésima derivada de f(x), aplicada em x = 0. A prova novamente vem
de uma integracao por partes. Por tiltimo, mas nao menos importante, a relagdo entre
ambas as derivadas: podemos expressar a derivada de Caputo em termos da derivada de

Riemann-Liouville [83]:

n—1 xk—a dk
DO& — DO& _
Cf(x> f($) gé%IKk:_>ag+]> dxkf(x>x:0
n—1 l'k dk
_ e A , 2.1
(10-E5 era| ) 219
Tal relagdo traz peculiaridades para a derivada de um produto de funcgoes:

a [ @ ok A%
D* [f(x)g(x)] = 3 D" f(@)] Tx9(=), (2.20)

=0 \ k dz

para a derivada de Riemann-Liouville, e

D [f(z)g(x)] = i " [ L g(a)
n—1 xk—a dk
"X T —at D [dxkg(x)

k=0

) ] , (2.21)

para a derivada de Caputo: sao somas infinitas. Compare com a regra de Leibniz,

dr n n dn—k dk
= 2:22
G V@@ =2 | | om0 gget@) (222
n n!
onde = m, que envolve uma soma de n + 1 termos.
I '(n—k)!

Observamos, entao, que para as derivadas coincidirem, pela Eq. (2.19), o somatério

do lado direito da primeira linha (semelhante a uma série de Taylor, mas truncada),

n—1 k—o dk

Zr(kiaH) /(@) (2.23)

k=0 2=0
deve se anular. Devido a independéncia linear das poténcias de z, devemos ter f(x) tal
que suas primeiras n — 1 derivadas de ordem inteira sejam nulas quando aplicadas em
x = 0.

Alguns exemplos das derivadas de Riemann-Liouville e da derivada de Caputo:

o A derivada de uma constante. Talvez a diferenca mais significante entre as duas

defini¢oes seja a derivada de uma constante. Para a derivada de Caputo,
D¢.|cte] =0, (2.24)
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como esperado, ao considerar o calculo fracionario como uma extensao do calculo

usual. Porém, para a derivada de Riemann-Liouville [83], temos

D%[cte] = %x_a. (2:25]

A transformada de Laplace da derivada de Caputo precisar de condicoes iniciais
para as derivadas de ordem inteira, como mostrado no apéndice A, assim como a
derivada de uma constante ser nula, sao as principais razoes para usarmos a derivada
de Caputo em problemas fisicos; as férmulas parecem mais consistentes com o que

esperariamos, a priori, de uma extensao do calculo usual.

A derivada de poténcias. Dada a sua importancia na derivacdo de uma funcao
expandida em série de Taylor, também achamos relevante ilustrar as derivadas nao-
inteiras em poténcias de x. Note que podemos utilizar a expansao em série de Taylor
justamente porque as defini¢oes dadas pelas Eqgs. (2.13) e (2.14) sdo lineares. Os

resultados sao [83]

r 1
ﬁxp_a:Daxp, n—1l<a<n, p>n—1, peR,
0, n—1l<a<n, p<n-—1, peN,
(2.26)

para a derivada de Caputo, e

I(p+1)

Pl — ———— =
IF'p—a+1)

27 n—-1l<a<n, p>-1, peR, (2.27)

7

para a derivada de Riemann-Liouville. Estas sdo exatamente as generalizacoes da

n-ésima derivada de poténcias de x para a derivada usual,

d” P!
xp — _xp_n’ 228
g (p—mn)! (2.28)
ao fazer a troca do fatorial de inteiros para a fungdao ['(z) correspondente, e n — a.

Derivadas da exponencial e de fungoes trigonométricas. Para a fungdo exponencial,
D* = D¢ = exp|fx] = B%exp [Bz] . (2.29)
Em particular, para a = 1/2,

DY {Déﬂ exp [ﬁx]] = DY? {51/2 exp [ﬁx]] = Bexp [fz] = % exp[Bx].  (2.30)
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Com isso, podemos também calcular as derivadas de sen(fx) e cos(fx):

Dg [sen(Bz)] = Dg

2%, (exp (ifBx) — exp (—Zﬁ$))}

= 2% ((i8)* exp (iBx) — (—iB)" exp (—ifz))

Dg [eos(Ba)] = Da

1 , ,
5 (exp (iBx) + exp (—1555))}
_ % ((i8)* exp (iBx) + (—iB)* exp (—ifBx)) .

No limite em que o« — 1, recuperamos os resultados usuais:

D en(po)] = - ((6)" exp (i) — (~i8)" exp (~if)

= g (exp (iBx) + exp (—ifx))

= [ cos(fx)

D2~ eos(Bz)] — % ((i8)" exp (i82) + (~iB)" exp (~ifiz))
= g (1exp (ifx) — iexp (—ifx))

— —Bsen(Bx),

como esperado.
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CAPiTULO 3

POSICAO COMO VARIAVEL INDEPENDENTE,
OU A EQUACAO DO RELOGIO ANALOGICO

Nos livros-texto de MC e MQ, sempre tratamos a variavel temporal como independente,

e as quantidades de interesse como sendo fungoes do tempo, como por exemplo (em uma
dg(t)
dt '

e assim por diante. Escrever a Fisica dessa maneira é intuitivo, uma vez que gostariamos

dimensao), posi¢ao em fungao do tempo ¢(t), velocidade em funcao do tempo v(t) =

de fazer previsoes futuras de como particulas e sistemas vao evoluir; entdo perguntamos,
por exemplo: passados 12 min, em que posicdo a particula estara, com qual velocidade, etc.
Na MC, nada nos impede de perguntar o oposto: perguntar quanto tempo uma particula
levaria para percorrer uma distancia [, qual a velocidade que a particula possuiria nessa
posicao, entre outras perguntas. Ha um certo problema em definir uma func¢do neste caso
devido ao fato de esta quantidade néo ser univoca (por exemplo, num langamento vertical,
héa dois tempos diferentes nos quais a particula passa por um determinado ponto ¢, um
na subida, outro na descida). Isso difere da MQ), uma vez que o tempo é um parémetro
de evolucao cldssico, e as quantidades de interesse sdo escritas como operadores. Uma
inversdo dessa relagdo s6 faria sentido, nesse contexto, se o papel de tempo e posicio
fossem os mesmos, ambos sendo operadores, ou se fossem trocados: se o tempo fosse um
operador, e a posigao fosse um parametro.

Inspirados no comentario acima, neste capitulo consideraremos a posi¢do como a va-
riavel independente na MC, para potenciais dependentes apenas da posicdo, em uma

dimensao espacial, e analisaremos suas consequéncias. Por isso chamamos este capitulo
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de “A equacao do reldgio analégico”, pois estamos mapeando o tempo em funcdo da po-
sigdo, como num relégio de ponteiros. Diferentemente de abordagens anteriores [89-93],
que consideram o tempo (e em alguns casos, a energia) como varidvel dependente adicional
a posicao e a velocidade, com uma variavel adicional 7 servindo como o pardmetro in-
dependente, aqui simplesmente escrevemos o tempo newtoniano como func¢ao da posigao.

Como uma primeira ilustracao, considere a 2* Lei de Newton para massa m constante:

d?q
Fres -
e

— md, (3.1)
onde fica subentendida a dependéncia temporal de ¢, e o ponto significa derivada em
relagdo a t. Podemos reescrever ¢ em termos da fungdo inversa. Se ¢(t) é invertivel, vale

a expressao ¢(t(q)) = ¢, que, ao derivarmos em relacdo a g, teremos, pela regra da cadeia,

d _ de(t(@))d(t(a))
3 @) = == =1 (32)

Ao derivarmos novamente o lado esquerdo, obtemos

dfd d_(da(t(q)) d(t(a)
i |5 Gt - 5 (M) a) )
_d (dq( (g ))) d(t(q)) +dQ(t(Q))d2(t(Q))
~ g \di(g dg di(q)  d¢?
d ( dt(q) dg  dg dg * dt(q)  dg¢?

)
_d dq@(a))) d(t(g)) d(t(2)) (d(t(Q))>_l dg(t(q)) d*(t(q))
] v

q )
(d(t(Q))>_1 d (dQ(t( ))) [d(t(q)) ( (9)) d*(t(9))
dg dg \ di(q) dg di(q)  dg?

iy (0] 2007 s
q(( 7))

d2q(t d(t(g)\”
) q<q>2><<<>>>+ 0) () 2
d(t(q)) dt(q)  d¢?
. . . dgltlq)
que é nulo, de acordo com o lado direito da Eq. (3.2). Usamos na equacao acima W =
dg dt(q) ) R
= . Entao,
dt(q) ( dg
d*(t(q))
d |d d?q(t(q)) dg?
& |ttt o =T (3.4
dg
ou, escrevendo de forma mais compacta com t' = ﬁ eq—= dq
dg dt’
) t//
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Note que a derivagdo considera que existe inversa, que t(q) é diferencidvel pelo menos

duas vezes, e t' £ 0. A 2% Lei de Newton fica, entao,

t’ md |0 (1
Fr = —mis =~ 3 3 [% (?)] ’ (36)

como € facil de verificar. Integrando a Eq. (3.6), obtemos a solugdo geral para o tempo

em funcao da posigao,

t(q) = t(q) £ /q dg

m
q0 (j =
2m< 2 +/ dg Fres>
2ty q0

2
A . o ) ) m m
a dependéncia espacial de [ estando implicita, e identificamos o = %
0

0 significando velocidade temporal ' e velocidade espacial ¢ iniciais) como sendo o termo

, (3.7)

(o subindice

de energia cinética inicial. O termo na raiz quadrada pode ser reescrito de uma maneira

mais conveniente se levarmos em conta que

— (47 Fs = V(@) = V{g0) (3.8)

40

para uma forca conservativa. Dessa maneira, a quantidade dentro da raiz se torna

m 7 _ m _ i’
) + dq Fres — 572 + V(QO) — V(Q) — EO — V(Q)) (39>
2t0 qo 2t0

onde juntamos os termos iniciais na energia inicial total Ey = T + V(qo). Assim,
0

t(q) = t(QO) + q: dg \/2m (Em_ V(Q))

9 m
=t(q) £ [ dg—
qo p

a 1
= t(Qo) =+ dg -
q0 q

— #(go) = [ dgt, (3.10)

40

na qual escrevemos p = mg = m/t’ = \/Qm(Eo —Vl(q)), consistente com o esperado
quando comparamos, por exemplo, com a distancia percorrida entre os instantes tg e ¢

por uma particula com velocidade v(t):

o(t) — glte) = | dEu(D). (3.11)

to
Podemos nos perguntar como fica o formalismo lagrangeano [69] para esta situacao, e
quais sao as equagoes canonicas envolvendo ¢ e sua variavel conjugada candnica. Normal-

mente, €screveInos

ty
S:/ dt L{g, ¢ 1), (3.12)
ti
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=2

m
sendo a funcao L(q,§;t) = Tq — V{(q) a lagrangeana nao-relativistica do sistema e o

funcional S a acao classica. Esta funcdo nos fornece, através do principio da minima

acao,
t
5S =6 { "t L(g, ¢; t)} —0, (3.13)
g
a equacao de Euler-Lagrange
oL d (0L
=) =0 3.14
dqg dt ( ¢ ) ’ (3.14)

que nos fornece a dindmica do problema, sendo equivalente a 22 lei de Newton. Podemos
nos perguntar se, no caso que estamos tratando neste capitulo, existe uma lagrangeana
L(t,t';q) que nos fornega a acdo S e, através do principio de minima agéo, a equacao de

Euler-Lagrange equivalente,

gt oL d (oL
0S=6 [ dgLt,tq)=0 —= ———-—]=0, 3.15
" g0, 50 - (%) (3.15)
onde os termos sdo escritos em termos da variavel independente ¢. Se desejarmos que as
descrigoes sejam compativeis, podemos obter a nova lagrangeana a partir da lagrangeana

original através de uma mudanca de varidveis:

ty
5= dt (— - V(g
t;
ar dt
N ql dq <2t/2 —V(q))

fu(@-va

2!
aqr
= dg L(t,t';q)

qi

=S, (3.16)

onde identificamos L(¢,t'; q) = (2%/ —Vig)t > Note que L(q, ¢; t) possui unidade de ener-

gia, enquanto que L(t,t'; ¢) possui unidade de momentum. Substituindo esta lagrangeana

na equacao de Euler-Lagrange,

oL d (oL
Z_ (=) =0 3.17
ot dg <8t’> ’ (3.17)
teremos
" dV(q)
—M— = — 3.18
e dg ’ (3.18)
ou seja, nos fornecendo novamente a 2* Lei de Newton, Eq. (3.6), para uma forca conser-
. _dV(g)
vativa Fres = ————=.
dg
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Da Eq. (3.17), podemos obter, da mesma maneira que no formalismo usual, o momen-
tum py canonicamente conjugado a t. No caso usual, o produto das varidveis canonicas ¢
e p possui unidade de acao. Esperamos, entdo, que o produto ¢ p; também tenha unidade

de acdo; logo, p; deve ter unidade de energia. Entéo, pela defini¢ao [69],

_dL  m B
Pt = % — _2t—/2 - V(Q) = —H, (3-19>

ou seja, no caso de potenciais independentes do tempo e ¢ como a varidvel independente,
o conjugado canonico do tempo é o negativo da energia total. Além disso, no caso inde-

pendente do tempo, vemos que, através da Eq. (3.17),

d (oL dH
- <%> P 0, (3.20)

ou seja, a energia total é uma constante de movimento na posicao.

Com o objetivo de tratar, no Cap. 4, a MQ através desta nova interpretacdo, podemos
passar do formalismo Lagrangeano para o formalismo Hamiltoniano da maneira usual [69)].
Da mesma forma que obtemos a funcdo hamiltoniana a partir da lagrangeana através de

uma transformada de Legendre,
H(q,p;t) = 4p — L(q,¢; 1), (3.21)

onde também devemos escrever ¢ em termos do momentum canonicamente conjugado,
podemos obter a hamiltoniana desta interpretagdo através de uma transformada de Le-
gendre. Primeiro, usamos a relacdo dada pela Eq. (3.19) para escrever ¢’ em termos de
H:

m
V2m[H —V(q)]

(consequentemente, isso é o inverso de v = p/m) e substituimos isso na transformada de

t == (3.22)

Legendre:

P(t,pi;q) = t'pe — L(¢, 15 q)
4%—<@—V@0

2t
m _my2m[H - V() Vigm
V2mM-V(g)] 2 i V2m[H = V(g)]
__ m(H-V(g) _my2m[H V()
V2mM - V(g)] 2 i
—F/2m[H - V(q)). (3.23)
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Chamamos a Eq. (3.23) de momentuniana devido a sua unidade (unidade de momentum)
e de fazer o papel de hamiltoniana nesta interpretacao da MC.

Da mesma forma que no formalismo Hamiltoniano usual, temos as equacoes de Ha-

milton:
oP oP
g Rl 24
t o5, Tk (3.24a)
P
AL oP
e il .24
3 34 (3.24¢)
Utilizando a momentuniana, podemos escrever as equacoes de movimento:
- m : (3.25a)
V2mIH —V(q)]
I =L m (8‘/@) — 0, (3.25b)
V2mH - V(g \

D~

para potenciais independentes do tempo. Tais equacgoes nos mostram que H = Hy

uma constante de movimento no espaco; além disso, t' diverge quando V(q) = Ho:

w

“velocidade temporal” aumenta (em valor absoluto) drasticamente perto de tal limite, o
que é esperado, uma vez que t' é o inverso de ¢, que vai a zero para V(q) = Ho (sem
energia cinética).

Classicamente, como dito anteriormente, os resultados sdo consistentes com os de
livros-texto usuais. Porém, quando consideramos as consequéncias de tal interpretacdo
na MQ, propriedades diferentes comecam a surgir. Em particular, o operador obtido
através da quantizac¢do da momentuniana, o que chamaremos de operador momentuni-
ano, obtido fazendo a troca dos parametros H e t na Eq. (3.23) pelos operadores HeT (a
escrita em negrito matematico para deixar claro que estamos considerando esta interpre-
tagdo alternativa), é idéntico ao operador de momentum independente do tempo de uma
proposta recente de uma extensao da M) usual, chamado de formalismo simétrico no
espago-tempo, ou formalismo STS [61,62]. Acreditamos ser mais didatico separar este ca-
pitulo apenas para uma justificativa da existéncia do formalismo STS, e dedicar o Cap. 4

para apresentar o formalismo de uma maneira mais completa.
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CAPiTULO 4

O FORMALISMO SIMETRICO NO
ESPACO-TEMPO DE DIAS-PARISIO

Mesmo com o no-go theorem de Pauli sobre operadores temporais na mecanica [42] (veja
o apéndice B para uma versdo resumida), tentativas de se incluir e entender um operador
tempo na MQ) foram feitas no decorrer dos anos. O formalismo STS [61,62], que utilizamos
nesta tese, propoe uma extensdo da MQ usual, de maneira a simetrizar os papéis de
posicao-tempo e energia-momentum. Se pudéssemos tratar probabilidades levando em
conta a possivel existéncia de um operador tempo na MQ, a probabilidade de encontrarmos
uma particula em uma posicao entre ¢ e ¢ + dg, exatamente em um tempo ¢ de precisdo
arbitraria, deve ser rigorosamente zero, uma vez que o tempo é uma variavel continua.

Por outro lado, a quantidade
Prob(q,t)dgdt = f(t) |¢(q,t)|° dqdt, (4.1)

ou seja, a probabilidade de encontrar a particula em uma posicao entre ¢ e ¢ + dg em
um instante de tempo entre ¢ e ¢t + d¢, é bem definida. Na expressdo acima, [¢(q, t)|2 éo
médulo quadrado da funcdo de onda usual da MQ), e f(¢) é uma fungdo extra, relacionada

a incerteza temporal. Tal expressdo pode ser dividida em duas partes:
+ f(t)dt é a probabilidade da ocorréncia de um tempo entre ¢ e ¢t + dt;

o |9(q, t)|2 dg é a probabilidade de encontrar a particula entre ¢ e ¢ + dg dado que o

relégio marcou t.
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Esta interpretacao é proveniente da Regra de Bayes [94],

Prob(B|A) Prob(A)
Prob(B) ’

Prob(A|B) = (4.2)

onde Prob(A) [Prob(B)] é a probabilidade de se observar A [B], e Prob(A|B) [Prob(B|A)]
¢ a probabilidade condicional de se obter A |B] dado que se observou B [A]. A fungdo
f(t), infelizmente, nao nos é fornecida com o conhecimento apenas do estado do sistema,
mas dependerd de configuragoes do laboratoério, possivelmente da preparacao do estado,
entre outras coisas.

A proposta do formalismo STS é estender o Espaco de Hilbert da particula com al-
gumas condi¢oes novas, de modo a fornecer a estatistica e interpretagoes sobre questoes

experimentais cuja MQ usual é incapaz de fornecer através dos métodos usuais.

+ Condigao 1:

O espago minimo necessario para descrevermos uma particula sem spin em uma
dimensao espacial ¢ Hiot = Hpos @ Hiempo, onde Hpos € 0 espaco de Hilbert da
teoria quantica usual, € Hiempo ¢ 0 espago de Hilbert estendido, e tao intrinseco
ao sistema de interesse quanto Hpes. Em discordancia com o mecanismo de Page
e Wootters [43-45] (veja o apéndice C para um resumo), onde a “evolu¢ao sem
evolucao” ocorre entre graus de liberdade do sistema de interesse evoluindo em
relagdo aos graus de liberdade de um sistema adicional que atua como um relégio (o
sistema total estando em um estado estaciondrio), as propriedades e caracteristicas

de Hiempo sdo intrinsecas ao sistema de interesse.

O estado completo do sistema é descrito pelo vetor de estado

||\I/>/_O:Odq/_o;dt\11(q&t)|qt> € Heor, (4.3)

sendo |¢t) = |q) @ [t) o ket de “posicdo” no espaco de Hilbert total, e W(q&t)
é o ket de estado projetado em {(gt|. A notagdo de ket duplo serve para deixar
claro que estaremos tratando posigdo e tempo na mesma hierarquia, e é diferente
da notagao de ket duplo |¥)) do mecanismo de Page e Wootters, como usado no
apéndice C, para deixar mais explicita a diferenca entre os formalismos. A funcao
de onda W(q&t) nao é equivalente a fungéo de onda ¢ (q,t) da MQ usual, estando
relacionada com a densidade de probabilidade no lado esquerdo da Eq. (4.1) através

de Prob(g,t) = |(q & t)[*.
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Podemos escrever também a Eq. (4.1) através de

V(q&t) = (g, t)y/ f(t) exp (ifg, 1)) = &(t, 0)\/ 9(a) exp (iB(q,1)) - (4.4)

Consideramos neste trabalho a(q,t) = 5(¢,t) = 0. A segunda igualdade vem da
nova interpretacdo: enquanto ¥(q,t) é a fun¢édo de onda no espago usual, ¢(t,q) é
a funcdo de onda no espacgo temporal: dessa forma, novamente através da regra de
Bayes [Eq.(4.2)], g(q) dq é a probabilidade da medida ser realizada entre ¢ e g + dg
e |o(t, q)|2 dt é a probabilidade de o relégio marcar um valor entre ¢ e ¢ + d¢, dado

que a medi¢ao estd sendo realizada na posicao q.

Da mesma maneira que a teoria usual ndo consegue nos fornecer f(t) em geral,
também ndo conseguimos obter ¢(q) através apenas do espago extra do formalismo
STS, dependendo novamente da configuracao do laboratério, preparagao do sistema,
etc. Porém, tanto f(t) quanto ¢g(¢) ndo séo arbitrarias, devendo satisfazer, pela regra

de Bayes, Eq. (4.2),

Prob(g, t) dgdt = f(£) [¢(q,t)|* dgdt = g(q)|6(t,q)|* dgdt. (4.5)

Em particular, se f(t) = d(t — t,.), onde t,, é o tempo em que ocorre a medi-
¢ao, recuperamos a interpretacdo probabilistica usual da MQ. Analogamente, para
9(q) = 6(q¢ — @), onde agora ¢, é a posicio em que a medigdo ocorre, Nos per-
mite considerar a posi¢do como um parametro classico com precisao absoluta, assim
como na MQ usual o tempo possui precisdo absoluta. Devido a esta interpreta-
¢éo probabilistica, usaremos a mesma notagao do artigo original, ¥)(q,t) = ¥(¢t) e
o(t,q) = ¢(t|q), para deixar mais evidentes os papéis de cada quantidade nas suas

respectivas interpretacoes.

Explicitamos aqui algo importante deste paradigma: em experimentos em que o
tempo estd fixo de alguma forma (por exemplo, o experimentalista vai checar os
resultados apenas apds o experimento ser concluido), todos os resultados da MQ
podem ser obtidos, em principio, através do conhecimento da funcao de onda v(q¢|t).
Por outro lado, se ndo nos importamos com medigoes de posicao, como por exemplo,
em experimentos de tempo de chegada (o detector é um objeto classico com posigao
e momentum bem definidos para todo instante de tempo em principio), o formalismo
sugere usar a fungao de onda ¢(t|q) para obter as estatisticas. No caso em que sejam

necessarias ambas as condigoes, devemos usar a fung¢éo de onda completa ¥(q & t).
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+ Condigao 2:

Em analogia aos operadores Q e Pda MQ usual, e o hamiltoniano H (Q, ]5, t) escrito
em fungao desses operadores e do parametro classico ¢, que atuam no espaco Hpos;
podemos definir suas contrapartes no espago de Hilbert temporal. O parametro

classico em Hiempo ¢ ¢. Para o operador tempo TT,
Tty =¢t|t), (4.6)

onde |t) é o autovetor de T com autovalor t, de maneira analoga ao operador Q na
MQ usual. Tais autoestados devem satisfazer (¢'|t) = §(t —t') (relagdo de ortogona-

lidade) e 1 = / dt |t)(t| (relagdo de completeza).

Para o anélogo do momentum na MQ usual, definimos o operador de energia H, de

maneira semelhante a teoria usual:

(qt|P||%) = —ma%\p(q&t); (4.7a)
{qt|H||w) = +ih%ﬁ/(q&t), (4.7b)

com o sinal positivo colocado ad hoc, como feito na Ref. [61]. Podemos obter a
mesma definicdo a partir da discussao do Cap. 3: da quantizagdo de varidveis cano-
nicas, temos |&, p,| = ih1, sendo 1 o operador identidade e « e p,, a posi¢ao genera-
lizada e seu momentum canonicamente conjugado, respectivamente. Isso nos leva,

por métodos conhecidos em livros-texto [39-41], a

(alfalth) = ~ih- (o). (18)

Assim, para os operadores temporais (que fard o papel de coordenada generalizada)
e de energia (que fard o papel de momentum canonicamente conjugado), temos
ihl = ﬁT, ﬁﬂ = — ﬁT, ﬂ:q, nos levando diretamente a Eq. (4.7b), uma vez que o
momentum canonicamente conjugado a t é —H. O sinal negativo no comutador
de T e H também explica o sinal positivo na derivada temporal da equagdo de
Schrodinger,
o(t)) = ih s (1))

Além disso, também obtemos a relacdo de incerteza entre energia-tempo diretamente

através da relacao de comutacao:

ATAH >

no | ¢

. (4.9)
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Importante observar que, assim como nao temos AIAH > h/2 na MQ usual, ja que
t é um parametro cldssico, nao possuimos AgAP > h/2 no espaco temporal, ja que
g ¢ um parametro classico neste espaco.

’

O anélogo do hamiltoniano da M) usual, o operador de momentum [IADi(TT, [l:|,q), ¢

definido através da quantizagao da Eq. (3.23), fazendo-se a troca

¢ T
q — q ; (410)
H H
Explicitamente,
P = £\/2m(H - V(q)), (4.11)

para potenciais independentes do tempo!. Este operador terd o papel de gerador

da dinamica em seu respectivo espago: enquanto na equacao de Schrodinger, temos

I 4(t)) = +ihid, |¢h(1)), no STS teremos

B* |9(q)) = —%% 16(a)). (4.12)

Esta equagao produz a evolugdo espacial, ou o deslocamento, da funcao de onda
¢(t]q); compare com o hamiltoniano que, através da equagdo de Schrédinger e do
operador de evolugao temporal, produz uma evolucao temporal na funcao de onda

Y(qlt).

Por causa do sinal £ na defini¢ao (4.11), escrevemos

P= az\/2m([H - Vig), (4.13)

que a partir de agora chamaremos de momentuniano, em analogia a fun¢dao momen-
tuniana da Eq. (3.23) e ao hamiltoniano. O objeto 6, = Diag(1,—1) é uma matriz

de Pauli. Também devemos escrever a funcao de onda como uma matriz coluna,

{tl¢™(a)) ¢ (tlq)
{tlo~(q)) ¢~ (tla)

¢(tlg) = (tlelq) =

(4.14)

INa Ref. [61], os autores definem o operador P+ para potenciais dependentes do tempo como

Pt = :I:\/Qm {[ICI — V(qJAT)] Como nossos resultados a partir da MC s6 sao validos para potenciais

independentes do tempo, preferimos considerar apenas este tipo de potencial.
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Com isso, reescrevemos a Eq. (4.12) de forma compacta como

0

Plo(q)) = iz 16(a) - (4.15)

Devido a presenca de duas componentes, a densidade de probabilidade neste espaco

deve ser escrita como p(tlg) = [¢(tla)l” = &' (tla)d(tla) = |o" (tla)* + o (¢la)[*.

Ao projetarmos a Eq. (4.15) em (t|, obtemos

(1]Plo(a)) - @J 2m (h% . v<q>)¢<t|q> g o). (110

Notamos que, em geral, o momentuniano utilizado no STS fornece derivadas de

ordem ndao-inteira. Vemos isso explicitamente, por exemplo, para a particula livre:

0 ! H1/2
\/2mihaqﬁ(t|q) = \/2mih\/%gzﬁ(t|q) = \/2mihmqﬁ(t|q). (4.17)

Com a justificativa a partir da MC que mostramos no Cap. 3, isso acontece na-
turalmente na interpretacao do formalismo STS. Compare com, por exemplo, os
trabalhos de Laskin [85-88|, onde o autor insere ad hoc as derivadas de ordem nao-

inteira, substituindo a derivada espacial, a derivada temporal, ou ambas.

Para uma aplicacdo deste formalismo utilizando o valor esperado do operador T como
o tempo de chegada de uma particula e comparacdo com experimentos, sugerimos a
Ref. [62], onde os autores comparam resultados obtidos experimentalmente da Ref. [95],
com seu formalismo e resultados obtidos através do Tempo de Fase (phase time) e do
tempo de Biittiker-Landauer [63-65]. O formalismo STS mostrou um grau muito bom de
concordancia com os experimentos (para mais detalhes, veja o apéndice D, que explica
sobre os tempos de fase e de Biittiker-Landauer, e a Ref. [62], resumida no apéndice E,
que explica a comparagéo feita por Ximenes, Dias e Parisio), e é o principal motivo pelo

qual o utilizamos.

4.1 Valores esperados no formalismo simétrico no es-
paco-tempo

Uma teoria fisica deve ter uma boa concordancia com a vida real para ser de interesse. Na

MQ usual, esta conexao ¢ feita pela estatistica do experimento e pelo valor esperado de um
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observével A. Este objeto, quando calculado em um estado [¢5(t)), é escrito como [39-41]:

o (@) Ajp)
A= o (418

o subindice 7 indicando que este valor depende do estado preparado. A expressao acima é
equivalente a calcular a média dos resultados de medi¢oes do observével Aemum conjunto
(ensemble) de sistemas identicamente preparados, dado que a medida ocorreu no tempo
t. Chamamos a atenc¢ao aqui para o fato de que em geral, ndo escrevemos o denominador
da Eq. (4.18), uma vez que a fungdo de onda é normalizada & unidade e o hamiltoniano
preserva a normalizagdo na evoluc¢do temporal, devido & sua hermiticidade (a evolucdo
é unitdria). A normaliza¢do ser constante pode ser interpretada, como argumentam os
autores da Ref. [62], da seguinte maneira: a particula descrita pelo estado |[¢(t)) deve
existir em alguma posicao, independente de qual instante de tempo o experimento ocorre.
Qual posicao, especificamente, é irrelevante, basta que ela exista em alguma.

Da mesma forma, podemos calcular o valor esperado de um operador que atua no
espago de Hilbert temporal Hiempo. Se o sistema é descrito pelo estado |¢(q)), o valor

esperado do operador B ¢ dado por

A

o {(6@)]|Bé(a))
), =" Gmay

A discuss@o aqui fica mais delicada: o objeto no denominador, (¢(q)|¢(q)), é relacionado

(4.19)

a densidade de probabilidade de medirmos uma particula num tempo qualquer, dado
que a medida esteja acontecendo em uma posicdo ¢, com precisdao arbitraria. Considere,
por exemplo, um elétron passando por uma dupla fenda. Existem pontos gpreibides quie sao
proibidos?; a existéncia de franjas escuras em um anteparo, apds um niimero muito grande
de repetigoes, demonstra isso. Para estes pontos, entao, (&(gproibidos)|®(Qproibides)) = 0, €
temos uma das principais diferencas entre a dinamica no espaco de Hilbert espacial e do
espaco de Hilbert temporal: enquanto por um lado, sempre encontraremos a particula
em alguma posigao, independente do tempo do experimento (interpretagao usual), por
outro, nem sempre encontraremos a particula em algum instante de tempo, dependendo
da posi¢do em que estamos (interpretagao STS). Em geral, (¢(q)|¢(q)) # cte.

Matematicamente, podemos calcular as variagoes em relagdo aos seus respectivos pa-

’Neste exemplo, os pontos Jproibidos 540 08 nés da fungao de onda usual.
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rametros classicos:

—mdiq (b@)le(@)) = (@@ P)16(a) — (@) (Plé(a))

= (o(g)| (PT—P) lo(q)), (4.20)

que nao ¢ necessariamente nula, uma vez que P nao ¢, em geral, um operador hermitiano.
Logo, a evolugao espacial ndo é, em geral, uma operacao unitaria. Compare com o analogo

na M@ usual:

d

th— (1) =

- SOUIT) [ (0) = )] ([0 ()
ot —a

(¢
= ()| (A= H) [v(1))
07

(4.21)

pela hermiticidade do hamiltoniano. Entdo, a evolugdo temporal é unitaria, e preserva a

normalizacao.
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CAPiTULO 5

APLICACAO DO FORMALISMO STS

Como discutido no capitulo anterior, para experimentos onde, por exemplo, temos preci-
sao arbitraria na posicao |g(x) = d(x—x,,)] (que serd o caso no decorrer do nosso trabalho),
podemos utilizar apenas o formalismo STS, isto é, a estatistica relevante é proveniente
do vetor de estado |¢(q)). Toda a evolugao necessaria sera obtida a partir da Eq. (4.12).
Resolver tal equacao, para um potencial genérico, é extremamente complicado, devido a
presenga da raiz quadrada na definicdo da momentuniana, Eq. (3.23), e por consequén-
cia, do momentuniano, Eq. (4.13). Para os propédsitos do nosso trabalho, consideramos
dois limites para expandirmos o momentuniano: um limite de potencial fraco e outro de

potencial forte.

5.1 Potencial fraco

Partindo da momentuniana, considere que V(q) < H, ou seja, praticamente toda a energia
da particula estda na energia cinética. Podemos, entdao, expandir em série de Taylor até

primeira ordem, de maneira que

P =+y/2m(H - V(g)) ~ £V2mH (1 — %%) , (5.1)

onde usamos 1 + A ~ 1 + A/2 para A suficientemente pequeno, e A\ = V(q)/H. Ao

quantizarmos esta momentuniana, obtemos

“ R N 1V(q) . 1 IV(q)
Pr~é,V2mH (1 — =—2 ) =6,V2m [HY?2 — == . 2
7.\ 2m ( > ) ) m( > Fie (5.2)
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Se o potencial dependesse do tempo, deveriamos, possivelmente, precisar fazer uma si-
metrizacdo devido a nao-comutatividade de H com T. Como nesta tese s6 utilizamos
potenciais independentes do tempo, por ora ndo ha a necessidade de nos preocuparmos
com 1sso.

Quando projetados em (t|, os operadores HY2 e 1/HY2 — H=/2 nos fornecem derivadas
e integrais fraciondrias de ordem 1/2; respectivamente. Estes operadores foram discutidos
no Cap. 2. Utilizaremos, para a derivada de ordem 1/2, a derivada de Caputo! e a integral
de Riemann-Liouville [81,83]. Entdo, a equagao da “dinamica”, quando projetada, se
escreve

1/2 w7 5-1/2

L0 . #3

(5.3)

Esta equagao diferencial parcial fracionaria pode ser resolvida por diversos métodos, por
exemplo, pela transformada de Laplace de derivadas e integrais de ordem nao-inteira. Por
ora, focaremos em um potencial constante V(q) = V4, que serd o potencial utilizado na
Secao 5.3.

Apés multiplicarmos a Eq. (5.3) por &, escrevemos ¢*(t|q) = F*(t)G*(q) e fazemos

uma separacao de varidveis. Entdo, a Eq. (5.3) fornece duas expressoes,

pGT(q) = Fihd,G*(q); (5.4a)

p FE(t) = V2m | Viho* — 2%@ V2| ), (5.4b)

p sendo a constante de separacao, e fizemos uso da linearidade das derivadas e integrais.
Notamos que F7(t) e F~(t) satisfazem as mesmas equagoes; portanto, sem perda de
generalidade, podemos considerar F*(t) = '~ (t) = F(t).

Para solucionar as Eqs. (5.4a) e (5.4b), usamos os ansdtze

GE o exp i%pq} (5.5a)

F(t) o< exp [—iwt], (5.5b)

1Na nossa opinido, a derivada fracionaria de Caputo tem uma interpretacio fisica mais adequada. Em
primeiro lugar, a derivada de uma constante é nula, como discutido no Cap. 2. Em segundo lugar, a
extensao da transformada de Laplace para ordens nao-inteiras é direta e a transformada de Laplace requer
apenas condigoes iniciais de ordem inteira, como podemos ver no apéndice A, que sdo mais familiares

para os fisicos.
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junto com a propriedade da derivada de ordem nao-inteira da exponencial,

8}

5 exp [l = 8 exp [81], (56)

para obter, através da parte temporal, a relagdo de dispersao

p= \/7<1 - %) (5.7)

Esta é justamente a expansdao em série de Taylor em primeira ordem do momentum de
uma particula com energia F = hw sujeita a um potencial V. Entdo, na aproximacao de
potencial fraco, o momentum no formalismo STS ¢é consistente com resultados conhecidos
da MC e da MQ.

Reescrevendo p = v2mhw (1 — %> 2m (E — V), resolvemos esta equagéo para

E, no limite de potencial fraco, para obter

P2
E~—4V. 5.8
2mJr 0 ( )

Por completeza, como o potencial nulo esta dentro deste limite, podemos mostrar o exem-

plo para V(gq) = 0, e obtemos o resultado exato

¢*(tlg) = exp [—ip—mt =2 —pCJ , (5.9)

que é idéntico a funcao de onda v(¢|t) para a particula livre da MQ usual, também obtido

pelos autores na Ref. [61].

5.2 Potencial forte

Por outro lado, podemos considerar uma expansao em série de Taylor da momentuniana,

dada pela Eq. (3.23), no limite de potencial forte, V(¢q) > H. Teremos, entéo:

P = xy/2m(H - V(q)) = /—2mV( )[1—%()1 (5.10)

que, ao ser quantizada e projetada em (t|, nos fornece

“mV(@) [1 - gﬂ oltla) = 5.9l (5.11)

Curiosamente, dentro desta aproximacao, a intensidade do potencial suprime os efeitos

fracionarios e a ordem da derivada temporal é a mesma da derivada espacial, iguais a
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unidade. Escrevendo novamente ¢*(t|q) = F£(t)G*(q) e separando as equacoes, obtemos

il GHa) [ 1B = 2V (@) G*(0) (5.12a)

0
zhEFi(t) = BEF(t), (5.12b)

valida para potenciais genéricos, e F é a constante de separacao. Novamente, a equacao
envolvendo apenas o tempo tem a mesma forma para F(t) e F'~(t), entdo consideramos

FT(t)=F~(t) = F(t). A solucdo para a Eq. (5.12b) é trivial, nos fornecendo
F(t) o exp (—%Et) , (5.13)

possuindo a mesma forma da solugdo temporal para o potencial fraco, Eq. (5.5b).
Para a parte espacial, vale lembrar que estamos no limite de potencial forte: podemos

reescrever o termo do lado direito da Eq. (5.12a) como

g [P 2V (@) = —y/2m(B V(). (5.14)
0 que nos leva a escrever
£ b GHa) = — 2B — V@) GHa) (5.15)
que possui solucio do tipo
GE(g) = exp i%/qq dq'\/2m(E — V(q’))} — exp (i%S(E,q)) , (5.16)

com ¢y dependendo das condicoes de contorno do problema, e S (E,q) é a acéo classica
abreviada [96], relacionada com a agdo classica usual através de uma transformada de
Legendre,

S(q,t) = S(F,q) — Ft. (5.17)

Como um exemplo, considere o potencial constante, V(¢) = V5. A menos de uma cons-

tante multiplicativa,

G*(g) = exp {i%pq} : (5.18)

sendo p = /2m(F — V,) € C o momentum da particula, um imaginario puro, consistente
com relagoes de energia-momentum conhecidos da MC e MQ para uma particula com

energia F sujeita a um potencial Vj, dentro da barreira.
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Gostarfamos de notar que essa relacdo entre energia e momentum foi obtida a partir
do préprio formalismo. Na Ref. [62], os autores utilizam, nas Eqgs. (22) e (23), esta relacao
por analogia com o coeficiente de transmissao obtido através da equacao de Schrodinger.

A Eq. (5.16) confirma esse uso.

5.3 Resultados

5.3.1 Tempo de voo e tempo de tunelamento

Apenas com o valor esperado de (T) (¢) ndo podemos obter predigoes de tempos de voo e
de tunelamento. Assim como fazemos para medir uma distancia, precisamos saber onde

estd o zero da “régua” temporal. Desta maneira, seguindo a Ref. [62], definimos

Tsrs (6 = ar) = (1) (gr) — (1) (a1) (5.19)

como sendo o tempo médio que a particula leva para sair de uma posicao ¢; para chegar
numa posicao gr.

Um comentario importante precisa ser feito sobre a Eq. (5.19). Alguns trabalhos, como
por exemplo a Ref. [97], comentam que a pergunta “quanto tempo um objeto quantico
demora para tunelar através da barreira?” é méa-colocada, uma vez que nao é possivel, em
geral, demarcar as regioes de tunelamento e de nao-tunelamento, exceto para barreiras
quadradas: para um pacote de onda numa barreira gaussiana, por exemplo, um deter-
minado ponto ¢; terd energias acima e abaixo da barreira diferentes de um outro ponto
g2. Além disso, ao considerar um pacote, haverd dispersao, entao “chegar” pode se referir
a parte do pacote, sempre havendo informacao parcial. Os autores argumentam, entao,
que a pergunta correta é “quanto tempo a particula quantica demora para atravessar a
barreira?”. A Eq. (5.19) é ainda mais genérica, uma vez que ela simplesmente pergunta
“qual é o tempo médio para uma particula se mover de ¢; a ¢¢”, e isso inclui tanto barreiras
retangulares como barreiras genéricas, como por exemplo a barreira gaussiana da Ref. [98]
(veja o apéndice F), além de ndo tratar apenas do tunelamento, mas também de tempos
de voo. Expressoes como o tempo de fase e o tempo de Larmor sdo aplicadas a ondas mo-
nocromaticas (isto é, uma componente energética apenas) [13,61,64,66,97], enquanto, em

principio, a Eq. (5.19) é genérica, podendo ser usada tanto para ondas monocromaticas
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quanto para pacotes de onda (assim como, por exemplo, o tempo de voo de tunelamento?
da Ref. [97]).

As solugoes que nos levardo as Eqs. (5.43) e (5.45), junto com F(t) = exp(—iFEt/h),
sao autofungoes do momentuniano, Eq. (4.13), com autovalores p = V2mE fora da re-
gido espacial da barreira ou p = (/2m(F — V;) dentro da regido espacial da barreira.
Quando preparamos sistemas para experimentos na MQ usual, geralmente o descrevemos
utilizando um pacote de onda, através de uma combinacao linear de autofuncgoes do ha-
miltoniano H. Da mesma maneira, uma vez que P é um operador linear, combinagoes
lineares de solugoes da Eq. (4.12) também sdo solugoes da mesma equagao. Entdo, as

componentes do pseudo-spinor ¢(t|q) que utilizaremos sdo

F(la)= [ AB Cf e (— 1 Br) GH(q), (5.20)

Emin

onde os limites Fui, € Fhax precisam respeitar as aproximagoes de potencial fraco/forte,
e C% é a distribuicao de energia. Mudamos a notacio de G*(q) para G*(I7, ¢) para expli-
citar sua dependéncia energética. Estamos cometendo um abuso de notagdo utilizando o
mesmo simbolo ¢*(t|q) (que utilizamos para as autofuncdes de [IAD) para o pacote de onda,
mas como a partir de agora s6 trataremos o pacote de onda, esperamos que nao haja
confusao. Também ndo escreveremos mais os limites da integracao, mas sempre devemos
levar em conta de que Fnn € Fmax Precisam respeitar os limites que levam as Eqgs. (5.3)
e (5.11).

Usando a rela¢do de completeza 1 = / dt [t)(t|, escrevemos o valor esperado de T

como [61,62] R
A ()| T]ela)
(D@ = s
/ dt ¢ p(t|q)
S = B—— (5.21)
/_ dtp(tla)
onde
p(tla) = o' (tla)o(tlq)
— /Eimjx dE O} exp (—%Et> G (E,q)
4 /Eizax dE Cg exp (—%Et) G~ (F,q) (5.22)

2Traducao livre de “Tunneling Flight Time”.
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A Eq. (5.21) tem uma forma muito similar com, por exemplo, a Eq. (4) combinada com

a Eq. (3) da Ref. [97]:

Py = - PP (Eq. (3), Ref. [97])
| dtlwerap
(t) = /O T APy, b, (Eq. (4), Ref. [97))

com algumas diferencas. Primeiro, as Eqs (3) e (4) da Ref. [97] possuem limites de
integracao de 0 a oo, significando que a particula chega na posi¢éo inicial (o inicio da
barreira) no instante ¢ = 0. A Eq. (5.21) possui limites de integragdo de —oco a oo,
provenientes da relagdo de completeza. Segundo, a posicao do detector Y é muito distante
da regido da barreira, e o tempo de voo é obtido ao comparar a evolugdo com a barreira
versus a evolu¢ao sem a barreira. A Eq. (5.19) é arbitraria, uma vez que no formalismo
STS a posicao é considerada um parametro cléssico, como discutido no Cap. 4.

Para facilitar o clculo do valor esperado proveniente da Eq. (5.21), podemos conside-
rar separadamente o numerador N = / O:O dtt p(t|q) e o denominador D = / O:O dt p(t|q).

Para o numerador, temos:
N E/OO dtt p(tlq)
=% / Tt
p= /=00 min
o0 Emax 1
= / dtt [/ dE Clyexp (——Et) GT(E,Q)]
p— S —00 FEmin h

Emax _ " _ _ *
x [/ dB CLexp (—%Et) GT(E,Q)] , (5.23)

Emin

2

B r ¢ r

onde a barra significa mudar £ — E e o sfmbolo * denota conjugacdo complexa. A

integral em ¢ pode ser reescrita como

o0 Z = o ) a —
" dttexp | (5 - B) t} — ~2nili_—5(F - ), (5.24)
onde usamos
7 — L0 1 -

como pode ser facilmente verificado, e a representagao integral da Delta de Dirac [99],
/ dp exp [ip(x — a)] = 2wé(x — a). (5.26)
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Com isso, o numerador é escrito como:

Emax Emax BT — a et
N =272y / dE dE CLG (B,q)CF G (B, )5 =0(E— E).  (5.27
r—-4 min Emin
Integrando por partes, fazendo u = C’%*GT*(E, q), dv = 050(F — E)dFE, teremos
N = —2rif? 3 |
r=-+
+2mint Y [
ri=zk
Ema
— —2mih? Z /
r==
+2min? Y [
=y in
B o

+ 2mik? ))) /E " AB CpGr (B,0) 57 [CF 6™ (B, )

— —mih? Tz: {

Ema

* iald Tk YT (T n Emax
B CR67(B,q) | CR G (B, (B - B ]
B e Binee I 0 Tk YT (T
B CRGT(E,q) [/Em dE (5 — B) [efe (E,Q)H
) ’ dFE O%GT(EP q) {C]TitnaxGT* (Emax7 Q>6(Emax - E>:|

Ema

CAECRGT (B, q) [CF G (Buins 0)0(Bus, — )]

i G (B @) —

}Tﬂmin G" (Emim Q) ﬂ

=
B o
+ 2mik? 2 /E " AB CR6T(B,0) 55 (O G (B.a)), (5.28)
onde usamos
a 0
[z 5(20) = [ de f(2)5() = % £0). (5.29)

Os termos integrados na Eq. (5.28) podem ser reescritos se fizermos a antiderivada do

diferencial do médulo quadrado. Escreva h(E) = CLG™(E, q):

L A (B)] = (B~ (B

Emin
T ARE BB + [ AR (B)] h(E
= [ A ) - [ dpe ()] ()
 fBee  OR(E) Emax  Oh*(E)
= [ an = (E)+/Emm B =2h(E).  (5.30)
Frrax *
O termo /E dE aha(EE>h(E) ¢ exatamente a integral nao calculada na Eq. (5.28).

Portanto,

Emax 3
N: (32 E r r E a TR YTk E
il ZJ/Em AB CpG" (B, q) 5 [CFG™( ,q)]]

: Bmox T VPR d Il
_Wlh27;: [/Emin dEOEG (E,q>a—E [CEG (E,q>]‘| s
ou ainda, usando a propriedade de que

CyG™(E,q)08[CpG (B, q)] = [C5G"(E,q)0s [CFG™ (E,q)lI",
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e z — z* = 2ilm(z), teremos

Emax
N=ri2y [/ AE G167 (B, q) -2

by 55 CE 6.0

Hrnas o
B2 Tk Ve
ik 2[/&] AE C G (B, )57 [5G (E,q)]]

— 2y /Em 4B CLGm (B, )2 (TG (B, )]
— T = Eoin FE q aE 7q

—nil? Y [ /E im dE [OT (B, q) aa [CHG™(E, q)]ﬂ

r=d
Emax
— 271 3 Im [/ dE CL0r (B, q) -2
=k

o CEemE.al].

Com um raciocinio similar, o denominador se torna

—2wh2/ “AE LG (B, 9, (5.31)

mln

o que finalmente nos fornece

Ermax o .
3 1m [ | B Cp6T (B, )7 [CRGT (B, q)

T)(q) = —h—=
& ¥ [ G5 (E )

: (5.32)

sempre lembrando que os limites das integrais em F devem respeitar os limites de potencial
fraco ou forte nas suas respectivas regioes. Obtemos, assim, a receita para calcular tempos
médios de voo e tunelamento para potenciais constantes suficientemente fortes/fracos,

dependendo da regido. Em particular, no caso que estudaremos,
Ters(0 — L) = (T) () — (T) (0), (5.33)

para uma barreira localizada entre g =0 e ¢ = L.
Podemos obter um entendimento melhor da Eq. (5.32), ao expandirmos a integral no

numerador. Usando a regra do produto,

Blorase o . Fes o
[ aBCy6r (B, q) = (56T (B )l = [ dB CLGT (B,q)Cy 5 =G (B,q)

oF Frin EoE
T B (B G B )2 &
+ Bt FE ( ) Q> ( ) Q> 8E
= [ a8 Oy 67 (B )G (B, )
7 o E ) q aE q

+/ AE CL |G (B, q)? —(JT* (5.34)
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0
Para distribuigoes de energia CF, reais, a integral envolvendo a—EC'g* é real, e nao contribui

para a Eq. (5.32). Portanto, precisamos nos preocupar apenas com a integral envolvendo

550 (E,q). Neste caso, utilizando a Eq. (5.16) para escrever G™(E, q),

0
Emax 2 a /Emax 3 9 a < Z B >*
r r e _ » " J lep
/Emin dE |Cg[" G7(E, @) 55G™ (B, q) . dE |Cp["|G™ (B, q)I" 55 (17 5(E, )
Ti B 2 5 a = *
P (A i r hal E
hle dE |Cp"|G"(E, )| BY5 {S( ,q)}
T'Z Erax .
S dE |CyI* |G(B, q))* Th,..,  (5.35)
Emin
a —~ 4 , § - . . .
onde T),,.. = BT {S (E, q)} é o tempo classico, que € real para energias acima da barreira

e imagindrio para energias abaixo da barreira. Ao utilizarmos a Eq. (5.35) na Eq. (5.32),
observamos que, se a particula possui energias abaixo da barreira, T,... ¢ um imaginario
puro, de modo que a integral acima nao contribui para o valor esperado do tempo. Logo,
para o tunelamento, o valor esperado de tempo de tunelamento é nulo.

Por outro lado, para energias acima da barreira, T.... € real, e a Eq. (5.32) se torna

Emax a %
> Im [ B Cren (B 05 [%GT(E,QM
r—+ min

Ema

B Vai 2
3| [ A 1056 (B0 T

r=-4 min

(T) (@ =-h - :
dE |CRG" (B, q)|

- (5.36)
> [ aE opEn (B, o)
r—=+ Emin
Este é nosso primeiro resultado principal: o valor esperado do tempo possui a forma de
uma média (na energia, dependente da distribui¢do de energia do sistema) de tempos
cléssicos de chegada, com pesos dados pela forma da funcao de onda.

Considere, ainda, uma distribuicao gaussiana de energia para a componente + do vetor

o(tlq), e Cp =0, por simplicidade. Escrevemos, entéo,

o2 1/4 02?2

sendo h/o a incerteza na energia. Com esta distribuicéo, a integral no denominador da

Eq. (5.36) se escreve

Fmax Emax 2 2E2
Al 2 0 i g
/Emm 4B |CR6 (B q)f = 7= [ " B exp( e )

_ ﬁ [erf (@) ~erf (@)1 . (3.38)
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onde erf(a) é a funcédo erro de @, enquanto que o numerador se escreve

Emax Emax 2 2E2
/ dE |C£'GT(E7 Q> |2 Tclass — / dE eXp <_0-7> Tclass' (539>
E

7
min hﬁ

Para ¢ — 0, ou seja, um pacote de onda bem localizado no tempo, a contribuicao da

Emin h2

_ 20%E?
B2

Emax 2 2E2
0 # dE eXp (_%) Tclass
AN\ OT— T J Emin
(1) () =

() (2]

exponencial é praticamente irrelevante, exp ( ) — 1, e obtemos

2v2 h h
Emax
/ dE Tclass

Emin
- AE

Smax _
/ 45
— Smin
AL
_AS
~ AR

(5.40)

onde AE = E,..— E..e AS = S(E....) — S(F..), e utilizamos a aproximacdo da funcio
erro erf(aq) ~ 2aq/+/7. Portanto, o caso limite de uma distribui¢iao C';; = cte implica na
existéncia de uma contribuicdo tipo-classica para o tempo de voo.

Por outro lado, para ¢ muito grande, isto é, com precisdao muito alta na energia, vemos
que a exponencial gaussiana presente na equagao acima se comporta como uma delta de
Dirac para F préoximo a zero. Entdo, neste limite,

<TT>H>O () = Ty =5 (5.41)

() ()

\/§Emaxa> (\/éEmina
— | —erf | ————

h h
Com essa discussao, podemos passar para as aplicagoes do formalismo STS.

jéqueerf( >—>Oparaa—>oo.

5.3.2 Modelo: barreira de potencial retangular
Utilizamos, para os propositos desta tese, a barreira de potencial retangular,

Vo = const, 0<qg< L
V(g) - (5.42)

0, caso contrario.

Vb € tal que podemos usar os resultados obtidos na Secao 5.2, e L é a largura da barreira.
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Impomos a restricdo de que a fungao de onda deve ser continua nas interfaces ¢ = 0 e
g = L para todos os instantes de tempo, da mesma maneira feita na MQ usual [39-41].
Como as funcoes F(t) tém a mesma forma para ambos os casos, Egs. (5.5b) e (5.13), para
haver a continuidade temporal, basta fazermos as energias para todas as regides serem
idénticas. Para a parte espacial, teremos

0

AT exp E5014 q<0;
GE(g) = AFexp i%pgq : 0<qg<L; (5.43)
AT exp i%plq ; L <q,

onde inserimos as constantes A;E, que deverao satisfazer as condigoes de conexao espacial,

e escrevemos os momenta

2mE, j=1

bj = (5.44)
V2Z(E Vo), j=2
Conectar a funcao de onda nas interfaces nos fornece
A = AT, (5.45a)
i
Af = Afexp {iﬁ (p2 — 1) L} : (5.45b)

Com as Egs. (5.43) e (5.45), junto a F'(t) = exp (—iEt/h), obtemos a solu¢ao completa

para a barreira retangular.

5.4 Distribuicao constante para um pacote de onda
se movendo para a direita

Esta e a secao seguinte tratam de aplicagoes dos resultados obtidos anteriormente. Con-
sideraremos, em ambos os casos, Cp = cte e Cz = 0. Esta tiltima igualdade significa que,
uma vez que na Eq. (5.43) temos ondas planas, as ondas que se movem da direita (¢ mais
positivo) para a esquerda (¢ mais negativo) néo existem. Mesmo parecendo uma distri-
bui¢ao nao-fisica, uma distribuicdo constante na energia pode ser interpretada como um
pacote bem localizado no tempo |ver Eq. (5.40)], como discutimos no fim da secao 5.3.1.
Por outro lado, uma distribuicdo constante implica em um pacote com uma largura de

banda energética arbitraria (considerando as aproximagoes de potencial forte ou fraco
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Figura 5.1: p(tlg) param =h= L =1e Vy = 5. A distribuicio de energia ¢ dada por Cj, =1 e Cp = 0.

Limites de integracdo indo de ¥ = 0 até ¥ = 2. Todas as quantidades estao em unidades arbitrarias.

para os limites de integragdo em F), tanto casos quase-monocrométicos (considerando
Fmin proximo de Fpay), como casos com largura de banda maior [97].

A Fig. 5.1 mostra um exemplo de pacote deondaparam =h=L=1,C5 =1,Cz =0
e limites de integracdo indo de ¥ = 0 até F = 2, para uma barreira de intensidade Vj; =5
localizada entre ¢ = 0 e ¢ = L = 1, em unidades arbitrarias. Podemos notar que, a medida
que o tempo avanca, a onda oscila e se desloca para ¢ cada vez mais positivo; ou, mais
de acordo com a interpretacao do STS, para cada posicao fixa, temos um comportamento
temporal distinto. A amplitude também diminui com o passar do tempo. Como ¢(t|q)
nao é normalizada, p(t|g) também nao o é, entdo podemos ter valores arbitrariamente
altos.

Para a distribui¢do que estamos considerando, a Eq. (5.32) pode ser escrita como

oE

Im [/ 4E G(B, q) = [G(B, o)
T ar el

, (5.46)
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onde deixamos de usar os indices r = 4+ ja que s6 temos a componente +. A derivada
dentro da integral, novamente, requer atengao especial. Seguindo a Eq. (5.35), a integral

no numerador da Eq. (5.46) é reescrita como
Im (y/2m (E — Vb)) q
h )
(5.47)

0 imgq

/dE G(B,q) 55 [G(Eq)" = /dE h/2m (E — Vp)

exp | —2r

que também vale para o caso F > V5. Para o tunelamento, £ < V4 e a quantidade

\/2m (B — Vp) é puramente imagindria; entao
(T)(9) =0, (5.48)

para pacotes de onda cujas energias estao abaixo da barreira, ji que a integral se torna real.

Entao, na média, o tunelamento é um fenémeno instantaneo segundo essa abordagem.
Para sistemas cujas energias envolvidas estejam acima e abaixo da barreira, apenas as

energias maiores que o potencial contribuem para o numerador do célculo do tempo de

tunelamento. Escrevemos, entdo:

Bl 0 %
hI [/Em dE G(E, q)55 [G(E, )] 1

Fax 5
|7 4B 1G5,

min

Y 2 [ iq\ Op Emax 2 ( dq\ Op
n [ apiear (<) e [ ar 6wor (<) o

FEax 5
|7 4B 1G9

min

(T) (9) = -

Como, para E < Vj, p = ik, com sk um niimero real, é um imaginério puro, a integral

Vo o [ 1q\ Op* Vo 2 (q\ Ok
[ apicwar (<) 55 =~ [ apiowar (1) 55

Vo y a *
é real, entao Im [/E dE |G(E,q)|2 (—%) 8%1 =0, e

min

Emax ap
E|GE, ) 455
B G 4

[ amje@aP+ [ aE 6 g
Emin ’ VO ’
Emax ap
E' s
/vo dEaqn

/E: dE exp (—2—5«/2771(\/0 _ E)) 5 /VEW dE

(T)(q) =

, (5.49)

54



onde usamos

{ exp (-2—5,/277@(\/0 _ E)) , E <V,

G(E,q)]* = (5.50)
1, E> W,
como pode ser verificado. Fazendo a substituicao
u=1/2m(Vo — F) = du= —mdFE/\/2m(Vy — F) = —mdFE/u,
a integral onde |G(E, q)]> # 1 se escreve
¢ 2 1 0 2
/E:in dE exp (—%\/2771(\/0 - E)) =y duwexp (—%u)
: o .
S U A C ] .2 due<—2—su>]
m L 2q U=U; q Ju,
[ 0 2 0
B IR I LR CE T
m 2q u=u; 4q? u=u;
1 |h (-2 h? _2g
SR AT
m _2qu @’ 4¢? { @ 1
h (=)
— _ 2 2 . 1
o B e gu 1) (5.51)
Emax
sendo u; = \/2m(Vo — Fo). Com dEl = F,...— Vo, e
Vo
Fmax op
dE g— = q\/2m(F... — W 5.52
AR agE = ay2m(B. Vo), (5.52)
obtemos
(P (a) = o2 — V)
n = BV (23 (Vy — ) 4+ 1)| + B = Vo
4¢°m
Agm V2m (B — Vo)
— : o ,
" T (g om(Vy — B) 1 )] S (B~ 1)

(5.53)

Este é nosso segundo resultado principal. Ele nos fornece, através de Tsrs(qi — qf) =
<TAT> (qr) — <TAT> (¢i), o tempo esperado de voo para pacotes de onda que possuem energias
abrangendo valores menores que a intensidade da barreira até maiores que a intensidade

da barreira. Em particular, se E;, =0,

4L%m V21 B — Vo)

TSTS(O — L) —
T (s )]

5.54)
AL |
(B — Vo)
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ja que <TT> (0) = 0. Comparamos a Eq. (5.54) com os tempos 7, e 74 na Fig. 5.2.
No limite & — 0, a Eq. (5.53) se torna

<Tr>(h—>o) () 2Lm

= T (5.55)

que também coincide com o limite F,,, — Vj, o que indica que o limite semicléssico

suprime a contribuicdo das energias abaixo da barreira. Este é o dobro do tempo que

uma particula classica com momentum p = \/ 2m(F,.« — Vo) levaria para cruzar a mesma
regiao.

Por outro lado, podemos considerar apenas tempo de voo. Neste caso, F..., > Vp, e

min

i Im [/EEm dEG(E, q)a% (G(E,q))"
T)(g)=-h Frnax
[ B (G(Eq)P

Emin

Emax ap
dF g—
/Emin Yor
Emax - Emin
" Wzm(Em — V) = /2 B — Vo)

max min

(5.56)

que, como discutido na Eq. (5.40), nos mostra que o tempo de voo é uma média na energia
de tempos classicos.

Também mostramos neste trabalho comparagoes com os resultados experimentais da
Ref. [98] (veja o apéndice F) na Fig. 5.3. Apesar de precisarmos dividir os resultados por
m, vemos que a forma da curva é similar com os resultados obtidos pelos autores, e se

assemelha mais aos valores de 7, do tempo de Larmor.
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Figura 5.2: Comparagio entre a Eq. (5.54) e os tempos de voo/tunelamento, 7, = 7 e 74, obtidos na
Ref. [64], em unidades do tempo caracteristico da barreira 70 = mL/hko. Aqui, temos ko = v2mVy/h,
k= 2mFE . /lipara Tsrs e k = v/2mE /li para os outros tempos. A quantidade koL nos d a intensidade
da barreira. Tsrs(0 — L) estd dividido por w. Notamos que, para uma barreira fraca (Fig. 5.2a), nossos
resultados diferem bastante. A medida que aumentamos a intensidade da barreira, vemos que Tsrs

comeca a coincidir mais para k grande, quando normalizado por «.

E 2 7, (Ref. [98]) —a— |-
Q v

(@F

=

0.5 1 15 2 2.5
k/ ko

Figura 5.3: Comparacgoes entre a Eq. (5.54) dividida por 7 e a Fig. 4c da Ref. [98]. A intensidade da
barreira é 7 (para uma barreira com velocidade correspondente a 5.1 mm/s, cheque a referéncia para
mais detalhes), comprimento da barreira de 1.3 ym, de tal forma que 7o = mL/hko = L/v =~ 2.5x 107 % s.
Quadrados azuis sao medidas de 7, enquanto que tridngulos vermelhos sao medidas de 7,. Notamos que,

apds a renormalizagdo, o resultado obtido através do STS se assemelha mais a 7, do tempo de Larmor.
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CAPITULO O

CONCLUSAO

Esta tese apresenta um pequeno apanhado de trabalhos sobre o tempo na mecéanica quan-
tica. Mostramos um resumo sobre o calculo fracionario no Cap. 2, que aparece natural-
mente no decorrer do texto, e apresentamos uma reinterpretagdo da mecanica classica
com a posicio como variavel independente no Cap. 3. Esta interpretacao nos fornece os
mesmos resultados classicos, nos casos em que tempo e posicao sdo invertiveis, isto é,
podemos fazer a mudanga ¢(t) — t(q). Resultados interessantes surgem quando fazemos
a quantizacao do gerador da dindmica nesta nova interpretagdo, e uma das principais
consequéncias desta quantizagao é o formalismo simétrico no espaco-tempo (chamado de
formalismo STS no texto) [61,62], que apresentamos no Cap. 4.

Aplicamos o formalismo STS para barreiras de potencial constantes V(q) = V; para
uma particula com energia £ em limites de potencial forte F < Vj e potencial fraco £ >
Vo, para depois utilizarmos estes resultados para o caso de uma particula atravessando
uma barreira existente entre ¢ = 0 e ¢ = L, de intensidade V5. Mostramos que, para uma
particula bem localizada no tempo, isto é, nao-localizada na energia, o valor esperado
de voo é uma média, na energia, de tempos cldssicos para distribuicoes C’j;t reais. Em
especial, calculamos resultados para um pacote de onda com distribuicao constante na
energia. Comparamos nossos resultados com expressoes conhecidas, como os tempos de
Larmor 7, e de fase 7, [64].

A proposta do formalismo STS é promissora. Além de possivelmente auxiliar nosso
entendimento do tempo na Mecanica Quantica, a proposta STS pode nos ajudar no uso

de derivadas e integrais de ordem nao-inteira na Fisica, como na prépria Mecanica Quan-
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tica [85-88, 100, 101], ou até mesmo em outras areas, uma vez que o calculo fraciondrio
pode ser usado para modelar efeitos nao-locais do tipo lei de poténcia, efeitos de memoria
a longo prazo do tipo lei de poténcia e propriedades fractais (Ref. [102] e suas referéncias),
processos de difusdao anémala em meios complexos [103] e propagagao de ondas actisticas
em tecido biolégico [104], para citar algumas. Podemos ver especialmente que a ordem

(8%
da derivada temporal — varia de oo = 1/2 para um potencial nulo para o = 1 para um

o
potencial muito forte. ag formalismo STS também pode motivar mais estudos sobre a
simetria entre espaco-tempo e energia-momentum.

De maneira geral, o principal desafio do formalismo STS é resolver a Eq. (4.12). Uma
maneira possivel é fazer a transformada de Fourier do operador momentuniano. Na
Ref. [105], por exemplo, os autores fornecem um tratamento para poténcias do opera-
dor diferencial —V¢ + 0;, mas utilizando diferentes operadores integrodiferenciais. Em
principio, algo similar poderia ser utilizado no momentuniano para nos fornecer solugoes
além do escopo de potencial forte ou fraco. Poderfamos, entdo, fazer uma comparacgao
melhor com o experimento da Ref. [98], ou até mesmo previsoes para o modelo do efeito
Stark da Ref. [106] e potenciais genéricos, para todos os limites de energia. Possiveis pro-
blemas de convergéncia da transformada inversa de Fourier podem ser evitados ao limitar
as frequéncias na integracdo, devido a barreira atuar como um filtro, hipétese justificada
na Ref. [13].

Esperamos que nossos resultados ajudem a obter um melhor entendimento das rela-
¢oes entre posicao/momentum e tempo/energia. Para isso, no futuro podemos considerar
situagoes multidimensionais e analisar as consequéncias da obtencdo de uma momentu-
niana com mais de uma dimensao espacial para o momentuniano e a mecanica quantica.
Também podemos considerar potenciais dependentes do tempo, além de muiltiplas parti-
culas com multiplos momentunianos, e verificar questoes de interesse. Trabalhar com o
estado completo ||[¥) também possui particular interesse, uma vez que podemos pergun-
tar sobre probabilidades de tempos de voo com imprecisdo tanto na posi¢cao quanto no
tempo, possivelmente nos fornecendo as fungoes f(t) e g(q) de maneira geral.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de

Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.
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APENDICE A

A TRANSFORMADA DE LAPLACE DE
DERIVADAS E INTEGRAIS NAO-INTEIRAS

Uma das principais ferramentas da Fisica-Matemaética para se obter solugoes de equacoes
diferenciais é o uso de transformadas integrais como a de Fourier ou de Laplace [76,99,107,
108]. Tais ferramentas transformam a equagéo, inicialmente envolvendo derivadas e inte-
grais de fungoes, em um problema algébrico. Ao aplicar a respectiva transformada inversa
na raiz do problema algébrico, obtemos a solucao de interesse. Infelizmente, o calculo ana-
litico de tais transformadas inversas ¢, em geral, extremamente dificil. Mesmo assim, o
uso de transformadas integrais ¢ muito 1til. Nao fizemos uso dessas transformadas nos
nossos resultados em particular, porém para problemas futuros com potenciais genéricos,
esta pode tornar-se uma ferramenta essencial, e por isso incluimos este apéndice, dedicado
a transformada de Laplace.

Admitindo-se sua existéncia, chama-se Transformada de Laplace de f(x) a expressdo

F(s) = £ [f(x), 5] = /OOO dz e~ f(z), (A1)

com s € C. Condigoes suficientes para a existéncia da transformada de Laplace de f(x)

sao [109]:
+ f(x) deve ser continua por partes em todo intervalo finito em [0, 00) e
o f(x) deve ser de ordem exponencial v: existem constantes M > 0 e T > 0 tal que

|f(x)] < Me™ Vo >T.
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Como dito anteriormente, devemos ser capazes de calcular a transformada inversa para

obter a solugdo de interesse. Ela é dada por [76,99,107, 108]:

(@) = £ [F(s), 2] = — / B s F(s), (A.2)

270 Jemico
sendo ¢ = Re (s) > ¢, ¢ pertencente ao semiplano de convergéncia absoluta da integral
presente na Eq. (A.2), significando que a linha de integracéo de ¢ — ico a ¢ + ioco (uma
linha paralela ao eixo imaginério) esté a direita (no sentido positivo do eixo real) de todos
os polos do integrando.

Algumas propriedades importantes da transformada de Laplace [83]:

o Linearidade:

LI (x) +og(x),s] = AL[f(x), s] + oL [og(x),s|
LTUNF(s) +0G(s), 2] = ALTHF(s), 2] + o L7 [0G(s), 2], (A.3)

com Aeog € C.

+ Produto convolucao:

L[f(x)xg(x),s] = L[f(x),s] L]g(x), s], (A.4)

sendo o produto convolugao f(x)x g(x) definido por
)o@ = [(dyf@=—vol) = [ dyflgla—v). (A5

e lim s L[f(x),s] = £(0).

§—00

» Transformada de uma integral de ordem inteira:

L[D™"f(x),s| = s7"L[f(x),s]. (A.6)

e Transformada de uma derivada de ordem inteira:

n—1 k
n—k—1 d

£(D" (@), 5] = "L 1@ 5] = X 5" @) (A7)

Estas 1ltimas, junto com a propriedade de linearidade, talvez sejam as propriedades mais
liteis na resolucao de problemas. Por esse motivo, apresentamos também as generalizagoes

para ordens nao-inteiras a seguir [81,83,84]:
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» Transformada da integral de Riemann-Liouville:
£[D2(x),s] = s LIf(x),5]. (A8)

e Transformada da derivada de Riemann-Liouville:

n—1

LD f(x),s] = s"L[f(x),5] = 3 5" [0 fa)|

k=0

, n—1<a<n.

- (A.9)

o Transformada da derivada de Caputo:

LID*f(a).s] =L 1@ s] = 354 £ (o)

o , n—1l<a<mn (A.10)
x

r=0

E aqui estd o outro motivo que justifica o uso das derivadas de Caputo: sua transfor-
mada de Laplace envolve apenas as condigoes iniciais em derivadas inteiras, algo que nao
acontece com a derivada de Riemann-Liouville. Por isso, acreditamos que as derivadas de
Caputo possuam um significado fisico mais compreensivel em um primeiro instante, mas
também nao podemos deixar de levar em conta que problemas que envolvem derivadas
nao-inteiras possam ter particular interesse em entender o que sdo condi¢oes iniciais em

derivadas ndo-inteiras.
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APENDICE B

O NO-GO THEOREM DE PAULI PARA O
OPERADOR TEMPO

Na M@ usual, o par de operadores de posicao e momentum, ) e P respectivamente, sao

chamados de conjugados candnicos por satisfazerem a relacdo de comutagdo candnica,
Q, P| = iha, (B.1)

sendo 1 o operador identidade [39-41]. Na representagao da posi¢ao, o operador Pé

descrito através de uma derivada,

P —ma%. (B.2)

. . 1. N
Com isso, quando aplicamos o operador exp <+—)\P> em um autoestado de @), obtemos

h

um deslocamento espacial [39-41]:
exp <+%A]5> ) = |r £ A, (B.3)

onde |r) é um autoestado de Q) com autovalor associado r, e A é um nimero real qual-
. . AP
quer, com unidade de comprimento. O operador exp <+ﬁAP> é chamado de operador

de translacao. Como na MQ usual o hamiltoniano H participa do operador de evolucao

temporal através da equacao

axp (-%u@) (o)) = [k + 1)) (B.4)

também conhecida como a solugdo formal da equagdo de Schrodinger para hamiltonianos

independentes do tempo [39-41], podemos imaginar que, por analogia, o hamiltoniano
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seja o momentum (com unidade de energia) canonicamente conjugado a um operador de
posic¢ao T (com unidade de tempo). Entdo, da mesma forma que temos a relagdo de

comutagao canodnica da Eq. (B.1), propomos que T="Tte
|7, f] = ih1. (B.5)

N
Entao, o operador de deslocamento de energia exp <+ ﬁ€T> , que é unitario por construgao
(T é hermitiano), vai levar um antoestado de H com autovalor E a um outro antoestado
de H , com autovalor F + e:

exp (+%5T> E) = |E+¢) . (B.6)

Como nao ha restrigoes no valor de ¢, exceto de que seja real para manter a unitariedade

do operador de deslocamento de energia, podemos considerar dois casos:

1. Com ¢ continuo, o operador de deslocamento de energia pode levar um autoestado de
H com autovalor I a um vetor com energia qualquer. Como existem hamiltonianos
cujo espectro é discreto (por exemplo, o hamiltoniano do oscilador harmonico ou da

particula num pog¢o quadrado), isso nos leva a uma contradicao.

2. Com e arbitrariamente negativo, podemos levar um autoestado de H a um vetor
com energia arbitrariamente baixa. Como hamiltonianos em geral possuem espectro
limitado inferiormente, possuindo um estado fundamental (o estado estacionério de

energia mais baixa) [39-41], isso nos leva a outra contradicgo.

Portanto, concluimos que a construcao de um operador temporal T' de maneira a ser her-
mitiano e canonicamente conjugado ao hamiltoniano H nao é possivel para hamiltonianos
cujo espectro é discreto e/ou limitado inferiormente [42].

Note que, mesmo que o sinal na Eq. (B.5) seja diferente do sinal obtido através da

quantizacao da Eq. (3.19), a discussao ainda é valida.
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APENDICE C

O MECANISMO DE PAGE-WOOTTERS

A proposta de Page e Wootters [43-46| consiste em estender o espago de Hilbert Hs do
sistema de interesse para um espaco H... = Hs @ Hr, onde H. € o espaco de um sistema
auxiliar T', que damos o nome de “relégio”, assumindo ser isomoérfico ao espaco de Hilbert
de uma particula em uma reta. Tal espago Hr ¢ equipado com operadores de coordenadas
candnicas T e Q, sendo {T, Q} = 1, que representam posicao e niimero de onda do reldgio.
Tais operadores podem representar, sob a restricdo a seguir, o tempo e o indicador de

energia do sistema evoluindo. Em seguida, introduzimos o operador de vinculo do modelo,
J=m1@1s+ 1, ® O, (C.1)

sendo Hs o hamiltoniano do sistema, e 1; (com i = S ou T) sendo a identidade nos
seus respectivos subespacos. Por construcao, Jé auto-adjunto e possui espectro continuo
que inclui todos os valores reais como possiveis autovalores. Identificamos um conjunto
especial de vetores |W)) (usamos a mesma notagdo da Ref. [44], que é diferente da notacao
da Eq. (4.3), por se tratarem de formalismos diferentes), os chamados vetores fisicos do
modelo, os quais providenciam uma representacao completa, porém estatica, da histéria
completa do sistema S. Eles sao identificados como sendo autovetores de autovalor nulo

do operador de vinculo,

J|WY) = 0. (C.2)

Podemos interpretar esta equagdo como sendo um vinculo que forga os vetores fisicos a
serem autovetores do hamiltoniano total J com autovalor nulo, de modo a ser consistente

com uma equagao de Wheeler-DeWitt [19,47]. Entdo, neste modelo, os vetores |¥))
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sdo objetos estaticos, sem evolugao, como sugere o titulo do trabalho original de Page e
Wootters, “Evolu¢do sem evolugdo: dindmica descrita por observaveis estacionarios” [43].
Para obter a evolugao do sistema S, fornecida pelo vetor de estado |¢)(t)) que evoluird
em relagdo aos graus de liberdade do relégio T, projetamos |¥)) em um autovetor |¢) do

operador T

[9(2)) = (), (C.3)
onde

Tty =tl8); (C.4a)

{t'|ty =4o(t —t'). (C.4b)

Ao projetar a equagdo de vinculo neste mesmo autovetor |t), utilizando a relacdo de

comutacao entre Te Q,
(t]J]w)) =0 = [H —m%] (1)) =0, (C.5)

que ¢é justamente a equacgdo de Schrodinger, obtida com a posicdo do sistema auxiliar
atuando como varidvel temporal. De maneira similar, podemos projetar a equacgao de
A 1
vinculo em um autovetor de €2, |w) = Wor / dt exp (iwt) |t) (transformada de Fourier de
s

[t)), de modo que a fungdo de onda do sistema S nesta representagéo € escrita por

[h(w)) = (@), (C.6)

onde, de maneira similar a feita com |t),

Qo) = w o) (C.7a)
(Ww) = §lw — ). (C.7h)

Entao,
(w|J]W)) =0 = [H + hw] [(w)) =0, (C.8)

que implica que ’zﬁ(w)> deve ser o vetor nulo exceto quando w é tal que —hAw faz parte do

espectro de H..
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APENDICE D

OS TEMPOS DE LARMOR E O TEMPO DE FASE

Os tempos utilizados nas nossas comparacoes da Fig 5.2, 7,, 7, e 74, foram obtidos na
Ref. [64], e apresentamos aqui sua dedugao. O problema teérico difere da barreira retan-
gular de livro-texto utilizada na secao 5.3.2 devido a interagdo do spin com um campo

magnético, de modo que o hamiltoniano total do problema é escrito como

P? huy L L
1 2—+Vo — 5 5 SUS S,
P?  huw . (.
AT sk 0 caso contrario,
2m 2

onde, o, é a matriz z de Pauli, 1 é a matrix identidade 2 x 2, w;, = guBy/h é a frequéncia
de precessdo de Larmor e L é a largura da barreira. Na expressao para wy, g é a razao
giromagnética, p € o valor absoluto do momento magnético e By é a intensidade do campo

magnético. A func¢ao de onda neste caso é um spinor, com componentes

o U (y) D2)
¢~ (y)

para o caso independente do tempo, de modo que |¢i(y)|2 dy é a probabilidade de en-
contrar uma particula com spin £h/2 no intervalo entre y e y + dy. O feixe incidente é

polarizado na dire¢édo x (saindo do papel),

P = 1 exp (iky) . (D.3)
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Como H é diagonal na base do spinor, podemos resolver o problema de espalhamento

para os spins £h/2 separadamente. Para cada componente do spinor, assumimos:

L
exp (iky) + A exp (—iky) , y< =35
bF(y) =1 B* exp (kty) + CF exp (—rty), —Loy<i (D.4)
D* exp (iky), % <,

onde A*, B*, C*, D séo as constantes de conexdo. A quantidade s, o nimero de onda

dentro da barreira, é dado por

muwy,
2hk’

fii\/kg—ﬁq:%znq: (D.5)

no limite de campo infinitesimal. A quantidade ky = +/2mVy/h é o ntimero de onda
relacionado a barreira e k = v2m# /h é o niimero de onda da particula livre com energia

E, de modo que k = \/kg — k2 = \/2m(VO — F)/h é o nimero de onda da particula com

energia F/ dentro da barreira na auséncia de campo. Desse modo, o efeito do campo
magnético By é de mudar a altura Vy da barreira para Vo = Vi =+ hw, /2. Consideramos o
limite de campo infinitesimal porque queremos eliminar ao méaximo os efeitos da interacao
comm O campo e Nnos preocuparmos apenas com o tempo de tunelamento.

Entao, podemos resolver o problema na auséncia de campo magnético, cuja solucao
é facilmente obtida se fizermos a substitui¢ao de k = /2m(Vy — ) do caso sem campo

magnético, isto é,

L
exp (thy) + Aexp (—iky), y< =5
L L
Y(y) = Bexp (ky) + Cexp (—ry), ) <y< 5 (D.6)
L
Dexp (iky), 5 <,

por k% para cada componente do spinor. Em particular, para By = 0 (ou w, = 0), o

coeficiente D é dado por

D = VTexp (iAp — ikL), (D.7)
onde
1
T D.8
1+ (k2+1€2)2 h2( L)) ( )
TR sinh” (k

¢é a probabilidade de transmissdo e A¢ ¢ o aumento de fase no cruzamento da barreira,
que pode ser obtido através da equacao

k% — K?

tan (A¢) = tanh (kL) . (D.9)
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O coeficiente multiplicando a onda refletida é dado por
A= vRexp (—z% 3+ M — ikL) , (D.10)

sendo R = 1 — T a probabilidade de reflexdo. Os coeficientes da funcao de onda dentro
da barreira sao fornecidos, ao impor a condi¢ao de continuidade da fungao de onda nas

interfaces, por:

K+ ik kL kKL

B = 2/{/ exp <27 — 7) l)7 (Dlla)
Kk — ik kL KL

C — 21% exp <27 = 7) D, (Dllb)

e, portanto, possuimos a funcdo de onda completa para o caso sem campo. Ao ligarmos
o campo, bata fazer D — D7 para cada componente do spinor, substituindo & — s*.
No artigo original, o autor trata dois limites, campo magnético muito intenso e campo
magnético infinitesimal. Os resultados usados nas comparagoes com a Eq. (5.54) na
Fig. 5.2 sao os obtidos para o caso infinitesimal, e portanto s6 apresentamos estes neste
apéndice. Neste caso, considere os valores esperados das componentes de spin S; da

particula transmitida. Utilizando a Eq. (D.4), obtemos

h _RIDTP— D7

(S2) 5 (loz|v)y = 2D P+ D [° (D.12a)
h AD"D™ =DV D™

(Sy) = 5 Wloyly) = i3 DD (D.12b)
h hD D= + D™D~

Escrevendo D* em termos de T# = T(k%), os valores esperados das componentes de spin

sao escritas como:

AT — T~
(S) = ST L T— (D.13a)
(S,) = —hsin (Ag" — Ag™) Tiﬁ?__; (D.13b)
(S.) = hicos (A¢* — Ag) Tiﬁ?— (D.13¢)

Se escrevermos, por exemplo 7" — T~ no limite de campo infinitesimal, obteremos:

o
R oL

P (D.14)
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m 0T
o termo —— tendo unidade de tempo. Isso sugere, segundo o autor, que podemos

hr Ok
definir tempos caracteristicos de precessdo para cada uma das componentes,

h

<SZ> — §wLTz; (D15a)

h

(Sy) = _§WLTy§ (D.15b)
h Wy Ty

S =~ (1— ) . D.15

(s=5(1-2 (D.15¢)

Dividir as Egs. (D.13a), (D.13b) e (D.13¢) por T + T~ =~ 2T (no limite de campo

infinitesimal) nos fornece

m 9 |n (VT)]

rom -2, ), (D.16a)
m 0A¢
L (D.16b)
m (o) (Om(VT)]\ m|16D
K (T | Dow| e

Para obter 7, expandimos a Eq. (D.13¢) até segunda ordem em By (ou, equivalentemente,
até segunda ordem em wy). Uma vez que a fungdo de onda descreve uma particula com
spin 1/2, existe uma relacdo entre os valores esperados de S;, dada por

h2

(Se)® + (S,)% + (S,)? T (D.17)

Devemos, entao, obter
Te = /T2 + T2 (D.18)
Calculando as derivadas em 7, e 7,, obtemos as equacoes que utilizamos na Fig. 5.2
mk2 (k2 — k?)sinh® (kL) + kLkZ sinh(2kL)/2
2= 33 2.2 1 14 cnh2 5
hi 4k2Kk? + k§ sinh® (k1)
~ mk2sL(k* — k*) + k§ sinh(2xL)
 hk 4k2k2 + ki sinh®(sL)

(D.19a)

Ty

(D.19b)

para energias abaixo da barreira (k/ko < 1). Para energias acima da barreira, basta fazer
Kk — ik. Também utilizado na Fig. 5.2 é o tempo de fase 74 (também conhecido como

tempo de atraso do pacote de onda [98]), obtido através de

B hdAng - mdA¢  m 26Lk*(k® — k?) 1 kjsinh(2k1) (D.20)
T WAE T Rk dk hkk 4k%R2 4+ Kdsinh(kl) '

para energias abaixo da barreira. Como nos tempos 7, e 7,, para obter os tempos acima

da barreira, basta fazer a substituicao K — k.
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APENDICE E

COMPARACAO DE XIMENES-PARISIO-DIAS

Na Ref. [62], é apresentada uma comparagao do formalismo STS com resultados de ex-
perimento com guias de onda. Os resultados mostram uma comparagao melhor que os
tempos de Larmor e de tempo de fase, e é o principal motivo pelo qual escolhemos este
formalismo nesta tese. Apresentamos neste apéndice um resumo do artigo.

Como a Eq. (4.15) é linear, combinagoes lineares de solugdes também sdo solugoes.
Nés utilizamos esta propriedade na Eq. (5.20), porém, diferentemente do nosso caso, os

autores consideram distribuicoes de momenta, de modo que podemos escrever a densidade

de probabilidade pxpp(tlq) = ngLDP(t|q)ngXDP(t|q) como

h | LB
proe(tla) = 5— | [~ e VEC exp <+qu— Tk>
ho| e _ , iELEN |2
o | [T dk VR e (—ika - S| (B.1)

onde o subindice XDP denota os resultados da Ref. [62]. Se pxpp(t|q) é normalizado,
C’,;IE denota a amplitude de probabilidade da particula ser medida com momentum +hk.
Tais coeficientes devem ser relacionados, através da regra de Bayes, Eq. (4.2), com os

coeficientes da expansao na MQ usual, vide Eq. (4.1),

iEkt>

P(qlt) = \/%—W /_O:O dk ék €xXp <+ikq TR (E.2)

como discutido no Cap. 4.
Os autores argumentam que, para o caso da particula livre, como a probabilidade

condicionada temporalmente nao dependem do instante de tempo em que a medida estéa
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acontecendo, seria natural assumir que a quantidade C’kjE nao depende da posicio do

detector. Dessa forma,

CE = 0(k)Cur, (E.3)

onde ©(k) é a fungao degrau de Heaviside. A Eq. (E.3) nao é satisfeita em geral. Com
isso, a Eq. (E.1) se torna a conhecida distribuigao de Kijowski para o problema do tempo

de chegada [7,13],

- h o 294, . iEkt .
pxop(t|q) = T— /0 dk \/EOI@ exp <+qu - T)
ho| 0 . : iRt |
b ’/_OO dk /—B exp <+qu - T)’ | (E.4)
A Eq. (E.4) pode ser reescrita, de forma compacta, como
(| )LZ/OOdk/OOdk kkCrCy exp (ir (k— k) q) exp | —ih K~k t
Pxop\l|q) = omm 24 Jo A [ 5 p q p - .
(E.5)
Com isso, escrevemos o valor esperado de TT, da mesma maneira que a Eq. (5.21), como
) / dt t pxos(t]q)
(1) (0)= == . (E-6)
/_ dt pxore(t|q)

A integral temporal que surge no numerador da Eq. (E.6) pode ser reescrita como

0 L2 _ 2 orim, & B <k2 - /;2)
7 — . . S E.
/_oodtteXp< m( om >t> ihk aké( om : T

onde §(a) é a delta de Dirac. Podemos usar a relagéo da delta de Dirac de uma fungao [99,

107,109] para reescrever

5 M —ﬁ[a(mz%)w(k—z%)] (E.8)
2m - hk ' '

Como as integrais em k e k na Eq. (E.4), e por consequéncia na Eq. (E.6), possuem limites
de integracdo com k e k indo de 0 a oo, a tinica contribuicdo ndo nula é proveniente do

termo proporcional a d(k — k). Definindo

Lexp (Fikq)

nos fornece, para o numerador Nypp da Eq. (E.6),
mo [ or*(q) _ al'.*(q)
= __ [T () —2 2 4 T (q) 222 E.1
Nxpe ih/o dk [ ko (q) B + I (9) B (E.10)
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De maneira similar, o denominador Dypp da Eq. (E.6) é reescrito como

fes) o0 2 2
Dxpp E/_OodthDP(t|Q> :/0 dk ’OIj’ + ’Ok_’ ) (E'11>
nos fornecendo
o0 or;* or.*
. /O dk [F;*(Q)igk(@ + 5" (q) gk@]
(E.12)

) (g) = = B
(D) @)=~ [

el + foe
Como os coeficientes C’,:f, segundo a discussao no comeco deste apéndice, estao relaciona-
dos com os coeficientes da MQ usunal via Eq. (E.3), fazemos a conexdo com o coeficiente
de transmissao 7 (k) para a regido ¢ > L, para uma barreira retangular de intensidade V;
e localizada entre 0 < ¢ < L, como a utilizada na secao 5.3.2. A parte espacial da funcdo
de onda para a regidao ¢ > L tem a forma ¢y (q) ~ T (k) exp (ikq), onde
Akky exp [—iL (k — ky)]

(k+ k1)? — (k — k1)?exp [2iLk1]’

sendo k = V2mE/h e k — \/m /h os niimeros de onda na regido fora da
barreira (¢ < 0 ou g > L) e dentro da barreira (0 < g < L), respectivamente. Para ¢ > L,

Cl = A T(k) e Cy =0, onde A, é a amplitude da funcio de onda incidente na MQ

T(k) =

(E.13)

usual. Com isso, a Eq. (E.6) é escrita, para ¢ > L, como

<TT> (@) m/ooo dk [AT (k) exp (ikL)] % [ART (k) exp (ikL)]
AT

= (E.14)
/O dk | AT (k)

Com isso em maos, os autores comparam com o experimento das Refs. [13,95], através
de uma analogia de MQ com eletromagnetismo. O experimento consiste em um circuito
de microondas de banda X, atravessando um guia de onda de estreitamento de passo!
na banda P, cujo comprimento é L. Suas dimensoes sdo a’ x b’ = 7,9 x 15,8 mm? na
banda P e axb— 10,16 x 22,86 mm? na banda X, como mostrado na Fig. E.1. Os sinais
eletromagnéticos sao enviados para um osciloscépio de alta resolucgao e gravados antes e
depois do estreitamento. Para o modo T Ej;, o indice de refragao no guida de onda é

n=+/1 —[\/(20)]%, onde X é o comprimento de onda no vécuo. O problema da barreira

retangular é equivalente ao circuito magnético quando sao feitas as substituicoes

1 2 2
A =V
C
1 — 9 n : (E.15)
ki =2y 2m(E — W) 7”’ - e

ITraducdo livre de “step narrowing waveguide”
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Figura E.1: Figura superior: esquema do guia de onda, com uma onda incidente no modo T' Ep ;. Figura

inferior: analogo quéntico.

e V2 sdo relacionadas

ora dentro

= ¢/(2b). Podemos

sendo v a frequéncia da fonte de microondas. As constantes v/2

com os pardmetros experimentais b e b', sendo v2 = c/(20) e V2,

obter o potencial V; em termos das varidveis do problema eletromagnético a partir de k;.

Ao calcularmos seu quadrado, vemos que
k2 = h2k* + 2mVp = B2k + R2KS, (E.16)

onde kg = v/2mVy/h é o niimero de onda relacionado ao potencial. Ao substituirmos as

quantidades como feito na Eq. (E.15), obtemos

21

& \/ l/c%entro - l/f%ra
. . . .. , dw bk
Além disso, a velocidade de grupo para ondas quanticas é T enquanto que para
m
. dw 2k 5 ) , 5 ,
ondas eletromagnéticas, temos AT Entao, além da discussao anterior, devemos
w
fazer a troca
h c?
— = — E.18
m 27wy ( )

| Ok
Definindo A, = 514]{ e fazendo as substitui¢oes das Eqgs. (E.15) e (E.18) na Eq. (E.14),
obtemos:

[ AT exp (KL 5 [A,T(0)exp (K1) L)

T)(@)= 2
< > ! 27?2’/1/ dv |A, T (W)

fora

(E.19)
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Figura E.2: Medidas de tempo de atraso (delay-time) para uma barreira de potencial de largura L, em
funcao da frequéncia. A linha vermelha sélida representa a Eq. (E.19), a linha verde tracejada curta
representa o tempo de Biittiker-Landauer e a linha roxa tracejada longa o tempo de fase. Os pontos e
quadrados representam dados experimentais de [13,95]. As linhas verticais representam a frequéncia de
corte, de modo que frequéncias abaixo representam tunelamento. (a) Barreira de comprimento L = 15 cm,

largura de banda A = 30 MHz. (b) Barreira de comprimento L = 20 ¢m, largura de banda A = 50 MHz.

Completamos a analogia com o problema eletromagnético ao relacionar os coeficientes A,
com a intensidade das linhas espectrais da fonte. O sinal de microondas é fornecido por
um klystron (Varian X-13), cuja largura de banda tipica é da ordem de 30 MHz?, com
uma frequéncia central da ordem de 10 GHz, nos fornecendo uma fonto aproximadamente
monocromdtica. O perfil tipico é lorentziano, de maneira que

A - \/mexp (—i27wvt,) Mexp (—i2mut,)

i) F(A2) v —w) - (A/2)

(E.20)

onde A é o pardmetro de escala que especifica a largura a meia-altura, que, no experimento
discutido na Ref. [62], A ~ 30 MHz, e v, ¢ a frequéncia central da distribuicdo lorent-
ziana. Além disso, t, = [/v,, sendo [ a distancia percorrida pelo pulso eletromagnético
para chegar no comego da barreira g = 0, e v, ¢ a velocidade de fase da frequéncia v,. Ao
considerar o termo exp (—i27vt,,), ja estd incluido nos célculos o termo <TT> (¢ =0). Os
dados experimentais sdo comparados com 3 curvas tedricas: (i) predigdes com o forma-
lismo STS (linha vermelha sélida), (ii) Biittiker-Landauer (linha verde tracejada curta) e
(iii) tempo de fase (linha roxa tracejada longa) [13,63-65,95]. A linha vertical representa
a frequéncia de corte, portanto frequéncias abaixo dessa representam tunelamento. Para
a Fig. E.2(a), é usado L = 15 em e A = 30 MHz, enquanto que para a Fig. E.2(b), como

L = 20 cm, a atenuacao da onda é maior, e os autores procuraram um valor de A que

2Documentacio (http://www2.13t.com/edd/pdfs/datasheets/l-3_edd_brochure.pdf) (ndo publicado)
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melhor descrevia a curva, obtendo A = 50 MHz.
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APENDICE F

O EXPERIMENTO DA BARREIRA GAUSSIANA

Para obter os resultados experimentais que utilizamos na Fig. 5.3, os autores da Ref. [98|
realizam um experimento utilizando um condensado de Bose de atomos de rubidio atra-
vessando uma barreira éptica de 1,3 nm de largura. Apresentamos aqui os detalhes do
experimento, com formatagdo similar ao artigo original.

Os autores consideram a defini¢cdo operacional de tempo de tunelamento como um
relégio que marca o tempo apenas quando a particula estd na regiao de tunelamento. Para
isso, consideram o relégio de precessao de Larmor, discutido no apéndice D, e ilustrado na
Fig. F.1, onde particulas com spin 1/2 na diregdo x entram na regido onde hé a presenca
do campo magnético (que é justamente a regido da barreira de potencial). Os angulos
0, e 0., os que o spin da particula precessiona nos planos ¥ — y e x — 2z respectivamente,
sdo relacionados aos tempos de Larmor como 7; = 6;/wy, onde 7; (j = y ou z) séo os
tempos discutidos na Eq. (D.15), e wy, é a frequéncia de Larmor no campo. Trabalhando
no limite de campo fraco (ou wy, pequeno), como discutido anteriormente no apéndice D, a
interferéncia da medigdo no sistema pode ser reduzida, de maneira que o campo magnético
nao perturba a particula de maneira substancial.

O experimento é construido fazendo uso de comprimento de onda de de Broglie longas,
possiveis em condensados de Bose-Einstein atomicos, com grau de controle muito bom,
tanto para desenhar o potencial 6ptico quanto para manipular e medir spin. A resolucdo
espacial dos potenciais é limitada apenas pelo comprimento de onda da luz do laser utili-
zado, e na escala de energia utilizada pelos autores (da ordem de centenas de feV, ou kg x 1

nK, onde kg é a constante de Boltzmann), a probabilidade de tunelamento é grande, e a
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Figura F.1: Um campo magnético fraco B apontando na direcao z estd localizado na regiao da barreira
de potencial. Uma particula com spin 1/2, inicialmente apontando na diregao z, chega a barreira (pela
esquerda na figura) e, ao atravessar a regiao da barreira, o spin precessiona no plano z — y com uma
frequéncia de Larmor wy,, inclinado em direcao ao eixo z, como mostrado na esfera de Bloch. Os estados
[T} e ||} sdo os autoestados do sistema na presenga do campo magnético na direcdo z. Os tempos de

precessao sao definidos como 7, = 0, /wy, e 7, = 0, /wy,.

escala temporal, de milissegundos, é conveniente para ser medida experimentalmente. O
mapeamento para o relégio é feito ao criar um sistema com pseudo-spin 1/2, utilizando
dois dos estados hiperfinos do sistema estudado. Os dois estados sao entao acomplados
através de uma transicio de Raman' [110] de dois fétons, fornecidas pela prépria barreira,
gerando, entdo, um campo pseudo-magnético. A frequéncia de Larmor wy, efetiva é dada
pela frequéncia ) da transi¢io de Rabi? [111]. Com essa configuracgao, é possivel deter-
minar o tempo de travessia da barreira ao medirmos o estado final de spin dos atomos

transmitidos.

ITécnica onde a luz, geralmente de um laser, interage com, por exemplo, vibracoes moleculares,
resultando numa mudanga na energia dos fétons incidentes. A partir da andlise dessa mudanga, podemos

obter informagoes sobre os modos vibracionais do sistema.
2A frequéncia de Rabi Q é a frequéncia com a qual as amplitudes de probabilidade de dois niveis

atdmicos de energia flutuam em um campo eletromagnético.

38



Os autores preparam um gas degenerado de aproximadamente 8000 atémos de *"Rb
no estado 5Sy; [F = 2,mp = 2) (F' e mp representam os niimeros quanticos hiperfino
e de Zeeman, respectivamente) em uma armadilha de dipolo cruzado. Um dos feixes
da armadilha é desligado e os 4tomos sao soltos para se mover longitudinalmente em um
guia de onda quase unidimensional. Os autores reduzem a temperatura efetiva dos dtomos
usando colimacao de ondas de matéria®, resultando numa dispersao de velocidade r.m.s.
de 0,45(15) mm/s, ou, equivalentemente, uma temperatura efetiva de 2(1) nK. Entdo, os
atomos sao empurrados em direcdo a uma barreira gaussiana de 1,3 pm, formada por
um feixe de laser focado, explorando o momento magnético dos atomos e acelerando-os
momentaneamente usando um pulso magnético gradiente para ajustar a velocidade.

Enquanto os atomos se aproximam da barreira de potencial, passagem adiabéatica
rédpida? é usada para transferir os dtomos do seu estado inicial de spin para o estado
12,0) [112]. Um spin-1/2 efetivo é codificado nos estados de relégio hiperfinos |2,0) —
) = (I + 1)) /vV2 e [1,0) = |—x) = (|1) — [1)) /V2, como mostrado na Fig. F.2. A
barreira de luz é modulada na fase na frequéncia hiperfina de 6,8 GHz, criando, entao,
um par de feixes de Raman que acopla os estados |£x). Apds o término da colisdo com
a barreira, os autores fazem uma varredura final de passagem adiabética rapida de |—x)
a |2,—1). Uma medida subsequente de Stern-Gerlach separa os dois estados de spin,
permitindo determinar as populagoes dos estados |£x).

Apos a interagdo com a barreira e os feixes de Raman, cada atomo vai ser ou trans-
mitido, ou refletido, com seu spin em uma superposicao dos estados |+x), como mostra
a F.3(a). Para altas energias, a barreira tem pouco efeito nos atomos e o tratamento semi-
classico é uma aproximacao boa. Com isso, os autores deduzem a frequéncia de Rabi das
medidas de alta energia (veja a segdo F). Eles realizam as medidas de tunelamento com
uma barreira de altura 135(8) nK, correspondente a uma velocidade de 5,1 mm/s e uma
frequéncia de Rabi de 2 = 27 x 225(4) Hz. Os tempos sdo investigados realizando uma
tomografia completa do spin das particulas transmitidas. Rotagoes apds o espalhamento
permitem medir as componentes de spin nas diregoes x, y e z da esfera de Bloch [F.3(b)].

Das diferentes projecoes, os tempos 7, (associado com o tempo de travessia) e 7, (asso-

3Do inglés, matter-wave lensing em traducdo livre.
4Passagem adiabdtica répida, ou no inglés, adiabatic rapid passage, é um processo coerente que de-

pende de emissao estimulada, controlada pelas propriedades do laser usado. A técnica é utilizada para

transferéncia eficiente de populagao entre estados quanticos.
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Figura F.2: Os autores criam um condensado de Bose-Einstein no estado |F'=2,mp = 2) em uma
armadilha de dipolo cruzado formada por um guia de onda éptico e um feixe que o intersecta perpen-
dicularmente (armadilha de dipolo éptico). Na figura da esquerda, temos a configuragio experimental,
na figura da direita, o esquema dos niveis atomicos. (1) Apds abaixar a temperatura efetiva da nuvem,
0s dtomos sao empurrados por um campo magnético gradiente pulsado no sentido do guia de onda na
direcao z, em dire¢ao ao feixe que gera a barreira de potencial e o par de feixes de Raman. (2) Enquanto
os dtomos viajam em direcao a barreira, os autores usam passagem adiabdtica rapida para transferir os
atomos para o estado |2,0) Jo estado [+x}]. (3) Durante a interagao com a barreira, o par de feixes de
Raman acopla os estados |+x) e |—z), separados pela frequéncia hiperfina de 6,8 GHz. (4) Para realizar
a sequéncia de medidas, os dtomos que foram acoplados ao estado |—z) sao transferidos para o estado
[2,1). Apds a medida, os autores aplicam um campo magnético gradiente B’ para realizar medidas de

Stern-Gerlach e separadamente fazer a tomografia de ambos os estados.

ciado com o recuo do medidor) podem ser obtidos [F.3(c)]. Para a velocidade incidente
mais baixa (4,1 mm/s), é observada uma probabilidade de transmissao de 0,03. Dada
a dependéncia na energia da transmissao, os autores calculam que os Atomos transmiti-
dos possufam uma distribui¢ao de velocidade com pico em 4,8 mm/s correspondendo a
kL ~ 3. Cerca de 3/4 desta distribui¢do correspondem a energias abaixo da altura da

barreira. O tempo 7, medido é de 0,61(7) ms.

Métodos

Configuragao experimental

Como dito anteriormente, os autores utilizam 8000 dtomos de *'Rb em uma armadilha

cruzada de dipolo de 1064 nm. A armadilha é composta de dois feixes: um feixe alongado
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Figura F.3: (a). Imagens de absor¢io das densidades atémicas apds a interagdo com uma barreira de
135 nK e feixes de Raman para energias incidentes de 400 nK (em cima) e 140 nK (embaixo). Um pulso
Stern-Gerlach é usado para separar as duas componentes de spin; um angulo de aproximadamente 45°
existe entre o campo magnético gradiente e a diregdo de propagacao. Os angulos de precessdo dos atomos
transmitidos sdo obtidos fazendo a tomografia completa no sistema de spin 1/2. (b) Projecdes de spin
obtidas para diferentes velocidades de incidéncia. As figuras a direita mostram os cortes através dos
planos £ —y e x — z. Os dados sdo codificados de modo que vermelho representa velocidades mais baixas
e verde velocidades mais altas. (c¢) Dados experimentais para os tempos 7, (pontos laranja) e 7, (pontos
azuis) em fungdo da velocidade incidente. A linha vertical corresponde & velocidade equivalente & altura
da barreira (5,1 mm/s). Regides laranja e azul sdo obtidas através de simulagdes através da equagdo
de Schrodinger, e as bandas representam um desvio padrio na frequéncia de Rabi medida. As linhas
tracejadas sdo previsoes obtidas através da teoria de medidas fracas para ondas monocromaticas para
7, (laranja), 7, (azul), e o tempo semiclassico (verde). As curvas solidas correspondentes séo calculadas
levando em conta a largura da distribuicio de velocidades do pacote de onda inicial (0,45 mm/s). A
figura inserida possui os dados de probabilidade de transmissdo (azul) e as simulagdes através da equagio

de Schrodinger (laranja).

que os autores se referem como o guia de onda do dtomo (com largura de 15 pm e um
alcance de Rayleigh de z; ~ 600 pm), e um feixe ortogonal que intersecta o guia de
onda cerca de 150 pm de distancia do seu centro. Os atomos comecam na interseccao
dos dois feixes. O guia de onda possui frequéncias radial e longitudinal de v, = 220 Hz
e vy = 2.7 Hz. O feixe da barreira, formado por um laser de 421 nm focado a 1,3 pm
intersecta o guia de onda préximo ao seu centro. A frequéncia longitudinal da armadilha
¢ quem define a velocidade minima com a qual os d&tomos chegam a barreira, uma vez que

a curvatura do guia de onda produz uma acelera¢io de 5 x 1072 m /s%.
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Colimacao de ondas de matéria

Os autores utilizam resfriamento delta-kick, também conhecido como colimacao de onda
de matéria, para reduzir a temperatura efetiva dos dtomos de 15 nK a 2(1) nK, corres-
pondendo a uma disperséo de velocidade r.m.s. de 0,45(15) mm/s. A temperatura efetiva
¢ dada por T... = mAv?/ky, onde Av é a largura r.m.s. da distribuigdo de velocidades
dos 4tomos e m é a massa atomica. Apds o resfriamento, os dtomos possuem um com-
primento de onda de de Broglie térmico A,z = 4(1) pm. O procedimento de resfriamento
é: os dtomos estao inicialmente na armadilha de dipolo cruzada, e entao sao soltos de um
dos feixes (armadilha de dipolo 6ptico) e se expandem no guia de onda por 9 ms (para
aproximadamente 4 vezes o tamanho inicial da nuvem). Entdo, uma armadilha quase-
harménica de frequéncia w = 27 x 50(5) Hz, criada pela armadilha de dipolo éptico, é
piscada® por 1,1 ms para colimar o pacote de onda atomico. O tamanho da expansao é
limitado pelo raio do feixe (1/e? raios de 100 pm); este tempo de expansao é mantido pe-
queno o suficiente tal que os atomos permanecem dentro da regiao harmonica do potencial
gaussiano. O condensado, entdo, tem um raio longitudinal r.m.s. de 15 ym. Ao reduzir
o niimero inicial de 4tomos, os autores conseguem obter temperaturas de 0,9 nK usando
esta técnica, mas para trabalhar com um nimero grande de dtomos, o experimento é

realizado a 2 nKk.

Barreira de potencial e feixes de Raman

A luz para os feixes Raman e da barreira é criada por um laser de diodo de cavidade
externa ECDL® em configuragao Littrow” [113]. Os autores colocam a frequéncia do feixe
préximo a um dos comprimentos de onda do rubidio (421,07 nm), localizado entre as
transicoes 551/ — 6Py,5 (421,7 nm) e 5S;, — 6P3/ (420,3 nm). Para gerar o par de
feixes de Raman, o feixe passa por um modulador de fase eletro-6ptico de 6,8 GHz, usando
uma profundidade de modulacao 8 ~ 0,3, que cria um par de bandas laterais no espectro
optico. Cerca de 0,05 da poténcia éptica vai para as bandas laterais. As bandas laterais

geradas possuem fases opostas e agem destrutivamente quando usadas em conjunto com

5Do inglés, flashed
5Do inglés, external cavity diode laser (ECDL)
"Configuracao de sistemas 6pticos contendo uma grade refletora onde a orientacio da grade é tal que

a ordem de interesse (por exemplo, difragao de primeira ordem) viaja no na direcao do feixe incidente.
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o portador que produz as transicoes Raman. Um étalon® com uma largura a meia altura
de 12 GHz é usado para remover uma das bandas laterais. Os autores consegue controlar
a frequéncia de Rabi sem modificar a poténcia dos feixes de Raman ao ajustar 3.

A luz da barreira é enviada para uma camara, onde é focada a 1/e? raios de w, =
1,3 uym na diregao z, e na direcdo y ela é escaneada com um defletor actistico-6ptico para
criar um potencial plano de 50 pm de largura. A taxa de escaneamento do potencial
(133 kHz) é mais rdpida que qualquer dindmica atomica do sistema e garante que a
nuvem sinta um potencial médio. O alcance de Rayleigh do feixe é 8 pm, maior que o
raio transversal do condensado (~ 2,5 pm). E possivel deixar o comprimento de onda em
421,38 nm, onde uma poténcia de aproximadamente 0,5 mW gera um potencial repulsivo
tdo alto quanto Vo/k, ~ 180 nK (dado, para os estados de relégio com mp = 0, pela
mudanga escalar do efeito Stark a.c.). Um campo magnético apontando na diregao de
propagacao do eixo dos feixes (dire¢do x) nos fornece o eixo de quantizacdo. Os feixes sdo
polarizados circularmente para gerar transicoes de Raman o — o+.

Para calibrar a frequéncia de Rabi, os autores estudaram atomos de alta velocidade
(alta energia) atravessando a barreira. Para estas velocidades, a aproximagao semiclassica
¢é valida, como mostra a Fig. F.3, e a calibracdo pode ser obtida através de

efQ/ dz >G( : (F.1)

2

Z . . Ve - %
sendo G(z) = exp —2— | o envelope gaussiano do potencial, v ¢ a velocidade dos dtomos
w
z
e v, € a velocidade correspondente a altura da barreira.

Preparacao de spin, rotacao e leitura

Apbs acelerar os dtomos usando um pulso magnético gradiente de 15 G /em por um tempo
variavel (0 - 0,9 ms), o estado de spin dos dtomos é preparado. Enquanto os atomos viajam
em direcao a barreira, os autores aumentam o campo magnético para aproximadamente
40 G. O campo magnético intenso causa uma diferenca nas sucessivas divisoes de energia
da variedade ' = 2 de 210 kHz, como resultado do efeito Zeeman quadratico. Isso permite
a transferéncia dos atomos do estado |2,2) (o estado em que os dtomos estao condensados)

ao |2,0), usando uma passagem adiabética rdpida de radio-frequéncia de 1 ms. Uma

8Interferometro de Fabry-Perot.
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antena de multi-loop fornece o acoplamento da radio-frequéncia com a frequéncia de Rabi
de aproximadamente Qg ~ 27 x9 kHz. A eficiéncia da transferéncia é maior que 0,95, e 0s
adtomos deixados para tras podem ser identificados e ndo afetam a dinamica subsequente
do experimento. A sequéncia total de preparagao dura 9 ms. Devido a transicao do relégio
ter uma dependéncia do campo de 575 Hz/G?, os autores abaixam a intensidade do campo
para 1 G antes da interacdo com os feixes de Raman para reduzir a sensibilidade a ruido
magnético.

Para a sequéncia de leitura, os autores novamente aumentam a intensidade do campo
magnético para 40 G. Por causa do efeito Zeeman quadratico, a diferenca de frequéncia
das transicoes |1,0) para |2,—1) e |1,—1) para |2,0) é 110 kHz. Eles transferem os
atomos por uma passagem adiabdatica rapida de |1,0) para |2,—1) em 1,5 ms. A eficiéncia
da transferéncia ¢ 0,90, e esta sequéncia dura 8,5 ms. Subsequentemente, os autores
abaixam o campo magnético para 1 G e fazem uma expansao livre durante 5,5 ms com
um gradiente magnético de 40 G/cm para implementar uma medida Stern-Gerlach e
simultaneamente fazer a imagem dos estados finais.

Os autores conseguem medir diretamente apenas os estados hiperfinos |+x) [|2,0)] e
|+x) [|2,0)], obtendo, entdo, (S,). Para completar a tomografia, apés a intera¢ao com a
barreira, é aplicado um pulso de microondas para rodar por um angulo de 7/2 em torno
do eixo z para obter (S,). Similarmente, o sistema ¢é rodado em 7/2 em torno do eixo v,
através de uma mudanca de fase de 7/2 no campo gerador, para medir (S,). As rotagoes
sao feitas com uma antena de dipolo com frequéncia de Rabi de Q.o = 27 x 2,4 kHz.
Para identificar e considerar possiveis erros sistematicos, como rotacoes imperfeitas de
7 /2, os autores também medem as projegoes nas diregoes x, y e z. A fase entre a fonte de
microondas e os feixes de Raman é periodicamente calibrada porque desvios na frequéncia

do ECDL e mudancas no étalon devido a flutuagoes de temperatura podem ocorrer.
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