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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a resolubilidade de operadores do tipo Vekua defini-
dos em toros. Na primeira parte, estabelecemos condi¢des necessdrias e suficien-
tes para a resolubilidade suave, em espagos de codimensao finita, de operadores
com coeficientes constantes. Neste contexto, exploramos condi¢des diofantinas
associadas aos coeficientes do operador e provamos a equivaléncia entre a reso-
lubilidade e a hipoeliticidade global. Também investigamos a resolubilidade su-
ave de uma classe de operadores Vekua com coeficientes varidveis, apresentando
condic¢des suficientes para a sobrejetividade. Na segunda parte deste trabalho,
estendemos os principais resultados para classes de funcdes ultradiferencidveis

de Denjoy-Carleman do tipo Roumieu.

Palavras-chave: Resolubilidade; Hipoeliticidade Global; Equacdes do Tipo Ve-

kua; Classes de Denjoy-Carleman.



ABSTRACT

In this work, we address the solvability of Vekua-type operators defined on tori.
In the first part, we establish necessary and sufficient conditions for smooth sol-
vability, in spaces of finite codimension, for constant-coefficients operators. In
this context, we explore Diophantine conditions associated with the operator co-
efficients and prove the equivalence between solvability and global hypoellip-
ticity. We also investigate the smooth solvability of a class of Vekua operators
with variable coefficients, presenting sufficient conditions for surjectivity. In
the second part of this work, we extend the main previous results to classes of

Denjoy-Carleman ultradifferentiable functions of Roumieu type.

Keywords: Solvability; Global Hypoellipticity; Vekua-Type Equations;

Denjoy-Carleman Classes.
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Introducao

Seja L um operador diferencial parcial linear definido no toro T". Estamos interessados em

estudar a resolubilidade global de operadores da forma:
Pu = Lu — Au — Bu,

com A e B sendo fungdes suaves em T”. Diremos que o operador P : C*(T") — C>°(T")
¢ resolivel quando existir um subespaco F C C*°(T™) de codimensao finita tal que, para toda
f € F,existau € C°(T") satisfazendo a equagdo Pu = f.
Esses operadores sdo conhecidos como "operadores do tipo Vekua", em homenagem ao
matematico I. N. Vekua, que estudou equagdes da forma:
%w —Aw — Aw = F
sendo 0; = %((‘31 + i0,) o operador de Cauchy-Riemann, e A, B e F' fungdes ou constantes
complexas. As solugdes desta equacdo sdo conhecidas como fungdes analiticas generalizadas,
ou fungdes pseudo-analiticas, e sua teoria foi desenvolvida por Vekua no livro Generalized
Analytic Functions (ver [25]).
Operadores da forma
Pu = %u — Au — Bu
foram utilizados por A. Meziani em [21] e [23], e por A. Meziani e B. de Lessa Victor em [10]
e [11] no estudo de deformacdes de superficies.
Propriedades locais e semiglobais de operadores da forma:

Pu = <a(:c, y)% + b(x, y)(%) u— Au— Bu

foram e continuam sendo estudados por A. Meziani e seus colaboradores, como mostrado em

[20] e [22].
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Em [4], A. Bergamasco, P. Dattori da Silva e A. Meziani estudaram a resolubilidade global
de operadores do tipo:

Pu = Lu — Au — Bu,

no toro T2, nos casos em que L é um campo vetorial com coeficientes constantes e para uma
classe especifica de campos vetoriais com coeficientes varidveis. Esses resultados foram esten-
didos por M. Almeida e P. Dattori da Silva, em [6], para dimensdes superiores para estudar a
resolubilidade global no sentido de Gevrey. Convém registrar aqui que esses dois trabalhos, [4]
e [6], foram a base para o desenvolvimento desta dissertagao.

Além disso, vale mencionar que esse tipo de operador também tem sido estudado em grupos
de Lie compactos. Em [12], W. de Moraes obteve resultados sobre a hipoeliticidade global de
P quando L é um campo vetorial com coeficientes constantes em um grupo de Lie compacto.

E importante observar que, quando B # 0, o operador P deixa de ser C-linear. O estudo
da resolubilidade e hipoeliticidade global no caso em que B = 0 foi abordado por diversos
autores em toros, grupos de Lie e variedades compactas. Destacamos aqui os resultados obtidos
em [2,3,15,17].

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 1 introduzimos notagdes e
resultados que serdo uteis no decorrer do texto. No Capitulo 2, trataremos inicialmente o caso
a coeficientes constantes. Na Secdo 2.1, cujos resultados foram demonstrados originalmente

em [4], estudamos a resolubilidade do operador P : C°°(T?) — C>°(T?) dado por

0 0
Pu = — —u— Au — Bi
U tu+c xu U U,

com A, B,C € C. No Teorema 2.2, sdo dadas condicdes necessdrias e suficientes sobre os
coeficientes A, B, C' € C para que o operador P seja resolivel. Como consequéncia dos argu-
mentos utilizados no Teorema 2.2, € mostrado que P € resoluvel se, e somente se, € globalmente
hipoelitico.

Na Secdo 2.2, estudaremos o caso T"!, sendo P : C°°(T""!) — C°°(T""!) o operador

dado por
0 = 0 ~
Pu = au—f—;_;C']Aa—%u—flu—Bu,
com A, B,C; € C, 5 =1,...,n. Os resultados desta se¢do sdo adaptagdes dos resultados da

Secdo 2 de [6], em que foi estudada a resolubilidade Gevrey. Primeiramente, a resolubilidade

de P é caracterizada a partir de uma condi¢do diofantina. Paraocaso C; € R, j =1,...,n, de
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maneira andloga a se¢do anterior, obtemos condi¢cdes necessdrias e suficientes sobre os coefici-
entes do operador a fim de que P seja resolivel.
A Secdo 2.3 surgiu a partir de uma sugestdo do professor Paulo Leandro Dattori da Silva.

Se P : C*(T™) — C°°(T™) é um operador da forma
Pu = Lu — Au — Bu,

sendo L um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes e A, B € C, obtive-
mos uma caracterizagao, por meio de uma condicdo diofantina, da resolubilidade de P. A partir
dos argumentos da caracteriza¢do da resolubilidade de P, mostramos que a resolubilidade e a
hipoeliticidade global de P sdo equivalentes. Como aplicagcdo, analisamos os casos cldssicos
em que L é o operador do calor, da onda e um operador eliptico qualquer.

Nos casos eliptico e do calor, o operador P sempre serd resolivel, independente das cons-
tantes A e B. No caso do operador da onda, obtivemos condi¢des necessdrias e suficientes sobre
as constantes A, B e 7 para que P seja resolivel. Uma dessas condi¢es envolve nimeros de
Lionville e recupera um conhecido resultado de S. Greenfield e N. Wallach (ver [15]) no caso
bidimensional.

No Capitulo 3, estudaremos a resolubilidade de uma classe de operadores P : C>(T"™!) —

C*°(T™!) a coeficientes varidveis da forma

Pu= S S0y (0) + ihyal1)) oo — (s(0) + i5q(t))u — ag(t)a

j=1
comp;,q,8 € C°(THR), N, 0 €R,j=1,...,nea € C\ {0}. Sob certas hipéteses sobre a
funcido g e sobre as constantes A, « e 9, € possivel reduzir o problema a resolug¢ao de um sistema
diagonalizdvel de equagdes diferenciais ordindrias.

A Secido 3.1, cujos resultados foram originalmente provados em [4], trata do caso T?, isto &,

P € da forma

Pu= %u + (po + Z')\q(t))% + (s(t) +i0q(t))u — aq(t)a,

com q,s € C®(T};R), g # 0, po, A\,d € Rea € C\ {0}. Sdo apresentadas também algumas
classes de exemplos. Na Secdo 3.2, os resultados da se¢do anterior foram estendidos para o
toro T"*1. Os argumentos foram adaptados de [6], no qual foi estudada a resolubilidade Gevrey
destes operadores, para o caso suave.

No caso em que o operador P tem coeficientes constantes, obtemos condi¢des necessdrias e

suficientes para que P seja resolivel. Na classe de operadores a coeficientes varidveis estudada,
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as hipodteses pedidas garantem condicdes apenas suficientes. Por outro lado, estas condi¢des
garantem, mais do que a resolubilidade, a sobrejetividade do operador P.

No Capitulo 4, foram enunciadas defini¢des e resultados importantes sobre espacgos de fun-
coes ultradiferencidveis e suas respectivas ultradistribui¢des. Demonstracdes da maior parte dos
resultados enunciados podem ser encontradas em [9]. Fixada uma sequéncia peso {m;}en,
consideramos o espaco Ex(T") C C°°(T") definido do seguinte modo: f € Eu(T") se exis-

tem C', h > 0 de modo que, para todo o € N}, vale
sup |0°f| < C- Al myy - |all.

As classes de fungdes que satisfazem este tipo de estimativa sdo conhecidas na literatura como
classes de Denjoy-Carleman, do tipo Roumieu.

Por fim, nos Capitulos 5 e 6, adaptamos os resultados dos Capitulos 2 e 3 para resolubili-
dade e hipoeliticidade global de operadores diferenciais parciais lineares em espacos de fungdes
ultradiferencidveis. Vale observar que, como os espacos Gevrey sdo um caso particular das clas-
ses estudadas neste trabalho, obtivemos uma versao ultradiferenciavel para os resultados obtidos

em [4] assim como uma generalizac¢do dos resultados obtidos em [6].
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Capitulo 1
Pré-Requisitos

Nesta se¢do, serdo apresentados os pré-requisitos para a leitura deste trabalho. As demons-
tracoes dos resultados sobre funcgdes e distribui¢des periddicas, séries de Fourier, séries parciais

de Fourier e operadores diferenciais podem ser encontrados em [26].

1.1 Multi-indices e Derivadas

Denotaremos por N o conjunto dos ndmeros naturais (sem o zero) e por Ny = N U {0} o
conjunto dos inteiros ndo-negativos.

z

Dado n € N, dizemos que um elemento & = (ay,...,q®,) =€ N é um multi-indice e

definimos seu comprimento como sendo |a| = o + -+ - + .

Dados dois multi-indices o, 8 € Nj, dizemos que < « (ou 8 < «) se ; < «; (ou

p; < o) paratodo j = 1,...,n. Dada uma fung¢do f € C'°(R"), denotaremos

olel
f =gt
a1 Y
Oxft - - - Oxon
sendo que, para cada j = 1,...,n, — denota a derivada parcial com respeito a j-ésima
x .
J
variavel.
Do mesmo modo, dados = = (z1,...,x,) € R" e a € Nj, denotaremos
=t

Além disso, vale a seguinte férmula: || < |z[1%.



Pré-Requisitos 14

Definimos o fatorial de um multi-indice o € N[} por
al =aq! - ayl.

Assim, dados o > 3 € Njj, podemos definir o coeficiente binomial para multi-indices por

()= @

coma— = (ag—01,...,q, — B,) € N[

Com isso, obtemos a regra de Leibniz para multi-indices:

Proposicdo 1.1 (Férmula de Leibniz). Dados f, g € C°(T") e a € N}, temos que

*(f9=Y (g) o°f - 9Py,

BLa

A férmula abaixo € um caso particular da féormula de Faa di Bruno para exponenciais que

serd bastante util nos Capitulos 3 e 6.

Proposicao 1.2 (Férmula de Faa di Bruno). Dada f : R — R e k € N, temos que

d’f 1 e
el = ) 3 H(ﬂ 7))

VEA(k

k
sendo A (k) = {7 e Nk . Zéw = k:}

(=1

1.2 Funcoes e Distribuicoes Periodicas
Definimos por
Co(T") = {f € C®(R") : f(z) = f(z +27nJ), Vo € R"eVJ € Z"}

o espaco das fungdes teste 27r-periédicas. E ficil ver que C>°(T™) é um espago vetorial com as

operacdes usuais de adicao de funcdes e multiplicagdo de uma fungao por um escalar.

Dizemos que uma sequéncia { f; } jey em C*°(T") converge em C'*°(T") se existe uma fun-

¢do f € C*°(T") tal que 0° f; — O f uniformemente para todo o € Nj.
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Temos que a nogao convergéncia em C'*°(T™) dada acima coincide com a convergéncia em
C*°(T™) dada pela métrica

k=0

sendo

nlf) = sw @) ] eO™T)
] <k

uma seminorma em C>°(T") para cada k € Ny.

Teorema 1.3. Uma sequéncia { f;} ey em C*(T") converge para f em C*°(T") se, e somente

se, pp(f; — f) — 0 para cada k € Nj.

Demonstragdo. [26], p. 2, Teorema 1. (]

Um funcional linear u : C*°(T") — C ¢ dito continuo se u(f;) — 0 em C para toda
sequéncia {0, }jeny C C°°(T™) com §; — 0 em C°°(T™). O espacgo vetorial D’(T™) dos funcio-
nais lineares continuos definidos em C'*°(T™) é chamado de espago das distribui¢des periddicas.
Seu e D'(T") e f € C(T"), denotamos u(f) = (u, f). Em outras palavras, D’(T") é o dual
topoldgico de C*°(T™).

Observacdo 1.4. Toda funcdo f : R" — C integrdvel em [0, 27]™ pode ser vista como uma

distribui¢c@o periddica com

para toda fungdo g € C°°(T"). Em particular, toda fungdo f € C>°(T") pode ser vista como

uma distribuicao periddica.

Dadas u € D'(T") e f € C*°(T"), a multiplicagéo de f por u é a distribuicdo fu € D'(T")
definida por
(fu,9) =(u, fg), VgeC=(T").

Dados a € Ny e u € D'(T"), definimos a derivada 0*u por

(0%u, f) = (u, (=)o f),  VfeC=(T).

Note que, se u € D’'(T™) é uma distribui¢do induzida por uma func¢do v € C*°(T™), entdo a

distribuicdo 0“u coincide com a distribui¢do induzida pela fun¢do 0%u € C>°(T™).
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Teorema 1.5. Seja u : C°°(T") — C um funcional linear. Entdo u € D’'(T") se, e somente se,

existem C' > 0 e k € Ny tais que |(u, f)| < C Z sup |0%f(z)| paratoda f € C(T").

la|<k z€[0,27]"

Demonstragdo. [26], p. 9, Teorema 1. ]

Dizemos que uma sequéncia {u; }jeny em D’'(T") converge em D'(T") se existe u € D'(T")
tal que, para toda f € C°°(T"), a sequéncia {(u;, f)};en em C converge para (u, f). Natural-
mente, podemos definir a convergéncia de uma série em D’(T"). Seja {u;}jez» uma sequéncia

em D'(T"). Dizemos que a série Z uy é convergente em D’'(T™) se a sequéncia das somas
Jern
parciais s, = Z uy, ¢ € N, for convergente em D'(T").
/l1<¢

1.3 Séries de Fourier

Uma sequéncia {c;} jez» em C é dita rapidamente decrescente se, para cada k € Ny, existir
C > 0 tal que
les| < CIIIN7F, vT €z \ {0}

ou, equivalementemente, se, para cada k € Ny, existir M > 0 tal que

lesl < M@+ ||J|))F, VYT ez

Teorema 1.6. Seja {c;} jcz» uma sequéncia rapidamente decrescente. Entdo f = Z cjey €

Jezn
C>®(T"),sendo ej(x) = e’*, x e R e J - o= Jiwy + - + Joxp.

Demonstragdo. [26], p. 50, Teorema 2. O]

Teorema 1.7. Seja f € C>(T"). Entdo f; = (27r)"/ f(x)e_;(x) dx forma uma
[0,27]™
sequéncia rapidamente decrescente e f(x) = Z fres(x).
Jezn

Demonstragdo. [26], p. 52, Teorema 3. L]

Teorema 1.8. Se u = Z U € D'(T™), entdo 0%u = Z 0“u,, para todo o € Nj.
Jezr Jezr

Demonstragdo. [26], p. 47, Teorema 1. L]
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Uma sequéncia {c;}jez» em C € dita de crescimento lento se existirem M > 0 e k € Ny
tais que

sl < M||J|F, VT ez \ {0}
ou, equivalentemente, se existirem M > 0 e k € N tais que

les) < M+ ||J|)*, VJ ez

Teorema 1.9. Seja {u;} ez» uma sequéncia de crescimento lento. Entdo a série E ugey é

Jern
convergente em D'(T"). Além disso, se u = Z ugey, entdo uy = (2m)~" (u,e_;) para todo
Jerr

J e z".
Demonstracdo. [26], p. 63, Teorema 5. (]

Teorema 1.10. Seja u € D'(T"). Entdo u; = (2m) ™" (u, e_ ;) forma uma sequéncia de cresci-

mento lento e u = Z ugyey em D'(T™).
Jezn

Demonstragcdo. [26], p. 65, Teorema 6. (]

1.4 Séries Parciais de Fourier

Sejam p,q,n € N tais que p + ¢ = n. Vamos considerar a soma direta R” = RP & RY.

Vamos denotar (z,y) € R™ para indicar que z € R’ e y € R.

Teorema 1.11. Seja {f;} ez« uma sequéncia em C°°(TP?) tal que, para todo o € Nj e para

todo k € N, existe C' > 0 tal que
0% (@) <C+[1JI)7"
para todo J € Z? e para todo x € RP. Entdo a fungdo ¢ : R" — C dada por

olz,y) =Y fr(w)es(y)

Jez1

estd bem definida e pertence a C*°(T").

Demonstragdo. [26], p. 71, Teorema 1. O]
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Teorema 1.12. Se f € C*°(T"), entdo f(x,y) = ZfJ(x)eJ(y), sendo f; € C°°(TP) dada

Jeza
por

fi(x) = (27r)_q/ fz,y)e v dy.

[0,27]e

Além disso, dados o € Nj e k € N, existe M > 0 tal que
0% f5 ()] < M(1+|[J])~"

para todo J € Z9 e para todo x € RP.
Demonstragcdo. [26], p. 77, Teorema 2. (]

Dadas f € C®(TP) e g € C*°(TY), definimos o produto tensorial de f por g como sendo a
fungdo f ® g € C°°(T") dada por (f ® g)(x,y) = f(x)g(y)-
Dadas u € D'(T?) e v € D'(T?), definimos o produto tensorial de « por v como sendo a

tnica distribuicdo u ® v € D'(T™) que satisfaz

(u@w, f) = (u, (v, f(z, ) = (v, (u, F(-,9))

paratoda f € C°°(T"), sendo (v, f(x, -)) € C°(T?) e (u, f(-,y)) € C°(T9).

Teorema 1.13. Se u € D'(T"), entdo u = ZUJ ® ey, sendo u; € D'(TP) dado por
Jeza

(us, f) = (2m) " (u, f @ e_;)
para toda f € C*°(T?) e para todo J € Z?. Além disso, para cada f € C(T?), {(uy, f)}seza

¢ uma sequéncia de crescimento lento.

Demonstragdo. [26], p. 82, Teorema 3. L]

Observacao 1.14. Denotaremos u; ® e; = uje; e, portanto, u = Zu Jjey.

JEZI
Teorema 1.15. Seja {u;} jcz. uma sequéncia em D’'(T?). Suponha que existem C' > 0e k € N
tais que

| (uss £)| < Cp(£)+ [ T)*

paratoda f € C°°(T?) e para todo J € Z?. Entdo u = ZuJeJ e D(T").
Jeza

Demonstragdo. [26], p. 82, Teorema 4. O]
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1.5 Operadores Diferenciais

Um operador diferencial parcial linear em C°°(T"™) é uma aplicagdo P : C°(T") —
C>°(T™) da forma
P = Z Co(x)0%,

|| <m

com C, € C*°(T") para todo o € Nj, |a| < m € Ny. Dizemos que m é a ordem de P. Caso
os coeficientes de P sejam constantes, isto é, P € da forma

P=>Y" C.0”

laj<m

em C*°(T"), com C,, € C para todo o € N}, || < m, definimos o simbolo de P como sendo
o polindmio

op(€) = Y iC.E EeR™

la|<m
Definimos o simbolo principal de P como sendo a parte homogénea de grau m do simbolo
op, isto é,

Omp = Y iC.E% £ €R™

|a|=m

Dizemos que P ¢ eliptico quando o, p(£) = 0 se, e somente se, £ = 0.

0 0
Exemplo 1.16. O operador P : C*°(T?) — C°°(T?) dado por Pu = pTi 08_ é eliptico se,
x

e somente se, Im(C') # 0.

Observe que 0, p = op(§,7) = i(T + C§).Temos que o, p(§,7) = 0 se, e somente se,
7+ C¢ = 0. Isto ocorre apenas se £ = 7 = 0 ou % = (' . Caso Im(C) # 0, a segunda opg¢ao

nunca poderd ocorrer. Logo, P ¢ eliptico.

Por outro lado, se Im(C') = 0, isto é, se C' € R, caso C' # 0, o par (C,C?) # 0 € raiz de
om.p- Caso C' = 0, temos que (£,0) # 0 é raiz de op paratodo £ € R\ {0}.

Em particular, o operador de Cauchy-Riemann

9 _1(9_ .90
09z 2\at " ox

em C°°(T?) € eliptico.
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Exemplo 1.17. Vejamos alguns exemplos cldssicos de operadores elipticos e ndo-elipticos de
ordem 2:

82
1. O Laplaciano L = Z o 2 em T" € eliptico. Observe que o simbolo principal de L é

7=1
oon(§) =—¢- &= H§||2, com oy 1,(£) = 0 se, e somente se, £ = 0;

2. Ooperadordocalor L = — —1n Z B 2 ,n > 0, em T™"! ndo € eliptico. Observe que o

simbolo principal de L é O'Q’L(g, 7') =1 ||§||2, sendo (0, 7) raiz de oy 1, para todo 7 € R;

o2
o
o simbolo principal de L € o9 1. (&, ) —72 4+ n?]|€||*. Deste modo, se 72 = n?|]|%, o

3. O operador da onda L = 2 Z B 2 ,n > 0, em T""! nido € eliptico. Observe que

par (&, 7) éraizde oo 1.

Proposicao 1.18. Se P é um operador eliptico de ordem m e () é um operador de ordem

estritamente menor que m, entdo P + () € eliptico.

Demonstracdo. Observe que, como () tem ordem estritamente menor que m e P tem ordem
m, entdo P + () € um operador de ordem m. Como o simbolo de () tem grau estritamente
menor que m, o simbolo principal de P + () coincide com o simbolo principal de P, sendo P
eliptico. [
Teorema 1.19. Se P : C°(T") — C>°(T™) € eliptico, entdo existem R, M > 0 tais que

EER™ K= R = [op(§)| = M|g[™

Demonstragdo. [13],p. 272, Lema 17.4 . O]
Definicao 1.20. Seja P : C°(T") — C>°(T™) um operador diferencial parcial linear. Dizemos

que P ¢é globalmente hipoelitico se

uw€eD(T") e Pu=f e C®T") = ue C®(T"),

isto &, se P~1(C°°(T")) C C>(T").
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Teorema 1.21 (Condi¢ao LMR). Seja P : C°°(T") — C*°(T") um operador diferencial parcial
linear com coeficientes constantes. Entdo P € globalmente hipoelitico se, e somente se, existem

L, M, R > 0 tais que
L
17>

Il = B = |op(J)] =

Observacao 1.22. Este resultado apareceu pela primeira vez em um artigo de S. Greenfield e
N. Wallach publicado em 1972 (ver [15]). Uma demonstracdo detalhada pode ser encontrada
em [26], p. 93, Teorema 4. Outros trabalhos relacionados destes mesmos autores, incluindo
uma conjectura conhecida que hoje leva o nome de ambos, contribuiram para que o interesse

por esta drea aumentasse nos anos seguintes.

Corolario 1.23. Todo operador eliptico em C*°(T") é hipoelitico.
Demonstragcdo. Se P ¢ eliptico de ordem m, pelo Teorema 1.19, existem Ry, My > 0 tais que
1€l = Ro = [op(§)] = Moll€]]™ = M[[™™

Tomando L = My, M = m/2 e R = Ry, segue do Teorema 1.21 que P é globalmente

hipoelitico. O

Dizemos que um ntimero irracional o é de Liouville se, para todo N € N, existe C' > 0 de

modo que a equagao

possui infinitas solugdes p/q € Q, com p € Z e ¢ € N. Assim, se & é um nimero irracional

nao-Liouville, entdo existem constantes C', . > 0 tais que |a — P

C
> q—Lparatodop cZe
q € N (ver [24], p. 19, Lema 2.2). O resultado a seguir, originalmente provado no artigo de
1972 de S. Greenfield e N. Wallach (ver [15]), traz uma interessante relacdo entre nimeros de
Liouville e a hipoeliticidade global de campos vetoriais no toro T?:
: 00 (2 00 (M2 9 9
Teorema 1.24. Considere o operador P : C*°(T?) — C*°(T*) dado por Pu = 5~ @y, com
x
a € C. Entdao P é globalmente hipoelitico se, e somente se, « € C \ R ou o é um nimero

irracional ndo-Liouville.

Demonstragdo. [24], p. 21, Teorema 2.2. (]
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Exemplo 1.25. Vejamos alguns exemplos

nooo2
1. O operador Laplaciano L = g 922 em T" € eliptico e, portanto, globalmente hipoeli-
T
J

j=1
tico;
82
2 9
ox j

simbolo do operador L é dado por o (J, k) = ik + n?||J||%, sendo ||J||* = J - J. Temos

8 n
2. O operador do calor L = Eri n? Z n > 0, em T"*! & globalmente hipoelitico. O
j=1

que
o1 (J k)| > [Re(ar(J, k)| = || ]]”
lon(J. k)| = [Im(o(J, k)| = [K|
€, portanto,
1 2 2 C -2
oL (LR = S P11 + kD) > S (1] + k)2,

com C' = min{1,7?}. Segue do Teorema 1.21 que L € globalmente hipoelitico;

82

3. Considere o operador da onda L = P

—n? E pye em T""!. Observe que o simbolo
€T5
j=1 "

de L € dado por
or(1.§) = = (7 = nllgl) (7 + nll€l]).

Temos que L seré globalmente hipoelitico se, e somente se, € C \ R ou 1 é um niimero
irracional ndo-Liouville. De fato, caso 7 seja racional ou um nimero de Liouville, para
cada N € Ny, obtemos uma sequéncia (7;,§;) € Z x (Z" \ {0}) e uma constante C' > 0

de modo que |7 —ll&[] < C(|7| + 1 I) .

Usando argumentos similares aos usados na demonstracdo do Teorema 1.24 (detalhes po-
dem ser encontrados em [24] ou [26]), segue que L ndo € globalmente hipoelitico. A
reciproca segue utilizando também argumentos similares aos da demonstragao do Teo-

rema 1.24.

Dado um operador diferencial

P = Z Co(x)0*

laf<m
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em C*°(T"), com C, € C*°(T") para todo a € Ny,

a| < m, o operador transposto ‘P é
naturalmente definido usando as operacdes de multiplicacdo de fun¢do por distribui¢do e de

diferenciacdo de distribuicao:

'Pu= Y (~1)9*(Cu(x)u), Yu € D'(T").

|laj<m

O préximo lema € particularmente util quando houver necessidade de comutar um operador

diferencial com uma série.

Lema 1.26. Seja P um operador diferencial parcial linear com coeficientes em C'*°(T"). Entdo

P & continuo em D'(T™) e em C>°(T™).

Demonstragdo. Se {u;};en C D'(T") é tal que u; — 0 em D'(T"), para toda f € C®(T"),

temos que (u;, f) — 0 em C. Assim, para toda f € C*°(T"), temos que
<Puj7f> = <u]’tPf> — 07
uma vez que ‘P f € C°°(T"). Logo, Pu; — 0 em D'(T™) e, portanto, P & continuo em D'(T™).

Se {fj}jen C C*°(T™) é tal que f; — f em C*°(T"), entdo 0* f; — O0*f uniformemente

para todo a € Nj. Segue que P f; — f e, portanto, P é continuo em C*°(T"). O



Parte I

Caso Suave
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Capitulo 2

Operadores com Coeficientes Constantes

Neste capitulo, estudaremos a resolubilidade de operadores diferenciais parciais a coefici-

entes constantes P : C*°(T") — C°°(T") da forma

Pu = Lu— Au — Bu,

com A,B € Ce L : C®(T") — C*(T") sendo um operador diferencial parcial linear a

coeficientes constantes. Neste trabalho, consideraremos a seguinte no¢do de resolubilidade:

Definicao 2.1. Um operador diferencial parcial linear P : C*°(T™) — C>°(T™) € dito resoltivel
se existe um subespaco F C C*°(T") de codimensdo finita, de modo que, para toda fungdo

f € F,existe u € C°(T") tal que Pu = f.

Uma maneira de mostrar a resolubilidade (ou ndo) de um operador P em C'*°(T") é mostrar
que existem finitas (ou infinitas) condi¢des sobre os coeficientes de Fourier de uma f € C*°(T")
para que a expressdo Pu = f faca sentido. Chamamos estas condi¢des de condi¢des de com-

patibilidade.

Na primeira secdo deste capitulo, apresentamos demonstracdes detalhadas dos resultados
da Secdo 2 de [4], no qual L € um campo vetorial no toro bidimensional. Na segunda secao,
estendemos estes resultados para um toro de dimensdo qualquer. Os resultados desta sec@o
consistem numa adaptacio dos resultados da Secdo 2 de [6] para o caso suave. Por fim, na
terceira se¢ao, obtemos uma generalizagdo destes resultados para um toro de dimensdo qualquer
e L um operador diferencial com coeficientes constantes qualquer. Os resultados desta dltima

secdo surgiram a partir de uma sugestao do professor P. L. Dattori da Silva.
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As demonstracdes nas trés secoes deste capitulo sdo bastante similares e usam essencial-
mente os mesmos argumentos. Optamos por manter todas as demonstracdes tanto pelo carater
didético do texto quanto pelo respeito a forma de apresentac@o na literatura, assim como pela

elegancia intrinseca da argumentacao utilizada no caso bidimensional.

2.1 Caso T?

Considere o operador P : C*(T?) — C'*(T?) dado por

0 0
Pu-aquC’%u—Au—Bu

com A, B,C € C. Dada f € C°°(T?), queremos obter u € C°°(T?) tal que Pu = f. Considere

as séries de Fourier

i(jot-kt ]x—i-kt
E (e ) e E fixe"

(4,k)ez? (4,k)ez?

Da continuidade de P, temos que

Puet) = 3 (GF+CE-4) (a0 B 3 e

(J.k)ez? (4:k)€Z2

= > [ilk+Cj) = Alujpe’=Ht0 — B N " e ietky

(4,k)€Z? (j,k)ez2

= Z [Z(k‘ -+ C]) - A] uj,ke i(ja+kt) _ B Z (TR— piljz+kt)

(j,k)eZ? (j,k)ez?

Suponha que Pu = f. Deste modo, para cada (j, k) € Z?, temos que
[Z(k—l—Cj) — A] Uj ke — BU,J7 fjk

Tomando o conjugado da equagdo anterior para o par (—j, —k) € Z?, obtemos

fjmr = [Fi((=k) + C(—3)) — AJu=; =% — Buy
= —BUjJC + [Z(k' + éj) - A]U,j7,k,
0 que nos leva ao seguinte sistema linear:

[Z(l{? -+ Cj) - A] Uj,k — Bu_j,_k = fng
—Bujyk + [Z(k? + é]) — /_ﬂu_j7_k = f—]}—k
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Resolvendo o sistema para u; ;, obtemos
Ajwujp = [ilk +C5) — Al fjx + Bf—j -, 2.1)

sendo A o determinante da matriz dos coeficientes do sistema, dado por

A = [ilk+Cj)— Alli(k+ jC) — Al — BB

= —(k+Cj)(k+jC) —iA(k +Cj) —iA(k + jC)+ AA— BB

= —(k+Cj)(k+Cj) —iA(k + jC) —iA(k + jC) + |A|> — |B)?
= —|k+Cj> +|AP? — |B|? — 2iRe(A(k + C9)).

Observe que, como f € C*°(T?), as sequéncias { f i} (jrezz € {f—j—k}(jr)ezz S0 rapida-

mente decrescentes. Logo, para provar que os coeficientes de Fourier

]_ _ _ -
U = 5 (li(k + Cj) — Al f;n + Bf—j ) (2.2)

correspondem aos de uma fungdo em C*°(T?) solugdo de Pu = f, precisamos garantir que a
expressdo acima esteja bem definida a menos de uma quantidade finita de pares (j, k) € Z2.
Além disso, precisamos garantir que qualquer eventual crescimento de AJ_; possa ser absorvido
pelo decaimento de [i(k+Cj)— A f; 5+ B f—j . isto &, que { A [} k)ez2 seja no méximo uma
sequéncia de crescimento lento. Para garantir este controle, introduzimos a seguinte condi¢cao

diofantina para um par (£,7) € R%:

(DC1) Existe uma constante v > 0 tal que

LkEZ, |jl+kl =~ = [k+& —n| = (7] + |k])77.

Uma condi¢do equivalente a (DC1) para um par (£,7) € R? é

(DC2) Existe uma constante v > 0 tal que

Gk €L, Gl + k| >~ = |(k+&)* =0 > (5] + k).

De fato, isto segue da fatoracdo

|(k +&5)° = n?| = [k + & —nl-[(=k) + &(=5) —]-
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Suponha que (DC1) seja vdlida. Entdo existe vy > 0 tal que
gk € Z, il + 1kl =0 = [k +& —nl = (5] + k)7
Com isso, para (j, k) € Z2, |j| + |k| > 70, temos

|(k+€5) = 1’| = [k + & —nl-[(=k) + &(=5) —nl = (] + [k[) 7.
Tomando v = 2+, segue que vale (DC2).

Por outro lado, suponha que ndo vale (DC1). Entdo, para cada ¢ € N, existe (jy, k) € N
tal que [j| + |ke| > €+ m+1e |k + &je —n < (|Je] + |ke|]) "™, sendo m € N tal que

2™ > max{1, ||, |n|}. Deste modo, temos

(ke + &je)* = °| = [ke + &je =l - [(=Fe) + &(=3e) —

< (el + Tke)™ =™ Il + max{1, [€]}(|jel + [Ke))]
max {1, [¢], [ }(|jel + [ke) =7
27" max{L, €], In[}(lje| + [Ke|)~*

< (ljel + [ke)) 7.

IN

IN

Portanto, nao vale (DC2).

O teorema a seguir € o principal resultado desta secdo. Sdo apresentadas quatro condicdes
sobre os coeficientes de P. As trés primeiras nos garantem a existéncia de uma constante C' > 0
de modo que |A;;| > C' > 0 exceto para uma quantidade finita de indices. Desconsiderando
os indices onde A, eventualmente zere, teremos que {Aj_,]i}(j,k)GZQ serd controlada por uma
constante positiva. Por (2.2) e pelo fato de que { f;x }(jx)cz> € rapidamente decrescente, garan-
tiremos que {w; }(jx)ez2 corresponde aos coeficientes de Fourier de uma fungdo u € C*°(T?)
solucdo de Pu = f. Quando nenhuma das primeiras condicdes é valida, a condi¢do diofantina

presente na quarta condicdo desempenhard o mesmo papel.

Em todos os casos, obtemos a resolubilidade do operador P. Além disso, estas condi¢des
sdo suficientes. De fato, caso nenhuma das quatro condi¢des apresentadas seja vélida, em parti-
cular, ndo vale a condicao diofantina (DC1). A ndo-validade de (DC1) nos permitira obter uma
infinidade de fungdes f € C°°(T?) linearmente independentes de modo que, se u € D'(T?)
satisfaz Pu = f, entdo u ¢ C°°(T?). Isto nos garantird que o espago das fungdes f € C(T?)

que admitem solucdo suave para Pu = f tem codimens3o infinita.
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Teorema 2.2. O operador P é resoliivel se, e somente se, uma das condi¢des abaixo € satisfeita:
(D) [B| > |A];
(2) Im(C) # 0;
(3) |B| < |A[eRe(A) # 0;

(4) Opar (C, \/|A]> — | B|?) pertence a R? e satisfaz (DC1).

Demonstragdo. Suficiéncia: Vamos analisar o que ocorre quando vale cada uma das quatro

condi¢des do enunciado.

Primeiro, suponha que a condi¢do (1) seja satisfeita. Entdo, para todo (7, k) € Z?, temos
que

1Akl > [Re(Ajx)| = |=|k+Cj]* + |A]? — |B]?|
= |k+Cj|+|B*—1|A]? > |B]* - |A]*> > 0.

Assim, existe K > 0 tal que |A;x|™' < K para todo (j, k) € Z? e, com isso, a sequéncia

{;}(jk)ezz em C dada por

¢é rapidamente decrescente. Segue que
u(x, If) _ Z uj,kei(j:c—&-kt)
(j,k)ez?
pertence a C*°(T?) e Pu = f por construgdo. Como f € C°°(T?) foi tomada de maneira

arbitréria, temos que P € resoliivel. Mais ainda, temos a sobrejetividade do operador P.

Suponha agora que a condi¢do (2) seja satisfeita. Podemos supor também |B| < |A|, caso

contrdrio, o problema se reduz ao caso anterior.

0 0 . .
Observe que, neste caso, o operador () = —+C — é eliptico e, portanto, existem 2, M > 0

ot ox

tais que
gl + [k = B = |k + Cj] = M(|j| + |k]).

Deste modo, temos que |j| + |k| > R implica

[Ajil > [k+CjI*+BI* = |AP > M*(|j| + [k])* + | BI* — A"
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Como |B|> — |A]? < 0, basta tomarmos Ry > R suficientemente grande de modo que

Bl* —1|A
M2+ M > (. Assim, para |j| + |k| > Ry, teremos

7
M2+ K + 1B — AR = 220+ kD)2 + ZE A g2
Gl
B|2—|A|2) |
a4+ BEZ AR (14 ey
( UL

Y

B|? — |A|? ,
(o + EESED ) i+ e
0

Para obter a dltima desigualdade, basta observar que (|7| + |k|)* > R2. Logo,
1 - 1
(I3[ +Ix[)?* — kg
Como | B|*> — | A% <0, segue que

B2~ AP _ |B - |AP
GIHRE = R’

B|? —
Tomando M, = M? + %, temos que
0

1+ [kl = Ro = [Az] = Mo(lj] + [K])*.

Deste modo, caso Im(C') # 0, podemos supor que existem R, M > 0 tais que

7] + [k > R = |Ajx] > M(|j] + |k|)* (2.3)

Considere entdo o conjunto A = {(j, k) € Z* : A, = 0}, o qual é finito, pois estd contido
em {(j,k) € Z* : |j| + |k| < R}. Observe que (2.1) € satisfeita para toda f € C*°(T?) com

fix = 0 paratodo (j, k) € A. Nestas condi¢des, por (2.3), u; € rapidamente decrescente.
Observe que F = {f € C=(T?) : f;x =0, V(j, k) € A} tem codimensao finita. De fato,
dada f € C*°(T?), escrevendo

f(.ﬁlf,t) _ Z ]:1:+kt Z U e ]erkt’

(4,k)EZ2\A (4,k)eA

verificamos que o primeiro termo da decomposicao acima pertence a JF e o segundo pertence ao
subespago de C'°(T?) gerado pelas frequéncias A, o qual claramente tem dimensdo finita. As-
sim, para cada f € F, existe u € C*(T?) tal que Pu = f, sendo F um espago de codimensio

finita, o que nos d4 a resolubilidade de P.
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Suponha agora que (3) seja satisfeita e que Im(C') = 0. Caso contrario, o problema recai no
caso anterior. Como |A|? — |B|? > 0, vamos analisar os dois casos abaixo:
() Se (j,k)€eZ?e|k+ Cj|* <

1
< 5(]A|2 — | BJ?), entdo

[Ajul* > (Re(Ax))* = (=[k + CjI* + |A]” = |BI*)* > Z(|A]* = |B]*)* > 0.

|

1
(i) Se (j,k) € Z*e |k + Cj| > §(|A|2 — | B|?), entdo

[Ajrl* = (Im(Ajx))* = [2Re(A(k + Cj))]* = [2Re(A(k + C}))J?

= 4(k+Cj)*(Re(A))* > 2(|A" — [B]*)*(Re(4))* > 0.

Tomando

K = win { (|AP - |BP)/2, Re(A)(|AP - |BP)V2} >0,

temos que |A;;|7! < K~! para todo (j, k) € Z*. Daqui, segue que a sequéncia {uw; }(jx)ezz €

rapidamente decrescente. Logo, o operador P € resolivel.

Por fim, suponha que a condi¢@o (4) seja satisfeita. Como o par (C, /| A|?> — | B|?) pertence
a R?, temos que Im(C') = 0 e |A| > |B|. Além disso, como este par satisfaz (DC1), usando a

forma equivalente (DC2), existe v > 0 tal que
g1+ [k =y = [k +Cj1* = (IAP = |BI*)] = (5] + [&]) 7.

Assim como no caso da condi¢do (2), {Uj,k;}(j,k)ez? iréd satisfazer (2.1) e serd rapidamente
decrescente se f;; = 0 paratodo (j,k) € A = {(j,k) € Z* : A, = 0}. Como A é finito,
o espago {f € C=(T?) : f;r = 0, V(j,k) € A} tem codimensdo finita e, portanto, P ¢é

resoluvel.

Necessidade: Suponha agora que nenhuma das condicdes (1)-(4) seja verdadeira. Neste caso,

considerando a equivaléncia entre (DC1) e (DC2), temos duas possibilidades:
(5) |B] < |A],Im(C) = 0,Re(A) = 0 e opar (C,/|A|? — |B|?) € R? ndo satisfaz (DC2);

(6) |B| =|A|,Im(C) = 0 e o par (C,0) € R? ndo satisfaz (DC1).
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Suponha que vale (5). Como Re(A) = 0 e Im(C') = 0, temos que

Ajr = —|k+Cj]> +[AP - |BJ?

= — [tk +C5) + VTAP=TBP| - |(k+Cj) — VIAP = [BP| .

(2.4)

Como o par (C, \/|A|?> — | B|?) ndo satisfaz (DC2), para cada ¢ € N, existe (jy, k) € Z* tal
que |je| + [ke| = Ce

Aol = (ke +Ce)* = (AP = [B)] < (el + kel )" (2.5)
No caso em que vale (6), obtemos uma desigualdade semelhante a do caso anterior. Como
|A| = |B| e Im(C') = 0, temos que

Ay = —|k + Cj|* — 2i(k + Cj)Re(A),

o que nos d4 a seguinte desigualdade:

|k +Ci1* < [Ajk] < [k + Cil(Jk + Cj| + 2[Re(A)]). (2.6)

Como o par (C,0) € R? ndo satisfaz (DC1), para cada / € N, existe (jy, k;) € Z? tal que
[Je| + kel = Le
ke + Clel = |(ke + Clie) = O < (|l + [ )7 2.7)

Por (2.6) e (2.7), temos

[Bjokel < Nke+ Chel([ke + Chel + 2[Re(A))]
< (el + Tke) ™ [(1jel + [ke)™ + 2[Re(A)]]

= (el + ke~ (el + [Kel) 7 + 2(1el + [ke )~ [Re(A)]].

Observe que |j¢| + |k¢| > ¢ — 0o com ¢ — oo. Com isso, temos que

(el + Ike) ™ + 2(| el + [ke) ™ [Re(A)| < 1

para ¢ suficientemente grande. Passando a uma subsequéncia, temos entao

|A]'e,ke‘ < (’jé‘ + ‘kd)ieu vl e N. (2.8)
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Deste modo, podemos analisar juntos os casos em que valem as condic¢des (5) ou (6) por
meio da sequéncia {(jy, k¢) }oen C Z*. Passando a uma subsequéncia, caso necessério, podemos

supor que todos os k; sdo diferentes de zero e possuem o mesmo sinal. Considere o conjunto

Q= {(je. k) € Z% : €N},

Observe que a maneira como a sequéncia {(j, k¢) }sen foi escolhida implica que os conjun-

tos Qe —Q ={—(j,k) € Z* : (j, k) € N} sdo disjuntos.

Dividiremos a prova em dois casos, levando em conta a quantidade de vezes em que A, i,

se anula.

Caso (a): Aj, ;, = 0 para uma infinidade de indices ¢ € N.

Neste caso, passando a uma subsequéncia, podemos supor A, ., = 0 para todo £ € N.

0,ke

Suponha primeiramente que B = 0 e A # 0. Neste caso, temos |A| > |B|, o que recai na

condigdo (5). Com isso, temos Re(A) = 0 e, portanto, A = —A. Para todo (j, k) € ©, vale

0=1[A;x] = li(k+Cj)—Al-|i(k+Cj) — A
= |i(k +Cj) + A| - |i(k + Cj) — A

= [i((=k) + C(=j)) = Al - i(k + Cj) — Al
Segue da igualdade acima que A;; = A_; _;, = 0 para todo (j,k) € Q. Neste caso, para
(7, k) € QU (—1), aequagdo (2.1) se reduz a
li(k + Cj) — Al fjn = [i(k + Cj) + Alfjx = 0. (2.9)
Deste modo, para cada ¢ € N, vale uma (e apenas uma) das situacdes abaixo:

° i(kg+0jg)—A:00u
* i((=ke) + C(—je)) —A=0.
De fato, caso ambas as identidades fossem vdlidas para algum ¢ € N, teriamos A = 0.

Assim, caso i(k, + Cj,) — A # 0, teremos f_j, 1, = O, caso —i(k; + Cj,) — A = 0, teremos

fivk, = 0. Deste modo, teremos f;, = 0 para uma infinidade de indices (j, k) € Z>.
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Suponha agora que A = B = 0. Entdo, para (j, k) € £, temos A, = —|k + Cj|* =0, 0
que implica C' € Q. Seu € D'(T?) e f € C>(T?) sdo tais que Pu = f, entdo seus coeficientes

de Fourier devem satisfazer
i(k+Cjlujp = fin, Vi, k) € Z*

Como C' € Q, existe uma infinidade de pares (j, k) € 72 tais que k + C'j = 0 e, portanto, a

fim de que valha Pu = f, é necessério que f;, = 0 para uma infinidade de pares (j, k) € Z>.

Finalmente, suponha que B # 0. Segue de (2.1) que os coeficientes de Fourier de f devem
satisfazer

[i(ke + Cih0) — Al fjok, + Bf—j,—k, =0, VLEN, (2.10)

isto €, o coeficiente f_;, _j, deve ser um multiplo de f;, x, para todo ¢ € N.

Considere o subespaco F; de C°°(T?) gerado pelas exponenciais ¢!/ com (j, k) € N2,
E imediato que F, tem dimensdo infinita e, além disso, se f € F, entdo f ndo satisfaz (2.10) e,

portanto, f ndo admite solugdo suave para Pu = f.

Observe que, nas trés possibilidades acima, temos uma infinidade de condi¢des de compa-
tibilidade sobre os coeficientes de Fourier de f a fim de que Pu = f tenha solugao suave. Com
isso, o subespago de C°°(T?) das fungdes que admitem solugdo suave para Pu = f possui

codimensado infinita. Concluimos que P nao € resoluvel.

Caso (b): A, ;, = 0 para uma quantidade finita de indices ¢ € N.

Neste caso, passando a uma subsequéncia, por (2.5) e (2.8), podemos supor que

0 < |8, k) < (lgel + k)™, VLeEN. 2.11)

Suponha que B # 0, seja €2y um subconjunto infinito de 2. Por (2.11), temos que

Z A ]m+kt

(5,k)€Q0
define uma fung¢do em C°°(T?). Como os inteiros k; ttm 0 mesmo sinal para todo ¢ € N,
temos que f_; _ = 0 para todo (j, k) € €. Note que, se Pu = f possui solucdo, esta ndo é
necessariamente tnica (pode ocorrer de A;; = 0 para (j, k) ¢ . Por outro lado, a projecdo
de qualquer solugio no subespago de D'(T?) gerado pelas frequéncias 42 € tnica e dada por

Y B Y [hech - A @i

(4,k)€Q0 (4,k)€Q0
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De fato, observe que, se u € D’'(T?) € solugdo de Pu = f, seja

U(l’, t) _ Z Uj’kei(ja:—kkt)

(4,k) €00

tal projecdo. Para cada (7, k) € €2, temos
Ajvjp = [ilk+Cy) — Alfjx+ Bf—j—r = [i(k+Cj) — AlAjx,

uma vez que f_; _; = 0 para (j,k) € Q. Do mesmo modo, observando que A;; = A_; 4,

para cada (j, k) € —€, isto é, (—j, —k) € 2, temos

Aj,kvj,k — [Z(k’ + Cj) - A]f%k + Bffj,,k — BA,]",].C - BAng.

Deste modo, se (j, k) € o, temos que

Vjk = [Z(k’ + Cj) - A] € VU= B.

Com isso,

U(QS, Zf) _ Z Uj7k€i(jx+kt)

(4,k)€£80

— Z Beiliztht) | Z [i(k+cj)_A]€i(jx+kt)
(jvk)efﬂ() (j,k‘)GQo

_ Z Befi(jachkt)_‘_ Z [i(k—f—C’j)—A]ei(ijrkt).

(j7k)€QO (j»k)eQO

A soma acima em —()y garante que v € D'(T?) \ C*°(T?) e, portanto, toda solugdo de
Pu = f estard em D’'(T?) \ C°°(T?). Como isso ocorre para todo subconjunto infinito 2y C 2,
obtemos uma quantidade infinita de fungdes f € C°°(T?) linearmente independentes para as
quais ndo existe u € C*(T?) solu¢do de Pu = f. Seja Fy o espago (de dimensdo infinita)
gerado por estas fungdes. Seja F C C°°(T?) tal que C(T?) = Fy & F. Se f € C(T?) é
tal que existe u € C'*°(T?) satisfazendo Pu = f, entdo f € F necessariamente. Como F, tem
dimensdo infinita, o espago no qual deveriamos procurar solugdes de Pu = f tem codimensao

infinita. Deste modo, P nao é resolavel.
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Se B = 0, observe que

(el + Vke)™ > 18k | = lilke + Cje) = Al - | —i(ke + Cje) = A, VLN

e, portanto,

[ike + Ce) — Al < (el + ke )™ ou | —i(ke + Cje) — Al < (el + [ke) ™

para uma infinidade de indices ¢ € N. Suponha que |i(k, + Cjo) — Al < (|je| + |ke|) =2
para uma infinidade de indices ¢ € N. Passando a uma subsequéncia de {(j, k¢) }sen, caso

necessdrio, podemos supor

li(ke + Ce) — Al < (76| + |ke|) ™%, VL EN. (2.13)

Tomando €2y C €2 infinito, por (2.13), temos que

fla )= Y ik +Cj) — AJeltie+H)

(j7k)€QO

define uma fungio em C'*°(T?). Se u € solugdo de Pu = f, para cada (j, k) € €, temos

li(k +Cj) = A] - [i(k + Cj) — Alujp = Ajrujp.

Porém,
Ajrujr = [i(k+CF) = Alfy = [i(k +Cj) = A] - [i(k + Cj) — A,

o que nos leva a uj; = 1. Assim, a proje¢do de u no subespago de D'(T?) gerado pelas
frequéncias () é dada por

vz, t) = Z etz tht) (2.14)

(jvk)eQO
Temos que v € D'(T?) \ C*°(T?) e, portanto, se u € solugdo de Pu = f, entdo u €
D'(T?) \ C>=(T?).
Se tivermos |i(k; + Cjp) — A| = | — (ke + Cjo) — A| < (|e| + |ke|)~? paratodo ¢ € N
(passando a uma subsequéncia), basta tomar f no caso anterior com frequéncias em —§2.
Como esta construg@o vale para todo {2y C €2 infinito, obtemos uma infinidade de fun¢des

f € C>(T?) linearmente independentes de modo que ndo existe u € C°°(T?) solugdo de

Pu = f. Logo, P nio é resoluivel. O
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Com os argumentos do teorema anterior, podemos estabelecer condi¢cdes necessarias e sufi-
cientes para que o operador P seja globalmente hipoelitico. No caso onde nenhuma das condi-

coes (1)-(4) sejam verdadeiras, obtivemos duas possibilidades:
(5) |B] < |A],Im(C) = 0,Re(A) = 0 e opar (C,/|A|? — |B|?) € R? ndo satisfaz (DC1);

©) |B| = [A

,Im(C') =0 e o par (C,0) € R? ndo satisfaz (DC1).
Podemos enunciar as condi¢des (5) e (6) de maneira equivalente do seguinte modo:

(7) O par (C,+/|AJ> — | B|?) pertence a R? mas ndo satisfaz (DC1). Além disso, se |A| >
| B|, entdo Re(A) = 0.

Teorema 2.3. O operador P ndo € globalmente hipoelitico se, e somente se, vale a seguinte

condicao (7) acima.
Demonstracdo. A necessidade segue de maneira imediata do teorema anterior.

Vejamos que a condi¢do (7) € suficiente. Se a condi¢@o (7) € satisfeita, entdo existe uma

sequéncia {(j¢, k) been C Z2 tal que |jo| + |ke| > (e
ke + Ce = VAR = [BPP| < (el + ke )™, VEEN,

uma vez que o par (C, \/|A|?> — | B|?) ndo satisfaz (DC1).

Caso (a): Suponha que o conjunto
E={{eN: k —Cj —+I|A>—|B]?=0}

¢ infinito.
Se B # 0, tome u € D'(T?) \ C*(T?) dada por

u(x’ t) = Z Be—i(jza:+kzt) + Z[Z(ké + O]g) _ A]ei(jl_wv—l—lcgt)7

el leEE

como em (2.12). Neste caso, temos

Pu(z,t) = Z A, g eItk — 0 ¢ 0°°(T?).

leE
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De fato, note que k; — C'jp — /| A|? — | B|> = 0 implica em A, ;, = 0 pela fatoragdo (2.4).

Se B=0elIm(A) = |A| > 0, tome u € D'(T?) \ C*(T?) dada por

u(x’ t) — Z 6i(jgl‘+k[t)’

leE

como em (2.14). Temos assim que

Pu(z,t) =Y [(ke + Cjo) — |Al|e’Ve e = 0,

leE

uma vez que (k, + Cj;) — |A| = (k¢ + Cjs) — \/|A|?> — |BJ?> = 0 para todo ¢ € E.

Caso B = 0 e Im(A) = —|A| < 0, basta proceder como no caso anterior, tomando os

coeficientes em — F .

Caso (b): Suponha que ky — Cj, — /| A|?> — | B|> = 0 para uma quantidade finita de indices

¢ € N. Passando a uma subsequéncia, caso necessario, podemos supor que

0 < [ke + Clie = V/IAP = [BI] < (lge| + [ke) ™", VEEN.

Neste caso, a existéncia de uma u € D'(T?) \ C>(T?) tal que Pu = f € C*(T?) segue da

construgao feita no caso (b) do teorema anterior.

Logo, P nao é globalmente hipoelitico. ]

Corolario 2.4. O operador P é globalmente hipoelitico se, e somente &, é resolivel.

22 CasoT",n>1

Nesta se¢do, estenderemos os resultados da se¢io anterior para o toro T""!. Os resultados
desta secdo foram originalmente demonstrados em [6] para o caso Gevrey. Nos inspiramos
nesta referéncia para fazer as devidas adaptagdes para o caso suave. Os argumentos utilizados

para o caso n + 1-dimensional sdo muito parecidos com os do caso bidimensional.
Considere o operador P : C>(T"™!) — C°°(T"*!) dado por

B ") .
Pu=—u+ ; Cja—%u — Au — Ba, (2.15)
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com A,B,C; € C,j = 1,...,ne T"" = T?” x T,. Utilizaremos também as notagdes

C=(Cy,...,C,) eC", 2" =7" x Ze (J k) € Z""" para denotar que J € Z" e k € Z.

Dadas f € C®°(T""!) e u € D'(T™"), considere as séries de Fourier

’LL(:B7 t) e Z uJyke’L’(J{C-ﬁ—k‘t) e f(x7 t) — Z fJ’kei(J.x_i_kt).

(J,k)ezn+1 (J,k)ezn+1
Da continuidade de P, temos que

H <~ 0 | R
) = 5% (G S a) ) b S S
j=1

(J,k)ezn+1 (J,k)ezn+1

= ) [ilk+CJ) = AlugpelVErR — BN e iathn

(J,k)ezn+1 (J,k)ez?

= Z [Z(k +C - J) — A] uJyk,ei(J'm*‘kt) - B Z U_—Hei(J'm+kt).

(J,k)ezn+1 (J.k)ezn+1

Suponha que Pu = f. Deste modo, para cada (J, k) € Z"*!, temos que
[Z(k? + C . J) — A] UJJC — BU_JV_k = fJJ.C.

Tomando o conjugado da equagdo anterior para o par (—.J, —k) € Z"™, obtemos

ffJ,fk = [—Z((-k) + C . (—J)) — A]U,J7,k — BUJJg

= —Bujgp+[i(k+C-J)— Alu_;,

0 que nos leva ao seguinte sistema linear:

[l(k+0j)—A]UJ7k—Bm = fJ,k
_BUJ,k —f— [Z(k’ —f— é . J) — A]U_J’_k = f_J7_k

Resolvendo o sistema para u ;,, obtemos

Ajpugy =ik +C-J)— Alfix+ Bf_s s, (2.16)

sendo A, o determinante da matriz dos coeficientes do sistema, dado por
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Ay = [i(k+C-J)=Ali(k+C-J)— Al - BB

= —(k+C-N)k+C-J)—iA(k+C-J)—iA(k+C-J)+ AA— BB

= —(k+C - NEk+C-J)—iAk+C-J)—iA(k+C-J)+|A]?—|B)?

— |k C-J? 4 AP — B2 — 2iRe(A(k + C - J)).

Teorema 2.5. Considere o operador P : C°(T"*1) — C°°(T"*!) dado por (2.15). Entéo, P é

resoluvel se, e somente se, vale a seguinte condicao diofantina:
(DC,,+1) Existe v > 0 tal que
[Tl + 1kl >~y = Azl > ([J]] + k)77

Demonstragdo. A ida é imediata. Suponha que (DC, 1) ndo € satisfeita. Deste modo, para

cada / € N, existe (Jy, k;) € Z™*! tal que
ITell + kel > € e | Ayl < (el + Ike))™"

Suponha que A, 5, = 0 para uma infinidade de indices ¢ € N. Passando a uma subsequén-
cia, caso necessdrio, podemos supor A j, 5, = 0 para todo ¢ € N. Neste caso, se u € solu¢do de

Pu = f € C®(T""!), devemos ter

[Z(ké + C ' JZ) - A]fJe,ke + Bf*Jeﬁke =0

para todo ¢/ € N. Com isso, temos uma quantidade infinita de condi¢des de compatibilidade
sobre os coeficientes de Fourier de f. De fato, demonstramos isto na Se¢do seguinte (Teorema

2.9), na qual € apresentada uma versao mais geral deste teorema. Segue que P ndo € resoluvel.

Suponha que A, ;, = 0 para uma quantidade finita de indices / € N. Passando a uma

subsequéncia, caso necessdrio, podemos supor A, ;, # 0 para todo ¢ € N, isto &,

0 < | Ay < (1 Jell + |ke]) ™

para todo ¢ € N. Podemos também assumir que, para algum m € {1,...,n}, todos os J,,, sdo
nao-nulos e possuem o mesmo sinal, sendo J,,, a m-€sima coordenada de .J,. Para isso, basta

tomar uma subsequéncia caso necessario.
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Considere o conjunto

Q={(Jy, k) €z : L eN} CczZ".

A maneira como a sequéncia {(.J;, k¢) }sen foi tomada nos garante que os conjuntos {2 e —2

sao disjuntos.

Suponha que B # 0 e seja )y C (2 um subconjunto infinito. A sequéncia A, 5, é rapida-
mente decrescente por hipdtese e, portanto,
f(t,il?) _ Z AJ’kei(J-x—i-kt)
(J,k)eﬂo
define uma fungiio em C*°(T™*1). Se u € solugdo de Pu = f, a projegdo de u no subespago de

D'(T™*1) gerado pelas frequéncias +, deve ser

v(z )= Y [i(k+C-J)— AV 4 N perit/eth,
(J,k)EQ0 (J,k)EQo
Pela maneira como a sequéncia {(.J;, k) }sen foi tomada, dado (J, k) € o, temos que
f-7—x = 0. Note que os coeficientes de Fourier de v formam uma sequéncia de crescimento
lento mas ndo rapidamente decrescente. Deste modo, v € D'(T") \ C>(T"*!) e, portanto,
uw € D(T) \ C°°(T™"!). Como esta construgdo vale para qualquer subconjunto 2y C €

infinito, obtemos uma quantidade infinita de fun¢des f € C°°(T""!) linearmente independentes

para as quais ndo existe u € C*(T"*!) solugdo de Pu = f. Segue que P ndo é resolivel.

Suponha que B = 0. Neste caso, para (Jy, k;) € €, temos que

(el + [EeD ™" > 1Ak,
= |i(ke+C - Jo) = Al - |i(ke + C - Jp) — A|
= |Z(l€g+CJg)—A‘|—Z(]€g+CJg)—A|

Deste modo, teremos

[i(ke +C - Jo) = AL < (I ell + [kel)™ 0w | = i(ke +C - o) — Al < (IJell + [ke)™*

para uma infinidade de indices ¢ € N. Suponha que tenhamos |i(k, + C - J;) — A| < (|| J¢]] +
|k¢|)~%/? para uma infinidade de indices ¢ € N. Passando a uma subsequéncia, podemos supor
que

li(ke+ C - Jo) — Al < (I Jell + kel )%, VL EN. (2.17)
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Dado 2y C € infinito, por (2.17), temos que

flz,t) = Z i(k + C - J) — Aleit/ =tk

(J,k)eQ

define uma fungio em C'>(T™*1). Observe que, se u € solugio de Pu = f, a proje¢do de u no

subespago de D’ (T™"!) gerado pelas frequéncias 4§ serd

vz, t) = Z pi(J-etkt)

(J,k)eQ

Como no Teorema 2.2, temos que v € D'(T™+1) \ C>(T"*!) e, portanto, u € D'(T"1) \
C>(T™*1). Como esta construgdo vale para qualquer 5 C € infinito, obtemos uma quantidade
infinita de fungdes f € C°°(T""!) linearmente independentes para as quais ndo existe u €
C>(T™) solugdo de Pu = f. Segue que P ndo € resolivel. Concluimos que P ndo é

resoluvel. O

Assim como no caso bidimensional, temos que estudar a resolubilidade de P € equivalente

a estudar a hipoeliticidade global:

Corolario 2.6. O operador P tal como em (2.15) é resolivel se, e somente se, é globalmente

hipoelitico.

A demonstracao deste coroldrio é semelhante a do caso bidimensional. Uma versao mais

geral deste resultado € demonstrada na Subsecao seguinte (Corolario 2.11).

Corolario 2.7. Se |B| > |A], entdo o operador P definido em (2.15) é resolivel.
Demonstragcdo. Note que
Mgl > Re(Ag)l = [ = [k+C P+ AP~ |BP]
= |k+C-J|+|B*—|A* > |B—JAP? > 0

e, portanto, |A ;x| satisfaz (DC,,1). H

De maneira anédloga ao Teorema 2.2, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.8. Se Im(C') = 0, o operador P definido em (2.15) é resolivel se, e somente se,

vale uma das condi¢des abaixo:
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B

() [B] > [A

(2) |B| < |A] eRe(A) # 0;

(3) (DC,,41) € satisfeita.
Demonstragdo. Se nao vale nenhuma das trés condi¢cdes, em particular, ndo vale (3). Pelo
Teorema 2.5, segue que P ndo € resoldvel.

Se vale (1) ou (3), temos que P é resolivel pelo coroldrio anterior e pelo Teorema 2.5,

respectivamente.

Suponha que vale (2). Como |A|? — |B|* > 0, vamos analisar os dois casos abaixo:

1
() Se (J,k)eZ"M elk+C-JP* < §(|A|2 — | B|?), entdo

1
Akl 2 (Re(Ayp))” = (=[k+C - TP+ AP = |BF)’ = 7(JA]° = [BF*)® > 0.

1
(i) Se (J,k) e Z" e |k +C - J| > §(|A|2 — | BJ?), entdo

[Asil® > (Im(Agr))* = [2Re(A(k+C - J))]* = [2Re(A(k+C - J))]?

= Ak +C-J)3Re(A))? > 2(|AP — |B]*)*(Re(4))* > 0,

observando que C' = C, uma vez que Im(C) = 0. Tomando

K = win { (|2 = |B)/2, Re(A)(|AP - |BP)V2} >0,

temos que |A |7t < K~! paratodo (J, k) € Z"'. Segue que a sequéncia {w}(jx)ezn+1 €

rapidamente decrescente e, portanto, o operador P € resolivel. (]

Como o operador P € resoluvel se, e somente se, € globalmente hipoelitico, naturalmente
as condig¢des (1), (2) e (3) sdo necessarias e suficientes para a hipoeliticidade global de P. Vale

N 0 0 . ) )
notar que, no caso T2, Im(C) # 0 implica em ETi C . ser eliptico, o que nos permite verificar
x

facilmente a resolubilidade de P. Para T"*!, n > 2, caso Im(C) # 0, ndo podemos afirmar

0 " 0
nada sobre 5% Z Cja—xj.

j=1
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2.3 Caso Geral

Considere o operador P : C*°(T") — C'*°(T") dado por

Pu = Lu — Au — Bu, (2.18)

comA,Be€CelL:C>®(T") — C®(T") é um operador diferencial parcial linear com coefici-

entes em C de ordem m € N sem termos de ordem 0, isto é, L é da forma

> Cuo,

0<|a|<m

com C,, € C paratodo o € Ny com 0 < || < m. O simbolo do operador L é dado por

o (J)= > ilc,Je, Jez

0<|a|<m

Sejam f € C*°(T") e u € D'(T™) e considere as respectivas séries de Fourier

- ZujeiJ'” e f(z)= Zﬁ;e“'m

Jezn Jezn

Da continuidade de P, temos que

Pu(z,t) = Z(L—A) (use’ ) BZU]ele

Jezn Jezn

= E E C,0%— A UJele - B E useil e
JEZ™ | 0<|a|<m Jezn

= E E e, g — Al uyet’ BE u_je e
JeZ™ | 0<|a|<m Jezr

= E [O’L(J) — A] uJe“'”” - B E u,Je_“'m.
Jezn Jezn

Suponha que Pu = f. Deste modo, para cada J € Z", temos que

lor(J) — Ajuy; — Bu—; = f;.

Tomando o conjugado da equagao anterior para —J € Z", obtemos
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0 que nos leva ao seguinte sistema linear:

loL(J) = Ajuy — Bu=; = [,

—BUJ‘l‘ [O’L(—J) —A]U__J = f_J

Resolvendo o sistema para u ;, obtemos

Ayuy = loo(=J) = Alfs+ Bf-, (2.19)

sendo A ; o determinante da matriz dos coeficientes do sistema, dado por

Ay =lop(J) = Al [or(=J) — A] - |BJ*. (2.20)

Vale notar que A; = A_;. De fato, dado J € Z", vale

R, = [oo(d) = A4]-[oo(—]) - 4] |B]

= [oo(J) = Allor(=J) = A] = [B]* = A_.
Em particular, A; = 0 se, e somente se, A_; = 0.

Teorema 2.9. Seja P como em (2.18) e A; como em (2.20). Entdo P é resolivel se, e somente

se, vale a seguinte condi¢do diofantina:
(DC) Existe v > 0 tal que
1=~ = [As =[]
Demonstragdo. (=) Suponha que vale (DC) e denote A = {J € Z? : ||J|| < v}. Observe que
A é finito e que, se J € Z" é tal que A; = 0, entdo J € A.

Note também que, se J € Z\ A, entdo os termos A;l formam uma sequéncia de crescimento

lento. Se f € C°°(T") satisfaz

[o(—=J) = Alfs+ Bf-; =0, Y.JeEA, 2.21)
por (2.19), temos que u = Z uyet’®, com
JET\A

lor(=J) = Alfs+ Bf-s
Ay

ujy =
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é solugéo de Pu = f. De fato, como o (—J) — Aé polinomial e B é constante, A}l é de
crescimento lento e f; (e f_J) ¢ rapidamente decrescente (pois f € C'*°(T")), temos que u; é

rapidamente decrescente e, portanto, u € C'*(T").

Por fim, observe que o subespago de C°°(T") das fun¢des que satisfazem (2.21) possui codi-
mensao finita, uma vez que satisfazem uma quantidade finita de condi¢des de compatibilidade.

Segue que P € resoluvel.
(<=) Suponha agora que ndo vale (DC). Deste modo, para cada ¢ € N, existe J, € Z" tal que
1ell = £ e [Ag] < (1]

Como ||Js|| > ¢ para todo ¢ € N, temos que ||J;|| — oo com ¢ — oo. Deste modo,
denotando J; = (Ji,. .., Jne), existe uma coordenada j € {1,...,n} tal que |J;| — oo
e, portanto, .Jj, # 0 para uma infinidade de indices / € N. Passando a uma subsequéncia,

podemos supor que, para todo ¢ € N, .J;, sdo ndo-nulos e possuem o mesmo sinal.

Seja Q = {J, € Z" : ¢ € N}. Pela forma como foi escolhida a sequéncia {.J; }scn, note
que, se J € ), entdo —J ¢ ). Em particular, para todo subconjunto {2y C €, se J € g, entdo
—J & Q.

Dividiremos a prova em dois casos, levando em conta a quantidade de vezes em que A j, se
anula.
Caso (a): A, = 0 para uma infinidade de indices ¢ € N.

Neste caso, passando a uma subsequéncia, podemos supor que Aj, = 0 para todo ¢ € N.

Assim, por (2.19), devemos ter que

lon(—=J) = Alfs+Bf-; =0 (2.22)

para todo ¢/ € N.

Suponha que B # 0. Como A, = 0 paratodo ¢ € N, temos que

loL(Je) — Al - [op(=Jr) — A] = | B

para todo ¢ € N. Como |B|* # 0, temos que o,(J;) — A # 0e op(—J;) — A # 0 para
todo ¢ € N. Nestas condi¢des, (2.22) define uma infinidade de condi¢des de compatibilidade

sobre f € C*°(T") a fim de que Pu = f tenha solugdo v em C'*°(T™). Com isso, o espago das
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fun¢des admissiveis para a resolubilidade do operador P possui codimensao infinita e, portanto,

P nao € resolavel.

Suponha que B = 0. Deste modo, dada f € C*°(T"), se u é solu¢do de Pu = f, tomando

as séries de Fourier, obtemos que

(o(J) = Auy=f; e (ou(=J)—A)u—;=f

para todo J € Z". Logo, para cada ¢ € N, temos

0=Ay =lor(Je) = Al - lon(=Je) — A].

Nestas condicdes, para cada ¢ € N, teremos uma (e apenas uma) das situagdes abaixo:

O’L<Jg)—A:O ou O'L(—Jg)—A:O,

e, portanto, teremos que f; = 0 ou f_; = 0 para uma infinidade de indices J € Z". Com isso,
temos uma infinidade de condi¢des de compatibilidade sobre os coeficientes de Fourier de f a

fim de que Pu = f admita solugdo suave e, portanto, P ndo € resolivel.

Caso (b): A, = 0 para uma quantidade finita de indices ¢ € N.

Neste caso, passando a uma subsequéncia, podemos supor que A, # 0 para todo ¢ € N,
isto é,

0<|Ayl<|Jll™", VeeN. (2.23)
Se B # 0, seja {2 um subconjunto infinito de {2 e considere a fun¢ao

f(x) = Z Ajel e,

JeQo

Observe que, por (2.23), os coeficientes de Fourier de f sdo rapidamente decrescentes e,
portanto, f € C*°(T™). Suponha que u € D'(T") seja solu¢do de Pu = f. Deste modo, a

projecdo de u no subespaco de D’'(T") gerado pelas frequéncias £, é

v(z) = Z [op(—J) — Ale™ + Z Be

JeQo JeQo

De fato, se J € (), entdo f; = Ay e E = (. Deste modo, por (2.19), temos que

AJUJ = [O'L(—J) —A]fj = [O‘L(—J) _A]AJ = Uy = O'L(—J> — A
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Se —J € €y, isto é,se J € —Q, entdo f; =0e f_; = A_; = A;. Com isso, por (2.19),
temos que

AJUJ:BAJ = uy; = B.

Porém, note que v € D'(T") \ C*°(T™). De fato, os coeficientes de v ndo sdo rapidamente
decrescentes, uma vez que B é constante € o, (—.J) — A é polinomial. Logo, v ¢ C>(T").
Por outro lado, isto implica que os coeficientes de v sdo de crescimento lento e, portanto, v €
D'(T™). Deste modo, os coeficientes de v ndo sdo rapidamente decrescentes. Como v € projegao
de u, segue que u € D'(T™) \ C*°(T™). Como esta construgdo vale para todo {2y C €2 infinito,
obtemos uma infinidade de fungdes f € C'*°(T") linearmente independentes tais que, se u €

D'(T™) satisfaz Pu = f, entdo u ¢ C*°(T"). Segue que P nao é resolivel.

Suponha agora que B = 0 e tome {2, um subconjunto infinito de €. Por (2.23), para todo

¢ € N, temos que

ITell™ = [As | = low(Je) = Al -lor(=Je) = Al = lor(Je) = Al - [or(=Je) — Al

Deste modo, temos que |of,(J;) — A| < || || 7%2 ou |or(—Jp) — A| < ||Je]|~/? para uma
infinidade de fndices ¢ € N. Suponha que |07 (J;) — A| < ||J¢||~*/? para uma infinidade de

indices ¢ € N. Passando a uma subsequéncia, caso necessario, podemos supor
lon(Je) — Al < || |72, VEeN. (2.24)

Considere a fun¢ao

flx) = [on(]) — Ale”™,

JEQg
com f € C®(T") por (2.24). Se u € D'(T") é solugdo de Pu = f, a projecéo de u no

subespaco de D'(T™) gerado pelas frequéncias €2y serd

De fato, se J € (g, por (2.19), temos que

oL (J) = A lor(=J) = AJug = [or(=J) = A] - [or(]) — 4]

. >

=As =fs

e, portanto, u; = 1. Observe que v € D'(T")\ C*(T"), uma vez que u; = 1 ndo é rapidamente

decrescente. Logo, u € D'(T™) \ C>(T™).
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Caso tenhamos |0, (—J;) — A| < ||.J¢|| /% para todo ¢ € N (passando a uma subsequéncia),

basta proceder de maneira andloga ao caso anterior tomando f com coeficientes em —¢.

Como esta construcdo vale para todo {2y C € infinito, obtemos uma infinidade de fun¢des
f € C°°(T") linearmente independentes tais que, se u € D'(T") satisfaz Pu = f, entdo

u ¢ C°°(T™). Segue que P ndo é resolivel. O

Observacao 2.10. Os argumentos do teorema acima ndo usam a hipétese de que L ndo tenha
termos de ordem (. Note que ndo perdemos generalidade ao supormos isso pois, caso L possua

um termo de ordem 0, este pode ser incorporado a constante A.

Corolario 2.11. O operador P tal como em (2.18) € resolivel se, e somente se, € globalmente

hipoelitico.
Demonstragdo. (=) Suponha que P seja resolivel. Pelo Teorema 2.9, vale (DC). Se u € solu-
¢do de Pu= f € C(T"), entdo existe v > 0 tal que

lor(=J) = Alfs+ Bf_,
Aj ’

]| >~ = uy=

Note que a sequéncia {u;} ez é rapidamente decrescente pois {f;}jez» é rapidamente
decrescente. Observe que o,(—J) — A é polinomial, B ¢ constante ¢ A" é de crescimento

lento por (DC). Deste modo, u € C*°(T"). Segue que P é globalmente hipoelitico.

(«<=) Por outro lado, suponha que P ndo é resoldvel. Pelo Teorema 2.9, existem f € C°(T") e

u € D'(T™) \ C>(T™) tais que Pu = f. Segue que P ndo é globalmente hipoelitico. O

Teorema 2.12. Suponha que L : C*°(T") — C°°(T") seja um operador eliptico. Entdo o
operador P : C*°(T™) — C°°(T") dado por Pu = Lu — Au — Bu, A, B € C, é resoltivel e

globalmente hipoelitico.

Demonstracdo. Seja m a ordem de L. Como L ¢é eliptico, entdo L — A € eliptico e, portanto,

basta estudarmos a resolubilidade do operador P dado por Pu = Lu — Bu, sendo L eliptico.

Como L ¢é eliptico, existem Ry, M > 0 tais que

17 = Ro = |or(J)| = M|J[™.
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Com isso, para ||.J|| > Ry, por (2.20), temos

|Asl = on(J)-on(=J) — B
> |or()|-lon(=J)| = [BJ?

> M| — | B

Tomando R > R, suficientemente grande de modo que M2R? > |BJ? + 1, temos que
|7|| > R implica |A;| > 1 e, portanto, |A;|~! é uma sequéncia de crescimento lento. Como o
conjunto A = {J € Z" : ||J|| < R} é finito, segue que P é resoliivel. A hipoeliticidade global

segue do Corolario 2.11. [

2.4 Aplicacoes

Nesta se¢do, utilizaremos os resultados da secdo anterior para explorar a resolubilidade e a
hipoeliticidade global de alguns exemplos cldssicos de operadores diferenciais com coeficientes

constantes.

Exemplo 2.13 (Laplaciano). Como o operador L = Z 922 ¢ eliptico, segue do Teorema 2.12
x

g=1 "J

que o operador P € C*°(T") — C'*°(T") dado por Pu = Lu— Au— Bu, A, B € C, éresoliivel

e globalmente hipoelitico.

Teorema 2.14 (Operador do Calor). Seja L = -1 Z o 2, comn > 0. Entdo P :
C>(T"*) — C*°(T"*!) dado por Pu = Lu— Au— B, A, B € C, é resoldvel e globalmente
hipoelitico.

Demonstragdo. Comegamos observando que o simbolo de L é or(J, k) = or(—J,—k) =

ik + n?||J]|?. Assim, se u € D'(T"*1) é solugdo de Pu = f € C>(T""!), os coeficientes de

Fourier de u e f devem satisfazer

Ay = [ik+ 02| J|]° = A] fre+ Bf—y_r V(J k) € 2",
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sendo
Ay = [ik+n?J|)* = A]-[ik +n?||J||* — A] — BB
= (k+PIJI2)" = (A+ A) (ik + | T|?) + |A]® = | B?
= N+ 202kl T — k2 — 2Re(A) ik + || ]I?) + |AP* — [ BI*

= {|JII* = 2Re(A)?|[J||* = k2 + |A]* — |B* + 2ik[n*|[J||* — Re(A)].
Se k = 0, entdo existe y; > 0 tal que
171> = A0l > [Re(Ago)| = [n*[[T]|* — 2Re(A)n? || T||* + |A* — |B* | > 1.
Se k # 0, entdo
[Agel = [Im(Age)| = 2[k] - [17°]| T]]* — Re(A) |.

Observe que n?||.J||* — Re(A) = 0 ocorre para no méximo uma quantidade finita de indices
J € Z". Assim, podemos tomar 73 > 0 tal que ||.J|| > 72 implica em |n?||.J||* — Re(A4)| > 1/2

e, portanto, |A ;x| > 1, uma vez que k # 0 implica |k| > 1.

Para os J € Z™ tais que 7?|| J||* — Re(A) = 0, isto &, n*|| J||> = Re(A), temos que
[Asil > [Re(Ayr)] = |Re(A)? —2Re(A)* + [A]? — |B]> — k2|
= |k* +Re(A)* +[B]> — |AP],

o0 que nos garante que |A ;| se anula se, e somente se,

k= 2/ ~Re(A)? +[A? - |B]?,
isto &, |A ;x| se anula em no maximo dois indices k € Z. Tome 73 > 0 tal que |k| > -3 implica
|k* +Re(A)? + |B|? — |A]| > 1.
Considere v = 2 max{v1,72,73}. Se ||J|| + |k| > ~, entdo ||.J|| > /2 ou |k| > ~/2.
Suponha ||.J|| > /2. Caso k = 0, como /2 > 74, temos |A ;| > |[Re(A ;)| > 1. Caso
k # 0, como /2 > 79, temos |Ajx| > [Im(A )| > 1.

Suponha |k| > ~/2. Caso 7| J||*> — Re(A) = 0, como v/2 > =3, temos |Ajx| >
Re(Ayx)| > 1.
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Caso 7||J||> — Re(A) # 0, como v/2 > 0, entdo |k| > 1 e, com isso, temos |Aj,| >
Im(A k)| > 219%| 7> — Re(A4)] > C' > 0, com
C = inf{[n’|| J||* = Re(A)| : J € Z", n*||J|* - Re(4) # 0} > 0,
uma vez que o conjunto {J € Z" : n?||J||> — Re(A) = 0} é fechado.
Logo, para ||.J|| + |k| > 7, |[Asx] > min{1,C} > 0 e, protanto, vale (DC). Segue do

Teorema 2.9 que P € resoldvel. A hipoeliticidade global segue do Corolario 2.11. ]

Observacao 2.15. Note que o teorema anterior vale para quaisquer A, B € C, isto €, a reso-
lubilidade (e hipoeliticidade) do operador do calor € estavel por perturbacdes de ordem 0 e por

perturbacdes conjugadas de ordem 0.

‘ 82 n 82
Teorema 2.16 (Operador da Onda). Seja L = P n? ; 8_35?’ com nn > 0. O operador

P . C®(T") — C(T""!) dado por Pu = Lu — Au — Bu, A, B € C, é resoliivel e

globalmente hipoelitico se, e somente se, vale uma das condi¢des abaixo:
(1) [B| < [Im(A)];
(2) |A| = |B|, Re(A) = 0 e n é um niimero irracional nao-Liouville;
(3) (DC) é satisfeita.

Demonstragédo. Observe que o simbolo de L é o(J,k) = op(—J,—k) = —k? + n?||J|>
Assim, se u € D'(T") € solugdo de Pu = f € C=(T™!), os coeficientes de Fourier de u e

f devem satisfazer
Aty = [k + 0P| T — Al fsp + Bf-s—k
para todo (J, k) € Z"*!, sendo
Aje = [+ n?|JI° = A]- [-k* +?||)|* — A] - BB
= (kK +?|J]I*)? — 2Re(A)(=k* + n*[|J|I?) + |A]* — | B
= (B =n?|[JI*)* + 2Re(A) (K — n*||J|]*) + |A]* — | BJ?
= (K = n?||J[]* + Re(A))* — (Re(A))* + [A]* — | BJ?

= (K =n*|lJ|I* +Re(A))* + (Im(A))* — | BJ*.
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Suponha que vale (1). Entao
|Ask| = Ayp > (Im(A))? — |B]* > 0,V(J, k) € 2"
Logo, vale (DC) e, portanto, segue do Teorema 2.9 que P € resolivel.
Suponha que vale (2). Entdo
Akl = [ =K+ n?|TIP2 = [k = all T [k +nll T, V(] k) € Z™
Como 7 € um nimero irracional ndo-Liouville, existem C', vy > 0 tais que
k£l )| = C(I71| + k)70, V(J.k) € (Z"\ {0}) x Z.
Com isso, temos

[Agel = CHITI + KD = Ca(ll 1]+ KD (LTI + [k

Tome v; > 0 de modo que C*(||J|| + |k[)? > 1 sempre que ||J|| + |k| > 71 e considere
v = max{v1, 57 }. Entdo

[+ 1kl =~y = [Azl = (]| + [
e, portanto, vale (DC). Pelo Teorema 2.9, segue que P € resoluvel.

Suponha que vale (3). Como vale (DC), pelo Teorema 2.9, segue que P ¢ resolivel.

Reciprocamente, se ndo vale nenhuma das condi¢des (1), (2) e (3), em particular, ndo vale
(DC). Pelo Teorema 2.9, segue que P ndo € resolivel. A hipoeliticidade global segue do Coro-
lario 2.11. O

Observacio 2.17. Note que, para o toro T2, se A = B = (), obtemos que

0 0 0 0

Nestas condic¢des, o problema se reduz ao estudo da hipoeliticidade global dos operadores

0 0

+ (%9) 2 00 2 +
C(T?) —» C(T*), = —+n—,

QF : C™(T%) - CX(T%), Q* = o &

os quais sdo globalmente hipoeliticos se, e somente se, 7 € C \ R ou 7 é um nimero irraci-

onal nao-Liouville (Teorema 1.24). Observe que este caso particular recai na condi¢do (2) do

teorema anterior.
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Capitulo 3

Uma Classe de Operadores com

Coeficientes Variaveis

Neste capitulo, exploraremos uma classe de operadores diferenciais com coeficientes varia-

veis P : C=(T"') — C>(T"*!) dados por
Pu = Lu — Au — Bu,
sendo A, B € C>(T') e L é um operador diferencial parcial a coeficientes varidveis que se

enquadra no modelo conhecido como "caso tubo". Estudaremos o caso onde L : C>(T" 1) —

C>(T"*1) é da forma

0 a 0
Lu=— —> (po;(t) +iNjq(t) 5 —
u at j:1(p0J( )+Z JQ( ))axja
sendo \; € R, j = 1,...,neq,p; € C°(T"), j = 1,...,n, fungdes que assumem valores

reais. Além disso, consideraremos A(t) = s(t) + idq(t) e B(t) = aq(t), sendo s € C>°(T*)

uma funcdo a valores reais, ) € Re a € C\ {0}.

A escolha destes operadores e sua forma de apresentacdo foram inspirados nas referéncias
bibliograficas [4] e [6]. A maneira como os coeficientes de P sd@o tomados permite que o
problema seja reduzido ao estudo das solu¢des de uma familia de sistemas de EDOs lineares di-
agonalizaveis. Em [4], os autores investigaram esta classe de operadores no toro bidimensional
e a coeficientes suaves. Em [6], o resultado foi estendido para toros de dimensao superior com

coeficientes em classes de Gevrey.

No desenvolvimento deste capitulo, dedicamos aten¢do especial ao caso bidimensional, es-

tabelecendo os resultados fundamentais de resolubilidade. A generalizacdo dos resultados para
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dimensdes maiores seguem de argumentos muito semelhantes aos do caso bidimensional.

3.1 Caso T?

Considere o operador L : C*(T?) — C*(T?) dado por

0 , 0
Lu= zu—(p(t) +ig(t)) 5-u,

comp,q € C°(T};R), g # 0e A € R. Sejam
1 2w

POZ% .

pt)dt e mit) = / (p(7) — po) dr.

Considerando a mudanga de coordenadas ¢ =t e ¥ = x + m(t), o operador L se torna

= 0 , 0
L= === (po +ig(1)) 5=

Com isso, podemos assumir L da forma

0
po + iAq(t)) (3.1

I v
ox’

comq € C®(T}R),qZ0e X € R.

Tendo em vista trabalhos como [17] e [7], nos quais os autores estudam a resolubilidade
e hipoeliticidade global de campos vetoriais no toro bidimensional, além de su%s perturbacdes
por termos de ordem 0, vamos admitir que ¢ ndo muda de sinal. Entdo ¢y = / ' q(t)dr # 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor ¢ > 0 (caso contrdrio, basta tomgr a mudanca de

variveis (7,1) = (—,t)). Neste caso, gy > 0.

Nestas condigdes, considere o operador P : C*°(T?) — (C°°(T?) dado por

Pu = Lu — (s(t) +i0q(t))u — aq(t)u, (3.2)
27
com s € C*(T};R),d e Rea € C\ {0}. Sendo sy = / s(7) dr, considere
0

2
. A, :/ (5(r) + idq(r)) dr = 5o + idgo;

0

27
* By :/ aq(T)dr = aqo;

0

27
. Cy— / (po + iXq(r)) dr = 2mpo + igo.
0
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3.1.1 Caso Complexo

Chamamos de caso complexo o caso em que A # 0. O caso em que A = 0, denominado

caso real, serd tratado na préxima subsecao.

Teorema 3.1. Suponha que o operador P dado por (3.2) satisfaca as seguintes condicoes:
@ |af # [0];
(Il) Nao existe (7, k) € Z? solugdo de
Re(Ao(27k + jCp)) = 0
|27k + jCo|? = |Ao|> — | Bol?
Entdo, para toda f € C>°(T?), existe u € C*(T?) tal que Pu = f.

Demonstragdo. Seja f € C*(T?). Suponha que exista u € D'(T?) tal que Pu = f. Tomando

as séries parciais de Fourier com respeito a varidvel x, obtemos

uwt) = Yuwe e (o) =3[0

JEZ JEZ

Da continuidade de P, temos que

Pu(x,t) = ZP(UJ' (t)e®)

JEZ

= D [w(t) = (o + ixa(t))ijuy (1) — (s(t) + ida(t))u;(t)] €7 — aq(t)u;(£)e

=

- Z [u; (t) — [(po +iXq(t))ij + s(t) +i0q(t)] u, (t)] ¢'iT — aq(tyu; ()e i

=

= D [uh(t) = [(po + irg())ij + s(t) + idq(t)] uy(t)] €7 — aq(t)u;(H)e"

=

= Z [ (t) = [(po + iAq(t))ij + s(t) + idq(t)] u; (1)] €77 — aq(t)u=;(t)e "

= > [u}(t) — [(po + iAq(t))ij + s(t) + i6q(t)] u;(t) — aq(t)u_; (t)] piia.

=
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Suponha que Pu = f, entdo, para todo j € Z, vale
— [(po +1Aq(t))ij + s(t) +idq(t)]u; — aq(t)uz; = f;. (3.3)

Tomando o conjugado da equag@o acima com —j no lugar de j obtemos, para todo j € Z, a

equagao

T3 — [(po — iAa()ij + s(t) — idq(t)][T=5 — Ga(t)u; = ;. (3.4)

Com isso, para cada j € Z, obtemos o seguinte sistema de EDOs:

— [(po +1iAq(t))ij + s(t) +i0q(t)]u; — aq(t)u—; = f;

(3.5)
a=j' — [(po — irq(t))ij + s(t) — idq(t)]u=; — aq(t)u; = f-;

W .

Para cada j € Z, tomando w; = e F; = _] , podemos reescrever o sistema (3.5)
u; I
como ’ ’

w; = Mj'LUj + Fj, (36)

(po +iAq(t))ij + s(t) + idq(t) aq(t)
sendo M; = .
aq(t) (po — iAq(t))ij + s(t) —idq(t)

Suponha que w; € solugdo 27-periddica de 3.6 e considere y; = e‘ijpot‘s(t)wj, com S(t) =
t
/ s(7) dr. Por (3.6), temos que
0
y‘; — e_ijpot_s(t)w; _I_ (_Z]po _ S(t))e_ijpot_s(t)wj
= eSO Myw; + Fj] — [ijpo + s(t)]Je” 750w
= [M; — (ijpo + s(t))I]y; + e~ F,
sendo I a matriz identidade de ordem 2. Logo, y; € solugdo de

Yy = [M; — (ijpo + s(t))1]y; + e PS5O Fy. 3.7

Além disso, como S(27) = sq e y;(0) = e"w;(0) = w;(0), temos que

Y; (27T) — e*ijPOQW*Sowj (27‘() — e*ijPOQTF*SOwj (0) — e*ijPOQW*SOyj (O)
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e, portanto, y; satisfaz

y;(0) = eIPoPTE0y,(2r). (3.8)
Observe que
. —Ajq(t) +1idq(t) aq(t) -~
M; — (ijpo + s(t))I = ] , , = q(t)M;,
aq(t) Ajq(t) —idq(t)
sendo
- —Aj +1io Q@
M; =
Q AJ —id

Observe que o polindmio caracteristico de M; € dado por

X (X) = (=Aj +i6 — X)(\j —i0 — X) —aa = X? — (\j —i6)? — |a|?

J

e, portanto, os autovalores de M; sio &+/(\j — i0)? + |a|2. Denotemos por p; o autovalor cuja
parte real é ndo-negativa. Observe que, pela condicdo (I), p; # 0. Logo, os dois autovalores de

Mj sdo distintos. Isso implica que Mj € diagonalizavel. Além disso,

«

Vil= o
(Aj —10) = p;

sdo autovetores de M; associados a +=p;.

x .
De fato, se Vfr = é tal que M Vj+ = pj‘/;*, entdo
Y

(=Aj+ i)z + ay = pjx

ax + (Aj —i0)y = pjy

Tomando = = «, pela primeira equagdo do sistema acima, temos que y = (Aj — id) + p; e,

portanto,
A I
(AJ —10) + p;
De maneira andloga, obtemos
«
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Seja
8} (e
n=vovil=| o
(Aj —i0) +p;  (Aj —i6) — p;
Entao
- 1 0
Ty M1y = pj ;
0 —1
sendo

T —
2005 | —(\j —id) —p;

J

Deste modo, a equacdo (3.7) pode ser reescrita como

1

0 i
Y; = a(t)piT; . Ty by + e SO,

=1 P ~
Tomando z; = T} "y;, temos que z; € solucdo de

1 0 ,
Z; = ij_ly;. = q(t)p] . ) 2 + e—ZJPOt—S(t)Gj’
com
Gt
o = | = e,
Go;(t)

Além disso, por (3.8), z; deve satisfazer

. . ijp027r+80 .
zj(0)=e z;(2m).
Com isso, basta resolvermos as duas EDOs abaixo:

21y = pja(t)z + e P0G,
2y = —p;q(t)ze; + e TSI Gy,

Pelo método do fator integrante, obtemos

_ 27 - _
2,(t) = — eij(t)/ e*pr(")e’”pO”’S(")Glj(a) do + Kljeij(t)
t

t
20 (t) = e=PsQ0 / Q) 1300750 G, () dor + KpyeO0
0

59
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(3.12)

(3.13)
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sendo
Q) = [ amar e =~ [ awar
Observe que Q(0) = —qo, Q(27) = 0, Q(0) = 0 e Q(27) = qo.

A escolha dos fatores integrantes ji1;(t) = e~ ¢ p2;(t) = P9 e a escolha dos
limites de integragdo (— ftzﬂ e f(f ) foram feitas de modo a tornar mais conveniente o calculo do

decaimento rdpido de z;. Vamos calcular as constantes /{y; e K;.

Temos que
2w 5
2,;(0) = _/ e—pj(qo+Q(U))€—ijpoo—S(0)Glj(U) do + Kye Pi®
0
le<27T) = Klj
Por (3.12), temos que 21,(0) = e”Po2™+505, .(27) e, portanto,

21 ~ ..
(e_quo . ez’jp027r+so)Klj _ / e—ﬂj(QO+Q(U))€—UP00—S(U)G1]. (J) do.
0

Do mesmo modo, temos

225(0) = Ko

27
22 (27T) _ / 6pj(Q(U)*qo)e*ijpoU*S(U)G%(U) do + ngefquo
0
Por (3.12), temos que 2,(0) = ePo2™+502,.(27) e, portanto,

2
(1 _ e-Pon+ijP027r+So)K2j _ / epj(Q(U)—qo)e—ijPOU—S(U)sz (U) do.
0

Para isolarmos K7, € K»;, basta observarmos que e~ #7490 —e'/Po2mts0 oL ()¢ ] —e~Pidotijpomtso o
0 para todo j € Z. Isto segue da condi¢do (II). De fato, caso contrdrio, isto é, se existe j € Z

tal que

e Pt _ el]p027r+80 =0 ou 1-— e*ijo+Z]p027r+So =0,

entdo existe k£ € Z tal que

Piqo + 1Jpo2m + so = —i2wk  ou  — pjqo + 1ipo2m + 5o = —i27k.

Deste modo,
So + i(jpo2m + 27k)

p; ==E
qo

J
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e, portanto,

) D02 2k

Re(p.) = +-2
(/0]) @ @

Por outro lado, temos que
(p;)? = N2j% — 8% + |af® — i2)d5.
Note que, dado z = Re(z) + iIm(z) € C, temos
2% = (Re(z) +iIm(2))? = (Re(2))? — (Im(2))? + 2iRe(2)Im(z).
Deste modo,
Re(z)Im(z) = %Im(z2) e Re(2?) = (Re(2))? — (Im(z))%
Tomando z = p;, obtemos

Re(p;)Im(p;) = —Adj

(3.14)
Re(p;))? — (Im(p;))? = A\%j2 — 62 + |a?
J J
Por outro lado, temos que
so(Jjpo2m + 27k
Re(p,)Im(p,) = S22 +27K)
9 (3.15)
2 (s 2 2 2
(Rep))? — (1m(py))? = 2= 19027+ 27k)
'
0 que nos da
1002 2wk
SO(]pO 7T2+ ™ ) :—A(S]
% (3.16)
2 — (jpo2 21k)?
S0 (]p0q§+ k) = \2j2 5% 4 |0z|2
0

Observe que

Ao(2mk + jﬁo) = (8o +10q0) 27k + jmpo — ijAqo)

= s0(Jpo2m + 27k) + jONGE + i(0qo2mk + j0qo2mpo — JS00qo)-

Em particular, temos que

Re(Ao(27k 4 jCo)) = so(jpo2m + 27k) + jOAGE.
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Pela primeira equacio de (3.16), segue que
Re(Ao(27k + jCq)) = 0.
Além disso, temos que
127k + §Co|* = |27k + j27po + ijAqo|* = 27k + j27po)? + 7N,
[Ao* = s+ 0% e |Bol* = |al*g.
Segue da segunda equacgdo de (3.16) que
127k + jCo|* = |Ao|* — | Bol*.
Deste modo, existe um par (j, k) € Z? que satisfaz

Re(Ao(27k + jCp)) =0
|27Tk3 +]OQ|2 = |A0|2 — |.B()|2

o que contradiz (II). Logo,

21 ,—p;(g0+Q(0)) p,—ijpoo—S(o)
K e e
15 — 0 e—Pid0 — eijp027r+so

Glj(O') do

K2j —

2m epj (Q(U)fqo) efijpoo'fs(a)
J— —Fj iJ
/0 1 — e—Pjido+ijpo2m+so

ng (O') do

€, portanto,
2 5 5
() = — / £3Q0-C)) ~iim0r =5, () do
t

. 2m e—pj(q0+Q(0))€—ijp00—S(0)
/ Glj (O') do
0

e—Pido — eijro2m+so

t
() = / ££3Q()-Q0) ~iime-5() 1, () dr
0

GQJ' (O') do

Q(t) 27 epj(Q(g)_qo)e_iijo'_S(U)
—p;
Te /0 1 — e—rjido+ijpo2m+so

Note que

_ (1) = el o a NEEY

u—;(t) (N —i0) +p; (N —id) —pj| |2;(t)
-7, —=, (1)

62
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Deste modo, uj(t) = aePoi+SM(z;(t) + 295(t)). Vejamos que u; é rapidamente decres-

cente. Dado L € Ny, temos que

d L dL k £S5t dk
i =02 ( ) e CHORESIO)
Paracada k =0,..., L, temos que
L—k ke
d eldpo+S(t)  — L—Fk\d" S d eljpot
dtt—k n dt” dtL—k—n

n=0

L—k
_ L—Fk . . L—k—n _ijpot d" S(t)
- n=0 ( n )(Z]p ) ‘ dtne ‘

Pela formula de Faa di Bruno, para todo N € N, temos que

s £5(0) Ld )" (3.17)
t . t .
ave T Z H(@ dtt ) '

YEA(N
Deste modo, para todo ¢ € [0, 2], utilizando (3.17) para N = n,n =0, ..., L —k, obtemos

L—k

L—k .. —k—r ij n! -
= ( ; )(ZJPO)L k=rijpot [ S(t) _'H

r=0 veA(n) T =1

& iipot+S()

dL—k
‘ dtL_k

L—k n
L—k N n!yr 1] d B
< S0y (L+ 13D pol = =115 550
n ~! 0| dt
n=0 yEA(n) /=1
L—k | n 1 dﬁ Ye
)L—keS(t L—k—n n
< (1+1) Z( ) ol ?HE @S(t)
n=0 vyEA(n) (=1
Tomando o supremo sobre ¢ € [0, 27| na desigualdade acima, obtemos
dL—k B
'mem”s@ < O+ |j))E*. (3.18)

Com isso, basta verificarmos que z;; € z2; sdo rapidamente decrescentes. De fato, o decres-

cimento rdpido de z;; € z2; absorverd o crescimento lento de eiipot+5(t)  Primeiramente, faremos
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uma estimativa sobre |p;|. Observe que

loslt = (%52 = 8%+ [a]?)? + (2Ad5)?
— Aty 2)\2j2(]04]2 - 52) + (\a|2 _ (52)2 1 4N25242

= Ayt 20%%(Jal? + %) 4 (Jaf* = 6%)%
Note que, para todo j € Z, (1 + |j|)* > j* > 52 e (1 + |j|)* > 1. Deste modo,

pil* < XA+ DT+ 222 (| + 0*) (1 + 1) + (Jol* = 6%)2 (1 + |i])*
< O+
com C' = max {\*, 2A?(Ja|® + 6?), (Ja|* — 6%)?} > 0. Deste modo, tomando C' = +/C’,

temos que

il <CA+1j]), Viek (3.19)

O decrescimento rdpido de z; seguird do fato de que G e (5; sdo rapidamente decres-

centes, uma vez que GG; depende dos coeficientes f;, lembrando que f € C(T?). Observe

que
g - —L | W= =p g L fi 1 (A= i0) = pi)f - af-;
] o . . ) o o . . . o
2005 | =(Nj—id) —p; o | |[F5| 2P (=N —i0) = pj)f; + aF
h he T Y
:ijl =F;

Por (3.14), temos que
(Re(p;))? = (Im(p;))* — 6% + |af* + N?j% — 0.

. 1 e .
Com isso, |pj\ — 00 e, portanto, m — 0. Como \j — 40 € polinomial, p; cresce lenta-
Pj
mente por (3.19) e f; é rapidamente decrescente (assim como f_;), segue que G; € rapidamente

decrescente.

Vejamos que z;; € rapidamente decrescente. Vamos analisar o decaimento do termo

2 - ~ B ~ 2 ~ .
_ / £QO-Q) (=i007=S(@) 7, () dor = — e / 100 i1 =S G, () do
t t
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de z;. Dado k = 0, ..., L, temos que

QU
Bl
/I\
Q
2
s}

21 5 -
t
k dk n dn 2m s L
- Z(n) =" g <_/t eI Gy(0)d )

dk 2m -
t

d*" tdl Q(t) —ijpot—S(t
_Z( )dtk a0 (@05 1)

Pela formula de Faa di Bruno, para todo N € N, temos que

dN 1 db - Ve
dt_Neng(t) — eri@Q Z H(fldtfpj )

VEAN (3.20)
1 dﬁ Ye
_ i Q ’YH- 4.
o g 21 (o)
Y

Pela igualdade acima tomando N = L — k, pela estimativa (3.19) e observando que v, +

-+ yn < N para todo v € A(N), temos que

T an| < e bt (L= R L ]
dtL_kepJ < Pi)Q Z C(L+ ) 5 H 7l 7@(75)
YEA(L—k) =1 (3.21)
Lk Re(oG (L—kN A1 d o~ ™
< C(1+|j])FreReten® Y~ i ZHE Q)
=1

YEA(L—k)

Observe que Q(t) < 0 para todo t € [0,27]. Como Re(p;) > 0, temos que |eriQW)| < 1.

Tomando N = k em (3.20), temos que

=~ 2m A ..
_ (%eij(t)> / e*PjQ(U)e*’LJPOU*S(U)GU(O-> do
t

k r

1 d@ e 3 27 - St
H(g' : t) p /t 3 (QO-Q0) -5 G, (5 do

yeA(k—r) =1
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Da igualdade acima e pela estimativa (3.19),

dk; B 27
‘(ﬁeij(t))/ e~ Qo) e~ ipooc—S(o Gl]( )da
t

K e 21 ~ ~ -
<| & CP I () of [ e, o)
t

yEA(k—T) ! =1
k—r Ve o
(k —r)! 1d -~ .
: Z ! H o dtt (t) |Pj|k |€p](Q(t) Q@) g=idpoo =5 )G1j(0)|da
YEA(k—r) ’ =117 t

2 5 -
< (145 / (Re(2)(@-0) =S| 3, ()] dor
t

para alguma constante C' > 0. Observe que, para todo o € [t,27], Q(c) < Q(t). De fato,

- = ~ [Tamar+ [Ty

_ —/taq(T)dT—/U%q(T)dT'F/U%Q(T)dT
_ _/taq(f)dT <0,

lembrando que ¢ > 0 e t < o. Como Re(p;) > 0, segue que eRe(v))(@H-Q@) < 1 para todo

J € Z e, portanto,

dk 2w N -
’(dtﬁp’ (”)/ e P mTSO G (o) do| < C(L+|j)F sup |Gyt (3.22)
t

te[0,27]
Além disso, dadon = 1,.. ., k, temos que
a1t , _ ; Uty | v Z N
yr <e p; Q(t)—ijpot—S(t ) < . >dt7“ —p;Q(t)—ijpot—S(t dt” — T(Glj(t»-
r=0

Paratodor =0,...,n — 1, temos

A a0idpat-S() _ " @ ipet-s T —pa)

dtr — dtv dtrfw

Por (3.20) com N = r — w, temos que

dr—w o o T‘—w! r—w 1d€~ Ve
dtrfwe PiQt) — p=piQt) Z ( 3 ) (_pj)71+ +Yr—w H (E@Q(t)>

YEA(r—w) =1
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e, portanto,

d o PiQ(t) < C(1+ i) e —Re(p;)Q(t)
dtrfw
Por (3.18) com L — k = w, temos que
d —ijpot—S(t) S\ w
dt_we JPo S C(1+|j|> .

Com isso,

67

r B B w dv - dr—v 5
—p; Q) =ijpot—=S()| < (¢ Y2 —ipot=s@) | | L Q)
dtr = ; <w dtv© dtr—u*
w r 5
< C 1+ [5D% (1 + |4 e~ Re(p)Q(?)
< o3 (,)ar b
= C(1+ UDTQ_RC(PJ')Q(U‘
Deste modo, paracadan = 1,..., k, temos que
! S N\ | d qn-1-r
—p;i Q) —ijpot—=S(t) (3. . t> < & omPiQt)—igpot—S(t G (t
din—1 (6 ()] < ZO v )€ (g Gu®)

nm—1—r

n—1
< C e—Re(p; YQ(t) Z( ) 1+|j|>r sup

—0 te[0,27]

S O lie et s L
€|0,27
m<n—1

Ol

WGlj(t)‘

Pela desigualdade anterior e por (3.21), paratodo £ = 0, ..., L, temos que

n=1

k dk,
,0
SZ()‘tknP ®)

n=1

dnfl
‘ dtn—l

IN

k

n=1

O (F)a e oy it

k dk n 5 dn—l _ N s
Q(t —p;Q(t) ,—1jpot—5S(t
Z( ) e ()W (6 piQt) ,—ijpo ()Glj(t)>

<€—PjQ(t)e—ijpot—S(t)G1j (t)) ‘

“Re(p))Q) gyp,
te[0,27]
m<n—1

dtm

dm

GO0



Uma Classe de Operadores com Coeficientes Varidveis 68

o am
< C(1+5DF sup —Glj(t)‘.
te[0,27]

m<k—1

dtm

Como L € N foi tomado de maneira arbitraria e GG € rapidamente decrescente, temos que

0 termo
2 5 5 -
_ / £3Q0-C)) ~iimo-5) 3, () dor
t

decai rapidamente. Vejamos agora o decaimento do termo

. 2 ,—p;j(90+Q(0)) p—ijpoo—S(o)
eij(t)/ € € G1,(0) do.
0

e Pido — eijpo2m+so
Observe que

|6—PjQO _ eijp027r+80| > “e—pjtﬁ)l _ |6ijp027r+80|‘ — }e_Re(Pj)QO — %)

Considere o conjunto

A = {j €Z : e Relps)wo _ oo — 0} = {j€Z : Re(p;) = —50/q} -
Temos que A € finito. De fato, por (3.14) e pelo fato de que A # 0, temos que
(Re(p;))? = (Im(p;))* — 6% + |a]* + A% — oo (3.23)

com |j| — oo e, portanto, |Re(p,)| — oo com |j| — oco. Deste modo, existe j, € N tal que

IRe(p;)| > % sempre que |j| > jo. Isso implica em A ser finito.

Alternativamente, se j € Z ¢é tal que Re(p;) = —s¢/qo, entdo

Re(p;)* = s0/dp-

Como Re(p;)? = Im(p;)* + 2252 — 6% + |a|? por (3.14), temos que

+1 2
j= )28 4 62— Jaf2 — Im(py)2, (3.24)
A 4y

sendo que a equagdo acima possui no maximo duas solugdes para j € Z. Logo, A é finito.

Vimos anteriormente que e *i% — ¢Po2m+s0 £ () para todo j € Z e, portanto, da finitude de
A, temos que

D = min |e~7% — ¢iPo2mso| ().
jeA
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Vejamos que

= inf |e Re(pj)qo0 —680‘ > 0.
JEZ\A

. c .. . S
Caso ;1 = 0, terfamos uma sequéncia de inteiros positivos {|j¢| }sen tal que Re(p;,) — S

do
com { — oo. Isso é um absurdo, pois |Re(p;,)| — oo com ¢ — oo. Logo, ;¢ > 0. Tomando

Cy = min{ D, u}, temos que

1

— < =
le=Pito — eigpo2mtso| = ()’

VjezZ. (3.25)

Observe que ¢y + Q(c) > 0 para todo o € [0, 27]. De fato, como ¢ ndo muda de sinal,
—go = Q(0) < Q(0) paratodo o € [0,27]. Como p; > 0, temos que —p;(qo + Q(c)) < 0 para
todo j € Z e para todo o € [0, 27|. Portanto, e~ s (00+Q()) < 1. Com isso, observe que

271- ~ ..
/ e*ﬂj(QOJrQ(U))e*UPOU*S(U)Glj(O-) do| < C sup |Gy;(1)],
0

t€(0,27]

2 2 .
com C' = fo "5 do. Como G, é rapidamente decrescente, temos que

2w 5
/ e Pil0+ Q) —iipoor=SO) G, ()
0

€ uma sequéncia (numérica) rapidamente decrescente. Por (3.25), temos que

2m p;(Q(0)~Q(0)) p—ijpoo—5(0)
/ Glj (0’) do
0

e—Pido — eijPo2m+so

decai rapidamente. Assim, para todo L € N, temos que

dL Q(t) 2 e_Pj(‘IO+Q(J))6_Z'ijU_S(O_)
_ 0 |
dt* . /0 e~ Pi? — eijpo2m+so Gl] (U) do

o) 2” e Pi (q0+Q(‘7))e*ijp0075(a)
— oPj |
‘dtLe J 0 e~ Pid — eijpo2m+so GlJ(U) do
< C(1+[1))F sup |Gy (t)]
te[0,27]
e, portanto, o termo
- 127 —pi(a0+Q(0)) ,—ijpoc—S(o)
p;Q(t) e e |
< /0 e~ Pjdo — gijpo2m+so Gl] (U) do
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decai rapidamente. Segue que z;; € rapidamente decrescente.

Verifica-se de maneira andloga a z;; que zy; € rapidamente decrescente. No célculo do
decaimento do segundo termo de zy;, € necessdrio obter uma estimativa andloga a (3.25) para

1 — e~ rigtijpo2r+so  Note que

|1 _ efquoJrijpoZTrJrSO‘ > “1‘ _ |efquo+ijp02ﬂ+80|‘ — |1 _ e*Re(pj)Ho’.

Analogamente, o conjunto

AN={j€Z :1—eritrip?mo — 0} = {j € Z : Re(p;) = 50/q0}

¢ finito. Procedendo como em z;;, segue que z;; € rapidamente decrescente.

Logo, u; € rapidamente decrescente e, portanto, u € COO(’]I‘Q) com Pu = f. Como f €
C>(T?) foi tomada de maneira arbitrdria, nas condi¢des do teorema, para toda f € C°°(T?),

existe u € C(T?) tal que Pu = f. O

Corolario 3.2. Se |Ay| < |By|, entdo P(C>=(T?)) = C*°(T?).

Demonstragdo. Observe que |Ag|> = s2 + |0]%¢2 e | Bo|? = |a|*q2. Deste modo,
o > siao + 101" a5 > [0%ap.

Com isso, |a|* > |§]? e, portanto, a condi¢do (I) do Teorema 3.1 € satisfeita.

Além disso, como |Ag| < | Byl|?, entdo |Ag|? — |Bo|> < 0. Como |27k + jCo|*> > 0 para

todo (j, k) € Z?, a condigdo (II) do Teorema 3.1 € satisfeita. O
Os trés exemplos a seguir sdo consequéncias do corolério anterior:

Exemplo 3.3. Seja P dado por (3.2) com sp = 0 e |§| < |a|. Observe que Ay = idqy €
By = aqo. Com isso, |Ag| = [6|qo e |Bo| = |a|go. Como || > |], temos que |Ay| < |By|. Do

coroldrio acima, segue que PC>(T?) = C>(T?).

Exemplo 3.4. Considere P : C°°(T?) — C°°(T?) dado por

Py = %u — (s(t) + id)u — aa,

coms € C°(T};;R), 0 € R, € C\ {0} e |sg + 2mid| < |2mal. Entdo PC>®(T?) = C>(T?).

Basta notar que |Ag| = |so + 27mid| e | By| = |27
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Exemplo 3.5. Considere P : C°°(T?) — C°°(T?) dado por

0 .0 _
Pu = priie zq(t)a—xu — s(t)u — q(t)a,

com ¢,5 € C>*(T;;R), ¢ # 0, ¢ > 0. Se |so| < |qo

, entdo PC™(T?) = C'*°(T?). Basta notar

que |Ag| = |so] € | Bo| = |qol-

3.1.2 Caso Real

Considere agora A = 0 em (3.1). Neste caso, o operador L terd a seguinte forma:

0 0
Lu = &u — pO%u, (3.26)

com py € R. Considere o operador P : C*°(T?) — C*(T?) dado por

Pu = Lu — (s(t) +idq(t))u — aq(t)u, (3.27)
comq,s € C°(THR),¢q#0,q>0,0 e Rea € C\ {0}
Teorema 3.6. Suponha que o operador P, dado por (3.27), satisfaz uma das condi¢des abaixo:

(1) |Bo| > |Aol;

(2) |Bo| < Ao, || > |d] e ndo existe (j, k) € Z* solugdo de

’

Re(Ap(k + 7 =0
e(Ao( JPo)) ; (3.28)

4m?|k + jpol|* = | Ao|* — |Bo|?
(3) |a| < |d] e sy #0;

4) |a| < |8], so = 0, ndo existe (j, k) € Z? satisfazendo (3.28) e vale a seguinte condigio

diofantina:

(DC3) Existe v > 0 tal que
Gk €Z, 1§l =2 v = |2km + jpo2m — qon/ 0% — [af?] = |5] 77

Entdo, para toda f € C°°(T?), existe u € C*(T?) tal que Pu = f.
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Demonstragdo. Procedendo como no Teorema 3.1, dada f € (C°°(T?), suponha que u €

D'(T?) € solugdo de Pu = f. Tomando as séries parciais de Fourier, para cada j € Z e

u .
o 5 ~
fazendo y; = e~ Pot=9Wq, sendo w; = , cada y; deve ser solugdo de
u_ .
J

Y, = q(t)My; + e =5 p,

e satisfazer y;(0) = ePo2™+50y(277), com

- ) ;
Iy 7 « e F - f
a  —id =

Assim, os autovalores de M sdo ++/|a|? — §2. Note que, neste caso, a matriz M ndo

depende de j € Z e, portanto, seus autovalores nao dependem de j € Z. Caso || > ||, temos
que £+/|a|?> — 62 € Ree, caso |a| < |J], temos que £+/|a|? — 0% € iR. No primeiro caso,

denotemos p = y/|a|? — 62. No segundo caso, denotemos p = —i4/0% — |a|?.

As condi¢oes (1)-(4) nos garantem que |«| # |d], 0 que implica em +p # 0 e, portanto, M

€ diagonalizavel. Como no Teorema 3.1, os autovetores associados a +p sdo

ve—| ©
—i0+p
€, com isso,
- 1 0 .
=pT T,
0 —1
sendo
«Q « -1 | —id — —
T = e T = :
—i0+p —id—p 200 | s —p  «

Tomando z; = Ty, e G; = T~ Fj, obtemos que z; é solu¢do de

2 =q(t)p z; + e iPt=S0 . (3.29)

e deve satisfazer

2;(0) = P00 (27, (3.30)
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Resolvendo (3.29) para cada j € Z pelo método do fator integrante, obtemos

e )
2 (f) = —eP2W / ¢=P20) =115 G, () dor + 156220
t

t
20 (t) = PR / Q)= I0T=S0) G, () dor + Ky~
0
no qual K; e Ky; devem satisfazer

2 ~ ..
<€—Pq0 _ eijp027r+50)Klj _ / e-ﬂ(Qo-ﬁ-Q(U))e—UPOU—S(U)Glj(U)
0

2
(1 _ 6-0Qo+ijp027r+80)K2j _ / eP(Q(U)—QO)e—ijPOU—S(U)GQj (O’) do
0

por (3.30). Vejamos que as condi¢des (1)-(4) nos garantem que e P90 — ePo2ms0 £ () g 1 —

e~ PA0+iPo2mHs0 L () para todo j € Z.

Suponha que vale (1). Note que |Ag|> = s2 + [0|?¢? e | Bo|* = |a|*¢3. Como |Ag| < |By|,
temos que

g0 > 55+ 10]°q5 > |05 = |a| > 0],

Assim, p € R.y. Suponha que exista j € Z tal que e P9 — P07 +s0 — (). Entdo existe

k € Z tal que

Pqo + 1Jpo2m + sg = —i27k.

Igualando as partes reais, obtemos pgy + so = 0. Como p = /|«r|?> — 62, temos que

/AP =T+ 520 = (Jaf =) =
= Jalg; = % + %)

= |Ao]* = |Bo|?,

o que contradiz (1). Logo, e=#% — ¢i/Po2m+so0 £ () para todo j € Z. Para 1 — e~rdotijpo2rtso &

andlogo.

Suponha que vale (2). Se existe j € Z tal que e P% — ¢/Po2™ 50 = (), entdo existe k € Z tal

que

Pqo + 1Jpo2m + so = —i27k.
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Como |a| > |d], temos que p € R.y. Assim como no caso anterior, igualando as partes

reais, obtemos que | Ag| = | Bo| €, portanto, | Ag|* = | Bol?.

Igualando as partes imagindrias, obtemos que ijpy2m = —i27k e, portanto, k + jpy = 0.
Deste modo, o par (j, k) € Z? satisfaz (3.28), o que contradiz (2). Logo, e P90 — ¢idPo2m+so £ )

para todo j € Z. Para 1 — e~P90Fiiro2m+s0 & anglogo.

Suponha que vale (3). Neste caso, como |a| < |d], temos que
p —= —?:'\/ (52 - |O[|2 G 1R<O,

com /62 — |a|? € R.g. Caso exista j € Z tal que e P9 — P02 +s0 — () entdo existe k € Z
tal que

Pqo + 1jpo2m + so = —i27k.

Igualando as partes reais, obtemos sy = 0, o que contradiz (3). Deste modo, temos que

e =PI — iPo2m 50 L () para todo j € Z. Para 1 — e~ P tiPo2m+so € andlogo.

Suponha que vale (4). Assim como no caso anterior, como || < |J], temos que p =

—iy/0% — |a]? € iR, com /0% — |a|? € Rs. Caso exista j € Z tal que e P90 — ¢Po2mHso —

0, entdo existe k € Z tal que
Pqo + 1Jpo2m + 5o = —i27k.
Igualando as partes imagindrias, obtemos

—iqor/ 02 — |a]? +ijpo2m = —i27k,

o que nos dé (0% — |a|*)g2 = 472|k + jpo|*. Observe que (6% — |a|?)gs = |Ag|* — | Bo|*. Além
disso, note que Ay = idqy € iR. Como k + jpy € R, temos que Re(Ay(k + jpo)) = O e,
portanto, o par (j, k) € Z? satisfaz (3.28), o que contradiz (4). Logo, e=P% — Po2mtso £ ()

para todo j € Z. Para 1 — e~P90Fiiro2m+s0 & anglogo.

Com isso, podemos isolar K;; e Ky; para todo j € Z e, portanto, nos resta analisar o

decaimento dos termos (e~ P9 — P02 tso) =l g (1 — g=rgotijpo2mtso) =1,

No caso (1), temos que p € R. Assim, basta notar que, dado j € Z,

|e—pqo _ eijp027r+so| > |€—pq0 _ eso| e |1 _ e—pqo+ijpo27r+so| > |1 — e~ Pdo+so ’
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Como vimos anteriormente,

Ag| < | By nos garante que

—pqo # 1jpo2m + So + 27k

para todo k£ € N. Tomando C' = min{|e ?% — %], |1 — e P00} > (), vale

’e—qu _ eijpo27r+80| >(C e |1 _ 6—P¢10+ijp027r+80| >

€, portanto,

|e—pq0 o ezgp027r+so|—1 S 0—1 e |1 o e—pq0+23p027r+30|—1 S C—l

para todo j € Z.

No caso (2), como |a| > ||, temos p € R. Observe que a condi¢io de ndo existir (j, k) € Z?

solugdo de (3.28) implica em |Ag| > |By|. De fato, caso |Ag| = |By|, o par (0,0) € Z?* seria
solugdo de (3.28). Assim,

e P — e >0 e |1—e PO > (.
Tomando C' = min{|e ?%® — ¢%| |1 — e P2 F50|} > () como no caso anterior, temos que

(equo _ eljp027T+So)*1 < C e (1 _ e*pqo+zypo27r+50)fl < C

para todo j € Z.

No caso (3), temos que || < |d] e, portanto, p € iR. Assim, note que

‘6*,0% _ eijp027f+50| > ‘1 _ 680’ e ‘1 _ equ0+ijp02ﬂ'+so‘ > ‘1 _ 680’,
com |1 — e*| > 0 pois sy # 0. Tomando C' = |1 — |, temos que
(Q*PQD _ eijp02ﬂ+80)*1 <(C e (1 _ e*PQOJrijpo??TJrSo)*l <

para todo j € Z.

Por fim, no caso (4), ndo obtemos uma constante C' que controla |e P90 — ¢#Po2mHso|=1 ¢

|1 — emPaotijpo2mtso| =1 ‘mag a condigdo diofantina (DC3) nos garante que estas sequéncias sio
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de crescimento lento e, portanto, serdo absorvidas pelo decaimento de Go;. Como p € iR,
temos que |e "% | = 1 e, portanto,
B g y o CERPAT:
|le=Pa0 — ewpo27r‘ =1 — 6pqo+wpo27r‘ — |€l(3p027r qoy/6*—|a?) _ 1].
Do mesmo modo, temos que

11— epqo+ijpo27r| =1- eidp02m+qo /6% —[af?) _ 1| = |ei((*j)po27rfq0\/ 62—laf?) _ 1].

Por fim, pelo Lema 3.7, temos que (DC3) € equivalente a seguinte condi¢do diofantina:

(DC4) Existe v > 0 tal que

|j| >y = |ei(jpo27r—q0\/52—\a|2) _ 1| > L
Mk

Com isso, temos que, para todo |7]| > 7,
|€—P(J0 _ eijP027f|—1 < |j|“f e |1 _ 6p¢10+ijp027r‘—1 < |j|7
Segue que |e™P90 — P02 | =l g |1 — ePatipo2m| =1 ¢50 de crescimento lento.
Com isso, de modo andlogo ao Teorema 3.1, verifica-se que z;; € z2; s@o0 rapidamente de-

crescentes e, portanto, u € C°°(T?), com Pu = f. Segue que PC*>(T?) = C*°(T?). O

Lema 3.7. A condi¢do diofantina (DC3) € equivalente a

(DC4) Existe v > 0 tal que
jl >y = |ei(jpo27rfqm/62f|a\2) — 1] > |57

Demonstragcdo. Suponha que ndo vale (DC3). Entdo, para todo ¢ € N, existem ky, j;, € Z com

|7¢| > ¢ tais que
|2k + Gepo2m — qo\/8% — |a?] < |e ™.

Deste modo, temos que
lei(jepo%rfqox/m) _ 1|2 - |€i(2ﬂke+jzpo2wfqox/m) _ 1|2
= 2(1 — cos(2mky + jopo2m — qo\/m))
= 2021k + jepo2m — qor/6® — [o?)sen(&y)

para algum &, € R. De fato, observe que
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* Dado 0 € R, temos que

10 —i6
|6i9—1’2 _ ’€i20_2€i9+1| — ‘6i0(6i0+6_i9—2)‘ —9 e”+e

— 1‘ = 2(1 —cos ),

lembrando que |¢?| = 1e 1 — cosf > 0 pois cos ) < 1;

e 1 —cosf < || paratodo § € R. Além disso, para todo ¢ € N, temos |j,| ¢ < ¢=¢ < 1.

Deste modo, para todo ¢ € N, temos
|27Tl€g —|—jgp0271' — q0\/52 — \a|2| < ‘jgre S 1.

Com isso,
1 — cos(2mky + Jepo2m — qor/ 02 — |a]?)
27k + jepo2m — qor/0% — |o?

e, portanto, existe & € R tal que

() 1 — cos(2mke + jepo2m — qo\/ 0% — ||?)
sen(&,) = .
‘ 21ke 4 Jopo2m — qor/ 0% — |a|?

<1

Assim,

|eilepo2m—ao\/0*=lal) _ 112 < 915,17 Wl eN
e, portanto, ndo vale (DC4).

Por outro lado, suponha que nio vale (DC4). Assim, para todo ¢ € N, existe j, € Z com

|7¢] > ¢ tal que

e /TP ) ),

Para cada ¢ € N, tome

2

by — { qoy/ 0% — ’04|2J
—Re= |JePo— ——FH | >

G/ 0% — |ef?

isto é, —k, € a parte inteira de j,pg — . Observe que

21
/52_a2
Oéjepo——qo o o] +ky < 1.

Como

|€i(jep027r—% 62 —lal?) _ 1| < |j€|_£ -0 (3.31)
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com ¢ — oo, temos que

o/ 0% — |e?

2

o/ 0% — |af?

+ kp — 1. (3.32)
27

Jepo — +ke—0 ou  jepo —

De fato, como vale (3.31), a parte decimal de jypo2m — go+/0? — |«|> deve tender a O ou a 1

e, portanto, vale (3.32). Deste modo, para ¢ € N suficientemente grande, temos que
jefmketinm=ao /PoIoP) 12— 9(1 — cos(2ke + jipo2r — 4o1/37 — Jal?))

1 .

5\277/@ + Jepo2m — qor/ 02 — |af?|?,

v

1
uma vez que 1 — cos(z) > sz para todo x € (—2,2). De fato, isto verifica-se facilmente

aplicando a férmula de Taylor para a fungdo 1 — cos(z) na origem. Como vale
|ei(27rkz+jepo27r—%\/ 62—laf?) _ 1‘ < |j£‘—5’ Ve eN,
temos que
127k + Jepo2m — qon/6% — |a)?|? < 2],/ 7%, VL eN

0 que nos da

127ky + opo2m — qor/02 — |al?| < V2|5, 7?, Wl eN

e, portanto, ndo vale (DC3). Logo, (DC3) e (DC4) sdo equivalentes. L]

3.1.3 Caso Geral

Observe que, na demonstragao do Teorema 3.1, a hipdtese de que A\ # 0 € necessaria apenas

para garantir o controle do crescimento dos termos

e Pi% _ 680+127FJ100 e 1— e—ij0+So+127FJ:D0’

conforme pode ser verificado nas expressoes (3.23) e (3.24) na demonstra¢do do Teorema 3.1.

Inspirado nos resultados do artigo [6], podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.8. Suponha que o operador P dado por (3.2) satisfaga as seguintes condicoes:

@ [af # [0];
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(Il) Nio existe (4, k) € Z? solugdo de

Re(Ay(27k + jCp)) = 0

|27k + jCo|? = |Ao|> — | Bol?
(III) Existe v > 0 tal que

JEL, |jl =7 = min{le % — e 0TI [] — emp 0RO} > |7,

sendo p; o elemento de {£+/(A\j —i6)2 + |a|2} com parte real ndo-negativa.

Entdo, para toda f € C*°(T?), existe u € C*(T?) tal que Pu = f.

Note que este resultado vale para qualquer A € R. Em particular, ndo ¢ dificil ver que
as condigoes (1)-(4) do Teorema 3.6 implicam em (I), (I) e (III). Caso A # 0, vimos que as
condig¢des (I) e (II) implicam em (III). Isto vale apenas para operadores no toro bidimensional,

como veremos na se¢do seguinte.

32 CasoT'tl,n>1

Estenderemos os resultados da sec@o anterior para o toro T"*!. Os resultados desta se¢io

sdo de [6] e as demonstracdes sdo andlogas as do caso T?.

Considere o operador L : C*°(T"*1) — C°°(T"*!) dado por

0 = , 0
Lu = priie Z(pj (t) + z/\jq(t))a—xju,

j=1
com pj,q € COO(Ttl;R)e)\j ER,j = 1,...,77,.

Paracadaj = 1,...,n, sejam
1 2

:%0

Poj pi(r)dr,  my(t) = / (03(7) — poj) dr

e tome m(t) = (my(t),...,my,(t)). Dado J = (J1,...,J,) € Z", observe que

3

9 mlt) - J) = S 0s(0) ~ po)) ;-

j=1
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Lema 3.9. O operador T : D'(T"*!) — D'(T"*!) dado por

E )-J zJa:
U’J )

Jezn

com u(x,t) g uy(t)et’* € D'(T"), é um isomorfismo linear em D'(T™*!). Em particu-
Jezn

lar, a restri¢do T'|cec (pn+1y € um isomorfismo linear em C'°°(T™*!). Além disso, vale

Demonstragdo. Seja u(z,t) ZU/J et/ e D/(T"*). Como uy(t) € D'(T!) para todo
Jezn
J € 7, entio uy(t)e ™" ¢ D'(T') para todo J € Z". Queremos mostrar que T'u €

D/(T+).
Como u € D'(T"1), existem C' > 0 e M € N tais que

[(u, )] < C ) sup|DPf(t, )]
g1<m )

paratoda f € C(T"*!). Assim, dada p € C°(T""!), temos que

(Tu)s(t), 0(t) = [ust)e ™7 o(t))]

= [(us(t), "™ p(1))|

- |<U(t, Zlﬁ'), Sp(t)e_im(t)"]e—ilxﬂ

S aup 0 gm0

11<m B2

= Z sup |0

[Bl<M

pe ] Bt —Jj
,BI e~ B ﬁ —im(t)-J 9
Z (j ) oti ¢ Otbt—i go(t)

J=0

-1 Jfa —im 6/8 -
B (2 > SUPZ( )' e e G ]‘P(t)'

|Bl<M J=0

< Gl 2 supz( )

|BI<M Jj=0

< CA+ TN par(e),
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sendo cada g; um polindmio de derivadas de e~"™®)J Observe também que o supremo de uma
fun¢do em C'°(T"*!) € sempre finito. Logo, Tu € D'(T™"!) e, com isso, T' estd bem definido.
A linearidade de T € facilmente verificada. Por fim, observe que a aplicagdo 7! : D'(T"*!) —
D'(T™*!) dada por

T =Y uy(t)em @7,

Jezn

com v(x,t) E vi(t)e"’ ™, estd bem definida (verifica-se de maneira andloga), ¢ linear e é

‘ Jez
inversa de 7.

Agora, vejamos que a restri¢do 7| ceo(rn+1) € um automorfismo em C*(T"*!). De fato,

se u(x,t) Zum e e O°(T™1), observe que |uy(t)e™ "] = |u;(t)| e, portanto,
Jezn
Tu € C*°(T?). Para a inversa, € andlogo.

Por fim, note que, como o operador L é continuo, dada u(z, t) Zum e e P(TrH)
Jezn
temos que
) = Y0 | (S-S0 + ina0) 2 ) (us o)

ot 4 g ! 0x

Jezn j=1
9 m(t)- RS A

= —UJ(t)ezm(t) J 4 uJ(t)Z Z(pj(t) B pOj)Jj eim(t)J | iJ
Jezn ot j=1

- ( (pj(t) + qu(t))iJjuJ(t)eim(t)J) pil-

=D (%“J(t) —iuy(t) Y (po +i>\jQ(t))Jj> I,

Jezr 7=1
Por outro lado, temos que

T Lu(z,t) =T Z (gt + Z Poj +i\q(t ));ﬁ) (uJ(t)eiJ-x)]

7=1

=T %uj(t) —iug(t) D (poj + qu(twj) e

Jezn j=1

Logo, TLT ' = L. O
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Deste modo, podemos considerar o operador L da forma

0 . 9,
L=—— P+ iNig(t))=— 3.33
o j21<poj +iNalt) 5 (3.33)
com g € C*°(T}; R), poj, \j € R, j =1,...,n. Denotemos
po= (Por,---,Pon) € A=(A1,..., ).

Sendo L como em (3.33), considere o operador P : C*°(T"*!) — C°°(T"*!) dado por

Pu = Lu — (s(t) +idq(t))u — aq(t)u, (3.34)

com s € C°(T};R),d € Rea € C\ {0}. Suponha também que g # 0 € que ¢ ndo mude de
sinal. Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢ > 0, uma vez que, para o caso ¢ # 0,

basta tomar uma mudanga de varidveis. Considere

27
e Ay = / s(1) 4+ 19q(T) dT = 50 + 19qo;
0
27
* By :/ aq(T)dr = aqo;
0

e

27 27
(/ p(t) +idg(r) dr, ... ,/ pu(t) + iAnq(T) d7-> = 2P + 1Aqo;
0 0

com

27 27
qo = / q(r)dr e sp= / s(t)dr.
0 0

Observe que ¢ Z 0 e ¢ > 0 implica em ¢y > 0.

O teorema abaixo estende o Teorema 3.1 para o toro T" ! e a demonstragfio é uma adaptacdo

dos argumentos utilizados na demonstra¢do do Teorema 3.1.

Teorema 3.10. Seja P como em (3.34) e suponha que sejam vélidas as seguintes condi¢des

abaixo:
@ faf # [d];
(II) Nio existe (J, k) € Z"™! solugdo de

Re(Ao(2mk + J - Cp)) =0

|27Tk + J . C()|2 = |A0|2 — |Bo|2
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(III) Existe v > 0 tal que

J e an ||J|| > v = min{|e_PJq0 _ eSo-i—i27rJ~100|7 |1 _ e—pJqo+80+i27rJ~po|} > ||J||—’Y'

Entdo, para toda f € C>°(T"!), existe u € C°°(T" ") tal que Pu = f.

Demonstragdo. Seja f € C°°(T™"!). Suponha que u € D'(T"™!) seja tal que Pu = f. Tome
as séries parciais de Fourier com respeito a variavel x € R"
u(zx,t) = Zuj(t)e““ e flx,t)= ij(t)e”'x.
Jezn Jezn

Aplicando o operador P em u e comparando os coeficientes de Fourier, para cada J € Z",

obtemos o seguinte sistema de EDOs:

uy = [i(po +iXq(t)) - J + s(t) + idq()]uy — aq(tya—y = f, (3.35)

a—y — [i(po — irq(t)) - J + s(t) — idq(t)[u=y — aq(t)u; = f-;

Procedendo de maneira andloga ao Teorema 3.1 com o uso das condi¢des (I) e (II), obtemos

que
U/J(t) = OZ@iJ.pOH_S(t) (ZIJ -+ ZQJ)7 VJ e Zn7
com
2w 5 .
) = — / 1 (QO-Qe)) =175 G () dor
t
50 27 ,=ps(@0+Q(0)) p—id-poo—5(o)
Py
te /0 e~ P10 — eiJ-po2mtso Gu(o)do
t .
(t) = / P 1(Q0)-QU) =175 G, () do
0
Q(t) 27 epJ(Q(U)fqo)efi‘]'poofs(g)
—pJ
e /O 1 — e—Prsqo0+id-po2m+so sz(a) do
sendo
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e py € o elemento com parte real positiva de {£+/(\ - J — i0)? + |a[?}.

Note que G1; e G5 sdo rapidamente decrescentes pois f; e f_; o sdo. Além disso, verifica-
se que

lps] < CA+ (11

para todo J € Z" de maneira andloga ao caso bidimensional. A condicdo (II) nos garante, de

maneira andloga ao Teorema 3.1, que

e P10 _ elJp027r+So 7& 0 e 1-— e—p(iq0+lJ-p027r+so 75 0

para todo J € Z". Usando a condicao (III) e aplicando a férmula de Faa di Bruno de maneira
andloga ao Teorema 3.1, verifica-se o decaimento rdpido de z;;, z5; € suas derivadas, assim

iJ-pot+S(t)

como o crescimento lento de e . Deste modo, v ; € rapidamente decrescente e, portanto,

u € C°(T™1), com Pu = f por construgdo. O

No caso bidimensional, temos que as condi¢des (I) e (II) implicam na condic¢ao (III), junta-
mente com a hipétese de que A # 0, argumentacdo que ndo vale para o caso n + 1-dimensional.
Observe que, supondo a validade da condig¢do (III), ndo é necessario pedir A # 0, como vimos
na Subsecdo 3.1.3. Caso A\ = 0, o operador L se reduz a um campo vetorial real, o que nos

permite enunciar condigdes mais simples para a resolubilidade de P:

Corolario 3.11. Seja P tal como em (3.34) e suponha A = 0.
(1) [Bo| > [Aol;

(2) |Bo| < |4

a| > |0] e ndo existe (J, k) € Z"! solugdo de

’

Re(Ag(k + J - =0
e(Ao( Do) : (3.36)

47T2|k3+ J-p0|2 = |A0|2 — |.B()|2
3) |a| < [6] e sy # 0;

@) |a| < 4], so = 0, ndo existe (J, k) € Z"*! satisfazendo (3.36) e vale a seguinte condi¢do

diofantina:

(DC3’) Existe v > 0 tal que

(Lk) € Z", ||T| =2y = [2km + T po2m — qo/0? — |a?| = [|T] 7.
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Entdo, para toda f € C>°(T"), existe u € C°°(T"*!) tal que Pu = f.

Demonstracdo. A demonstracao € inteiramente andloga a do Teorema 3.6, com o uso do Lema
3.12. Argumentando de maneira inteiramente andloga, verifica-se que as condigdes (1)-(4)
implicam nas condi¢des (I), (I) e (III) do Teorema 3.10, o que nos garante a resolubilidade do

operador P. ]

Lema 3.12. A condi¢do diofantina (DC3’) € equivalente a

(DC4’) Existe v > 0 tal que

1) =y = |l Po2rmoVElel 1) > 7|7,
Demonstracdo. A demonstracao é andloga a do Lema 3.7. ]
Observacao 3.13. Observe que, caso seja valida a condicao (4) no Corolario 3.11, os autovalo-

res py sdo imagindrios puros. Neste caso, a condi¢dao (DC4’) é exatamente a condi¢do (III) do

Teorema 3.10.
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Capitulo 4

Funcoes Ultradiferenciaveis e

Ultradistribuicoes

Neste capitulo apresentamos algumas definicdes e resultados da andlise de Fourier para as
classes de funcoes ultradiferencidveis e ultradistribuicdes. Nao serdo feitas demonstracdes, as
quais podem ser encontradas em [9]. O objetivo deste capitulo € fornecer as ferramentas neces-
sarias para estender os resultados dos capitulos anteriores, que tratam de operadores em espagos
de fungdes suaves, para operadores definidos em espagos de fungdes ultradiferencidveis, ampli-

ando assim nosso entendimento e explorando novas perspectivas na andlise destes operadores.

Denotemos por C¥(T") o espaco das funcdes analiticas 27-periédicas em R™. E um fato

bastante conhecido que, se f € C¥(T"), entdo, existem C, h > 0 tais que, para todo « € N},

sup [0 f| < C - hl*l - |all. (4.1)

Além disso, temos que C*(T") C C*°(T"). Em particular, C*°(T") é um espago muito
maior que C¥(T™). Uma forma de estudar espacos funcionais intermedidrios entre C*°(T")
e C¥(T™), assim como a regularidade de operadores definidos nestes espagos, é enfraquecer
um pouco a propriedade (4.1), passando a considerar fungdes f € C°(T") tais que, existem

C, h > 0 de modo que, para todo o € N[, vale
sup|9°f| < C- bl (Jall)’, (4.2)
para algum s > 1 fixado. O espago G,(T") das fungdes f € C°(T™) que satisfazem (4.2) é

chamado de espacgo das funcdes Gevrey 2m-periddicas de ordem s. Observe que, para s = 1,

Gy (T") = C~(T™).
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De modo mais geral, estudaremos classes de fungdes f € C'*°(T") tais que existem C, h > 0

de modo que, para todo o € N}, vale

sup 0% f| < C' - bl myg - [al), (4.3)

no qual {m; };en, € uma sequéncia de nimeros reais positivos que satisfaz certas propriedades.
Veremos que o caso Gevrey é um caso particular destas classes, as quais chamamos de classes
de ultradiferenciabilidade. A partir disso, podemos definir resolubilidade e hipoeliticidade de

operadores no sentido ultradiferencidvel.

4.1 Sequéncias Peso e Classes de Func¢oes Ultradiferenciaveis

Definiciio 4.1. Uma sequéncia peso é uma sequéncia M = {m; };cn, de nimeros reais positi-

vos que satisfaz as seguintes condi¢des:
(Pl) mo=myp = 1;

(P2) (Convexidade Logaritmica) m? < mj_y - mjy4 paratodo j € N.

Proposiciio 4.2. Seja M = {m;},cn, uma sequéncia peso. Entdo:
1
(a) B; = (mj)? € ndo-decrescente. Em particular, M € ndo-decrescente;
(b) Para quaisquer k, j € Ny com k < j, vale my, - m;_, < m,.

Demonstragdo. (a) [9], p. 7, Proposi¢do 1.5 e p. 8, Corolario 1.6.

(b) [9], p. 8, Proposicao 1.7. O

Definicdo 4.3. Seja M = {m,};en, uma sequéncia peso. Uma funcdo f € C(T") ¢ dita
ultradiferencidvel de classe { M} se existem constantes C', h > 0 tais que, para todo o € N,

vale

sup [0%f| < C - Bl myy - o,

Denotamos por E,((T") o conjunto das fungdes ultradiferencidveis de classe { M} em T".



Fungoes Ultradiferencidveis e Ultradistribui¢oes 89

Proposicdo 4.4. Dada uma sequéncia peso M, o conjunto E,(T") é um espago vetorial e é
uma subdlgebra de C>°(T"), isto é, f,g € Em(T") implica f - g € Ep(T"). Além disso,

Em(T™) contém o espago das fungdes analiticas C¥(T™).

Demonstragdo. [9], p. 11, Proposicdes 1.18 e 1.19. ]

Exemplo 4.5 (Gevrey). Dado s > 1, considere a sequéncia M = {m,};en, dada por m; =

(j1)*~'. E imediato que mo = m; = 1. Além disso,
my—1mia (G- DT [G+ D
m} (1))

(=D G+ 1)t (gt
G- DG

. s—1
_ (ﬂ) > 1
J

e, portanto, m? < m,,_1 - m,, para todo n € Ny. O espago Exq(T™) = G*(T™) € o espago das

funcgdes Gevrey 2m-periddicas de ordem s.

Definiciio 4.6. Dadas duas sequéncias peso M = {m;},en, € L = {l;};en,, denotaremos
1

M =< L quando sup (@) ’ < 00.

Jj€No J

Nao € dificil verificar que = é uma relacdo reflexiva e transitiva. Caso M < Le L < M,

denotamos M = L. Nestas condi¢des, ~ € uma relacdo de equivaléncia.

Teorema 4.7. Dadas duas sequéncias peso M e L, temos que M = L se, e somente se,

Em(T™) C E(T™). Em particular, Ex4(T") = E£(T™) se, e somente se, M ~ L.

Demonstragdo. [9], p. 14, Teorema 1.22. (]

Corolario 4.8. Se r < s, entao G"(T™) C G*(T™).

Demonstragdo. [9], p. 15, Corolério 1.23. O]

Teorema 4.9. Dada uma sequéncia peso M = {m;};en,, 0 espaco Ep(T") € fechado em
1

s g _— Myt )7
relacdo a diferenciagdo se, e somente se, sup < 00.
i1 \ M
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Demonstragdo. [9], p. 16, Teorema 1.27. L]

Observacao 4.10. Como desejamos trabalhar com operadores diferenciais parciais lineares P :
Em(T™) — Epm(T™), € interessante que Ex(T") seja fechado em relacdo a diferenciagao. Deste
modo, consideraremos apenas sequéncias peso que satisfazem, além de (P1) e (P2), a condicao

l.
(P3) sup (ij) " < .

=1\ My

4.2 A Topologia de £,,(T") e Ultradistribuicoes

Definiciio 4.11. Seja M = {m,};en, uma sequéncia peso. Dado h > 0, definimos como
Emn(T™) o espago das fungdes f € Epq(T") tais que

8&
sup <h |0 f ()] > .

verr \ Aol my) - |af!
a€eNg

Para cada f € Eu,(T"), denotamos

||f|w,h=sup( °/(z)] )

retr \ Mol mjo) - o]
a€eNg

Nio ¢ dificil ver que || - | v, define uma norma em E g 5, (T").

Proposicio 4.12. O espago £, munido da norma || - || o4, € um espaco de Banach.

Demonstragdo. [9], p. 18, Proposicao 1.31. [

Proposicao 4.13. Sejam M uma sequéncia peso e he > hy > 0 ndmeros reais positivos. Entao

Enmny (T™) C Epmny (T™) € ainclusao Engp, (T™) = Epgny (T™) € compacta.

Demonstragdo. [9], p. 19, Proposicao 1.32. [l

Definicao 4.14. Seja £/ um C-espaco vetorial e suponha que £ seja uma unido de uma sequéncia
crescente de espacos vetoriais topoldgicos localmente convexos { E; } jc7 tais que as inclusdes
E; — Fj; 4, sdo continuas para todo j € Z. Definimos sobre I a topologia mais fina que torna

todas as inclusdes £; — F continuas. Esta topologia é chamada de topologia limite indutivo.
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Consideraremos em E,((T") a topologia limite indutivo da familia de espagos Exqp(T™)

paratodo h > 0. E possivel mostrar que, para toda sequéncia {/;} jen, Eaq(T") é limite indutivo

de {éZthj}jeN.

Teorema 4.15. Uma sequéncia { f; }jen em Exq(T") converge para 0 em Ex((T™) se, e somente

se, existe m € N de modo que f; € Epqp,, paratodo j € Ne f; — 0em Enyp,, -

Demonstragdo. [18], Teorema 6’. ]

Definicdo 4.16. Dada uma sequéncia peso M, definimos D', (T") como sendo o dual to-
poldgico de E,(T™), isto €, espaco dos funcionais lineares continuos sobre E,¢(T™). Se

u € D, (T"), entdo u € dita uma ultradistribuigao.

Observacdo 4.17 (Gevrey). Dado s > 1, denotamos o dual topolégico do espago G,(T") das

fun¢des Gevrey de ordem s por D’ (T™).

Teorema 4.18. Seja u : E,¢(T™) — C um funcional linear. Sdo equivalentes:
(@) u € D), (T");
(b) Para cada e > 0, existe C. > 0 tal que

o () - glol
[ {u, £ < C: - sup (M) Vf € En(T"):

zeTn m|a| : |CY"
aeNy

(c) Seja {f;}jen uma sequéncia em Ex(T™). Se f; — 0 em Eu(T™), entdo (u, f;) — 0 em

C.

Demonstragdo. [9], p. 22, Teorema 2.2. O]

Definicao 4.19. Seja {u,} ey uma sequéncia em D'y, (T"). Dizemos que u,, converge para uma

u € D), (T") se, paratoda f € Ep(T™), (uy, f) = (u, f) em C.
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4.3 Séries de Fourier em £,((T") e D', ,((T")

Denotemos por M = {m;}cn, uma sequéncia peso. Neste capitulo, serdo enunciados re-
sultados referentes a séries de Fourier de func¢des ultradiferencidveis e ultradistribui¢des. Assim
como no caso C*, podemos obter condi¢des de decaimento sobre os coeficientes de Fourier de
uma série da forma u = Z uye’* que nos garantam que u € Ex(T") ou u € D'y, (T").

Jezn

Teorema 4.20. Seja f € E,(T™). Entdo
flo) =" fre’*
Jerr

com convergéncia em £, (T™), sendo

fro=m [ et

Além disso, existem C, > 0 tais que

o7 - (L+ || J][)Y

|fJ|§Ci€I1§( ) vJ e 7"
J€lNo

Demonstragdo. [9], p. 24, Teorema 2.4. [

Teorema 4.21. Seja {u;}jcz» uma sequéncia em C tal que, para todo € > 0, existe C. > 0 de

modo que

J(1 J
lus| < C - sup <—€ (L+ HJ“) ) YJ ezZ".
jeNg m; - !

Entdo, o funcional u = Z uyet’® que age em f € E,,(T") do seguinte modo

Jezn
(. f) = lim / 3w ) da
(0271 1 7)<k
estd bem definido e pertence a D’ ((T™).
Demonstragdo. [9], p. 28, Teorema 2.11. (]

Teorema 4.22. Seja u € D',(T"). Para cada J € Z", defina

uy = (2m) " (u, e 7).
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Assim, para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

J(1 J
lus| < C. - sup (M) vVJ e Z".

jeNo m;j - j!

Em particular, temos que

com convergéncia em D', (T").

Demonstragdo. [9], p. 26, Teorema 2.6 e p. 30, Teorema 2.12. (]

Teorema 4.23. Seja {c;} ez uma sequéncia em C tal que existem C', § > 0 de modo que

les| < C- inf <5j(

_— VJ e Z".
et \ &1+ wnw)

Entdo existe f € Eu(T") tal que f(z) = Z cye'’® com convergéncia em & ,(T"). Além

Jen
disso, f; = c;.

Demonstragdo. [9], p. 31, Teorema 2.13. ]

Coroléario 4.24. Dada u € D/,((T"), suponha que existam C, § > 0 tais que
: m; - j!
<C-inf | ——2"—| VJeZ"
ol <t (s )

Entdo u € Ep(TT).

Corolario 4.25. Se f € E,(T™), entdo existem C, e > 0 tais que

m; - j!
<(C-sup | —L 2 ) YJ e 7",
)< jeN%(suuan

4.4 Funcoes Peso

Definiciio 4.26. Dada uma sequéncia peso M = {m;},ecn,, definimos a funcdo peso way :

RZO — RZO por

t
suplog( ,’), set >0

0, set =10
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Proposiciio 4.27. Seja u € D',(T™). Entdo, para cada ¢ > 0, existe C. > 0 tal que
luy| < CLewmEAHITN) v 1 e 7.
Além disso, u € Ex(T") se, e somente se, existirem C, 0 > 0 tais que
luy| < CememCUHIID) v 7 e 77,

Demonstracdo. [9], p. 32, Proposicao 2.16. ]

Exemplo 4.28 (Gevrey). Em particular, para o caso dos espacos Gevrey, dado s > 1, denotare-

mos w; a respectiva fungdo peso. Para s = 1, verifica-se que

e, para s > 1, que

1
tl/s—slog(l _1) < w,(t) < s-tY5.
-5

Os detalhes podem ser encontrados em [9], p. 33. Com isso, obtemos que é equivalente

. 1/s
caracterizamos os espacos Gevrey por e**() e por et .

E usual, portanto, a seguinte caracterizacdo para espacos Gevrey: Dado s > 1, se u €

D.(T™), entdo, para todo € > 0, existe C. > 0 tal que
lug| < C.elI'? g ezn,
Além disso, u € G4(T") se, e somente se, existem C, 0 > 0 tais que

lugs| < Ce VI ez,

4.5 Sequéncias de Crescimento Moderado

Definiciio 4.29. Seja M = {m,},cn, uma sequéncia peso. Dizemos que M ¢é uma sequéncia

de crescimento moderado se satisfaz a seguinte condi¢ao:

1
M jt+k
(P3’) Existe H < oo tal que sup (J—M) < H.
JkeNg \ 15 - M

E imediato que a condicdo (P3’) implica em (P3). A partir daqui, consideraremos apenas

sequéncias peso de crescimento moderado.
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Exemplo 4.30 (Gevrey). Dado s > 1, considere a sequéncia peso M = {(j!)¥ '} en,. Vejamos
que M € de crescimento moderado. De fato, dados j, k € Ny, temos que

. % . 1/3
Mtk _ ((J + k)‘) _ (j _'k_ k) S (25—1)j+k‘

mj - My, k!

Deste modo,
1
m. Jt+k
sup (]—Jrk) <2 < 0.
JkeNg \Tj - My,
Lema 4.31. Seja M uma sequéncia peso de crescimento moderado. Entdo, para todo p > 0,
. 2 . .
e ()] =3 (255)
sup ; < sup R
jeNog \ 115 * J! jeNy \ 1M - !

sendo H > 0 conforme a Defini¢do 4.29.

vale

Demonstragdo. [18], Proposi¢do 3.6. 0

L inf ! bt
= inf —, obtemos que
sup S S a

AN E -
{inf (mﬂ J)] > inf (mz J)
j€No ol j€No \ p? HI

Em particular, dado § > 0, tomando p = §/H, obtemos

. 2 .
) m; - j! ) m;j - j!
> .
o (G ) = (757

4.6 Séries Parciais de Fourier em &,(T") e D', ((T")

Observacao 4.32. No Lema 4.31, usando o fato de que

Sejam p, ¢, n € N tais que p+ g = n e considere a soma direta R"” = RP ¢ RY. Denotaremos

(x,y) e R"comxz € RP ey € RY.
Dada f € E,(T™), para cada = € RP? fixado, considere a fungdo f, : R? — C dada por
f+(y) = f(z,y). E imediato que f, € Er¢(T9). Pelo Teorema 4.20, temos que
flwy) = faly) = Y (fa)se™?
JELI
com convergéncia em E,4(T?), sendo

(F)s = Cmy [

[0,27]9

Foly)e v dy = (2m) / flx,y)e v dy.

[0,27]9
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Denotando (f,); = fs(x), para cada J € Z9, temos que f; € C*(T?). Vejamos que
f7 € Em(TP). De fato, dado o € Nb, temos que
o fite) = 207 [ a2 fag)e Iy
[0,27]2

e, portanto,

sup |02 fs(x)| < sup |09 f(x,y)| < C BT my - |all,
xERP (z,y)eR™

uma vez que f € Ex(T"). O teorema a seguir nos d4 uma estimativa melhor sobre os coefici-

entes f:

Teorema 4.33. Dada f € Ex(T"), existem C,, hy, h, > 0 tais que, para todo o € Nf e para

todo J € Z4, vale

o « 1 m]|
sup |05 fs(z)| < Cp - h1|u | Tl - |t 'jlenl\?o (hj : (1]4’ ||J||)]> .
q

Demonstragdo. [9], p. 36, Teorema 2.20. [l

Teorema 4.34. Seja {f;} ez« uma sequéncia em &,(T?) e suponha que existam constantes

Cyp, hp, hy > 0 tais que, para todo o € Njj e para todo J € Z, vale

a a 1 i j|
sup9g ()| < Gy b mp - o - inf (hj e ||J||>ﬂ‘> '
q

Entdo a fun¢io f(z,y) = Z f7(z)et’Y estd bem definida e pertence a Eq(T").
Jeza

Demonstragdo. [9], p. 37, Teorema 2.21. ]

Lema 4.35. Seja u € D/,,(T"). Para todo J € Z9, a aplica¢do u; : Ex(T?) — C dada por
(ug, fy = (2m) ™ (u, f(2) ® ™)

estd bem definida e pertence a D, ,(T?).

Demonstragdo. [9], p. 39, Lema 2.22 e p. 40, Lema 2.23. (]

Teorema 4.36. Seja u € D' ,(T"). Entdo u = Z uy ® e/"Y com convergéncia em D'y, (T").

Jeza
Além disso, dados €, h > 0, existe C. ;, > 0 tal que, para quaisquer f € Ergp(TP) e J € Z9,

vale

g )] < Con | fllan - sup ( (1+ ||J||>J’) |

jeNg mj - j!
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Demonstragdo. [9], p. 40, Teorema 2.24. L]

Teorema 4.37. Seja {u,} ez uma sequéncia em D'y, (T?) tal que, dados €, > 0, existe

Ce. 5, > 0 de modo que, para quaisquer f € En,(TP) e J € Z9, vale

(s £)| < Con - [ fll e - sup ( A+ ”V) |

J€No m; - j!

Entdo u = Z uy ® eV pertence a D'y, (T").
Jezs

Demonstragdo. [9], p. 41, Teorema 2.26. (]

Observacio 4.38. Denotaremos E uy @ e = E uget’y.
Jei Jeza

4.7 Resolubilidade e Hipoeliticidade Global em & ,((T")

Seja M = {m;},en, uma sequéncia peso e P : Ep(T") — Ep(T™) um operador diferen-

cial parcial linear.

Definicio 4.39. Dizemos que P é M-resolivel se, para toda f num subespaco de E,((T™) de

codimensao finita, existe u € E,¢(T") tal que Pu = f.

Definicao 4.40. Dizemos que P é M-globalmente hipoelitico se

u € Dy (T"), Pu € Ep(T") = ue Epq(T),
isto €, se P71 (Ep(T™)) C Epq(T™).

Para o caso Gevrey de ordem s > 1, chamaremos estas propriedades de G,-resolubilidade e

Gs-hipoeliticidade global.

A partir destas nogdes de regularidade, nos Capitulos 5 e 6, adaptaremos os resultados dos

Capitulos 2 e 3 para a M-resolubilidade de operadores diferenciais.
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Capitulo 5

Operadores com Coeficientes Constantes

Neste capitulo, nosso objetivo € estender os resultados a respeito da resolubilidade de opera-
dores com coeficientes constantes (vistos no Capitulo 2) para a classe das fun¢des ultradiferen-
cidveis. Mais precisamente, dada uma sequéncia peso M = {m, } jen de crescimento moderado
e um operador diferencial parcial linear a coeficientes constantes L : Ex(T™) — Ea(T") de

ordem NN, sem termos de ordem 0, considere o operador P : E,((T") — Eu(T™) dado por

Pu = Lu — Au — Bu. 5.1

sendo A, B € C constantes fixadas. Observe que a hipdtese de L ndo possuir termos de ordem
0 € apenas uma formalidade, pois qualquer termo de ordem O presente em L poderia ser incor-
porado a constante A acima. Logo, ndo ha perda de generalidade ao considerar operadores com

coeficientes constantes desta forma.

A nocao de resolubilidade no ambiente funcional ultradiferencidvel € a mesma de antes,

vamos enuncid-la aqui para deixar registrado.

Definicdo 5.1. Um operador diferencial parcial linear P : Exq(T") — Ep(T™) € dito resolivel
se existe um subespaco F C Epn(T™) de codimensdo finita, de modo que, para toda funcao

f € F,existe u € Ep(T") tal que Pu = f.

Procedendo como no caso suave (Capitulo 2, Se¢do 2.3), dada f € Exp(T"), se u € Epg(T™)

(ultradistribui¢des) € solugdo de Pu = f, tomando as séries de Fourier

u(x) = Zu{]e“'m e f(z)= Zfﬁ“'“",

Jezn Jeznr
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temos que

Aguy=lop(=J) = Alfs+ Bf-;, VJ €L, (5.2)
sendo o, o simbolo do operador L e

Ay =lop(J) = Al Jor(=J) — A] - |BJ*. (5.3)

Como vimos anteriormente, a resolubilidade dependera essencialmente do controle do cres-

cimento de A ;. Para isso introduzimos a seguinte condi¢do diofantina:

(DCy) Para todo € > 0, existem C., . > 0 tais que

' m,; - !
I =7 = 1A/ >Cinf | ———— ).
/]l =~ As] 2 jeNo (53(1+HJH)])

Agora estamos em condicdes de enunciar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 5.2. Seja P : Ep(T") — Ep(T™) dado por (5.1) e Ay dado por (5.3). Entdo, P é

M-resoluvel se, e somente se, vale a condicdo diofantina (DC ).

Na primeira secao deste capitulo apresentaremos a demonstracdo do teorema acima. Na
sequéncia, discutimos algumas consequéncias deste resultado, recuperamos os resultados de P.
Dattori e M. Almeida para espacos de Gevrey e apresentamos mais alguns exemplos interessan-

tes.

5.1 Demonstracao do Teorema 5.2

L . . m;j - j!
Primeiramente, vejamos que inf [ ——2——— | > 0 para todo € > 0. De fato, note que
PO j&, <sf<1+ HJH)J) b 1
J J J J J J
sup (5 (1+ ||{||) ) < Z e(1+ ||{||) < Z (1 f|||=]||) _ I ¢ oo
J€Np mj-J: mj-J- J:

j€Ng 7€Ng

para todoe > 0e, portanto,

. . . 1
inf (mf—j'> ~ sup (MH S oD 5 g
BAsaemy) = e 5

para todo € > 0.

Suponha que vale (DC ). Entdao o conjunto

Q={Jez": A;=0}
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¢ finito e, portanto,

tem codimensao finita. Seja f € F. Entdo existem C, 0 > 0 tais que

. m; - j!
< . f ]—
'”—Cj%(&u+ww)

para todo J € Z". Tome ¢ = ¢§/H na condi¢do diofantina, com H > 0 conforme a Defini¢do

4.29. Assim, existem C¢,y. > 0 tais que

) m; - j!
J| >~ = |Ay|>C.-inf | —L—— ).
b1 5c = 181> e (% s )
Observe que || J|| > 7. implicaem J € Z"\ 2. Nestas condigdes, se u € D', ((T") é solugao

de Pu = f, por (5.2), para || J|| > ~., temos que

sl = |87 |lon(=T) — Alfs + Bf-|

& () - A1+ 13) i () - sup (CLEZLE I

C. j€No L+IJ1)7 ) jemo mj - j!

IN

Observe que o, é um polindmio de grau N. Deste modo, existe C' > 0 tal que

lor(=J) = A|+|B] < CQ+|J|)N, VJezZ"
Pelo Lema 4.31, temos que

— j J
g (Y (20 L0
ieNo \ 091+ [[J]))7 ) jery m; - J!

: h%(wﬂwu+wmw”2[%£QWHWLHUW)TI

= In mj'j!
'—ﬁé(wﬂwu+wmw)

Com isso,

N m; - j!
Jus| SOO+WW>££(QHWU+WNV>

< C(L+[lJHY Lieano ((5/H2)j(1 -+ ]|J||)j>]2
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N mny - N‘ . mj ) j'
< O e e 5 (G )

. .ql
< C-BY -my- NI inf <L>
i€No \ &y (1 + [|7]])7

comh =§/H edy = 0/H?. Segue que u € Exy(T") e, portanto, P é M-resolivel.

Por outro lado, suponha que nao vale (DC ). Entdo existe € > 0 tal que, para quaisquer

C,v > 0,existe J € Z" tal que || J|| > v e

) m; - j!
A Cinf [ —22 ).
A< C int (efu n HJH)J)

Com isso, para cada ¢ € N, tome .J, € Z" tal que || Jy|| > (e

' m; - 5!
A < inf ]— . 5.4
sl < ot (S ) G
Em particular, denotando J, = (Jyy, . . ., Jue), podemos tomar {.J;}cny de modo que existe
uma coordenada j = 1,...,n tal que todos os J;, sdo ndo-nulos e t€m mesmo sinal. Basta

passar a uma subsequéncia caso necessario.

Caso 1: Suponha que A;, = 0 para infinitos ¢ € N. Passando a uma subsequéncia, podemos
supor que A, = 0 para todo ¢ € N. Dado f € Ey(T"), para que exista u € D'y ,(T") tal que
Pu = f,paratodo ¢ € N,

e CasoB=0, f;,=00u f_;, =0;

e Caso B#0, [op(=Js) — Alfs, + Bf_;, = 0.

Em ambos os casos, de maneira andloga aos Teoremas 2.2 e 2.9, temos infinitas condi¢des

de compatibilidade sobre f e, portanto, P niao é M-resolivel.

Caso 2: Suponha que A;, = 0 para uma quantidade finita de indices ¢/ € N. Passando a uma

subsequéncia, podemos supor A ;, # 0 para todo ¢ € N. Considere o conjunto

Q={J,eZ" : { eN}.

Pela maneira como a sequéncia {.J;}sen foi tomada, temos que J € (2 se, e somente se,

—J ¢ Q. Seja Qp C 2 um subconjunto infinito.
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Suponha que B # 0 e considere a fungdo f(z) = Z Aje’™. Temos que f € Ep(T)
JEQ
por (5.4). Se u € D',,(T") é solugdo de Pu = f, procedendo como no Teorema 2.9, a projecdo

de u no subespaco de D, (T™) gerado pelas frequéncias €, é

v(x) =Y Be+ Y o (=) — Ale”* € D'(T") \ C=(T")

JeQo JEQo
e, portanto, v € D'((T™) \ Epm(T"). Segue que u € D'y ((T") \ Ep(T™).
Suponha que B = 0. Observe que, para todo J € €,

[£§J<@/HV(1+HJMV>]2 S Eﬁa(éTflﬂ7ﬂﬁ>

> Ay = lon(J) = Al -|on(=J) = A

= lon(J) = Al - |or(=J) — Al.

Com isso, para infinitos .J € (), teremos que

: m; - j! i m; - J.
-4 < ot (raptia ) @ 04 < u (vt e )

Suponha que tenhamos

wm%m<m( mﬂl4) 5.5)
J€No (€/H)](1 + ”JH)]

para infinitos J € 2. Passando a uma subsequéncia de {.J;}scn, podemos supor que a desi-

gualdade vale para todo J € €. Defina entdo f(z) = Z [o(J) — Ale"”". Observe que
JeQo
f € Em(T™) por (5.5). Se u € D', (T") é solucdo de Pu = f, procedendo como no Teorema

2.9, a projegdo de u no subespago de D'y (T") gerado pelas frequéncias €, serd

v(z) =Y e’/ eD(T")\ C™(T")

JeQo
e, portanto, v € D' ((T") \ Em(T™). Segue que u € D'y (T™) \ Eam(T™).

Caso tenhamos

. m; - jt
lor(=J) = Al < inf ((a/H)j(l + HJII)J’)

para todo J € € (passando a uma subsequéncia), basta tomar f tal como no caso anterior

porém tomando os indices em (2.
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Como esta construgdo vale para todo {2y C €2 infinito, obtemos infinitas fun¢des linearmente
independentes em E,((T™) tais que ndo existe u € Ex(T") de modo que Pu = f. Segue que

P nao é M-resolavel.

5.2 Consequéncias do Teorema 5.2

Nesta secdo, apresentaremos algumas consequéncias interessantes do resultado demons-

trado na se¢do anterior.

Proposicao 5.3. Temos que P tal como no Teorema 5.2 é M-resolivel se, e somente se, €

M-globalmente hipoelitico.

Demonstrag¢do. Se P é M-resolivel, no Teorema 5.2, mostramos que, se f € Exp(T") € tal

que u € Epq(T™) é solugdo de Pu = f, entdo u € Epg(TT).

Se P ndo é M-resolivel, pelo Teorema 5.2, ndo vale (DC,,), 0 que nos permite obter

u € Dy (T") tal que Pu € Eo(T™). Segue que P ndo é M-globalmente hipoelitico. O

Proposicao 5.4. Se P é resoldvel, entdo P é M-resolivel.

Demonstracdo. Se P é resolivel, pelo Teorema 2.9, existe v € N tal que ||.J|| > - implica

1 _ e My - ! > O inf m; - j!
L+ myyt @+l = 77 seme \ed(1+ [ J]])7

Ayl >

&Y

para todo £ > 0, com C. = - Tomando v, = «y para todo € > 0, segue que vale (DC )

mey - !
e, portanto, P é M-resoldvel. ]

Em geral, a reciproca do coroldrio anterior ndo € verdadeira.

Dizemos que um nimero irracional o € exponencial Liouville de ordem s > 1 se existe

€ > (0 de modo que a equagdo
/s
q

1
a—z—)‘ < e ¥

possui infinitas solugdes p/q € Q,comp € Ze g € N.



Operadores com Coeficientes Constantes 104

Exemplo 5.5. Considere o operador P : G,(T?) — G,(T?) dado por

Pu=—u+a—u—iu—u,

ot ox

oo
! 2 , ~ 7z 2
com o = E 107", Afirmamos que P é G,-resolivel mas nio é resolivel.
1=0
Temos que o € um nimero de Liouville (ver [16]) mas ndo € exponencial Liouville de ordem

s para nenhum s > 1 (ver [1] e [14]). Observe que

|Ajil = [k — ajf.

Como a é um nimero de Liouville, para todo N € N, existem C' > 0 e uma sequéncia

{(pe, q¢) }een em Z? com g, — oo de modo que

1Ap el = lae — apel® < Cqr ™ < C(1+ |pe| + |qe]) ™

Segue do Teorema 2.9 que P nio € resolivel. Por outro lado, como « ndo € exponencial

Liouville de ordem s, para todo € > 0, existe C' tal que

Ik — | > CoelilFHRDY",
Deste modo, vale (DC ) tal como no Teorema 5.2 e, portanto, PP é G,-resolivel.

Como consequéncia das Proposicdes 5.3 e 5.4, obtemos versoes dos Teoremas 2.12, 2.14 e

2.16 para o contexto ultradiferencidvel:

Teorema 5.6 (Caso Eliptico). Suponha que L : Ep(T") — Eu(T™) seja um operador eliptico
a coeficientes constantes. Entdo o operador P : Ey(T") — Ep(T™) dado por Pu = Lu —

Au — Bu, A, B € C, € M-resolivel e M-globalmente hipoelitico.

02
Exemplo 5.7 (Laplaciano). Temos que L = E 92 ¢ eliptico e, portanto, P : E,(T") dado
T
i— J

j=1
por Pu= Lu — Au — Bu,com A, B € C, é M-resolivel.

Teorema 5.8 (Operador do Calor). Seja L = - Z o 2, comn > 0. Entdo P :

Em(T") — Ey(T™) dado por Pu = Lu — Au — Bu, com A, B € C, é M-resolivel

e M-globalmente hipoelitico.
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Demonstragdo. Segue do fato de que P, nestas condicdes, € resolivel no sentido suave. [

Teorema 5.9 (Operador da Onda). Seja L = 8752 -1 Z g 2, com 7 > 0. O operador
P : C®(T") — C>~(T"*) dado por Pu = Lu — Au — Bu, A,B € C, é M-resoliivel e
M-globalmente hipoelitico se, e somente se, vale uma das condicdes abaixo:

(1) 1B] < [1m(A):

(2) |A| = |B|, Re(A) = 0 e n é um niimero irracional ndo Liouville;

(3) (DCyy) € satisfeita.

Demonstragdo. Se vale (3), € imediato. Observe que as condi¢des (1) e (2) implicam na reso-
lubilidade de P no sentido suave e, portanto, I” é M-resolivel. Por outro lado, se ndo vale (1),

(2) e (3), em particular, nio vale (DC ) e, portanto, P ndo é M-resolivel. O

Como um caso particular do Teorema 5.2, obtemos uma versao ultradiferencidvel do Teo-
rema 1 de [6], no qual € feita a demonstracdo para o caso particular das classes de Gevrey, e do

Teorema 2.5, no qual é estudado o caso suave.

Teorema 5.10. Considere o operador P : Ey(T" ) — Ep(T™*) dado por
_ 0 0 _
Pu u+]ZO]6x] — Au — Bu,

comA,B,C; €C,j=1,...,n. Entdo, P é M-resolivel se, e somente se, vale

(DC ) Para todo € > 0, existem C., 7. > 0 tais que

. m; - j!
T+ 1k =7 = Ayl = C. inf (= )
171+ Ikl 2 7 = |Agl = Ce - inf (@(kuﬂkw)

Observacao 5.11. Para o operador do Teorema 5.10, temos que

Ajp=—k+C-J?*+|A? — |B]* — 2iRe(A(k + C - J)). (5.6)

O Teorema 1 de [6] € enunciado do seguinte modo:
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Corolario 5.12 (Gevrey). Considere o operador P : Go(T"*') — G,(T"*!) dado por
0 B 0 _

com A, B,C; € C,j =1,...,n. Entdo, P é G,-resoliivel se, e somente se, vale a seguinte

condicao diofantina:

(DCy) Para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

T+ k] > Co = [Ayy| > Coem=UIHEDY

Observacao 5.13. Observe que, no caso Gevrey, podemos formular a condi¢do diofantina
(DC /) utilizando a funcdo peso mais a equivaléncia obtida no Exemplo 4.28, o que nos da

a condicao (DCy).

Coroldario 5.14. Seja P : Ep(T™™) — Ey(T™) como no Teorema 5.10. Se | B| > |A|, entdo
P é M-resolivel.
Demonstragdo. Note que
[Asil > [Re(App)] = | —[k+C - TP+ [A] - |BJ|
— e+ C-J|+|BE— AR > |BE—]AF > 0
e, portanto, |A | satisfaz (DC ). O

Teorema 5.15. Seja P : Ey(T"M) — Ey(T™™) como no Teorema 5.10. Suponha que

Im(C') = 0. Entdo P é M-resolivel se, e somente se, vale uma das condigdes abaixo:

B

() [B] > [A

) |B| <Al e Re(4) £ 0;
(3) Vale (DCpy).

Demonstragcdo. O item (1) segue do Coroldrio 5.14 e o item (3) segue do Teorema 5.10. Pelo
Teorema 2.2, se (2) € satisfeita, entdo P € resoluvel no sentido suave e, portanto, pela Proposi¢cdo

5.4, P é M-resolavel. O
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Em particular, para o toro T2, obtemos uma versio ultradiferencidvel do Teorema 1 de [4]
(Teorema 2.2):

Teorema 5.16. Seja P : E,(T?) — Epq(T?) dado por Pu = %u + C’agu — Au — Bu, com
X

A, B,C € C. Entao P é M-resolivel se, e somente se, vale uma das condi¢des abaixo:
(1) [B] > |A];
(2) Im(C) # 0;
(3) |B| < [A]eRe(A) # 0;

(4) Vale (DCpy).

0 0
Observacao 5.17. Note que no caso Im(C') # 0 o operador En +C 7 ¢ eliptico e, portanto, a
x

M-resolubilidade de P segue do Teorema 5.6.
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Capitulo 6

Uma Classe de Operadores com

Coeficientes Variaveis

Neste capitulo, nosso objetivo é estender os resultados a respeito da resolubilidade de ope-
radores com coeficientes varidveis vistos na Secdo 3.2 do Capitulo 3 para a classe das funcdes
ultradiferencidveis.

Seja M = {m;};en uma sequéncia peso de crescimento moderado e considere o operador
diferencial L : Ey(T™) — Ep(T™) definido por

Lu= %u = i)+ zqu(t))a%u, 6.1)

j=1
compj,q € Em(THR), j=1,...,n,e A = (M,...,\,) € R™. Assim como no Capitulo 3,
supomos ¢ # 0 e que ¢ ndo muda de sinal. Sem perda de generalidade, podemos supor ¢ > 0.

A seguir defina um operador diferencial P : Ep(T™) — Ep(T") por

Pu = Lu — (s(t) +1i0q(t))u — aq(t)u, (6.2)

coms € Ey(THR), 6 € R, € C\ {0}.

O principal resultado deste capitulo trata da M-resolubilidade do operador P. Para enuncid-
lo de forma precisa, vamos introduzir algumas constantes.
Sejam
27 27 1 27
qQo = / q(r)dr, so= / s(t)dr, e poj = —/ pi(T)dr, 1 <j<mn.
0 0 21 Jo

Observe que as hipdteses sobre g implicam em ¢y > 0.
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Também definimos py = (po1,- .-, pon) € R”, tomamos p; como sendo o elemento com

parte real positiva de {£/(\ - J —i0)2 + |a|?} e

27
Ay = / (s(7) +i0q(7)) dT = so + idqo;
0
27
By = / (aq(7)) dT = aqo;
0

Co = ( /0 " on() + idag(r)) dr. /0  on(®) +an(7>>d7) — 2mpo + iAo,

Além disso, considere a seguinte condicdo diofantina:
(DC.) Paratodo ¢ > 0, existem C.,~. > 0 tais que (J, k) € Z"*!, ||J|| > 7. implica

—
. —psqo __ ,so0+i2wJ po 1— —prqo+so+i2mJ-po > .. inf ' mj - J: )
mln{|€ € ‘7| € |} - £ jlenNo 8-7(1 + ||(]||)‘7

Com todos esses elementos em maos, podemos enunciar o principal teorema deste capitulo.

Teorema 6.1. Suponha que sejam vélidas as seguintes condi¢des:
M |af # [dl;
(II) O sistema
Re(Ag(2nk + J - Cp)) =0
|27T]€ + J - CO|2 == |A0|2 — ‘B0|2
ndo possui solucdo (J, k) € Z"L;
(ITI) Vale a condicao diofantina (DC.).

Entdo, para toda f € Ep (T, existe u € Ep(T™M) tal que Pu = f.

A demonstracdo deste teorema serd feita na Secdo 6.1 deste capitulo. Antes de inicid-la
observe que, para estudarmos a M-resolubilidade de P, basta considerar o caso em que cada

uma das fungdes p; € constante. De fato, para cada j = 1,...,n, defina
t
ms(®) = [ 03tr) = oy dr

e denote m(t) = (my(t),...,m,(t)). Dado J = (Jy,...,J,) € Z", observe que

%(m(t) < J) =Y (0 () = poy) ;.

j=1
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Agora basta usar o resultado a seguir para garantir no estudo da M-resolubilidade do ope-

rador PP podemos substituir cada uma das funcdes p; pelas suas respectivas médias py;.

Lema 6.2. Considere o operador 1" : D)((T"™) — D',,(T"!) dado por

—im zJ T
E UJ )

Jezn

com u(x,t) ZUJ e"’* e D) (T"*). Entdo:
Jezn

(a) T é um automorfismo em D', (T™+);
(b) A restrigdo T'|g,,(rn+1) é um automorfismo em & (T"1);

(c) Vale a seguinte conjugacao:

sendo L € o operador dado por (6.1);
(d) L é M-resolivel (M-globalmente hipoelitico) se, e somente se, Loé.

Demonstragdo. [8], Teoremas 5.12 ¢ 5.13. O

6.1 Demonstracao do Teorema 6.1

Antes de passar a demonstra¢do do resultado principal deste capitulo, introduzimos dois
lemas fundamentais para a obten¢do das estimativas de decaimento dos coeficientes de Fourier

nas classes das funcdes ultradiferencidveis.

Lema 6.3. Dados k € Ny e R > 0, temos que

Z |7’ RN :R(l—i—R)k’l

|
reatty
sendo A(k) = {7 eNE:SF ity = k}

Demonstragcdo. [19], Lema 1.4.1. ]
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Lema 6.4. Seja M uma sequéncia peso de crescimento moderado e v € A(k). Denotemos
|7l =71 + -+ + Y- Entdo

o, Yk
My My my < my.

Demonstragdo. [5], Proposicao 4.4. ]

Demonstracao do Teorema:

Sejam u € D (T"" ') e f € Ep(T™) e suponha que Pu = f. Tomando as séries parciais

de Fourier

u(a,t) = us ()’ e flz,t) Y fi(t)e "

Jezn Jezn

e procedendo como nos Teoremas 3.1 e 3.10, as condi¢des (I) e (II) nos dao

wy(t) = ae PSSO (2 () + 295(t)), VJ €7,

sendo
27 - ~ '
aslt) == [ @D e SOG, 0) do
t
~ 27 —pJ(Q(H‘Q(O')) _iJ'pOU—S(a)
paQ(t) € e
e /0 e—PJa0 — piJ-po2m+so GlJ(J) do
e
t .
ZQJ(t) :/ epJ(Q(U)_Q(t))e—lj'poa'—s(a-)GQJ(o_> do’
0
21 ,p1(Q(0)—qo) ,—iJ-poo—S(c)
—psQ(t) € e
+ ‘ ’ /0 1 — e_PJq0+iJ'p027r+50 G2J(U) dO’,
com

a GlJ —1 ()\J—Zé) — pPJ —Q fJ
J = - N
GQJ 2ap] —(/\-J—ié)—pj (0% f_J

Verifica-se como no Teorema 3.1 que

sl <CA+|JI), VI eZ" (6.3)
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Além disso, temos que

sl = (A= D)+ 2(jaf* +0%) (A~ T)* + (Jaf* +6%)7 > (Jaf* +6%)* > 0

e, portanto, existe C' > 0 tal que

0<|ps;7'<C, VIeZ" (6.4)
Observe que
@ —=-x-d) 1 1 ——
Gis(t) = { 200 e fo(t) + ) fo(t).

Como vale (6.4) e (i0 — X - J) é polinomial de grau 1, existe C' > 0 tal que

(t6—X-J) 1

— 4+ —| <C(1 7",

o <o, we

Como [ € Ep(T"H), existem Cy, by, by, > 0 tais que, para todo N € Ny e para todo

J e Z", vale
N m; - 5!
— W <Cy-hY my-N-inf | ——2 ).
10| < el KMQ%O+WW)
2
Com isso, dado N € Ny, pelo Lema 4.31, temos

AN SN J
Sreu)] < [CE2 Ty L)+ g 1500

2ap 5
m - il i
< CA+ ) - Cp -y - may - N L?Nfo (W)]
1 m; - j! ’
+ 5 Cr- byl -my - N1 [j%fo (W)]
m. - 7l ’
< CA+ ) - Cp- by -my - NY- [}éleo (Wﬁﬂ!)ﬂ)]

2
+ Cy-hY -my-N!- |inf | ——L———
950 VARGt N [jENo <h§c3(1+||t]|’)]>]

1 . m; - j!
< CA+|J)-Cp-AY -my Nl —————— - inf | — L
A+ NN - Cr - by, - mn hy, (14 [[T]]) jeNo<h§3(1+llJH)J)
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1 | T
+ 55 Cpohy omy - NV inf | i
o0 G N I <h§3(1+I|JH)j)

. m‘ .j!
o he, -my - " jeNo <h”GQ(1 + ||J||)J>

c.-cy C
com hg, = hy,, ha, = hy, :hf2/HeOG:maX{ hy g %{}
3

Para (5, € andlogo. Existem portanto Cg, hg,, hg, > 0 tais que, para todo N € Ny, vale

ijszJ( )' < Cgqg- hgl -my - N -Jiego (#W) . (=1,2.
Primeiramente, dado N € N, temos
dt—]jve”pot (i - po) Vel Pot,
o que nos da
] L] < Y DY = R )Y

para um certo h, > 0, lembrando que |e*/7!| = 1 para todo ¢ € R. De maneira andloga, temos
dN
Fa

—iJ-pot

< by (L4 [ 7ID™.

Além disso, pela Férmula de Faa di Bruno, dado N € N, temos

dN o t 1 Ye
dt_NePJQ() — ePJQ( Z H(fl szQ ))

YEA(N

— PIQt) Z H( . t“q(t))w'

YyEA(N

Como q € Ep(T?), existem Cy, hyo > 0 tais que

‘dtkq ‘ Coo i -

para todo k£ € Ny. Com isso,

e
< epJQ(t)|Z 7—|PJ||7|H (ﬁ' q[)hqo my (€ — 1))

YEA(N)

N
‘ d ePlQ( )

dtv
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Ve
< eﬂJQ(t)|Z Clvl 1+ ||J|| vl H ( qoh Omg>

veA N) =1

- e
< [0y 3 Tec) i+ 1) 'V'H( )

YEA(N)

~ 1
< ‘epJQ(t)Vlé\é Z ‘(C )Ivl(l + HJH)M

1EAN) Ml

Na primeira desigualdade, foi utilizado o fato da sequéncia M ser ndo-decrescente. Na

segunda, foi utilizada a estimativa (6.3). Na terceira desigualdade, foi utilizado o fato de que
N N
1\ ™ 1 1
| | — < | | ) = —
( l ) - (ﬁ ) N!
/=1 (=1

e, na dltima desigualdade, foi utilizado o Lema 6.4 e denotamos C; = C'Cy.

Procedendo de maneira andloga, obtemos que

1 my
<le S(t)|hN Z —!(C'so)vm| :
YEA(N) K

oS

e
para todo N € Ny, sendo C, hy > 0 tais que

‘dtk ’<CSO P - K

para todo k € Ny, uma vez que s € Er((T!). Para e~/ 7ot e=PIQ) g e=St) o procedimento é

andlogo, o que nos dé4, para todo N € Ny,

N
‘dtNei””’t < By (L TN (6.5)
1
‘dtN +psQ(t) < le:l:pJQ t)|hN Z '(C )Ivl(l + HJ||)|’Y| (6.6)
yeA(N) 7\

dN 1 my
’dt_Neis(t) < |€ﬁ:5(t)’hi\6 Z —'(Cso)”'—. 6.7)

v myy|

YEA(N)

Vamos analisar o decaimento de e/ ?ot+5() >, Dado N € N, temos

dN ) 5 2
e (ezJ-potJrS(t)epJQ(t)/ e pJQ(cr) —iJ-pooc—S(o GU( ) )
t
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N N dN—k ) 5 dk 27 5 )
— Z (k) gy (elJ'pot—l-S(t)eﬂJQ(t)) . g </ e—PJQ(U)e—IJ'POU—S(U)GL](O-) d0->
t

k=0

dN ) 5 2 B
_ dt_N(ezJ~pot+S(t)epJQ(t)), </ e~ PIQ(0) o —iJ-poo—5(o GU( )d0>
t

N dN—k . Jk-1 B
Z ( )dtN - zJpot+S(t)€pJQ(t)) . e (e—pJQ() —iJ-pot—S(t GlJ( ))
k=1

Dadosk=1,...,N—1er=0,...,k— 1, por (6.6) e (6.7), temos que

d" 5 "\ | a 5
a —pJQ(t)—S(t)) < _( —mQ(t)) .
dtr (6 ' = Z(w) dtw \°

w=0

dr—w _s()
s ()

VN " (r w 1 My
< e @001 37 (1) gy 3 G+ P

w=0 ~eA(w) 11
< Bt YD ()
* 7! myy|

Denotando k — 1 — r = k,, temos também

A et O~ (k| dt A igpot
o) < X (3) s e

k .
~ [k m; - j!
< "Vhe(1 4 (| TINYCHRE T m —wlky, —w)! - inf | — 2
} Z(w) p Gt Tl o (hJGQ(HHJu)J)
< he(1+1J WChkrw (b —w)! - | inf J
< Z() AT Cohe, ™ mi (ke = w) L?No(<hG2/H> S+ TP )}
k
[k My, » W!
< "VhE A4 ([T Cq - R my, (ke — w)! - ~
Z(w) p (LD Ce - ha,me—ulks =) Gy T T

X <<hGQ/H>J'<1 ¥ W)
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k.

k m; - j!
Co - h ( T)m — My (ky — w)lw! - inf (]—)
(€] GOZ w k., ( ) jENo 5{(1 + HJ”)J

w=0

IN

. :
< Co bl 3 (U)o bt it (T
< Ce¢ Gowzzo(w>mm jl'ErlNo(5{<1+||J||)j)

IN

A
Ce - hE - my k) - inf (L>
¢ e \§ (1 + 1)

com 0y = hg,/H, hgo = max{h,, hg, } € ha = 2heo, observando que
er
> (k) =2k
w
w=0

Com isso, dado k£ = 1..., N — 1, utilizando os Lemas 4.31, 6.3 e 6.4 e as desigualdades
obtidas anteriormente, temos que

dkfl
‘ dtk_l

<6*PJQ(15)e*iJ-pot*S(t)GU(t)> ‘

k—1
E—1 dr s dk—l—r L
S e e )

~ k—1 E—1 r r 1 m
< ’e_pJQ(t)_S(t)| ( ) [ ( ) h $<Cq)lvl(1 + HJH)Mm_w

’YEA(’LU) : |'Y|

_ 1 My , m; - j!
X | hig™ —(Co)"—""21". Cq - by - my, k! - inf (]—)
o> G0l | Cehamakel I 171)7

N k—1 E—1 r r 1 m
< ’6_PJQ(t)—S(t)| ( ) [ ( ) h $(Cq)lvl(1 + HJH)Mm_w
=0

’YGA(’UJ) : |7|

- 1 Mo ) m. - j!
Brow - CS [n| Zor—w | CH - hkT . kr' . f ( -J )
X s0 Z !( 0) myy| ¢ G M jlenNo ((51/H)J(1 + H‘]H)]
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XhﬁQ%wgﬂﬁwwﬂj

. o (k—1\ [ (r 1
< ’eprQ(t)fS(t)| ( ) [ ( ) h '(C )M(l + HJH)M

: m
YEA(w) o]

m‘ﬂ ) h/|| R i(c‘so)wmr*w . m‘nl ' |n|'
SN+ ||| ! Myl | O (14 ||

neA(r—w)

A
« Co B e -kl - inf fﬂLL_)
@i T jm(@a+ww

k—1 r ]
_ kE—1 r vt [ C
< psQ(t)— CthE: B E:_ ~aq
e | r w Ml —w v\ 03

r=0 YEA(w)

7] |
Cso) g ) - o <L)
2 st \ (1 + [17])?

k—1 r
k—1
< |6_p]Q |C hk ' E ( . )mrmk—l—r[ (;) Ca(l+ qu)w_l

r=0

<X

nEA(r—w)

ot e [ mgl
x Ca (14 Cq) (k—1—n) jlengo(é )j)]

k—1 r
k—1
< e QOO | Cahb g, :( ) )[ (;)c;g%w(k— 1—7)!

r=0 =0

AL |
xm(fﬁLLf)
jeto \ (1 + [[J]))7

|
< e SO]. Coy Bl - (b= 1)1t (S,
< VT Coo o™ s (=0 o iy
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com 52 = 51/H, 53 = (51/H2, ho = maX{hqo,hso}, qu C /(53, s1 — 50/(53,
(14 Cp), Cso =14 Cy € hgg = 2hy e Cgo = 2C¢, observando que

k—1 r
(k_l)Z(r) Y N
p— r w 2

w=0

@ —

Dado £ =1,..., N, pelas estimativas (6.6), (6.6) e (6.7), temos que

dN—k ) B
‘ m (ezJ'pOt-l-S(t) 6pJQ(t))
N—
Nk T ~ N—k—r
< N —k d_ (epJQ(t)-FS(t)) . d i ot
B r=0 r dtr dtN—k—r
N—k .
N k r w 1 M
< ( )| psQ(t)+S(t )| Z ( ) hy —'(Cq)”'(l + ||JH)M
= —o \Y th My
=0 w=0 YEA (W)

r—w 1 My — —k—r —k—r
X |y Z —,(Cso)mlm— hy (L DY
nGA(r—w)n' Inl

Por fim, temos que

N dek ) N dkfl N
( )dtN—k <€%J~pot+5(t)emQ(t)) . 1 (e_PJQ() —iJ-pot—S(t GU( ))‘

N —
_ Z N dN—F (eiJ.p0t+S(t)€pJQ(t)> .
>~ k dtN—k

‘ dkfl

g (eprQ() —iJ-pot—S(t GU( ))‘

IN

i@)r (N Y emamssor o (7 Ly 32 el g

=0 ' mh‘
w ~EA(w)

|| TTor—w

] h;\f—k—r (14 ||J||)N—k—r] . |€—pJQ(t)—S(t)| - Ceo
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A 4
RE ey (b — D) - | inf e Ry
et mecr- (6= 0 |t (G

IN

ﬁ: (]IZ> [Nk (Nr_ k) hgshfyv_k—ri (Z;) [ 3 %(Oq)h(l i HJH)IvIZ_w

k=1 w=0 YEA(w) el

. | . |
y Hmm K. > %(Cso)‘”‘mr‘“’- Hm|n| ]!
a4 (1 + || G Mg 63" (1 + || ]

neA(r—w)

N—k—r | MN—k—r (N — k- T’)'

X (1+|J .
D S e

CG(] . hlgo_l cMyp—1 (k - ].)'

|
X inf (L)
st \GJ(1 + || )

N N—k 7 Il
N\ k-1, N—k N —k r v [ C.
< Cao ;;1 ( k>hoo Popgs . w )M > T 5—5 m

r=

X [Cya(1+ Cyg) (N =7 — 1)! - inf (mﬂ—f'>
R et \of(1+ || J]])

119
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-
« - inf (L)
seto \&j(1+ |}

A
< C b ma N inf (L)
jeto \&7(1 + [[J]))7

com &y = 03/ H?, hys = max{hyo, hso}s hpgs = max{hy,, hyst, Cyz = Cy/ds, Cs3 = Cs, /04,
Cq4 =1 + ng, 054 =1 + 053, h =2 maX{hoo, hpqs, Cq4, 054} € C = 20@0.

Utilizando argumentos similares, obtemos estimativas andlogas para as derivadas de

dN ) ~ 2m - )
Cﬁ_N<€1J-pot+S(t)epJQ(t)). </ eprQ(o)efzJ-poafS(o)GU(0> da)
t

e de )
27 =1 (@0 +Q(0)) o —iJ oo —S(0)

ez‘J-pot—i-S(t)ePJQ(t)/ GIJ(U> do,

0 e—PI90 — eiJ-po2m+so

observando que

2 _ )
/ e*PJQ(U)e*U'pOU*S(U)GU(U) do
t

27 ~
< / e PRS0 |Gy (o) | do
t

< 27 - sup |e_pJQ(t)_S(t)| [ sup |G14(t)]

- —
S C.hGl. Sup |€7PJQ(t)7S(t)‘. inf L
i \ i, (L+ 11

e que vale a condic¢ao (III).

O cilculo do decaimento de e/ Pot+5(t) 2, ; e de suas derivadas é andlogo ao de e*/Pot+5() 2, ;.
Segue que u € Ep (T e Pu = f € Ep(T™) por construgdo. O que conclui a demonstra-

¢do do teorema principal.

6.2 Consequéncias do Teorema 6.1

Nesta seco, apresentamos um caso particular do Teorema 6.1, assim como recuperamos 0s

resultados de [6] para classes de Gevrey.

Considere o operador P : Ep(T") — Epq(T™ ) dado por

Pu = %u = > (oo + wa»%u = (s(8) +98q(t))u — aq(t)a, ©8)

=1
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comq,s € Em(T;R), poj, Aj,0 € R, j=1,....,nea c C\ {0}. Além disso, suponha ¢ # 0
eq>0.

Para enunciar o teorema abaixo, também vamos considerar o sistema

Re(Ag(k +J - po)) =0
: (6.9)
47T2|/€ + J ']90’2 = |A0|2 — |BQ|2

e a seguinte equagao diofantina

(DC/,,) Para todo € > 0, existem 7., C. > 0 tais que (J, k) € Z", ||J|| > 7. implica

|
12k + J - po2m — qor/ 0% — |a|?| > C. - inf (L) :

jelNo \ &7 (1 + [|J]])7

Corolario 6.5. Seja P tal como em (6.8) e suponha A = (. Suponha que vale uma das condigdes

abaixo:
(1) [Bol > [Aol;
(2) |Bo| < |Ao|, || > |d] € o sistema (6.9) ndo possui solugdo (J, k) € Z";
(3) |a| < [d] e sg # 05

@) |a| < |8], so = 0, o sistema (6.9) ndo possui solu¢do (J, k) € Z"*! e vale condi¢do

diofantina (DC/, ).
Entdo, para toda f € C°°(T"™!), existe u € C°°(T"™!) tal que Pu = f.

Demonstragcdo. Procedendo como nos Teoremas 3.1 e 3.10, as condi¢des (1), (2), (3) e (4) nos
garantem que valem as condicoes (I) e (IT) do Teorema 3.10. Supondo que vale (1), (2) ou (3),

obtemos C' > 0 tal que

|€*PJQO _ 680+i27rJ-p0| >C e |1 _ e*PJfIOJFSOJFZQTFJ'PO‘ > C

para todo J € Z". Observe que

myg - 0! . m; - j!
C=C —————=>C-inf [ ——————
L+~ geto (8”(1 +171)
para todo € > 0 e, portanto, vale a condicao (III) do Teorema 6.1. Procedendo de maneira
andloga ao Teorema 6.1, segue que, para toda funcdo f € E,(T"), existe u € Epq(T™) tal que

Pu = f.
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Se vale (4), ndo existe tal C' > 0 como nos casos anteriores. Neste caso, procedemos de
maneira andloga ao Teorema 6.1 utilizando a condigdo diofantina (DC’},), que é equivalente a
condicdo diofantina (DC',,) conforme o lema seguinte. Verifica-se facilmente que a condigdo

(DC},) implica na condigdo (III) do Teorema 3.10. [l

Lema 6.6. A condicdo diofantina (DC'y,) é equivalente a

(DC/;,) Para todo € > 0, existem 7., C. > 0 tais que (J, k) € Z"™, ||.J|| > 7. implica

(o291 1] > - inf (j(ma—ﬂ'> .
&

jeNo \ &7 (1 + || J]])7
Demonstragcdo. A demonstracdo deste lema € semelhante a do Lema 3.7. Suponha que nao vale

(DC),)). Entdo, existe ¢ > 0 tal que, para todo ¢ € N, existe (Jy, k,) € Z™*! com ||.J|| > ¢ de

modo que
1]
127k + Jo - po2m — qor/ 6% — |af?| < — . mf (L)J) )

Observe que

’ei(J[poQﬂ—qm/(SQ—\oaP) o 1|2 _ |6i(27rkg+Jg~po27r—q0\/62—|a|2) . 1‘2
= 2(1 — cos(2mky + Jy - po2m — o/ 0% — ||?))

= 2(27ky + J; - po2m — qor/ 0% — |a]?)sen(&y)

. m; - j!
—ﬁ&(wu+wmw)

< @ﬁ(@MJ%jMMD)T

para algum &, € R e, portanto,

o m; - 5!
|61(Jgp027r q04/8%—||?) — 1| < inf ( . )
(e/H)

7€Ng j<1+ HJgH)j

Logo, ndo vale (DC/y ).
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Por outro lado, suponha que néo vale (DC’/’W). Assim, existe € > 0 tal que, para todo ¢ € N,
existe J, € Z" com ||J;|| > £ tal que

|€i(Jz-po27rfq0\/52*|al2) —1| < inf ( m; - j! > '

jeNy \ &J

&I (L 4[| Jell)?

Para cada ¢ € N, tome

52 _ lal?
Ky = {Jf'po_uJ €7,
2w

q0+/6% — |a/?

isto é, —k, € a parte inteira de J; - py — . Observe que

2m
0?2 — |a|?
OSJZ'pO_@+kg<1.
2m
Como
i — 1
i(Je'po2m—qor/62—|af?) _ . m; - j! )
e 1] < inf , -] < —0, ¢ — o0,
| | j€No (gﬂ(l + |7 ) ~ e+ || Je]|)

uma vez que ||J;|| > ¢ — oo com ¢ — oo, temos que

q0+/6% — |a/?

2

q0+/6% — |a/?

+k;—0 ou Jy-py—
2w

Jopo— +k —1, {— oco.

Deste modo, para ¢/ € N suficientemente grande, temos que

|67;(2”"”&&'7302”_‘10 Voi=lal?) _ 112 = 2(1 — cos(2mky + Jo - po27 — qor/ 6% — |a|?))

1
> §|27Tkg + Jo - po2m — qo/ 6% — |af??,
1, .
uma vez que 1 — cos(x) > 1% para todo = € (—2,2). Isto segue da férmula de Taylor. Como

|6i(27rkz+=72'p027r—110\/52—\042) — 1| < inf (mj—j') , VleN,
jeNo \ &7 (14 || Je][)?

temos que

|
127k + Jo - po27 — qor/0% — |af?| < inf <€j<mf—]) . WleN,

jetio \ &7 (1 + || Jel[)?

e, portanto, ndo vale (DC/,). Logo, (DC/, ) e (DC'},) sdo equivalentes. O
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Observacao 6.7. No caso bidimensional, utilizando os argumentos do Teorema 3.1, ndo € dificil
ver que as condi¢des (I) e (II) implicam em (III) supondo A = 0, o que ndo € necessariamente
verdadeiro para n > 2. Observe que o Teorema 6.1 € verdadeiro para todo A € R. Quando
A = 0, obtemos um caso particular deste resultado, no qual o operador L se torna um campo

vetorial real e € possivel enunciar condi¢cdes mais simples para a resolubilidade de P.

Para finalizar este capitulo observamos que, no caso particular em que a classe de fun¢des
ultradiferencidveis € a classe das fun¢des de Gevrey, nossos resultados recuperam os resultados
obtidos por M. Almeida e P. Dattori da Silva em [6].

Mais precisamente, dado s > 1, considere o operador P definido em (6.8) com £ (T”“) =
Gs(T" ) e Ep(T; R) = G4(T}; R). Neste caso os Teoremas 6.1 € 6.5 podem ser reescritos na

formas abaixo.

Teorema 6.8 (Almeida e Dattori da Silva, 2021). Suponha que sejam vélidas as seguintes con-

dicdes abaixo:
M |af # [dl;

(II) O sistema
Re(Ao(2mk + J - Cp)) = 0

|27Tl€ + J . O()|2 = |A0|2 — |Bo|2

ndo possui solugdo (J, k) € Z"1;
(IIT) Vale a seguinte condicdo diofantina:

(DCy) Para todo £ > 0, existem 7., C. > 0 tais que ||J|| > . implica

min{|€—p1q0 o e<90-&-i27l'J-1)()|7 |1 o e—quo+so+i27rj-p0‘} Z Cae—gujul/s‘

Entdo, para toda f € G,(T""), existe u € G,(T"™!) tal que Pu = f.

Teorema 6.9 (Almeida e Dattori da Silva, 2021). Suponha que A = 0 e que vale uma das

condicOes abaixo:

(1) |Bof > | Aol
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’

(2) |Bo| < |4

a| > |0] e ndo existe (J, k) € Z"! solugdo de

Re(Ay(k + J - =0
e(Ao( Po)) : (6.10)

47T2|kf —+ J 'p0|2 = ’AQ’Z — ‘BQ’Z
(3) |af < |d] e sy #0;

4) |a| < 4], so = 0, ndo existe (J, k) € Z"*! satisfazendo (6.10) € vale a seguinte condigio

diofantina:

(DC’) Para todo € > 0, existem 7., C. > 0 tais que (J, k) € Z"*!, ||J|| > ~. implica
[2km + J - po2m — qo/0% — |a?| > Ce~= I,

Entdo, para toda f € G,(T"), existe u € G,(T"™!) tal que Pu = f.
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