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Resumo

Estudamos, nesta dissertacao, condicoes de otimalidade e de qua-
lificacao para problemas de programac¢ao nao linear. Demonstramos as
condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) usando uma
abordagem de cones. Neste contexto, o Lema de Farkas é fundamental.
As condigoes de otimalidade de Fritz-John sao demonstradas usando a
idéia de funcao penalidade.

As condicoes de KKT sao validas numa solu¢ao do problema
desde que uma condicao de qualificacao seja satisfeita. O teorema de
KKT ¢é demonstrado supondo a igualdade do polar do cone tangente e
do polar do cone viavel linearizado. Essa condicao é bastante fraca mas
dificil de ser verificada. Estudamos, entao, outras condicoes de quali-
ficacao mais simples de serem verificadas, tais como condicao de Sla-
ter, Mangasarian-Fromovitz, independéncia linear dos gradientes, posto
constante, dependéncia linear positiva constante, quase-normalidade e
a quase-regularidade. Discutimos as relacoes entre elas, demonstrando
as implicagoes validas e exibindo contra-exemplos para as respectivas

reciprocas.
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Abstract

This research deals with optimality conditions to solve nonlinear
programming problems. Karush-Kuhn-Tucker (KKT) optimality con-
ditions were demonstrated through a cone approach. At this context,
Farkas’ Lemma was essential. Fritz-John’s optimality conditions were
shown through the idea of penalty function.

KKT conditions are valid to solve a problem if a constraint qua-
lification is satisfied. KKT theorem was demonstrated supposing the
equality between the polar tangent cone and the polar cone of first order
feasible variations. Although this condition is very weak, it is extremely
difficult to be verified. Therefore, other constraints qualifications, which
are easier to be verified, were studied. They were: Slater’s, Mangasarian-
Fromovitz’s, linear independence of gradients, constant rank, constant
positive linear dependence, quasinormality and quasiregularity . The
relations among them were discussed, and the valid implications and the

counterexamples to the respective reciprocals were demonstrated.
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Introducao

Otimizacao consiste em encontrar os minimos ou méaximos de uma funcao de
varias variaveis com valores dentro de uma determinada regiao do espaco multi-
dimensional [31, pag. 1].

Consideramos, nesta dissertacao, um problema de otimizagao que consiste em
minimizar uma funcdo objetivo f em um conjunto vidvel Q C IR", definido por
restrigoes de igualdade e desigualdade, ou seja, concentramos nossa atencao no pro-

blema da seguinte forma:

minimizar  f(z)

sujeito a h(z) =0
T

g9(z) <0
onde f : R" - IR, h : R" - IR™ e g : IR" — IR? sdo fungoes continuamente

diferenciaveis. O conjunto viavel neste caso é dado por
Q={ze€R"|h(z) =0, g(z)<O0}.

E conhecido na literatura que, quando o conjunto vidvel €2 é formado apenas
por restrigoes de igualdade, Lagrange mostrou que se z* € {2 é solucao, entao existe

A* € IR™, conhecido como multiplicador de Lagrange, tal que
Vi) +) A Vhi(z*) = 0.
i=1

Esta condigao é conhecida como condicao de Lagrange. Este resultado é central
na teoria de otimizagao.

Contudo, um pouco antes de 1950, foi observado que existiam aplicagoes impor-
tantes nos problemas em que eram envolvidas restricoes representadas por desigual-
dades. Por esta razao, alguns matemaéticos tém desenvolvido métodos para tratar
de problemas com este tipo de restricbes. As primeiras condi¢bes de otimalidade

neste sentido foram estabelecidas por Fritz-John [22] em 1948 e depois por Kuhn e
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Tucker [23] em 1951. Mais tarde foi descoberto que as condi¢oes de Kuhn-Tucker ja
teriam sido estabelecidas por W. Karush em 1939 em sua dissertacao de mestrado,
porém essa dissertacao nunca foi publicada, mas partes essenciais foram reprodu-
zidas por Kuhn [24] em 1976. Assim as condigdes de Kuhn-Tucker passaram a ser
chamadas de condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Um breve histérico pode
ser encontrado em [35].

Para desenvolver as condigoes KKT, precisamos estudar nao sé o comportamento
da funcao objetivo, mas também a estrutura do conjunto vidvel numa vizinhanca
de uma solucao do problema.

Nosso objetivo é apresentar uma prova para as condi¢oes KK'T baseada em uma
abordagem de cones.

Estudamos dois cones que representam uma aproximacao de um conjunto em
torno de um ponto dado, o cone viavel linearizado e o cone tangente. Diferentes
defini¢oes de diregoes tangentes tém sido abordadas através dos anos, ver [35]. O
cone tangente que nos interessa foi primeiro considerado por Bouligand [7], que o
chamou de contigent cone.

Cabe ressaltar que as condi¢coes KKT sao verdadeiras se o minimizador satisfaz
uma condicao de qualificacdo. Demonstraremos KKT com uma condicao de quali-
ficacao fraca mas dificil de ser verificada. Como ferramenta, utilizamos o cone polar,
proposto por Voronoi [41] e Steinitz [38, 39, 40] e o Lema de Farkas, originalmente
demonstrado por Julius Farkas em 1901 [9].

Nao podemos garantir que as condi¢oes KKT sejam verificadas sem exigir uma
condigao de qualificacao. Estabeleceremos condicoes de otimalidade sem exigir qual-
quer condicao de qualificacao. Introduzimos um multiplicador auxiliar nao-negativo
associado ao gradiente da funcao objetivo. Condigoes necessarias que envolvem esse
multiplicador sdo conhecidas como condigoes de Fritz-John [22], propostas em 1948,
ver [5] e conhecidas como Regra estendida do Multiplicador de Lagrange, ver [15].
As condigoes de Fritz-John além de analisarem os gradientes da fungao objetivo e das
restri¢oes, observam o valor numérico das restrigoes na vizinhanca do minimizador.

Vérios autores tém obtido diferentes condigoes de qualificagao, ver [1, 3, 6, 15,
21, 29, 33]. Tem sido de interesse determinar condi¢oes de qualificagao fracas e faceis
de serem verificadas.

Estudamos nesta dissertacao as seguintes condicoes de qualificagao: Condicao de
Slater, Mangasarian-Fromovitz, independéncia linear dos gradientes, posto constan-
te, dependéncia linear positiva constante, quase-normalidade, quase-regularidade e

Guignard.
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Entre as condicoes de qualificagao estudadas nesta dissertacao, a mais recente é
a dependéncia linear positiva constante, do inglés CPLD-Constant Positive Linear
Dependence. Esta condigao foi introduzida por Qi e Wei [33] em 2000, e utilizada
para analisar convergéncia de métodos de programacao quadratica seqiiencial (PQS).
Mas os autores nao provaram que a CPLD era de fato uma condigao de qualificagao.
Esta questao foi apresentada como um problema aberto na Se¢ao 2 de [33]. Andre-
ani, Martinez e Schuverdt provam em [2] que de fato a CPLD é uma condic¢ao de
qualificagao.

Do ponto de vista pratico, é interessante analisar qual é o status de uma condicao
de qualificacao em relagao as outras condicoes conhecidas na literatura.

Finalizamos nossa dissertacao, mostrando as relagoes existentes entre as condigoes

de qualificagao citadas.

Estrutura dos Capitulos.

No Capitulo 1 fazemos um estudo preliminar de alguns resultados relevantes so-
bre andlise, dlgebra linear e andlise convexa. No Capitulo 2 estudamos os cones.
Fazemos uma interpretacao geométrica e algébrica do Lema de Farkas. No Capitulo
3, estudamos problemas de programacao nao linear. Estudamos direcoes viaveis e de
descida e assim interpretamos o cone tangente e o cone viavel linearizado, mostrando
as relagoes entre eles. Além disso fazemos um estudo voltado para as condicoes de
otimalidade, com interpretacoes geométricas envolvendo o cone tangente, as direcoes
de descida e o cone viavel linearizado. As interpretacoes algébricas sao estabeleci-
das pelas condicoes de otimalidade de KKT e de Fritz-John. Além disso, fazemos
uma interpretagao geométrica das condigoes KK'T. No Capitulo 4, definimos vetores
PLD e PLI, nao muito conhecidos na literatura, mas que sao similares aos veto-
res linearmente dependentes e independentes, respectivamente. Fazemos um estudo
detalhado das condicoes de qualificacao ja citadas nesta introducgao, apresentando
caracterizagoes equivalentes de algumas delas. Provamos as implicagoes validas en-
tre as condicoes de qualificagao e apresentamos contra-exemplos para as respectivas

reciprocas. Ao final, apresentamos algumas conclusoes.



Capitulo 1
Conceitos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes béasicas e alguns resultados de

analise, dlgebra linear e analise convexa, relevantes nesta dissertacgao.

1.1 Resultados de analise

As principais referéncias desta se¢éo sao [26, 27, 42].

1.1.1 Supremo e infimo

Definicao 1.1 Diz-se que um conjunto C de nimeros reais € limitado a esquerda
ou limitado inferiormente se existe um numero a tal que a < ¢ para todo ¢ € C'. Do
mesmo modo, C' € limitado a direita ou limitado superiormente se existe um niumero
b tal que ¢ < b para todo c € C. Os niumeros a e b sio chamados cotas do conjunto
C, wnferior e superior, respectivamente. Quando C € limitado a esquerda e a direita,
dizemos simplesmente que C' ¢é limitado, ou seja, quando existem a,b € IR tais que
C Ca,b].

Definicao 1.2 Definimos supremo de um conjunto C, limitado superiormente, como
a menor de suas cotas superiores, ou seja, s € supremo se satisfaz as sequintes pro-

priedades:
(a) c < s para todo ¢ € C;

(b) dado qualquer nimero ¢ > 0, existe um elemento ¢ € C tal que s — e < c.

Denotaremos o supremo de C por sup C.
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Proposicao 1.3 Todo conjunto ndo vazio de nimeros reais, que seja limitado su-

periormente, poSSul SUPTEmMo.

Definicao 1.4 Definimos infimo de um conjunto C, limitado inferiormente, como
a mator de suas cotas inferiores, ou seja, | € infimo se satisfaz as sequintes propri-

edades:
(a) | < ¢ para todo c € C;
(b) dado qualquer nimero ¢ > 0, existe um elemento ¢ € C tal que ¢ < |+ ¢.

Denotaremos o infimo de C por inf C.

1.1.2 Seqiiéncias

Definicao 1.5 Uma seqiiéncia em IR™ é uma aplicacio k € IN — ¥ € IR", definida

no conjunto IN dos numeros naturais.
Denotaremos uma seqiiéncia por (z¥)iecn, ou simplesmente por (z*).

Definicao 1.6 Diz-se que o ponto a € IR" é o limite da seqiiéncia de pontos z* € IR"

quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter ky € IN tal que
k> ko= |2 —al <.

Vemos da defini¢do anterior que o ponto a € IR™ é o limite da seqiiéncia (z*) se
para algum ¢ > 0, o conjunto IN; = {k € IN | ||z* — a|| > €} ¢é finito, ou seja, fora

da bola B(a, ) sé poderao estar, no maximo, alguns dos termos z!,..., .

Definigdo 1.7 Uma subseqiiéncia de (z*) é a restri¢io desta seqiiéncia a um sub-

conjunto infinito N' = {k; < ky < ... <k; <...} CIN.

Equivalentemente, uma subseqiiéncia de (z*) é uma seqiiéncia do tipo (z*)gen
ou (z%);cw, onde (k;) é uma seqiiéncia crescente de inteiros positivos. Note que
k; > 1, para todo ¢ € IN.

Teorema 1.8 Se uma segiiéncia (z¥) converge para um limite a, entdo toda sub-

seqiiéncia (z%) também converge para a.

Prova. Dado ¢ > 0 existe um kg tal que para todo k > ko tem-se ||zF — a| < e.
Como os indices da subseqiiéncia formam um subconjunto infinito, existe entre eles

um k;, > ko. Entao para k; > k;, temos k; > ko. Logo ||z% — a|| < €. O
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Teorema 1.9 A fim de que a € R" seja limite de uma subseqiiéncia de (z*) ¢é
necessdario e suficiente que, para todo € > 0, exista uma infinidade de indices k tais

que ||z¥ — a|| < &.

Prova. [27] O

O limite de uma subseqiiéncia (z*),cn € chamado valor de aderéncia da seqiiéncia
Proposigao 1.10 Considere uma segiiéncia (z¥) C IR. Se 2% — a > 0 entdo existe

a
ko € IN tal que para k > ko tem-se z* > 2

a . a
Prova. Para ¢ = 27 existe kg tal que, k > ko temos |z¥F — a| < 7"

Desta forma
a— a <2k < a—i—g
2 2’

a
Portanto 2% > 3 O

Definigao 1.11 Uma seqiiéncia (z*) C R™ € limitada, quando o conjunto formado
pelos seus elementos € limitado, ou seja, quando existe um nimero real M > 0 tal
que ||z*|| < M para todo k € IN.

Teorema 1.12 Toda segiiéncia convergente € limitada.

Prova. Digamos que ¥ — a. Para ¢ = 1, existe um kg tal que
k>ky = |lz" —a| < 1.

Veja que
l2*]| < ll2* — all + [lall < 1+ [lall.

Desta forma, a partir do indice kg, a seqiiéncia é certamente limitada por 1 + ||a||.
Para englobarmos todos os termos da seqiiéncia, basta considerar

M = max{||z*[|, |2*]], .., "], 1 + [lall}.

Assim, ||z*|| < M para todo k € IN. O

Defini¢do 1.13 Sejam (v*) € R" e (A\y) € IR — {0} seqiiéncias com A\ — 0.
k

Dizemos que v* = o()\;,) quando 1))\— — 0. Mais geralmente, considere g : J C IR —
k

IR™ com 0 sendo um ponto de acumulagdo de J. Dizemos que g(\) = o()\) quando

g(A\k) = o(A) para toda seqiiéncia (M) C J com A — 0.
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Teorema 1.14 Toda seqiiéncia mondtona limitada é convergente.

Prova. Seja (2! < 2?2 < 2% < ... < zF < ...) uma seqiiéncia nao decrescente
limitada. Os outros casos sdo andlogos. Como (z*) é limitada, o conjunto X =
{x',2?%, ..., 2%, ...} possui supremo. Digamos sup X = a. Dado qualquer ¢ > 0,
temos @ — € < a. Pela propriedade do supremo, existe algum k3 € IN tal que
a—e < z%. Como a seqiiéncia é monétona, temos que se k > ko entdo zko < z*.

Conseqiientemente, a — ¢ < z¥. Como z* < a para todo k& € IN, vemos que
k>ky=a—c<af<a+e.

g

Proposicao 1.15 Considere (z¥) uma segiiéncia limitada, digamos o < zF < S8
para todo k € IN. Considere os conjuntos X, = {z', 2%, ..}, Xo = {z%,23,..},..., X} =
{z*, 2%t ..} e denotemos o infimo de Xy, por l. Entdo a seqiéncia (I) € nao-

decrescente e satisfaz o < l, < 8 para todo k € IN.

Prova. A seqiiéncia (l) é ndo-decrescente, pois X1 C Xy, para todo k € IN, ou
seja,
L<lh<..<l,<.. (1.1)

Como l; = inf X e « é cota inferior de Xy, temos l; > «a. De fato, suponha por
contradicao que l; < «a. Pela definicao de infimo, para ¢ = o — [;, existe k; tal

k1 < [, 4+ € = a o que contradiz a hipétese de que 2* > « para todo k € IN.

que
Isto prova que l; > «, que conjuntamente com (1.1) prova que I, > « para todo
k € IN. Além disso, I, = inf X; < zF < B para todo k£ € IN, completando a
demonstragao. O

Pela proposigao acima, vemos que a seqiiéncia (l;) é monétona e limitada. Logo
pelo Teorema 1.14, (Iz) é convergente. Digamos que [y — [. O ntmero [ é cha-
mado limite inferior da seqiiéncia (z¥) denotado por I = liminfz*. Analogamente,
podemos definir o limite superior da seqiiéncia (z¥) como o limite da seqiiéncia dos

supremos de X}, denotado por L = lim sup z*.

Teorema 1.16 Seja (z*) uma seqiiéncia limitada. Entdo liminf z* é o menor valor

de aderéncia e limsupz® é o maior valor de aderéncia de (z¥).

Prova. Provaremos inicialmente que [ = liminf z* é valor de aderéncia de (z*).
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Considere ¢ > 0 e kg € IN. Como [, — [, existe ki, > kg tal que
k>ki=l—c<lp<l+e.

Em particular

l—e<ly <l+e. (1.2)

Como I, = inf Xj,, temos que [ + ¢ nao é cota inferior de Xy,. Logo, pela definicao

de infimo, existe k > k; > kg tal que
Iy <2F <l+e.
Portanto, por (1.2) obtemos
l—e<zb<l+e,

o que mostra que [ é valor de aderéncia de (z¥).
Provaremos agora que [ é o menor valor de aderéncia.

Considere ¢ < [. Como l;, — [, para € = Z_TC, existe ko tal que
k>ko=l—c<lp<l+e.
Sabemos que [, = inf X, em particular [, < z*. Desta forma,
k>ky=ct+e=1—c<l, <z

Com isso (¢ — €, ¢+ ¢) contém no méaximo um niimero finito de termos de (z*),
logo ¢ nao pode ser valor de aderéncia, entao [ é o menor valor de aderéncia. Ana-

logamente, mostra-se que L = limsupz* é o maior valor de aderéncia de (z¥F). 0O

Teorema 1.17 (Bolzano-Weierstrass) Toda seqiéncia limitada de nimeros re-

ais possui uma subsequéncia convergente.

Prova. Se (z¥) é limitada, pelo Teorema 1.16, lim inf z* é valor de aderéncia, assim

(x¥) possui subseqiiéncia convergente. O

Teorema 1.18 Uma seqiiéncia (z¥) em IR"™ converge para o ponto a = (a; . ..an)T
k

se, e somente se, para cada i =1,...,n, tem-se klim x; = a;, ou seja, cada coordenada
—00

de =¥ converge para a coordenada correspondente de a.

Prova. [27] O
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Teorema 1.19 Uma seqiéncia limitada em IR™ € convergente se, e somente se,

possui um unico valor de aderéncia.

Prova. Se ¥ — a, pelo Teorema 1.8, z* N para todo IN' C IN, ou seja, a é o
unico valor de aderéncia.

Para provar a reciproca, suponha que (z*) possui um tnico valor de aderéncia
e é limitada. Queremos mostrar que (z¥) é convergente. Seja a o tinico valor de
aderéncia de (z¥). Vamos provar que ¥ — a. Suponha por absurdo que nao, isto

é, que para algum € > 0 o conjunto
N, = {k € N||l2" —af| > £}

seja infinito. Como (2*);cn, é limitada, existe uma subseqiiéncia convergente (2*)ren,,
: N , .

com INy C IN;. Digamos ¥ —2% b que é ponto de aderéncia e ||z¥ — a|| > ¢ para

todo k € IN,, j4 que INy C IN;.

Falta mostrar que b é diferente de a.

Ora,
B b= b —a| > b—al|=b—al| >e=b#a
O que é um absurdo, ja que por hipétese a é o tinico valor de aderéncia. Il

Teorema 1.20 (Bolzano-Weierstrass) Toda seqiéncia limitada em TR™ possui

uma subseqiiéncia convergente.

Prova. Ja sabemos do Teorema 1.17 que toda seqiiéncia limitada de niimeros reais
possui uma subseqiiéncia convergente. Dada a seqiiéncia limitada (z¥) em IR", as
primeiras coordenadas dos seus termos formam uma seqiiéncia limitada (z%)zcn de
nimeros reais, a qual possui uma subseqiiéncia convergente. Digamos z* RAER a.
Por sua vez (z%)ren, é uma seqiiéncia limitada, com IN; C IN, logo possui uma
subseqiiéncia convergente. Digamos z% RALN ag, com INy C IN;. Desta forma, teremos
(#¥)ren,_, com IN;_; C ... € IN; C IN; C IN, uma seqiiéncia limitada a qual
possui subseqiiéncia convergente. Digamos z¥ I a;, com IN; C IN;_;. Assim pelo

Teorema 1.18, z* BALNpH 0

1.1.3 Nocoes de Topologia

Definicao 1.21 Um ponto a € IR" € dito aderente a um conjunto A C IR" quando
€ limite de uma seqiiéncia de pontos desse conjunto, isto €, se qualquer vizinhanca

de a contém algum elemento de A. O conjunto dos pontos aderentes a A € chamado
de fecho de A.
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Denotaremos o fecho de um conjunto A por cl(A).
Definicao 1.22 Um conjunto A é fechado quando cl(A) = A.

Equivalentemente, um conjunto A é fechado se ¥ € A para todo k € IN e
xF — z, implicar x € A, ou seja, se todo ponto z tal que B(z,¢) N A # (), para todo

¢ > 0, pertencer ao conjunto A.
Lema 1.23 Seja A C F. Se F € um conjunto fechado, entdo cl(A) C F.

Prova. Seja b € cl(A). Entao existe uma seqiiéncia (z*) C A tal que z¥ — b. Como
A C F, entao (%) C F, logo b € cl(F). Como F é fechado, temos b € F. O

Definicao 1.24 Um ponto a € A C IR" € chamado um ponto interior a A quando
¢ centro de alguma bola aberta contida em A, ou seja, quando existe & > 0 tal que
B(a,0) C A.

O interior de um conjunto A é formado pelos pontos interiores a A e o denota-
remos por int(A). Quando z € int(V'), dizemos que o conjunto V' é uma vizinhanga

do ponto .

Definicao 1.25 Um conjunto A C IR" é aberto, quando para todo a € A eriste
d > 0 tal que B(a,d) C A, ou seja, quando int(A) = A

Proposigao 1.26 Considere A C IR". Entao int(A) é um conjunto aberto.

Prova. Considere a € int(A). Por definigao, existe » > 0 tal que B(a,r) C A.
Considere agora x € B(a,r). Fazendo § = r — ||z — a|, vemos que B(z,0) C B(a,r)
(ilustrado na Figura 1.1), onde B(z,d) C A e portanto z € int(A). Assim, todo
ponto a € int(A) é centro de bola B(a,r) contida em int(A), o que prova que int(A)
é aberto. O

Definicao 1.27 Um subconjunto A C X € aberto em X quando, dado a € A, eriste
d > 0 tal que B(a,d) N X C A, onde B(a,d) denota a bola de centro a e raio §.

A defini¢do acima diz que para cada a € A existe § > 0 tal que os pontos z € X,
que cumprem a condicao ||z — a|| < ¢ estdao em A. Por exemplo, A = (0, 1] é aberto
em X = [0,1].

Mais geralmente, um conjunto A C X é aberto em X se, e somente se, existe
um aberto B C IR" tal que A = X N B.
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Figura 1.1: B(z,0) C B(a,r).

Definicao 1.28 Uma cisdo de um subconjunto X C IR" é uma decomposicio X =
AUB, onde ANB = 0 e 0s conjuntos A, B sdo abertos em X. Todo conjunto
X C IR" admite pelo menos a cisio trivial X = X U 0.

Definicao 1.29 Um conjunto X C IR" chama-se conexo quando ndo admite outra
cisdo além da trivial. Assim, se X € conexo, X = AU B com A, B disjuntos e
abertos em X, entdo A =10 ou B = ().

O conjunto A C IR" o qual é fechado e limitado possui propriedades interessantes.
De fato, tais conjuntos constituem uma importante classe de conjuntos chamados

de conjuntos compactos.

Definicdo 1.30 Um conjunto A C IR" é compacto quando ele for limitado e fe-
chado.

De forma equivalente, podemos dizer que um conjunto A C IR" é compacto se, e
somente se, toda seqiiéncia de elementos de A tem uma subseqiiéncia que converge

para um elemento de A.

1.1.4 Aplicacgoes continuas

Definicao 1.31 Seja g : X — IR™ uma aplicacdo definida no conjunto X C IR".
Diz-se que g € continua no ponto a € R" quando, para qualquer € > 0 dado, se pode

obter 6 > 0 tal que para cada x € X tem-se

|z —all <6 = llg(z) — g(a)]| <e.
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A defini¢ao anterior diz que g é continua se todo ponto z € X cuja distancia ao
ponto a seja menor do que § é transformado por g num ponto g(z) que dista de g(a)
menos que €.

Em termos de bolas, a continuidade de g no ponto a se exprime assim: para toda
bola aberta B’ de centro g(a) em IR" existe uma bola aberta B de centro a em IR"
tal que g¢(BNX) C B'.

’

Teorema 1.32 Uma aplicagio g : X — IR™, definida no subconjunto X C IR", é
continua no ponto a € X se, e somente se, para toda seqiiéncia de pontos (z¥) € X

com lim z*

= a, tem-se lim g(z¥) = g(a).
k—o0 k—o0

k

Prova. Seja g continua no ponto a € X e lim 2" = a. Pela continuidade temos que

k—00

dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

le —all <6 = llg(z) — g(a)|| <e.

k

Como klim x" = a, para este 0 > 0, existe kg € N tal que
—00

k> ko= |l2" —all <6 = |lg(a") — g(a)]| <e.

Logo lim g(z*) = g(a).
k—o00
Para provar a reciproca, suponhamos que g nao seja continua no ponto a. Que-
remos mostrar que existe ¥ — a tal que g(z*) nao converge para g(a). Como g

nao é continua em a, existe € > 0 tal que para todo 6 > 0, existe x € B(a,d) N X

1
com ||g(z) — g(a)|| > . Em particular, para d; = iz existe 2* € B(a,d;) N X com

1
llg(z¥) — g(a)|| > e, isto é, ||z* — a|| < e llg(z*) — g(a)|| > . Deste modo, zF — a

mas ¢(z¥) nao converge para g(a). O

Proposicao 1.33 Considere u : R" - IR ev :IR" - IR et : IR" — IR definida
por
t(z) = max{u(z),v(z)}.

Se u e v sdo fungoes continuas, entdo t é continua.
Prova. Considere ¢ € IR" e suponha inicialmente que u(a) < v(a). Pela continui-

dade de u e v, existe uma vizinhanca V'(a) tal que u(z) < v(z) para todo z € V(a).

Assim t(z) = v(x) para todo x € V(a). Como v é continua, ¢t também é.
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O caso onde u(a) > v(a) é andlogo ao anterior. Resta apenas analisar o caso em

que u(a) = v(a). Para isso, considere
A={z#a|ulz)<v(z)} e

B={z#a|v(x) <u(x)}

Se z € A, entao
lim¢(z) = limv(z) = v(a) = t(a).

r—a Tr—a
Se x € B, entao
lim t(z) = lim u(z) = u(a) = t(a),

Tr—a Tr—a

completando a demonstragao. 0

Proposigao 1.34 Considere v : IR"™ — IR uma fun¢do continuamente diferencidvel.
Defina t : IR" — IR por
t(z) = max{0,v(x)}.

A fungio ¢ : R® — R definida por o(z) = [t(z)]* é continuamente diferencidvel
com gradiente Vp(x) = 2t(z)Vou(z).

Prova. Considere a € IR" arbitrario. Observe pela Proposi¢ao 1.33, que ¢ é continua.
Vamos considerar trés casos.
1. Se v(a) < 0, existe uma vizinhanga V'(a) tal que v(z) < 0 para todo z € V(a).
Com isso,

t(x) =0 VzeV(a).

Assim @p(z) = 0 para todo x € V(a). Em particular, para z = a tem-se t(a) = 0 e
V(a) = 0. Em razdo disso, Vy(a) = 2t(a)Vu(a).
2. Se v(a) > 0, pela continuidade de v existe uma vizinhanga V' (a) tal que v(z) >0

para todo z € V(a). Com isso,
t(z) =v(z) Vz e V(a).
Entdo ¢(z) = [v(z)]? para todo z € V(a). Segue que

Ve(a) =2v(a)Vu(a) = 2t(a)Vo(a).
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3. Se v(a) = 0 entdo t(a) = 0. Neste caso, basta provar que

Op
or i

(a)=0, i=1,...,n.

Como ¢(a) = 0, temos que

dp .. plathe)—pla) . t(a + he;)
o (a) = ,lllir(l) . = Ilzli%t(a + he;) - (1.3)
Observe que, pela continuidade de ¢,
lim ¢(a + he;) = t(a) = 0. (1.4)
h—0
Considere
A={h#0]|v(a+ he;) <0},
B={h#0|v(a+ he;) >0}.
Se h € A entao
t(a+ he;) 0
=0
Se h € B entao
t(a + he;) = v(a + he;).
Como v(a) = 0 temos
. tla+he;) . v(a+he)—wv(a)  Ov
I T
Oy
Portanto, temos por (1.3) e (1.4) que (a) =0. O

83:1'

Teorema 1.35 (Teorema de Weierstrass) Considere f : D — R uma func¢do
continua com dominio compacto D C TR". Entdo f assume valores mdximo e
minimo em D, isto é, existem pontos a e b em D tais que f(a) < f(z) < f(b)

para todo x € D.
Prova. [27] O

Proposicao 1.36 Seja £ : R" — IR continua e £(T) = 0. Dado ¢ > 0, existe uma
vizinhang¢a V' de T tal que £(x) < € para todo z € V.
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Prova. Sendo £ continua em = € IR", temos que dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
|z =[] <6 = |¢(z) - £(T)] <e.

Mas £(Z) = 0, logo |£(z)| < € e conseqiientemente &(x) < e. O

Definicdo 1.37 Considere f : R" — IR uma fun¢do continua. Dizemos que f €
coerciva quando

lim f(z) = +o0.
l|z[|—=+o00

Isto significa que para qualquer constante M deve haver um niimero positivo Ry,
tal que f(xz) > M quando ||z|| > Ry. Em particular, valores de f(z) ndo podem
ser limitados num conjunto A C IR"™ que nao seja limitado.

Como exemplo de fungdo coerciva, considere f(r) = z? + z2 = ||z]|>. Dessa

forma, vemos facilmente que | lﬁm f(z) = 4+00. Assim f é coerciva.
Z||—00

Teorema 1.38 Considere f : IR" — IR uma fun¢do continua. Se f € coerciva,

entdo existe z* € IR" tal que f(z*) < f(x) para todo x € R".

Prova. Temos que | lﬁm () = +oo. Isto significa que se ||z|| é grande, entdo f(z)
I||—0o0

também é. Portanto, existe um nimero r > 0 tal que se ||z|| > r, entao

f(z) > f(0).

Considere B = {z | ||z|| < r}. A funcdo f é continua em cada ponto do conjunto
B e o conjunto B é compacto. Pelo Teorema de Weierstrass 1.35, segue que f possui
um valor minimo em B num ponto z* € B. Em outras palavras, x € B implica

f(z*) < f(z). Em particular, j& que 0 € B, vemos que

f(a") < £(0).

Por outro lado, se x ¢ B entao

fz) > f(0) = f(a7).

Resumidamente, vemos que x € B implica f(z) > f(z*) e ¢ B implica f(x) >

f(z*), completando a demonstragcao. O

Lema 1.39 Se f: X — IR € uma funcgdo continua, entdao os conjuntos

A={re X | f(z) <d}
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B={zrze X |d< f(z)}

sao conjuntos abertos em X.

Prova. Considere a € A, assim f(a) < d. Como f é continua, para ¢ = d — f(a),

existe 0 > 0 tal que, se z € B(a,d) N X, entdo

fla) —e < f(z) < f(a) +e =d,

assim z € A. Isto significa que, para todo z pertencente a B(a,d) N X teremos x
pertencente a A. Com isso B(a,0) N X C A. De forma andloga, prova-se que o

conjunto B é aberto em X. O

Teorema 1.40 Seja uma fungdo f : [a,b] = IR continua. Se f(a) < d < f(b) entdo
existe um c € (a,b) tal que f(c) = d.

Prova. Considere
A={z€a,b]| f(z) <d}

k

e tome ¢ = sup A. Com isso temos ¢ = lim z*, com (z¥) C A. Assim ¢ € [a,b]. J4

k—00

que f(z*) < d, temos
fle) = lim f(z*) <d.

k—o0
Vamos mostrar que ndo vale f(c¢) < d. Suponha por absurdo que f(c) < d. Como f

é continua, para € = d — f(c), existe 6 > 0 tal que
c—o6<z<c+0= f(c)—e< f(z) < flc)+e=d.

Como f(c) < d < f(b), temos ¢ # b. Logo podemos escolher T € [a,b], com
¢ < T < c+ 0. Portanto, f(Z) < d e assim ¢ nao é sup 4, o que é um absurdo. Logo
devemos ter f(c) = d, completando a demonstragao. O

Este resultado pode ser estendido para o caso onde o dominio da funcao é um

subconjunto conexo de IR".

Teorema 1.41 (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f : X — IR uma fun-
cdo continua, definida num conexo X C IR". Se existem a, b € X ed € IR tais que
fla) < d < f(b) entdo existe c € X tal que f(c) =d.

Prova. Considere
A={re X | f(z) <d}
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B={zeX|d< f(z)}.

Pelo Lema 1.39, A e B sao abertos em X. Observe que A # @ e B# () poisa € A
e b € B. Suponha por absurdo que nao existe ¢ € X tal que f(c) = d, ou seja, para
todo z € X temos f(z) < doud < f(z). Assim, X = AUB é uma cisao nao trivial,

contradizendo o fato de X ser conexo. O

Teorema 1.42 (Teorema da Preservagao de Sinal) Considere v : U C IR" —
IR uma fun¢do continua em xo € U, tal que y(xg) > 0. Entdo existe um r > 0 tal

que y(z) > 0 para todo x € B(zg,T).
Prova. Temos por hipdtese que v é continua em z4 e y(zy) > 0. Para ¢ = 7(zy),

existe 6 = r > 0 tal que

[l = ol| <7 = [lv(2) — v(@o)|| < ¥(wo)-
Segue que
0 < y(x) < 2y(xo).
Portanto y(z) > 0 para todo z € B(xg, 7). O

Teorema 1.43 (Teorema da Funcao Inversa) Considere 1) : R" — IR" e a €
IR". Se o determinante jacobiano det Jy(a) € diferente de zero, entio existem vi-

zinhangas V de a e W de 1(a) tais que ¢ : V. — W ¢€ inversivel com inversa
Yl W = V diferencidvel.

Prova. [27] O

Teorema 1.44 (Teorema da Funcio Implicita) Considere ¢, ..., ¢, : R" —

ReC' ep:R"™ = R" dada por
(o))
<P1<t>

(1))

onde x € IR" et € IR. Considere o sistema de n equacoes e n + 1 varidveis

gp(t)zo (1.5)
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a
e suponha que o ponto a = ( 0 ) ¢ uma solugdo de (1.5), na qual a jacobiana de

@ em relacao a x tem posto mn. Entao existe uma vizinhanca J C IR de 0 e uma

funcao diferencidvel x : J — IR"™ tal que para todo t € J,

(p(m(t)) .
t

Além disso, denotando por J, 4 e J,; as jacobianas de ¢ em relagdo a x e t, respec-

o 0\ [ =)
e () (),

para todo t € J. Mais ainda, a fungdo t € J — x(t) € unica.

tivamente, temos

Obs.: este lema nos diz que podemos isolar x, como funcao de t, na equagio (1.5),

isto €, o sistema (1.5) define implicitamente x como fun¢éo de t.

Prova. Seja F : R"!' — IR"*! dada por

Temos F € Cl e

a@l a@n ~
( 8x1 axl(a) 0

oz, a4 oz, “

91 Opn
\at()"' 5 @ 1)

A submatriz n X n do bloco esquerdo superior é inversivel, pois ela é a transposta
da jacobiana de ¢ em relacdo a x, que tem posto n. Portanto, Jr(a) também é
inversivel. Pelo Teorema da Funcao Inversa 1.43, existem vizinhancas V de a e W
de F(a) = 0 tais que F': V. — W ¢é inversivel com inversa G : W — V diferencidvel.
91
U

Considere (u,s) € R" x IR. Note que se G = : e ) e W, entao
s
On+1
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¥

o()=r e mt)-e o

Defina J = {t €R| ( ) } (ilustrado na Figura 1.2) e a fungdo =z : J —

IR" por z(t) = ¢z ( ) onde Z = {1,...,n}. Deste modo temos que J é uma
do

vizinhanga de 0 e, usan

Isto prova a existéncia afirmada no lema. Para obter z'(t), note que

OZ%SD(@«?)):Jw<x(tt))%<x(tt)>: W
() (7)) ()
t t 1

a
Como J, ;4 0 ) é inversivel, podemos supor sem perda de generalidade, usando a
:r 7 . rd x 7 .
continuidade de Jy, 5, que J,, ; ( . ) é inversivel para todo ( ; ) € V. Além disso,

0
se t € J, entao ( . ) € W e portanto,
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z(t
Assim, J, ( ) ) é inversivel para todo ¢t € J, o que permite isolar z'(t) em
4

(1.7), obtendo

<

e portanto,

donde segue que y = x(t). O

Cv

Figura 1.2: O intervalo J.

1.2 Resultados de algebra linear
As principais referéncias desta segio sao [19, 25].

Definigao 1.45 Considere A € IR™*". O subespaco de IR™ gerado pelos vetores-



Conceitos Preliminares 21

linha de A € chamado espaco-linha de A e o subespaco de IR™ gerado pelos vetores-

coluna de A € chamado espaco-coluna de A.

Denotaremos a matriz transposta de A por A”.
Pela definicao anterior, podemos notar que o espago-linha de A é igual ao espaco-

coluna de AT,

Definigdo 1.46 O nicleo de uma matriz A € R™ ", denotado por N(A), é um
subconjunto de IR™ formado por todas as solugdes do sistema homogéneo Ax = 0,
ou seja,

N(A) ={z e R" | Az = 0}.
Podemos observar que o niicleo de uma matriz ndo pode ser vazio, pois 0 € N (A).
Proposicao 1.47 Considere A € R™". Entio N (ATA) = N'(A).

Prova. Seja © € N (ATA), isto é, AT Az = 0. Multiplicando essa expressao por z,
temos
0=2a"AT Az = (Az)" Az = || Az]|.

Assim, Az = 0, logo x € N(A). Tome agora x € N(A), isto é, Az = 0.
Multiplicando essa expressdo por AT, temos

AT Az = ATo=0.

Assim z € N (AT A), completando a prova. ]

Definigao 1.48 A nulidade de uma matriz A € R™™ € a dimensdo do nicleo de

A. Denotaremos a nulidade de uma matriz A por dim(N(A)).

Defini¢do 1.49 A imagem de uma matriz A € R™™ é um subconjunto de R™
formado pelos vetores da forma b = Az, x € IR". Denotaremos a tmagem de uma

matriz A por Im(A). Em outras palavras, a imagem de uma matriz A é:
Im(A) ={beR™ | b= Az para algum z € R"}.

A definicdo anterior nos diz que a matriz A € IR™*" pode ser interpretada como
um operador de IR" em IR™. Ja que b = Ax para algum z € IR", b estd no espago-
coluna e A, assim a imagem de A é o espaco coluna de A e a imagem de AT é o

espaco-coluna de AT, ou seja,

Im(AT) = {z € R" |z = ATy para algum y € IR™}. (1.8)
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Definigao 1.50 O posto de uma matriz A € IR™", denotado por posto(A), é a

dimensao comum do espaco-linha e do espaco-coluna.

Tendo em vista que a imagem de A é o espago-coluna de A, concluimos que
posto(A) = dim(Im(A)). (1.9)

Se A € IR™*", entao os vetores-linha estao no IR" e os vetores coluna estdo no
IR™. Isto implica que o espago-linha tem no maximo dimensao n e que o espago-
coluna tem no maximo dimensao m. Como o espago-linha e o espago-coluna tém a
mesma dimensao (o posto de A), devemos concluir que se m é diferente de n, entao

o posto de A é, no maximo, o menor dos valores de m e n. Assim,
posto(A) < min(m,n). (1.10)

Quando ocorre a igualdade em (1.10), dizemos que a matriz A tem posto cheio
ou posto completo e em conseqiiéncia disto, ou as colunas ou as linhas de A sao
linearmente independentes.

E conhecido na literatura, ver [25], que dimensio do nicleo de A somado com a

dimensao da imagem de A é o numero de colunas de A, ou seja,
dim NV'(A) + dim(Im(A)) = n.
Esta equacao nos diz que
dim N (A) + posto(A4) = n. (1.11)

Lema 1.51 Seja B € R™" e £ : IR™ — IR™ uma fungdo linear da forma &(x) =
Bzx. Suponha que B tem posto cheio. Se m > n, entdo & € injetiva. Sem < n, £ €

sobrejetiva. Em particular, se m = n, £ € isomorfismo.

Prova. (i) Considere o caso onde m > n. Deste modo, temos que as colunas de B
sao linearmente independentes. Tome z, y vetores em IR". Temos que provar que,
se Bx = By entao x = y.

Seja x; a i-ésima coordenada de z, y; a i-ésima coordenada de y e b; a i-ésima

coluna da matriz B. De Bx = By temos que

B(z —y) =0.
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Segue que

> (wi— yi)bi =0. (1.12)

i
Ora, como as colunas de B sao linearmente independentes, concluimos que x; = y;,
para todo i =1,...,n. Com isso, z =y, 0 que prova que £ é injetiva.

(ii) Suponha agora que m < n. Temos que Im(£) C IR™ é um espago vetorial com

dim(Im(€)) = posto(B) = m. Assim, Im(£) = IR™, portanto & é sobrejetiva. O
Lema 1.52 (Lema de Caratheodory) Sejam uy,...,Up,vy,...,v, vetores em IR".
Sejam x € IR" com x # 0 e Ay, ..., A\, 11, - - -, tbp escalares tais que p; > 0 para

todoj=1,...,pe
m p
=1 j=1

Entdo existem subconjuntos I C {1,...,m}, J C{1,...,p} e escalares N} com i € I

e u;- > 0 para todo j € J, tais que

T = Zx\;u, —l—Zu;-vj

i€l jeJ
e os vetores {u;}icr U {v;}jes sdo linearmente independentes.

Prova. Sem perda de generalidade, suponhamos que \; # 0 paratodoi=1,...,m
e que p; > 0 para todo j = 1,...,p. Se os vetores {uy,...,Unp,V1,...,0y} s30
linearmente independentes nao hd o que provar. Suponhamos entdao que os vetores
{u, ..., Uy, v1,...,v,} sejam linearmente dependentes. Portanto, existem escalares

a;comi=1,...,me [ comj=1,...,pnao todos nulos, tais que
m P
0= Z ;U + Z ﬁj’l)j. (114)
i=1 j=1
Multiplicando a igualdade (1.14) por um nimero real ¢ e subtraindo de (1.13) temos
m
:Z)\—tazuz—i-z — 18;)v;
i=1

Para ¢ = 0, nenhum dos coeficientes na igualdade acima se anula. Seja ¢ o t de

menor médulo que anula pelo menos um dos coeficientes A; —ta; ou p; —¢3;. Entao

Z(/\ — foy)u; + Z — 18;)v;
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Claramente p; — t3; > 0 para todo j = 1,...,p. Com isso conseguimos escrever x
como combinacao linear de, no méximo m + p — 1 vetores. Este processo pode ser
repetido até que todos os vetores da combinacao linear sejam linearmente indepen-
dentes. Il

1.2.1 Subespacos ortogonais

Considere A € R™" e x € N(A). Como Az = 0, temos:
ai1T1 + @ppTe + - - + a;pr, = 0, para cadaz =1,...,m.

Esta equagdo mostra que x é ortogonal a i-ésima coluna de AT. Como z é
ortogonal a cada coluna de AT, ele é ortogonal a qualquer combinacgio linear dos
vetores colunas de AT. De fato, seja y um vetor em IR" escrito como combinacao
linear desses vetores denotado por a;, com j = 1,...,m e «; escalares para i =
1,...,m, isto é

Y = Q101 + Q0 + ** + + Q.

Vemos que

2y =ozlay + asrlas + - + apmzl ap,.

Como z"a; = 0 para todo j = 1,...,m, concluimos que z”y = 0. Isto prova a

seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.53 Cada vetor em N(A) é ortogonal a todos os vetores no espago-

coluna de AT, ou seja, os vetores em Im(AT).

Definigao 1.54 Dois subespacos X eY de IR" sao chamados de ortogonais se para

todox € X ey €Y temos 27y = 0.

Denotaremos dois subespagos ortogonais X e Y por X LY.

Com esta definicao juntamente com a Proposi¢ao 1.53, podemos notar que
N (A)LIm(AT).

Definicao 1.55 Seja Y um subespaco de IR". Dizemos que o complemento orto-
gonal de Y € o conjunto de todos os vetores de IR" que sdo ortogonais a todos os

vetores em Y e denotaremos por Y1, ou seja,

Yt={z€eR" |2y =0 paratodo yeY}.
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Lema 1.56 Se A € R™", entio N'(A) = Im(AT)*.

Prova. Seja € Im(AT)+. Pela Definigao 1.55 e visto que ATy é um elemento da
Im(AT) para algum y € IR™, temos que 27 A7y = 0. Tome y como o j-ésimo vetor
candnico em IR™, assim (Az)Te; = 0, isto é, Az = 0. Isto nos mostra que z € N (A).
Reciprocamente, se z € N'(4), entdo Az = 0. Logo 27 (ATy) = (Az)Ty = 0, para
todo y € IR™, isto é, z € Im(AT)L. Portanto N (A) = Im(AT)L. O

Teorema 1.57 SeV é um subespaco de IR", entdo dimV + dimV+ = n.
Prova. [25] O
Teorema 1.58 Se V' é um subespaco de R", entio R" =V @ V*.

Prova. [25] a

Uma conseqiiéncia deste teorema é que
Im(AT) ® N(A) = R".

De fato, temos que Im(AT) ® Im(AT)! = IR" que juntamente com o Lema 1.56
resulta em
Im(AT) ® N (A) = R™ (1.15)

Proposigao 1.59 Considere A € R™*". Entdo posto(A) = posto(AT).

Prova. Sabemos do Teorema 1.57 que
dimIm(AT) 4+ dimIm(AT)* = n.
Pela Definicdo 1.50 e do Lema 1.56 segue que
posto(A”) + dim N(A) = n,
conjuntamente com (1.11) resulta em

posto(A) = posto(A”) (1.16)

Com este lema, é facil ver que

posto(A) = posto(AA”T) = posto(AT A). (1.17)
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De fato, observe que posto(A) = posto(AT A) decorre diretamente da Equagao
(1.11) e da Proposigao 1.47 e utilizando o resultado do Lema 1.59 segue que posto(AAT) =
posto(A).

1.2.2 Normas de matrizes

Definigdo 1.60 Considere A € R™". Definimos norma da matriz A como
[A]] = sup{[[Az[|, = € R", [lz]| = 1}.
Mais geralmente, definimos a norma-p da matriz A como
[All, = sup{[|Az|lp, € R", [lz], =1} com p > 1.

As mais usuais sao obtidas com pigual a 1, 2 ou oo denominadas norma da soma,
euclidiana e infinito, respectivamente.

Neste texto, concentraremos nossa atencao nos resultados com a norma euclidi-
ana, e a menos de uma indicagio explicita. Usaremos simplesmente ||.|| para indicar

a norma euclidiana ||.||o.

Lema 1.61 Considere A € R™". Entdo ||A|| = | IImI‘(IEI(I {|z" Ay|}.
z||=||y||=1

Prova. Dados z e y unitarios, temos
2" Ay| < [zl Ayl = [l All-

Portanto

max |z” Ay| < ||A]|. (1.18)
llzll=[lyll=1

Por outro lado, para gy, unitario qualquer e zo =

Ayg)TA Ayoll?
max \af:TAy| > |x§Ay0\ > :rgAyO = (Ayo)” Ayo = 1Ayol|

2l |=]lyll=1 | Aol | Aol A5l

Portanto, dado 19 unitario, temos

max o7 Ay| > || Ayo]l
[lz]|=Ilyl|=1
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Observando que max |27 Ay| é cota superior de ||Ayyl|, concluimos que
llz[|=[lyll=1

max |27 Ay| > sup [|Ay|| = ||Al| (1.19)
llzl|=lly[|=1 lly||=1

Por (1.18) e (1.19), concluimos que

IAll = max {|a"Ayl}.
lel=lyll=1

O
O resultado do lema acima, nao vale para uma norma qualquer. Tome por

exemplo, A = I. Assim, pela Defini¢ao 1.60.

[Allo = sup {||Az[]} = sup {|[Tz[]} =1.

2l oo =1 efloo=1

Por outro lado,

T 1
max |xAy|2<1 1)[ =
lIz[loo =llylloo=1 1

Corolério 1.62 Considere A € R™ ™. Entdo ||A] = ||AT]].

Prova. Inicialmente, note que 7 Ay = (27 Ay)?, ja que 27 Ay € IR. Desta forma,

A= max {[z"Ay|} = max [{(z7Ay)}'|= max {|y'A"a|}=]A"|
Jail=yll=1 Jaii=lell=1 Jail=llyll=1

g

Lema 1.63 Considere B € IR™*"™ e x um autovetor unitdrio associado ao autovalor
X da matriz B. Entdo x¥ Bx = ).

Prova. Por definicao de autovalor, temos Bx = Az, o que implica em
B =z \x = MzTz = )\
O

Lema 1.64 Seja A € R™", entao ||A| = VA, onde X é o maior autovalor de
AT A.
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Prova. Considere B = AT A e 7 € IR" um autovetor unitario associado ao autovalor
. Pelo Lema 1.63, temos

max{z” Bz} > 7' BT = A (1.20)

llzf|=1

Como B é simétrica, B é diagonalizdvel. Isto significa que existem D € IR™*"
diagonal e P € IR™ " ortogonal, tal que B = PDPT.

Assim,
.TTB.T = $TPDPTJ/. — (PTZ')TD(PT.T) — yTDy, onde y = PT.T,'. (121)
Mas,
lyll? = |P"x|” = (PT2)" PTw = " PPz

e como P é uma matriz ortogonal, PPT = I, logo
Ilyl* = 2"z = ||z|* = 1.

Considere agora, A\; como os autovalores de B e x € IR" unitario. Sabendo que

X é o maior autovalor de B e por (1.21), obtemos
n n n
tTBx = y"Dy = Z/\iy? < z:/\yi2 = )\ny = My|]* = A\
i=1 =1 i=1
Concluimos que
max {z” Bz} < X
l|z[]=1

que junto com (1.20), resulta em

max {||Az|*} = ﬁnHa_Xl{xTATAQ?} = ﬁIlHa_Xl{l'TBl'} =,

llz[|=1
donde segue que ||A]| = ﬁ?}i{HAxH} =V O
xll=
Teorema 1.65 Se a matriz A € R™" tem linha ortonormais, entio ||A|| = 1.

Prova. Fazendo B = AT e usando o Coroldrio 1.62 e o Lema 1.64 temos || 4] =
IB|| = VX, onde X é o maior autovalor de BTB = AAT. Como A tem linhas

ortonormais, AAT =T e XA = 1, completando a demonstracao. 0
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1.3 Resultados de analise convexa

Convexidade é um assunto muito importante na teoria de otimizacao. Com
hipdteses de convexidade sobre a funcao objetivo, minimizadores locais passam a
ser minimizadores globais, ou seja, todo ponto estacionédrio (KKT) é uma solucao
do problema, ver [32].

As principais referéncias desta se¢io sao [6, 16, 17, 20, 34].

Definicdo 1.66 Um subconjunto A C IR" é um conjunto convexo se para todo
x, y € A, o segmento de reta com extremidades em x e y estd inteiramente contido

em A. Em outras palavras,
r,y€c A=ar+ (1 —-a)ye A para todo o € [0, 1].

O conjunto vazio, o espaco IR" e um conjunto que contém apenas um elemento,

sao trivialmente convexos.

Teorema 1.67 Sejam C;, i =1,...,m conjuntos convexos. Entdo o conjunto C =
m

ﬂ C; € também convexo.

i=1
Prova. Sez,y € C,entao z,y € C;, 1 = 1,..., m. Como cada um dos C; é convexo,
entao para 0 < a <1,

z=azx+(1-a)yeC;, i=1,...,m.

Logo, pela definicao de intersecao, z € C. O

Definigao 1.68 Seja 2 C IR"™ um conjunto convero. A funcio f : Q@ — IR €

conveza em Q quando para quaisquer x,y € Q e a € [0, 1] tem-se

flaz + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Veja a ilustragao dessa defini¢ao na Figura 1.3.
Quando uma funcao é diferencidvel a convexidade admite varias caracterizagoes
que sao tuteis para determinar se uma funcdo é convexa ou nao. Apresentamos no

proximo teorema uma dessas caracterizacoes.
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>
/ X ax+l-a)y Y

Figura 1.3: Ilustragao da Defini¢ao 1.68.

N

Teorema 1.69 Sejam ) C IR" um conjunto convero aberto e f : @ — IR uma

funcdo diferencidvel em Q. A funcdo f € convexa se, e somente se,
fy) > fz) + V()" (y - 2)

para todo x € ) e todo y € €.

Prova. Seja f convexa. Paraz € Q,y € Qe a € (0, 1] quaisquer, definindod = y—z
temos x + ad € 2 e

f(z+ad) = flay+ (1 —a)r) <af(y)+ (1 —a)f(z)
Assim
a(f(y) — f(@) > f(z + ad) — f(2).

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por v > 0 e passando o limite quando

o — 0T, obtemos

f(z + ad) — f(x)

fly) — f(z) > lim =Vf(z)'d=Vf(z) (y-a).

a—0t

Para provar a reciproca, observe que

f(z) > f(x+ ad) —aVf(zr +ad)d, (1.22)

fy) > flx+ad)+ (1 —)Vf(z+ ad)d. (1.23)
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Multiplicando (1.22) por (1 — «) e (1.23) por « e somando obtemos

(1 —a)f(z)+afly) 2 F((1 - a)z+ ay),

completando a demonstragao. 0
Este teorema afirma que em todo ponto, a aproximacao linear de uma funcao

convexa sempre estd abaixo do grafico da funcao, veja Figura 1.4.

f(x)+0 ()" (y—x)

Figura 1.4: Ilustracao do Teorema 1.69.

Como conseqiiéncia deste teorema, temos que se Vf(z) = 0, entao f(y) > f(z)
para todo y € €. Definimos abaixo uma outra classe de fungoes que também

possuem esta propriedade.

Definigao 1.70 Sejam Q C IR"™ um conjunto aberto ndo vazio e f : Q — IR uma

fungdo diferencidvel em ). A funcdo f é pseudo-convera se para cada x,y € ) com
V(@) (y —z) >0, temos f(y) > f(x).

Lema 1.71 Seja Q C IR™ um conjunto aberto ndo vazio. Se f : Q — IR é uma

funcdo convexa diferencidvel em €, entdo f € pseudo-conveza.

Prova. Considere z,y € €). Pelo Teorema 1.69 temos

f) = f(@) =2 V()" (y - 2).

Por hipétese V f(z)T (y—z) > 0. Assim f(y) > f(x). Portanto, f é pseudo-convexa.
O
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Note que a reciproca nao é necessariamente verdadeira. Mostraremos um contra-
exemplo baseado em Mangasarian [28]. Considere uma funcao diferencidvel f : IR —
IR definida por f(z) = z® + z. Esta funcao é trivialmente nao convexa. Contudo, f

é pseudoconvexa, pois Vf(z) =1+3z2>0e
Vi)' (y—z)>0=y>z.

Assim y? > 3. Desta forma, f(y) — f(z) = y* +y — 23 — x > 0, completando a

demonstragao.

Lema 1.72 Sejam u, v € R™ com u # v. Se ||ulls = ||v|]2 = «, entdo para todo
t € (0,1), tem-se ||[(1 — t)u + tv]|s < a.

Prova. Pela desigualdade triangular, temos que
(1 —t)u+ tv2 < o

Suponha que
(1 —t)u + tv]|s = a.

Desenvolvendo o quadrado de ambos os lados, temos

(1 =t)u+tv]|3 = (1 —t)*u"u+2t(1 — t)u" v + >0 v = o’. (1.24)

Por hipétese temos u”u = v'v = o2, que substituindo em (1.24), fornece

Portanto,

lu —v]]? = u"u — 2u"v +v'v = 0.

Logo u = v, o que é absurdo. Portanto,

(1 —t)u + tv]2 < a.

Considere agora um conjunto S C IR", um ponto z € IR" e o problema

minimizar  ||s — z|

sujeito a ses
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Veja que este problema pode nao ter solugao. Como exemplo, considere € > 0
e S uma bola aberta B(a,e) C IR" e z ¢ S. Deste modo, nenhum elemento s € S
minimiza ||s — z||, como ilustrado na Figura 1.5. O caso mais interessante é quando
S é um conjunto fechado. Neste caso, a solugao sempre existe e pode nao ser tnica.
Cada solugao serd chamada de projecao de x sobre S, e serd denotada por projg(x).
Assim, uma projecao de x sobre S é um dos pontos de S que estd mais préximo de
x. Veremos mais adiante que, a unicidade da projecao de x sobre S é garantida caso

S seja um conjunto convexo fechado.

Figura 1.5: Nenhum elemento s € S minimiza ||s — z||.

Lema 1.73 Seja S C IR" um conjunto fechado nao vazio. Dado z € IR", existe
z2 € S tal que
|z = 2|| < ||z — z||, para todo xz € S.

Prova. Considere
a=inf{||jz — 2| | z € S}.

Existe o infimo, pois o conjunto é limitado inferiormente por zero. Pela definicao de

infimo, para todo k£ € IN, existe ¥ € S tal que

1
oz§||$k—z||§oz+E.

Pelo Teorema do Confronto

||ac'c —z|| = a.

Vemos que
1
||lz* — 2| Soz—i—E <a-+l

Com isso, (z¥) é limitada, ou seja, ¥ € B(z,a + 1). Como (z*) é limitada, pelo

Teorema de Bolzano-Weirstrass 1.20, ela possui uma subseqiiéncia convergente. Di-
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gamos que

z* HI) 2
para IN' C IN. Sendo S fechado, temos que 2 € S. Com isso,
N .
la* — 2] = |12 = z].

Pela unicidade do limite, & = ||2 — z||, completando a prova.

Observe que 2 = projg(z).

34

Lema 1.74 Seja S C IR"™ um conjunto convexo fechado e z € IR". Entao existe um

unico zZ = projg(z) € S tal que

12 — z||2 < ||z — 2|2, para todo x € S.

Prova. A existéncia é garantida pelo Lema 1.73. Vejamos a unicidade. Suponha

que existam Z # Z em S tais que, para todo x € S,
Iz = 2[l2 < [l = 2|2,

Iz = Zll2 < llz — 2|2

Tome z = Z em (1.25) e z = Z em (1.26), vemos que

Iz = 2[l2 < [|Z = 2]l

Iz = Z[l2 < [12 = ]l2-

Com isso,

Iz = 2llo = llz = 2l = a

Ja que z — 2 # 2 — Z, pelo Lema 1.72 temos, para t € (0, 1),

1—=t)(z—2)+t(z—2)|2 < .

1 1
Tome t = 5 ® zZ= 5(2 + Z). Como S é convexo, temos Z € S e
_ S s 1 N .
lz—z2ll, =z —=z(2—-2)| = E(z—z)—i——(z—z) < a,
2 2

contradizendo assim (1.25) e (1.26).

(1.25)

(1.26)
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Teorema 1.75 (Teorema da Projecao) Considere S C IR"™ um conjunto con-

vexo fechado, z € R™ e 2 = projg(z), entdo
(x—2)"(2—2) <0, paratodos€S.

Prova. Seja t € (0,1] arbitrario e Z + ¢(x — Z) um ponto de S. Logo, pela defini¢ao
de Z, temos que
Iz =2l < |2 +t(z — 2) — 2|

Com isso
Iz = 2|I” < [|(2 = 2) + t(z — 2)|1*.

Observe que
12 =2)+tx—23)|> = ||z — 2> + 2t(2 — 2)" (z — 2) + £*||z — 2|]%.

Logo
lz —2||* < ||z — 2||* + 2t(2 — z)T(a: — )+t — 2|

Como t > 0, temos que
(x—2)"(z = 2) <tz - 2|

Como t é arbitrédtio no intervalo (0, 1], podemos fazer o limite quando ¢ tende a zero,

obtendo assim (z — 2)T(z — 2) < 0. O

Veja a ilustracao deste teorema na Figura 1.6.

Figura 1.6: Ilustragao do Teorema da Projecao.



Capitulo 2
Cones

Neste capitulo, concentraremos nossa andlise na teoria de cones. A utilizagao
de cones nesta dissertacao é fundamental na obtencao das condi¢oes de otimalidade
de Karush-Kuhn-Tucker. Utilizamos o Lema de Farkas para obter tais condigcoes e
o relacionamos com cone gerado por um numero finito de elementos. As principais

referéncias deste capitulo sdo [4, 6, 8, 16, 20, 34].

2.1 Cone e cone polar

Definicao 2.1 Um subconjunto C C IR"™ € um cone quando, para todo t > 0 e
d e C tem-setd € C.

Alguns exemplos de cone s3o: o espaco IR", qualquer subespaco de IR". Infor-
malmente, um cone é um conjunto de dire¢oes. A Figura 2.1 ilustra um exemplo de

cone convexo e outro nao convexo.

Cone convexo Cone nao convexo

Figura 2.1: Exemplos de cone.

36
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A teoria de cones polares, que apresentamos abaixo, é atribuida a Voronoi [41] e
Steinitz [38, 39, 40].

Definicao 2.2 Dado um conjunto S € IR", definimos o polar de S por
P(S)={peR"|p'z <0 para todo x € S}.

Veja que o polar de um conjunto S é um cone formado por todos os vetores que
formam angulo reto ou obtuso com qualquer elemento de S. Note também que o
polar de S néo é vazio, pois 0 € P(S). A Figura 2.2 ilustra bem a defini¢cdo de cone

polar.

P(S)

Figura 2.2: Polar de um conjunto S.

Lema 2.3 Sejam A e B subconjuntos nao vazios de IR". Se A C B, entdo P(B) C
P(A).

Prova. Considere y € P(B) arbitrério. Com isso, temos y7z < 0 para todo = € B.
Como A C B, segue que y’ 2z < 0 para todo z € A. Assim, y € P(A), completando

a demonstracao. O
Lema 2.4 Se S C R" e 0 € int(S), entio P(S) = {0}.

Prova. Suponha por absurdo que exista v € P(S) ndo-nulo. Como 0 € int(S5),

)
existe 6 > 0 tal que B(0,0) C S. Tome v = WZ” € B(0,0). Como u € P(S), v

também pertence, pois P(S) é um cone. Por outro lado, v € S, logo vI'v < 0 0 que

implica v = 0, o que é uma contradicao. O
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Proposicao 2.5 Considere C' C IR" um cone ndao vazio. O polar de C' € convezo e

fechado.

Prova. Sejam z € P(C) ey € P(C), isto é, x7d < 0 e y'd < 0 para todo d € C.
Seja a € [0, 1]. Para qualquer d € C, temos que

(az+ (1 - a)y)Td=az’d+ (1 —a)y'd <0,
isto é,
ax + (1 —a)y € P(C).

Portanto P(C') é convexo. Para mostrar que P(C) é fechado, considere uma seqiiéncia
(y*) € P(C) com y* — y e d € C arbitrdrio. Devemos mostrar que y € P(C). Como
y* € P(C), temos

yde <0.
Passando o limite, obtemos
y'd <.
Logo y € P(C), completando a demonstragao. O

Lema 2.6 Se S C IR", entdo S C P(P(9)).

Prova. Considere u € S e S = P(S). Queremos mostar que u € P(P(S)) = P(S).
Dado p € S temos u”p < 0. Logo u € P(S). O
Sabemos entdao que S C P(P(S)). Em geral, P(P(S)) ¢ S, veja Figura 2.3.

P(S)

Figura 2.3: Polar do polar de S.
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Veremos na secao seguinte que, com algumas hipdteses adicionais sobre o con-
junto S, o Lema de Farkas garante a igualdade P(P(S)) = S.
Fechamos esta secdo com uma discussdo sobre cones gerados por um numero

finito de elementos.

Definigao 2.7 Dizemos que um cone C C IR™ tem um numero finito de geradores

ou € finitamente gerado, quando existem p € IN ea; € R", i =1,...,p, tais que

P
C’z{xeRﬂx:Zuiai, i >0, i=1,...p}.

=1

Veja na Figura 2.4 que o cone C é gerado por aq, as € as.

Figura 2.4: Tlustracao da Defini¢ao 2.7.

2.2 Teoremas de alternativa

Consideramos sistemas de equagoes e inequacoes lineares, relacionados no sentido
de que existem duas alternativas: se um deles nao possui solucoes entao o outro
possui solucoes, e ambos os sistemas nao admitem solucoes simultaneamente. Esses
teoremas sao chamados de Teoremas de alternativa. Podemos citar o Teorema da
Alternativa de: Motzkin, Farkas, Key, Tucker, Gale I, Gale II, Gordan e de Stiemke.
Para maiores detalhes, ver [6, 20]. Nesta se¢do, concentraremos nossa aten¢ao no
Lema de Farkas e no Lema de Key.

Como vimos, estamos interessados em estabelecer condicdes para que a igualdade

P(P(S)) = S seja satisfeita. Para isso mostraremos duas versoes do Lema de Farkas,
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que garante essa igualdade. O lema foi originalmente demonstrado por Julius Farkas
em 1901 [9].

Lema 2.8 (Versao Geométrica do Lema de Farkas) Seja C C IR" um cone
convezo fechado. Entio P(P(C)) = C.

Prova. J4 sabemos pelo Lema 2.6 que C C P(P(C)). Resta mostrar que P(P(C)) C
C. Para isso, tome z € P(P(C)) e 2 = proj-(z) € C. Vamos provar que z = Z.
Pelo Teorema da Projecao 1.75,

(z—2)T(x-2)<0

para todo z € C. Como C é um cone e é fechado, x = 0 e x = 22 sao elementos de
C. Assim

ou seja,
(z—-2)=0. (2.1)

Por outro lado,
(=32 —(z-2)"2=z-2"@x—-2)<0 (2.2)
Comparando (2.1) e (2.2), concluimos que
(z=2)Tz<0

para todo z € C. Pela defini¢do de cone polar, (z — 2) € P(C).
Como z € P(P(C)), temos que

(z—2)Tz<0. (2.3)

Mas

lz =22 =(z— 2Tz — (2 — 2)T3. (2.4)

De (2.1) juntamente com (2.3) e (2.4), concluimos que
Iz = 2] < 0.

Logo, ||z — 2|]| = 0 e com isso z = 2. Portanto z € C. O

Veja na Figura 2.5 uma ilustragdo da versdao geométrica do Lema de Farkas.
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Figura 2.5: Tlustragao da versao geométrica do Lema de Farkas.

Para estudar a versdo algébrica do Lema de Farkas, facamos um estudo prelimi-

nar de dois lemas que serao ferramentas na analise neste contexto.

Lema 2.9 Dado m € IN, se n € IN e B € IR™™, entao C = {By | y > 0} €
fechado.

Prova. Faremos por inducao em m.
Vamos verificar o lema para m = 1.
Denote B=0b € IR", com b # 0 (se b = 0, entdo C = {0} é fechado). Considere

(2*) C C convergente, ou seja,

k

2k = byt

tal que y* >0 e — z
Queremos mostrar que z € C. Temos que
blbyk = b7 2k — b7 z.

Com isso,
bz
y* — Wd:efy>0, pois y* > 0.

Logo,
2F = by* — by.

Pela unicidade do limite, Z = by. Portanto, zZ € C.
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Suponha que o lema seja verdadeiro para m — 1. Vamos provar que vale para m.

Para isso, vejamos dois casos.

1. Suponha que posto(B) = m. Temos que

2k = Byk, y’C >0, com zF— z,

assim
BTBy* = BT.* - B"z.
Segue que,
y* — (BTB)'B"z o 7 >0, poisy®>0.
Logo

¥ = By* — By.
Pela unicidade do limite, Z = By. Portanto, z € C.

2. Suponha agora, que posto(B) < m. Com isso as colunas de B sao linearmente

dependentes, logo existe v € IR™ tal que
By=0 (2.5)

com 7; > 0 para algum ¢ =1, ..., m.

Considere, para 7 = 1, ..., m arbitrario que

C; = {Zyibia Yi > 0}

i#j

Observamos que C; assim definido, representa o cone gerado pelas colunas de
B (exceto a coluna j) com m — 1 colunas. Assim, podemos escrever C; da
seguinte forma

C;={By, y>0, y;=0}
Para ser mais didético, considere § € IR" ! como sendo
g = (yl: Yo, Yj—1,Yj+1, 7ym)T
e B e R™™ ! como sendo

B = (bl,bg," : ,bj—l,bj-i—l;' t abm)
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Dai teremos
Cj:{Bg, gzo}.

J4 que C; possui m — 1 colunas, pela hipétese de indugao, C; é fechado para

todo j = 1,...,m. Mas U C; é fechado, pois a unido finita de fechados é um
J
conjunto fechado. Com isso falta mostrar que C = U Cj.
J
Para isso, tome inicialmente z € C. Entao z = By para algum y > 0.

Considere

F> Y (2.6)

Como y; > 0 para todo 7, vemos por (2.6) que ¢ < 0.

Considere agora, § = y + t7. Se 7; > 0, podemos observar de (2.6) que
Ui = yi + 17 > 0.
Ora, para v; < 0, é facil ver que

Ui =y + 1ty > 0.

Assim, §; > 0 para todo ¢. Mas para um j tal que t = _Y% com ; > 0, temos

J

g =y; +1t7;=0.
Como B~ = 0, temos que
z =By = By +tBy = B(y + ty) = By.

Como § > 0 concluimos que z € Cj.

A prova de que U C; C C é imediata, completando a prova.
J

0

Lema 2.10 Se C = {ATy; y > 0} com A € R™", entdo C é um cone convero
fechado.
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Prova. Para mostrar que é cone, tome ¢ € C e a > 0. Temos que
ac=aAly = AT ay.

Mas ay > 0, logo ac € C. Portanto, C' é cone.
Tome agora ¢t = ATy! com y' > 0, ¢ = ATy? com y2 > 0et € (0,1). Temos
que
tet + (1 —t)® = tATy + (1 — ) ATy? = AT (ty' + (1 — t)y?)

Como ty' + (1 —t)y* > 0, temos que tc' + (1 —t)c® € C. Portanto C é convexo.
Para mostrar que C é fechado, basta substituir A7 em B no Lema 2.9 O

Observe pela Defini¢ao 2.7 que o cone C' = {ATy; y > 0} com A € R™" é um

cone finitamente gerado.

Lema 2.11 (Versao Algébrica do Lema de Farkas) Considere A € IR™" e

c € IR". Entdo, exatamente um dos dois sistemas tem solu¢ado:

(S1) Az <0 e z>0
ou
(S2) ATy=c e y>0.

Prova. Considere C = {ATy; y > 0} e suponha que ¢ € C, isto é, que (S2) tem

solucao. Assim ¢ = ATy com y > 0. Considere € IR" tal que
Az <0.

Temos que
e =yTAz <0.

Logo (S1) ndo tem solugio.
Agora, suponha ¢ € C, ou seja, que (S2) ndo tem solugdo. Mas pelo Lema 2.10
juntamente com o Lema 2.8, temos que C' = P(P(C')), com isso existe um =7 € P(C)

tal que ¢’z > 0. Assim, para todo y > 0, temos
' ATy <0,

ou seja,
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Logo (S1) tem solugao. O
Veja na Figura 2.6 uma ilustragdo da versao algébrica do Lema de Farkas, sendo

a; as linhas da matriz A definida no Lema 2.11 com i =1,...,m.

(S1) tem solucéo e (S1) ndo tem solugéo e
(S2) ndo tem solugéo (S2) tem solucao

Figura 2.6: Ilustracao da versao algébrica do Lema de Farkas.

Podemos observar nesta demonstracao, que utilizamos a versao geométrica do
Lema de Farkas. Assim, para C = {ATy; y > 0} com A € IR™", mostramos que
a versao geométrica implica na versao algébrica. Mostraremos agora para esse C
que a versao algébrica implica na versao geométrica, concluindo assim que as duas

versoes sao equivalentes.

Coroléario 2.12 Considere que a versao algébrica do Lema de Farkas seja vdlida e
C ={A"Ty; y >0} com A € R™" | entio P(P(C)) =C.

Prova. Ja mostramos que C C P(P(C)), resta mostrar que P(P(C)) C C. Para
isso, considere ¢ € P(P(C)) e x tal que

Az <0. (2.7)
Assim, para todo y > 0 temos
v7(ATy) = (Az)Ty < 0.

Pela defini¢ao de cone polar temos que z € P(C).
Como z € P(C) e c € P(P(C)), temos que

'z <0
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juntamente com (2.7) mostra que (S1) ndo tem solugdo. Como vale o Lema 2.11,
(S2) tem solugéo, o que significa que ¢ € C. O
Observe que as duas versoes do Lema de Farkas sao equivalentes, somente para

o caso onde o cone em questao é um cone finitamente gerado.

Lema 2.13 (Lema de Key) Considere as matrizes A € R™", Be€ IRP”*" e H €

IR”™. Denote e = (1---1) € R™. Entdo exatamente um dos segquintes sistemas

tem solugao

(S1) Az <0, Bzx<0 e Hzx=0
ou
(S2) A"u+B"w+H'w=0 com u>0, v>0 e eu=1.

Prova. Suponha que (S1) e (S2) tenham solu¢do. Entéo existe z tal que
Az <0 Bx <0 e Hz=0
e existe (u,v) > 0 e w tal que
ATu+ B+ H'w=0 e e'u=1.
Temos que

uT'Az <0, "Bz <0, wl'Hz=0.

Com isso

ul' Az + "Bz + w" Hz < 0.

Desse modo

27 (ATu + BTv + H'w) <0,

que é absurdo pois ATy + BTv + HTw = 0. Logo (S1) ou (S2) tem solucdo ou
nenhum deles tem solugcao. Mas esta ultima afirmacao é falsa, pois provaremos que

se (S1) ndo tem solugdo, entdo (S2) tem solugao.
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Suponha que (S1) nao tenha solu¢ao. Entao o sistema, nas varidveis (z, 6),

Ar+ef <0, 6>0
Bz <0
Hx <0
—Hz <0

nao tem solucdo. Este sistema pode ser reescrito na forma

A e
B 0
1% ) <o (o, ) 1). Y (2.8)
H 0 0 6
—-H 0
A e
— 0 _ T T
Fazendo A = , T = e ¢ = (0, -ee 0, 1)teremos
0 7
-H 0

que o sistema

AT <0 e >0
ndo tem solucdo. Logo, pelo Lema de Farkas 2.11, o sistema

—T

N

y=c¢, com y>0

tem solucao y = (u, v, a,b)”.

Entao temos

u 0
AT BT HT _HT v :
. = (2.9)
el 0 0 0 a 0
b

Este sistema pode ser reescrito como
ATu+B"™w+ Ha—-b)=0 e"u=1.

Fazendo w = a — b, vemos que (S2) tem solugao. O

Observe que este lema é uma generalizacao do Lema de Farkas. Para tanto,

basta substituir A, B e H por —c!, A e 0, respectivamente.



Capitulo 3

Problema de Programacao Nao

Linear

Nosso objetivo neste capitulo é discutir condicées de otimalidade para o problema
de otimizacao que consiste em minimizar uma funcao objetivo f : IR® — IR em um
conjunto vidvel 2 C IR", definido por restricoes de igualdade e desigualdade, ou

seja, concentramos nossa atencao no problema da seguinte forma:

minimizar  f(x)
sujeito a h(z) =0 (3.1)

O conjunto
Q={zeR"[h(z) =0, g(z) <0},

com h :IR" - IR™ e g : IR" — IR? é o0 conjunto ou regido vidvel. Supomos que as

funcoes f, h e g sao continuamente diferenciaveis.

3.1 Abordagem conica

Nesta secao estudamos direcoes viaveis e direcoes de descida. Discutiremos as
principais aproximagoes do conjunto viavel, o cone viavel linearizado e o cone tan-

gente, bem como suas relacoes.

3.1.1 Solucao

A estrutura do conjunto vidvel tem um papel importante na existéncia de uma

solucao. O primeiro passo é ter um conjunto vidvel nao vazio. Dado um conjunto

48
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nao vazio definido por restricoes de igualdade ou desigualdade, precisamos fornecer
condigOes especificas para descrever algumas aproximagoes desse conjunto. Para

este proposito precisamos de algumas definicoes.

Defini¢ao 3.1 Uma restri¢ao de desigualdade g;(z) < 0 é dita ativa num ponto T,

se gi(T) = 0, e inativa em T, se ¢;(T) < 0.

Visto que restricoes inativas de um dado ponto vidvel 7 nao tem influéncia numa
vizinhanca de 7, o conjunto das restri¢oes ativas tornam-se mais restritivas definindo
algumas aproximacoes do conjunto vidvel em torno de . Embora a informacao de
que as restricoes sao ativas nao ¢ conhecida a priori, a geometria das restricoes ativas
funciona como um modelo essencial em otimizagdo. Denote A(Z) como o conjunto

de indices das restri¢oes de desigualdade ativas num ponto vidvel T, isto é,
A(z) = {i | g:(z) = 0}.

Denotaremos a cardinalidade de A(T) por gq.
Em problemas de otimizacao, o objetivo é descobrir quais pontos z € {2 minimi-
zam a funcao objetivo f. Tais pontos serao chamados de minimizadores. Existem

na literatura dois tipos de minimizadores, o qual definimos abaixo.

Definicao 3.2 Um ponto x* € Q é minimizador global de f se, e somente se,
f(z*) < f(z) para todo x € Q.

Uma fun¢do pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor étimo (glo-

bal) de problema é sempre o mesmo.

Definicao 3.3 Um ponto z* € Q0 é minimizador local de f se, e somente se, existe

uma vizinhanga V de x* tal que f(z*) < f(z) para todo x € QN V.

De forma equivalente, x* € {2 é minimizador local de f, se existe € > 0 tal que
f(z*) < f(z) para todo z €  com ||z — z*|| < e.

E f4cil ver que minimizador global implica em minimizador local, mas nao reci-
procamente. Concentraremos nossa atenc¢ao nos minimizadores locais.

Estudaremos algumas condicoes que devem ser satisfeitas quando um ponto z* €
) dado é um minimizador local de f do Problema 3.1. Essas condig¢oes sao chamadas
de condicoes necessarias de otimalidade estudadas com mais detalhes na Se¢ao 3.2

deste capitulo.
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Uma condigao necessédria de otimalidade cldssica e importantissima em otimiza-
¢d0, que permite relacionar a fungdo objetivo com as restrigoes, é dada pelo teorema
abaixo. Tal condicao é conhecida como Condi¢io de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Este teorema exige como hipétese uma condigao de qualificagao que nao defini-

mos agora. Deixamos para o Capitulo 4 um estudo detalhado deste assunto.

Teorema 3.4 Se um ponto z* € Q é um minimizador local do Problema (3.1) e

satisfaz uma condi¢ao de qualificacdo entdo existem A* € IR™ e pu* € IRP tal que:

m p
~ViE) =Y NVhi(*) + Y uiVg(a®),
=1

j=1
/’l’;zoa jzla"'apa
pigi(z*) =0, j=1,...,p.

Os vetores A* e p* sao os multiplicadores de Lagrange associados aos gradientes
das restricoes de igualdade e de desigualdade no ponto z*, respectivamente. A
terceira condicao é chamada de complementaridade.

Para desenvolver essas condicoes, precisamos estudar nao s6 o comportamento da
funcao objetivo numa vizinhanca de uma solu¢do, mas também a estrutura do con-
junto vidvel nessa vizinhanca. Iniciaremos estudando linearizagoes de um conjunto
em torno de um ponto dado. Isto pode ser estudado em termos do cone tangente e

do cone viavel linearizado.

3.1.2 Direcoes viaveis e de descida

Definigao 3.5 Dados T € Q2 e d € IR", dizemos que d € uma direcdao vidvel em

rela¢do ao conjunto 2 no ponto T, quando existe § > 0 tal que
T+tdeQ, Vtelo,d].

O conjunto de todas as direcoes vidveis em relagao ao conjunto €2 no ponto T
serd, denotado por V(z). E facil ver que V(%) é um cone nio vazio (pelo menos,
0 € V(7)). Fica evidente que pequenos passos a partir de T ao longo de um vetor
d € V(Z) geram pontos ainda vidveis. No entanto, podem existir situagdes no qual
a unica diregao viavel é o vetor nulo, isto é, V(Z) = {0} para todo T € 2. Para isso,

considere o exemplo em que

Q={zeR"||z] =1},
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ou seja, {2 é uma a esfera unitaria. Quandoz € Qex+dd € 2, onde § > 0 e d # 0,
tem-se que T + td ¢ ) para todo t € (0,0). Logo, d = 0 é a tnica dire¢do vidvel
(veja Figura 3.1).

x+3d

Figura 3.1: A unica dire¢do vidvel é a direcao nula.

Alguns algoritmos procuram diminuir o valor da fung¢ao objetivo ao longo de uma
certa direcao. Essas direcoes sao chamadas de direcoes de descida, que definimos

abaixo.

Definicao 3.6 Uma direcao d € IR™ € uma direcdo de descida da fungao f : IR" —
IR no ponto T € IR", se existe 6 > 0 tal que

f(@+1td) < f(T) para todot € (0,0].

O conjunto das dire¢oes de descida de f no ponto T serd denotado por F(T).
Fica evidente que F'(Z) pode ser vazio no caso em que T seja um minimizador global
de um problema sem restrigdes. Quando F(Z) é nao-vazio, ele nao é cone, pois
0 ¢ F(Z). No entanto, o conjunto F(Z) U {0} é um cone nao-vazio. Da mesma
forma que diregoes vidveis, pequenos passos a partir de T ao longo de d € F(T)

fornecem pontos que possuem menor valor na fungao objetivo f.

Em alguns casos ¢ um pouco dificil provar por esta definicao que uma dada
direcao d € IR" é uma direcao de descida. Consideramos uma linha de andlise em
que baseada em aproximagoes poderemos fornecer uma melhor descricao algébrica

dessas direcoes.
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Lema 3.7 (Diregoes de descida) Seja f : IR" — IR uma fun¢do diferencidvel no
ponto T € IR™. Entdo:

1. Para todo d € F (%), tem-se V f(z)1d < 0.
2. Se d € R" satisfaz Vf(Z)'d < 0, entdo d € F(T).

Prova. Para provar o primeiro item, tome d € F(Z). Logo, para todo t € (0, ]

tem-se:

f(@+1td) — f(7) <0.

Pela série de Taylor temos

f@) +tVf@)7Td+ot) — f(T) < 0.

Ja que t # 0, dividindo esta expressao por ¢, obtemos
t
V@) 'd+ ? <0.

Passando o limite quando ¢ — 0 temos V f(7)7d < 0.
No segundo item, aplicamos a série de Taylor em f(T + td) — f(Z) obtendo

f@+td) — f(z) =tV @) "d+o(t).

Como t # 0 temos que

S+ - 1@ =1 (Vi@ra+20), 32)

Por hipétese V f(z)Td < 0. Com isso,

lim (Vf( )Td + (;)) Vi(z)7d < 0.

t—0

Pelo Teorema da Preservacao do Sinal 1.42, existe 6 > 0 tal que

V@) 'd+ @

< 0, no intervalo (0, ].

Logo temos

(Vf( \Td+ O(t)> <0

t
Conseqiientemente, pela Equacao (3.2), temos f(Z +td) < f(Z) para todo t € (0, 4],

completando a demonstracao. O
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A Figura 3.2 ilustra uma situagao em que d é uma direcao de descida. Podemos

notar na figura que d forma angulo obtuso com V f(z), isto é, V. f(z)Td < 0.

Figura 3.2: d é uma direcao de descida.

O fato mais importante deste lema é que se Vf(Z)"d < 0 para uma funcio
f:IR" — IR, entao d é uma direcao de descida e o conjunto contendo as direcoes

com esta propriedade é definido por
Fy(z)={d € R" | Vf(Z)"d < 0}. (3.3)

Note que, quando V f(Z)Td = 0, nao temos certeza sobre o comportamento de f
quando avancamos T ao longo da direcao d.
Pelo Lema 3.7, vemos facilmente que Fy(Z) C F(Z). No entanto a igualdade vale

somente se a fungdo f é pseudo-convexa, ver [4].

3.1.3 O cone viavel linearizado

Da mesma forma que apresentamos uma melhor descri¢ao algébrica para o con-
junto das direcoes de descida, faremos o mesmo para o conjunto viavel em torno de
um ponto dado. Essa caracterizacao serd em funcao da linearizacao desse conjunto.

No que segue, indicaremos por VA(Z) a transposta da jacobiana de h no ponto T.

Definigao 3.8 Dado um ponto T € Q e o conjunto A(T), definimos o cone vidvel

linearizado de Q a partir de T, denotado por D(Z), como

D@)={deR"|Vh(@)'d=0 e Vyg;@)"d<0,VjecA@)}. (3.4)
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Segue da defini¢do que d € D(T), se e somente se, d é tangente as retrigoes de
igualdade (4ngulo reto com os gradientes) e d faz dngulo reto ou obtuso com os
gradientes das restricoes de desigualdade ativas.

Claramente D(T) é um cone nao vazio, pois 0 € D(Z). Além disso, é facil ver que
D(Z) é trivialmente convexo e fechado. Podemos também referir a ele como cone de
direcoes vidveis de 1* ordem ou cone determinado pela linearizacao das restricoes.

Para exemplificar, veja na Figura 3.3 a representacao geométrica do conjunto
vidvel

Q={reR" |22 -2z -y<0, e —1-y<0}

e do cone vidvel linearizado.

09,09 0g,x)

Figura 3.3: O conjunto vidvel e o cone vidvel linearizado transladado.

Agora, considere T € () e o conjunto definido por

Z)\Vh + Z wiVg;(T) | p; >0,VjeAXT) p . (3.5)

JEA(T

Veremos mais adiante que existe uma relacdo entre D(Z) e o conjunto G(T).

Inicialmente, estudaremos algumas propriedades desse conjunto.

Lema 3.9 Seja G(T) definido pela Equagao (3.5). Entao G(T) é um cone convero
fechado.

Prova. Vamos provar inicialmente que G(Z) é um cone.
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Considere s € G(Z) e t > 0 entao temos:

ts = Zt)\ Vhi(®) + > tuVg(E

JEA(T)
Como tp; > 0 temos ts € G(T).
Mostremos agora que G(Z) é convexo.
Considere
§1 = Z)\ ;Vh;(T Z 1 Vg;(T) com p; >0,

JEA(T

Z a;Vhi(T Z B;Vyg;(T) com B; >0

jEA(T

et € [0,1]. Observe que s; e sy € G(T).

Temos
t81 + (1 — t)Sz = zm:(t)\z =+ (1 — t)Olz)th(T) + Z (tuj + (1 — t)ﬁj)ng(E).
i=1 JEA(T)

Como tu; + (1 —t)B; > 0, concluimos que ts; + (1 —t)sy € G(T).
E finalmente vamos mostrar que G(Z) é fechado. Para isso basta mostrar que,
e (s*) C G() é uma seqiiéncia de vetores satisfazendo s* — s*, entdo s* € G(T).

Considere sem perda de generalidade A(z) = {1,...,q} e

¢i(z) = { hi(e). i=l..m : (3.6)

9iim(z), 1=m+1,....m+gq

Com isso podemos reescrever G(Z) como

m—+q
i=1
Assim, para matrizes B e C definidas apropriadamente, temos

G(z) = {By, Cy = 0}.

Em virtude do Lema de Caratheodory 1.52, podemos considerar as colunas de B

linearmente independentes, isto €, B tem posto cheio.
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Pelo Lema 1.51, a funcdo v — B~ é injetiva, ou seja, para todo s* existe um
unico 7, tal que
s¥ = By,. (3.7)

Desta forma temos que
v = (B*B)™'BT's".
J4 que s* € G(Z), devemos ter Cy;, > 0. Tendo em vista que s* — s*, obtemos

k—o00

Como Cy, > 0 temos que Cy* > 0.

Passando o limite em (3.7) obtemos
s* = By* € G(T).

Portanto G() é fechado. O
Sendo G(Z) um cone convexo fechado, temos pelo Lema de Farkas 2.8 que

P(P(G(z))) = G(z). Com isso podemos estabeler uma relagio entre os cones D(T)
e G(T).

Lema 3.10 Dado T € Q, temos que D(T) = P(G(Z)).

Prova. Considere d € D(Z) e s € G(T). Temos que

dTs =Y Nd"Vhi(@) + Y 1;d"Vg;(T). (3.8)
i=1 JEA®)
Como d € D(7), temos d*'Vh;(z) = 0 para todo i = 1,...,m e d* Vg;(z) < 0 para
todo j € A(z). Como u; > 0 temos de (3.8) que d’'s < 0 para todo s € G(T).
Pela defini¢do de cone polar, d € P(G(Z)).
Agora, considere d € P(G(T)), isto é,

d's <0 VseG@).

Em particular, como Vh;(Z) e —Vh;(T) sdo elementos de G(T), para todo i =
1,...,m, temos d'Vh;(z) < 0 e d*'(—Vh;(7)) < 0. Portanto, d*' Vh;(T) = 0, para
todo ¢ = 1,...,m. Além disso, como Vg;(Z) € G(T), para todo j € A(T), temos
d"Vg;(T) < 0, completando a demonstragao. O
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Veja na Figura 3.4 uma ilustracdo da igualdade D(z) = P(G(Z)). Note que,
quando nao hé restri¢des de igualdade, o cone G(T) é o conjunto de todas as com-
binagoes conicas dos gradientes das restri¢coes de desigualdade ativas. Além disso,
G(T) = P(D(x)). De fato, como visto no Lema 3.9, G(Z) é um cone convexo fechado.

Assim, basta aplicar o Lema de Farkas 2.8 para encontrar o resultado desejado.

g,< 0 gs 0

D(X)=P(G(x))

09,0 0 g,(x)

Figura 3.4: D(z) = P(G(x)).

3.1.4 O cone tangente

Nesta secao, concentraremos nossa atencao em um cone muito importante que
caracteriza uma melhor aproximagao do conjunto vidvel em torno de um ponto
dado. Utilizaremos este cone a fim de se obter uma conexao entre condi¢oes de
otimalidade e condigoes de qualificagdo. Vimos que V(Z), em alguns casos, como na
Figura 3.1, ndo fornece informacoes interessantes sobre a estrutura local do conjunto
Q préximo de Z. Introduzimos o cone tangente que fornece informacgoes sobre esta
estrutura, mesmo quando nao existem dire¢bes vidveis diferentes do vetor nulo, ou

seja, estudaremos a geometria local de {2 num ponto em termos de dire¢des tangentes.

Definicao 3.11 Uma dire¢do d € IR"™ € tangente a 2 C IR" a partir de T € €2, se e

somente se, existe uma seqiiéncia de pontos vidveis (z¥) € Q tal que ¥ — T ¢

k-7 d

— )
|zF —z[|  [|d]]

(3.9)
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Podemos ver que d é um vetor tangente a {) em T, se existe uma seqiiéncia (z*)

k¥ — T normalizado converge para d

de pontos de €2 convergindo para x tal que x
normalizado. Note que se d satisfaz (3.9), entdo ad também satisfaz, para todo
a > 0. Segue que o conjunto formado pelos vetores tangentes a {2 em T e pela
origem é um cone, chamado de cone tangente de €2 no ponto Z e denotado por 7T(T).
Diferentes definicoes de diregoes tangentes tém sido abordadas através dos anos,
[35]. O cone tangente que nos interessa foi primeiro considerado por Bouligand [7],
que o chamou de contigent cone. Apresentaremos trés versoes equivalentes desse
cone.

Pela definicao de direcao tangente, podemos escrever o cone tangente como

k_ % d
T(z) = {o}u{d €R"comd #0|3(z*) CQ 2" 57 tal que ||ik - ;n 7l } '
(3.10)

Ao contrario do cone viavel linearizado, o cone tangente nao é necessariamente

convexo. A Figura 3.5 ilustra como as direcoes tangentes se comportam no ponto

Z. No sentido intuitivo, dizemos que d “penetra” em €2 ou o “tangencia”.

Figura 3.5: Comportamento das dire¢oes tangentes.

Teorema 3.12 Uma dire¢do d é tangente a 2 C IR"™ a partir de T se, e somente
se, eristem uma seqiéncia (z¥) em Q e uma segiiéncia \y > 0 com A\ — 0 tais que
|zF — (Z + Aed)|| = o(Mg).
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Prova. Suponha d uma dire¢ao tangente. Sem perda de generalidade tome ||d|| = 1.

Logo, existe uma seqiiéncia vidvel (z¥) com

k=
i B
|z* — 7

Tome agora A\ = ||z¥ —Z]|. Com isso \; > 0 e como (z*) é uma seqiiéncia vidvel,
2% — 7, entdo A\ — 0. Logo temos
)

¢k —7

—d—0.
k
Segue que
k(7
k—o0 /\k
ou seja,
k_ (= k_ (= kE_ (=
lim || (T + Aed)|| ~ lim ||z (T + Med)|| ~ lim x (T 4+ \d) _o.
k—o0 )\k k—o0 |)\k:| k—o0 /\k:

Portanto ¥ — (Z + \yd) tende a zero mais rdpido que A, isto é:
2% — (T + Med)|| = o(\p)-

Para provar a reciproca, devemos mostrar que d é direcao tangente.

k

Por hipétese (zF) C Q, com isso z¥ é vidvel para k suficientemente grande.

Para provar que z*¥ — 7, temos que
0 < |lz* — 7| < ||o* — T — Med + Md|| < ||z — (T + Med) || + | Aed]]- (3.11)

Vemos facilmente pela hipétese que ||zF — (Z + M\xd)|| — 0 e ||Aed|| — 0. Com isso,
por (3.11)

|lz* —Z| — 0

e portanto ok — 7.

Para provar que =¥ # T temos por hipétese que:

k(=

Segue que

lim =d, (3.12)
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com iSso

|zF — 7z

lim I g =1 (3.13)

k—o0 /\k

Agora, suponha por absurdo que existe IN' C IN, infinito tal que ¥ = T para todo
k € IN'. Para k € IN' temos

_le* == _ 0

=0.
Ak Ak

Mas por (3.13) temos

N N’
ap — 1= ap — 1,

o que é um absurdo, pois oy, = 0 para todo k¥ € IN'. Com isso, ndo existe IN' infinito
satisfazendo z*¥ = 7 e portanto, existe ko > 0, tal que z* # T para todo k > k.
J& que ¥ #7T e A\ # 0, podemos dividir a Equagdo (3.12) pela (3.13), obtendo

37]6—5 )\k d
PR — .
Moo lek =zl ld]

k

Logo — d, completando a demonstragao. 0

|z* — |
Essa equivaléncia que acabamos de mostrar pode ser vista claramente na Figura
3.6. Na figura, ||d|| = 1 e, portanto, para cada k € IN a distancia entre os pontos T

e T+ A\gd é igual a A\;. Observe que d é tangente a {2 em T, se existe uma seqiiéncia

Figura 3.6: Ilustracao do Teorema 3.12
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(Ax) C RY com Ay — 0, tal que
dist(T + \ed, Q) = in£ ly — (T + Aed)|| = o( M),
ye

isto é, quando A, — 0 temos dist(T + A\¢d,€2) é de ordem menor que \g, 0 compri-

mento do passo na direcao d a partir de 7.

Teorema 3.13 Considere

(k) € Ry, () — 04,
A={deR"| 3(d*) c R", (d¥) — d, tais que - (3.14)
Z + td¥ € Qpara todo k € IN

Entao A =T(x), onde T(T) foi definido em (3.10).
Prova. Considere d # 0 € A. Fazendo

=7+ t,d* C Q,

k k

visto que tzd* — 0, temos ¥ — 7, ou seja, existe (z¥) C Q com 2*¥ — T que

juntamente com z* # T, vemos que x* é vidvel.
Segue que
F-7  hd
[t | I 7| I

Mas por hipétese d* — d, isto nos diz que

& d
a5 ldll”

Portanto
k-7 d

— )
=¥ =zl [|d]]

Logo d € T (7).

Por outro lado, considere d € T(Z) e tome

, It =3l
]

Vemos facilmente que t;, > 0 e t, — 0.

Temos que
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pertencente a {2. Logo tomando

k

x
d* = 7|Idll
|z* — ]
e por hipétese
ok -z d

.
|z =zl |l
concluimos que d* — d.

1
Para o caso em que d = 0, basta tomar t;, = A e d® =0. Assim

0 =7 pertencente a (2.

x| =

T+td =7+

Com isso d € A.
Portanto T'(Z) = A, completando a prova. O

Lema 3.14 Considere Q CIR™ e T € Q. Entdo T(T) é um conjunto fechado.

Prova. Considere (d*) C T(Z), com d* — d. Temos que verificar que d € T(Z).
Caso d = 0, temos imediatamente d € T(Z). Suponha entdo d # 0. Neste caso
podemos supor sem perda de generalidade que, d* # 0 para todo k € IN, pois
d* — d. Fixado k € IN, temos d* € T'(z). Portanto, existe (z¥7);cn C Q tal que

-z 5 d
lz59 =2 [la* |

LT e M=

Assim, para ¢ = —, existe j; € IN tal que se j > ji, entao

E,

. 1 . dk 1

ki _ 7l <« = kg~ iy
Em particular, para j = ji, temos
1 d* 1
L k
J— < — J— —
I~ < g e |o* gl <

k

onde zF = zF7* e ¢* = ¢¥J%. Tomando o limite quando k — oo, obtemos z*¥ — T e

dk
d]| ||| ||d I ||d||
i d
Logo ———— =¢F — o implica d € T (7). O
|z% — || 7l
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Na Secao 3.2 deste capitulo mostraremos uma condicao necessaria de otimalidade

envolvendo o cone tangente.

3.1.5 Relagoes entre o cone viavel linearizado e o cone tan-

gente

Até agora, estudamos algumas definigoes e resultados referentes a cone tangente
e cone viavel linearizado, cada um com suas caracteristicas. Obviamente existem
diferencas entre eles, mesmo sendo aproximacoes do conjunto viavel. Mostraremos
que qualquer direcao d pertencente ao cone tangente, também pertence ao cone

viavel linearizado.
Lema 3.15 Considere T € Q). Entdo T(Z) C D(T).

Prova. Considere d € T(Z), d # 0. Logo pela Defini¢ao 3.11 existe uma seqiiéncia
ok -z R d

i lz* =z ldll

A expansao de Taylor em torno de T fornece

vidvel (z¥) tal que ¥ £ 7, 2% - T e

0 = h(z*) = h(@) + VA@)" (2 — T) + o(||2* — 7).

J& que z* # T, podemos dividir esta expressdao por ||z*F — Z|| e sabendo que

h(Z) = 0 temos:
(@*=7)  olll«* =)

la* =z~ la* =7

Vh(z)" =0.
Passando o limite quando k£ — oo, obtém-se

s d

Vh(z) Tl =

0. (3.15)
Novamente usando Taylor em torno de T temos para i € A(T),
9i(T) + Vgi(@)" (z* —7) + o(||l2* — 7)) < 0.

Dividindo por ||z* — Z|| e sabendo que ¢;(Z) = 0 (restrigao ativa) temos:

(@t —7)  oll=* —7])

[a* =z [la* 7]

Vai(@)" <0.

Passando o limite com k£ — oo, obtém-se
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que junto com (3.15) fornece d € D(T). O

Podemos ver na Figura 3.7 que T'(7) = {(d1,0) | di > 0} e D(z) = {(dy,0) |
d; € R}. Assim, T(z) C D(z). No entanto T'(T) # D(Z).

D(X) % T(x)

Figura 3.7: Ilustracao do Lema 3.15

Pelos Lemas 2.3 e 3.15, temos que P(D(Z)) C P(T(Z)). No préximo exem-
plo mostramos que a igualdade P(T'(z)) = P(D(z)) pode nao ocorrer. Quando
P(T(z)) = P(D(7)) e T(7) é convexo, o Lema de Farkas 2.8 garante que 7(z) =
D(Z).

Exemplo 1 Considere as funcies hy : R*> - IR e g; : R? = IR definidas por

h,l (.’13) = T1T9

91(56) = —T1 — T2,

o conjunto Q = {x € R" | hi(z) =0, g1(x) < 0} e o ponto T = (0,0)7.

Vi (7) = ( g) e V(@) = ( j )

Temos que P(T(Z)) # P(D(Z)), pois

Note que

T(@) ={deR*|d, >0,dy >0,dydy = 0},

D) ={d € R’ | —d; —dy < 0},

P(T(z)) = {d € R? | d; <0,dy <0}
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P(D(@)={d€R?|d; <0,dy, <0,d; = dy}.

Este exemplo é ilustrado na Figura 3.8.

‘ ln
| (P (T(0))
P(T(0) .'ul\HHH
19,0
P(D(0)) g,(x)=0

Figura 3.8: P(T(7)) # P(D(T)).

Queremos obter condig¢oes para que P(T(z*)) = P(D(z*)) e relacionar esses
cones com condicoes necessarias de otimalidade e condicées de qualificacdo. Na
préxima se¢ao, iremos supor que num minimizador z* do Problema 3.1, P(T'(z*)) =
P(D(z*)) e desenvolver as condicoes de otimalidade de KKT.

3.2 Condicoes de otimalidade

Nesta secao, estudamos as condigoes que devem ser satisfeitas quando um z* €

IR™ dado é minimizador local do Problema

minimizar  f(x)

sujeito a h(x)

0
g9(z) <0

IN

Essas condicoes sao chamadas condigoes necessarias de otimalidade.
Recorde que 2 = {z € R" | h(z) = 0, g(z) < 0}, com h: R" - R™ e
g:R" — IRP.
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3.2.1 Problema irrestrito

Inicialmente, veremos uma condi¢ao necessaria de otimalidade para um problema

irrestrito, isto é, quando €2 = IR".

Teorema 3.16 Se x* é um minimizador local de um problema irrestrito, entdo
Vi(*)=0.

Prova. Considere d € IR" arbitrario. Pela definicdo de minimizador local, existe

uma bola B(z*,¢) tal que
flz*) < f(xz"+ M) VAe|0,e). (3.16)
Como f é diferenciavel, pela expansao de Taylor,
f(@* + Ad) = f(z*) +tV f(2")Td + o(N).

Dividindo a expressao por A > 0, e usando 3.16, temos

A
0< Vf(z*)d+ %.
Passando o limite quando A — 0, obtemos Vf(z*)'d > 0. Como d é tomado
arbitrario, podemos escolher d = —V f(z*), assim Vf(z*)Td = —||Vf(z*)| > 0.
Logo V f(z*) = 0. O

Perceba que necessitamos apenas do cédlculo das derivadas de f para verificar
esta condicao de otimalidade.

Nas secoes seguintes, veremos condicoes de otimalidade para o problema geral
do ponto de vista geométrico e condigoes que também necessitam do cdlculo das

derivadas de f e das derivadas das restrigoes.

3.2.2 Ponto de vista geométrico

Nesta se¢ao, nossa linha de analise serd baseada em diregoes viaveis, de descida
e tangentes.

O proéximo teorema diz que nao podemos dar um passo numa direcao de descida
a partir de um minimizador local e permanecer no conjunto viavel.

Recorde que o conjunto Fy(Z) foi definido em (3.3) e o conjunto de todas as

direcoes vidveis em relacdo ao conjunto €2 no ponto Z foi denotado por V(7).
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Teorema 3.17 Sex* € um minimizador local de f no Problema (3.1), entdo Fo(z*)N
V(z*) = 0.

Prova. Por contradi¢do, suponha que exista um vetor d € Fy(z*) NV (z*). Entao,

pelo segundo item do Lema 3.7, existe §; > 0 tal que
flz* +td) < f(z¥), Vte(0,0]. (3.17)
Além disso, pela Definicao 3.5, existe d > 0 tal que
r*+tdeQ, Vte|0,d). (3.18)

Ora, se d satisfaz (3.17), significa que pontos préximos de z* ao longo de d, ou seja,
x* + td, devem ter o valor da funcao objetivo diminuida, e j4 que z* é minimizador
local, estes pontos devem ser invidveis, portanto nao satisfazem (3.18). Logo ndo
existe d € Fy(z*) NV (z*). Portanto Fy(z*) NV (z*) = 0. O

Note que todo d € V(z*) é uma dire¢ao de subida. No entanto ja vimos que V (z*)
pode nao fornecer informacoes interessantes sobre a estrutura local do conjunto €2
proximo de z*. O préximo teorema afirma que num minimizador local z*, toda

dire¢do tangente é uma direcdo de subida, isto é, Fy(z*) N T(z*) = (.
Teorema 3.18 Se z* ¢ um minimizador local do Problema (3.1), entdo
Vi) 'd>0, VdeT(x"). (3.19)

Prova. Sem perda de generalidade tome ||d|| = 1. Temos que se z* é um minimizador

local de f em ) e d é direcdo tangente, entdo existe (z¥) C €, tal que z¥ — z* e

7:5]6 il —d
|z — 2| '

Para k suficientemente grande, temos

fa*) > f(z").
Aplicando a série de Taylor, temos:

f@) + V(@) (@* —2") +o(||a" —27|)) — f(z") >0,
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obtendo assim,

gt —a* o([|z* — =)
V()T > 0. 3.20
Rl P I P (320)
Como i .
7||$k_$*” —~d e zF—2*,
zk —x
basta aplicar o limite quando k¥ — oo em (3.20) para obter V f(z*)Td > 0. O

Veja na Figura 3.9 que —V f(z*) forma angulo obtuso ou reto com qualquer
diregao d € T'(z*).

Figura 3.9: d é uma direcao de subida.

3.2.3 Condicoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker

Em tultima andlise, gostariamos de condicoes necessarias de otimalidade que nao
se limitassem a estrutura geométrica. O exemplo mais classico é o da minimizagao

irrestrita como apresentado no Teorema 3.16.

Nesta secao veremos uma condicao de otimalidade classica e importantissima em
otimizagdo, que permite relacionar a funcao objetivo com as restrigoes, conhecida
por condi¢do de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Enunciaremos o teorema com uma
hipotese fraca mas dificil de ser verificada. Tal hipétese, dita condicao de quali-

ficacdo, sera discutida em detalhes no capitulo seguinte.
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Teorema 3.19 (Condigoes de KKT) Considere z* € Q um minimizador local
do Problema (3.1). Se P(T(z*)) = P(D(z*)), entdo existem \* € R™ e pu* € IR?

tais que:
—Vf(z Z/\*Vh )+ ZM;VQZ ),
/,I/;EO, j:17""p7
pigi(x*) =0, j=1,...,p.

Prova. Considere z* um minimizador local do Problema (3.1). Pelo Teorema 3.18
~Vf)'d <0
para todo d € T(z*). Pela defini¢ao de cone polar e pela hipdtese, temos

-V f(z") € P(T(z")) = P(D(z7)).

Sabemos do Lema 3.10 que D(z*) = P(G(z*)), assim

—Vf(az") € P(P(G(z")))-

Pelo Lema 3.9 sabemos que G(z*) é um cone convexo fechado. Entao pelo Lema de
Farkas 2.8 obtemos

—-Vf(z*) € G(z7),

ou seja, existe A\; com ¢ =1,...,m e y; com j € A(z*), tal que

~Vf(@ ZA Vhi(z®)+ Y pVgi(a)

JEA(z*)

com p; > 0 para todo j € A(z*). Como card(A(z*)) < p, para encontrar \* e p*
basta completar o vetor u* com zeros tanto quantos forem necessarios, isto é, basta

definir A\ = A; paratodoi=1,...,me

Hj

. _ ) Vie Ar)
0 caso contrario.

Assim, completamos a prova. 0

Uma interpretagao geométrica das condi¢oes KK'T consiste em dizer que o oposto

do gradiente da funcao objetivo é representado como uma combinagao linear dos
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gradientes das restricoes de igualdade somada com uma combinacao linear com
coeficientes ndo-negativos dos gradientes das restricoes de desigualdade ativas no
ponto z*.

Observe que o teorema tem por hipétese P(T(z*)) = P(D(z*)). Esta hipétese
¢ na realidade uma condi¢cao de qualificacao, introduzida em 1969 por Monique
Guignard [14] para dimens3o infinita e reformulada para dimensdo finita por Gould
e Tolle [13]. No préximo capitulo estudaremos outras condi¢oes de qualificagdo que
implicam P(T'(z*)) = P(D(z")).

O Teorema 3.19 havia sido enunciado com a hipétese de que T'(z*) = D(z*),
que foi enfraquecida para P(T(z*)) = P(D(z*)) por sugestao do Professor Ro-
berto Andreani, um dos membros da banca desta dissertacao. Cabe ressaltar que
a condigdo de Guignard, P(T(z*)) = P(D(z*)), é a condi¢ao de qualificacao mais
fraca possivel, como provado por Gould e Tolle em 1971, ver [13]. A condigdo de
qualificacdo T'(z*) = D(z*) é conhecida na literatura por quase-regularidade ou
condi¢do de Abadie, ver [1, 4, 5, 6, 10, 18, 20].

Vimos no Teorema 3.18 que
Fo(z*)NT(z*) =0 (3.21)

é uma condigao de otimalidade. Se utilizarmos a condi¢ao de qualificagao T'(z*) =
D(z*) em (3.21) obtemos
Fo(z*)ND(z*) =0

como uma outra condicao de otimalidade que é equivalente as condigoes de otima-

lidade de KKT, como sera visto no préximo teorema.

Teorema 3.20 Seja x* um minimizador local do Problema 3.1. Entdo existem

multiplicadores de Lagrange \* € IR™ e p* € IR? satisfazendo

m p
—Vi@) =Y AVhi(a)+ ) 1;Vgi(a),
=1

=1

se e somente se Fo(z*) N D(z*) = 0.
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Prova. Como ferramenta, lembremos que o cone G(7) ¢é definido como
Z)\Vh Z 1;Vg;(@) | 1 > 0Vj € A7)
JEA(T)

Inicialmente, vamos mostrar que se —V f(z*) ¢ G(z*), entdo existe d € D(z*)
para o qual Vf(z*)'d < 0. Como G(z*) é convexo e fechado, o Lema 1.73 garante

que existe § € G(x*) que é mais préximo de —V f(z*). Assim, § resolve o problema

(a")II” (3.22)

sEG

Visto que § € G(z*), temos t§ € G(z*) para todo t > 0. Logo ¢t = 1 é solugao do

problema
: A *\ 2
min ||¢5 + V£ (2")[[",
isto é 4
—||t§—i—Vf(:c*)||2 =0.
dt t=1
Com isso
2t8"8+ 25"V f(z*)|,_, = 0.
Desta forma
75+ Vf(z*) =0 (3.23)

Agora, seja s qualquer outro vetor em G(z*). Como G(z*) é convexo, temos:
fs+ (1 —0)s € G(z*) para todof € [0,1].
Ja que § é um minimizador de (3.22), temos
105 + (1= 0)3 + Vf(=")* > (|5 + V()"

Assim,
18 +06(s = 8) + VF(@")|” = |5+ Vf(z")|]” > 0.

Desta forma
2(s — §)T(§ +Vf(z*))+0|s— :§||2 > 0.

Passando o limite quando # — 07, temos

(s—=38)"(8+ Vf(z*) > 0.
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Assim
sT(3+Vf(@*) -85 (3 +Vf(@)) >0 (3.24)

e pela Equagdo (3.23), vemos que
sT(54+Vf(z*)) >0 para todo s € G(z*). (3.25)
Tome
d=—(8+Vf(z")). (3.26)

Observe que d”s < 0 para todo s € G(z*). Logo pela definicao de cone polar e
pelo Lema 3.10, d € D(z*).

Temos
Vi) d=(-5—d)Td=—-5"d—d"d=35"(5+Vf(z") —dd. (3.27)
Mas por (3.23), §7(8 + Vf(x*)) = 0. Assim
Vf(z*)'d=—d"d=—||d||* <o.

Como —V f(z*) € G(z*) e 5 € G(z*) temos que d # 0. Desta forma V f(z*)Td < 0.

Para mostrar a reciproca, tome d € D(z*). Assim,

m p
Vf(z*)Td = (_ D NVhi)'d=) u;vgj(x*)Td>
i=1 j=1
com u; > 0 paratodoj=1,...,pe uj =0 para j ¢ A(z*). Pela defini¢io de D(z*)
concluimos que V f(z*)Td > 0. Desta forma, Fy(z*) N D(z*) = . a

Nao podemos garantir que as condigoes de otimalidade de KK'T sejam verifica-
das sem exigir uma condicao de qualificagao. Veremos no exemplo seguinte que nem

todo minimizador local é um ponto estacionario (KKT).

Exemplo 2 Considere f : IR* = IR, g : IR> = IR? definidas no problema abaizo e

z* = (1,0) um minimizador local.

minimizar f(z) = —m
sujeito a  gi(z) =13 — (1 —2,)> <0
92(7) = =22 <0
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A regiao viavel é ilustrada na Figura 3.10. Note que

Vi) = ( N ) Vo) = ( f) ¢ Vonla) = ( ° )

Assim a condicao
Vi@®)+ Ve (z*) + peVge(z*) =0

nao é verdadeira. Portanto as condicoes KKT ndo se verificam.

0g,(X)

x=(1,0)'

gz(X)ZO 0 f(X*) \
9,(x)=0

0 gy(x)

Figura 3.10: Ilustracdo do Exemplo 2.

A discussao feita até aqui nesta se¢ao, pode ser resumida nos diagramas abaixo.

‘minimizador local z* ‘

Teorema3.18 P(T(z*)) = P(D(z"))|
FO(.’L'*) M T(.’E*) = (Z)‘ Teorema 3.19
T(z*)=D(z*) condicoes KKT

Teorema 3.20

condicoes KKT
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3.2.4 Condicoes de otimalidade de Fritz-John

Para concluir, podemos estabelecer condigoes de otimalidade sem exigir qualquer
condi¢ao de qualificagao. Introduzimos um multiplicador auxiliar nao-negativo puj
associado ao gradiente da funcao objetivo. Condigoes necessarias que envolvem esse
multiplicador sdo conhecidas como condig¢des de Fritz-John [22], propostas em 1948
e conhecidas como Regra estendida do Multiplicador de Lagrange [5, 15]. Esta
condi¢ao, além de analisar os gradientes da funcao objetivo e das restri¢oes, observa

o valor numérico das restricoes na vizinhanca de um minimizador.

Teorema 3.21 (Condigoes Necessdrias de Otimalidade de Fritz-John) Sez*

¢ um minimizador do Problema 3.1, entao existe escalar iy e multiplicadores Aj,--- , Ay,

€ Ui,y tais que
(1)
sV f (z +Z)\*Vh ) + Z,u]Vg] =0. (3.28)
(441) j15, AT, 5 Aps 15+ ++ 5 sy 8GO mdo todos nulos.

(iv) Em todo vizinhanc¢a V de x* existe um x € V tal que Afh;(x) > 0 para todo i
com Af #0 e pigi(x) > 0 para todo j com yj # 0.

Prova. Para esta prova, consideremos a funcao

Pela Proposicao 1.34, (g; ())? é continuamente diferencidvel com gradiente 2¢; () Vg;(x).

Considere também para cada k € IN o problema penalizado

wimizar  FE@) = [() 1 ©3 (hula ’“Z 2y Lo — o)
minimizar xTr) = €T — — —\||\T — X
2i:1 2 e 2
sujeito a xeSs
onde

S={rcR" ||z -2 <e}

ee>0¢étal que f(z*) < f(z) para todo = vidvel com x € S.
Como F* ¢ continua e S é compacto, pelo Teorema de Weierstrass 1.35, F*

possui um minimizador z* € S. Observe que (z*) é limitada, pois (z*) C S.
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Vamos provar que z* — z*.
Temos
F(a*) < FM(a),

e em particular

Segue que
k
f@h) + 5
2 i=1 j=1
logo
k . 1 .
0 < 5 (IAEHI + llg* ()IP) < £(27) = f(a*) = Slla" = 27|,

Mas (f(z*)) e (||z* — z*||?) sdo limitadas, pois (z*) est4 no compacto S. Assim,

Vz € S,

pois x* é viavel.

1A )I” + llg* (@) 1" — 0.

Com isso h(z*) — 0 e g*(a*) — 0.

Seja 7 um valor de aderéncia de (z*) e IN' C IN, tal que

75

(z(hi(xk»? - Z(g;w))?) tollet =P < f@) (3.29)

(3.30)

e como h(z*) — 0 tem-se h(Z) = 0. De maneira analoga tem-se g*(z) = 0. Portanto

z é vidvel. Vejamos que 7 = z*. De (3.30) obtemos

Fla) + 3

que aplicando o limite em IN’ fornece

1

]' * *
~|lz¥F = 2*|]? < f(z%),

f@ + 317 =2 < f(@).
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Como z* é um minimizador, f(z*) < f(z). Assim ||z — 2*|| <0, logo = z* e dai
N’ wa L.
z¥ = r*. Renomeando a seqiiéncia (z*) se necessério, podemos supor sem perda de

generalidade que zF — z* e ||2* — 2*|| < € para todo k € IN, isto é, ¥ € int(9).

Portanto
VF*(z*) = 0.
Reescrevendo, temos
V£(z") + Z kh;(z* )+ Z kg; (x MVgi(z*) +a2* —2* =0. (3.31)
i=1
Defina
m p
& =khi(z*) , F=kgf(@") e o= |1+ (€ +) (G
=1 j=1
Dividindo a Equacdo (3.31) por §*, obtemos
1
) + Z M hy(2*) + Z 1V g;(a*) + S —(aF — z*) =0, (3.32)
j=1
onde \ i
k 1 & . k J

Ho:5_ka /\f:(s_k’ 1217"':m7 szd_k: jzlvap
Pela construgio de y5, A e pf temos
m p
() + DO+ >_(5)* =1,
i=1

j=1

(3.33)

donde segue que a seqiiéncia (uf, \*, u*) é limitada, com isso possui uma sub-

sequéncia convergente, digamos
N * * *
(:u‘lg: /\ka ,U'k) — (:u'07 A ) )

Aplicando o limite em (3.32) e (3.33), tem-se

+Z)\*Vh +Zujvgj =0,
p

(15)* + D)+ D_(15)" =

Jj=1
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isto €, pg, AT, -+ s Ay p1, 0 0+, My, $80 &0 todos nulos e como u* >0 temos p* > 0.

Finalmente, para mostrar que a condicao (iv) é satisfeita, considere

I={i| X #0}, J={jlu>0}

Para i € I, se A} > 0 entdo \¥ > 0 para k suficientemente grande, pois \¥ — A}
e caso A} < 0, temos M\F < 0 para k suficientemente grande. Portanto de qualquer

modo, A\ > 0 para todo i € I. Da mesma forma, para j € J, tem-se /Lf,uj > 0.

Com isso
N kh;(zF)

oF
e portanto \!h;(z*) > 0, pois % > 0 para todo k e também

=X >0

pikgy (a*)
— g = Himg >0

logo 57 (2*) > 0. Como p} > 0 temos g (z*) > 0 e conseqiientemente g;(z*) > 0.
Com isso i5g;(x*) > 0. O

A condigéo (iv) é um tanto ndo usual. Ela afirma que as restrigées com multipli-
cador nao nulo podem ser violadas arbitrariamente na vizinhanc¢a de * de maneira
que o sinal da violagao coincida com o sinal do correspondente multiplicador. Além
disso, essa condigao implica a condi¢ao de complementaridade. De fato, se g;(y) < 0
para todo y numa vizinhanca de z*, entao p; = 0. Em particular no z*, se g;(z*) < 0

entao p; = 0.

Observe em (3.28), que se p§ > 0 o conjunto dos multiplicadores de Lagrange po-
dem ser obtidos pela divisao de cada multiplicador por pf, sendo assim um novo con-
junto com pj = 1, isto é, obtemos as condigoes KK'T. Em geral, qualquer condi¢ao

que garante uf > 0 pode ser pensada como uma condigao de qualificacao.

Observe que podemos sempre normalizar os multiplicadores tais que pu; = 0 ou

uy = 1. Obviamente, podemos usar qualquer normalizacao, tal como

m

(Be)>+ D6+ Y (1)° = 1.

i=1 Jj=1



Capitulo 4
Condicoes de Qualificacao

Reunimos neste capitulo, diferentes condig¢oes de qualificacao e resultados que
aparecem de forma dispersa na literatura, procurando apresentar demonstragoes
mais detalhadas e contra-exemplos diferenciados. Varias referéncias foram consul-
tadas, tais como [1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18, 20, 21, 29, 33, 36, 37].

Condigoes de qualificacdo sao ferramentas tteis na andlise de convergéncia de
métodos de otimizacao. A grosso modo, uma condicao de qualificagao pode ser en-
tendida como uma propriedade que garante que as condi¢oes de KK'T sejam validas
num minimizador local.

Vimos no Exemplo 2 do Capitulo 3 que podemos ter um minimizador local
sem que sejam validas as condigoes necessarias de otimalidade de KK'T, em outras
palavras, se * é um minimizador local do Problema (3.1) entao, ou ele é um ponto
KKT ou as restricoes nao cumprem uma condi¢cao de qualificacdo. Assim, se CQ
¢ uma condicao de qualificacao, a proposicao KKT ou Nado-C() é uma condicao de

otimalidade, isto é:
Minimizador local = (KKT ou Nao-CQ)

qualquer que seja a funcdo objetivo f, ver [30]. Portanto, assim como boas condigdes
de otimalidade devem ser fortes, boas condigoes de qualificacao devem ser fracas.
Iniciaremos nossa discussao, estudando algumas defini¢oes e resultados similares
de conjuntos de vetores linearmente independentes (LI) e linearmente dependentes
(LD), ndo muito conhecidos na literatura, mas que caracterizam algumas condicoes

de qualificagdo, ver [33].

Defini¢ao 4.1 Considere A = {a1,...,a;} e B = {by,...,b.} dois subconjuntos
finitos em IR™ tais que AU B # 0. Dizemos que (A, B) é positivo-linearmente

78
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dependente (PLD) se existem o € R! e € IR" tais que 8 >0, (o, 8) £ 0, e

l T
Zaiai + Zﬁjbj =0.
i=1 j=1

Se A = (), dizemos que B é positivo-linearmente dependente ou independente.
Se (A, B) nao é PLD, dizemos entdo que é positivo-linearmente independente (PLI).
Como veremos na Segao 4.1 deste capitulo, algumas condicdes de qualificacao
dependem da defini¢ao de conjuntos PLD e PLI. Entao ha necessidade de reconhecer
a classificacao destes conjuntos de vetores quanto a essas defini¢oes. Para isso,

facamos uma definicdo mais detalhada de conjunto de vetores PLI.

Definigao 4.2 Considere A = {a1,...,a;} e B = {by,...,b.} dois subconjuntos
finitos em IR™ tais que AU B # (. Dizemos que (A, B) é positivo-linearmente

independente se o sistema nas varidveis « € R' e f € R™ com 8> 0

l r
Zaiai + Zﬁjbj =0
i=1 j=1
tem unicamente a solucdo nula.

Assim como na dependéncia linear e independéncia linear de vetores, qualquer
subconjunto de um conjunto PLI é sempre PLI e um conjunto que contém um

subconjunto PLD é sempre PLD.

Lema 4.3 Sejam H; :IR" - IR", ¢+=1,...,l, G; : IR" = 1R", j =1,...,r funcoes
continuas. Considere T um ponto arbitrdrio em IR".

Se {H:1(Z), -, Hi(Z)}, {G1(Z),--- ,G,(T)}) € PLI, entdo eriste uma vizinhanc¢a
V de T tal que ({H1(y), -+, Hi(y)},{G1(y), -+ ,G:(y)}) € PLI para todo y € V.

Prova. Suponha por absurdo que para toda vizinhanca V' de 7,

({H.(y), -+, Hi(y)},{G1(y),--- ,G:(y)}) ¢éPLD

para algum y € V, ou seja, existe uma seqiiéncia (y*) C IR”, oa_f, ﬁ_]k nao todos nulos

comﬂ_fzo,talqueyk—)fe

l

D abHi(y*) + D BiGi(y*) = 0. (4.1)

=1
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Defina o _
WSS
[[(e®, B (e, 5
Assim,

D@2 +> ()2 =1, Vk. (4.2)

i=1 j=1
Dividindo a Equacio (4.1) por ||(c*, 8%)|| temos
l T
D afHi(y) + ) BiG; (YY) (4.3)
j=1

i=1

Vemos que (o, 3%) é limitada. Portanto, pelo Teorema 1.20 possui uma sub-

sequéncia convergente. Digamos que
k pky N
(", %) — (a7, B7),

para IN; C IN.

Passando o limite em IN; nas Equagdes (4.2) e (4.3) obtém-se

l T
> orH(T)+ Y BG;(T) =0.
=1 j=1

Portanto (a*, 8*) # 0. Como 8% > 0 temos 3* > 0, contradizendo a hipétese que

{H1(®),--- ,H(z)},{G:1(Z),--- ,G,(Z)}) é PLL O
Corolario 4.4 Sejam H; : IR" — IR", i = 1...,1 fungdes continuas e T um ponto
arbitrdrio em IR". Se {H,(%),--- ,H,(T)} é LI entdo existe uma vizinhanca V de T

tal que {H1(y),---, H,(y)} € LI para todo y € V.

Prova. Aniloga a demonstracao do lema anterior. 0

4.1 Diferentes condicoes de qualificacao

Discutimos nesta secao diferentes condicoes de qualificacao. Para tanto, apre-

sentamos, inicialmente, uma defini¢ao precisa de condicao de qualificagao.
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Considere h e g fungoes continuamente diferencidveis em IR" e
Q={ze€R"|h(z) =0, g(z) <0}

Defini¢ao 4.5 Dizemos que as restrigées h(z) = 0 e g(zr) < 0 cumprem uma
condi¢ao de qualificacdo em x* € Q quando, dada qualquer func¢do diferencidvel
que tenha minimo em x*, relativamente a §2, sejam satisfeitas as condigoes de oti-
malidade de KKT.

Demonstramos no capitulo anterior que vale KK'T em um minimizador z*, quando
P(T(z*)) = P(D(z*)). Pela definigao acima, esta condi¢ao é de qualificagdo. Além
disso, Gould e Tolle provam em [13] que esta é a condi¢ao de qualificagao mais fraca
possivel. Por outro lado, é dificil de ser verificada na pratica. Veremos entao outras
condigoes, tais como Slater, Mangasarian-Fromovitz, independéncia linear dos gra-
dientes, posto constante, dependéncia linear positiva constante, quase-normalidade
e quase-regularidade que implicam P(7T'(z*)) = P(D(z*)). Na sec@o seguinte discu-
timos as relacoes entre essas condicoes.

Primeiramente, estudamos uma situacao particular em que as restricoes do pro-
blema sao lineares. Neste caso as condi¢oes de KKT sao validas em qualquer mini-

mizador do problema.

Problemas com Restri¢coes Lineares.

Em programacao linear o objetivo é minimizar uma funcao f na qual as restri-
coes sao formadas por equacoes e inequacoes lineares, isto é, o problema pode ser

formulado da seguinte forma:

minimizar  f(x)
(P) sujeito a Mz =c
Az <D

onde A € R”*™ M e IR*“*", beIR' e c € R"™.
Veremos no préximo teorema que, se o conjunto viavel é formado apenas por res-

tricoes lineares, as condicoes de otimalidade de KKT se verificam num minimizador.

Teorema 4.6 Se todas as restricoes sdo lineares, as condi¢oes de otimalidade de

KKT sao necessdrias para caracterizar uma solucao otima.

Prova. Suponha z* um minimizador local do Problema (P). Sem perda de genera-
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lidade, podemos escrever o sistema Ax < b como

A
), < br
Ay by
onde Ajz* = by e Ayz* < by e A; € R?*". Entao em z*, o conjunto

B={d|Ad<0, Md=0}

é precisamente o conjunto das direcoes vidveis V (z*) (observe que B = D(z*)). Em
particular, para cada d € B,
Vf(x*)"d >0,

caso contrario d seria uma direcao viavel de descida em z*, violando a otimalidade

local, conforme Teorema 3.17. Desta forma o sistema linear
Vf(i*)Td<0, Ad<0, Md=0

nao tem solugao. Pelo Lema de Key 2.13, existe (u,v,w) com u > 0, v > 0 com
v=clu=1e
Vf(zHu+ ATv + MTw =0,

isto é,
—Vf(z*) = Afv+ M w.
Considere
. v, Viel
i 0, Viel
elA=w.

Assim obtemos
~Vf(z*) = M"A+ A",

completando a prova. O

Vamos considerar um ponto 7 € ) fixo em todo este capitulo.
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Condigao de Qualificagao de Slater.

Em varios problemas de otimizagao, o conjunto viadvel é um conjunto convexo.
E conhecido na literatura que minimizadores locais passam a ser minimizadores
globais, ou seja, as condi¢oes KK'T sao necessarias e suficientes. Definiremos abaixo

uma generalizagdo da condicdo de qualificacao de Slater [37].

Definicao 4.7 Dizemos que a condi¢do de qualificagao de Slater vale se h € afim,

g € conveza e existe T € S tal que

Como veremos ao longo deste trabalho, a condi¢ao de Slater é uma condicao de

qualificacao em qualquer ponto = € €.
Condicao de Qualificagcao de Independéncia Linear - LICQ.

Uma condicao de qualificacao cldssica muito conhecida na literatura é a inde-
pendéncia linear dos gradientes das restricoes de igualdade juntamente com os gra-

dientes das restri¢oes de desigualdade ativas.

Definigao 4.8 Dizemos que a condi¢ao de qualificag¢ao de indepedéncia linear (LICQ)
¢ satisfeita em T quando o conjunto dos gradientes das restricoes de desigualdade

ativas e das restricoes de igualdade sao linearmente independentes, isto é,

{Vhi(@) bieq,...my U{V (@) }jea@ € LL (4.4)

Porém, esta condigao exige muito das restricoes, no sentido de que um mini-
mizador pode satisfazer as condigoes KKT sem que satisfaca LICQ. Por exemplo,

considere o seguinte problema

minimizar  f(x) = x9
sujeito a g1
x)=—22 <0

Resolvendo KKT para este problema vemos que um minimizador é z* = (0, 0)7,

Vf(x*)=<(1)), Vgl(x*):((1]> e ng(x*)=<_01).

Assim, Vgi(z*) = —Vgo(z*). Portanto z* nao satisfaz LICQ, mas satisfaz KKT.

com

Veja Figura 4.1.
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g,< 0

0.g,(x)=0f(x)

EfS 0

0 gy(x)
Figura 4.1: Um minimizador x* nao satisfaz LICQ, mas satisfaz KKT.

Condicao de Qualificagao de Mangasarian-Fromovitz - MFCQ.

Para o caso em que as restricoes sdo apenas de desigualdade, uma outra condicao
de qualificacdo foi introduzida por Arrow-Hurwitz-Uzawa [3]. Esta condigao foi
generalizada por Mangasarian-Fromovitz [29], para o caso em que o conjunto vidvel

também possui restricoes de igualdade.

Definicao 4.9 Dizemos que a condi¢ao de qualificacdo de Mangasarian-Fromouvitz
(MFCQ) ¢é satisfeita em T quando os gradientes das restricoes de igualdade sao

linearmente independentes e existir um vetor d € IR" tal que:

Vh(@)Td = 0 e
Vg;(@)"d < 0, para todoj € A(T).

Observe pela definicao acima, que o vetor d deve formar angulo reto com os gra-
dientes das restricoes de igualdade e angulo obtuso com os gradientes das restrigoes
de desigualdade ativas.

Introduzimos na proposicao abaixo uma caracterizacao dual equivalente a condicao

de Mangasarian-Fromovitz.

Proposicao 4.10 (Condicao Dual de Mangasarian-Fromovitz) O pontoT sa-

tisfaz MFCQ se, e somente se, o conjunto

({Vhi(@) Yieqr,..m)» {V (@) }jeam) € PLL
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Prova. Suponha que = € (2 satisfaz a condigao de qualificagao MFCQ da Defini¢cao
4.9. Considere \; com i € {1,...,m}, p; > 0 com j € A(T) tais que

Z A\ Vhi(@ Z 1;Vg;(@ (4.5)
JEA(T
Multiplicando pela direcao d da Defini¢ao 4.9 temos
S NVh@Td+ Y 4 V@) d =0,
= J€A(T)

obtendo assim
i =0, VjeAx). (4.6)

Mas {Vh;(7)} é LI e de (4.5) e (4.6) temos que \; = 0. Assim

({Vhi(@)}ieqt,...mp» {V 95 (@) }jeaw) é PLL

Reciprocamente, considere a combinacao linear

i=1

Devemos mostrar que «; = 0 para todo 7 € {1,...,m}. Para isso, faca

i=1 JEA(Z)
Por hipétese de PLI temos a; = 0 para todo i € {1,...,m}.

Considere agora o seguinte problema de programacao linear nas varidveis (d, z):

minimizar  ¢(d, z) =
(PL) sujeito a Vhi(@)'d=0
Vy;()"d < 2

Suponha que exista solucao. Pelo Teorema 4.6, sao satisfeitas as condigoes de

otimalidade de KKT para o Problema (PL), ou seja, existem A;, p; com p; > 0 e

0+ Z ANVh(T) + Y V(@ (4.7)

1=1 JEA(T)
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i=1

JEA(z)

Desta ultima, temos

D=1

JeA(x)
e portanto existem \; com ¢ € {1,...,m}, p; > 0, j € A(z) ndo todos nulos tais

que a Equacao (4.7) se verifica, implicando assim que

({Vhi(x)}ie{l,...,m}, {ng(x)}jeA(i)) é PLD

contradizendo a hipétese. Portanto o problema é ilimitado. Com isso existe (d, 2)

vidvel tal que ¢(d, zZ) = —1 com
Vhi(T)'d =0,

Vg;(@)Td < -1 <0.

Logo d satisfaz MFCQ. 4

Em otimizacao é comum em alguns problemas substituir uma restricao de igual-
dade h;(z) = 0 por duas restri¢des de desigualdade (h;(z) < 0 e h;(z) > 0). Neste
caso, nao encontramos uma direcao d que forma angulo obtuso com seus gradientes,
portanto MFCQ nao se verifica. Uma condicao de qualificacao introduzida por Ja-
nin [21] em 1984 | se verifica quando este tipo de situacao acontece. Essa condicao
é chamada CRCQ), do inglés Constant Rank Contraint Qualification.

Condicao de Qualificagao Posto Constante - CRCQ.

Defini¢ao 4.11 Dizemos que a condi¢io de qualificacio de posto constante (CRCQ)
¢ satisfeita em T se existe uma vizinhan¢a V de T tal que para todo I C {1,...,m},

J C A(Z), o conjunto de vetores gradientes

{Vhi(y) bier U{Vg;(y) }jes
tem posto constante para todo y € V.

O teorema abaixo fornece uma melhor caracterizagao da condicao de posto cons-

tante.
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Teorema 4.12 Um ponto T € () satisfaz CRCQ) se, e somente se, para qualquer
Ic{l,...,m}, JC A(T), quando

{Vhi(z)} U{Vgs(@)} ¢€LD,
existe uma vizinhanca V de T tal que

{Vhr(y)} U{Vas(y)} €LD

para todo y € V().

Prova. Sejam I, J conjuntos de indices tais que
{Vhi(@)} U{Vgs(x)} éLD.

Seja V(Z) uma vizinhanga dada pela definicao de CRCQ.

Para simplificar a notagao, defina
V(z) ={Vhr(z)} U{Vgs(2)}.

Temos
posto(V(Z)) < card(V(T)),

pois V(Z) é LD. Pela hipétese de CRCQ, temos
posto(V(y)) = posto(V(Z)) < card(V(z)) = card(V(y)),

para todo y € V(Z). Portanto, V(y) é LD.
Para provar a reciproca, observe que o nimero de particoes de indices é finito.

Com isso podemos enumeré-los do seguinte modo

{(Ila Jl)a e ’(Ip’ Jp)’ (Ip-l—lﬂ ‘]p-i-l)’ T (Iq, JQ)}

onde
{Vhi,(2)} U{Vgs(2)}

é LD para ¢+ < p e LI para ¢ > p. Para simplificar a notagao, denote

Vi(z) = {Vhr(2)} U{Vgs(2)}.

Para i < p, por hipdtese garantimos que existe uma vizinhanga V;(7) tal que



Condigoes de Qualificacao 88

Vi(y) é LD para todo y € V;(T).
Para i > p, pelo Corolério 4.4 existe uma vizinhanga V;(T) tal que V;(y) é LI
para todo y € Vi(T).

Tome

Considere (1;, J;) uma particao arbitraria.
Se i > p, entdo posto(V;(y)) = card(; U J;) que é constante para todo y € V.
Se i < p, entdo V;(7) é LD. Considere

¢; =card(; UJ;) e p; =posto(V;(T)).

Observe que p; < ¢; pois V;(z) é LD.
Existem I; C I;, J; C J; tais que

card(; UJ;))=p; e Vi(z) éLL

Com isso, pelo Corolario 4.4, V;(y) é LI em V. Logo posto(V;(y)) > pi, para todo
yeV.

Suponha por absurdo que posto(V;(y)) > p;, para algum y € V. Entao existe
1€ (LUJy),l & (I;UJ;) com {V;(y)}U{V(y)} LI Por outro lado, {V;(Z)}U{V,(z)}
é LD, pois posto(V;(Z)) = p;. Entdo {V;(y)}U{V,(y)} também é LD, j4 que y € V.
Esta contradigao implica que posto(V;(y)) = p;, para todo y € V. O

Condicao de Qualificagao CPLD.

Uma outra condicao de qualificagao conhecida como Dependéncia Linear Positiva
Constante foi introduzida por Qi e Wei em [33] e utilizada para analisar convergéncia
de métodos de programagao quadrética seqiiencial (PQS). Mas os autores nao pro-
varam que a CPLD era de fato uma condicao de qualificacdo. Esta questao foi
apresentada como um problema aberto na Secdo 2 de [33]. Andreani, Martinez e
Schuverdt provam em [2] que a CPLD é uma condicdo de qualificagio e, além disso,
mais fraca que LICQ, MFCQ e CRCQ.

A CPLD foi originalmente definida da seguinte forma em [33]:

Definigao 4.13 (CPLD-original) Dizemos a condi¢do de qualifica¢ao CPLD-ori-

ginal € satisfeita em T se para todo Iy C {1,...,m}, Jo C A(T) com os gradientes

({th (E) }iEIm {ng (E) }jeJo)
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positivo-linearmente dependentes, existir uma vizinhanca V de T tal que os gra-

dientes
{Vhi(y) Yier, U{V;(¥) }iesn

sejam linearmente dependentes para todo y € V.

Observe que na CPLD-original, os autores necessitam apenas a dependéncia
linear na vizinhanga de Z. Em principio, como observam Qi e Wei em [33] esta
condicao é mais forte que a necessidade da dependéncia linear positiva na vizinhanca

de 7.

Definicao 4.14 Dizemos a condi¢ao de qualificacio CPLD é satisfeita em T se para

todo Iy C {1,...,m}, Jy C A(Z) com os gradientes

({th (E) }iEIm {ng (E) }jeJo)

positivo-linearmente dependentes, existir uma vizinhanca V de T tal que os gradien-

tes

{Vhi(y) Yiero, {V9;(¥) ien)

sejam positivo-linearmente dependentes para todo y € V.

Uma propriedade importante da CPLD é que esta condi¢do se cumpre sempre
que as restri¢oes sao lineares.
Assim como PLD implica LD, CPLD implica CPLD-original. No préximo teo-

rema, mostraremos que na realidade as duas versoes sao equivalentes.
Teorema 4.15 Se x satisfaz CPLD-original, entdo T satisfaz CPLD.

Prova. Para simplificar a notagao, denote

Vo1 (E) = (Vhlo(j)v Vi (E))

Suponha por absurdo que ¥ satisfaz CPLD-original e nao satisfaz CPLD, entao
existem Iy C {1,...,m}, Jy C A(Z) tal que Vy, ,(Z) é PLD mas Vy, s, (v*) é PLI,
com y’c — .

Como Vi, 5,(Z) é PLD, existe Ary, p5, ndo todos nulos tais que p; > 0 e

Z AiVhi(T) + Z 1;Vyg;(@) = 0.
Iy Jo
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Suponha que algum \;; # 0, para algum iy € I (a demonstragao para o caso em

que algum pu;, # 0 é inteiramente andloga). Entéo

X Vhiy(@) = Y AVhi(z +Z;ng

Io—{io}

Observe que Vh;,(Z) # 0, pois do contrdrio a CPLD-original implicaria V h;, (y*) =
0 para todo k suficientemente grande, contradizendo a hipétese que V, s, (y*) é PLL
Portanto, pelo Lema de Caratheodory 1.52, existem I; C Iy — {io}, J1 C Jp tais que

V1,.(T) é LI e existem escalares \;, f; com 7z; > 0 tais que

—X\i, Vhi, (T Z NVhi(Z) + Z V(T (4.8)

Sem perda de generalidade, assuma que \; # 0 para todo i € I; e 1; > 0 para todo
j € Ji. Pelo Coroldrio 4.4, V, 5,(y) é LI para todo y numa vizinhanga de Z. Por
(4.8) temos que

(Vhiutio)(T), Vg, (T)) 6 PLD.

Assim a CPLD-original garante que

{Vhnuin ()} U{Vgs(y)} éLD

para todo y numa vizinhanca de z. Isto implica que

{Vhnoey (")} U{Van (")} ¢éLD

para todo k suficientemente grande. Mas V7, s, (y¥) é LI para todo k suficientemente

grande. Portanto existe ko € IN tal que para todo k > ky, existe (a*, %) tal que

—Xig Vhi, (y Z o VR () + Z BEV g;(y"). (4.9)

Além disso, (af, B) # (0,0), pois como Vy, 1,(y*) é PLI, temos \;, Vhi, (y*) # 0.
Defina . i
gh = Q; o (k= .

B (Tl 7 ok, BRI

Observe que (o, 3¥) é limitada, pois caso contrério, isto é, se

1
I(a*, B*)|| = oo,
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dividindo a Equagao (4.9) por ||(a*, 8%)|| e passando o limite em IN' terfamos
0= Zgw + Zgjvg,

com ||(€,¢)|| = 1, contradizendo o fato que Vy, , (Z) é LI

k

Sem perda de generalidade, suponha que of — o, ¥ — (. Assim, passando

novamente o limite em (4.9), obtemos
— iy Vi, (T Z a;Vhi(T) + Z BV (@

Sabemos que (o, 8) # (0,0), pois \j,Vh;,(T) # 0. Junto com (4.8) e o fato de
V1,5, (%) ser LI temos \; = o; e fi; = f;. Como ); # 0 para todo i € Iy, i; > 0
para todo j € Ji, af%aizxieﬁf—)szu_jtemOS af;é()eﬁ]’-“>0paratodok

suficientemente grande. Assim (4.9) significa que

(Viugiorh(v"), Vi, g(y"))

é PLD, contradicao. 0

Condicao de Qualificagcao Quase-Normalidade.

Recorde que os multiplicadores y, AT, - .., Ay, i, - - -, p, definidos em (3.28), po-
dem ser escolhidos tais que g = 1 se as condigbes (i)-(iv) do Teorema 3.21 ndo se
verificam quando pj = 0, isto é, a condigao de qualificacao quase-normalidade defi-

nida abaixo é satisfeita em 7.

Definicao 4.16 Dizemos que a condi¢cao de qualificacao quase-normalidade € satis-
feita em T se ndo existem escalares \; com i € {1,...,m} e p; com j € A(T) tais

que:
(i)
Z AV hi(T Z 1V 9;(

JEA(T
(16) pj > 0.
(iit) A; e pj sdo ndo todos nulos.

(iv) Em toda vizinhang¢a V de T existe um ponto © € V tal que \;h;i(x) > 0 para
todo i com \; # 0 e pjgj(x) > 0 para todo j com p; # 0.
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Um ponto que satisfaz a condicao quase-normalidade é chamado de ponto quase-
normal.

Recorde que mostramos no capitulo anterior que o item (iv) implica a condicdo
de complementaridade.

Se z* é um minimizador local satisfazendo a condicao de qualificacao quase-
normalidade, as condi¢oes de otimalidade de Fritz-John 3.21 sdo satisfeitas apenas
se ugy # 0. Portanto x* satisfaz as condi¢oes KKT, ver [5].

Ao contrario da condi¢ao de Mangasarian-Fromovitz, a condicao de quase-nor-
malidade nao deixa de ser satisfeita quando se substitui uma restri¢ao de igualdade

por duas de desigualdade.

g(x) <0} se,
g(z) < 0}.

Lema 4.17 Um ponto T € quase-normal para o conjunto {h(x) = 0,
e somente se, € quase-normal para o conjunto {h(z) <0, —h(z) <0,

Prova. Primeiramente suponha que Z ndo é quase-normal para o conjunto {h(z) <

0, —h(z) <0, g(x) < 0}. Logo existem 7,6, u > 0 ndo todos nulos tais que

> uVhi(@) +) 6V + ) Vg (4.10)
i=1 i=1

JEA(Z)

e para toda vizinhanca V de T, existe x € V tal que v;h;(z) > 0 para todo ¢ com
v # 0, 6;(—hi(x)) > 0 para todo i com 6; # 0 e u;g;(x) > 0 para todo j com u; # 0.
Defina \; = 7; — §;. Assim da Equagao (4.10), tem-se

ZA Vhi(@ Z 1 V(@

JEA(T

Portanto existem A, u satisfendo os itens (i) e (ii) da Defini¢ao 4.16.

Temos que \;h;(x) = v;hi(x) — 6;hi(x) > 0 sempre que A; # 0.

Vamos mostrar que Aj, i; sdo nao todos nulos. Mas por hipétese, v,d,u > 0
e ndo todos nulos. Se existe p; > 0, ndo hd nada a provar. Suponha entao, que
p; = 0 para todo j. Temos que provar que existe A; # 0. Por contradicao, suponha
que \; = 0 para todo 7, isto é, v; = §; para todo 7. Mas como = 0e v,6 > 0
sdo ndo todos nulos, existe algum y; = §; # 0. Sabendo que v;h;(x) > 0, temos que
d;hi(z) > 0, absurdo. Portanto ); # 0 para algum i. Assim, T ndo é quase-normal
para o conjunto {h(z) =0, g(z) < 0}.

Para provar a reciproca, suponha que T nao é quase-normal em relagao ao con-

junto {h(z) =0, g(z) < 0}. Entdo existem escalares \; com i = 1,...,m e pu; com
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J € A(Z), nao todos nulos, com y; > 0 para todo j € A(T),

Z)\ Vhi(T Z iV, (T (4.11)

JEA(T)

e tal que para toda vizinhanga V de T existe & € V' tal que \;h;(Z) > 0 para todo i
com \; # 0 e p;g;j(Z) > 0 para todo j com pu; # 0.
Defina v; = A\ e §; = A, , onde

M=

(3

Ai, seX; >0 N — 0, seX\>0
0 se) <0 ’ ! -\ se)\; <0 '

Assim \; =; —d; e ¥ > 0, > 0. Substituindo em (4.11) obtemos

Z%Vh 25 Vhi(@) + Y V(@

JEA(T)

isto é,

Z%Vh +Z(5v + ) V(@

JEA(T)

Assim sendo, pela defini¢do de ;,d; e p;, os itens (i), (ii) e (iii) da Defini¢ao 4.16
sao satisfeitos para o conjunto {h(z) < 0,—h(z) < 0,g(z) < 0}. Vamos mostar que
o item (iv) também vale. Seja V uma vizinhanc¢a de T. Como vimos acima, existe
& € V tal que \;hi(2) > 0, para todo i com A; # 0 e p;g;(Z) > 0 para todo j com
w; # 0. Caso ; # 0, temos ¢; = 0. Assim \; = +; e portanto,

Yihi(2) = Aihi(2) > 0.

Se 6; # 0, temos 7; = 0. Logo

Portanto, T nao é quase-normal em relagao ao conjunto {h(z) < 0, —h(z) <0, g(x)

O IA

0}, completando a prova.

Condicao de Qualificagcao Quase-Regularidade.

No capitulo anterior, apresentamos uma prova para as condicoes KK'T utilizando
a condi¢ao de qualificagao P(T'(z*)) = P(D(z*)), introduzida por Guignard [14] em

1969, e vimos que esta condicdao é a mais fraca possivel como provado por Gould
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e Tolle [13] em 1971. Uma outra condigao de qualificacao, bastante fraca e que
implica na condi¢do de Guignard é a condi¢do quase-regularidade. Esta condigao foi
introduzida em 1967 por Abadie [1] para o caso em que as restrigdes sdo apenas de
desigualdade. A quase-regularidade é no entanto uma generaliza¢ao dessa condicao,
para o caso em que o conjunto viavel também possui restricoes de igualdade. Porém,
na literatura observamos que a condi¢ao de qualificagao quase-regularidade também

é chamada condi¢ao de qualificacao de Abadie, ver [4, 5, 6, 10, 18, 20].

Definicao 4.18 Dizemos que a condi¢do de qualificacdo quase-reqularidade é satis-

feita em T quando ocorre a igualdade T(T) = D(T).

Na secao seguinte, mostraremos a relacao entre as condigoes de qualificagao a-

presentadas nesta dissertacao.

4.2 Relacoes entre as condicoes de qualificacao

Do ponto de vista pratico, é interessante analisar qual é o status de uma condicao
de qualificagao em relagao as outras condigoes conhecidas na literatura. Esta secao
serd dedicada a estabelecer as relacoes existentes entre as condicdes de qualificagcao
discutidas na secao anterior. Provaremos as implicagoes validas e apresentaremos

contra-exemplos para as respectivas reciprocas.

4.2.1 Implicacoes

Teorema 4.19 Se wvale a condi¢cao de Slater, entdo todo ponto vidvel T satisfaz
MFCQ.

Prova. Como vale a condi¢ao de Slater, as restricoes de igualdade sdo lineares, ou
seja, cada restrigdo h; pode ser escrita como h;(z) = a! z + b; e cada restrigio g; é
convexa. Além disso, existe € Q2 com ¢(z) < 0.

Pelo Teorema 1.69 tem-se
0> g;(7) > g;(z) + Vg;(@)" (7 — 7).
Seja d =7 — 7. Para j € A(T) tem-se g;(7) = 0, logo

ng (E)Td < 0.
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Para i € {1,...,m} tem-se h;(z) = h;(T) = 0. Dessa forma
Vhi(@)'d = al (7~ 7) = (a7 +b) — (a7 +b) = 0.

Para concluir a demonstragao, suponha sem perda de generalidade que o conjunto
de vetores {Vh;(T)}icqi,..my é LI, pois equagées lineares redundantes podem ser
eliminadas sem alterar (2. O

E interessante notar que se as restricoes de desigualdade sao convexas e as de
igualdade sao funcoes afins, entao a reciproca do teorema acima é verdadeira con-

forme o teorema abaixo.

Teorema 4.20 Se g € conveza e h € afim e T satisfaz MFCQ, entdo vale a condi¢do
de Slater.

Prova. Seja d € IR" tal que VAh(z)"d = 0 e Vg;(z)"d < 0 para todo j € A(T).

Como g;(Z) = 0 e por Taylor, temos

9@+ 0d) _ g @Td+ ?

Segue que para a > 0 suficientemente pequeno, ¢;(T + ad) < 0. Sem perda de
generalidade, para j € A(T), ¢;(T + ad) < 0. Assim, g(z) < 0, onde T =T + ad.

Para i € {1,...,m}, temos pela linearidade de h; que

Como h;(T) =0 e Vh;(T)"d = 0 obtemos, usando Taylor,

ha(d) = h,-(f;—ad) _ OS)-

Passando o limite quando o — 0, obtemos h;(d) = 0. Assim, h;(Z) = 0, onde
T=7+ad. O

Teorema 4.21 Se x satisfaz LICQ), entao T satisfaz MFCQ.

Prova. Suponha sem perda de generalidade que A(Z) = {1,...,q}. Considere a

matriz A cujas linhas sao formadas pelos gradientes das restricoes de igualdade e
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pelos gradientes das restricoes de desigualdade ativas, ou seja,

[ Vi (z)! ]
Vh,(Z)T
V. (z)"

| ng(j)T ]
Considere b € IR™ dado por b; = 0 para todoi=1,...,m e b; = —1 para todo
je{m+1,...,m+q}.

Como as linhas de A sao linearmente independentes, o sistema
Ad=b
tem solucdo. Seja d uma solucio. Entdo
Vh(z)'d =0,

Vgi(T)'d=—1<0, paratodoie€ A(T).

Sabemos que um subconjunto de um conjunto linearmente independente é linear-
mente independente, logo {Vh;(Z)}icq1,..,m) € linearmente independente, comple-
tando a demonstracao. O

Uma forma alternativa para demonstrar o lema anterior, seria usar a condic¢ao
dual de Mangasarian-Fromovitz 4.10. Para isto, basta observar que a condi¢ao LICQ

implica que o sistema

=1 JEA(T)

nas variaveis A e p s6 tem a solucao nula. Logo, a condi¢ao (4.12) é menos restritiva
do que a condigdo (4.4).
Assim como a condi¢do de Mangasarian-Fromovitz é implicada por LICQ, o

mesmo acontece com a condicao de Posto Constante.
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Teorema 4.22 Se x satisfaz LICQ), entao T satisfaz CRCQ).

Prova. Considere I = {1,...,m}. Assim
{Vhi(@)} U{Vgaz(Z)}é L1
Entdo existem 2™ = r parti¢des de indices {(I3,J;), -+, (I}, J5)}. Para cada

(15, J5),
{Vhy(@)} U{Vygy(@)}é LI

logo pela continuidade dos gradientes e do Corolario 4.4 existe V;(7) tal que

{Vhi(y)}U{Vg;(y)}é Ll (4.13)

para todo y € V(7).

Considere )

V=V
i=1
(I§, J§) uma partigao arbitraria e ¢* a cardinalidade de I{UJ;. Por (4.13), concluimos
que

posto{ Vh;(y) U Vgyi(y)} = ¢
para todo y € V(Z), completando a demonstragcao. O
Teorema 4.23 Se T satisfaz MFC(), entdo T satisfaz CPLD.

Prova. Sabemos da Proposicao 4.10, que

({Vhi(j)}ie{l,...,m}a {ng(f)}jeA@)) é PLI.

Assim por vacuidade a CPLD ¢ satisfeita. O

Teorema 4.24 Se x satisfaz CRC(Q), entdo T satisfaz CPLD.

Prova. Trivial, devido ao fato de que PLD implica LD e pelos Teoremas 4.12 e
4.15. O
O lema seguinte é uma preparacao para mostrar que a CPLD implica a condicao

quase-normalidade.
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Lema 4.25 Sejam f, f1,..

e

fe iR => R el tais que {Vfi(a),...,Vf,(a)} é LI

Vi(z) € [Vfilx), ..., V()]

(subespaco gerado) para todo x em uma vizinhanc¢a Vi de a. Entdo existem vizi-

nhangas V de a, U de fr(a) e uma funcio ¢ : U — IR tal que f(z) = o(f1(x)) para
q

todo x € V. Além disso, se Vf(a) = Z)\in,-(a), entdo \; = g;p (fr(a)). Obs.:
i=1 L
fi
usamos fr para indicar :
fq

Prova. Suponhamos sem perda de generalidade que as primeiras ¢ linhas da matriz
(Vfi(a)...Vf,(a)) € R

formam uma matriz inversivel em RR?Y. Seja F : R" — IR" dada por F(z) =

df1 of
( ——(a) —L@) 0 0
(fl(ac)\ 8301: 6:61:
: 9 ' 9 :
fa(@) ) Oagy 0 - 0
I . Temos F € C! e Jp(a)T = 8?‘3 agj@q
Zq _“Ja
.+1 Pron Do (@) 1 0
\ In 8f1: af
\ o, (a) 83:Z (@) 0 1 )

Como a submatriz ¢ x ¢ do bloco esquerdo superior é inversivel, Jp(a) também é
inversivel. Pelo Teorema da Funcao Inversa 1.43, existem vizinhancas V C V; de a e
W de F(a) tais que F': V — W é inversivel com inversa G : W — V diferencidvel.
Note que se

91

9n
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entao

[ f1(G(w) )

fo(G(w))
9q+1(u)

\ gn;u) ]

Donde segue que f;(G(u)) = w;, 1 = 1,...,q e gj(u) = u;, j = q+1,...

Derivando as ¢ primeiras equagoes, obtemos
Vi(G)) Ja(u) = (0---1---0) =¢;.
Defina © : W — IR por O(u) = f(G(u)). Assim
Jo(u) = Vf(Gw)T Ja(u).
Por hipétese, temos

Vi(Gw) € [VA(G(w)), ..., V(Gu))],

para todo u € W. Portanto,

e conseqilientemente,

q q

Jo(u) =Y M)V (G) Ja(u) =) Ai(w)e] = (M(u) ...

i=1 =1

Em particular, para todo u € W,

)

auj(“) , j=q+1,....n

99

(4.14)

Isto significa que © nao depende das varidveis uy, J = {¢+1,...,n}. Tomando

por exemplo

b= F(a) = ( fr(a) ) ’
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temos © ( " ) =0 ( " ) , para todo u = ( " ) € W. Definindo
Uy ay Uy
. ur
U=p7‘0]IW={uI|( )EW},
Uy

temos que U é uma vizinhanga de fr(a). Além disso,

xéV:(fI(x))eW#(fI(x))eWefI(x)eU.

Zy ay

Defina entao ¢ : U — IR pondo

go(u;):G)(ZI>.

f(@) = F(G(F()) = O(F() = © ( fi(@) ) e ( fi(@) ) — o(fi(a)).

Deste modo,

Para completar a demonstracao basta aplicar a definicao de derivada parcial, ob-

aU/i 1 _6UZ a ) =1,...,q,

que junto com (4.14) fornece o resultado desejado. Il

tendo imediatamente

A demonstragao do teorema seguinte foi inspirada no trabalho de Schuverdt [36],

porém com algumas modificacoes.
Teorema 4.26 Se z satisfaz CPLD, entao & satisfaz a condicdo quase-normalidade.

Prova. Suponha por absurdo que Z nao é quase-normal. Entao existem J\;, y;, ndo

todos nulos, tais que y > 0,
i=1 JEA(T)

e para toda vizinhanga V de T existe x € V tal que A\hi(x) > 0, se \; # 0 e

pigi(z) > 0, se p; > 0. Esta dltima condicdo significa que existe uma sequéncia
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¥ — T tal que h;(z*) > 0, se \; > 0; hi(z%) < 0, se \; < 0 e gj(z*) >0, se p; > 0.
Sejam
I ={i| \i > 0},

Jo={j | n;>0}.

Sabemos que I U Iy U Jy # 0. Vamos supor que I # . Os casos em que I; # ()

ou Jy # ) sdo inteiramente andlogos. Considere [ € If. De (4.15) obtemos

—“NVh(z) = > \Vhi(z +Z)\ Vhi(z +Zu,vgj
{1}

Temos Vhy(Z) # 0, pois do contrario a CPLD implicaria Vh;(y) = 0 para todo y
em uma vizinhanca de Z. Dal h; seria constante nesta vizinhanca. Em particular,
hi(z*¥) = hy(Z) = 0, uma contradigdo. Pelo Lema de Caratheodory 1.52, existem
I, cIf —{l}, I Cl,,JC Jyeescalares \;, fi;, tais que \; > 0,se i € I; \; <0,
seve€l_; ;> 0,sej€J;

—\Vh(z Z NiVhi(z) + Z \iVhi(z) + Z 1V 9;(x) (4.16)

e {Vhr,(z),Vhi_(T),Vgs(Z)} é L1 Pelo Coroldrio 4.4,
{Vh1+ ), Vhr_(y ),ng(y)} é LI (4.17)
para todo y em uma vizinhanca V; de Z. A relacdo (4.16) diz que
({Vh(z),Vhi, (%), Vhi_(Z)},{Vgs(T)}) éPLD.
Assim a CPLD garante que
({(Viuly), Vhi, (y), Vhr_(y)},{Vgs()}) ¢ PLD

para todo ¥ em uma vizinhanca V, C V; de Z. Portanto, usando (4.17), concluimos
que
Vh(y) € [Vhi (y), Vhi_(y), Vs (y)]



Condigoes de Qualificacao 102

(subespaco gerado), para todo y € V5, 0o mesmo ocorrendo com V(—X\h;)(y). O
Lema 4.25 pode entdo ser aplicado para fornecer uma funcio ¢ € C!, definida em
uma vizinhanca U de (h;, (z), hi_(Z), 9;(Z)) = 0 e uma vizinhanca V C V, de z, tal
que

—Nihu(y) = @ (hey (v), he(9), 94(v))

para todo y € V;

Op < .
an (0) = )\Z', 1€ _l_|_ ul_
‘ 0
@ _
=700) = iis J
Note que

Vo) = (Vo) Vo) Vie)T).

Como Vr,¢(0) = Az, >0, Vi ¢(0) = A1 <0e V;0(0) =fs > 0, a continuidade
de Vg assegura que existe uma vizinhanca U; C U de 0 tal que Vi, p(v) > 0,
Vi_¢() <0e Vyp(v) >0 para todo v € U;. Pelo teorema do valor médio, temos

p(u) = p(u) — (0) = Ve(&u)" (u—0) = Ve(u) u,
onde ¢ € (0,1). Em particular, para uf = (hr, (2*), hy_(2¥), g;(2¥)), temos
—Alu(z*) = o(u*) = V(€u*) u". (4.18)

Como [ € I, temos
N>0 e R(aF)>o. (4.19)

Por outro lado, u* € U; e portanto £uf € Uy, para todo k suficientemente grande,
donde segue que Vp, p(§uf) > 0, Vi_¢(&uF) < 0 e Vyp(Eu*) > 0. Além disso,
hr, (zF) > 0, hy_(2*) < 0 e g;(z*) > 0. Assim,

Vo(Eu*) uh = Vi, o(€u")Thi (a%) + Vi_p(Eu®)Thi_(a*) + Vy0(6u") T g,(z*) > 0,

que junto com (4.18) e (4.19) nos leva a uma contradicao. O

Mostraremos agora a relacao entre a condi¢do de qualificagdo quase-normalidade
e quase-regularidade. Iniciamos com algumas consideracoes e apresentando alguns
lemas preparatorios. Primeiramente, em virtude do Lema 4.17, vamos assumir que
Q={zeR"|g(z) <0}
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Considere
J={j€A@) | Vgj(@)"d=0 Vde D)},
D(z)={deR"| Vyg;(@)"d=0,j €], Vyg;(z)"d < 0, j € A@)\T}.

Definimos o conjunto Q como
Q={zeR"|g(x) <0,jeJ}

e denotamos o cone tangente de Qa partir de T, por T5(Z).
O caso onde o conjunto J é vazio, dizemos por convencio que Q= IR"™, neste
caso, todo vetor T € Q ¢ quase-normal e T5(7) = Dg ().

E fAcil ver que o cone viavel linearizado de Qa partir de x é
Do(®) = {d € R" | Vg,()"d < 0, j € T},

e que o conjunto das restricoes ativas de Qé J, isto é, As(z) = J.
Lema 4.27 Dado d € Dg(Z), temos Vg;(T)"d = 0 para todo j € J.

Prova. Suponha por contradicio que existe [ € J tal que
Vg (z)'d < 0. (4.20)

Para simplificar a notacdo, denote I = A(Z)\J e r = card(I). Pela definicio de J,
dado i € I, existe d' € D(T) tal que

V(T )TdZ < 0.

~ 1 . ~
Defina d = — Zd’. Pela convexidade de D(7), d € D(z). Conseqiientemente
r
icl

V(T )Td—O Vi€ J.
Além disso,
Vg (z)'d <0 Viel.

Defina a fungao t — ¢(t) = Vgr(z)T ((1 —t)d + td) . Note que ¢(0) = Vg;(z)7d <
0. Por continuidade, existe £ > 0 tal que o(f) < 0. Considere d = (1 — #)d + #d.
Assim Vg7(z)'d < 0. Como d € Dg(T), pois Dg(T) é convexo, temos

Vg7()"d < 0.
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Portanto d € D(Z). Como [ € J
Va(7)'d=0.
Mas, por outro lado, usando o fato que d € D(Z) e (4.20), temos
Vo) 'd=(1-1D)Vg@)"d+1Ve(®)d <0,

o que resulta em uma contradicao. 0
Usando o lema anterior, podemos reescrever o cone viavel linearizado de € a

partir de * como
Dg={deR"|Vy;(x)"d=0,Vj€e J}.
Veremos no préximo lema que o fecho de D(z) é D(z), onde agora
D(z) ={d € R" | Vg;(x)"d <0, j € A@)}.
Lema 4.28 D(z) = cl(D(z)).

Prova. Seja d € D(Z). Devemos mostrar que existe (d¥) C D(z) tal que d* — d.
Caso J = A(T), temos d € D(T) e assim podemos escolher d* = d para todo
k € IN. Se J # A(T), note que para todo j € A(Z)\J, existe d; € D(T) tal que
Vy,(@)Td; < 0. Seja r = card(A(T)\J). Defina

Como D(T) é convexo, d* € D(Z) para todo k € IN. Assim, se j € J, entdo
Vg;(@)Td* = 0. Caso j € A(T)\J, temos

Voi@) = (1= ) V@ d+ X Vo) d+ Voy@)'d; <o

leé;(:j)\J
Portanto d* € 13(5) para todo k € IN. Além disso, vemos claramente que d* — d,
ou seja, d € cl(D(T)).
Reciprocamente, se d € l~)(T), entdao Vg;(z)"d < 0, para todo j € A(z). Logo,
d € D(z). Portanto, D(Z) C D(z). Como D(Z) é fechado, o Lema 1.23 garante que
cl(D(z)) C D(z). Isto completa a prova. O
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Lema 4.29 Um pontox € S) é quase-normal em €) se, e somente se, é quase-normal

em ﬁ

Prova.

Observe que que ) C Q. Assim, se T é quase-normal em €2, entao é quase-normal
em €, pois J C A(T).

Para provar a reciproca, suponha por contradicao que T é quase-normal em Q,
mas nao é quase-normal em (2.

Como T ndo é quase-normal em (2, existe ;; > 0 ndo todos nulos com j € A(T)

satisfazendo
> V(@) =0 (4.21)
J€A(T)
e tal que para toda vizinhanga V' de 7, existe x € V' com p,g;(x) > 0 para todo j
com p; > 0.

Como T é quase-normal em €2 e Ag(T) = J, existe i € A(T) \ J tal que p; > 0,
pois caso contrario T nao seria quase-normal em 62, e existe d € D(T) tal que para
i € A(T) \ J temos

Vg(@)"d < 0. (4.22)

Multiplicando a Equacgéo (4.21) por d, temos

Z ungj(f)Td =0. (423)

JEA(T)

Como A(7) = JU{A(7) \ J}, podemos reescrever a Equacio (4.23) como

D Ve @ d+ Y V@) d+ V() d = 0.
jeJ J€A@NT
J#i
Pela definicio de D(T), do conjunto J e pela Equacdo (4.22), temos que a ex-
pressao acima nao pode ser nula, chegando a uma contradi¢ao. Portanto = é quase-

normal em €2. O

Lema 4.30 Se T5(T) = Dg(T) entdo T(T) = D(T), onde Dg(T) € o cone vidvel

linearizado de Q) a partir de .

Prova. Vemos facilmente que D(Z) C Dg(7). Logo D) C Ts(T).

Sejad € D(%) com d # 0. Pela definicio de T5(T), existe uma seqiiéncia (z*) C

com z¥ — T tal que

k-7 d

— )
|zF =zl [|d]]
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Devemos mostrar que (z¥) C €.

Temos para todo j,

r d

i 9@ — 9@ _ Vi@ (2* —7) d
fedin

k—oo  ||zF — T k—00 ||z* — Z||

= Vy;(7)

Para j € A(z) \ J temos ng(f)Tﬁ < 0. Com isso, tomando j € A(Z) \ J,
temos g;(T) = 0 e pelo Teorema da Preservagao do Sinal 1.42, temos g;(z*) < 0 para
k suficientemente grande. E para j € J, decorre da definicio de Q que g;(z*) < 0.
Para j ¢ A(T) temos g;(Z) < 0. Portanto g;(z*) < 0 para k suficientemente grande.
Assim (zF) C Q e portanto d € T'(Z). Provamos assim que 5(5) C T(7). Pelo Lema
3.14, T'(x) é fechado, logo podemos aplicar os Lemas 4.28 e 1.23 para concluir que

D(z) =cl(D(z)) C T(7). O

Lema 4.31 Se todo ponto T quase-normal em Q0 satisfaz T5(T) = Dg(T), entdo

todo ponto T quase-normal em Q) satisfaz T'(T) = D(T).

Prova. Considere um ponto T quase-normal em (2. Pelo Lema 4.29, T é quase-
normal em Q. Como por hipétese T5(T) = Dg(x), concluimos pelo Lema 4.30 que
T(z) = D(T). O

Em virtude dos Lemas 4.28 até 4.31 podemos assumir sem perda de generalidade

que todas as restrigoes sao ativas em 7.

Teorema 4.32 Se T satisfaz a condicao de quase-normalidade, entao T satisfaz a

condi¢cao quase-reqularidade.

Prova. Se J = 0, entdao T5(Z) = Dg5(z) = IR” e assim o Lema 4.30 implica T'(z) =
D(Z). Considere entdo J # (). Vamos mostrar que se T € € é quase-normal em ¢
entdo T5(7) = Dg(T), e utilizar o resultado do Lema 4.31.

Sabendo do Lema 3.15 que T5(Z) C Dg(Z), resta mostrar que Dg(Z) C T5(7).

Para isso, seja d um vetor nao nulo em Dg(Z). Pelo Lema 4.27
Vg;@)'d=0, jelJ. (4.24)
Para cada t > 0, escolhemos um z(t) que é solu¢ao do problema

1
(PQ) minimizar 2—t||x -7 —td||? B
sujeito a gi(x) <0, jelJ
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(Tal escolha é possivel, pois a funcao objetivo é coerciva e o conjunto vidvel é
fechado, Teorema 1.38). Pelas condigdes de otimalidade de Fritz-John 3.21 aplicadas
no Problema (PQ), existem multiplicadores p(t), p;(t) € J tais que

() + Y07 =1, 1) >0, 9. (125)
@) (27T~ ) + L (09 (at0) =0 (4.26)

e para toda vizinhanga V de z(t) existe um z € V tal que se p;(t) > 0 entdo

pi(t)g;(z) > 0. Mostraremos que para alguma seqiiéncia ) convergindo para 0,

t —
temos k. — L _, d, caracterizando pelo Teorema 3.12 que d € T5(Z).
k
De fato, como z(t) é solugdo do Problema (PQ) temos

l2(t) = 7 — td||* < ||z — 7 — td||* = [|td]|*.

Segue que
[(t) — 2| = |ltd]| < [l=(t) — 7 — td]] = [[td]],

no qual obtemos ||z(t) — z|| < 2||td||, e entao

w <2||df, vt>o.

1 _
o (7) -l

Em particular

<2|d|l, Vvt>o.

1
k
Como esta seqiiéncia ¢é limitada, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass 1.20, ela pos-
) . ) . 1 z(ty) — T
sui uma subseqiiéncia convergente. Seja t; uma subseqiiéncia de Z tal que ————
k

e f1;(tx) convergem. Digamos,
L) —% -
73:( k) =T —d

ty
15 () = 4j-
Com isso 3
th) — T —1
olte) — 7 LN 0,
123
isto é,

llz(tx) — T — tpd|| = o(ty),
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e pelo Teorema 3.12, d € T5(7) e com isso d € Dg(T). Pelo Lema 4.27 temos que
Vg;@)'d=0, jeJ. (4.27)

Como p(tx) — 4, pelas Equagoes (4.25) e (4.26), temos

p
(IU’O)Q—i- (/1/])2:]_’ ,LL]ZO’.]:O’]_”p’
j=1
_ p
po(d = d) + 1V g(7) = 0. (4.28)
j=1
Se Hj = 0 pbara todo .7 = 1a SRRy 2 nao ha o que provar. Desta forma, considere

Ju=A{j €{1,...,p} [ n; > 0}.

Existe ko tal que p;(tx) > 0 para todo j € J, e para todo k > ko. Dada uma
vizinhanga V(Z) tome k > ko tal que x(t;) € V(). Entdo existe x € V(Z) tal que
pi(tz) > 0. Portanto p;(tz)g;(x) > 0. Assim, para j € J,, temos p;g;(z) > 0.
Pela condigao quase-normalidade, po > 0. Multiplicando (4.28) por d e usando
(4.24), vemos que
d*(d —d) = 0.

Da mesma forma, multiplicando (4.28) por d e usando (4.27), vemos que
d (d—d)=0.

Assim, d = d. Logo T5(Z) = Dg(Z), completando a demonstragdo. O
A condi¢ao de qualificacao quase-regularidade implica trivialmente na condicao
P(T(z)) = P(D(Z)). As relagoes entre as condicoes de qualificagdo demonstradas

nesta dissertacdo sao ilustradas no diagrama abaixo.
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Teorema 4.19

Teorema 4.26

‘ Quase-normalidade

Teorema 4.32

‘ Quase-regularidade

Trivial

4.2.2 Contra-exemplos

Na sec¢do anterior demonstramos as implicacoes validas entre as diferentes condi-
coes de qualificacao discutidas nesta dissertacao. Nesta secdo apresentamos contra-
exemplos para aquelas implicagoes, mostrando que as condigcoes de qualificagao nao
sao semelhantes.

O Teorema 4.21 garante que a condicao LICQ implica na condicao MFCQ, mas
nao verificamos a possibilidade de existirem pontos que satisfacam MFC(Q mas que
nao satisfacam LICQ. O préximo contra-exemplo mostra que esta situagao acontece,

concluindo assim que MFCQ ¢é estritamente mais fraca que LICQ.
Contra-exemplo 1 A condicio MFCQ nao implica condicao LICQ).

Considere as fungoes g; : R> — IR (j = 1,2, 3) definidas por

a@) = (r1—1)2*+ (22 —1)* =2
gpr) = (11-1)°+ (22 +1)* -2

gs(z) = —ux,
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o conjunto 2 = {z € R? | g;(z) <0, j = 1,2,3} e o ponto vidvel T = (0,0)".

Temos que

V() = ( - ) Vou(a) = ( _22) ¢ V() = ( N ) .

Como esses vetores sao linearmente dependentes, T nao satisfaz LICQ. Mas T
satifaz MFCQ, ou seja, existe d € IR* tal que Vg;(Z)"d < 0 para j = 1,2, 3. Basta

1.6
tomar d = ( 07 ) como ilustrado na Figura 4.2. O

0.g,(x)

09,09

0,(x)=0

09,(x)

Figura 4.2: Contra-exemplo 1.

Observe que a condi¢ao LICQ implica nas condi¢goes MFCQ e CRCQ. Mas como

veremos adiante, essas condicdes nao se implicam mutuamente.

Contra-exemplo 2 A condicio CRCQ nao implica na condicao MFCQ e nem
LICQ.

Considere as fungoes g; : R> = IR (j = 1, 2) definidas por

g(z) = =z
92(33) = -,

o conjunto vidvel Q = {z € R* | g;(z) <0, j=1,2} e o ponto vidvel Z = (0, 0)".

Voi(z) = ( (1) )7 Vga(T) = ( _01 )

Temos que
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Como esses vetores sao linearmente dependentes, temos que

posto({V¢1(Z),Vga(T)}) =1, (4.29)

e nao vale LICQ. Por outro lado, observe que, para todo y € B(7, 1),

V() = ( (1) ) Vouly) = ( ‘01 )

ou seja, existe uma vizinhanca de T, V = B(T, 1), em que

posto({Vg1(y), Vaa(y)}) = 1.

Logo 7 satisfaz CRCQ.
E f4cil ver que ndo existe d € IR? tal que Vyg;()"d < 0 para j = 1,2. Portanto
T nao satisfaz MFCQ. O

Contra-exemplo 3 A condicio MFCQ nao implica na condi¢cao CRCQ).

Considere as fungdes g; : R> = IR (j = 1, 2) definidas por

gi(z) = :r1+x§

92(37) = I,

o conjunto vidvel Q = {z € R* | g;(z) <0, j=1,2} e o ponto vidvel Z = (0, 0)".

Vg@):(;), vm):(;).

Tome d = (dy,ds) com d; < 0. Desta forma Vg;(Z)"d < 0 para j = 1,2. Logo T
satisfaz MFCQ.

Observe que posto({Vg1(T), Vge(T)}) = 1. Considere ¢ > 0, uma vizinhanca
V=B(T,e)ey= (O, %)T € V. Temos que

Vgl(y)=(i>, ng(y)=((1)>-

Neste caso posto({Vgi(y), Vga(y)}) = 2 em toda vizinhanca V = B(T,¢). Por-

Temos que

tanto a condicao CRCQ nao é satisfeita em . O
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Os Teoremas 4.23 e 4.24 garantem, respectivamente, que MFCQ e CRCQ impli-
cam CPLD. O préximo contra-exemplo, apresentado em [2], mostra que ndo valem

as reciprocas.

Contra-exemplo 4 A condicio CPLD nao implica na condicio MFCQ e nem
CRCQ.

Considere as fungdes g; : R> = IR (j = 1,...,4) definidas por

glz) = m

go(z) = z1+23
g93(z) = z1+ 3o
94(x) = —x1 — T2,

o conjunto vidvel Q = {x € IR* | g;j(z) < 0, j = 1,...,4} e o ponto vidvel
z = (0,0)T.

Temos que

me=<;),vm®=<;>,v%@=(1> evmmz(j).

Para verificar que 7 satisfaz CPLD, assuma p; nao todos nulos tais que p; > 0
paratodo j =1,...,4

Considere Jy C A(ZT) e denote VJy = {Vg;(T)}jes-

Tome inicialmente, Jy = {3,4}. Observe que, se u3Vgs(T)+psVgs(T) = 0, entdo
ps = 4. Como g3 e g4 sdo lineares, temos que {Vg3(y), Vags(y)} é LD para todo
y € IR Assim, para este Jy, T satisfaz a CPLD-original e portando, T satisfaz a
CPLD.

Como subconjuntos de A(T) que contém Jy = {3,4} sdo PLD, a CPLD-original
se verifica em ¥ considerando tais subconjuntos. Os casos onde subconjuntos J; de
A(Z) que nao contém Jy = {3,4}, os multiplicadores associados sdo todos nulos, ou
V Ji sao LI. Desta forma, para esses subconjuntos nao ha o que provar.

Para verificar que T nao satisfaz CRCQ, considere agora Jy = {2,3,4}, ¢ > 0,

e\T
5) € V. Assim,

vww:(i),v%@=<i> evm@=(:1)

uma vizinhanca V = B(T,¢) e y = (O,
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Observe que V.Jy é LD e que {Vga(y), Vgs(y), Vga(y)} é LI. Logo pelo Teorema
4.12, = nao satisfaz CRCQ.
Observe que ndo existe d € IR?, tal que Vg3(z)"d < 0 e Vg4(Z)"d < 0, portanto
T nao satisfaz MFCQ. O
O Teorema 4.26 garante que CPLD implica quase-normalidade. Veremos a se-
guir, um contra-exemplo, apresentado em [2], que mostra que a reciproca nao é

verdadeira.
Contra-exemplo 5 A condi¢do quase-normalidade nao implica na condi¢cdo CPLD.
Considere as funcées h; : IR? = IR (i = 1,2) definidas por

hi(z) = x9e™

hg(ﬂ?) = X9,

o conjunto vidvel Q = {x € R? | hj(x) =0, i=1,2} e o ponto vidvel Z = (0,0)%.

w@:(?) e th(z)=(?).

Fazendo A1 Vhi(T)+ Ao Vhe(T) = 0 vemos que A\; = —\,. Desta forma, se A\1hy(y) >
0, entdo Agho(y) < 0, pois hi(y) tem o mesmo sinal que hy(y) para todo y € R

Temos que

Assim, ndo existe A1, Ay satisfazendo (i)-(iv) da Definigdo 4.16. Portanto, T satisfaz
a condicdo quase-normalidade.
Para mostrar que T nao satisfaz CPLD, considere ¢ > 0, uma vizinhanca V =
B(z,e) ey = (0, %)T € V. Assim, {Vhy(y), Vhao(y)} é LI para todo y € V. O
Veremos a seguir um contra-exemplo, apresentado como um exercicio em [5,

pédg. 355], para a reciproca do Teorema 4.32.

Contra-exemplo 6 A condicio quase-reqularidade ndo implica na condicdo quase-

normalidade.

Considere as funcdes h; : IR? = IR (i = 1,2) definidas por

h1($) = T2
1
4
zisen | — | — o, se 1 #0
ho(z) = ' (xl) :
0 caso contrario

e o conjunto vidvel Q = {z | hy(z) = 0, ho(z) = 0} C IR? e 0 ponto vidvel T = (0, 0)~.
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w@:(?) e vm(z):(g).

Vemos facilmente que, D(Z) = {(d;,0) | d; € IR}. Sabemos do Lema 3.15, que

T(z) C D(T). Assim, se d = (dy,ds) € T(T), entdo dy = 0. Para obter T'(),

considere inicialmente a seqiiéncia vidvel 2* = (z¥,0), que converge para 7, dada

1
por ¥ = — para todo k € IN. Desta forma, temos

km

Temos que

E_ = k
lim = =T i @00)

koo |lzh —Z|| koo /(z%)? -

Assim, d = (1,0) € T'().
k

Considere agora, a seqiiéncia vidvel 2% = (z%,0), que converge para T, dada por

(1,0).

k= T para todo k € IN. Desta forma, temos
m
k k
— 0
lim % lim (21,0) _ (—1,0)
koo [lzk =T koo /(2F)2

Assim, d = (—1,0) € T(Z).

Como T'(T) é cone, temos para ambos os casos que, ad € T(Z) para todo a > 0.
Portanto T'(T) = {(d1,0) | d; € R} = D(7).

Para verificar que = nao satisfaz a condi¢ao quase-normalidade, tome A\; = 0 e

Ao = 1. Assim, \{Vhi(T) + A2 Vho(Z) = 0. Resta mostrar que para toda vizinhanga
1

/2 + 2kn
Para k suficientemente grande, temos z € V(). Além disso, Aohse(2) = ho(Z) > 0,

V(T) existe € V(T) tal que he(2) > 0. Tome & = (71,0)T com ) =

verificando assim que T nao satisfaz a condicao quase-normalidade. Veja Figura
4.3. O

Contra-exemplo 7 A condicio P(T(z)) = P(D(T)) ndo implica na condi¢éo quase-

reqularidade.

Considere as funcdes h; : IR> = IR, g; : IR> = IR (i = 1,2) definidas por

hl(ﬂf) = T1T2
g(z) = —m
QQ(x) = —X2,

o conjunto vidvel Q = {z € IR? | hy(z) = 0,g:(x) <0 4= 1,2} e o ponto vidvel
7 = (0,0)T.
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h,(x)=0

h,(x)=0 A

Figura 4.3: Contra-exemplo 6.

Temos que

Vi (T) = (g),Vgl(f)z ( _01) e Voo(T) = ( _01 )

Vemos facilmente que D(z) = {(d1,d2) | di > 0,ds > 0}. Para obter T'(x), note
inicialmente que (1,0)” e (0,1)” pertencem a T'(z). Considere agora d = (dy,ds)

uma direcao tangente nao nula arbitraria. Temos d; > 0 e dy > 0, pois pelo

Lema 3.15, sabemos que T(z) C D(Z). Seja zF = (z¥,2%5) uma seqiiéncia vidvel

k-7 d

2% — 7 — ||d|| Desse modo temos
Tk — 7

convergindo para T, tal que

LL‘IIC d1 lec dg

— e — .
[[*[] |l [l*[| [l

(4.30)

Observe que d; = 0 ou dy = 0, pois do contrario, isto é, se fosse d; > 0 e dy >

0, a relagdo (4.30) implicaria z¥ > 0 e & > 0 para k suficientemente grande,

contradizendo o fato de que z¥z% = 0. Desta forma, segue que T(%) = {(dy,ds) |
d; > 0,ds > 0,d1ds = 0}, concluindo assim que 7'(%) # D(T).

Para verificar a igualdade entre o polar de T() e o polar de D(Z), basta utilizar a
defini¢do de polar, obtendo assim P(7(z)) = P(D(z)) = {(d1,d2) | di < 0,ds < 0}.

Veja Figura 4.4.
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1g,0)

P(T(0)=P{DO) { a.(0)
2

Figura 4.4: Contra-exemplo 7.

4.2.3 Outras relacoes

Ja sabemos que se T satisfaz LICQ ou MFCQ), entao T satisfaz a condicao quase-
regularidade, isto é, T(z) = D(T). Porém, como LICQ e MFCQ sdo condigdes
classicas na literatura, é comum fazer uma demonstracao direta dessas implicacoes.

Fazemos isto utilizando o Teorema da Funcao Implicita 1.44.
Teorema 4.33 Se 7 satisfaz LICQ, entdo T satisfaz a condi¢do quase-reqularidade.

Prova. Vimos no Lema 3.15 que T'(Z) C D(Z). Resta mostrar que D(Z) C T(Z).

h
QS:( ):Rn—>]Rm+q,
Ya

onde h : IR® — IR™ representa as restricoes de igualdade em z e g, : IR" — IR?

Considere

representa as restricoes de desigualdade ativas em Z. Sejam

e r = m + g. Por hipétese, posto(4) = r. Logo, por (1.17), posto(AAT) = r, isto
é, AAT € IR"™*" ¢ inversivel. Considere a matriz Z = (v'---v"") € R™"") cujas
colunas formam uma base ortonormal para N (A). Note que AZ = 0e Z77Z =

I,_, € R"x(=) qonde segue que

(;T) (AT(AAT)_I Z) = (g IO ) =1, (4.31)
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Tome d € D(Z) e defina ¢ : R"*! — IR™ por

T\ o(z) —tAd
Nt ) T\ 2rw—z—ta) )

) =0 e, por (4.31),

-()(2)

é inversivel. Pelo Teorema da Funcgao Implicita 1.44, existe uma func¢ao diferenciavel

z
Assim ¢
( 0

t
z:J — IR" tal que ¢ ( x(t ) ) = 0, para todo t € J. Em particular, ¢(z(t)) = tAd,

ou seja,

h(z(t)) = tVh(z)'d e go(z(t) =tVga(2)"d, (4.32)

para todo t € J. Pela unicidade, 2(0) = z. Usando novamente o Teorema da Fun¢ao

Implicita 1.44 e a relagao (4.31), obtemos

o - 2] )-

—Ad
- _ T Ty-1 —
_ (A (AAT) Z) (—ZTd>
= AT(AATY Ad+ Z277d.

(2)om=(2)-(2)

A
Como ( o ) é inversivel, temos z'(0) = d. Desta forma,

Portanto,

lim 20 =% i, 20 =2O) gy g
t—0 t t—0 t

Caso d = 0, nao hd o que provar. Suponha entdao d # 0. Assim,

Y e

t—0
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donde segue que z(t) — Z # 0, para todo ¢t # 0 suficientemente préximo de 0.

k

Definindo t; = 7 © zF = z(t},), temos ¥ — T # 0 para k suficientemente grande.

Logo,
ok -z A ts d

= = —
[af =zl e [l =zl d]

k —

k

Para concluir a demonstracao, basta mostrar que =" é viavel para k suficientemente

grande. Por (4.32) e pelo fato de d € D(z), temos

h(z*) = %Vh(m)Td =0 e g(z")= %Vga(ac)Td < 0. (4.33)

Como g;(z*) — g¢;(Z) < 0, para todo j inativo, temos g;(z*) < 0, para todo j inativo

e k suficientemente grande, o que prova que d € T(Z). Il
Teorema 4.34 Sex satisfaz MFCQ), entao T satisfaz a condi¢do quase-reqularidade.

Prova. Considere d € D(Z) arbitrario e d dado pela condicio de Mangasarian-
Fromovitz. Por definicio d € D(Z). Como T(F) é um conjunto fechado, basta
mostrar que d é aderente a T'(T).

Considere € > 0, A € (0, 1] satisfazendo

Mld—d| <e

d=(1-\Nd+\d e B(d,e).
Vamos mostrar que d € T().
Note que d € Dg(Z) onde
De(z) = {d | VA(z)"d = 0},
pois
V@) d= (1 - NVh@)"d+ AVh@E)'d=0.

Por hipétese Vh(T) tem posto completo. Basta trocar a func¢do ¢ da demons-

tragao anterior por h para termos Dg(T) = T¢(T) onde

3(z*) # 7, com h(zF) =0, 2 =7 e,
Tg(z) ={0}U < deIR"com d # 0 ok -7 d
= —
[ == il
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Para concluir que d € T(Z) basta mostrar que g(z*) < 0 para todo k suficiente-
mente grande.

Se i ¢ A(T), entdo g(Z) < 0. Como z¥ — T, por continuidade g(z*) < 0.

Se i € A(T), temos Vg;(z)"d < 0 e Vg;(z)"d < 0 e portanto Vg;(z)"d < 0.

Por Taylor, temos que
9i(z*) = 9:(@) + Vgi(@)" (=" - 7) + o([|2* — 7))

Como i € A(T), dividindo a expressio por ||z* — Z||, temos

gi(z%) V(@) -z of]|aF - f||)‘
||z* — || ||z* — || ||z* — 7|
Como .
Va@ -5 "T L va@m- <o
i\ L — i\ L ~ )
T == 7
temos
gi(z") <0
|zt =z 7

para todo k suficientemente grande. Logo de T(z), completando a demonstracao.
O

Contra-exemplo 8 A condicdo quase-reqularidade nao implica na condicio MFC(Q)
e nem LICQ).

Considere as fungdes g; : R> = IR (j = 1, 2) definidas por

gi(z) = —x%—i—xQ

g(z) = —a° — o,

o conjunto vidvel Q = {z € R* | g;(z) <0, j=1,2} e o ponto vidvel Z = (0, 0)".

Vo, (@) = ( _°1> e Vgo(@) = (f)

Desta forma, D(Z) = {(d,0) | d; € IR}. Sabemos do Lema 3.15, que T'(Z) C D(T).
Assim, se d = (dy,d2) € T(Z), entdo dy = 0.
k

Para obter T'(Z), considere a seqiiéncia ¥ = (y*, (v*)?) com y* — 0, assim

Temos que

2% — 7. Para y* > 0, temos

P e A (v*, (¥*)%)
im ———— = lim =
ve=0 [[2F =T wro0 \/(yF)2 + (yF)E w0 /1 + (yF)2
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Assim d = (1,0) é uma direcdo tangente.

Para o caso em que y* < 0, de forma andloga tem-se que, d = (—1,0) é uma
dire¢ao tangente. Como T'(Z) é cone, para ambos os casos, tem-se ad € T(T) para
todo a > 0. Assim, T'(z) = {(d1,0) | d; € IR} e portanto, T'(7) = D(T).

Note que, nio existe d € IR? tal que Vg,(Z)7d < 0 e Vgy(Z)'d < 0. Além
disso, {V¢1(x),Vgs(T)} é LD. Portanto, T nao satisfaz a condigago MFCQ e nem
LICQ. 0

T(x)=D(x)

Figura 4.5: Contra-exemplo 8



Conclusao

Nesta dissertacao, apresentamos uma demonstragao das condigoes necessarias de
otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker(KKT) baseada em uma abordagem de cones.

Para analisar tal demonstracao, foi necessario fazer um estudo detalhado de
cones e suas propriedades. A demonstracdo de KKT usa fortemente o famoso lema
de Farkas. Analisamos o lema de Farkas sob duas versoes: a versao geométrica,
via cones, e a versao algébrica e mostramos a equivaléncia entre elas quando o
cone em questdo é um cone finitamente gerado. Vimos que o cone tangente fornece
informacdes mais interessantes sobre a estrutura local do conjunto vidvel do que o
conjunto das direcoes viaveis. Mostramos trés versoes equivalentes do cone tangente.
Além disso, mostramos as relagoes existentes entre o cone viavel linearizado e o cone
tangente, bem como algumas de suas propriedades.

Vimos que, as condi¢oes KKT sao satisfeitas em um minimizador quando alguma
propriedade é vélida. Essa propriedade é a condicao de qualificagao. Relacionamos
o cone tangente e o cone viavel linearizado a fim de se obter uma condicao de
qualificacao. Vimos que, quando a igualdade entre o polar desses cones ocorre num
minimizador, as condi¢oes KKT se verificam. Apesar dessa condigao ser fraca, ela
é dificil de ser verificada. A fim de se obter condigoes fracas e ficeis de serem
verificadas, obtemos outras condigoes de qualificacao que a implicam. Esse fato
nos motivou a fazer um estudo rigoroso das condigoes de qualificagao. Inicialmente
definimos as condi¢Oes mais classicas da literatura.

Ao longo da discussao sobre as condigoes de qualificacao, surgiu um conceito
de vetores positivo-linearmente dependentes (PLD) e vetores positivo-linearmente
independentes (PLI) e também uma nova condicdo de qualifica¢do, conhecida como
dependéncia linear positiva constante (CPLD). Tal condigéo foi introduzida por Qi e
Wei [33] em 2000, e ficou em aberto se ela era de fato uma condicao de qualificagio.
Andreani, Martinez e Schuverdt provaram em [2] que de fato a CPLD é uma condicao
de qualificacao.

Do ponto de vista pratico, é interessante analisar qual é o status de uma condicao

de qualificacao em relacao as outras. Para isso fizemos um estudo detalhado relacio-
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nando, através de demonstragoes e contra-exemplos, as condicoes de Slater, Manga-
sarian-Fromovitz, independéncia linear dos gradientes, posto constante, dependéncia
linear positiva constante, quase-normalidade, quase-regularidade e Guignard. Reu-
nimos resultados que aparecem de forma dispersa na literatura, procurando apresen-
tar demonstracoes mais detalhadas e contra-exemplos diferenciados. Demonstramos
uma caracterizagao equivalente da definicao de posto constante, fundamental para o
desenvolvimento do conteudo dessa dissertacao. Provamos, com enfoque um pouco

diferente do que foi apresentado em [2], que a CPLD implica a quase-normalidade.
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