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RESUMO

Apds o desenvolvimento tedrico, criou-se um programa em linguagem de
programagdo C++ que calcula numericamente a densidade de corrente elétrica em cada ponto
de um condutor retilineo pelo qual passa uma corrente periddica e ndo senoidal representada
por sua série de Fourier. Ao final, fez-se uma anélise para tensdes com forma de onda retangular
onde observou-se claramente a existéncia do efeito pelicular. Em seguida obteve-se a densidade
de corrente em cada ponto do material, bem como a profundidade pelicular (skin depth) do
efeito. Além disso, verificou-se, visualmente e calculando o fator de forma e de pico, que a
forma de onda aplicada pela fonte é mais deformada a medida que se aproxima do centro do

condutor.

Palavras chave: Efeito Pelicular, Ondas Retangulares, ndo-senoidal.



ABSTRACT

After a theorical development, was created a C++ program to numerically compute the
electric current density in each point of a linear conductor through which a periodic non-
sinusoidal current is applied using its Fourier series. Finally, an analysis for rectangular waves
was made and was clearly observed the existence of the skin effect, from which we obtained
the current density for each point of the material, as well as the skin depth of the effect.
Nevertheless, we verified visually and computing the wave and the crest factors that the shape

of the applied wave is deformed as it gets closer to the center of the conductor.

Keywords: skin effect, rectangular waves, non-sinusoidal
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1 INTRODUCAO

O efeito pelicular é a tendéncia que uma corrente elétrica alternada tem de fluir
proxima a superficie de um condutor metalico. Ela flui principalmente a uma profundidade
chamada de “profundidade pelicular” (skin depth no inglés). Esse fenémeno é também chamado
de efeito Kelvin, em homenagem a Lord Kelvin por suas contribuicdes a respeito desse efeito
em condutores cilindricos (1889) (ROBERT, 2000).

Os portadores de carga que constituem uma corrente que passa por um fio, geralmente
elétrons, sdo movidos por um campo elétrico devido a fonte de energia elétrica. Acontece que
a corrente alternada em um condutor, devido a um campo elétrico externo alternado, segundo
as equacdes de Maxwell (GRIFFITHS, 2014), produzem um campo magnético alternado dentro
do condutor. O campo magnético tera uma intensidade proporcional a intensidade de corrente
elétrica que flui pelo condutor, variando juntamente com ela. A variacdo do fluxo deste campo
magnético alternado produz um campo elétrico induzido que tem sentido oposto ao campo
elétrico externo aplicado, sendo mais intenso no centro do condutor, forcando maior circulacédo
de elétrons proximos a superficie, ou seja, hd uma redistribuicdo da densidade de corrente
gerando o chamado efeito pelicular (skin effect em inglés).

Em 1864, James Clerk Maxwell mostrou que a impedéncia de um circuito em regime
quase-estacionario diferia daquela em regime estacionario e justificou essa diferenca devido a
uma distribuicdo ndo-uniforme da corrente através da sec¢do transversal do condutor. Maxwell
apresentou a primeira solucdo analitica para o efeito pelicular para o caso de condutores
cilindricos isolados. Esse efeito foi descrito pela primeira vez para o caso de condutores
esféricos por Horace Lamb em 1883 e foi generalizado para qualquer formato de condutores
por Oliver Heaviside por volta de 1885. Heaviside desenvolveu também pesquisas empregando
solenoides onde mostrou que a variacao da frequéncia do campo elétrico aplicado modificava
a impedancia do circuito. Em 1886, Heaviside publicou um trabalho onde, pela primeira vez,
foi tratado de forma especifica o efeito de proximidade, que é a influéncia de campos
magnéticos externos gerados por corrente elétrica alternada em condutores nas vizinhangas do
condutor que esta sendo estudado. Entretanto, os campos magnéticos externos também sofrem
influéncia do condutor em estudo, existindo, assim, uma influéncia mutua.

Apesar da teoria formulada, as contas necessarias para encontrar a densidade de
corrente elétrica para formatos diversos de condutores sao longas e complexas, sendo inviaveis

de serem resolvidas manualmente. Ate 1988, solugGes analiticas exatas s6 foram obtidas para



o efeito pelicular em duas situagdes: condutores com simetria circular e chapas infinitamente
largas.

Com o avanco da tecnologia, e com a crescente producdo de circuitos impressos, torna-
se necessario o conhecimento dos efeitos de dispersdo de energia devido ao efeito pelicular,
especificamente aqueles induzidos por correntes elétricas com variagdo temporal retangular,
que sdo muito utilizadas nesses tipos de circuitos. A necessidade de compreender tal fenémeno
se deve ao fato de que, constantemente, as empresas tém a necessidade de produzir
equipamentos e tecnologias mais eficientes, junto a um menor custo de producao, estimuladas

pela propria concorréncia do mercado.



2 OBJETIVOS

O intuito desse trabalho de concluséo de curso (TCC) é desenvolver um estudo acerca
do efeito pelicular para tensdes periddicas ndo-senoidais aplicadas em materiais nao-
magnéticos, eletricamente neutros e bidimensionais de largura muito maior que a altura. Para
isso, utilizar-se-4 como base dois artigos, o primeiro intitulado “La Repartition Des Courants
Dans Les Conducteurs Massifs Effet Kelvin. Courants de Foucault” (CAHEN, 1951) e o
segundo intitulado “Efeito Pelicular (On the Skin Effect)” (ROBERT, 2000), que tratam do
efeito com algumas simplificacBes para torné-lo de “facil” resolugdo numericamente.

Utilizando as referéncias citadas, sera possivel calcular a densidade de corrente elétrica
em cada ponto do material condutor, bem como verificar a forma dessa distribuicédo de corrente
através de sua secc¢do transversal. Tal formulagéo sera valida para condutores retilineos, longos,
com seccao transversal retangular do tipo planar. As tensdes aplicadas pela fonte no material
serdo de formato retangular.

Além disso, esse trabalho também tem como objetivo preparar a implementacdo para

0 estudo de condutores com secc¢do transversal qualquer.



3 MOTIVACAO

Com o avanco da tecnologia, circuitos impressos se veem cada vez mais presentes nos
equipamentos eletronicos. Tais circuitos sdo compostos de trilhas de materiais condutores, em
geral cobre, e seu desempenho leva em conta, entre outras coisas, a frequéncia. Quanto maior
a frequéncia, em geral, mais rapida sera a resposta dos circuitos. Além disso, as tecnologias
atuais utilizam sinais digitais com formato retangular, que pode ser interpretado como a soma
de diversos sinais senoidais com frequéncias multiplas da fundamental.

Para que se saiba qual a melhor frequéncia para se trabalhar com esses circuitos e em
quais pontos o sinal elétrico obtido sera o mais fiel ao sinal elétrico aplicado, é necessario que
se compreenda os fenémenos fisicos envolvidos no processo. Um desses fendmenos € o efeito
pelicular.

Portanto, o estudo do efeito pelicular é necesséario para que se compreenda o
comportamento dos sinais aplicados em circuitos eletrénicos a fim de torna-los mais rapidos, e

com menor perda de qualidade de sinal.



4 METODOLOGIA

Para a realizacdo do TCC foi necesséria a leitura de diversos artigos nos quais o efeito
pelicular é abordado, afim de se conhecer as solugdes analiticas ou numéricas existentes. Tendo
0 embasamento tedrico, montou-se um programa em linguagem de programagdo C++,
utilizando uma de suas principais versatilidades que é a construgdo de tipos denominados
“classes”, nas quais todos os dados a serem armazenados sdo de propriedade da classe. Tal tipo
de representacdo ¢ chamada de “programacao voltada a objetos”, na qual a “classe” representa
um objeto. Como um exemplo, h&d uma classe que representa 0 material a ser estudado e 0s
elementos dessa classe seriam a resistividade do material, as suas dimensdes e a tensdo que é
aplicada sobre ele. Montadas as classes, criaram-se as funcbes para calcular os valores
necessarios para a verificagdo do comportamento da corrente elétrica no interior do material.

O programa foi desenvolvido de modo a resolver tais equacdes para diversos tipos de
ondas em regime permanente e que possam ser representadas por uma série de Fourier. Foi feito
um estudo especificamente de ondas retangulares.

Por fim, tendo os dados armazenados na memdria RAM utilizada pelo programa,
passou-se 0s dados para arquivos de texto, os quais foram analisados e interpretados com o
auxilio de programas geradores de gréaficos (SciDavis e GnuPlot).



5 DESENVOLVIMENTO TEORICO

De acordo com os artigos de (ROBERT, 2000) e (CAHEN, 1951) e usando as equacdes
de Maxwell (GRIFFITHS, 2014), pode-se dizer que o efeito pelicular ocorre no interior de um
material metélico quando ele é submetido um campo elétrico externo alternado. Isso se deve ao
fato de que toda carga em movimento produz um campo magnético e, no caso de correntes
alternadas, um fluxo magnético que varia no tempo que, de acordo com as equacdes de Maxwell
[(5.2) a (5.5)], produz um campo elétrico induzido, cujo sentido é dado pela variacdo do fluxo
magnético, sendo, portanto, contrario ao do campo elétrico externo aplicado (aquele que gerou
a corrente elétrica alternada) no centro do condutor. Como a corrente elétrica nada mais é do
gue cargas em movimento, quando submetidas a um campo eletromagnético sofrem a acao da
Forca de Lorentz (5.1), que devera ser necessariamente perpendicular a dire¢cdo do movimento
das cargas e ao campo magnético simultaneamente, e tendo sentido do centro para as bordas do
condutor, explicando a natureza do efeito observado. Ressalta-se aqui que a forca de Lorentz
ndo € utilizada para o calculo do efeito pelicular, expressa-la aqui € uma forma mais intuitiva
para a compreensdo e explicacdo do fendmeno. Experimentalmente, percebe-se que essa
corrente elétrica se distribui, conforme previsto teoricamente, proxima as superficies e bordas
do condutor quanto maior é a sua frequéncia. Entretanto, nas teorias mais simples que tentam
explicar o efeito pelicular, a condutividade é proporcional ao livre caminho médio dos elétrons
no condutor e ocorre se a frequéncia for suficientemente alta a ponto da profundidade pelicular
(skin depth) ser menor que o livre caminho médio dos elétrons. Essa teoria simples ndo sera
capaz de explicar o efeito e a situacdo passa a ser chamada de efeito pelicular anémalo. Com
frequéncias muito altas, superiores as chamadas frequéncias de plasma, que varia de material
para material, o efeito de relaxagdo ocorre. Nessas frequéncias o elétron é submetido a diversos
ciclos de campos elétricos entre duas colisdes com a rede difusora durante o intervalo de tempo
médio em que permanece na pelicula, de tal forma que é como se ndo houvesse corrente elétrica
no material e, portanto, o0 metal torna-se “transparente” para campos elétricos cCOm essas
frequéncias, ou seja, € como se 0 metal ndo estivesse presente e ndo houvesse interacdo com o
campo elétrico externo aplicado. Apesar desse efeito ocorrer, ele ndo serda abordado neste
trabalho e o estudo dar-se-4 para frequéncias inferiores as frequéncias de plasma do metal

considerado.

F=q(E +xB). Forca de Lorentz (5.1)



A partir das equacdes de Maxwell, enumeradas de (5.2) a (5.5) a seguir:

V-D=p, (5.2)

V-B=0, (5.3)

Vxﬁ:—@, 64
at

VxH= ] + ‘2—?, (5.5)

onde D é0 campo de deslocamento elétrico, também chamado de inducéo elétrica ou densidade
de fluxo elétrico; B é o campo magnético, também chamado de inducio magnética, densidade
de campo magnético e densidade de fluxo magnético; E é o campo elétrico, também chamado
de intensidade de campo elétrico; Héo campo magnetizante, também chamado de campo

magnético auxiliar, intensidade de campo magnético ou campo magnético. J é a densidade de
corrente elétrica de conducao.

E sabendo das seguintes relacdes constitutivas:

D=¢F (5.6)
B =uH, (5.7)
T =oE, Lei de Ohm (5.8)

onde u é a permeabilidade magnética absoluta do material; € € a permissividade elétrica

absoluta do material e o é a condutividade elétrica do material.

O efeito pelicular classico a ser abordado por este trabalho poderad ser resolvido

analiticamente se consideradas as seguintes condicdes:



a) Os meios sdo considerados condutores e ndo magnéticos, de tal forma que a
permissividade relativa e a permeabilidade relativa sejam proximas da unidade.

b) Para longos intervalos de frequéncias, o termo de densidade de corrente de

aD . . .
deslocamento (5) pode ser considerado desprezivel em relagcdo a J .

¢) Alei de Ohm é valida.

d) As frequéncias envolvidas ndo geram efeito pelicular anémalo e
consequentemente, estdo suficientemente abaixo da frequéncia de plasma do
material.

e) A densidade de carga liquida no condutor é nula, ou seja p = 0.

Com as consideracdes feitas acima, e utilizando as relacdes de (5.2) a Lei de Ohm
(5.8), faz-se os seguintes passos:
De acordo com a equacgao (5.6) e considerando que o divergente de qualquer rotacional

€ nulo, faz-se:
V2D = V2E=0=V-(VxB), (5.9)

utilizando a condicdo b) e a relacdo constitutiva Lei de Ohm (5.8) tem-se:

VXH=] + —=] =>VXB= = uo E.
J+ 5= uj =u (5.10)
Portanto, retornando a equacéo (5.9):
“ V2E=V-(uocE) =0.
(ko £) (5.11)
Logo, assumindo u e o constantes, podemos escrever que:
V2E = uo V- E. (5.12)

Novamente utilizando b) para frequéncias muito altas e considerando a relagéo

constitutiva (5.6) tem-se que:

V-E=0=—= — (5.13)



Ko 5t
Mas, usando a Lei de Ohm,

T 19]
w2l = ot (5.15)

o o 0t

e, portanto:

N aJ
2.7 = - (5.16)

] =upo T

Substitui-se a densidade de corrente elétrica pelo rotacional do campo magnetizante.

o o V x H
V2. (VxH)=po %. (517)
Usando a propriedade que,
V2. (Vx)A= (Vx)V?- 4=0, (5.18)

e, considerando que a derivada parcial no tempo pode comutar com o rotacional do campo

magnetizante, tem-se:

RS _ 0H
Vx (V2H) = po <v X E)' (5.19)
A equacéo (5.19) sera verdadeira se,
9277 = o 2
— M (5.20)

Portanto, ao fim temos as seguintes equagdes:

(5.21)
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. oH

V’H = po—, (5.22)
at

N, o]

v =“"a_]t' (5.23)

Aplicando a equacao (5.23) para um condutor metalico, ndo magnético, de altura b no
eixo y e largura 2a no eixo x, de comprimento L > 2a no eixo z, obtém-se a seguinte
equacao:

. (zt) _  0],(x1)
axz Mo 29

Figura 1 — Campos no interior de um condutor cilindrico

A

E externo

Na Figura 1, B é o campo magnético gerado pela corrente elétrica; E é o campo elétrico

induzido pela variacdo do fluxo do campo magnético B; ] é o vetor densidade de corrente
elétrica.
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Figura 2 — Disposi¢do geométrica

b|] O]

%
z

2a

A Figura 2 representa a disposicao geométrica da fita metélica estudada

Esta equacdo diferencial acima € do tipo parabdlico, andlogo a equacdes diferenciais
relacionadas a difusdo de calor. As solucGes de tais equacGes sdo bem conhecidas, sendo

explicitada a seguir.
J(x,t) = Jxe'", (5.25)
onde w € a frequéncia angular do campo elétrico aplicado; i = v—1 é a unidade imaginaria; t

é o0 tempo transcorrido.

Utilizando a solucéo (5.25) na equacéo (5.24) encontra-se

0%,(x) _ Galz(x)
axz M o¢

= iwua/,(x). (5.26)



onde

Cuja solucéo é dada pela equacéo (5.27)

1
(cosh(2mx) + cos(2mx)|?
(cosh(2ma) + cos(2ma)

Jz(x) = ],(a) I {8(x) — 6(a)},

tan( @(x) ) = tanh(mx) — tan(mx).

12

(5.27)

(5.28)

(5.29)

O termo {0(x) — ©(a)} é a diferenca de fase na densidade de corrente entre o ponto

de abcissa x e 0 ponto a em notacdo fasorial (cuja unidade é radianos).

A equacdo (5.27) indica como a densidade de corrente elétrica se comporta ao longo

de cada ponto do material especificado, apds um instante de tempo muito longo, como garantia

de que o regime permanente j& foi estabelecido. Uma analogia é ligar, e deixar ligada, uma

chave gque permite a passagem de corrente elétrica pelo material e esperar um longo periodo de

tempo, além disso, ndo se tem a intencdo de desligar a chave. Chegou-se a equacdo (5.27)

considerando ondas senoidais, entretanto o foco do trabalho dar-se-4 sobre funcdes periodicas

ndo senoidais, que podem ser escritas através de uma série de Fourier.

A série de Fourier correspondente a funcdo F(x) , definida no intervalo

c <x<c+ 2L, onde c e L sdo constantes definidas como

% + i (an cos (nl,ﬂ> + b, sin ("Lﬂ)) , Série de Fourier (5.30)

n=1

r c+2L
nmx

a, = % f f(x) cos (T) dx,

b,, =% f f(x)sin(nllix)dx.

\

(5.31)

Para uma onda retangular, a série de Fourier associada é escrita da seguinte forma:
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_ 4 (sin(x)  sin(3x) = sin(5x)
f(x)—;< Tttt +> (5.32)
onde
GORS R 5:33)

Os termos de senos entre parénteses da equacao (5.32) sao chamados de harmonicos

e serdo referenciados pela letra m. Portanto, a equacdo (5.32) pode ser reescrita da seguinte

forma.
4w sin(m(n) x)
=—) — 277 5.34
=) s (5:34)
n=1
m(n) = (2n + 1). (5.35)
A equacdo (5.32) tem sua representacdo dada pela Figura 3.
Figura 3 — Série de Fourier de uma onda retangular
Série de Fourier - Harmonicos = 100000 - Frequéncia = 1000 Hz
1.5-
1 onnnnnnnonnnonnnnnrT
0.5-
3
£0
£ |
< ]
0.5-
14 L ---4---------J--
_1-5;\ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400

tempo (s)
A Figura 3 foi feito utilizando a equacdo (5.32) substituindo x por t no eixo das abcissas e considerando
a soma de 100000 harmonicos, ja que ndo é possivel resolver a série numericamente para infinitos
termos. A variacao inicial é devida a um tempo de ajuste da fungéo, pois é feita numericamente. O passo
do gréafico no eixo do tempo é 0.1 segundos, totalizando 4000 pontos representados.



14

E importante ressaltar que, na Figura 3 ha pontos entre +1 e —1, tais pontos s&o
justificados de acordo com o Fendmeno de Gibbs, que prevé que na série de Fourier 0s pontos
de descontinuidade s&o expressados pelo valor médio entre os valores a esquerda e a direita do
ponto de descontinuidade.

Um gréfico da equacdo (5.32) pode ser vista na Figura 4 para os dez harménicos
iniciais.

E possivel perceber, através da Figura 4, que quanto mais harménicos estdo presentes,
maior € a tendéncia do valor da funcdo em cada ponto de se aproximar dos valores minimos ou
méaximos da funcao, justificando o comportamento encontrado na Figura 3.

Agora que se sabe como € a representacdo de ondas quadradas através de uma série de
Fourier — equacdo (5.32) — e também se sabe qual a fungdo que descreve o comportamento da
densidade de corrente elétrica ao longo de um condutor — equacdo (5.27) —, é possivel, dada
uma frequéncia fundamental f,,, realizar uma serie de célculos das densidades de corrente para
maultiplos impares dessa frequéncia, formando assim a série de Fourier associada a onda
retangular, de tal forma que, somando-se os termos obtidos, ter-se-4 0 comportamento da
densidade de corrente elétrica ao longo do tempo para um ponto especifico do condutor,
levando em consideracdo a quantidade de harménicos n que podem ser considerados sem que
ultrapasse a frequéncia de plasma. Segundo (Aleksandar D. Rakic’, 1998), a frequéncia de

plasma do cobre é fiw,,. , . = 10.83 eV, que equivale a wp,, , . = 1.645 X 101 Hz.
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Figura 4 — Séries de Fourier — Aproximacdo de uma forma retangular pela adicao de diferentes nimeros
de harmonicos
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A Figura 4 representa séries de Fourier para os primeiros n = 10 harmonicos. Nesse gréfico,

foi somado uma constante C = 2 a equacéo (5.32).

A Figura 4 poderia ser interpretado como um conjunto de fontes de tensdo senoidais
ligadas em série, na qual a superposicao das ondas tende a gerar uma onda de tensdo retangular.

Com isso, sera possivel verificar a deformacdo da onda de densidade de corrente ao
longo do condutor e verificar quais sdo os melhores e os piores lugares para se obter a onda
com o mesmo formato da onda aplicada. O coeficiente que mede essa deformagcéo é o fator de
forma da onda x, que pode ser obtido de acordo com a equacao (5.40), ap6s serem conhecidos
o valor eficaz da funcdo e o valor médio de meio periodo explicitados pelas equacdes (5.36.a)

, (5.36.b) e (5.37) respectivamente, como sera mostrado a seguir.

De acordo com (NAKASHIMA, 2013) e (PETRY, 2007), o valor médio V,,s4i, de

uma funcdo € dado pela equacéo (5.36.a).

( M
1
MZ fi se f(t) ndo continua, (5.36.a)
i=1

Vimédaio = A

tr

1

k?J f(t)dt se f(t) continua, (5.36.b)
ti
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onde T é o periodo da funcdo f(t); t é o tempo, e os sub indices i e f significam inicial e final;
M é um nUmero inteiro.

Para funcbes continuas senoidais se tem que o periodo € T = 2m e, portanto, o valor
médio de meio periodo, Vpeqio (Para metade do ciclo de oscilagdo), € dado integrando

f(t) = apsin(t) det; = 0at; =m.

s
1 2
Vimédiomyy = Ef apsin(x)dt = Ean = 0.673 a, . (5.37)

0

O valor eficaz de uma funcéo representa a capacidade de producéo de trabalho efetivo
de uma grandeza variavel no tempo entre as oscilacfes positivas e negativas dessa funcédo. O

valor eficaz V, s de uma funcéo periodica € calculado de acordo com as equagdes (5.38.a) e
(5.38.h).

M

1

MZ f?(i) se f nio continua, (5.38.a)
i=1

tr

1

TJ f2(t) dt se f(t) continua, (5.38.b)
£

Para funcgdes senoidais do mesmo tipo da integrada na equacéo (5.37), o valor efetivo

vale

a
Vor. =—= =0.707 a,. (5.39)
fsin \/'2

O valor eficaz também é conhecido como valor RMS, sigla do inglés Root Mean
Square, que significa valor médio quadratico.
Conhecidos o valor médio de funcbes continuas e descontinuas, bem como o valor

eficaz de fungdes, define-se o fator de forma como sendo

v
= —F— (5.40)

Vmédio,n’
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Para funcGes senoidais do tipo f(t) = a,sin(t), o fator de forma é constante, e

independe dos valores de a,,. Segue a demonstracéo.

Ke = vefsin
4 Vmédio,nsin’ (5.41)
a, T T 111
Ksin = —-—=—= ~ 1.11 .
V2 2an 242 (5.42)

Sendo assim, como a série de Fourier, especificamente para ondas retangulares, € uma
soma de senos e V,,¢qi, de funcbes continuas é uma integral, € possivel integrar a soma dos
senos separadamente devido a linearidade das integrais de Riemann (equagéo (5.43)), como

pode ser visto a partir da equacéo (5.44).

b b b
f(af(x) +Bg(x))dx = f af (x)dx + jﬁg(x)dx, (5.43)
a a a
s %)
1 (4 sin(m(n) t)
vmédio'"Fourier - ;f ;Z m(n) . (544)
0 n=1
Expandindo o somatério teremos:
s
1 (4 (sin(1t) sm(3t) sin(5t)
Vmédio'”Fourier = Ej ;( 3 + z + .-+ | dt. (545)
0

Mas, utilizando a propriedade de linearidade de integrais de Riemann, se tem:

f (sm(lt) ) i+ fﬁ(sm(St) > o
T J

0

(5.46)

- 1
medio,w poyrier ;
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Logo, o valor médio da série de Fourier depende de quantos harmonicos n s&o
considerados, como pode ser visto da equacdo (5.47), onde usou-se a solugédo (5.37) para os

valores médios de meio periodo para senos.

1 42al 8 %
V(n)médio'”Fourier - g = 71'_ (5-47)
i= i=

Onde a; sdo os coeficientes da série de Fourier usada que, para ondas quadradas, vale
m~1(n) de acordo com a equagdo (5.35). Atentando-se que o fator 4/ ja é considerado na
conta da densidade de corrente elétrica e, portanto, foi removido da equacédo (5.47) durante os
calculos dos fatores de onda e de pico.

Agora, verifica-se qual é o valor efetivo de uma série de Fourier para ondas
retangulares e, da mesma forma como o valor médio, utiliza-se a propriedade de linearidade

(5.43) e a equacéo (5.34) que séo os valores das densidades de corrente, trocando X por t.

(5.48)

Portanto, o fator de forma para uma série de Fourier de ondas retangulares pode ser

calculado de acordo com a equacéo (5.49).

4 /1
— vefFourier _ E T T_OJZ(t) 2 ZT O]Z(t)
- TZL Oal

K =
f Fourier ’]]m .

. _ (5.49)
€dio,Mroyrier 7_[3 Zl 0 Qi

Com o fator de forma (5.49) é possivel comparar quanto o efeito pelicular modifica a
taxa de aproveitamento da poténcia util (NAKASHIMA, 2013) (trabalho realizado utilizando a
menor intensidade de corrente elétrica possivel) ao longo de cada ponto do material.

Existe ainda um outro fator, denominado fator de crista, também chamado de fator de
pico, K, dado pela equagdo (5.50), que indica o grau de distor¢do de uma onda. Uma corrente

com fator de crista muito alto significa que o componente metalico devera ser indicado com
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necessidade de intensidade de corrente elétrica muito maior do que um outro componente com

menor fator de pico que realize o mesmo trabalho que ele.

Vpico
- , 5.50
Kp VRMS ( )

onde V,;c, € a intensidade maxima da onda que e Vrys € 0 valor eficaz, dado pela equagéo
(5.38.3).
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6 RESULTADOS

A implementacédo do codigo em linguagem de programacao C++ fez-se através de uma
classe denominada Line Material() cujo tipo €é definido via template como
std::complex<double>. Essa classe tem como variaveis internas as dimensbes do material,
chamadas de Material_width e Material_height, e a condutividade do material chamada de
Material_Conductivety todas do tipo double. A classe também contém a frequéncia da fonte
(Font_Frequency), e a corrente elétrica total (Font_Current). Desses argumentos, apenas a
corrente elétrica total ndo é um dado de entrada. Ha também uma varidvel chamada m do tipo
std::complex<double>, que representa a equacao (5.28) e pode ser dado como variavel de

entrada ou calculada internamente pelo programa automaticamente.

Para o calculo da densidade de corrente T no interior do material, utilizou-se a formula
(5.27), cujos valores obtidos foram armazenados em uma varidvel chamada J3D do tipo
std::vector<std::vector<std::vector<std::complex<double>>>> que nada mais é do que uma
matriz tridimensional criada a partir de uma biblioteca interna a <iostream>, chamada
<vector>, que possui um controle interno de alocagdo de memodria, otimizando o
funcionamento do programa.

Os dados obtidos para uma placa de cobre de largura 2a = 0.04 m foram, entdo,
escritos em arquivos de texto e obteve-se os graficos dispostos na Figura 5 e na Figura 6.

Figura 5 — Densidade de corrente elétrica

Harménicos = 100 - Frequéncia = 100 Hz
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A Figura 5 mostra a densidade de corrente ao longo do tempo em 3 posic¢des diferentes no interior de
um condutor feito de cobre de 0.04m de largura (2a = 0.04 m). A onda de tenséo aplicada inicialmente
€ uma onda retangular aproximada com 100 harménicos considerados e uma frequéncia de 100 Hz. Em
laranja é a curva para x = -0.02 m, a que esta em vermelho é para x = -0.01 m e a que esta em verde é
para x = 0. Onde o eixo cartesiano estd de acordo com a Figura 2.
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Foi feita a série de Fourier associada a frequéncia utilizada na Figura 5 e o resultado
pode ser visto na a seguir

Figura 6 — Série de Fourier de uma onda retangular

L5 Série de Fourier - Harmdnicos = 10000 - Frequéncia = 100 Hz
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A Figura 6 mostra a série de Fourier tedrica para uma onda retangular de frequéncia f = 100
Hz. Para a montagem do gréafico foram utilizados 10000 harmonicos, jA que é necessario
escolher um namero finito.

Além disso, montou-se um grafico da densidade de corrente elétrica ao longo do

condutor, para frequéncia de alguns harmdnicos. O resultado pode ser visto na Figura 7.
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Figura 7 — Densidade de corrente elétrica em funcédo da posicao
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A Figura 7 mostra a densidade de corrente elétrica em diversos pontos de um condutor de cobre
para intensidades de corrente elétrica de formato senoidal com frequéncias mdltiplas da
frequéncia da onda retangular aplicada pela fonte. Ou seja, mostra como cada frequéncia se
comporta ao longo do condutor.

Para uma melhor visualizacdo do efeito pelicular, montou-se o gréfico disposto na
Figura 8, no qual exagerou-se o numero de harmdnicos iniciais considerados. Cada curva
representa uma certa quantidade de harménicos utilizados, variando de 1 harménico até 1000
harmonicos. E bom atentar que, mesmo para o milésimo harménico, a frequéncia considerada
ndo estara acima da frequéncia de plasma do cobre, pois para 0 milésimo harménico (n = 1000),
ter-se-ia uma frequéncia f = (2n + 1).100 = 200100 Hz, que esta abaixo da frequéncia de plasma
do cobre.

Em geral, quando se trabalha com ondas retangulares em laboratérios de tecnologia
elétrica, utiliza-se frequéncias na ordem do kHz, ja para microprocessadores que exigem
frequéncias da ordem de GHz (10° Hz), se considerados mil harmonicos, o milésimo
harmadnico tera uma frequéncia f = 2001 x 10° = 2,001 x 102 Hz. Para essa frequéncia,
no entanto, ndo foi possivel realizar a simulacdo devido a problemas computacionais, portanto
utilizou-se 1 MHz no lugar, cujo efeito pelicular gerado no cobre é extremamente forte, como

pode ser observado na Figura 9.
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Figura 8 — Densidade de corrente elétrica ao longo do condutor
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A Figura 8 é referente a distribuigdo da densidade de corrente elétrica no interior de um material
de largura 2a = 0.04 m, de acordo com a construcao geométrica dada pela Figura 2. Cada curva
remete a uma intensidade de corrente elétrica de formato senoidal com uma frequéncia angular
de multiplicidade impar da frequéncia da onda retangular associada, para esse caso Sdo
maltiplas impares de 100 Hz.

O intuito da Figura 8 € mostrar que ndo ha necessidade de considerar muitos
harmdnicos, pois para harmdnicos muito altos, a frequéncia é muito alta e a densidade de

corrente elétrica relacionada a ele torna-se desprezivel.
Figura 9 — Efeito pelicular para 1 MHz

J(x) - Harmoénicos = 1000 - Frequéncia = 1.0 MHz
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Percebe-se, olhando a Figura 9, que a densidade de corrente elétrica nas bordas do
condutor € praticamente toda a densidade de corrente elétrica que existe no material e que, ndo
muito longe da superficie do material a densidade de corrente elétrica ja é praticamente nula.
Sendo assim, ndo ha necessidade de trabalhar-se com condutores solidos quando se utiliza
frequéncias muito altas. Entretanto, é bom atentar-se que o efeito de dispersdo de calor devido
ao efeito Joule néo foi considerado.

Ao olhar-se ao longo do eixo analisado do material, percebe-se que quanto mais perto
do centro do material, menor ¢ a intensidade dos harménicos mais altos e, consequentemente,
a onda da densidade de corrente vai perdendo as caracteristicas do formato da tenséo aplicada.
O efeito de deformacdo da onda pode ser visto na Figura 5 e mais detalhadamente, para pontos

pouco usuais de verificacdo, na Figura 10 e na Figura 11.

Figura 10 — Diminuicao das amplitudes dos harmdnicos da onda devido ao efeito pelicular

Efeito Pelicular - Pontos Incomuns
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Os valores das atenuagdes sdo simétricos devido a simetria do condutor, por isso a Figura 10
mostra apenas para valores negativos do eixo x. O grafico foi feito considerando uma frequéncia
de 900Hz. Quanto mais ao centro do condutor, maior € a deformacdo e a atenuagéo da onda.
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Figura 11 — Diminuicdo da amplitude dos harmonicos da onda devido ao efeito pelicular — Comparagéo
com a série de Fourier da tensdo aplicada
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A deformacdo da onda torna-se ainda mais evidente quando a Figura 10 é superposta com a
série de Fourier para uma onda retangular de mesma frequéncia (0.9 MHz), para critérios de
comparagao.

O objetivo da Figura 11 é mostrar o qudo rapidamente a onda da densidade de corrente
perde as caracteristicas de sua forma em relacdo a onda de tensao aplicada.

Como critério de verificacdo da deformacdo, toma-se o fator de forma e o fator de
crista (ou de pico) de acordo com as equacdes (5.36.a) até a (5.50) para ondas da densidade de
corrente em posicOes especificas do material, montando-se tabelas que podem ser visualizadas
na Figura 12 e na Figura 13, nas quais utilizou-se 1000 harménicos para a série de Fourier de
uma onda retangular com frequéncia f = 100 Hz. O fator de pico indica o quéo diferente uma
onda esta de certo formato, em geral utiliza-se ondas senoidais, entretanto, para esse trabalho,
ondas senoidais tendem a ser as que apresentam maior deformacéo, sendo assim utilizar-se-a
como critério de referéncia o fator de forma x_da onda retangular obtida através da série de

Fourier.
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Figura 12 — Fatores de forma e de onda para o periodo em comum

Periodo em comum entre todos (+ 819)

0,0701
Harm&nicos = 1000 - Frequéncia = 100 Hz

Fatorde Forma  mFatorde Forma |Fatorde Forma| |mFatorde Formal|

Fator de Pico T Fator de Pico |Fator de Pico| | PI Fator de Pico|

A Figura 12 mostra os valores encontrados dos valores médios e eficaz, bem como os fatores
de forma e de onda. Utilizou-se o periodo em comum entre as ondas de cada posigdo.
representa meio periodo. Na imagem, a virgula é utilizada como separador decimal.
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Figura 13 — Fator de forma e de onda para o periodo individual

Pericdo individual (+ 819)

Eficaz - 1t Eficaz + m Eficaz Eficaz médio
0,7853 0,7851 0,7855 0,7853
0,7271 0,7272 07271 0,7272

0,3307 0,3307 0,3506 0,307
0,1506 0,1506 0,1506 0,1506
0,0734 0,0785 0,0785 00785
0,0701 0,0701 0,0701 0,0701

Harmd&nicos = 1000 - Frequéncia = 100 Hz

Fatorde Forma - mFatorde Forma +mFatorde Forma Meédia |F. Formal

-0,02 m 5629,1178 -3,0074 3,0138 3,0106
0,019 M -1416,8308 -3,1145 5,9208 4,0817
-0.015 1M 177234077 -3,5566 3,5582 3,5574
-0,01 m -10006,3828 -1,1343 1,1346 11344
-0,005 M -968,7870 -3,2586 3,2879 3,2732

0 m -1092,2139 -3,2909 33171 3,3039

Fator de Pico -mFatorde Pico  +mFatorde Pico  Média |F. Pico|

-0,02 m 1,770 -1,5017 1,7786 1,7790
-0,019 1M 1,5189 -1,5124 1,5190 1,5188
-0.015 111 1,6969 -1,6967 1,6972 1,6971
-0,01 m 1,5313 -1,5316 1,5313 1,5313
-0,005 1M 1,3425 -1,3420 1,3423 1,3423

0 m 1,3814 -1,3811 1,3813 1,3813

A Figura 13 mostra os valores encontrados dos valores médios e eficaz, bem como os fatores
de forma e de onda. Utilizou-se o periodo individual da onda em cada posi¢do. 7 representa
meio periodo e o seu sinal representa se é a parte positiva ou negativa da onda (a onda oscila
entre +1 e menos 1). Na imagem, a virgula é utilizada como separador decimal.

Até o presente momento, abordou-se sobre o efeito pelicular em condutores retilineos
com seccdo retangular planar. Entretanto, j& se iniciou o desenvolvimento do codigo para o
estudo deste efeito para condutores com seccdo qualquer. Tal método pode ser valioso
industrialmente, pois fornece solu¢des numéricas, abrindo a possibilidade de estudo de diversos
formatos de condutores, onde, quem sabe, seja possivel encontrar aqueles que contribuam no
desenvolvimento de novas tecnologias. Entretanto, o software em desenvolvimento tornou-se
de extrema complexidade. Um dos pontos aqui ressaltado € o input da forma do material. Para
tal feito, foi desenvolvido, utilizando a biblioteca livre SDL2, um formato para input de dados
no qual é possivel desenhar. A ferramenta, ainda em desenvolvimento, ja conta com desenho

de circunferéncias e linhas retas e desenho a méao livre, além de contar com auxilio de aumento
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e diminuicao da “ponta” do pincel, a ferramenta também possui uma borracha caso o usuario
cometa algum erro.

Com relacdo a parte tedrica para o calculo do efeito pelicular para um condutor de area
qualquer, seguindo como base o artigo “Efeito Pelicular e de Proximidade em Condutores N&o-
Magnéticos” (BERLEZE, 1998), segue-se que, é possivel calcular a intensidade de corrente

elétrica em diversos pontos no interior de um condutor de formato qualquer.

Figura 14 — Ferramenta para receber o formato da sec¢do do condutor — exemplo 1

W SDL Tutorial
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Figura 15 — Ferramenta para receber a sec¢do do condutor — exemplo 2

[N SDL Tutorial

As Figura 14 e Figura 15 mostram como foi ficou o resultado do input do formato da
seccdo do condutor utilizando a biblioteca SDL2. Os quadrados em verde sdo onde ha material
condutor presente, os em roxo simbolizam onde ndao ha material condutor.

Os célculos para a densidade de corrente em cada ponto do material ainda estdo em

processo de desenvolvimento e, por isso, ndo foram completamente desenvolvidos neste TCC.



30

7 CONCLUSAO

Verifica-se que quanto maior a frequéncia de uma tensao senoidal aplicada, maior sera
o efeito pelicular, resultando em uma camada pelicular cada vez menor. Além disso, mostrou-
se que é viavel estudar outras formas de onda da tensdo aplicada utilizando-se a representacéo
em série de Fourier. Fez-se o estudo para tensdo aplicada de forma retangular e mostrou-se que
a densidade de corrente sofre distor¢do conforme adentra 0 meio condutor devido a um efeito
indutivo do material, que funciona como um filtro de altas frequéncias (filtro passa baixa).
Também se observou o fator de crista das ondas de densidade de corrente elétrica no interior
do condutor e verificou-se que o fator de crista se modifica quanto mais perto do centro do
condutor. E esse fator de crista que mede o qudo distorcida esta a onda em relacéo & tenséo
aplicada.

Em seguida, delineou-se a continuidade desta pesquisa com a introdugdo de um
programa em linguagem de programacdo C++ que calculara o efeito pelicular para materiais
condutores com seccao de formato qualquer.

Por fim, a motivacdo para que se compreenda como o efeito pelicular afeta o
comportamento da corrente no interior do material é que quanto mais as tecnologias avancam,
maior é a necessidade de velocidade de processamento em microprocessadores e outros
sistemas eletrdnicos. Como a corrente utilizada para esses componentes é alternada, o efeito
pelicular passa a existir caso o0 material seja metalico e, portanto, afeta a intensidade de corrente
elétrica ao longo do equipamento. Saber onde o sinal pode ser melhor captado ou entdo
descobrir novos formatos geométricos que minimizem este efeito possibilitaria uma economia

de energia e ainda uma maior velocidade de processamento.
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