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Tente Mais uma Vez
“Eis aqui o bom conselho a se seguir:

Tente mais uma vez;
Se no início algo é difícil conseguir;

Tente mais uma vez,
E verá sua coragem aparecer.

Nunca trema, não há nada que temer,
Persevere e verá que vai vencer;

Tente mais uma vez.”
(O Livro das Virtudes para Crianças, William J. Bennet)





Resumo
Utilizando um autômato celular bidimensional desenvolvido por Dietrich Stauffer e Gérard
Weisbuch em 2002 para simulações de agentes em estado de compra ou venda em um
sistema, determinamos a intensidade com que esses agentes tendem a tomar decisões
em conjunto, denominada afinidade. Isso foi feito considerando vizinhanças de Moore
e Von Neumann. Desenvolvemos duas interpretações para a variável que determina a
velocidade do sistema: liquidez e volatilidade. Essas simulações foram feitas para números
diferentes de agentes, variando de 2500 a 250000. Descobrimos, nessa análise positiva,
que a afinidade é uma função sigmóide da liquidez, variando com o número de agentes.
Com base nesses dados constata-se que, para sistemas com alta liquidez, como o mercado
de alimentos na vida real, a tendência de aglomeração de agentes é alta. Analogamente,
quando a liquidez é baixa, como no caso das negociações envolvendo itens de colecionador
e figurinhas de copa do mundo, a tendência de aglomeração é menor, fazendo com que
existam mais aglomerados esparsamente distribuídos, como grupos de troca de figurinhas
em várias praças de uma mesma cidade. Com a análise de volatilidade foi nota-se um
comportamento semelhante ao de mercados financeiros, sendo a oscilação do preço do
produto defasada em relação à oscilação do número de compradores. Aproveitando a
forma com que computadores geram números aleatórios, também foi possível verificar se
os autômatos celulares estudados apresentavam comportamento caótico. Adicionalmente
foi desenvolvido um algoritmo de contagem de aglomerados para autômatos celulares em
duas dimensões que se mostrou mais eficiente do que os utilizados atualmente, quando
considerado um algoritmo semelhante ao processo de contaminação celular.

Palavras-chave: Autômato celular. Aglomeração. Liquidez. Volatilidade. Estocasticidade.
Modelagem. Econofísica. Caos.





Abstract
Using a bidimensional cellular automata developed by Dietrich Stauffer and Gérard
Weisbuch in 2002 to run simulations of agents in states of buying and selling in a system,
we determined the intensity with which those agents take decisions in groups, that was
named affinity. That was done considering Moore’s and VonNeumann’s neighboorhoods.
We developed two interpretations for the variable responsible for determining the velocity
of the system: liquidity and volatility. The simulations were done with different numbers
of agents, varying from 2500 to 250000. We discovered, in this positive analysis, that the
affinity is a sigmoid function of the liquidity, changing with the number of agents in the
system. Based on the data obtained we noticed that, for systems with high liquidity, as
the foods market, the tendency for agents to form clusters is high. Similarly, when the
liquidity is low, as the collectors items, the tendency for the agents to make clusters is
smaller, making smaller dispersed clusters. With the analysis of volatility we noticed a
behavior alike to the stock market, having a buying cycle desynchronized to the price
cycle. Seizing the way computers generate random numbers, it was also possible to verify
if the cellular automata studied were chaotic. As an additional feature, we developed an
algorithm for counting clusters in two dimentional matrix that was demonstrated to be
faster than other similar algorithms.

Keywords: Cellular automata. Clustering. Liquidity. Volatility. Stochasticity. Modeling.
Econophysics. Chaos.
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1 Introdução

Autômatos são objetos que operam a si mesmos. Essa definição, disponível na
Encyclopaedia Britannica (Referências [1] e [2]), traz a possibilidade de objetos de uso
cotidiano, como o computador e o celular, se encaixarem na categoria de autômatos. Porém,
a existência desses objetos não é nova, existindo autômatos desde a Grécia antiga na
figura de um modelo de madeira de um pombo construído por Archytas de Tarentum
[1]. Utilizações contemporâneas de autômatos incluem as redes neurais e as inteligências
artificiais. Também existem outros tipos famosos de autômatos, como os autômatos
celulares.

Os autômatos celulares são, segundo a Referência [3], simples modelos espacialmente
distribuídos capazes de simular processos do mundo real. Eles foram inventados por John
von Neumann e Stanislaw Ulam no Laboratório Nacional de Los Alamos em 1940 e ficaram
famosos através do “Game of Life”, inventado por John Conway em 1970, que simula a
dinâmica de vida, morte e população.

A nova ciência de Stephen Wolfram
No livro A New Kind Of Science, o autor Stephen Wolfram [4] determinou alguns

axiomas sobre os autômatos, que basicamente são os seguintes:

1. É possível criar sistemas complexos a partir de regras simples.

2. Princípio da equivalência computacional: para todo comportamento que não é obvia-
mente simples existe uma computação correspondente equivalentemente sofisticada.

3. É possível descobrir como um sistema vai se comportar simplesmente executando
o experimento e observando o que acontece. Porém, o sucesso das ciências aconte-
ceu ao serem encontradas fórmulas matemáticas que previam os resultados desses
experimentos sem a necessidade da execução do mesmo. Apesar de o princípio da
equivalência computacional garantir uma resposta mais complexa, soluções mais
simples podem existir.

4. Apesar da possibilidade de sistemas simplificáveis, podem existir sistemas irredutíveis
computacionalmente, ou seja, cuja única forma de prever o resultado do experimento
é executando o experimento.

Este último axioma é o que motivou Stephen a desenvolver a teoria de autômatos celulares
descrita em seu livro.



24 Capítulo 1. Introdução

O autômato estocástico de Stauffer

Em 2003, Gérard Weisbuch e Dietrich Stauffer [5] publicaram um artigo no qual
descreveram um autômato celular não-homogêneo (chamado por eles de InCA ou Inhomo-
geneous Cellullar Automata) no qual a atualização das células ocorria de forma aleatória e
cada célula tinha uma espécie de resistência interna a mudar de estado. Formalmente, em
uma matriz, cada célula do autômato de Stauffer guarda dois números: o próprio estado e
o próprio limiar. O limiar é definido como sendo o menor valor da soma dos estados das
células vizinhas necessário para que a célula fique no estado +1 caso ela seja atualizada.
Esse número pode ser positivo ou negativo. Caso a célula seja atualizada mas ela não
tenha um número de vizinhos no estado +1 suficiente para ficar no estado +1, a célula fica
no estado −1 e seu limiar diminui por um número aleatório entre 0 e q, onde q é o ajuste
máximo de limiar, definido antes do início da simulação. Caso a célula fique no estado +1
ao ser atualizada, o seu limiar aumenta por um número aleatório entre 0 e q.

Em seu artigo “Adjustment and social choice”, Stauffer explorou o comportamento
das oscilações do estado médio e do limiar médio da matriz em função do tempo de
simulação. Dessa forma percebeu que, quanto maior o valor do ajuste máximo de limiar q,
maior é a frequência dessas oscilações em função do tempo. Além de comentar sobre a
possibilidade de aplicação em Física de Transição de Fases, Stauffer utilizou os resultados
obtidos para propor previsões e modelos para mercados financeiros.

A dinâmica de padrões de Klaus Kramer

Em 2014, Klaus Kramer [6] desenvolveu estudos sobre autômatos celulares envol-
vendo três estados e focou na formação de aglomerados. O autômato celular dele funciona,
de forma sintética, assim: O Autômato Celular tem três possíveis estados para cada
célula (-1, 0 e +1); as células estão organizadas em uma malha quadrada; as oito celulas
adjacentes formam a vizinhança de cada célula; a matriz de células é finita; células nas
bordas interagem somente com as células nas bordas ou no interior da matriz; cada célula
tem uma resistência à mudança (ou inércia) cujo valor fica entre 0 e 8, sendo 0 equivalente
a nenhuma resistência e 8 equivalente a resistência total; existe uma chance de cada célula
que tem uma vizinha no estado 0 ser convertida para o estado 0; ao ser atualizada, se a a
célula tiver uma inércia maior que o valor absoluto da soma dos estados das células na
vizinhança dela, a célula continua no mesmo estado; caso o valor da inércia da célula seja
menor que o valor absoluto da soma da vizinhança, a célula muda para o estado -1 ou +1
dependendo se a soma é menor ou maior que 0, respectivamente; se o valor da soma for
zero, a célula continua no mesmo estado. Repetia-se o processo até que uma configuração
estácionária fosse alcançada. Uma configuração era considerada estacionária se a média
dos estados das últimas dez gerações estivesse dentro de 0.001% da média dos estados
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dessa configuração.

Durante a análise, o valor da inércia foi igual para todas as células e não mudou
durante as simulações. Os seguintes parâmetros foram utilizados: a densidade de cada
estado, o tamanho médio dos aglomerados, o número de aglomerados, e o tempo de conver-
gência para uma disposição estacionária. As matrizes iniciais foram criadas parcialmente de
forma aleatória, sendo que a densidade do estado 0 foi forçada para um valor pré-definido
e o estado +1 foi forçado a ser o dominante. O espaço de amostra para as simulações
foram: os conjuntos de dados escolhidos tinham uma matriz inicial com tamanho médio
de aglomerados entre 2.4 e 2.8.

Aglomerados foram considerados como sendo formados por duas ou mais células
adjacentes ortogonalmente no mesmo estado. Para a contagem dos aglomerados foi utili-
zado o algoritmo de Hoshen-Kopelman, que consiste em encontrar aglomerados, etiquetar
os aglomerados encontrados, procurar aglomerados adjacentes, realizar a união desses aglo-
merados e iterar os dois últimos passos até que não existam mais aglomerados adjacentes.
A contagem de aglomerados foi implementada com o objetivo de estudar qualitativamente
a evolução da distribuição espacial dos estados do sistema.

Foi observado, para todos os valores de inércia, que a densidade de células positivas
aumentou até o estado estacionário. A relação entre densidade inicial de células positivas
e densidade final de células positivas ficou localmente linear no intervalo [0.33, 0.36],
sendo que densidades maiores de células no estado positivo resultaram na diminuição de
aglomerados positivos.

Também foi estudado, para larguras de matriz iguais a 20, 40, 60, 100 e 200 células,
qual a influência do tamanho da matriz sobre a dinâmica do sistema. Foi concluído que a
densidade final de células no estado +1 independe do tamanho do sistema.

Finalmente, no estudo de ecótonos (região de sobrevivência de um estado/bioma
entre a fronteira competitiva de outros dois estados/biomas), foi estudada a evolução
de uma única matriz inicial considerando vários parâmetros diferentes. O objetivo foi
mostrar que a emergência de ecótonos pode ser explicada através de um autômato celular.
Comportamentos semelhantes aos reais foram observados para valores pequenos de inércia
(0, 1 e 2). Quando o valor da inércia foi definido como 3, houve a situação de o ecótono
tomar conta de um dos outros dois biomas, quebrando o equilíbrio. Foi concluído que a
única possibilidade de haver a expansão do estado 0 é se houver uma chance não-nula de
qualquer célula nos outros estados com pelo menos uma célula vizinha no estado 0 mudar
para o estado 0.
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Objetivos

Objetivo geral:

Explorar a dinâmica de estados do autômato celular de Gérard Weisbuch e Dietrich
Stauffer [5], juntando a ele a ideia de estudar aglomerados empreendida por Klaus Kramer
[6], a fim de buscar padrões que possam ser associados a fenômenos naturais.

Objetivos específicos:

1. Desenvolver um autômato celular capaz de executar simulações semelhantes às
desenvolvidas por Gérard Weisbuch e Dietrich Stauffer [5];

2. Implementar um algoritmo de contagem de aglomerados no autôato celular, como
fez Klaus Kramer [6];

3. Desenvolver simulações para vizinhanças de VonNeumann e de Moore;

4. Criar interpretações para os dados obtidos;

5. Buscar padrões recorrente e modelar relações com base neles;

6. Buscar padrões de caos nos dados obtidos.
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2 Metodologia

2.1 Estudos iniciais
O primeiro passo para este estudo foi conhecer a produção científica sobre autômatos

celulares na área da Física. Para isso foram considerados diversos trabalhos, incluindo:

1. Rodrigo de Lazzari [7]: “Estudo De Um Autômato Celular Para Modelar Ciclos De
Expansão E Contração (“Boom E Burst”)”;

2. Klaus Kramer [6]: “Dinâmica de padrões em autômatos celulares com inércia”;

3. Gérard Weisbuch e Dietrich Stauffer [5]: “Adjustment and social choice”;

Também foram verificadas implementações de autômatos celulares com o software de
simulações científicas Netlogo [8]. Ainda foi feita a leitura de alguns artigos sobre esta-
tística [9] e correlação para auxiliar na interpretação dos dados gerados pelas simulações.
Adicionalmente, com o objetivo de obter conhecimento para criar implementações de
autômatos celulares na linguagem de programação C, foram lidos 19 capítulos do livro “C
programming: A modern approach, 2nd Edition” da autora K.N. King [10].

2.2 Modelagem e implementação de autômatos
O primeiro passo foi a detecção de características recorrentes nos autômatos

celulares observadas nos Estudos Iniciais. A seguinte lista de características de autômatos
celulares foi produzida com base nos artigos e software explorados nos estudos iniciais:
Número de estados: Quantos estados cada célula pode assumir.
Competitividade ou simbiose entre estados: se a existência de um estado favorece ou inibe,
nas proximidades, a existência de estados diferentes.
Vizinhança interna: a região que é considerada interna a cada célula.
Vizinhança externa: a região que é considerada externa a cada célula, apesar de ser próxima
o suficiente para afetar diretamente o comportamento da célula.
Determinismo ou estocasticidade: se a atualização das células ocorre de maneira previsível
ou aleatoriamente.
Topologia do espaço: como as bordas ou células estão conectadas.
Geometria do espaço: formato das células e organização delas no espaço, caso aplicável.
Regras para atualização das células: regras que determinam qual será o estado da célula
no próximo passo ou ciclo da simulação.
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Superposição de estados: se é possível que cada célula tenha mais de um estado ao mesmo
tempo.
Propriedades intrínsecas a cada célula: características únicas a cada célula, além do estado.

O autômato celular não-homogêneo (InCA) de Stauffer [5] foi modelado utilizando
as características acima, resultando na descrição abaixo:
Número de estados: Dois estados, -1 e 1.
Competitividade ou simbiose entre estados: competitividade.
Topologia do espaço: quadrada de tamanho L × L, onde L é a largura da matriz em
unidades de números de células, com bordas fechadas. Células conectadas verticalmente e
horizontalmente por vizinhança mais próxima, mas não diagonalmente..
Geometria do espaço: malha quadrada.
Vizinhança interna: quadrada de raio 0 (somente a própria célula).
Vizinhança externa: Cruz com eixos paralelos à malha da geometria do espaço. Raio 1.
Formato de +. Vizinhança mais próxima. Células nas posições Norte, Sul, Leste e Oeste
em relação à célula considerada.
Determinismo ou estocasticidade: estocasticidade porque, em cada passo, uma célula es-
colhida aleatoriamente é atualizada com um parâmetro de valor aleatório.
Propriedades intrínsecas a cada célula: cada célula x tem um valor intrínseco λx, chamado
limiar, que determina qual a menor soma dos estados das células da vizinhança externa
necessária para que a célula fique no estado +1 caso ela seja atualizada.
Regras para atualização das células: dada uma célula x, caso ela seja atualizada, o limiar
λx aumenta caso a célula fique +1 e diminui caso a célula fique -1. O valor |∆λx| é gerado
aleatoriamente e está entre 0 e q, onde q é o ajuste máximo de limiar.
Superposição de estados: Não, somente um estado por célula.

Em seguida, esse modelo de autômatos celular foi implementado na linguagem C.
Para cada simulação, a matriz foi inicializada com valores −1 ou +1 dispostos aleatoria-
mente de acordo com uma semente de geração de números aleatórios (seed) baseada no
horário de execução do programa. Não houve controle sobre a densidade de cada estado.
Para todas as células o limiar foi iniciado em um número entre −q e +q, onde q é o ajuste
máximo de limiar. A Figura 1 exibe a matriz estado inicial gerada em uma execução do
InCA implementado.

A implementação do InCA foi planejada para imprimir várias informações sobre a
situação da matriz: Ciclo, Estado Médio da matriz, Limiar Médio da matriz, e Número
de Aglomerados. Um Ciclo foi definido como sendo igual a L× L atualizações aleatórias
de células na matriz, já que esse seria o número de atualizações de células caso o sistema
fosse determinístico. Diferentemente de Stauffer [5], que executou as simulações somente
para vizinhanças de VonNeumann (as 4 células ortogonais à célula central, nas posições
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Figura 1 – Representação gráfica da matriz de estados iniciais de uma simulação com
L = 100. Células pretas representam o estado +1 e células brancas representam
o estado −1. A matriz de estados iniciais é gerada de forma aleatória, com
semente baseada no horário de execução da simulação. Fonte: produção própria.

norte, sul, leste e oeste), nós também fizemos as simulações para vizinhanças de Moore,
que considera as 8 células vizinhas de uma célula central.

2.3 O algoritmo de contagem de aglomerados

O grande diferencial desta implementação do InCA, em relação ao estudo de
Stauffer, foi a utilização de um algoritmo de contagem de aglomerados de células com
o mesmo estado. Esse algoritmo, ilustrado na Figura 2, encontra todas as células em
um mesmo aglomerado através de “contaminações” sucessivas de células com o mesmo
estado que são vizinhas ortogonais entre si. Nós desenvolvemos este algoritmo porque o
algoritmo de Hoshen-Kopelman, utilizado na pesquisa de Kramer, não se mostrou adequado
à necessidade de ser realizado um grande número de simulações.

Definiremos, matematicamente, uma contaminação como: dado um conjunto C0

de células com o mesmo estado numa matriz ortogonal, a contaminação de C0 é denotada
por C0 e definida como sendo o conjunto que tem por elementos todas as células da matriz
que têm alguma célula de C0 ortogonalmente vizinha e estão no mesmo estado das células
de C0.

Utilizando a definição acima, definiremos o algoritmo de contagem de aglomerados
de células +1 em uma matriz finita assim:

1. crie uma matriz booleana auxiliar de mesma dimensão e tamanho que a matriz
original de células e inicie ela com o valor false;

2. passe por cada célula ci da matriz original. Se o estado da célula for -1, pule para
a próxima célula. Se a posição correspondente dessa célula na matriz auxiliar tiver
valor true, pule para a próxima célula. Caso contrário, execute o passo abaixo.
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Figura 2 – Algoritmo de contagem de aglomerados por contaminação de células ortogo-
nalmente vizinhas e com o mesmo estado. Cada aglomerado é contaminado
a partir de uma primeira célula até que não existam mais células a serem
contaminadas. Na figura, a célula que inicia a contaminação é a central. Em
seguida, as quatro células adjacentes a essa célula são contaminadas. No passo
seguinte as oito células adjacentes a essas quatro células são contaminadas. O
processo é repetido até que não existam mais células a serem contaminadas.
Fonte: produção própria.

3. dado o conjunto unitário inicial C0 = {ci}, itere contaminações até que Cn = Cn.
Marque as posições equivalentes das células em Cn na matriz auxiliar como true. Se
o número de elementos em Cn for maior que 1, incremente o contador de número de
aglomerados.

4. repita o passo 2 até que todas as células da matriz tenham sido verificadas.

O leitor com experiência em conjuntos perceberá que o conjunto de células contami-
nadas no passo n é dado por Cn−1 − Cn−1 = Cn − Cn−1 e que quando Cn−1 = Cn−1 = Cn

teremos que o conjunto de células contaminadas é Cn − Cn−1 = Cn − Cn = ∅. Portanto, a
condição de término do processo de contaminação é equivalente ao momento em que não
existem mais células a serem contaminadas.

Este algoritmo tem complexidade O(N) (notação Big O), onde N é o número total
de células na matriz. Isso pode ser facilmente verificado, considerando que cada célula c
será verificada no máximo v(c) + 1, onde v é uma função que retorna o número de células
vizinhas a uma dada célula. Para vizinhanças de VonNeumann, esse número é 5 e para
vizinhanças de Moore esse número é 9, ambas em duas dimensões.

2.4 Metodologias de análise

As análises foram feitas com base nos dados de estado médio, limiar médio, e
número de aglomerados em função do ciclo da simulação. Nesses gráficos foram buscados
padrões recorrentes, como retas, parábolas ou elipses.



2.4. Metodologias de análise 31

2.4.1 Afinidade

Após a implementação do algoritmo de contagem de aglomerados constatou-se que
o número de aglomerados estava relacionado ao estado médio da matriz. De fato, essa
relação se mostrou aproximadamente linear para todos os conjuntos de dados obtidos,
como ilustrado na Figura 3. Considerando que todas as inclinações eram negativas, de

Figura 3 – Exemplo de como o número de aglomerados (eixo vertical) tende a ser line-
armente dependente ao estado médio (eixo horizontal). Este gráfico contém
20000 pontos de dados obtidos numa simulação com ajuste máximo de limiar
igual a 5.00, largura de matriz igual a 50 e vizinhança de Moore. Esse padrão
foi observado em todas as outras medições realizadas. Fonte: produção própria.

modo que estados médios positivos implicavam em um número menor de aglomerados e
estados médios negativos implicavam em um número maior de aglomerados, nota-se que a
inclinação da reta que melhor aproximava esses conjuntos de pontos representa a tendência
de aglomeração das células da matriz, ao qual será denominado afinidade. Tecnicamente,
definimos afinidade por:

Definição: No InCA, seja Iq,L a inclinação da reta que melhor aproxima os dados
obtidos para número de aglomerados em função do estado médio em uma simulação com
ajuste máximo de limiar igual a q e largura de matriz L. Seja IminL a menor inclinação
encontrada entre todas as simulações para um dado L. Definimos a afinidade em função
de q e L como sendo Aq,L = −Iq,L/IminL.

Esse padrão foi observado tanto para vizinhanças de VonNeumann como para
vizinhanças de Moore, e os estudos foram feitos sobre como a afinidade se comporta
quando os valores de q e L são alterados, além das diferenças entre os dados obtidos para
ambas as vizinhanças.

Para a vizinhança de VonNeumann, as seguintes coleções de dados foram obtidas:
• Cinco conjunto de dados, com 20000 pontos cada, para cada combinação de q e L com
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q ∈ { 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 3, 3.2,
3.4, 3.6, 3.8, 4, 4.2, 4.4, 4.6, 4.8, 5, 5.2, 5.4, 5.6, 5.8, 6, 6.2, 6.4, 6.6, 6.8, 7, 7.2, 7.4, 7.6,
7.8, 8, 8.2, 8.4, 8.6, 8.8, 9, 9.2, 9.4, 9.6, 9.8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 24,
26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48, 50, 52, 54, 56, 58, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90,
95, 100, 110, 120, 130, 140, 150, 160, 170, 180, 190, 200, 220, 240, 260, 280, 300, 320, 340,
360, 380, 400, 420, 440, 460, 480, 500, 520, 540, 560, 580, 600, 620, 640, 660, 680, 700, 720,
740, 760, 780, 800, 820, 840, 860, 880, 900, 920, 940, 960, 980, 1000} e L ∈ {50, 100, 250}.
• Cinco conjunto de dados, com 10000 pontos cada, para L = 500 e q ∈ { 0.2, 0.4, 0.6,
0.8, 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 3, 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 4, 4.2, 4.4, 4.6, 4.8, 5, 5.2,
5.4, 5.6, 5.8, 6, 6.2, 6.4, 6.6, 6.8, 7, 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 8, 8.2, 8.4, 8.6, 8.8, 9, 9.2, 9.4, 9.6,
9.8, 10 }.
Esse intervalo de q entre 0 e 10 foi escolhido porque o principal fenômeno estudado
acontecia entre esses valores. O tempo de simulação também foi um fator importante para
a redução dos parâmetros utilizados (para L = 500 a simulação chegou a durar mais de 12
horas, mesmo com parâmetros reduzidos).

Já para a vizinhança de Moore, foram obtidas as seguintes coleções de dados:
• Cinco conjuntos de 20000 pontos que considerou L = 50 e q ∈ { 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,
0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 3, 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 4, 4.2, 4.4,
4.6, 4.8, 5, 5.2, 5.4, 5.6, 5.8, 6, 6.2, 6.4, 6.6, 6.8, 7, 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 8, 8.2, 8.4, 8.6, 8.8, 9,
9.2, 9.4, 9.6, 9.8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38,
40, 42, 44, 46, 48, 50, 52, 54, 56, 58, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 100, 110, 120, 130, 140,
150, 160, 170, 180, 190, 200, 220, 240, 260, 280, 300, 320, 340, 360, 380, 400, 420, 440, 460,
480, 500, 520, 540, 560, 580, 600, 620, 640, 660, 680, 700, 720, 740, 760, 780, 800, 820, 840,
860, 880, 900, 920, 940, 960, 980, 1000}.
• Cinco conjuntos de 10000 pontos que considerou L ∈ { 100, 250, 500 } e q ∈ { 0.2, 0.4,
0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 3, 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 4, 4.2, 4.4, 4.6, 4.8, 5,
5.2, 5.4, 5.6, 5.8, 6, 6.2, 6.4, 6.6, 6.8, 7, 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 8, 8.2, 8.4, 8.6, 8.8, 9, 9.2, 9.4,
9.6, 9.8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42,
44, 46, 48, 50 }
• Obtenção de cinco conjuntos de 10000 pontos, para uma simulação que utilizou a
vizinhança de Moore (8 células adjacentes), e considerou L = 500 e q ∈ { 0.2, 0.4, 0.6, 0.8,
1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 3, 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 4, 4.2, 4.4, 4.6, 4.8, 5, 5.2, 5.4,
5.6, 5.8, 6, 6.2, 6.4, 6.6, 6.8, 7, 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 8, 8.2, 8.4, 8.6, 8.8, 9, 9.2, 9.4, 9.6, 9.8, 10
}
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3 Resultados e Análises

3.1 A interpretação por Volatilidade
Diferentemente de Stauffer [5], que utilizou o Inhomogenous Cellular Automata

visando relações com o mercado financeiro, nós fizemos uma interpretação baseada na
definição de volatilidade:

Em finanças, chamamos de volatilidade o grau de variação dos preços
de um ativo em um determinado período de tempo, medido pelo conceito
estatístico de desvio-padrão dos retornos logarítmicos. [11]

No InCa, a velocidade máxima com que cada célula consegue mudar de estado
é determinada, através do limiar interno a ela, pelo ajuste máximo de limiar q. Se
redefinirmos q como sendo um indicador global de volatilidade, o estado de cada célula
como +1=comprando e -1=vendendo, e o limiar de cada célula como o valor que cada
célula dá ao “produto” do nosso sistema, então podemos entender as células como agentes
em um mercado financeiro e, se essas hipóteses estiverem corretas, esse modelo será capaz
de imitar fenômenos observados na economia.

Antes de exibirmos os dados, consideremos o que acontece no mercado em função
da volatilidade, segundo a ANBIMA [11]:

[. . . ] Uma medida do risco associado ao investimento em um ativo é
justamente o grau de variação do seu preço de mercado. Comparando
dois investimentos com o mesmo retorno esperado, faz mais sentido
escolher aquele que oferece a menor variabilidade em seu preço, ou seja,
aquele que sujeita o seu detentor a uma menor dispersão entre os preços
observados ao longo do tempo. [11]

Portanto, assumindo que o preço está diretamente relacionado ao valor do produto,
devemos observar variações mais rápidas no limiar médio do sistema (valor médio) quando
o ajuste máximo de limiar (volatilidade) for maior em relação a uma outra simulação com
volatilidade menor. E de fato, é isso o que acontece nas simulações, como está demonstrado
nas Figuras 4a-c para a vizinhança de Moore e nas Figuras 5a-c para a vizinhança de
VonNeumann.

Dessa análise foi percebido que, quanto menos vizinhos cada célula tem, mais rápido
o sistema oscila, independentemente do valor do ajuste máximo de limiar q. Interpretando
novamente para o mercado financeiro entenderíamos que quanto menos contatos de grande
influência um agente econômico tem, mais rápido o sistema econômico oscila. Equivalen-
temente, se os agentes econômicos têm mais contatos, o sistema oscila mais lentamente.
Interpretamos essa descoberta assim: quanto mais contatos um agente econômico tem,
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(a) Com volatilidade igual a 0.2, são observados aproximadamente 3.5
comprimentos de onda.

(b) 9.5 comprimentos de onda são observados para volatilidade=0.6.

(c) A volatilidade 1 apresenta mais de 12 comprimentos de onda.

Figura 4 – Gráficos dos valores médios do estado médio e do Limiar Médio em função do
ciclo de simulação. Interpretando o limiar médio como o valor médio de um
produto e o estado médio como comprando (positivo) ou vendendo (negativo),
percebe-se que quanto maior a volatilidade (q), mais comprimentos de onda
são observados no mesmo intervalo de ciclos para o valor médio. É notável
como o valor (limiar) continua alto mesmo após as células começarem a vender
(estado médio caindo). Fonte: produção própria.
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(a) Volatilidade 0.2 e aproximadamente 8 comprimentos de onda.

(b) Volatilidade 0.6 e aproximadamente 19 comprimentos de onda.

(c) Volatilidade 1 e aproximadamente 28 comprimentos de onda.

Figura 5 – Gráficos dos valores médios do estado médio e do Limiar Médio em função do
ciclo de uma simulação com vizinhança de VonNeumann. Novamente percebe-se
que, quanto maior a volatilidade (q), mais comprimentos de onda são observados
no mesmo intervalo de ciclos para o valor (limiar) médio. Essas oscilações são em
maior número do que as observadas para a vizinhança de Moore. Igualmente
nota-se que o valor (limiar) continua alto mesmo após as células (agentes)
começarem a vender. Fonte: produção própria.



36 Capítulo 3. Resultados e Análises

Tabela 1 – Posições x e y para os máximos das derivadas da Afinidade em função de q para
várias larguras de matrizes em simulações com vizinhança de VonNeumann.
Valores maiores de y representam pontos críticos mais bruscos no gráfico da
afinidade em função de q. Como observado nos gráficos, os dados mostram que
o ponto crítico acontece perto de 2, mais precisamente por volta de 1.75 para
os dados analisados.

L Máximo x (q) Maximo y (d Afinidade / dq)

50 1.60 0.760
100 1.72 0.938
250 1.82 1.241
500 1.87 1.324

Tabela 2 – Posições x e y para os máximos das derivadas da Afinidade em função de q para
várias larguras de matrizes em simulações com vizinhança de Moore. Valores
maiores de y representam pontos críticos mais bruscos no respectivo gráfico
da afinidade em função de q. Semelhante aos gráficos, o ponto crítico acontece
por volta de 5 para as larguras analisadas.

L Máximo x (q) Maximo y (d Afinidade / dq)

50 4.50 0.293
100 4.90 0.371
250 5.10 0.469
500 5.22 0.572

mais ele será influenciado, tornando suas decisões mais parecidas com as dos seus agentes
próximos e assim tornando as mudanças de opinião mais lentas.

3.2 A análise da Afinidade
Como explicado na seção de metodologia, foi constatado que o número de aglo-

merados e o estado médio tendem a estar relacionados linearmente, e para estudar esse
fenômeno foi definido o conceito de Afinidade, sendo realizadas várias simulações.

Uma análise da afinidade para vários tamanhos de matrizes e vários valores de
ajuste máximo de limiar revelou que os gráficos desses coeficientes angulares em função de
q apresentam todos um formato sigmóide, semelhante a uma função logística. Também
foi verificado que a Afinidade depende da largura da matriz. Essas observações estão
ilustradas nas Figuras 6a-b.

Devido ao crescimento diferente entre as afinidades para larguras diferentes de
matrizes, foi feita a derivada da afinidade em função do ajuste máximo de limiar q. Os
resultados estão exibidos nas Figuras 7a-b. Desses dados foi estimado o valor máximo da
derivada em função da largura L, que gerou as Tabelas 1 e 2.
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(a) Afinidades das simulações com vizinhança de VonNeumann. Percebe-
se um ponto crítico próximo de q = 2.

(b) Afinidades das simulações com vizinhança de Moore. Percebe-se um
ponto crítico próximo de q = 5.

Figura 6 – Gráficos das afinidades para vizinhanças de VonNeumann e de Moore. Em
ambos os casos percebe-se que o crescimento do afinidade no ponto crítico é
menor para larguras menores de matrizes, como pode ser observado entre os
pontos para L = 50 (×) e L = 500 (�). Fonte: produção própria.

A interpretação da afinidade foi feita considerando o conceito de liquidez de mercado,
que é definida pela ANBIMA [12] como:

A liquidez de um ativo pode ser definida como a facilidade com que este
ativo pode ser comprado ou vendido no mercado a um preço adequado.
Em outras palavras, a liquidez indica justamente a velocidade com que
um ativo pode ser negociado sem que a própria negociação influencie no
preço do ativo. [12]

Se considerarmos o ajuste de limiar q como sendo a liquidez, as células da matriz
como agentes mercadológicos, o estado das células como +1=comprando e -1=vendendo, e
o limiar de cada célula como a facilidade que cada célula tem de vender (limiar positivo) ou
comprar (limiar negativo) um produto, então os dados obtidos nos fornecem um resultado
interessante: quanto maior a liquidez de um produto num mercado (conjunto de agentes
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(a) Derivadas das afinidades em função de q para as simulações com
vizinhança de VonNeumann. Novamente percebe-se o ponto crítico
próximo a q = 2. A derivada cresce e cai rapidamente em volta do
máximo.

(b) Derivadas das afinidades em função de q para as simulações com
vizinhança de Moore. O ponto crítico próximo de q = 5 permanece.
Para esta vizinhança é observado um crescimento lento da derivada
até o máximo e uma queda brusca após o máximo.

Figura 7 – Gráficos das derivadas das Afinidades em função do ajuste máximo de limiar q
para várias larguras de matriz diferentes. Nestes gráficos fica mais perceptível a
diferença de inclinação no ponto crítico para os diferentes tamanhos de matriz.
Fonte: produção própria.
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comprando ou vendendo um mesmo produto), mais os agentes mercadológicos tendem a
comprar ou vender em conjunto, passando por um ponto crítico no qual o mercado todo
entra em sincronia, tendo agentes que comprar e vendem em conjunto. Isso acontece porque
quanto maior a liquidez (q), maior será o aumento da afinidade. Só que a afinidade é uma
medida de quanto as células estão unidas (em aglomerados) e sincronizadas. Portanto, é
válida a interpretação.

Também foi conjecturada uma aplicação ao mundo real com base no que foi
discutido acima: ao passo em que um mercado cresce e a liquidez do produto comercializado
aumenta, a quantidade de agentes negociando o produto também aumentará, aumentando
a necessidade de centros de negociação cada vez maiores a fim de comportar tantos agentes.
A nossa pesquisa sobre afinidade revelou que, apesar desse crescimento ser suave para a
maioria dos valores de liquidez, existirá um momento em que os agentes se unirão em um
único e grande centro de negociações.

De acordo com o histórico institucional do CEASA-PR, disponível no site <http:
//www.ceasa.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1> (acesso em 31 de
maio de 2019), um dos fatores de sua criação foi o alto custo de distribuição dos alimentos:

Com o crescimento dos centros urbanos do país, o processo de distribuição
de produtos hortigranjeiros tornou-se mais complexo e oneroso, o que
aliado à precariedade dos mercados tradicionais, suscitou a necessidade
de aperfeiçoamento das estruturas de comercialização desses produtos.

Portanto, o aumento da liquidez do mercado de alimentos fez com que houvesse uma
“pressão” para que surgisse esse centro de distribuição, de modo que, através da interpretação
aqui exposta, os pequenos centros se uniram ou se sincronizaram. Isso está alinhado com
os estudos realizados e com a interpretação de liquidez, bem como a aplicabilidade do
modelo em fenômenos reais.

3.3 Fenômenos não estudados
Durante a pesquisa foram encontrados vários gráficos com comportamentos in-

teressantes, como os das Figuras 8. Gráficos como esses aconteceram recorrentemente
nas simulações ao comparar o número de aglomerados com o Limiar Médio. Apesar do
comportamento interessante, não foram feitos estudos sobre esta manifestação da simulação
por desconhecimento de ferramentas próprias para tratar esses dados.

http://www.ceasa.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1
http://www.ceasa.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1
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(a) Padrão quase toroidal observado ao comparar o número de aglome-
rados em função do limiar médio em uma simulação com vizinhança
de Moore. Na imagem estão representados os 10000 pontos da
simulação realizada.

(b) Padrão toroidal com um núcleo formado por 10000 pontos de uma
simulação com vizinhança de Moore.

Figura 8 – Gráficos do Número de Aglomerados em função do Limiar Médio. Esses padrões
foram muito comuns nos resultados das simulações realizadas, tanto para
vizinhanças de Moore como para de VonNeumann, acontecendo todos na relação
entre Número de Aglomerados e Limiar Médio. Fonte: produção própria.
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4 Conclusão

Com os trabalhos desenvolvidos neste semestre foi possível desenvolver habilidades
de análise e reprodução de autômatos celulares (em especial o Inhomogenous Cellular
Automata [5]). A grande surpresa aconteceram neste estudo: a primeira foi os recorrentes
padrões lineares no caso dos gráficos do número de aglomerados em função do estado
médio; a segunda aconteceu na observação do poder que a modificação de 0.01% da matriz
inicial de uma simulação consegue causar a longo prazo, não deixando dúvidas de que o
sistema estudado é caótico. A aplicação em dois conceitos da economia, a volatilidade
e a liquidez, também serviram quase que perfeitamente como exemplos da aplicação do
sistema desenvolvido, sendo possível encontrar exemplos como o CEASA, cuja necessidade
de criação corrobora com o ponto crítico nos gráficos da Afinidade em função da Liquidez.
Não menos importante se mostrou a fertilidade do Inhomogenous Cellular Automata
desenvolvido inicialmente por Gérard Weisbuch e Dietrich Stauffer [5], que pode ser
modificado de inúmeras formas, gerando resultados diferentes e interessantes, como foi o
caso de nosso desenvolvimento utilizando vizinhança de Moore. Exemplos disso foram os
padrões que se assemelham a toróides ou planetas com anéis que foram encontrados nas
simulações ao comparar o número de aglomerados com o limiar médio. Além dos resultados
obtidos neste trabalho, tão importante foram os aprendizados desenvolvidos na realização
dele, tanto em desenvolvimento de projetos, como em programação, e interpretação de
dados. O leitor que se sentir interessado em explorar o programa de simulações de autômatos
celulares desenvolvido nesta pesquisa pode obtê-lo e fazer contribuições acessando <https:
//github.com/Ly54ndr0/CellularAutomataExplorer> (ainda em desenvolvimento).

https://github.com/Ly54ndr0/CellularAutomataExplorer
https://github.com/Ly54ndr0/CellularAutomataExplorer
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APÊNDICE A – Estudo adicional: Caos

Metodologia
Considerando que computadores geram números aleatórios a partir de uma seed,

foi verificada a presença de caos utilizando o seguinte método:

1. Geração da matriz inicial com uma seed S1 (gerada com a função de números
aleatórios de uma calculadora Casio);

2. Inversão do sinal do estado e do limiar de n células em posições aleatórias geradas
com uma seed baseada no horário mundial;

3. Execução da simulação para 10000 ciclos utilizando L = 100, limiar igual a q e uma
seed igual a S2 (também gerada em uma Casio);

Esse procedimento foi feito para n ∈ {0, 1, 10, 100, 1000, 10000} e q ∈ {0.1, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9, 10}.
Para a vizinhança de VonNeumann foram utilizadas as seeds S1 = 263598624 e S2 =
33386826. Para a vizinhança de Moore foram utilizadas as seeds S1 = 156501936 e
S2 = 2376222. Representações gráficas dessas sementes estão dispostas nas Figuras 9 e 10.

A verificação da existência de caos foi feita considerando o coeficiente de Lyapunov
que, segundo Thornton e Marion [13], é dado por:

λ = 1
n

ln
∣∣∣∣∣fn(x+ ε)− fn(x0)

ε

∣∣∣∣∣ = 1
n

ln(∆) (A.1)

Porém, considerando que ln(0) = −∞ e que computadores não lidam muito bem com
infinito, foram feitas as seguintes observações com o intuito de desenvolver um coeficiente
equivalente:

1. ∀∆ > 0 tem-se que λ < 0⇔ eλ < 1⇔ ∆ 1
n < 1⇔ ∆ 1

10 < 1⇒ sistema estável

2. ∀∆ > 0 tem-se que λ = 0⇔ eλ = 1⇔ ∆ 1
n = 1⇔ ∆ 1

10 = 1

3. ∀∆ > 0 tem-se que λ > 0⇔ eλ > 1⇔ ∆ 1
n > 1⇔ ∆ 1

10 > 1⇒ sistema caótico

(O número 10 foi tomado arbitrariamente com a finalidade de diminuir números grandes).
Portanto, para demonstrar que existe caos no sistema estudado é suficiente mostrar que
∆ 1

10 > 1.
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(a) Matriz estado. Em branco o estado -1. Em
preto o estado +1.

(b) Matriz limiar normalizada. Em branco o limiar
mais alto. Em preto o limiar mais negativo.

Figura 9 – Matrizes iniciais geradas com a seed 156501936. Essas matrizes foram utilizadas
em todas as simulações de estudo de caos com vizinhança de Moore. Fonte:
produção própria.

A verificação da quantidade de caos foi feita listando os valores médios de ∆ 1
10

para matrizes iniciais que tiveram entre 0.01% a 100% de suas células modificadas, para
ambos os tipos de vizinhanças.

Resultados
A verificação de caos foi feita como estudo adicional e foi feita utilizando a função

∆ 1
10 que provamos na metodologia ser equivalente, para os fins desta análise, ao coeficiente

de Lyapunov. Lembrando que ∆ 1
10 > 1 implica em caos e ∆ 1

10 < −1 implica em regimes
estáveis, os dados obtidos estão dispostos nas Tabelas 3 e 4. As Figuras 11a-c mostram
o espectro de caos (utilizando o ∆ 1

10 < −1) obtido para as simulações com q = 0.1 e
vizinhança de Moore. A grande surpresa que surgiu neste estudo foi a observação de como
a modificação de uma única célula entre 9999 outras foi capaz de gerar comportamentos
tão diferentes a longo prazo, como foi observado na Figura 11-a. Os estudos que foram
feitos utilizando mais de 100 células, ou 1% das células, como ruído, apesar de terem sido
executados com a mesma seriedade dos outros casos, tiveram um objetivo mais lúdico do
que prático pois já era esperado que eles se comportariam de forma diferente em relação
aos dados originais utilizados como base.
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(a) Matriz estado. Em branco o estado -1. Em
preto o estado +1.

(b) Matriz limiar normalizada. Em branco o limiar
mais alto. Em preto o limiar mais negativo.

Figura 10 – Matrizes iniciais geradas com a seed 263598624. Essas matrizes foram utilizadas
em todas as simulações de estudo de caos com vizinhança de VonNeumann.
Fonte: produção própria.

Tabela 3 – Valores médios para ∆ 1
10 obtidos na simulação com Vizinhança de Moore.

Apesar de todos serem maiores que 1, indicando a presença de caos, alguns são
muito próximos de 1, indicando sistemas menos caóticos no intervalo de ciclos
observado.

q Valor médio de ∆ 1
10 para ε máximo de

0.01% 0.1% 1% 10% 100%

0.1 1.8794 1.8456 1.7018 1.4393 1.8960
1.0 1.8958 1.7182 1.5883 1.4302 1.2938
2.0 2.0125 2.3890 1.6698 1.6073 1.5662
3.0 1.2384 1.7053 1.9184 1.4607 1.4430
4.0 1.3701 2.4282 1.9308 1.7997 1.3555
5.0 1.8896 1.6471 1.5051 2.2331 1.2264
6.0 1.5401 1.3400 1.4389 1.0733 1.1573
7.0 1.5848 1.4721 1.3281 1.1638 1.1869
8.0 1.3449 1.3471 1.2113 1.2330 1.0450
9.0 1.4383 1.4295 1.2436 1.0116 1.0921
10.0 1.3170 1.7878 1.2356 1.2074 1.2092
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Tabela 4 – Valores médios para ∆ 1
10 obtidos na simulação com Vizinhança de VonNeumann.

Novamente, a maioria está muito acima de 1, indicando a presença de caos.
Também, alguns estão bem próximos de 1, indicando sistemas com grandes
regiões menos caóticas no intervalo de ciclos observado.

q Valor médio de ∆ 1
10 para ε máximo de

0.01% 0.1% 1% 10% 100%

0.1 2.2097 1.2283 1.6002 1.5985 2.0912
1.0 1.3265 1.8247 1.5717 1.3925 1.4241
2.0 1.3792 1.4424 1.4064 1.3782 1.5158
3.0 1.5689 1.4663 1.3149 1.1522 1.0118
4.0 1.4678 1.4277 1.3314 1.1317 1.0245
5.0 1.3191 1.7714 1.2601 1.0664 1.7707
6.0 1.4932 1.7547 1.7581 1.0064 1.0259
7.0 1.4846 1.3871 1.2438 1.0284 0.9679
8.0 1.3058 1.3805 1.2361 1.1376 1.1212
9.0 1.4717 1.3764 1.1491 1.0828 1.0164
10.0 1.3545 1.2322 1.3704 1.1948 0.9669
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(a) Espectro do caos para uma simulação que teve 1 célula modificada entre as 10000 da
matriz original (0.01%). Percebe-se que o sistema se comportou quase que identicamente
com o original durante os primeiros 1000 ciclos, ocorrendo uma “quebra caótica” no
ciclo 1000.

(b) Espectro do caos para uma simulação que teve 10 entre 10000 células modificadas
(0.1%). É possível perceber, pelos pontos com ∆ 1

10 próximo de 0 nos ciclos entre 0 e
1000, que o sistema se comportou parcialmente regular durante os primeiros ciclos,
ficando totalmente caótico a partir do ciclo 1000.

(c) Espectro do caos para uma simulação que teve 1% das células modificadas. Este caso
demonstrou um comportamento diferente dos anteriores, apresentando caos desde o
começo e entrando em harmonia com os dados de base em alguns momentos, como é
visualizável entre os ciclos 5000 e 6000.

Figura 11 – Exemplos de comportamentos caóticos obtidos para simulações com vizinhança
de Moore, L = 100 e q = 0.1. Fonte: produção própria.
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