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RESUMO

Neste trabalho consideramos uma classe de sistemas involutivos, sobre o toro de
dimensao n + 1, gerados por campos vetoriais reais com coeficientes Gevrey de
ordem s > 1. Mostramos que a resolubilidade global Gevrey do complexo de
operadores diferenciais associado a esse sistema estd diretamente relacionada a
uma condigdao Diofantina envolvendo vetor exponencial Liouville de ordem s.

Palavras-chave: Resolubilidade global Gevrey; Sistemas involutivos; Complexo
de operadores diferenciais; Formas diferenciais; Vetor exponencial Liouville de

ordem s.



ABSTRACT

In this work we consider a class of involutive systems on the (n + 1)-dimensional
torus wich are generated by real vector fields with Gevrey coefficients of order
s > 1. We show that the global Gevrey solvability to the associated complex
of differential operators is directly related to a Diophantine condition involving

exponential Liouville vectors of order s.

Keywords: Global Gevrey solvability; Involutive systems; Complex of differen-

tial operators; Differential forms; Exponential Liouville vector of order s.
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INTRODUCAO

Nesta dissertacao consideramos uma classe de sistemas involutivos gerados por campos vetoriais
reais, definidos sobre o toro T**!1 = R"*!/277Z"*1 Nosso objetivo é estudar a resolubilidade global
Gevrey desse sistema, no nivel de p-formas, com p =0,...,n — 1. Mais especificamente, denotando
as coordenadas em T por (t,z) = (t1,...,t,, ), consideramos fungdes a;j(t) € G*(T™;R), com
s>1,para j=1,...,n. Assim, definimos os campos vetoriais reais

0 0
L= — (t)—, 7=1,...,n.
J 0tj+a]()8x’ J , ,n

Vamos supor que a 1-forma diferencial real associada a esse sistema, dada por
n
a(t) =) aj(t)dt,
Jj=1

é uma 1-forma fechada, ou seja, a derivada exterior de a(t) em T™ é nula. Equivalentemente,

day, _ Oaj
ot; o’
para todos j,k € {1,...,n}.
De forma natural, podemos também associar esse sistema de campos vetoriais com um complexo

de operadores diferenciais. Mais precisamente, considerando o espaco G*(T"*1, AP ’0) das p-formas:

u = Z uydty, uy € Gs(Tn+1),
|J]=p
e também o espaco D(T™1, APY) das p-correntes:
u = Z ugdty, uy € D;(TH—H),
|J|=p
definimos, para cada p € {0,...,n — 1}, o operador L? : G*(T"+1, AP0) — G3(T™+, APT10) por

n
LPy = Z ZLjUJdtj/\dtJ.
|J|=p j=1

10



Considere também o operador L : D.(T"1 APY) — DL (T APTLO) definido pela mesma
expressao acima.
Como a 1-forma a(t) é fechada, temos que LP*! oILP = 0; logo esse operador define um complexo

de cocadeia, dado por
LO ]Ll ]LQ ]Ln—l
D;(Tn-i-l,/\o,(]) = D;(Tn+1, /\1,0) = D;(Tn+1,A2’O) = D;(Tn+1,/\n’0),

o qual denominaremos por complexo de operadores diferenciais associado ao sistema descrito ante-
riormente.

Para definir precisamente, para s > 1, o significado de resolubilidade global Gevrey do operador
P, abreviadamente s-resolubilidade global, precisamos considerar um conjunto de condigoes de
compatibilidades, para cada nivel do complexo diferencial, ou seja, um subconjunto de (p + 1)-
formas f em G*(T™!, APT19) onde faca sentido se questionar sobre a existéncia de solucdes u em
DL(T™+1 APD) | para a equagio LPu = f.

A principal referéncia desse trabalho ¢ o artigo [4]. Nele, os autores trabalham com a resolu-
bilidade global, desse mesmo tipo de sistema, no sentido suave, isto ¢, os coeficientes a; estao em
C*(T") e dada uma (p + 1)-forma f suave, busca-se saber se existe solu¢ao u no sentido classico
de distribui¢oes para a equacao ILPu = f. Para enunciar o resultado principal, os autores utilizam
o conceito de vetor de Liouville: o = (g, ..., ) € R™\ Q" tal que existem sequéncias p; € Z",

q €N, q >2eC >0 que satisfazem, para todo [ € N, a seguinte desigualdade:

(4)
by 1
max o — ——| < .
j=1,.m @ (@)
Desta forma, denotando por ag = (ajo,-..,ano) 0 vetor associado as médias das fungdes a;, o

teorema principal de [4] pode ser enunciado assim: LP é globalmente resoluvel se, e somente se, ay
¢ um vetor racional ou irracional nao Liouville.

Em nosso resultado central, utilizamos o conceito de vetor exponencial Liouville de ordem s, o
qual seré definido e discutido com mais detalhes no Capitulo 2. Assim, o resultado principal deste
trabalho é o seguinte: ILP é globalmente s-resoluvel se, e somente se, gy é um vetor racional ou
irracional nao exponencial Liouville de ordem s.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 discutimos brevemente alguns
conceitos preliminares que sao importantes para o desenvolvimento e demonstracao do resultado
principal. Iremos definir fung¢ées e ultradistribui¢oes Gevrey no toro, bem como apresentaremos
suas representacoes em séries de Fourier e séries parciais de Fourier. Ao final do primeiro capitulo,

apresentamos algumas propriedades sobre formas diferenciais e p-correntes no toro.
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No Capitulo 2, é feita a demonstracdo do teorema principal. Ela é dividida em véarias etapas que
estdo separadas em secOes. Antes, na primeira se¢ao, definimos a classe de campos vetoriais reais
de nosso interesse e o operador diferencial associado. Na préxima secao discutimos as condi¢oes de
compatibilidade para o problema e logo apds apresentamos uma secao dedicada a lemas técnicos
que serao tuteis ao decorrer do trabalho. O préoximo passo tem por objetivo reduzir o operador
a coeficientes constantes. Desta forma, na penultima se¢do, mostramos as condi¢bes necessarias
e suficientes para a s-resolubilidade global do operador com coeficientes constantes, concluindo a
demonstragao do principal resultado do trabalho.

Por fim, como consequéncia do resultado principal, finalizamos o trabalho apresentando alguns

exemplos de sistemas de campos vetoriais globalmente s-resoliiveis.

12



Capitulo 1

Funcoes e ultradistribuicoes Gevrey

periddicas

O objetivo deste capitulo é estabelecer as notagoes e apresentar os principais resultados que sao
necessérios para compreender o teorema proposto.

Iniciamos a primeira se¢ao definindo multi-indices e algumas relagbes numéricas tteis. Em se-
guida, discutimos brevemente a relagao entre fungoes no toro e fungoes periddicas, bem como apre-
sentamos alguns resultados. Na proxima se¢ao falamos sobre séries de Fourier para fungoes suaves,
definimos distribui¢oes periddicas e discutimos sua representacao em séries de Fourier.

As duas tultimas seg¢oes tém como propoésito providenciar uma base sobre espacos de fungoes
Gevrey e ultradistribuigdes, como também formas diferenciais e correntes. Assim, generalizamos,
sempre que possivel, os resultados do caso suave.

Os resultados que vamos apresentar até a peniltima secdo podem ser encontrados na apostila

[12] e no livro [14].

1.1  Multi-indices e alguns resultados preliminares

Nesta secao iremos apresentar algumas defini¢oes preliminares e relagoes titeis que serdo usadas

no decorrer do trabalho.
Defini¢ao 1.1. Dizemos que um vetor a = (o, ...,an) € Zﬂ\:, N €N, é um multi-indice.

Dado a € Z¥, denotamos |a| = a;j + -+ + ay o comprimento do multi-indice a.

13



Escreveremos

a _ Qa1 |, QanN
0% =gl --- 09N,

Se o = (ai,...,an) e 8= (B1,...,0n) sdo dois multi-indices, usaremos a rela¢ao de ordem:

< a <= ngaj,ijl,...,N.

Desta forma, podemos escrever a! = aq!---ay! e segue que
« a! Nl

_ : _ i\

(3) = = = 11 (3)

Além disso, vale a Férmula de Leibniz em C*°(R™):

o= 5 (<)ot o,

BLa

para todo a € ZN.

A seguir apresentaremos uma série de expressoes e desigualdades relacionadas aos multi-indices.

Dado t = (t1,...,tn) € RV, escrevemos t* = t{*--- Q7. Para cada m > 1 inteiro podemos

considerar o teorema multinomial

m!
(b )™= 30 e,
(0%

la]=m
para provar alguns resultados.
Quando t; = ... =ty = 1 temos, em particular,
N =) %‘
laj=m
o que implica em
la|! < N1elal,

Das duas ultimas expressoes aplicadas a indices a = (7, k) de comprimento m, segue que

!
2m22%

Jjt+k=m

(j+ k) < 2FRIE) Vi ke Zy.

A igualdade anterior implica em

=)+

Bl

14



Por fim, considerando a expansao em série de Taylor, em torno de 0, da fun¢do exponencial
e = E,
k=0
podemos provar mais alguns resultados:

th < klet < kFel, Wt >0,Vk=1,2,...,

t4 < d%t=e vt > 0,Vd > 0.
Além disso, também serdo tteis resultados envolvendo multi-indices:

ol <o, Va e Z¥,
la|! < |a]'®!, Vo e ZY,
|a|la\

(a—p)!

A

ella|!, Va e z¥,

B Va,BeZl, B <.

IN

1.2 Fungoes no toro e funcoes periddicas

Comecamos definindo uma relacao de equivaléncia em RY, N € N. Dados z,y € RY, escreve-
remos x ~ y se (x —y) € 20Z"Y. Temos que ~ define uma relacio de equivaléncia em RY. Desta

forma, denotamos por

] ={y e RN : 2z —y € 202N} = & + 272N

a classe de equivaléncia de um vetor z € RV,

Consideramos o toro N-dimensional como sendo o espago quociente TV = RN /277N,

Observagao 1.2. A aplicagio ® : TV — St x - x St dada por ®([z]) = (e*1,... €"N) ¢ um

homeomorfismo, logo TN €é compacto.

Iniciamos o trabalho estabelecendo algumas propriedades sobre TV e veremos a relacio das
funcoes no toro com as funcoes periodicas definidas em RY.

Considere

Im: RN — TN

dada por
(z) = = + 272N,

15



Da projecao IT obtém-se a topologia quociente para o toro; além disso, sendo TV uma variedade
suave, temos que II: RY — TV & recobrimento universal suave.

Diremos que f : RY — C é uma funcio 27-periédica quando

F(2) = flx + 2kr),

para todo k € ZN e x € RV,

Denotaremos o espago das funcdes f : RV — C por .# (RY,C). De modo semelhante, considera-
mos Zo, (RN, C) o espaco das fungdes f : RY — C que sao 27-periddicas e .Z (TV, C) o espaco das
fungoes no toro.

Considere o pullback IT* : .Z(TV,C) — Z#(RY,C), dado por ITI*p = ¢ o II. Temos que, dado
r € RN, I*p(x + 2kn) = p o (x + 2k7) = @(x + 2kn 4 27ZN) = p(x + 27ZN) = p(x), para todo
keZ" ez € RN. Ouseja, II* (Z(TV,C)) C For(RY,C).

Proposigao 1.3. A aplicagio I1* : Z (TN, C) — For (RN, C) ¢ isomorfismo linear.

Demonstragdo. Por construgao IT* : Z(TV, C) — Fo, (RN, C) ¢ linear.

Vejamos que ¢ injetiva. Seja ¢ € ker IT*, ou seja, [I*¢ = 0. Desta forma, temos que, para todo
r€R 0=1T*p(z) = poll(z) = p(x + 27ZY). Logo ¢ = 0.

Seja f € For(RN,C). Defina p(z + 27ZY) = f(z). Veja que ¢ estd bem definida, pois se
x+ 217N = y + 27ZN, entdo (x —y) € 27ZYN. Portanto, dado x € RY, temos que II*p(z) =
@ oll(x) = f(z). Logo, II* : Z (TN, C) — Fo, (RN, C) é sobrejetiva.

Iremos denotar por Co,(RY) o espago das fungdes periddicas continuas em RY e CS(RY) o
espaco das fungdes suaves em RY. Analogamente, consideramos os espacos C(TV) e C(TN).
A aplicagdo IT* nos fornece os isomorfismos Ca (RY) = C(TV) e C52(RY) = C>°(T¥). Podemos
também definir 0%p = (IT*) ™! 0 9% o IT*y, para ¢ € C®°(TN).
A topologia de C°°(T") ¢ dada pela familia de seminormas py, : C>®(TV) — [0,4+00), k € N,
sendo pi(p) dada por
pr(p) = > sup [0%p(x)|.

|O£|S]€ TN
Assim, temos a seguinte nocao de convergéncia: uma sequéncia ¢; € C>=(TN) converge para
uma fungdo ¢ € C®(TV) se, e somente se, px(¢;) — pr(p), para todo k € N.

Da caracterizacao anterior segue o préoximo teorema.
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Teorema 1.4. Uma sequéncia (p;) € C*(TN) converge para uma fun¢io o € C=(TN) se, e so-

mente se, [|0%0; —0%p||oc — 0, para todo o € ZY . Usamos a notagio ||0%¢|| s = supyern [0%(z)|.

Observacgao 1.5. Munido com a topologia acima descrita, COO(']I'N) ¢ um espago de Fréchet (mais

detalhes sobre espagos de Fréchet podem ser encontrados em [13] ).

Utilizando a o-algebra de Borel em RY e a aplicacdo II definida anteriormente, obtemos natu-

ralmente uma o-algebra de Borel em TV e uma medida y, de forma que vale a expressao
f@)n(e) = [ foll(ws
™™ [0,2m]V

para funcées Borel mensuraveis f : TV — R nao negativas ou integraveis. Desta forma, motivados

pelos argumentos anteriores, usaremos a notagao

f(z)dx
N

e, daqui em diante, ndo faremos distincdo entre funcoes definidas em TV para as funcoes 27-
periddicas definidas em RV,
Mais propriedades sobre as funcoes definidas no toro N-dimensional podem ser provadas, veja o

Capitulo 3 de [14] para mais detalhes.

1.3 Transformada de Fourier e distribuicoes no toro

Defini¢ao 1.6. Dizemos que uma sequéncia de nimeros complexos {a} € rapidamente decrescente

se, para cada m € N, existe C = C(m) > 0 tal que
lag| < Clk|™™, Yk € Z\ {0}.

Teorema 1.7. Seja ap € C uma sequéncia rapidamente decrescente. Entao

converge em C*(TN) e se

entao

ap(f) = (2;)]\, /TN e f(z)dz = ay.

Il
—

x5
=z

Chamamos ay(f) de k-ésimo coeficiente de Fourier de f e usamos a notagao ap(f) =

17



Teorema 1.8. Seja f € C®(TN). Entdo a expressio

1
(2m)N

J?(k) = /TN e~ *Tf(x)dx, com ke ZV,

forma uma sequéncia rapidamente decrescente e

flz) = Z f(k)eik'x, para todo x € TV,
kezZN

com a convergéncia no espago C(TN).
Definicao 1.9. Definimos por

D'(TN) = {u: C®(TY) = C : u € funcional linear continuo em C*(TV)}
o espaco das distribuicées no toro.

Observacao 1.10. Um funcional linear w : C'*° (TN) — C € continuo se, e somente se, para qualquer

sequéncia {¢;} que convirja para 0 em C°°(TN), entdo {u(p;)} converge para 0 em C.
Teorema 1.11. Seja u : C*(TY) — C funcional linear. Sio equivalentes:
e u € continuo;

o Frxistem C >0 em € N tais que

|(u,0)] < C sup sup {|0%(z)[}, ¥y € C=(TY).

|a|<m zeTN

Um resultado classico de Teoria de Distribui¢oes diz que toda fung¢ao continua define uma dis-

tribui¢ao. Para distribui¢oes no toro nao é diferente.

Observacgao 1.12. Seja f € C(TV), entdo ug : C>®(TN) = C dada por

(wre) = [ f@olalds,
TN
€ uma distribuicao no toro.

Definicao 1.13. Uma sequéncia de elementos u; € D'(TN) é convergente em D'(TY) se existe

u € D'(TN) tal que, para toda ¢ € C(TV), a sequencia {(u;, )} converge para (u, ) em C.

18



Observacao 1.14. Sejam u € D'(TV), f € C°(TV) e a € ZY. Entio, estio bem definidas as
distribuicoes O%u e fu, as quais sao dadas por:
(0%u, 0) = (—=1)/*Nu, 0%p), Ve € C=(TV);

<fu>90> = <U’ f%p>7 Vo € COO(TN)

Dada wma sequéncia u,, em D'(TN), dizemos que a série Y., ;n tm converge em D'(TV) se a

sequéncia de reduzidas S; = Z|m|§l Uy, for convergente em D'(TN).
Teorema 1.15. Se Y .~ um € D'(TV) entdo 0% =3, cyn O%Un,.

Teorema 1.16. Seja {am },,czn uma sequéncia em CV de crescimento lento, ou seja, existem C' > 0
e k € N tais que
lam| < Clm|*, ¥m € ZV \ {0},

entao a série

converge em D'(TN). Além disso, se

entao

com a convergéncia em D'(TN) e a,, sequéncia em CV de crescimento lento.

1.4 Funcoes e ultradistribuicoes Gevrey periédicas

Os resultados dessa segao podem ser encontrados, em detalhes, na apostila [12].
Dada uma fungao ¢ € C®(TV) = C52(RY), diremos que ¢ : TV — C ¢ uma fungio Gevrey de

ordem s > 1 e amplitude h > 0, quando existir uma constante C' > 0 tal que
|0%p(z)| < Ch%(a))®, Va e ZY Yz e TV, (1.1)

Denotamos o espago destas funcdes por G*(TV) e chamamos de classe das fungdes Gevrey no

toro de ordem s e amplitude h.
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Observagao 1.17. Temos a validade da sequinte inclusio GS"(TN) ¢ G¥"(TN), sempre que s < s,

e também GSM(TN) € G5 (TN), sempre que h < h'.

Exemplo 1.18. Dada uma funcio f : TV — C analitica real, eviste h > 0 tal que f € GM*(TV).

Em particular, se f € C¥(TN), entio existe h > 0 tal que f € G**(TN), para todo s > 1.

Temos que G*"(TN) é um subespaco vetorial de C°(TV), sobre C. Além disso, a expressio
abaixo

I¢llon = sup {|0%0(@)] - A7l (@)~ 1@ € 22,0 € TV}
define uma norma em G*"(T). Pode-se provar que
lollsn = mf{c ot p(x)| -l a) < Cra ezl x e "JI‘N} .

Teorema 1.19. A classe G5"(TN) das funcoes Gevrey de ordem s > 1 e amplitude h > 0 no toro

€ um espago de Banach com relag¢do a norma ||¢||s p-

Teorema 1.20. Para todos h < b a inclusio 1 : G¥"(TN) — G5 (TN) ¢ compacta.

1.4.1 Funcoes Gevrey periddicas de ordem s > 1

Dizemos que ¢ € C(TV) é uma funcgio Gevrey de ordem s > 1 no toro quando ¢ é uma funcio

Gevrey de ordem s > 1 para alguma amplitude h > 0, ou seja, existem h > 0 e C > 0 tais que
|0%(z)| < Ch*(a))®, Ya e Z¥, Vo e TV, (1.2)
Denotamos por G*(TV) a classe das fun¢ées Gevrey de ordem s > 1 no toro.

Exemplo 1.21. Seque do Fxemplo 1.18 que se f € C“’('H‘N), entao existe h > 0 de modo que
f € G*"(TN), para todo s > 1. Portanto, f € G*(TN), para todo s > 1.

Exemplo 1.22. Dado s > 1 defina gs : R — R por

=1

eV et >0

0, set<0.

Note que, fitado s > 1, temos que gs € C’OO(RN), além disso gs nao € analitica em nenhuma

vizinhang¢a da origem. Pode-se provar que existe C' > 0 tal que
19 ()| < CF (K1), Vit € R,Vk € Ny.
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Assim, definindo

ho(t) = gs(2 — t)gs(t — 1), 0< t < 27

hs(t +2m) = hs(t), t € R,
seque que hy € G5_(R) = G*(T) e hs nao € analitica.
Observagao 1.23. E vdlida a sequinte inclusio propria Uit GS(TN) ¢ C>=(TN).

Teorema 1.24. O conjunto G*(TY) € um espago vetorial e um anel com relagio ao produto usual

de funcoes, além disso € fechado em relagcao a diferenciacao.

Com base nos resultados anteriores, podemos definir uma topologia para o espaco G*(TN).
Consideremos uma sequéncia numérica (h;);en tal que hji 1 > h; > 0 e hj — 0o, quando j — oo.

Entao podemos escrever .
G (TV) = | ¢*M (TV).
j=1
Pelo Teorema 1.20 temos que as inclusdes G/ (TV) — G (TV) sao continuas e compactas
para todo j < k. Desta forma, munimos GS(TN ) com a topologia limite indutivo, a qual independe
da escolha da sequéncia (h;). Portanto, o critério de convergéncia em G (TV) pode ser descrito
da seguinte forma:
Uma sequéncia ¢; € G*(TY) converge para ¢ € G*(TV) se, e somente se, existe algum h,, tal

que @;,¢ € G (TN) e |lo; — @llsn, — 0.

1.4.2 Ultradistribuicoes Gevrey peridédicas de ordem s > 1

Seja u : G5(TV) — C um funcional linear. Dizemos que u é uma ultradistribuicio Gevrey de
ordem s > 1 no toro TV, quando u é continuo. O conjunto de todas as ultradistribuicées Gevrey de
ordem s > 1 no toro sera denotado por D.(T™V) e chamado de classe das ultradistribui¢des Gevrey
de ordem s > 1 em TV.

Em particular, D;(TN ) quando s = 1 & conhecido como espago das hiperfuncoes em ™. O
tratamento dos elementos nesse espago é mais delicado que nos demais casos para s > 1. Isso
se deve ao fato de elementos em D/ (T™V) ndo serem localizéveis. Porém, as definicdes e resultados
obtidos nesse trabalho lidam apenas com objetos globais em T?V e sdo coerentes com a teoria descrita

nesse capitulo, mesmo para o caso s = 1.
Teorema 1.25. Seja u : G*(TV) — C funcional linear. Entdo, as afirmagoes sao equivalentes:
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i. u € DL(TN);
1. Para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

[(u, )| < C: sup sup |0%¢(x)]l (al) 7,
€TV aezl

para toda p € G*(TYV);

iii. Se pj € G(TV), j =1,2,..., converge para 0 em G*(TV), entio a sequéncia (u, ;) converge

para 0 em C.

Lema 1.26. Seja u € D'(TY) uma distribuicio no toro. Entdo, a restrigio de u ao espago G*(TY)

define um elemento em D’ (TV).
Lema 1.27. O espagco G*(TY) ¢é denso em C>(T¥), para todo s > 1.

Observacgao 1.28. Como jd vimos anteriormente, se u € um elemento de D’(TN) entao a restri¢ao
a GS(TN) € uma ultradistribuicao Gevrey. Portanto, do lema anterior, se a restrigao for nula em
DL(TN), entdo w =0 em D.(TY). Desta forma, podemos identificar D'(T™) como um subespago de

DL(TV).

Exemplo 1.29. Seja u = Z aod¥, onde a, € C, definida por
ozl

(u,0) = > (=1)laadp(0), Ve € G*(TV).

N
aGZJr
Se tivermos:

para cada e > 0 existe um Ce > 0 tal que |aq| < Ceel®l(a!) ™, (1.3)

seque que u € DL (TV).

Uma sequéncia que satisfaz (1.3) é ap, = (k))*~ ', k€ Z,, s > 1.

Defini¢ao 1.30. Se v € D.(TN) e f € G5(TVN) definimos (0%u, ) = (=11 (u, d*¢), para todo
© € G*(TN). Também definimos (fu, p) = (u, fp), para toda ¢ € G*(TV).

Lema 1.31. Seu € D.(TN) e f € G¥(TVN), entio 0®u e fu pertencem a D.(TVN).
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1.4.3 Séries de Fourier

Nesta secao iremos discutir sobre séries de Fourier para funcoes e ultradistribuicoes Gevrey.

Definigao 1.32. Seja ¢ € G*(TN). Para cada &€ € ZV definimos o &-ésimo coeficiente de Fourier

por

B(6) = Gy [, ¢ Sela)da, ve €Y.

Teorema 1.33. Se ¢ € G*(TV), entio
pla) =Y pE)es,
EezN

com a convergéncia em G*(TN). Além disso, existem constantes C > 0 e e > 0 tais que
6O < Ce", ve ez,

Lema 1.34. Seja {C¢}ecyn uma sequéncia de nimeros complezos e suponhamos que existem C' > 0
ee >0 tais que

Ce| < Ce™elE1* e e ZN.

Entao, existe 1(x) € G*(TN) tal que

¥(z) = ) Cee'™,

ceN

com a convergéncia em G*(TN). Além disso, 12(5) =C..

Exemplo 1.35. Dado s > 0, a funcao f(x) =5, e~ /TN pertence a G*(T), mas nao pertence

a GY(T), set < s. Portanto, o exemplo mostra que
G*(T) € G*(T), s < 5.

Exemplo 1.36. Vejamos que
C¥(T) ¢ () G*(T).
s>1

Consideremos uma sequéncia 7, > 0 (Vn € N) tal que 1, — 0. Considere também a fun¢ao f(x) =

ZnZO efnlﬂ'" einx.
Dado s > 1 temos que f € G*(T). De fato, existe ng € N tal que n > ng, entao 7, < 1 — %

_ . . o 1—T7 _nl/s
Portanto n/* < n'="™ o que implica em e " <e 7,
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Podemos determinar 7, de modo que f ¢ G*(T). De fato, suponha que f € G'(T) , entdo existem
C>0ee>0 tal que

nlf‘rn

e~ <Ce ™ =3K tal queen < K +n' ™ = ¢ < Kn~' 4+ n7 ™.

Assim basta escolher 7, de forma que n~™ — 0 para chegar em uma contradigdo. Como n~™ =

e~ 18" Basta escolher T, de modo que T,logn — co. Um exemplo para n > 2 é

1
= log(logn)’

Agora veremos como representar ultradistribui¢oes periddicas a partir de suas séries de Fourier.

Definigao 1.37. Sejau € D.(TN) uma ultradistribuicio no toro. Definimos o coeficiente de Fourier
u(§) de u por
1

UE) = gy (w5, Ve €z,

Teorema 1.38. Seja u € D;(TN) uma ultradistribuicao no toro, entao para todo € > 0, existe

C. > 0 tal que |a(¢)| < CoesléI"* ve € ZN.

Definicao 1.39. Seja uj uma sequéncia em DL(TN) e u € DL(TN). Dizemos que u; converge para

u em DL(TN) se (uj,¢) converge para (u,¢) em C, para toda ¢ € G*(TV).

Teorema 1.40. Seja u; sequéncia em D.(T) tal que para toda ¢ € G*(TN) a sequéncia {uj, @) ¢

de Cauchy em C. Entdo, eviste u € D.(TV) tal que

lim (uj, ) = (u, ), Ve € GH(TV).

j—oo
Teorema 1.41. Seja {Cé}gezN uma sequéncia de numeros complexos tal que para cada € > 0, existe
C: > 0 tal que
Ce| < Ceell" ) veezN,

Entao, existe u € DL(TN) tal que u = Z C’gemf, ou seja,
cezN

(u, o) = lim (Sj,¢) = lim [ Sj(x)p(z)dz, (1.4)
j—00 j—oo JpN

sendo Sj(x) = ngj Cee'™. Além disso, 0(€) = Ck.

Teorema 1.42. Seja u € DL(TY). Entdo

com a convergéncia em D.(TV).
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Seja u € D.L(TV). Sabemos que Z\gﬂgj @(€)e™€ converge para u em D.(TY), portanto para

toda ¢ € G*(T") temos que

Ou seja,

(u, ) = 2mN Y w€)p(=¢). (1.5)

gezN

Observacgao 1.43. Para todo s > 1 temos D'(TN) C D.(TN).
1.4.4 Séries parciais de Fourier
Consideremos p,q, N € Z,, N > 2, p,q > 1 tais que p + ¢ = N. Escrevemos (z,y) € TV, sendo
xeTPeyeTl.
Séries Parciais de Fourier para funcoes Gevrey no toro

Seja ¢ € G*(TYN). Vamos definir, para cada x € TP, a fungao

e: T9 — C
4 (1.6)
y = o(z,y).

Segue de forma imediata que ¢, € G*(TY), para cada z € TP fixado. Deste modo, podemos

escrever
o(r,y) = pe(y) = Y Glx,m)e ™,
nezd
sendo
Pz, ) = @u(n) = 1/ e Vo, (y)dy = 1/ e W o(z,y)dy.
’ (2m)9 Jrq (2m)9 Jrq ’

Como ¢ € C™(TV) segue que, para cada n € Z9 fixado, temos que B(-,n) € C(T?).
Seja a € Z% e n € Z4 fixado. Como ¢ € G*(TV), existem C' > 0 e hj, > 0 tais que

1 1

8@ ) < G /,]r oz yldy < oo /T Ch(al?dy < Chil(al)’,

para todo o € Z%_ e para todo x € T? . Logo, @(-,n) € G5(TP).
Teorema 1.44. Seja p € G*(TY). Entdo, existem constantes h, = hy(p), C >0 e e > 0 tais que
|0S@(x,m)| < C’h;lpo“(a!)se_alnll/s, Va € 78,V € 29,Yx € TP.
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Teorema 1.45. Seja ,,n € Z9, uma sequéncia de fungoes em G*(TP), tal que existem C' > 0,h, >0

e e >0 tais que
105 pp(x)| < Ch}a|(a!)56_6|nll/s, Va € 78 Vn € 29,Vx € T?.
Entao, a funcio ¢ : TN — C, dada por,

pla,y) =) pqla)e™,

nezd

estd bem definida e p € G*(TN) .

Séries Parciais de Fourier para ultradistribuicoes Gevrey no toro
Considere u € D.(TV). Para cada ¢ € G*(T?), definimos
uy : G3(TY) — C
por
(ug, @) = (u, () ® (y)), Vo € G*(T9),
com Y ® ¢ : TP @ T? — C, definida por
(@ p)(@,y) = (x)e(y).
Lema 1.46. Temos que uy, € Di(TY) .

Segue, do Lema 1.42, que podemos escrever
up(y) = Y wp(n)e,
nezd

sendo

1

o 1 -y —iyn
uy(n) = ww’e )= (2W)q<u,w(w)e )

Para cada n € Z? fixado, definimos o funcional linear
uy : G°(TP) - C

por

(ug, ) =y (n) =

<

(27)

Lema 1.47. Temos que u, € D,(TP), para todo n € Z9.
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Segue de (1.9) e (1.10) que
up(y) = Y {ug, )e’”™.
nezd

Também temos que,

(u, 9(x) @ p(y)) = (uy(y), () = (2m)1 Y wWi(n)p(—n) = (2m)7 Y (uy, b)@(—n).
nezd nezd
Seja O(x,y) € G*(TN). Sabemos que (z,y) = > scza é(w,y)eiy"s, com a convergéncia em

G*(T¥). Definimos assim

vs(x) = 0z, y),
0s(y) = Ve,

Assim, temos que

N T 2 iy-0
<u7 9> - klinolo Z <u7 9('7:7 6)6 >
|6]<k

= lim ¢ > @2m)7 | > (uy, ¢s(2))P5(—n)

k—o00
[0]<k nezl

= lim ¢ Y (2m)u_s, ¢5(z)) ¢ = (27)7 lim > (u_s,0(x,0))

k—o0 k—o0
[81<k |6|<k

= (27I')q kll}n;.lo Z <u7]7 0(1‘7 _77)>

[n|<k

- kll{go Z <u7]7 /]I‘q eiy.ne(xa y)dy>

[n|<k

= li W g
Jim D (e, 0),

[n|<k

ou seja, fica provado que

_ Y-
U= g upe™,

nezd
com a convergéncia em D’ (T?).

Agora, vejamos como ocorre o crescimento da sequéncia (uy),eze. Como u € D’(TP), segue do
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Teorema 1.25 que para cada €1 > 0, existe C;, tal que para toda ¢ € Gshe (TP) temos

[(tn, (@))| = Uy (n)]
B 1
= WKW»@

- (er)(]|<u,w<x>e—w">|

1 .
o 5p —iyn | lel+1Bl y—s(g1—s
(%)q% R 1070, (x)eer ™ (al) 72 (6Y)
1

< ——C., sup sup |020(@)|n’ el @) (B
(27T>q (x,y)€TN (a,8)€ZP T4

—izm>|

Como v € G*"¢(TP), segue que

Oy [ ¥l e sup B (@) || Pl el (@)= (81~

(0] < sup

Segue da tltima desigualdade e do Lema 2.13 (o qual sera apresentado na proxima segio) que

para cada € > 0 existe C: > 0 tal que

[ (g, ()| < Cey 8]l e sup B[] Plellel? (a1 =
(2 ) (.5)
1
< elnl'/e la 18
< (27T)q051||w||87hf6 (Salig)(he&) (Ceer)

Agora, se escolhermos ¢1 de modo que hpe; < 1 e Ceep < 1 teremos

|1/s

Cer 0|5 ne €™, v € 29, Wi € Ge(TP),

1
|(un, ¥ (2))] < W

com C;, dependendo de € e hy.

Com as observagoes anteriores, podemos concluir o seguinte teorema:

Teorema 1.48. Se u € D.(TY), entdo

u= Z w,(x)ev, (1.11)
nezd
sendo u, € D(TP) dada por
(un(x), ¥ (x)) = (2;)q (u, p(x)e™M), Vi € GHM(TP). (1.12)

Além disso, dados € >0 e hy > 0 existe uma constante C.p, > 0 tal que
(@), $(@))] < Cepll@llsne™ ", v € 29,9y € Gohe(TP), (1.13)
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Vale também uma reciproca do resultado anterior, mais especificamente:

Teorema 1.49. Seja u,,n € Z9, uma sequéncia em D,(TP) que satisfaz a condi¢ao: dados e >0 e

hy >0, ewiste uma constante Ce p, tal que

‘l/s

[ (2), Y (@)] < Cop o™, Vi € 29,99 € GHM(TP).

Entao,
u= Z u,(x)e € DL(TN).
nezd

1.5 Formas diferenciais e correntes em TV

Nesta sec@o iremos introduzir brevemente a linguagem bésica sobre p-formas diferenciais e p-
correntes definidas no toro T™V. Nosso interesse nessa secio é estabelecer as notacoes e resultados
essenciais, ainda no contexto Gevrey de ordem s > 1, para esses objetos que serao usados no decorrer
do texto. Um tratamento mais completo sobre esse assunto pode ser encontrado no primeiro capitulo

do livro [8].

Definicao 1.50. Considere o toro TN. Dado p € {1,..., N}, dizemos que uma lista de nimeros

inteiros positivos J = (ji,...,Jp) € uma p-lista ordenada se
1<ji<jo<...<jp<N.
Usaremos a notagao |J| = p para indicar que J € uma p-lista ordenada.

Vamos denotar por G* (’]I‘N ,\P) o espago das p-formas diferenciais (ou simplesmente p-formas)

em TV dadas por

w= Y uydt;, u;eG(TV) (1.14)
[J1=p
sendo J = (j1,...,Jp) uma p-lista ordenada e dt; = dt;; A--- Adt;,. Por muitas vezes, vamos nos

referir por O-formas os elementos do espaco das funcoes Gevrey, isto &, G*(TN,A%) = G*(TN).
De forma analoga, consideramos o espaco DQ(TN ,A\P) das p-correntes em TV, ou seja, dada
u € DL(TN,AP), temos que

u = Z wydty, uy € D;(TN), (1.15)
[J]=p

sendo J = (j1,...,Jp) uma p-lista ordenada e dt; = dtj, A--- Adtj,.
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Definicao 1.51. O produto exterior de uma p-forma u = Z|J|=p wydty por uma q-forma v =

Elfliq vrdty € uma (p + q)-forma dada por

(wAv)(t) =Y > uy(tyor(t)dts Adty. (1.16)
[J]=p |I|=q
Em particular, se v é uma funcao em G*(T%), ou seja, uma O-forma, entao
(wAv)(t) = > us(tyo(t)dt,. (1.17)
|J|=p

Definicao 1.52. A derivada exterior de uma p-forma u = Z|J|:p ugdty é a (p+1)-forma dada por

N
ouy
du= YY" 5 dty, Adty. (1.18)
|J|=p k=1

No caso particular de uma funcio u em G*(T?) temos

Uma p-forma u é fechada quando du = 0 e é exata quando pode ser escrita como u = dv para
alguma v.

Dadas uma p-forma u e uma g-forma v, pode ser provado que valem as igualdades seguir
du Av) =duANv+ (—1)Pu A du;

d*u = d(du) = 0.

Por fim, escrevendo N = n 4+ 1 e denotando por (¢,z) = (t1,...,t,,x) as coordenadas em T"+!,
vamos considerar o espago G*(T"H1, /\p,O) das p-formas em T+ geradas por d; = dtj, N\~ Ndtj,,

com |J| = p, e com coeficientes em G*(T"*!). Desse modo, um elemento u em G*(T"+, APY) pode

ser escrito como

u(t,z) = Z uy(t,z)dty, (1.19)

|J|=p
sendo uy € G*(T"T1).
De forma semelhante, podemos considerar também o espaco das p-correntes D/ (TmH! APY),

sendo nesse caso uy € DL(T"F).
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Capitulo 2

Resolubilidade global Gevrey

Neste capitulo, semelhantemente ao artigo 4], iremos considerar uma classe de campos vetori-
ais reais sobre o toro de dimensao n + 1. Porém, consideramos as classes Gevrey para as fungoes
envolvidas no problema. Iniciamos o capitulo definindo o sistema de campos vetoriais reais e o ope-
rador diferencial associado que estamos interessados em investigar a s-resolubilidade global. Depois,
apresentamos condi¢oes naturais de compatibilidade que uma fungao (ou forma diferencial) precisa
satisfazer para que faga sentido buscar solugoes globais para o problema, e dessa forma podemos
definir precisamente a s-resolubilidade global em nosso contexto. A préxima secao é dedicada a re-
duzir o problema original para um sistema com coeficientes constantes. Posteriormente, estudamos
a s-resolubilidade global desse sistema. Por fim, na dltima se¢do, como consequéncia do teorema
principal demonstrado durante o capitulo, apresentamos exemplos de sistemas de campos vetoriais

globalmente s-resoliveis.

2.1 O sistema de campos vetoriais

O objetivo central deste trabalho é o estudo da resolubilidade global nas classes Gevrey do

seguinte sistema de campos vetoriais definidos sobre T?+! = R*+1 /277Zn+1

0 0
Li=— i(t)—, g=1,... 2.1
J 8t] +a](t) 8$7 J ’ , T, ( )

sendo a; € G°(T™;R), com s > 1. Estamos denotando as coordenadas em T+ por (t,z) =
(t1,... tn,x) € TOFL

Considere a 1-forma associada ao sistema, definida por

a(t) = a;(t)dt;. (2.2)
j=1
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Vamos supor que a(t) ¢ uma 1-forma fechada, ou seja, dia = 0.

- 0 0
Proposigao 2.1. A 1-forma a(t) é fechada se, e somente se, gak = ﬁaj’ para todos j, k €
J k
{1,...,n}.
Demonstragao. Temos, por (1.18), que
dea(t) = dt; \dt
ra(t) ZZ ot Y k
=1 k=1
0 17}
= Z ﬁjakdtj A dty + Z %akdtj A dty,
1<j<k<n 1<k<j<n
0 0
= Y adty Adtp+ > agdty Adt;
. 8tj , Oty
1<j<k<n 1<j<k<n
0 0
= Z —akdtj A dty, — Z 7ajdt]‘ A dty,
4 atj 4 Oty
1<j<k<n 1<j<k<n
0 0
1<j<k<n
Da igualdade acima segue o resultado. O

O resultado a seguir mostra que o sistema (2.1) da origem a uma estrutura involutiva (formal-
mente integravel). Como cada uma das funcoes a; depende apenas das coordenadas t = (t1,...,%,),
temos ainda que o sistema é do tipo tubo. Para mais detalhes sobre a teoria de estruturas involuti-

vas, consulte o livro [5].
Proposigao 2.2. Os campos vetoriais definidos em (2.1) geram uma estrutura involutiva.

Demonstragao. Devemos mostrar que dadas duas se¢oes L, M sobre a estrutura teremos que [L, M|
ainda é uma secdo. Como os L; sao geradores globais, basta mostrar que [L;, Li] sdo segdes, para

j,k=1,...,n. Assim, temos que
[Ljs Ll f = Lj(Li f) = Li(L; f)
(aat +a;(t )g ) <£f + ak(t)aaxf> - [;ﬁk + ak(t)(% (;tjf + aj(t)aaxfﬂ
~ oot o (w021 ) + sy (e ) + s (w21
[a(zkaif* 0 ( ﬂt)(,if) Yy ( |
= ;tj <ak(t)aif> +aj(t)% (azzkf) - {8‘1 <aj(t)8axf> +ak(t)(% ((;ijfﬂ

= 0.
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Segue o resultado desejado. O

Definigao 2.3. Sejam Li,..., L, os campos vetoriais dados em (2.1). Definimos, para cada p €
{0,...,n — 1}, o operador
LP : G3 (T AP0) — G (T APHLD)

por

n
LPu= "> Ljusdt; \dt;. (2.3)

|71=p j=1

0
Proposigao 2.4. Temos que ILP = d; + a(t) /\ —» para cada p € {0,...,n—1}, sendo d; a derivada

exterior em T}.

Demonstracio. Seja u = Z|J|:p ujdt; uma p-forma. Logo,

LPy = Z zn:LjUJdtj/\dtJ

\lepjzl
Zza uydt, AdtJ+ZZaJ qut Adty
|J|=p j=1 [J|=p j=1

Z uydty | + Z Za] Ujdt] Adty

[J1=p |J|=p j=1

=diu+a(t) A (iu) = (dt +a(t) A ;;) u

Observagao 2.5. Seja f € G*(T"1, AM0), dada por f(z) = > iy fi(t,x)dt;. Temos que, existe
u € G5(TY) tal que L°u = f se, e somente se, Z?zl Ljudt; = 2?21 fi(t,x)dt; se, e somente se,

O

Lju = f;, para todo j =1,...,n

Relembrando que se

u(t,x) = Z uy(t,z)dty, uy € D;(T"Jrl),
|J|=p

entdo podemos reescrever u(t, z) usando série de Fourier (veja (1.49)), ou seja,

ult,x) =Y uyta)dty =Y | > ayn T | dt,

[J|=p |J|=p [(n,€)ezn+1
= Y [ X @medt | At = S G g) aellrte),
(n§)ezr+t \|J|=p (n,§)ezn+1
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Estamos denotando

ﬂ(nag) = Z uAJ(nas)dtJa

|J7|=p

além disso, iremos omitir o sfmbolo “A” acima. Desta forma, segue que

ult, )= Y d(n, §e’ e, (2.4)

(7]75)6271,-0»1

Também podemos considerar a série parcial de Fourier em relacao a variavel z, dada por:

u= 3"t €)™ (ue GHT"AP) ouw € DL(T™, APY)), (2.5)
EEL

com A(t, &) = 3 jzp wi(t, §)dt ;.

2.2 Condicoes de compatibilidade

Investigaremos agora certas condi¢ées de compatibilidade para que faca sentido indagar sobre a
existéncia de solugoes para a equagao LPu = f. Em outras palavras, suponha que a (p + 1)-forma

f e G3(T* 1, APTE0) 6 tal que existe solucao u € D.(T™, APO) para a equacgio LPu = f. Entdo:
1. Primeiro, observe que LP*! o LP = 0. De fato,

n n
PP u) = Y0 N 0N LiLgugdt; Adty, Adty

|7 =p j=1 k=1
= Z Z LijUJdtj ANdty Ndty+ Z Z LijUJdtj ANdtg Ndty
|J|=p 1<j<k<n |J|=p 1<k<j<n

= Z (Lij — Lk-L]‘)UJdt]‘ Adtp A dty
1<j<k<n

= Y (L, LiJuydt; Adtg Adty = 0.
1<j<k<n

Portanto,

Lt f = LPHH(ILPy) = 0. (2.6)

2. Tomando série parcial de Fourier em relacao a variavel x na equacao LPu = f, temos que

D diti(t, )€ + Y "ika(t) ATt € =D f(t,€)e’. (2.7)
{EL ez EE7
Logo,
di(t, €) +i€alt) ATU(L,E) = f(t.€), VE € Z. (2.8)
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De fato, veja que

dtu—zz Ujdtk/\dtj

|J|=p k= 1
-5 3 (o) anna
| J|=p k= 1ot \ &

ZZ Z—ujtg) izg dti Ndty

|J|=pk=1 \&€Z

=33 wa (t,&)e™edty A dt ;.

€€Z |J|=p k=1

Por outro lado,

dii(t,§) = Z thf)dtk/\dtJ

|J|=p k= 1

Portanto, segue que

dyw = dyi(t, €)™

EEL

Além disso, sendo u =} .oy U(t, €)e® e a(t) = S 1, ar(t)dty temos que

0
= Z ak(t)%uJ(t,x)dtk Adty
k=11J|=p

Z szak(t UJ t 5) 1£mdtk Adty

k=1|J|=p &€’

=3 52{2 3" an(t)ai(t e dty Adty

€7 k=1|J|=p

= italt) A | > wy(t,&)dty | €4"

354 |J|=p
= ita(t) Al(t,§)e’ .
€7

Logo vale a expressao (2.7) o que implica a igualdade (2.8).
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3. E possivel decompor a 1-forma fechada a(t) como a soma de uma 1-forma constante e uma

1-forma exata (ver [4]). Mais especificamente a(t) = ag + d;A , sendo
ap =Y _ ajodt; (2.10)
j=1

uma 1-forma com coeficientes constantes a;o, dados por

1 2

aj():% aj(O,...,tj,...,O)dtj (2.11)

e A e G*(T™;R). As constantes ajp sao as médias das fungoes a;.

Vamos considerar o vetor oy = (ayp,...,an0) € por vezes usaremos a identificagdo ag ~ «y.
Suponha que o € Z". Multiplique a equacio (2.8) por €4 € G5(T") (ver Lema 2.14).

Assim obtemos

A0, €) + iga(t) A (€D, ) = D f(t,€), VE € Z. (2.12)

Note que

di (et &) = dyp Y wy(t, A Wdt, = Zf(uj (t, €)™ A dty A di

|J|=p |7|=p k=1
-EZE:[ﬁu@5>ﬁ“”+uﬂta AW dty A dt g

[J|=p k=1 e

Z Z [u 3(t,€) zéA(t)+z§ A(t) - @(t,g)eiff‘(t)} dt, A dty

|7|=p
_ elfA(t) Z Z 711] t f)dtk A dty

\J| =p k= 1
+ig > ZuJ (t g)—A () - €Oty A dt;
|J|=p k=1
= AN Gt €) + i (Z L A(t) dtk> (Z @(t,ﬁ)eiéA(t)dtJ>
|J|=p

= ATt €) 4 i€ (d A(E)) A (Tt €)e$AW),
Portanto,

A0 d,a(t, €) + ica(t) A (54D, €)) = dy(eA DT, €)) + i€ao(t) A (54D, €))
= (dy + i€aoN) (e*AD(t, €)).
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Logo, segue de (2.8) que
(e + iSagN) (e* D a(t, §)) = e“A D f(t,€), VE € Z. (2.13)

Como & € Z™, a funcao ¢;(t) = e’é(@0t) ¢ periodica e esta em G°(T™). Assim, multiplicando

ambos os lados de (2.13) por 1;(t) segue que
(dr + i€aon) (e TAG(L, £)) = S0t AD) f¢, ¢).
Observando que d; (e®6(@0)) = 371 i€agoe’®tdty, = ifag A ™0t segue da igualdade anterior
que
dy (eig(a().t—O—A(t))a(t,g)) _ eif(ao~t+A(t))f(t7£)’
ou seja, €60 t+AM) £(¢ ¢) ¢ uma (p + 1)-forma exata (quando £ag € ZM) .
4. Motivados pelas observagoes anteriores, considere o conjunto
EP = {f € GS(T""L APHLOY Pl — 0 e eif(o‘o'HA(t))f(t,f) é exata quando ag € Z"}.

Chamaremos EP de conjunto de compatibilidade relativo ao nivel p do complexo de operadores

diferenciais.

Finalmente, temos o necessério para definir nossa nocao de resolubilidade.

- . . o ;
Defini¢ao 2.6. Seja s > 1. Dizemos que o operador LP = d; + a(t) A 7 € globalmente s-resolivel,
quando para cada f € EP existe uma p-corrente u € D.(T" 1 AP0 tal que LPu = f.

2.2.1 Enunciado do teorema principal

Antes de enunciar o resultado principal, precisamos definir uma certa aproximacao Diofantina

para vetores irracionais.

Definigao 2.7. Dizemos que a € R™ \ Q™ € um vetor exponencial Liouville de ordem s > 1, se
eziste € > 0 tal que a desigualdade

|Ea —n| < emelele (2.14)

tem infinitas solugdes (n,€) € Z™ x 7.1

No caso particular em que s = 1, usa-se apenas a denominac¢io exponencial Liouville.
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Portanto, o € R™\ Q™ nao é um vetor exponencial Liowville de ordem s > 1 se para todo £ > 0,

existe uma constante Cz > 0 tal que
b — 7| > Ceeell" (2.15)
para todo (n,&) € Z™ x 7.

O proximo resultado é uma adaptagao do Lema 2.4 de [3].

Lema 2.8. Seja o = (aq,. .., Q) € R™\Q™ um vetor exponencial Liouville de ordem s > 1. Entao
existem v € {1,...,m}, € > 0 e uma sequéncia (n;,&) = (nl(l), e ,nl(m),fl) € 7™ x N tais que
]nl(y) — G| = |m — &a| < el para todo 1 € N. (2.16)

Demonstragao. Por defini¢ao, existem ep > 0 e uma sequéncia {(n;, &) ey em Z™ x N tais que
1/s
I — Gal < e %
Portanto, para cada j = 1,..., m temos que
(4) 75051/5
Il < e =% +§laj| <&+ &lag| < (1+ [af)§, VIeN.

Desta forma, existe C' > 0 tal que |(n;,§)] < C (|§l| +3 |771(j)|> < (1 +m(l+|a])&.
Tome ¢ = £ [C(1 + m(1 + |))] /%, entdo temos que

el (m, &)V* < 20",

Logo,

I — Ga < o0& " < e~clmanl'’s.

Por fim, vejamos que existe v € {1,...,m} tal que |g — §al = |77[(V) — &a,|. De fato, dado
ve{l,...,m} defina I, ={l e N: | — §a| = \17[(”) —§ayl}. Basta tomar v € {1,...,m} tal que
I,, & infinito e substituir {(n;, &) hien pela subsequéncia {(n;, &) hier, que teremos a sequéncia com a

propriedade que |771(V) — oyl =|m — &al < e_5|(7”’51)|1/s, para todo [ € N. O

Finalmente, podemos enunciar o resultado que garante a s-resolubilidade global do operador IL7.

O leitor notara que o proximo teorema é uma adaptagao natural do Teorema 1.7 de [4].

Teorema 2.9. Seja s > 1. Para cadap=0,...,n—1 o operador LP = d; + a(t) A 8% € globalmente

s-resolivel se, e somente se, ag € Q" ou g ¢ Q™ nao é um vetor exponencial Liouville de ordem s.
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2.3 Reducao a forma normal

Como ja vimos na se¢do anterior, podemos escrever a = ag + di A, sendo ayp uma 1-forma com
coeficientes constantes e A € G*(T"; R), s > 1. Esta secao ¢ dedicada a provar que P é globalmente

s-resoluvel se, e somente se, o operador

0
LE=d N —
0 + + ag or

é globalmente s-resoltvel.

2.3.1 Lemas auxiliares

Vamos inicialmente demonstrar alguns lemas técnicos que vao nos auxiliar na demonstracao do
resultado principal, Teorema 2.9. Para isso, faremos uso da Férmula de Fada di Bruno em varias
variaveis descrita em |7] e [11] e de alguns lemas auxiliares, descritos em [2].

Comecamos definindo uma ordem em Z':

Se = (p1,..-,ftm) € v = (V1,...,Vy) estdo em ZT', escrevemos j < v sempre que uma das

opgodes abaixo acontece:
L |pl < v
2. |p| =v| e ur < vy ou
3. lul =, =v1,..., 5 = V5 € pjr1 < Vj41, para algum 1 < j <n.
Para B € ZI! e k € Zy, 1 < k < |B|, denotamos por P(f3,k) o conjunto dos elementos
(k1o s kg, oo 1g) € 22V s (1P,
tais que para algum 1 < o < |3] vale

ki=0el;=0paral <i<|8|—o;
ki >0 para |[f| —o+1<i<|f]; e

0< l|,6’|70+1 < - < l|,8\ e

18] 18]
S ki=ke Y kilj=p. (2.17)
i=1 j=1
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Denotando [; = (lgl), . 7lgm)) e B=(BW,...,3M) temos que

8] I8l m 18] B
S kit = ki <Z l§”> =Y k() =Y k| = 18I (2.18)
i=1 i=1 r=1 i=1 i=1
Além disso, por (2.17) temos que
4 (1) (m)
B=(BM, .8 ="k, ™), (2.19)
7=1
entdao W) = Zlﬂl k:jl](-”), para todo v =1,...,m. Em resumo,
8] 18l
ST kil =18l e Ykl =W, v=1,...,m. (2.20)
i=1 i=1

Sejam ' € C*(R), G € C*°(R™) e considere a composi¢ao M = F o G. Entao, para € ZT, a

Férmula de Faa di Bruno para as derivadas 0°M (t) ¢ dada por:

18| 1 kj
M) = > F(’“)(G(t))m (W) . (2.21)
. LU

1<k<|8] Jj=
P(B,k)

Para (k1,..., kgl ... lg) € P(B,k) ev € {1,...,m}, considere o conjunto

EY ={je{l,....181} : 11 > 1}. (2.22)
Seja
K =Y kjse Ef #0 ek’ =0se Ef =0. (2.23)
JEEY

Note que, para E} # ), segue de (2.20) que

ST kY =g ek < ), (2.24)

JEEY
Lema 2.10. Seja (ki1,...,kjg;l1,- .., g) € P(B,k) e parav € {1,...,m}, considere ki € Z, tal

que 0 < kY < kY, onde k¥ ¢é dado por (2.23). Entao, para s > 1, temos que

m 1] m
H(k:!)s H(lj!)(s—l)kj < (H k:g) BIs=1), (2.25)

v=1 j=1 v=1

m—1
Demonstragao. Dados inteiros m,n com 0 < m < n, usaremos que m! < nln»-1.
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Seja Ay, = {v : E} # (0}. Usando (2.24) e a desigualdade anterior segue que
] m |8l O

E(zjz)’% =TTTT¢"vs = IT TT @& < IT 11 (8¢)H 5

v=1j=1 veN, jEEY veAy jJEEY

Mas, fixado v temos que

() _
), 1 -1

b >
IT (257 = (sny <t

JEEY

s(¥) _pv

(5(v)1) ﬁ<u> 1

Y
ki ST

Portanto, segue que

18] ) m 50 g
[T < T 5= = [T 5
Jj=1 veEA v=1

Desta forma,
] 5() gy

H l l (s—1)k; ﬁ ﬂ(”)l) [3(1’) 1,
Jj=1 v=1

Também, como kY < k¥ < ) segue da desigualdade do inicio que

kY —1
(V1)* = kYIRSt < /c'f!m(”)!)(s*l)rm e

ﬁ k21)® (H kV!) H 5(1/)1) 5<u> 1,
v=1

v=1

Logo, usando as desigualdades anteriores e o fato que k¥ — k¥ > 0, concluimos que

(V) _pv ki—1:|

m 18| 1)[ N
[Tk [Tant D% < <H (k) ) [T P Lo aer

v=1 j=1 v=1
m m —k¥
§<<wﬂﬂwwf”[w4
v=1 v=1
m m
g(H@@)HwWW”
v=1 v=1
m
= <H(k:')> BIs=1),
v=1
O
Os proximos dois lemas sao encontrados em [2] (Lemas 2.1 e 2.2).
Lema 2.11. Sejam n € N e s > 1 um numero real. Sejam ki, ..., ky, inteiros positivos tais que
ki+4+2ko+---+nky, =n. Parak =k +---+ k, temos que
n
ke T oDk < gintst (2.26)

=1
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Demonstracdo. E facil ver que n!¥/(m=1 < (n+ 1)!1/”, para todo n € N e n > 2. Em particular, se

m e n sao inteiros tais que 1 < m < n, entao mll/(m=1) < n!l/(”_l), o que implica

m!(s—l)(n—l) < n!(s—l)(m—l) )

Veja que (16=D0=1) < pl(s=D0=1) - qggim (15— DRi(n—1) < p)(s=Dk(=1)  Portanto,

[ 06Dk < [ me-D0-Di/n-1) =D iy G (s 1) (ko 2kt (n =)k /(n—1)
=1 =1

e k1® < kInlG=DE=1/(n=1) " Segue das tltimas estimativas que

k1S Hl!(s—l)kl < k_!n!(s—l)(k2+2k3+-~+(n—1)kn+k—1)/(n—1)’
=1

o que prova o resultado pois ko +2k3 +---+ (n — 1)k, + (kK —1) =n — 1. O
Lema 2.12. Paran € N e R > 0 temos que

k!
> — = _RF=RMR+1)",
kil kp!
k1+42ko+-+nkn=n

sendo ki,...,kn €Z+ ek=ki + -+ k.

Demonstra¢do. Provamos por indugio matematica em n. Para n = 1 temos (1!/1)R' = R(R+1)°.

Para n = 2 temos que

o2, 1

_ SRy Yo 1.
> el o Tom T READ
k1+2ko=2

Agora, suponha a hipétese de inducao, ou seja, que a expressao dada no enunciado do lema vale

para valores entre 1,...,n, entao
2 i et
k142ka 4+ (n+1)knp1=n+1 L n+1t
k! i
BEATID SN e L
k142ka+--+nkp=n-+1
n
(k—1)! .
=R+ > > R
T (o) ol
k1+2ko+-+nk,=n+1 \ j=1 ki ! (kjfl-) k!
n
= (k—1)! i
_R+Z Z k’ll"‘(k'_l!)-..k[R
J=1 \ki14+2ka+--+j(kj—1)++nkp=n+1—j J n
n
=R+> I
j=1
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Fazendo m; = k; para i # j e mj = k; — 1 temos que

|
Z myl---mpy!
mi+--+nmp=n+1—7j 1 n

Z m! ‘Rm R,

- ) mll ceem o)
mi4+(n+l—j)mpy1—j=n+l—j (nt1-4)

poism; =0parat>n-+1—j.
Portanto, por indugdo, I; = (R(R+ 1)""'J)R = R*(R+ 1)"J. Logo,

> K g Ry zn:(R + 1)

et 42k 44 (n 1) g1 =n-+1 Fal ! j=1
R+1)"—1
=R+ R? {( R) ]

=RR+1)"

[l
Os proximos dois lemas podem ser encontrados em [11] (Lemas 4.2 e 4.3).

Lema 2.13. Sejae >0, s>1 ek € Zy. Entao para x > 0 temos que

abe=m < (O )RR, (2.27)

sendo C; s = (§)S.

€

k,—ex!

Demonstragao. Temos que a fungao x € [0, +00) > ze™ e atinge o méaximo para xy = (%)8 em

[0, +00); portanto temos que

ahe—e* < <5k>8k o5k (f)sk Jesk sk _ (f)Sk (Fehys.

9 9 £

Pela estimativa de Stirling k¥e=* < k!, logo

s k
g < (f) kIS = (C.y)Fkt.

5
]
Lema 2.14. Sejame >0, s > 1 e A(t) € G*(T"™;R). Entao, existe C. > 0 tal que
e oA < oIy, (2.28)

para todo (t,§) € T™ xZ e f € 2 .

43



Demonstragao. Seja € ZT. Aplicamos a Formula de Faa di Bruno (2.21), com F(x)

G(t) = i€A(t), obtendo

B iEA(L) _
e 2 k- kgl ’f\m
1<k<|8|

P(B,k)

z§A(t)H< 1514( ))k '

Como A € G*(T™;R), existem constantes C4 > 0 e R4 > 0 tais que
|0“A(t)| < CARf‘(a!)s, para todo a € Z',t € T™.

Segue de (2.29) e (2.30) que para todo t € T™ e £ € Z vale

8] i1, 1\ i
%A < 37 |H <|§|CAR 1! )

k:l.
1<k<|B]
B' kplBl u k
< X pr o Caleh RY TTaH 0,
1<k<|8| 8/ j=1
P(B,k)
sendo que a tultima desigualdade segue de (2.17) e (2.20).
Para cada 1 < k < |3, sejam k}, ..., k™ inteiros ndo negativos tais que

Eld kM =kek! <k, v=1,...,m.

Usando o Lema 2.13 temos

L e T L R LT [l

m vezes

v=1
Segue que
s 0B icA 1/s B! k plBl ’ 1)k;
e eIl 9P iAW) | < ool Z W(C Al€)F R H (1) (s=1)
1<k<lpl A i=1
P(B,k)
B! —elel= 1 ¢1k] (o) RIPI ’ n(s—1)k
= _— y ST J
> g e R Ty
1<k<|B] j=1
P(B,k)
m 8]
18 ﬁ'C v s—1
SRAZklu !Hklnll( )k;
1<k<|B]| J=1
P(B,k)
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com C. = CaC= .

Pelo Lema 2.10 temos que

75|§|1/5 aﬁ PEA(t) | < R\5|ﬁ|s Z Hu 1 ku')? .
kgt
1<k<|8|
P(B,k)
Usando o fato que [[)"; k¥! < k! obtemos
s ; k! __
el |gP AW < R g ST (2.31)
1<k<|B|
P(B,k)
Lembre-se que para cada escolha ki, ..., kg aparecendo em kl'ki;c‘m'@k’ existem [y, ..., [ 5 tais
que (k1. ., kil 1g) € P(B k), S0 kili = 8, X0 ki = ke ki = 0se I = 0.

Vamos melhorar a estimativa (2.31). Para isso considere o conjunto

P(B) ={(o1,...,008) 1 01 + 202 + - - - + | Blog = |B]},

e o =01+ -+ 0)g . Mostraremos que, para cada lista ki1,..., kg que aparece na soma (2.31),

existe (o1,...,018) € P(B) tal que

k! —k NCe
L wwf'(i)
Fate-Kig! o1 o))

Pela observagao anterior, podemos escrever
18] = " killil, A={i:l;#0}. (2.32)
€A

Note que, para cada i € A, temos que 1 < |l;| < |B| e se |l;] = |li|, entao k;i|l;| + ki|ly| =

(ki + ki )|l;|. Portanto, podemos reescrever a soma (2.32) como
|ﬁ| = Zj0j7
jer

sendo I' = {j : j = |l;|, para algum i€ A} e o; = Zz‘erj ki, comT'; ={i e A: |l;] = j}.

Note também que o =30 =37 Al e = k.

Usando a desigualdade (m + n)! < 2™*"mln! para todos m,n € Z., temos que
(kj + ki)l < 2R tRig 1k,

Generalizando a desigualdade anterior para finitos termos segue que:

Zk,» 1< 2% H k!

i€l i€l
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Logo

Haj'§2UH sz' SQUk-llklﬁl‘ZQkkl'k}w"SQ‘ﬁIk’l'lﬂﬁ\'?
jer jer \uer;

ou seja, P
I 28l (C

_ K ke 2000(C)
klllﬂm' HjEFUj!

Definindo ¢; = 0 para j ¢ I' temos a desigualdade desejada. Portanto,

3 ’f M ey Tl it < 28T 4 1)),
k! o1! me
1<k<]8) P(B)
P(3,)

sendo a igualdade consequéncia do Lema 2.12.

Logo, segue de (2.31) e da ultima estimativa que
e=lI* 1986t AM | < (2R )IB(CT 4 1)I81 g1 = Il grs,

com C. = 2R4(C. + 1). O

2.3.2 Reducao do problema a coeficientes constantes

Fazendo uso dos lemas vistos na subsecao anterior, provaremos agora que o estudo da s-resolubili-
dade global do operador ILP é equivalente ao estudo de um certo operador com coeficientes constantes.

Iniciamos definindo o operador

T: Dg ("H‘n-l—l7 /\p,O) N D; (Tn-i-l, /\p,O)

35/ ¢ez
sendo 9(t, €) = e¥AVT(t,€), para todo € € Z, ¢ A € G¥(T*R).

Precisamos provar que T" esta bem definido. Para isso vamos utilizar o Lema 3.4 de [10].
Proposigao 2.15. O operador dado em (2.33) define um automorfismo em D.(T™+1 AP0).

Demonstragdo. Escrevendo u(t,§) = >, us(t,§)dty, temos v(t,£) = 3 ;- AL (t, €)dt ;.
Assim, fixando |J| = p e utilizando o Teorema 1.48, basta mostrar que, dados € > 0 e h > 0, existe

C = C.p >0 tal que

‘1/5

(@7 (t, €)e®A® o) < Cllpllsne, Ve € Z,Yp € GSM(T™).
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Segue do Lema (2.14) e da defini¢ao de fun¢ao Gevrey que existe C. > 0 tal que

—E1E1Y s Aoy i XN —slet/e i o
|e 2‘5‘1 at (egA(t)(P(t)N: Z( )e 2‘5\1 (afefA(t))(at 590(75))

B

<3 ()@ lelat@ a2

BLa
< G @) llells
sendo C. j, = 2(h + 1)(C. + 1) e usamos > <o (g) =
Tomando C. = (25/¢)*® segue, usando o Lema (2.13), que
€[Fe 5K < TF(R)S, Ve e Z e k € Z,. (2.35)

1

Fazendo v+ = maX{C’gvh, C.}, pela continuidade de u; segue do Teorema 1.25 que existe Cy, > 0

tal que

[(ug, )| < Cy  sup sup |0 Ry(t, z) AT (alk) 75, W € GH(T™T).
() €T (o k)ezyt

Portanto,

(@5 (1, €)W, o(t)| = |

<

—~

P % 1 i —1€x
T3 (t,€), €A ()] = | (g, 4O p(1)e™)

[$3

sup  sup OR(eEAD (1))t (alkt) .
T (t,2)€T™ (ak)ezH!

[\)

Por outro lado, segue de (2.34) e (2.35) que

108 (€AW (1)) [0k e [yl (alkl)~* = | 51" g (AW (1)) | Fe 3Ty lal T (k) —seslél
~lo s Vol s |a —s /s
< Ol (al)?[lolls nCe (K> (alkt) —seslél!

~ — 1/s
< max{Cep, CHoHhylol R o) ol

= llgllone™”, V(t,z) € T ¢ (a,k) € 27,
As desigualdades anteriores implicam em
—~ i C 1/s
|<uJ(t7§)el§A(t),<p(t)>| < 27;”()0”8’]166@ ’

logo, temos que Tu € D.(T™1 APY). Analogamente T—! : DL(T"+1 AP0) — D! (T APY) esta

bem definido e é dado por

u= Zﬁ(t,f)ei& =Ty = Z e ALt €)e™® ) u e DL(TH, APO).
§EZ I3/
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Corolario 2.16. De forma andloga, o operador T : G*(T"F1 APY) — G5(T"1 APO) pode ser

definido e define um automorfismo em G*(T™+1, AP0).

Demonstracdo. Basta provar que G*(T"+!, /\’”0) ¢ T-invariante e T~ !-invariante.
Seja u € G*(T™+, AP0). Para cada |.J| = p, devemos mostrar que existem C' >0, h > 0e e > 0
tais que

0% (w5 (£, £)eAW)| < chlel(@l)se " o € Z7 e (t,€) € T" x Z.
Se uy € G5(T™1), entdo existem Cy > 0,hg > 0 e g9 > 0 tais que
0°T5(t,€)| < Cohl\(B)e=0I"" VB € 7% e (1,6) € T" x Z.

Portanto,

para todo a € Z} e (t,§) € T" x Z.

Analogamente G*(T"+!, AP0) & T~ -invariante. O

Relembrando que podemos escrever a(t) = ag + d;A(t), onde A(t) € G*(T"; R), segue a proxima

proposigao.

- . 0 : : .
Proposicao 2.17. Considerando ILE = d; + ag A\ =, temos que vale a sequinte conjugacao

ox

TolPoT ' =14,
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Demonstracio. Seja u em D.(T™ AP) ou G5(T™H, AP0, assim
LP o T (u) = g% (dt +an ai) [a(t, £)e AW gite

= [dii(t,€) — ifd A(t) ATU(EE) + ifa ATt )] e EAD
EeZ

= [dii(t,€) + i&(a — dA(t)) ATt )] e AP
EEZ

=77 [ (e, €) + ila — diA(D) At )] €

§EL
=T (D (di+aon 9 [t €)e™]
Ox '
EEL
=T olLbu.

Podemos definir, de modo semelhante, o conjunto:
Eh = {f € G5(T" T APTL0) ]Lg“f =0 e €0 f(t,£) ¢ exata quando ag € Z"}.

Vejamos que T(EPH!) = ]Eg“. Primeiramente, T(EP+1) C Eg“: seja f € EPTL temos que
e(iﬁa@t“(t))f(t,g) é uma (p + 1)-forma exata para todo & € Z, tal que £ag € Z™. Como f\f(t, ) =
eigA(t)f(t, €), temos que eiéao'tﬂ(t, €) é uma (p+ 1)-forma exata sempre que {ag € Z™. Além disso,
LPHLf = 0, portanto LET'Tf = TLPHLf = 0, ou seja, Tf € ES™'. De modo andlogo, ¢ valida a
outra inclusao.

Finalmente, vamos provar que P é globalmente s-resoliivel se, e somente se, ]Lg é globalmente s-
resoltivel. Seja f € Egﬂ, entdo T~ f € EPFL. Assim, existe u € D.(T", AP0) tal que LPu = T~ f,
ou seja, LATu = TILPu = ToT ' f = f. De modo semelhante, quando L} ¢ globalmente s-resolivel,
entao P é globalmente s-resoluvel.

Motivados pelos resultados dessa se¢ao, daqui em diante consideraremos o operador Lg , afim de

caracterizar a s-resolubilidade global descrita no Teorema 2.9.

2.4 Resolubilidade global do operador com coeficientes constantes

Concluiremos o trabalho demonstrando o Teorema 2.9. Antes disso, precisamos do seguinte lema

técnico, o qual esta descrito em [4].
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Lema 2.18. Parap =0,1,...,n seja N’V o espaco das p-formas sobre um espaco real ou complexo

de dimensdo n. Denotaremos N~V = {0}.

Seja A € ALV, X # 0. Entdo:

0.

190

Dado g € N1V, p=0,1,....,n—1, a equacao
ANv=yg (2.36)
tem solucao v € NPV se, e somente se, vale a condi¢ao

ANg=0. (2.37)

Além disso, quando (2.37) € satisfeita, uma solugao de (2.36) € dada por

1
Vo = —
lTl=p+1""

red

. (_1)Sinal(rvj17---7?7-"7.7'17-0—1) - g - le{'r'}u (238)

sendo (e1,...,ey) base de N'V, X\ = S Ner, g = Z\J|:p+1 grey, v = Z|K\:pUK€K e
r € {l,...,n} é qualquer indice tal que A\, # 0. Além disso, usamos a notag¢ao J — {r} =

(Jts--»7 o dps1), quando v € J (tiramos r da lista).

A solugao geral de (2.36) é
v=1v+ AN w, (2.39)

com w € NP~V arbitrdrio.

Demonstragao. (i.) Usando reordenacao, basta mostrar o caso r = 1.

Como X = >")"; Nieg e Ay # 0, podemos isolar e; da seguinte forma:

1 LY
e1 = —\— —ey.
1= ;Alz

Podemos escrever g = g1 + g2, sendo

g1 = Z grer Nej_(i}, (2.40)
[J|=p+1
1eJ

g= > gses. (2.41)
|J|=p+1
1¢J

50



Substituindo a expressao de e; em (2.40) segue que:

1 - Y,
n= gJyMeHl}*Z > gry e N er—{y
|J|=p+1 ! (=2 |J|=p+1 !

leJ leJ

Portanto, podemos reescrever g como g = g1 + g2, sendo

- 1
g1 = Z gJ)\T)\/\leg}

[J|=p+1
1eJ
- A
- 1
92 = Z gJBJ—Z Z gi e ey
|J|=p+1 1=2|Jj=p+1 !
1¢J leJ

Pela condigao de compatibilidade A A g = 0, temos que A A g1 + A A go = 0, portanto

- 1
)\/\91: Z gJ/\i)‘/\)\/\le{l}:O)

[J|=p+1
leJ
o que implica A A go = 0.
Agora, como (A, e, ..., e,) é uma base de A1V segue que go = 0. Portanto,
- 1
g=Gi=AN| > o 9I€I-{1}
[Jj=p+17"

leJ

e, assim,

1
Yo = Z )\*ngle{u
|Jl=p+1
leJ

¢ uma solucao de (2.36) .
(i.) Note que se A A v = g tem solu¢ao entdo AA g =AAAXAv =0. A outra implicagao segue do
item (7i.).
(iii.) Seja v uma solucdo de A A v = g. Vamos mostrar que existe w € A1 V. Se p = 0, entdo v e
vg sdo escalares, portanto A A (v — vg) = A(v — vg) = 0, logo v = vy.

Neste caso, v = vg + AN 0.

Suponha agora que p > 1. Seja u = v — vy. Considere uma base fi,..., f, para A'V, onde

f1 = A. Escrevendo u nessa base:

u = Z uyfy.

|J|=p
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Além disso, AAu = AA (v—uvg) =0. Portanto,

STuANfr=> usfi Afr=0,

[J|=p [7]=p
1¢J 1¢J

o que implica em uy = 0, para todo J tal que |J| =pe 1 ¢ J. Assim, podemos tomar

w = Z usfr—qy € NPTV,
|J|=p
1eJ

e teremos o resultado desejado, ou seja,

ANw = ZUJ)\/\fJ_{l}:u.

|J|=p
1eJ

Reciprocamente, se v = vg+AAw, onde w € AP~V & arbitrario, temos que AMAv = Awvg = g. O

Vamos prosseguir com a demonstragao do Teorema 2.9. Veja que, em decorréncia do que prova-
mos na se¢ao anterior, basta mostrar que Lg é globalmente s-resoltivel se, e somente se, o é racional
ou «q ¢é irracional e nao é exponencial Liouville de ordem s. Também, para simplificar a notagao,

passaremos a denotar ]Lg simplesmente por P e Eg por EP.

2.4.1 Suficiéncia do teorema principal

Primeiro, suponha que ap € R™ \ Q™ nao é exponencial Liouville de ordem s. Tome f € EP e
consideremos a série de Fourier na equacao LLPu = f para obter uma ultradistribuicao u candidata

a solugao. Assim, temos que

3

(dru) (n, €) = (D107 (0, €) A dlt s
m=1|J|=p
= inmﬂ}(nv §)dtm Ndty
m=1|J|=p
=1 <Z nmdtm> A a(’%f)
m=1
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n

(a0 A Bpu)(n, €) = Z (@) (17, €)amodt A dt s

m=11J=p

3

Z i&uy(n, &)amodty, A dty
=1|J]=p

=1 (Z £am0dtm> A @(77»5)7
m=1

3

ou seja,
(Lru)(n,€) = i (Z [ + ﬁamo}dtm> AT, €). (2.42)
m=1
Logo, devemos resolver
i (Z [ + £amo]dtm> N, €) = f(n,€), E€Zne L (2.43)
m=1

Observagao 2.19. Vamos utilizar o fato que f(n,@ = (f(t,f))/\(n), para todo (n,&) € Z"1 e
te T

Como g nao é racional, Eag € Z" se, e somente se, & = 0. Além disso,

n
Z 77m+§am0 dtm—o S E=0en=0.
m=1

Como f € EP temos que f(t,0) é exata, portanto existe uma p-forma diferencial h em T™ tal que

dth = f(t70) Se h = Z|J|:p thtJ, entao

Z Z (a h.] dtm Ndty = Z Z Z’f]mhj dtm Adty

m=L1|J|=p m=L1|J|=p
=i (Z nmdtm> AT ha(dts | =i (Z nmdtm> Nh(n).
m=1 |J|=p m=1
Portanto f(O 0)=(f (t 0))*(0) = (di%)(O) = 0. Desta forma, podemos considerar que %(0,0) = 0
e nao contradiremos (2.43). Fixado (n,&) € Z"1\ (0,0), temos que

n

> (i + Eamo)dtm # 0. (2.44)

m=1
Como f € EP devemos ter LP*! f = 0; portanto, usando o mesmo raciocinio para concluir (2.43)

segue que

i (Z [t + samo]dtm> NF(,€) =0, E€Znen" (2.45)

m=1
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Seja M inteiro, 1 < M < n, tal que
Inar + Eanro| = max{|m + apl : 1 <1 <n} #0.

Apliquemos agora o Lema 2.18 para obter uma solugao de (2.43):

1 . R 1 —
~ _ E -1 sinal(M,j1,...,M,....jp4+1) | dt )
u(nvé.) i ( ) UM"F&CLMOJCJ(T/’&) J {M}
|J|=p+1
MeJ

Portanto, existe uma constante C; > 0 tal que

1 ~
?/1: ) S C117 ‘ s ‘ .
il ©) I + Eanrol f(n,¢)
Como ag nao é exponencial Liouville de ordem s, para todo € > 0, existe C. > 0 tal que
max{|€amo — 1| : 1 < m < n} > Cee IO,

para todo (n,&) € Z™ x Z.
Assim, usando que f € G5(T"1, APT19) ¢ a desigualdade anterior, existem g1 > 0 e Co > 0 tais
que

(9, €)| < Coe==1 ",

para todo (n,&) € (Z™ x Z) \ (0,0). Portanto,

u(t,z) = Y Ay, e e G APO)
(ng)ezn+t

e LPu = f por construcao, ou seja, ILP é globalmente s-resoluvel neste caso.

Agora vejamos que ILP é também globalmente s-resoliivel quando «q ¢é racional. Tome o menor
q € N, tal que qag € Z". Para provar este caso, dividimos a agao do operador L em dois subespacos.

Mais especificamente: seja A C Z, definimos

D 4(T") = {ue D(T"M) su(t,x) =Y a(t,j)e™ ¢ . (2.46)
jeEA
Assim, D ,(T"*, AP0) & o espaco das p-correntes u = 2| 7=p wsdt tais que uy € D/, ,(T™H1).
Definigoes anélogas sao dadas para o espago G* (T, AP0) e para o conjunto Ef,.
Sejam A,B C Z, com ANB =0 e AU B = Z. Temos que L” ¢ globalmente s-resolivel se, e

somente se, ]Lf’4 = ]Lp|D/ (T AP e ]L% = LP|D, (T PO sao globalmente s-resoltiveis. De fato,
s, ’ s, ?

)
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temos que D/, (T, APO) = D;A(’]I‘”H, N0 B D;B(’]T"H, AP0) e também 1P = LF, @ L, ou seja,
D (T, AP0) ¢ P -invariante e D), p(T"H, AP0) ¢ L -invariante.
Escolhemos A =qZ e B =17\ A. Note que, se ag € Z", entao =1, A=Ze B = .

Vamos provar inicialmente que LZ é globalmente s-resoltivel. Definimos o seguinte operador:

T D;’A(’]I‘TH*l’ APO) - D;,A(Tn+17 APO)
u = Z a(t qN)einx s Z a(u qN)efinao-teinx'
NeZ NezZ

Veja que T estd bem definido pelo Lema 2.14. Além disso, 7 tem inversa dada por

Ty = Z u(t, qN)einaO'teinx.
NeZ

Logo, T & um automorfismo em D (T, AP0).
Vejamos que vale a identidade

T lolhoT =d,.

Seja v € D) 4 (T, AP entdo:
dy (a(t qN)e—ina0~t)eina: = d, (i)\(t, qN))e—ina0~tein:z: —ap A i)\(t, qN)e—inaoiam(ein:n).
Portanto,

LP o T(v) = Y dy(0(t, qN)e NN 1N " ag AT(t, gN)e N0 19, (N7

NEeEZ N€EZ
= 3" A0t gN))e~ N0 teiaNT = T o dyy,
NEZ

Seja f € EP, isto é, f € G*(T™H, APHLOY |

flt,m) =" flt,gN)e sV,

NEZ

Lif =0e einaO't]?(t, gN) é exata para todo N € Z.
Seja g =T ' f. Entdo g = Y yez f(t, N)elaNaoteiaNz - portanto,

R Flt, N)eiaNaot ge £ = gN
q(t, &) =
0, se & # gN.

Logo, g(t,&) ¢ exata para todo £ € Z, o que implica g(n,£) = 0 quando n = 0, para todo £ € Z.
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Para resolver Liu = f, vamos resolver a equacao d;v = g. Fazendo uso da série de Fourier na

equagao anterior segue que

i (Z nmdtm> AN, &) = g(n, &)

Podemos definir v(0,£) = 0, para todo £ € Z, pois g(0,£) = 0, para todo & € Z. Além disso,
temos que L’Z‘Hf =0, portanto dyg =T LoLE o T(g) = T Lo LE(f) = 0, ou seja,

i (Z nmdtm) NG(n,€) = 0.
m=1

Fixando n # 0 e M € {1,...,n} satisfazendo nys # 0, pelo Lema 2.18 podemos encontrar

0m,6) = Y (1A MIe Moo d) () (G5 (, €))dt g ary.- (2.47)
|J|=p+1
MeJ

Para cada (p + 1)-lista ordenada, temos que

|(imar) ™ (@3 (0, €))| < [93(n,€)]-

Desta forma, podemos definir

oit,z) = Y (n, &),

(n,€)€Znx A

o que, por construcdo, nos da dyvs = ¢g. Considere u = Twv,4, assim obtemos
Lhu=1LhoTva=Todva=Tg=TT 'f ="
Logo, ]L]Z‘ é globalmente s-resolivel.

Observagao 2.20. Podemos escrever v = v +vp, onde LY} € invariante em relagao a componente

VA.

Se ¢ > 1, vamos mostrar agora que L% é globalmente s-resolivel.

Vejamos que para todo £ > 0, existe uma constante C' > 0 tal que
jag — k| > Ce=HI"*, (2.48)
para todo j € B e k € Z". Basta mostrar que

. _~|4l1/s
max _|jamo — km| > Ce =il
me{l,...,n}
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Iremos utilizar a ideia de [6] (Lema 4.35). Denote por R = {1,...,q — 1}. Assim, dado j € B,

temos que existe r € R tal que j = dq + r, para algum d € Z. Portanto,

max [jamo — km| = max |dqoaumo + ramo — k|
mée{l,...,n me{l,...,n
km - dqamO
=7 max |Qmo— ——————
mée{l,...,n} r
km — dqoumo
> max | — ————".
me{l,...,n} r

Denote D, = dist(ao, %Z”) > 0, para cada r € R. Seja entdo D = mi}r{l D, > 0.
re

km — dgamo c

Como (%Z”) segue da desigualdade anterior que

max _|jomo — km| > D > De—elil"*,
me{l,...,n}

para todo j € B, k € Z". Portanto, segue o resultado desejado.

Logo, por (2.48), a demonstragao deste caso segue de forma analoga ao caso ag nao exponencial

Liouville de ordem s.

2.4.2 Necessidade do teorema principal

Vamos mostrar que se g € R™ \ Q" é exponencial Liouville de ordem s > 1, entao P nao é
globalmente s-resoluvel.

Primeiro, provaremos a nao s-resolubilidade global para o caso p = 0.

Suponha que ag = (a0, ..., an0) € R™\ Q" é exponencial Liouville de ordem s > 1. Logo, pelo

Lema 2.8 existem £ > 0 e uma sequéncia (n;, &) € Z™ x N tais que

Im — &ap| < el tmet’s, para todo | € N. (2.49)
Para cada [ € N defina
w(t,z) = age!mt=4e) (2.50)
sendo
a = RIS (2.51)

Segue do Lema 2.14 que u; € G*(T"1).
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Escrevendo 7, = (nl(l), e ,nl(n)) € Z", temos
]Loul = (dt +ap N\ 8a;)ul = dyu; + ag A (&Cul) = dyu; + ag A (89521,[)
=iy | Y Pty | A MG LN ajodt; A (—iogy)e 6D
— =
n
= Zial(nl( —a Oél) (it 5lm)d ].
j=1
Para cada j = 1,...,n defina

filt,z) = Zial(nl(j) — ajofl)ei(mt_él“),
=1

Note que
Fim, &) = ien(n”) — ajo) e Fi(n.€) = 0, se (n.€) # (m.&).
Por outro lado, por (2.49), |77(]) —ajo&| < |m— o] < e~elm &I ogo

f ] _e 1/s
|fj(77l’ _fl)| = al|nl(ﬁ) _ aj0§l| <e 510,60l ,

para todo [ € N. Portanto, f; € G*(T""!) pelo Lema 1.34.

Defina entao f(t,x) = >0, fidt; € G(T" 1, AM0). Por construcdo, f = Y52, Lo, com
convergéncia em G*(T"1, AL0). Portanto, L'f = 3°7° LY(L%;) = 0.

Como ap ¢ Q", £y € Z™ somente quando & = 0. Vejamos que a 1-forma f(t, 0) é exata.

Lembre-se que f(t, § =" f}(t,{)dtj e que
. 1 ,
Fo =5 [ ptae e,

Logo, para cada j temos

-~ 1 - . j i(mt—&x 1 . j i —i&x
fi(t,0) = - / 1 l_zlm,w — g0 My = ,_ZJ%F) — ajof)e™! / ey ),

pois, como & # 0, temos que le e Ty = 0.
Segue que f(t, 0) é exata. Concluimos que f € EY.
Vejamos agora que nio existe v € D.(T"*!) tal que L% = f. Se existisse, entdo teriamos

— ~

(LO)(n, &) = f(n,€), para todo (n,&) € Z".

/\ o~

Em particular, (L%)(n;, —&) = f(m, —&), para todo I € N. Logo,

lz — ajo&)dt; NO(m, —&) = flm, —&). (2.52)
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Como L' f = 0, segue também que

n

iZ(m(j) — ajo&)dtj A fm, —&) = 0.

j=1
Por outro lado, vejamos que u;(n;, —§;) = «y, obtido de (2.50), também resolve (2.52). De fato,
veja que

—

(LOwu) (my, —&) =i (m(j) — ajo&)dt; A (m, —&)

NE

<.
Il
—

o~

() — ajo&)eqdt; = > Fi(m, —&)dt; = Flm, —&).

=1

-

j=1 j=1
Assim, pelo Lema 2.18 vale a seguinte igualdade
A, &) =0, &) + iy — ajo@)dt; | Aw, (2.53)

j=1
para w; € A7V, Como w; € A™'V = {0}, temos que w; = 0 e da igualdade (2.53) segue que
o(m, —&) = u(m, &) = .

Dessa forma, 9(n;, —§;) nao pode ser uma sequéncia de coeficientes de Fourier de nenhuma ultra-

distribuigao em D’ (T"!). Caso v € D.(T""!) terfamos que para todo v > 0, existiria C,, tal que

para todo | € N vale

B0, —&)| < Cvevl(m,fz)ll/s'

Considerando, em particular, v = § teriamos
eslmeals — o) — B, —&)| < CLedl &I para todo I € N.

1/s . N . = 1/s
Logo eilmel/ < C., para todo | € N, 0 que é um absurdo, pois a sequéncia e1!(:)] N 0,

quando [ — oo.
Vejamos agora o caso p € {1,2,...,n— 1}.
Como oy = (ai0,...,an0) ¢ Q é exponencial Liouville de ordem s > 1, existem ¢ > 0 e uma

sequéncia (n;, &) € Z™ x N tais que
|m — &ap] < 675‘(’7”&”1/3, para todo [ € N.

Note que, pelo Lema 2.8, existe v € {1,...,n} tal que a,0 ¢ Q e
lao& — m(y)\ = |m — &ag| < €_€|(m’5l)‘1/s, para todo [ € N.
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Vamos supor v = 1 para simplificar a notagao.

Definimos assim, para cada [ € N, a p-forma
w(t, ) = et MED dg A A dtpy1, L €N (2.54)

em G*(T"1 AP0), com o dada em (2.51).

Note que

Py (dt +ag A 8I)ul = dyuy + ag N Oy

n
= zz aml(ﬂ)dtj Adtg A+ Adtpiq pi(mt—&12)
j=1
n
+ ZZ apao(=&)dt; Ndta A -+ Adtpi cilmt—&z)
j=1
n

= ZZ Oél(nl(j) — a,j()ﬁl)ei(mt_glm)dtj Ndty N+ Ndtpit
= ial(nl(l) — alofl) (mt— £lm)dtl ANdta A+ A dtp+1.

Observe que, para j € {2,...,p+ 1}, temos dt; Adta A--- Adtpyq = 0.
Lembre que fj(t,z) =Y 2, ial(nl(j) — ajo&)eMtE) esta em G(TH).
Defina

n
flt,x) =" fi(t,)dt; Adta A+ dtyyq € GI(T"H AP0,
j=1

Seguindo argumentos analogos como no caso p = 0, temos que f € EP. Além disso, se existisse

v e D;(']I'”H, /\p’o) tal que LPv = f entdo teriamos, para cada [ € N, a igualdade

D, ~&) = @lm, —&) + 1> — ajo&)dt; | Awr, (2.55)
J=1

com w; € NP7LV .

Escreveremos a igualdade acima como

Z D — ajo&)dt; Awy =B, &) — Gilm, —&).-
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Para simplificar a notacao, escreveremos daqui em diante:
Aj=i(n? — ajo&y),
n
A= Ajdt,
=1

w; = w = Z wydt g,
[J|=p—1

y =00, —&) —@(m,—&) = Y yrdti.
|K]=p

Estamos omitindo que os elementos acima dependem de [ para simplificar a notagao. Logo, temos
que AANw =y.
Como wy(n, —&§) = aqdta A --- Adtyyq, o coeficiente de dt -, quando K =1(2,3,...,p+ 1) sera

Y =0(m, —&) — .

A fim de obter uma contradigdo vamos considerar apenas os coeficientes envolvendo combinagoes

de p elementos entre dt1,...,dty+1 na igualdade A A w = y. Logo
p+1
Z yrdtg = ZA dt N Z wydty, (2.56)
|K|=p |J]=p—1

com K = (kl,---,k’p), 1<k <ky<- < kp <p+led= (.jl)"'ajp—l)u 1< <jp< <
jpfl <p-+1
Introduziremos algumas notagoes adicionais:
dt@) :dtl/\.../\jt\j/\.../\dtp+1’
YY) = yg, com K = (1,2,...,3,...,1)—1—1).
Por exemplo, y? = yg, sendo K = (1,3,4,...,p+ 1) o coeficiente de dt@ = dty A dts A dtg A
-+ Adtps1. Se j < k denotemos por
dt9R) = dty A Ndbg A N A Adtpy,

w k) =y, COHIJ:(1,...,3,...,76\7...,])—1-1).
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Logo, a igualdade (2.56) fica

p+1 ‘ ‘ p+1
Zy(J)dt(J) — ZAkdtk A Z w ) q(msv)
j=1 k=1 1<p<v<p+l

p+1

= Z Z A qtev)

k=11<p<v<p+1

p+l il
= Z Z Akw('u’k)dtk A dtR) 4 Z Z Akw(k”’)dtk A dtkv)
k=11<p<k k=1 k<v<p+1

Note agora que

dt A dt W) = dtg A (diy A Adby A Adbg A Adips
= (=D 2(dty A Adby A Adtg A Adtyio)
= (—=1)FdtW.

dtp Adt®Y) = dtg A (diy A+ Adt A Adty A Adtpir)

= (—1)"tatW).

Portanto, segue que

p+1 p+1 p+1
Z y DA =3 3T ™R (—1)Fa 30 ST A (—1)F ).
k=11<u<k k=1 k<v<p+1

Trocando v por p na tltima soma:

ptl ‘ p+1 p+1
Zy(y)dt(ﬂ) — Z Z Apw ) (=1)kqt®) 4 Z Z A (—1)k=1 g,
j=1 k=11<p<k k=1 k<u<p+1

Agora vamos encontrar uma expressio geral para o termo y). Para j = 1 temos que

yWat™ = | 3" AP (—1)F | deD),

2<k<p+1

Para j = 2 temos que

yPdt® = Ajw2 (=1)0at® + Y AP (—1)Fat®).

3<k<p+1
Ou seja,
y? = A 2)( 1)° Z Agw® k) Z Agw® 2) D1 4 Z Akw@’k)(—l)k.
3<k:<p+1 1<k<2 2<k<p+1
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De forma geral
1<k<j J<k<p+l1

Multiplicando a igualdade acima por (—1)7714; e somando j de 1 até p + 1, obtemos

p+l p+l ptl
S A D =37 N At (D)ET £ 3T ST A AP (—1)E =0, (2,57)
j=1 j=11<k<j J=1j<k<p+1

Relembre agora que v(n;, —&) = y + w(m, —§), para todo [ € N. Como estamos supondo que
v € DL(T" AP cada coeficiente vF (1, —&;) satisfaz a condigao:
Dado v > 0, existe CS,K) > 0 tal que

75 (m, )| < YO,

Denotando Kj = (15 27 e )3\7 D 7p+1)7 temos que ,U/I(\l(nlv _gl) = y(1)+al (S @(nlv _gl) = y(])+07
para todo j # 1.
Retomando o € > 0 dado no inicio, considere d > 0 tal que 0 < 40 < e. Desta forma, existe

C’él) > 0 tal que
Y + | = (07 (m, —&)| < OVl para todo I € N.
Analogamente, existem Céj) >0,5=2,...,p+ 1, tais que
|y(j)| < C(gj)e‘sl(m’gl)ll/s, para todo [ € N.

Como A; = i(nl(j) —a10&;) # 0, para todo I € N, segue de (2.57) que A;yH) = Z?I%(—l)j/ljy(j),

portanto
p+1 A
1 — _ 1) 29,,0)
y =2 (=1) a7
=2
Lembre que |A;| < |A4], para todo j =1,...,p+ 1. Portanto,
p+1 A
o = (or +y) =y = (o +yO) + 3 ()72 1yY).
i=2 !
O que implica
p+1 p+1 4
log| < |y + y(1)| + Z ‘y(j)‘ < C§1)65|(7717§z)\1/8 + Zcéj)eél(m,&zﬂl/s < Cs(p+ l)eél(méz)\l/s,
j=2 j=2

sendo C5 = max OV,
1<j<p+1

Como a; = egl(m’él)‘l/s, a desigualdade anterior implica
Sl < Cs(p+1), para todo | € N,

o que é uma contradigao.
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2.5 Exemplos

Nesta segao iremos apresentar exemplos de sistemas globalmente s-resolaveis. Sera possivel
comparar algumas diferengas entre a resolubilidade global proposta em [4], com a s-resolubilidade
global desenvolvida neste trabalho.

A préxima observagao acerca dos vetores exponenciais Liouville seré ttil nos exemplos.

Observagao 2.21. Note que, se o = (aq,...,0p) ¢ Q" € um vetor exponencial Liouwville de ordem
s > 1, entao cada coordenada o ¢ Q de o € wm nimero exponencial Liouville de ordem s. De

fato, pela defini¢ao obtemos uma sequéncia estritamente crescente (em relagao a norma) (n;,&) =

(nl(l), e ,nl(”),gl) € 2" x 7 tal que
_ , (4) —elg|Y/s
_ — —_ < .
& — i jem{lff‘,’_fn}“flaﬂ nlh<e

Portanto, para cada aj ¢ Q a desigualdade

lgaj —p| < e~

possui infinitas solugdes (p,q) € Z2.

A reciproca desse resultado nao é verdadeira, conforme veremos a sequir no Exemplo 2.24.

Exemplo 2.22. Na Proposi¢io 6.2 do artigo [10] foi provada, via fragdes continuas, a existéncia
de wm numero de Liouville ay que nao € exponencial Liouville de ordem s, para qualquer s > 1.

Assim, considere o vetor (a1, a2), onde ag € R. Temos pela Observagao 2.21 que o vetor (aq, a2)
nao € um vetor exponencial Liouville de ordem s > 1.

Deste modo, definindo o sistema em T3:

Ll_aTlera?
0 0
LQ—%‘FQQ%;

seque que o operador ILP associado a esse sistema € globalmente s-resolivel.
Veja que Ly € globalmente s-resolivel em T?hr, mas Lo nao necessariamente € globalmente s-

resolivel em T%Z 2, basta tomar um nimero real oy exponencial Liouville de ordem s.
y

Exemplo 2.23. Considere o mesmo nimero de Liouville ay do Exemplo 2.22 e escolha as € Q.
Vejamos que (a1, ) é um vetor de Liouville. De fato, temos que aa = a/b € Q, onde a,b sao

inteiros. Por definicao, eriste uma sequéncia (pl(l),ql) € 7 x N tal que




Podemos considerar q; € bZ. De fato, podemos assumir que q; < qi+1, para todo | € N. Assim,

observe que b < qy < qu < (qu)?~', para todo I € N. Considere a sequéncia (ﬁl(l), q) = (bpgl)), bq(sry) s

entao
Y bply) 1 B Lo, 1
1 — — = — ~ = < . = = .
g bawy | ~ (qan)™ (qg’l;l)l) (bawy)! (b))t (@)

Desta forma, q = bk, onde k; € Z, para todo | € N.

Tome pl(Z) = ak;. Logo, pl(2)/Ql = a/b, para todo | € N e

p(2) a
2 _Zl=0, VleN.
q
Seque que _
pl(]) 1
max (—— — aj| < —7.
i=12| q (a)
Logo, o sistema em T3:
I = — il
1 ot + mf)x
0 0
Ly = — —
2 ot + a9 o

nao € globalmente resolivel no sentido suave do artigo [4], mas é globalmente s-resolivel.

Exemplo 2.24. No Exemplo 4.9 do artigo [1] foi apresentada a existéncia de dois nimeros expo-
nenciais Liouville ay, 0 ¢ Q de ordem s = 1, logo de ordem s > 1 qualquer, mas o vetor (aq, a2)

nao € um vetor expoencial Liouville de ordem s > 1. Assim, o sistema em T3:

0 0
Ll—aitl‘Fal%
0
L2 87t2+ 2%

€ globalmente s-resoluvel.

Note que, nesse caso, L1 e Ly ndo sio globalmente s-resoliveis em T?, . e T?

1.2 € T7, o, respectivamente.

Exemplo 2.25. Pelo Lema A de [9], dado s > 1, consequimos encontrar um nimero irracional oy

tal que para todo 0 < € < 1 ewiste C. > 0 tal que
Ik — ayé| > Cee™¢"",

para qualquer k € Z e £ € N. Porém, para s' tal que 1 < s < s’ e qualquer ¢ > 0, existem infinitos

ke€Z e& €N tais que k,§ sao relativamente primos e
|k — o1& < 06_551/8,
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isto é, oy nao € exponencial Liouville de ordem s, mas é exponencial Liouville de ordem s'. Logo,

escolhendo ag € Q qualquer, o sistema (definido em T?’):

0 0
Ll—aitlJrOél%
0 0
L2—%+a2%

é globalmente s-resolivel, mas nao é globalmente s'-resoliivel.
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