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RESUMO

A proposta deste trabalho € utilizar as Equagdes Diofantina como ferramenta para
compreender 0s saques em caixas eletrénicos. Oferecendo uma visao diferente para
os alunos de ensino médio como funciona saques utilizando esta ferramenta algébrica.
Permitindo o professor do ensino médio uma maneira de ensinar, usando algo realmente
pratico e de facil compreensao que estd no dia-a-dia do aluno. De acordo com os
Parametros Curriculares Nacionais devemos encorajar o uso da matematica como uma
ferramenta para desenvolver a razdo e habilidade dos estudantes.

Palavras-chaves: Equacdes Diofantina. Algoritmo Euclidiano. Maior Divisor Comum.



ABSTRACT

The purpose os this work is to use the Diophantine equations as a tool to comprehend
the withdrawals at an ATM. Offering a different vision to high school students on
how they work using this algebraic tool. Allowing the teacher a way to teach, using
something pratic and of easy comprehension. According to the national curriculum,
which encourages the use of mathematics, as a tool to develop the student’s reasoning
and skills.

Key-words: Diophantine equations. Euclidean Algorithm. Greatest common divisor.
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1 INTRODUCAO

Esse trabalho foi inspirado para atender ao estudante de escolas estaduais.
Visando uma alternativa onde se possa ensinar equac¢des diofantinas dentro do con-
texto dos caixas eletbnicos. Algumas das dissertacdes que li, estavam com um material
muito bom, porém faltava algo pratico que pudesse levar o estudante poder ter um
contato mais concreto que o levasse a construir o conhecimento. Sendo assim priorizei
de forma sintetizada as equacdes Diofantina Lineares de n variaveis, visando suas apli-
cagoes.Inicialmente sera feito um passeio histérico, estudando a origem das equacgdes
diofantina, a importancia de Diofantes de Alexandria e como 0 mesmo contribuiu para
a algebra atual. A teoria dos numeros servira de suporte para chegarmos em algumas
conclusoes.

Nos capitulos seguintes, faremos uma abordagem na teoria dos nuameros,
de uma forma pontual. Visando quais ferramentas sdo necessarias para a resolucéo
de uma equacéo diofantina linear com duas variaveis. Estudaremos explicitamente,
somente as ferramentas (Teoremas, proposicoes e Temas) necessarias para conseguir-
mos entender as equagdes Diofantinas.

Em conjunto, nos capitulos posteriores, estudaremos as equacdes, no ambito
dos saques nos caixas eletrénicos e quais as possiveis maneiras de efetuar esses
saques. Em conjunto a esses estudo , serd feito uma abordagem de situacdes proble-
mas em respectivos saques , pois assim o aluno tera um estudo direcionado e com
finalidade, que € a resolugéo de problemas do nosso cotidiano.

1.1 OBJETIVOS

Apresentar de forma sintetizada, as equagdes Diofantinas Lineares de n varia-
veis, visando suas aplicagoes.

Compreender e analisar as equacgdes Diofantinas no contexto do cotidiano.

1.1.1  Objetivo geral

Permitir ao professor de matematica uma possibilidade de ensinar equacoes
diofantinas dentro de um contexto real. Fazer um estudo da teoria dos nimeros, e
utiizar esses resultados para a formalizacao das equacoes diofantinas.

1.1.2 Objetivos especificos

Mostar uma breve trajetéria da histéria de Diofante .
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Utilizar as equagdes Diofantinas para compreender a sua utilizagao no problema
dos caixa eletrénicos.

Resolver através das equacgdes Diofantinas , as diversas formas de saque nos
caixas eletronicos.

1.2 REVISAO DE LITERATURA

Para apresentar conceitos para o estudo de equacéao Diofantina é realizado
uma introdugéo na teoria dos numeros como apresentando em (ALENCAR FILHO,
1981). Visando quais ferramentas sao necessarias para a resolucao de uma equacao
diofantina linear com duas variaveis.

Além disso, observamos algumas dissertagdes do PROFMAT com relagao a
este assunto como em (SILVA, 2013), (DEUS, 2017),(MAIA, 2018). Também a publica-
cao de La Roque e Pitombeira (1991) na Revista do Professor de Matematica.

No capitulo 2, abordaremos os conjuntos numericos, propriedades e relacdes
segundo (ALENCAR FILHO, 1981). Inclusive para formalizar as solugdes usamos o
algoritmo de Euclides.

No capitulo 3 estudaremos as equacgdes diofantinas lineares com duas, trés e
quatro variaveis. Como resolvé-las e as aplicacdes nos saques de caixas eletrénicos
pois assim o aluno tera um estudo direcionado e com finalidade, que € a resolugéo de
problemas do nosso cotidiano.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo vamos estudar o conjunto dos numeros inteiros (ALENCAR
FILHO, 1981), para auxiliar no entendimento de como resolver uma equagéao diofantina
linear. Para isto precisamos de alguns conceitos matematicos entre eles numeros
inteiros, maximo divisor comum e algoritmo de Euclides.

Em primeiro lugar iremos definir o conjunto dos nimeros inteiros, a seguir como
é a divisibilidade neles para poder demostrar o algoritmo de Euclides.

Nesse mesmo capitulo veremos o maximo divisor , com o qual ira auxiliar para
demostrar se uma equacgao diofantina tem solugéo ou nao.

2.1 CONJUNTOS NUMERICOS
Os conjuntos numéricos s&o uma organizacao de elementos numéricos em
grupos classificados pela semelhanca entre estes elementos.

Dentro da matematica, o ramo que estuda os conjuntos numéricos € a Teoria
dos Conjuntos.

Essa teoria diz que todos os elementos podem ser agrupados a partir de
caracteristicas semelhantes, desde frutas e animais até os numerais.

2.1.1 NuUmeros inteiros

Os numeros inteiros ou apenas inteiros sao: ....—3,—-2,—-1,0,1,2,3...

Cujo conjunto representa-se pela letra Z, isto é: Z ={... — 3,—-2,-1,0,1,2,3...}

2.1.2 O conjunto dos numeros inteiros positivos

Os numeros inteiro positivos (z > 0) e representa-se por:
7t ={xe€Z/x>0}={1,2,3,...}

Os inteiros positivos sdo também denominados naturais e por isso 0 conjunto
dos inteiros positivos € habitualmente designado pela letra N (N = Z7 ).

2.1.3 Divisibilidade em Z

Definicao Seja a e b dois inteiros com a # 0. Diz se que « divide b, se somente se
existe um inteiro ¢ tal que b = a.q. Denotaremos por a | b.

Arelacédo a | b € denominada relacdo da divisibilidade em Z. (ALENCAR FILHO,
1981)
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Proposicao Se a,m,b.e ¢, séo inteirosa |be b | centdoa | c.
Demonstracao
Comoa | beb | cexistem ¢; e g, inteiros tais que: b = a.q; (I) € ¢ = b.gz (1)
Substituindo (1) em (II) temos que ¢ = aq;.q2 0 que implica que a | c.
Exemplo
Temos que 2 | 12 e 12 | 24 entdo 2 | 24.
Outra maneira de demonstrar a proposicao:
a|beJq €Z:b=a.q(l) poroutrolado,como b | c < g € Z : ¢ = b.gs (1)
Substituindo (I) em (ll) chegamos em ¢ = a.q;.q2, OU seja, ¢ = a. (¢1.q2)
Entdo a | c.
Proposicao Se a,b, ¢,z e y sdo inteiros, ¢ | a e ¢ | b entdo c | (xa + yb).
Demonstracao
Por hipbtesec|ad g €Z:a=cqre c|lbe T g €Z: b= cq.

Portanto za + yb = x(cq1) + y(cqz) € colocando ¢ em evidéncia temos xa + yb =
c(zq1 + ygo), logo ¢ | (za + yb).
Proposicao Se «, d, n, sao inteiros, entdo valem as seguintes propriedades:
(a) n|n
(b)d|n=ad]an
(c)ad|an, a #0=d|n
(d)1]n
(e)n|0
(f)d|n,n#0=|d <|n|
Demonstracao das propriedades:
Para o item (a) temos que n = 1.n segue da definicao n | n.

No item (b) a hipoétese d | n assim J¢; € Z tal que n = ¢;.d. Para a € Z vale
que a.n = a.q;.d. Pelas propriedades de multiplicacao escreve-se a.n = ¢;.a.d, assim

ad | a.n.

Com relagdo ao item (c) da hipotese ad | na <» 3¢1 € Z : na = ¢1.ad. Como a # 0
podemos multiplicar a equagéo por * a igualdade: 1na = .qiad entdon = ¢1.d — d | n,
como queriamos demostrar.

Para item (d) Como n = 1.n, temos pela definicdo que 1 | n.

No item (e) Como 0 = n.0 temos pela definicao que n | 0.
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E por fim, (f) Pela hipétese temos n = dq; e n # 0, assim ¢; # 0. Como é
inteiro logo |¢1| > 1 e |n| = |d.q1| = |d|.|¢1]| > |d|. Assim podemos escrever |d| < |n].

2.2 ALGORITMO DA DIVISAO
Teorema Dados dois inteiros a,b € b > 0, existe ¢ e r tais que a = ¢b + r € com
0<r<hb.

Caso r = 0 = bla em qualquer caso o ¢ é chamado de quociente da divisdo de
b por a.

Demonstracao Seja S o conjunto de todos inteiros ndo negativos (> 0) que sdo da
formaa — bxr comz € Z, isto €: S = {a — bx|x € Z,a — bx > 0}.

Este conjunto S é ndo vazio porque, sendo b > 0, temos b > 1 portanto para
x = | —al resulta a — bx = a + bla] > 0. Assim pelo principio da boa ordenacéao, existe o
elemento minimo r de Stalque r >0er =a—bgoua = bqg+rcomgqéeE Z.

Além disso temos r < b, pois se fosse r > bteriamos 0 <r —b = (a—bg) —b =
a—bg—b=a—0b(qg+ 1) ecomisto r ndo seria o elemento minimo de S.

Para demonstrar a unicidade de g e r, suponhamos que existe dois outros
inteiros ¢; e ry taisque a = bg; =1, 0<mr <b.

Entdo bg1 + r1 = bg+r = ri —r = (¢ — q1)b = (r — r). Por outro lado vale
—b<r;—r<b,istoé, |r; —r| <b.

Assim —b < (r; —r) e (r, —r) < be, portanto, r;, —r = 0, e como b # 0 também
temosq¢—q =0 logor, =req =q.

Corolario Se a e b sdo dois inteiros, com b # 0 existe e sdo Unicos 0s inteiros ¢ e r que
satisfazem as condigées a = bg +r e 0 < r < |b|

Demonstragao Com efeito, se b > 0, nada ha que demonstrar, e se b < 0, entao |b| > 0,
e por conseguinte existem e sdo Unicos os inteiros ¢, e r tais que:

a=|blgs +re0<r<|bpois |b] =becomotemosa=10(q)+re0<r<]|b.
Portanto existem e s&o Unicos os inteiros ¢ e ¢; e r tais que:
a=>bg+rcom0<r<|b

Os inteiros ¢ e r chamam-se respectivamente o quociente e o resta na divisdo
de a por b.

Observe-se b é divisor de a se e somente o resto » = 0. Neste caso, temos
a = bq € 0 quociente ¢ na divisdo exata de a por b e indica-se a | b, que se |é “ a sobre

b”.
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Exemplo Achar o quociente ¢ e o resto na divisédo de a = —67 por b = 13.

Efetuando a divisdo: 67 = 13.5 + 2 o que implica —67 = 13.(—5) — 2 mas
r = —2 < 0 ndo satisfaz a condicdo 0 < r < 13.

Somando e subtraindo 13 no segundo membro da igualdade encontramos
—67 = 13.(—6) + 11.

Com 0 <11 < 13 temos que o quociente é ¢ = —6 e orestor =11

2.2.1 Maximo Divisor Comum

Definigcao Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos (a # 0)Chama-se maximo
divisor comum de a € b 0 inteiro positivo d(d > 0)que satisfaz as condic¢des:

(i) d|aed]|b

(i) Seclaec|bentdoc<d

Teorema Bézout: Seja c o divisor comum de a e b, entdo existem inteiro n, e m, tais
que ¢ = n,.a + myb.

Demonstracao Primeiro provaremos a existéncia. Seja B o conjunto de todas com-
binagbes lineares {na + mb} onde m e n sdo inteiros. Este conjunto contém clara-
mente numeros negativos, positivos e também o zero. Vamos escolher n, e m, tais que
¢ = n,a+m,b seja 0 menor inteiro positivo pertencente ao conjunto B. Vamos provar que
c|aec|b. Comoasdemonstragdes sao similares, mostraremos apenas ¢ | a. A prova é
por contradicdo. Suponhamos ¢ | a. Neste caso pelo teorema 2.2 existem ¢ e r tais que
a=cqg+rcom0 < r <c. Portanto r = a — gc = a— g(n,a+my,b) = (1 —qn,)a+ (—qm,)b
isto mostra quer € b pois (1 — gn,) € (—gm,) s@o inteiros o que é uma contradigao, uma
vez que 0 < r < c e ¢ € menor elemento positivo de B. Logo ¢ | a e de forma anélogo
¢ | b.(SANTOS, 1998)

Agora, a demonstracao da unicidade. Como d € um divisor de a e b, existem
inteiros ky e ks tais que a = kid € b = kqd, portanto ¢ = n,a + myb = nokid + mykad =
d(nok1 +moks) 0 que implica d | c.

Temos d < ¢ (ambos positivos) e como d < ¢ ndo é possivel uma vez que d € 0
maximo divisor comum. Concluimos que d = n,c + m,b (CAMPQOS, 2013).

Algoritmo de Euclides Se a e b sdo inteiros e a = ¢b + r, onde ¢ e r s&o inteiros entao
mdc(a,b) = mde(b,r).

Demonstracao: da relagdo a = ¢b + r, podemos concluir que todo divisor de b e r
€ um divisor de a. Esta mesma relacao escrita na forma » = a — ¢b nos diz que todo
divisor de a € b € um divisor de r. logo o conjunto de divisores comum de a e b € igual
ao conjunto de divisores de b e r 0 que nos garante que mdc(a, b) = mdc(b, ).
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Exemplo

Achar o mde(1126, 522), utilizando o algoritmo da divisdo para dividir 1126 por
552 em seguida pelo resto 82, depois o resto 82 pelo resto 30 e assim sucessivamente,
até obtermos o resto zero.

1126522 522082 82 |30 30[22 22|88 s8le
1044 2 492 6 60 2 221 16 2 6 1
82 30 22 8 6

(1) (2) (3) (4) ®) (6) (")

N
o‘mm
wlro

FIGURA 1 — Figura feita pelo autor da divisao pelo algoritmo de Euclides, fonte:préprio autor.

Pelo item (7) temos que mdc(6,2) = 2 e pelo algotimo de Euclides podemos
concluir a equagao 8 = 1.6 + 2 assim mdc(8,6) = mdc(6, 2).

Da equagéo 22 = 2.84+6 que mdc(22,8) = mdc(8, 6)e por sucessivas aplicagoes
do algoritmo da divis&do. Construir a sequéncia de igualdades mdc(2,6) = mdc(6,8) =
mde(8,22) = mde (522,1126). Como feito em (DE PAULA, 2014), tendo encontrado

dessa forma o maximo divisor comum de 522 e 1126, que € o Ultimo resto nao nulo das
equacodes acima.

2.2.2 O Algoritmo de Euclides

Seja a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0), cujo maximo
divisor comum se deseja determinar é imediato:

Se a # 0, entdo 0 mdc(a,0) = |a|
Se a # 0, entdo o0 mdc(a,a) = |al
Se bla entdo o mdc(a,b) = |b|

Além disso por ser mdc(a,b) = mdc(|al,|b|), a determinagdo do mdc (a,b),
reduz-se ao caso em que a € b sdo inteiros positivos distintos, com a > 0, tais que b
nao divide a , isto é ; a > b > 0 nestas condi¢des a aplicacao repetida do algoritmo da
divisao de a nos da as igualdades:

a=>bg +7r,0<r <b

b=1riqgo+19, 0 <19 <1y

re="roq3+ 13, 0<r3<ry

ro =13qs + 7y, 0 <1y <73

Como os restos r, r9, 73, 14 SA0 todos inteiros positivos tais que: b > r; > ry >

rs > T4.
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E existem apenas b — 1 inteiros positivos menores que b, necessariamente se
chega a diviséo cujo resto r,,_; = 0, isto € finalmente temos:

'n—2 = T'n—14q + T'n, 0< Tn < Th-1
Tne1="Tnqns1 + 741+ Tne1 =0

O ultimo resto r,, # 0 que aparece nessa sequéncia de divisdes € 0 maximo
divisor comum procurado de a e b isto € mdc(a,b) = .

Visto que pelo algoritmo da divisdo temos mdc(a, b) = mde(b, 1) = mde(ry, ra).....
mdc(rp—2),mn—1) = mdc(r,—1,7,) = rn. Esse processo pratico para o calculo do mdc
de dois inteiros positivos a € b € denominado algoritmo de Euclides ou processo das
divisdes sucessivas.

q1 | 92 | q3 | ... Qn qn+1
al b |lri|rog| .| thot| Th
ri | ro | T3 | Ta 0

TABELA 1 — Dispositivo de calculo no emprego do algoritmo de Euclides

Que se traduz na seguinte regra, para achar o mdc de dois inteiros positivos,
divide-se o maior pelo menor, este pelo primeiro resto obtido, 0 segundo resto obtido
pelo primeiro e assim sucessivamente até encontrar um resto nulo. O ultimo resto ndo
nulo € o maximo divisor comum procurado.

O algoritmo de Euclides também pode ser usado para achar a expressao do
mdc(a,b) = r, como combinagao linear de a e b para o que basta eliminar suces-

sivamente seus restos r, 1,7, 2...73, 72,71 €ntre as primeiras igualdades anteriores
(DOMINGUES, 1991).

Exemplo O algoritmo de Euclides pode ser exemplificado da seguinte maneira:

Vamos fazer a divisdo b | a e escrever da seguinte maneira a = bg; +r. Montando
uma tabela:

q1
b| a
r

TABELA 2 — Exemplo do algoritmo de Euclides, Fonte: proprio autor.

A seguir temos a nova divisdo e montamos a proxima tabela:
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q1 | 92
a b ™
L | T2

TABELA 3 — Resultado da nova divisao a = ¢s.r1 + 2, fonte: proprio autor.

E fazemos as varias divisoes até o resto zero:

q1 | 42 | q3 | --. Qn qn+1
a | b |r|r Tnel | Tn
T1 9 T3 T4 . O

TABELA 4 — Resultados sucessivos de a = ¢,,4+1.m, + 0, fonte: préprio autor.

Exemplo Calcule o mdc (1126, 522) da figura 1.

2 62121

1126 | 522 | 82 |30 |22 |8 | 6
82 30 122 816 |20

TABELA 5 — Resultado do exemplo em forma de tabe

a, fonte: proprio autor.

0 mdc é o ultimo resto ndo nulo. Logo mdc (1126, 522) = 2.
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3 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

As equacdes diofantinas se sobresae dentre as equagdes lineares por aparece-
rem em diversos problemas do cotidiano e em varios niveis académicos. Neste capitulo
desenvolveremos alguns topicos para mostrar se a equacao diofantina tem solucéo ou
nao, e quais sao as solucdes. No capitulo anterios foram apresentados os numeros
inteiros, divisibilidade, maximo divisor comum, algoritmo de Euclides, sdo ferramentas
necessarias para a resolucao das equacdes Diofantinas:

O tipo mais simples de equacao Diofantina é a equacéo Diofantina Linear
com duas variaveis(incégnitas) = e y, ax + by = ¢, onde a € b sdo inteiros e n ao
simultaneamente nulos. Envolveremos equacgdes diofantinas de duas , trés e quatro
variaveis e a forma de representar e achar essas solucdes.

Além disso, para motivar o aluno no estudo das equagdes diofantinas faremos
uma ligacao entre a teoria e a pratica, utilizando sua aplicacdo no saque dos caixas
eletronicos.

Antes porém de irmos com a teoria, vamos falar um pouco sobre o matematico
que descobriu e leva 0 nome nas equagoes.

3.1 DIOFANTO DE ALEXANDRIA

Na Grécia antiga, a palavra aritmética significava teoria dos numeros. Nos anos
( 250 a 350 DC) aproximadamente, também chamado segunda idade Alexandrina, um
grande talento matematico floresce: Diofantes de Alexandria. (BOYER; MERZBACH,
2012)

FIGURA 2 —Imagem de Diofanto adulto em seu timulo, fonte: Google imagens.
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Diofanto teve uma enorme contribuicdo nos campos de Algebra e Teoria dos
Numeros. Mas pouco se sabe da vida dele, mas uma colegao de problemas do século
V ou VI chamado “Antologia Grega”, com quarenta e seis problemas aproximadamente,
com um que tem o seguinte enunciado:

“Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte da sua vida e somando
uma duodécima parte para isso cobriu-lhe as faces de penugem. Ele Ihe ascendeu a
lampada nupcial apds a sétima parte e cinco anos apds seu casamento concedeu-lhe
um filho. Ai infeliz criancga tardia, depois de chegar a média da metade da vida de seu
pai, o destino frio o levou. Depois de se consolar da sua dor durante quatro anos com a
ciéncia dos numeros terminou sua vida”.

Resolvendo esse enigma, a equagao apresenta a seguinte forma:

T 454244
— —_— — — =
6 12 7 2

Que tem como solucéo = = 84.

Diofantes deu pouca atencao a problemas do primeiro grau, entdo nao se trata
de problemas. Esse acima escrito como algo que o interessava. A principal obra que
conhecemos de Diofantes é a Aritmética, treze livros originalmente, onde s6 os seis
primeiros se preservaram.(LA ROQUE; PITOMBEIRA, 1991). A obra de Diofantes se
diferencia principalmente pois é para resolugcédo exata de equacgdes tanto determinadas
como indeterminadas.

Nos livros recuperados da obra Aritmética temos:

10. livro tem 39 problemas dos quais 25 sdo problemas que envolvem equacobes de 1°
grau e 14 sédo problemas de 2° grau.

20. livro tem 35 problemas, entre eles o mais famoso problema 8: "Decompor o qua-
drado 16 em dois quadrados".

3o0. livro contém 21 problemas. E dentre eles o problema 19 que recorre-se a geome-
tria para obter sua solugao.

40. livro contém 40 problemas sendo que a maioria deles trata dos numeros cubicos.
A selecao dos dados de Diofanto faz com que chegue-se a uma solugad aceitavel
deste tipo de equacéo, ja que os gregos ndao conheciam as férmulas da equacao
cubica.
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Portada de Arithmetica.
Edicion de 1621

FIGURA 3 — Capa de um dos livros, fonte: dominio publico

50. livro consta de 30 problemas, dos quais 28 sdo de segundo e terceiro graus.

60. livro o ultimo livro contém 24 problemas que trazem a resolugao de tridngulos
retanbulos de lados racionais.

3.2 EQUAGCOES DIOFANTINAS LINEARES DE DUAS VARIAVEIS

Visto a forma que se apresenta uma equagéo Diofantina linear de duas variaveis
temos perguntas a se fazer: Essa equacéao tem solugéo inteira? Se tem solucéao é
Unica? Se tem mais de uma solug¢do, como podemos representar essas solucoes?

Tomando o tipo mais simples de equacao Diofantina Linear com duas variaveis
ax + by = ¢, onde a e b s&0 inteiros e ndo simultaneamente nulos e x e y incognitas.
3.2.1 Condigao de existéncia de solugcédo

Teorema A equacdao diofantina linear ax + by = ¢ tem solugéo se e somente se d divide
c sendo d = mdc(a, b).(ALENCAR FILHO, 1981)
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Demonstracao Suponhamos que a equagao ax + by = ¢ tem solugao, isto € existe um
par de inteiros z, e y, tais que axy + byy = c. Por ser mdc(a,b) = d existem inteiros r
e staisque a = dr e b = ds e temos ¢ = axy + byy = drzg + dsyo = d(rzo + sy,) Logo
segue-se d | ¢ pois rzy + syo € um inteiro.

Reciprocamente, suponhamos que d | ¢ entdo podemos escrever ¢ = d.t onde
t € um inteiro. Como o mdc(a, b) = d existem inteiros z, e y, tais que d = axq + byy 0
C

tho = =29 ;
que implica ¢ = d.t = (azq + byo)t = t.(axy) + t(byy) entdo o par g éuma

tyo = 790

solugdo da equagéao ax + by = c.

3.2.2 Solucdes da equacao

Vamos usar a equacao ax + by = ¢ como base de exemplos e teoremas, bem
como nas demonstragoes.

Teorema Se d divide ¢ e d = mdc(a,b) e 0 par de inteiros x, e ,y, € uma solugéo
particular da equacgéao diofantina linear ax + by = ¢, entado todas as outras solug¢des
:c:xo—i-g.t, teZ

desta equacéao sao da forma: )
y=yo— 3t t€Z
Demonstracao

Suponhamos que o par de inteiros x, € y, € uma solugéo particular da equacao
ar + by = ¢, e seja x1, y; outra solucdo qualquer desta equacéo.

Entdo temos:

ary + byo = ¢ = axy + byy;
a(zo — 1) = —b(Yo — ¥1);
a(zo — x1) = b(y1 — Yo)-

Por ser o mdc(a,b) = d. Existem inteiros r e staisque a = dr e b = ds “com r e
s primos entre si”.

Substituindo esses valores de a e b na igualdade anterior e cancelando o fator
comum d obtemos:

r(z1 — x0) = s(yo — Y1)

Assim sendo 7 | s(yo — ) isto é:

Yo — Y1 =1l exy —x9=S.1.

Onde t é um inteiro portanto os valores de :
a;lza;o—l—st:xo—l—gt e y1=yo—rt=yo— Gt

Satisfazem realmente a equacao ax + by = ¢ qualquer que seja o inteiro ¢ pois
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b b b
axy + byy = alxg + at} + blyo — %.t] = (azo + byo) + % - % t=axy+byo+0=c.
——

0
Sabemos que se d = mdc(a,b) e d divide ¢ entdo a equacao diofantina linear
ax + by = ¢ admite um numero infinito de solu¢des para cada valor inteiro arbitrario .

A partir daqui, usaremos o titulo problema para indicar algumas das aplicagées.

Problema 1 Deseja-se efetuar um saque de R$ 30,00 no caixa eletrdnico, porém o
mesmo esta abastecido apenas com notas de R$ 2 e notas de R$ 5 .Quantas sao
as possiveis maneiras de sacar o dinheiro e quais sao elas?

Resolucao

Podemos modelar o problema com a seguinte equacgéao diofantina: 2z + 5y = 30,
onde x representa a quantidade notas de R$ 2 e y representa a quantidade de notas
de RS 5.

Primeiramente vamos calcular o mdc(2,5) pelo algoritmo de Euclides:

2
5121
110
TABELA 6 — Calculo de mdc para o problema 1, fonte: préprio autor.

Assim mdc(5,2) = 1 portanto 1 | 30 e a equagéo diofantina tem solugéo. Agora
vamos achar a expressao do inteiro 30 como combinacgéao linear de 5 e 2:

1 =5 — 2(2) multiplicando por 30 ambos os lados encontramos 30 = 2(—60) +
5(30). Assim o par de inteiros xo = 30 e yo = —60 é uma solugéo particular da equagéo
diofantina e todas as outras solugdes sdo dadas pela formula da solugéo geral:

b a
x:xo—i-gtey:yo—at

Substituindo os valores encontrados temos

5 2
= 60+ —tey=230——t
X +1 ey 1

Lembrando que ¢t > 0 e queremos apenas nas solugdes positivas, logo:

x=—60+()t>0=1>12
y=30—(2)t>0=1t<15
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t [2=-6042t]y=30—3%t
12 0 6
13 5 4
14 10 2
15 15 0

TABELA 7 — Possiveis valores de ¢ para o problema 1 , fonte: préprio autor.

Portanto os valores possiveis ¢ sdo: ¢t = {12,13, 14, 15}.

Assim o0s possiveis saques so:

(1) Nenhuma nota de RS$2 e seis notas de R$5;
(2) Cinco notas de R$2 e quatro notas de R$5;
(3) Dez notas de R$2 e duas notas de R$5;
(4)

4) Quinze notas de R$2 e nenhuma nota de R$5

3.3 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES DE TRES VARIAVEIS

Seja a equacao Diofantina linear axz + by + cz = k, onde a, b, c € k sdo nao nulos
simultaneamente.

3.3.1 Condigao de existéncia de solugao

Utilizaremos a mesma idéia do teorema para equacdées com duas variaveios,
que garante que a equacgao ax + by = ¢ tem solugao se e somente se d divide ¢ sendo
d = mdc(a,b).

Teorema A equacéo diofantinha linear ax + by + cz = k tem solugao se e somente se d
divide k£ sendo d = mdc(a, b, ¢).

Demonstracao

(=) Suponhamos que a terna de inteiros (xg, yo, 20) € uma solugéo inteira da
equacao entao axg + byy + czo = k. Seja d = mdc(a, b, ¢) sabemos que d | a,d |b e d |c.
Assim d | axg, d |byy € d |czo l0go d | azg + byo + czo = k. O que prova a ida.

(«<) Agora se d = mdc(a, b, c) divide k entdo existe m € Z tal que k = dm.

Sejam d; = mdc(a,b) € dy = mde(dy, c) entdo existem ky, ko, k3, k4 inteiros tais
que aky+bky = di(i) € diks+cky = da(ii). Substituindo (i) em (i) temos (aky +bks)ks+cky =
dy(iii).

Multiplicando a equacéo (iii) por m e reescrevendo esta equagao

a. (k’lkgm) +0. (lﬁkgm) +c. (k4m) = d2m

_— = =

xr1 Y1 Z1
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Mas como d = mdc(a,b,c) = mdc(mdc(a,b),c) = mde(dy, c) = da, SEQUE QUE
(1,11, 21) € uma solucdo inteira particular da equagéo (DOMINGUES, 1991).

Proposicao A solucao geral da equagao diofantina é dada pela férmula para quaisquer
lo, s,t € 7.

S = {zo(ly — cs) + <m) £, yo(lo — cs) — <m) t,mde(a,b)s + r}.

Demonstracao Seja a equacao ax + by + ¢z = k, com mdc(a,b,c) = k, podemos
reescrevé-la como ax + by = k — cz.

Assumindo que mdc(a, b)| (k — cz) . Vamos considerar z = mdc(a,b).s + 1,7 € s
€ Z, assim:

k—cz=Fk—c(mdc(a,b)s+r);

k—cz=k—c(mde(a,b)s) — cr;

k—cz=(k—cr)—cs.(mdc(a,b));

Como mdc(a,b) | ((k— cr) — c.s.mdc(a,b) € mde(a,b) | c.s.mdc(a,b).

Conclusivamente mdc(a, b) | (k — er) .Assim existe um Unico numero [, tal que
k — cr = mdc(a, b)ly. Com isso segue mdc(a, b)ly + cr = k.

Observamos que a equagao admite solugao, pois mdc(mdc(a, b), ¢) = mdc(a, b, c)
e por hipotese mdc(a, b, c) | k.

Dessa maneira , se o par de inteiros (ly, o) satisfaz mdc(a, b)ly + cro = k, l0go,
k —cz =k — crog — csmdc(a,b).

Tomando essa igualdade e combinando algumas equacdes dadas anteri-
ormente, temos que k — cz = k — crg — csmdc(a,b) = mdc(a,b)ly — csmdc(a,b) =
mde(a,b)(lp — cs).

Logo obtemos a equagéo diofantina linear de duas variaveis ax+by = mdc(a, b)(lo—
cs) com solugdo para qualquer s € Z.

Seja {xo, y0} uma solugéo particular da equagao ax + by = mdc(a,b). Assim
axy + byo = mdc(a,b), multiplicando essa equagao por (I, — cs),temos:

axg.(lp — cs) + byo.(lo — cs) = mdc(a, b)(ly — cs).

Segue entdo a solucdo gerada equacao diofantina pode ser expressa por
(Silva2013):
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a. b)) tyo(lo — cs) — (W) t, mdc(a,b)s + 1)}
x = (xo(lop — cs) + <—

y=1yo(lo —cs) — (m) t

z =mdc(a,b)s+r com t € Z

S = (zo(lo — cs) + (W

S

QL

3

8
=
~_

\

Para ilustrarmos a aplicacéo, segue mais um problema.

Problema 2 Deseja-se efetuar um saque de R$ 30,00 no caixa eletrénico, porém o
mesmo esta abastecido apenas com notas de R$ 2, notas de R$ 5 e notas de R$
10. Quantas sao as possiveis maneiras de sacar o dinheiro e quais séo elas?

Resolucao

Podemos modelar o problema com a seguinte equacéo diofantina 2x+5y+10z =
30, onde x representa a quantidade notas de R$ 2 e y representa a quantidade de
notas de R$ 5 e z representa a quantidade de notas de R$ 10

Vamos torna-la numa equacéao de duas variaveis, chamando p = 2x + 5y temos
p+ 10z = 30 e sendo mdc(1,10) = 1 e 1 | 30, isto garante que a equacao p + 10z = 30
admite solucao.

Para simplificar a resolugdo podemos escrever: p + 10z = 1 pois mdc(1,10) = 1
e encontramos uma solugao para esta equacao, que pode ser 1(—9) + 10(1) = 1 e para
voltarmos a equagéao anterior multipicamos por 30 ambos os lados.

Assim 1(—270) + 10(30) = 30. Entdo a solug&o geral para duas variaveis é
p=-270+10t e2=30—t, teZ (1) -

Como p,z > 0temos z = 30 — ¢t > 0 assim ¢ < 30, para p = —270 + 10t > 0.
Com isto, 27 < t < 30. Entao ¢ sendo um inteiro temos ¢t = {27, 28,29, 30}.

Por outro lado p = 2z + 5y = —270 + 10¢. A equagao admite solugao pois
mdc(2,5) divide —270 + 10¢. Logo a equacgao 2z + 5y = —270 + 10.t admite solugao.

Primeiro encontramos uma solugéo particular que € 2(—2) + 5(1) = 1. Multipli-
cando tudo por (—270 + 10t), obtemos 2(540 — 20t) 4+ 5(—270 + 10t) = —270 + 10¢.

A solucao geral para trés variaveis €
=540 — 20t +5t, ,y=—270+10t —2t; e 2 =30—t, t € Z (2)

Como devemos ter x > 0,y > 0 e 27 < ¢ < 30. Encontramos 540 — 20t — 5t; > 0
e —270+ 10t — 2t; > 0.

Fazendo um estudo em (2) para cada valor de t.
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Primeiro caso para t = 27

Obtemos

x = 540 — 20(27) 4 5ty | y = —270 + 10(27) — 241, | z = 30 — (27)
x = 540 — 540 + 514, y = —270 + 270 — 2t;, z=3

5t1 >0 —2t1 >0 0<t <0.

Que vale para t; = 0.

Assimz =0,y = 0 e z = 3, ou seja, 0 saque de $30 reais sera feito com trés
notas de R$10.

| 3 notas de R$10 |
TABELA 8 — Solugéo para o problema 2 com ¢ = 27, fonte: proprio autor

Segundo caso para ¢ = 28

Obtemos

x = 540 — 20(28) 4 5t1, | y = —270 + 10(28) — 2t1, | z = 30 — (28)
x = 540 — 560 + 5¢4, y = —270 + 280 — 2t;, z =

xr = —20+ 5tq, y =10 — 24, z =

—20 + 5t1 > 0, 10 — 2t; > 0, 4 <t <5.

Que é vélida para t; = {4,5}.

parat; =4 z=2| parat; =5
x=-20+5.(4),|z2=2|2=-20+5.(5)
y=10-2.(4), |z=2]y=10-2.(5)
r=0,y=2 z=2|x=5y=10

Temos que o saque de R$30 reais sera feito:

0 notas de R$2
2 notas de R$5
2 notas de R$10

5 notas de R$2
0 notas de R$5
2 notas de R$10

TABELA 9 — Solugbes para o problema 2 com ¢ = 28, fonte: préprio autor

Terceiro caso para t = 29

Obtemos
x = 540 — 20(29) + 5t4,
x = 540 — 580 + 5t;,
xr = —40 + 5tq,
—40 + 5t; > 0,

y = —2704 10(29) — 2t4, | z =30 — (29)
y = —270 + 290 — 2¢, z=1

y =20 — 2t4, z=1 ’
20 —2t; > 0, 8§<t; <10

que é valida para t; = {8, 9, 10}.
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para t; =8 para t; =9 para t; = 10
x=—-40+5.(8), |z=-40+5.(9), |x=—40+ 5.(10),
y =20 —2.(8), y =20 —2.(9), y =20 — 2.(10).
r=0y=4z=1|z=5,y=2,2=1|x=10,y =0,z

Temos que o saque de $30 reais ser4 feito:

=1

1 notas de

0 notas de R$2
4 notas de R$5

5 notas
2 notas

R$10

1 notas de R$10

de R$2
de R$5

10 notas de R$2
0 notas de R$5
1 notas de R$10

TABELA 10 — Solugdes para o problema 2 com ¢ = 29, fonte: proprio autor

Quarto caso parat = 30

Obtemos:

x =540 — 20(30) + 5t1, | y = —270 + 10(30) — 2t4, | z = 30 — (30)

x = 540 — 600 + 54, y = —270+ 300 — 2t z =

r = —60 + 5y, y =30 — 2t4, z =

—60 + 5t > 0, 30 —2t; >0, 12<t; <15

Que é valida para t; = {12,13, 14, 15}.
para t; = 12 para t; = 13 para t; = 14 para t; = 15
r=—-60+5.(12), | =—-60+5.(13), | x =—60+5.(14), |x=—60+5.(15)
y =30 —2.(12), y =30 — 2.(13), y =30 —2.(14), y =30 — 2.(15).
r=0y=6,z=0|z=5y=4,2=0|x=10,y=2,2=0|x=15y=0,2=0

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

0 notas de R$2
6 notas de R$5
0 notas de R$10

5 notas de R$2
4 notas de R$5
0 notas de R$10

10 notas de R$2
2 notas de R$5
0 notas de R$10

15 notas de R$2
0 notas de R$5
0 notas de R$10

TABELA 11 — Solugdes para o problema 2 com ¢ = 30, fonte: proprio autor
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Com base nos estudos feitos, chegamos a conclusao que para sacar $30 , em
um caixa eletrénico onde so existem cédulas de R$2, R$5 e R$10 temos 10 possiveis
saques.

(1). 3 notas de $10

(2). 2 notas de R$5 e 2 notas de R$10

(3). 5 notas de R$2 e 2 notas de R$10

(4). 4 notas de R$5 e uma nota deR$10

(5). 5 notas de R$2, 2 notas de R$5 e 1 nota de R$10
(6). 10 notas de R$2 e 1 nota de R$10

(7). 6 notas de R$5

(8). 5 notas de R$2 e 4 notas de R$5

(9). 10 notas de R$2 e 2 notas de R$5

(10). 15 notas de R$2

TABELA 12 — Solugao geral para o problema 2, fonte: proprio autor

3.4 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES DE QUATRO VARIAVEIS

Seja a equacao Diofantina linear a,x + asy + azz + aqw = k, onde aq, as, as, ay €
k sdo nao inteiros nulos simultaneamente.

3.4.1 Condicao de existéncia de solugao

Utilizaremos a mesma idéia do teorema para equacdes com trés variaveis, que
garante que a equacgao ax + by + cw = k tem solugao se e somente se d divide k£ sendo
d = mdc(a, b, c).

Teorema A equacao diofantinha linear a1z + asy + asz + aqw = k tem solugao se e
somente se d divide k sendo d = mdc(ay, as, as, ay).

Demonstracao

(=) Suponhamos que a quaterna de inteiros (xg, yo, 20, wp) € uma solu¢ao
inteira da equacgao entao a;xy + asyo + aszo + agwy = k . Seja d = mdc(ay, as, as, ay)
sabemos que d | a;i = 1,2,3,4.. Assim d | a1z, d |azyo, d | aszzo € d |aywy logo d | ajxg +
asyo + aszo + agwy = k. O que prova a ida.

(«) Agora se d = mdc(aq, as, as, ay) divide k entdo existe m € Z tal que k = dm.
Sejam d; = mdc(ay,as),ds = mdc(dy,as) € d3 = mdc(ds, aq) entdo existem
k1, ko, ks, k4, ks, kg inteiros tais que

(Ilk’l + agk‘g = dl (1)
dlk?g + (l3]€4 = dg (11)
d2k5 + CL4]€6 = d3 (111>
Substituindo (i) em (ii) temos (ak; + asks)ks + azky = ds (iv).
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E depOiS (lV) em (lll) temos [ak1k3 + agkoks + CL3]€4]/{35 + aske = d3 (V)

Multiplicando a equagéao (v) por m e reescrevendo esta equagao

ag. (k1k3k5m> “+as. (k2k3k5m) +as. (]{34]{?5711) “+ay. (kgm) = dgm.
~——— ———— —— ~——

x1 Y1 21 w1

Mas como d = mdc(ay, as, a3, ay) = mde(mdc(ay, as), as, ay) = mde(mde(dy, az), ay) =

mdec(dy, ay) = d3, SEQUE qUue (z1, 41, 21, w1) € uma solugdo inteira particular da equagéo.

3.4.2 Solucéo geral da equagéo diofantina linear de quatro variaveis:

Vamos proceder de forma analoga com que foi feito para encontrar a solugéo
geral da equacéo diofantina linear de trés variaveis.

Proposicao A solucao geral da equacéao diofantina é dada pela formula :

a a
S = {(zo + = 3, Yo — - t3, 20 — to,wo — t1), t1, ta, t3 € Z}
ds ds

Demonstracao Se a equagéo air + axy + asz + a,w = b. possui solugdo entdo
d = mdc(aq, az, asz,ays), onde d divide b. Reduzindo essa equacado para duas varia-
veis, considerando a;x + axy + azz = p/ temos p/ + a4w = b que possui solucao, pois
mde(l,a4) =1e€1|b.

Z—jtl e wy — dlltl;tl € 7Z}.

Como mdc(1,a;) = 1 entdo escrevemos S = {plo + asty € wo — t1 ; t1 € Z}.

A solucao geral é S; = {p/p +

A partir dessa solucao geral podemos escolher um ¢; conveniente para que
dy = de((Il, as, CL3) divida (plo + CL4t1).

Daremos continuidade para encontrar a solugao geral da equagéao:

ai1x + agy + azz = p/
Pl = pol + as.ty

Para isso faremos nova substituicdo considerando a;x + asy = p”. Analisando
a equacao gerada pela substituicao feita:

p" + asz = ply + a4ty

Assim como a anterior possui solugdo pois mdec(1,a3) = 1 e temos como
solugao geral:

So = {pO// + (

E como mdc(1,a3) = 1, segue:

a3

Sy = {pol + asty e zg — 1ty ;1o € Z}
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Agora basta encontrar a solugéo geral da equacéo da equagao a;x + asy = p”

p" = po!! + asty. Escolnendo um valor conveniente para ¢, que satisfaca d; =
mde(ay, as) | pol? + asts. Assim a solugdo geral da equagao ayx + asxy = pol! + asts:
S3 = {xg + %tg eyo — ﬂ153 it3 € Z}
d3 d3
Entédo a solucdo geral da equagéo original é:
S = {xo—l— %tg e Yo — ﬂ753 e 2o — lo,wg — tq ;11,1013 € Z}
ds ds
A cada valor conveniente arbitrario aos parametros t;,¢, , gera uma nova
solucao geral, pois o valor de =z € obtido através do parametro t;, no processo de
descoberta da solucao geral da equagao gerada pela primeira substituicédo feita na
equacao original, além do valor atribuido ao parametro ¢,, assim como os valores de z
e y , Sao obtidos a partir do valor atribuido anteriormente a ¢, € um valor conveniente a
t2, No processo de descoberta da solucdo geral da nova equacao gerada pela segunda

substituicdo.

Problema 3 Deseja-se efetuar um saque de R$30 no caixa eletrénico, porém o
mesmo esta abastecido apenas com notas de R$2 , notas de R$5, notas de R$10 e
notas de $20. Quantas sdo as possiveis maneiras de sacar o dinheiro e quais sao
elas?

Resolucao Podemos modelar o problema com a seguinte equacgao diofantina:

2x + 5y + 10z + 20w = 30, onde x representa a quantidade notas de R$2 e y
representa a quantidade de notas de R$5 e z representa a quantidade de notas de R$10
e y representa a quantidade de notas de R$20.

Assim a equacéo diofantina de 4 variaveis sera 2z + 5y + 10z + 20w = 30
chamando por p = 2z + 5y + 10z reescrevendo a equagao temos p + 20w = 30.

Como o mdc(1,20) = 1 e 1| 30 logo p + 20w = 30 admite solugdo. Vamos
encontrar uma solugao particular de p + 20w = 1. Tomando p = —19 e w = 1 claro que
1(—19) + 20(1) = 1. Basta multipicar por 30 em ambos lados obtemos a solu¢do da
equagao anterior 1(—570) + 20(30) = 30.

A solucao desta € {p = =570 + 20t,w =30 — ¢, t € Z} (1)

Voltando na substituicéo feita que era p = 2z +5y+ 10z e chamando pr = 22+ 5y
ficamos com p = p/+10z. Mas sabemos que p = —570+ 20t assim p/+ 10z = —570+ 20¢.

Sendo mdc(1,10) = 1e 1| (—=570+20t) logo admite solu¢cdo. Novamante vamos
procurar as solugdes particulares.
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Uma delas 1(—9) 4+ 10(1) = 1, multiplicamos ambos os lados por (=570 + 20t)
temos 1(5130 — 180¢) + 10(—570 + 20t) = —570 + 20t.

Neste caso a solucéo {p/ = 5130 — 180t + 10ty, z = —570 + 20t — 1t1,t, € Z} (Il)

Assim z + 5y = p/ = 2x + by = 5130 — 180t + 10t; e com mdc(2,5) =1e 1| p/,
logo 2(—2) + 5(1) = 1, multiplicamos ambos os lados por (5130 — 180¢ + 10t;)

2(—10260 + 360t — 20t1) + 5(5130 — 180¢ + 10t1) = p/
Finalmente compondo a solucao para esta equacéo:

{x = (10260 + 360t — 20t1 + 5to),y = (5130 — 180t + 10t; — 2t5), t5 € Z} (Ill)

Assim organizando as equagdes temos:

x = —10260 + 360t — 20¢; + 5ta, | y = 5130 — 1807 + 10¢; — 2,

z = =570+ 20t + t; w=30—-1

Estamos apenas interessados nas solucdes inteiras. Assim de (I) temos que
p=-570+20t>0— 20t >570 e w=30—t>0—1t<30,logot>285 e t<30.

Entdo ¢ assume valores: 29 < ¢ < 30 sendo t inteiro logo ¢ = {29, 30}.
Substituindo em (l1):
Primeiro caso para ¢t = 29

Obtemos

pl=5130 — 180t + 10, | 2= —570+ 20t — 1t
5130 — 180(29) + 10, > 0 | =570 + 20(29) — 1t; > 0
—90 4+ 10t; > 0 10 — 1t; > 0
t>9 t, <10

encontramos ¢, = {9, 10}.

Voltando com ¢ = 29, ¢t; =9 em (Ill):

= (—10260 + 360t — 20t, + 5t) y = (5130 — 180¢ + 10t; — 2t)
(—10260 + 360(29) — 20(9) + 5t2) > 0 | (5130 — 180(29) + 10(9) — 2t3) >0
(—10260 + 10440 — 180 + 5t5) > 0 (5130 — 5220 4+ 90 — 2t5) > 0
0+ 5ty >0 0—2t, >0
ta >0 1o <0

assimty, =0



Tomando ¢t =29, t; =9 e t, = 0 temos:

= —10260 + 360t — 20¢; + Sto,

8 8 8

=0,

= —10260 + 360(29) — 20(9) + 5(0),

y = 5130 — 180t + 10t; — 2t
y = 5130 — 180(29) + 10(9) — 2(0)
y=0

2= —570 4 20t + t;
z = —570 + 20(29) — 1(9)

z=1

w=230—t
w=30—29
w=1

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

1 nota de R$10
1 nota de R$20

TABELA 13 — Solugao 1 do problema 3, fonte:préprio autor.

Voltando com ¢ = 29 e t; = 10 em (lll) encontramos:

z = (—10260 + 360t — 20t; + 5t,)

(—10260 + 360(29) — 20(10) + 5t5) > 0

(—10260 + 10440 — 200 + 5t5) > 0
20 + 5t > 0
1o >4

Logo t, = {4,5}

y = (5130 — 180t + 10, — 2t,)
(5130 — 180(29) + 10(10) — 2t5) > 0
(5130 — 5220 + 100 — 2t5) > 0
10 — 2t, > 0
t2 <5

Tomando ¢t =29, ¢, = 10 e t, = 4 temos:

x = —10260 + 360t — 20t + 5t,,

x = —10260 4 360(29) — 20(10) + 5(4),

x =0,

y = 5130 — 180t + 10t; — 25
y = 5130 — 180(29) + 10(10) — 2(4)
y =2

33

z = =570+ 20t — t;
z = —570 + 20(29) — (10)
z=0

w=230—t
w=30—29
w=1

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

0 notas de R$2
2 notas de R$5
Onotas deRR$10
1 nota de R$20

TABELA 14 — Solucao 2 do problema 3, fonte:préprio autor.
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Tomando ¢t =29, ¢, = 10 e t, = 5 temos:

= —10260 + 360t — 20t; -+ 5t,
= —10260 + 360(29) — 20(10) + 5(5),
= 5,

8 8 8

= 5130 — 180t + 10t; — 21,
y = 5130 — 180(29) + 10(10) — 2(5)
y=0

z = =570+ 20t — t;
z = =570+ 20(29) — 1(10)
z=0

w=230—t
w=30—29
w=1

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

5 notas de R$2
0 notas de R$5
0 notas de R$10
1 nota de R$20

TABELA 15 — Solugao 3 do problema 3, fonte:préprio autor.

Segundo caso para t = 30

p = 5130 — 180 + 10¢,
5130 — 180t + 10¢; > 0
5130 — 180(30) + 10, > 0
—270 + 10t; > 0
t, > 27

Logo ¢ = {27,28,29,30}

Voltando em (lll) com ¢t = 30 e t; = 27:

x = (—10260 + 360t — 20t + 5t,)
(—10260 + 360(30) — 20(27) + 5t3) > 0
(—10260 + 10800 — 540 + 5t5) > 0

0+ 5ty >0

ty >0

As desigualdades valem para t, = 0.

2= =570 + 20t — 1t
—570 420t — 1¢; > 0
—570 + 20(30) — 1, > 0
10— 1t, > 0
t < 30

y = (5130 — 180t + 10t; — 2t,)
(5130 — 180(30) + 10(27) — 2t5) > 0
(5130 — 5400 + 270 — 2t5) > 0
0—2t, >0

t2 <0



Tomando ¢t = 30, ¢, = 27 e t, = 0 temos:
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x = —10260 + 360t — 20t; + 5t,, y = 5130 — 180¢ + 10t; — 2,

x = —10260 + 360(30) — 20(27) + 5(0), | ¥y = 5130 — 180(30) + 10(27) — 2(0)
=0, y=20

z = =570+ 20t — t; w=30—-1

z = =570+ 20(30) — (27) w = 30 — 30

z2=23 w =70

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

0 notas de R$2
0 notas de R$5
3 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 16 — Solucao 4 do problema 3, fonte:préprio autor.

Voltando com ¢t = 30 e t; = 28 em (lll):

z = (—10260 + 360t — 20t; + 5t;)
(—10260 + 360(30) — 20(28) + 5t5) > 0
(—10260 4 10800 — 560 + 5t5) > 0
—20 45ty > 0
ty >4

Logo: to = {4,5}

y = (5130 — 180t + 10t; — 215)
(5130 — 180(30) + 10(28) — 2t3) > 0
(5130 — 5400 + 280 — 2t5) > 0
10 — 2ty > 0
ty <5

Tomando t = 30, t; =28 e t, = 4 temos:

x = —10260 + 360t — 20¢; + 5t2, y = 5130 — 180t + 10, — 2t,

x = —10260 + 360(30) — 20(28) + 5(4), | y = 5130 — 180(30) + 10(28) — 2(4)
=0, y =2

z = —b70 + 20t — t; w=230—1

z = =570 + 20(30) — (28) w = 30— 30

z=2 w =




Temos que o saque de $30 reais sera feito:

0 notas de R$2
2 notas de R$5
2 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 17 — Solucao 5 do problema 3, fonte:préprio autor.

Tomando ¢t = 30, t; =28 e t, = 5 temos:

x = —10260 4 360t — 20t; + 5t
x = —10260 + 360(30) — 20(28) + 5(5),

T =5,

y = 5130 — 180t + 10t1 — 2t,
y = 5130 — 180(30) + 10(28) — 2(5)
y=0

z = —570 + 20(30) — (28)
z2=2

w=230—1t
w =30 — 30
w=70

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

5 notas de R$2
0 notas de R$5
2 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 18 — Solugao 6 do problema 3, fonte:préprio autor.

Voltando em (lll) com ¢t =30 e t; = 29

x = (—10260 + 360t — 20t; + 5t)
(—10260 + 360(30) — 20(29) + 5t5) > 0
(—10260 + 10800 — 580 + 5t5) > 0
—40 + 5ty > 0
ty > 8

Logo t, = {8,9,10}

y = (5130 — 180t + 10t; — 215)
(5130 — 180(30) + 10(29) — 2t5) > 0
(5130 — 5400 + 290 — 2t5) > 0
20 — 2ty > 0
ty < 10

Calculando para t = 30, t; =29 e t, = 8 temos:

x = —10260 + 360t — 20¢; + 5t2, y = 5130 — 180t + 10, — 2t,

x = —10260 + 360(30) — 20(29) + 5(8), | ¥y = 5130 — 180(30) + 10(29) — 2(8)
x =0, y=4

z = =570+ 20t — t; w=230—1

z = =570 + 20(30) — (29) w = 30— 30

z=1 w =




Temos que o saque de $30 reais sera feito:

0 notas de R$2
4 notas de R$5
1 notas de R$10
0 notas de R$20
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TABELA 19 — Solugao 7 do problema 3, fonte:préprio autor.

Parat =30, t; =29 e t, =9 temos:

z = —10260 + 360t — 20¢, + 5t
z = —10260 + 360(30) — 20(29) + 5(9),

T =,

y = 5130 — 180t + 10t; — 2t,
y = 5130 — 180(30) + 10(29) — 2(9)
y=2

2= =570+ 20t — t;
2 = =570 + 20(30) — (29)

z=1

w=30—1
w =30 — 30
w=70

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

5 notas de R$2
2 notas de R$5
1 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 20 — Solugao 8 do problema 3, fonte:préprio autor.

Voltando com ¢ = 30, t; =29 ety = 10 temos:

x = —10260 + 360t — 20t, + 5t
z = —10260 + 360(30) — 20(29) + 5(10),

x =0,

y = 5130 — 180t + 10t; — 2t,
y = 5130 — 180(30) + 10(29) — 2(10)
y=20

2= =570+ 20t — t;
2 = =570 + 20(30) — (29)

z=1

w=230—t
w =30 — 30
w =20

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

10 notas de R$2
0 notas de R$5
1 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 21 — Solucao 9 do problema 3, fonte:préprio autor.



Substituindo t = 30 e t; = 30 em (ll):

x = (—10260 + 360t — 20t; + 5t.)
(—10260 + 360(30) — 20(30) + 5t5) > 0
(—10260 + 10800 — 600 + 5t5) > 0
—60 + 5ty > 0
ty > 12

Logo ¢, = {12,13,14,15}.

38

y = (5130 — 180t + 10t — 21,)
(5130 — 180(30) + 10(30) — 2¢3) > 0
(5130 — 5400 + 300 — 2t5) > 0
30 — 2t, > 0
ty < 15

Voltando com ¢t = 30, ¢t; = 30 ety = 12 temos:

z = —10260 + 360t — 20t + 5t
z = —10260 + 360(30) — 20(30) + 5(12),

x =0,

y = 5130 — 180(30) + 10(30) — 2(12)
y=>6

z = —570 + 20(30) — (30)
z2=0

w=30—t
w = 30— 30
w=>0

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

0 notas de R$2
6 notas deR$5
0 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 22 — Solugao 10 do problema 3, fonte:préprio autor.

Voltando com ¢t = 30, ¢t; = 30 e t, = 13 encontramos:

— —10260 + 360t — 20t + bt
—10260 4 360(30) — 20(30) + 5(13),
pu— 5,

8 8 8

y = 5130 — 180t + 10t; — 2t,
y = 5130 — 180(30) + 10(30) — 2(13)
y=+4

z = —b70 + 20t — t;
z = =570 + 20(30) — (30)
z=20

w=230—1
w = 30— 30
w =



Temos que o saque de $30 reais sera feito:

5 notas de R$2
4 notas de R$5
0 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 23 — Solugao 11 do problema 3, fonte:préprio autor.

Voltando com ¢t = 30, t; = 30 e t, = 14 temos:

x = —10260 + 360t — 20ty + 5to,
x = —10260 + 360(30) — 20(30) + 5(14),
r =10,

y = 5130 — 180f + 10t; — 2¢,
y = 5130 — 180(30) + 10(30) — 2(14)
y=2

z = =570+ 20t — t;
z = =570 + 20(30) — (30)
z=20

w=30-—1
w = 30— 30
w=>0

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

10 notas de R$2
2 notas de R$5
0 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 24 — Solugao 12 do problema 3, fonte:préprio autor.

Finalmente para t = 30, t; = 30 e t, = 15 temos:

x = —10260 + 360t — 20t; + 5to,
x = —10260 + 360(30) — 20(30) + 5(15),
r =15,

y = 5130 — 180t + 10t; — 2t,
y = 5130 — 180(30) + 10(30) — 2(15)
y=0

z = =570+ 20t — t;
z = =570+ 20(30) — (30)
z=0

w=30—t
w =30 — 30
w=>0

Temos que o saque de $30 reais sera feito:

15 notas de R$2
0 notas de R$5
0 notas de R$10
0 notas de R$20

TABELA 25 — Solucao 13 do problema 3, fonte:préprio autor.
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Com base estudos feitos, chegamos a conclusao que para sacar $30 , em um
caixa eletrénico onde so existem cédulas de R$2, R$5 ,R$10 e R$20 temos 13 possiveis
saques

Portanto as possiveis solu¢des de saque para quatro notas é

) 1 notas de $10 e 1 nota de R$20

) 2 notas de R$5 e 1 nota de R$20

) 5 notas de R$2 e 1 notas de R$20

) 2 notas de R$5 e 2 nota de R$10

) 5 notas de R$2, 2 notas de R$10

) 4 notas de R$5 e 1 nota deR$10

) 5 notas de R$2 e 2 notas de R$5 e uma nota de R$10
) 10 notas de R$2 e 1 notas de R$10

) 6 notas de R$5

0) 3 notas de R$10

1) 5 notas de R$2 e 4 notas de R$5

2) 10 notas de R$2 e 2 notas de R$5

(13) 15 notas de R$2

TABELA 26 — Solugao geral para o problema 2, fonte: proprio autor

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
9
(1
(1
(1
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4 CONCLUSAO

Este trabalho a primérdio é levar aos alunos do ensino médio um importante
ramo da matematica que sao as Equacdes Diofantinas Lineares de Primeira Ordem.
Para esse processo de aprendizagem foi utilizado um problema do cotidiano, para
instigar o aluno da real importancia da matematica no nosso cotidiano, despertando no
mesmo a curiosidade e a capacidade de resolver problemas do dia a dia.

Abordando a saque dos caixas eletrébnicos como meio real para introdugao
e estudos das equacgdes. Como sao feitos 0s saques e quais sao todas as possiveis
solugdes para os mesmos. Levando o aluno a levar seu cotidiano a respostas na
matematica.

Para essa introducao as equacgoes fizemos um estudo em alguns conceitos
fundamentais para total entendimento das Equacdes Diofantinas. Foi realizado um
estudo pontual nos conceitos necessarios em teoria dos numeros, visando total enten-
dimento do aluno na sala de aula, para poder aplicar as equagdes diofantinas. Dando
um suporte para resolucao, entendimento e a aplicacao da mesma.

Encontrando a resolucao de equacdes num problema dos saques eletronicos,
se 0 mesmo € possivel de ser executado com as cédulas disponiveis, se pode ser feito
0 saque com notas diferentes e quais todos possiveis saques para um valor fixado.
Chegando em todas as possibilidades e mostrando quais 0s possiveis saques, quando
0 caixa estava alimentado com duas cédulas, trés cédulas e quatro cédulas de valores
diferentes, fazendo uma ligagdo com as equagdes diofantinas.



42

REFERENCIAS

ALENCAR FILHO, E. Edicao: Editora Nobel. [S.l.]: Sdo Paulo, 1981. Citado 5 vezes
nas paginas 11, 12, 21.

BOYER, C.; MERZBACH, U. Edi¢ao: Ed. Blucher. [S.l.]: Sdo Paulo, 2012. Citado 1 vez
na pagina 19.

CAMPOQOS, G. D. Equacoes Diofantinas. UFMT: [s.n.], 2013. Citado 1 vez na
pagina 15.

DE PAULA, J. Topicos de Artimética: equacoes Diofantinas. UFPR: [s.n.], 2014.
Citado 1 vez na péagina 16.

DEUS, N. S. d. Equacoes Diofantinas Lineares e o GPS: Nova Conexao Curricular.
UFBA: [s.n.], 2017. Citado 1 vez na pagina 11.

DOMINGUES, H. H. Edigao: Editora Atual. [S.l.]: Sao Paulo, 1991. Citado 2 vezes nas
paginas 17, 25.

LA ROQUE, G.; PITOMBEIRA, J. Uma Equacéao Diofantina e Suas Resolugdes.
Revista do Professor de Matematica, SBM, SP, 1991. Citado 2 vezes nas
paginas 11, 20.

MAIA, L. F. Equacdes Diofantinas. UFPA: [s.n.], 2018. Citado 1 vez na pagina 11.

SANTOS, J. d. O. [S.1.]: Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 1998.
Citado 1 vez na péagina 15.

SILVA, A. V. d. Uso das Equacoes Diofantinas Lineares no Ensino Fundamental.
UFAL: [s.n.], 2013. Citado 1 vez na pagina 11.



