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“Time and Space ... It is not nature which imposes them upon us, it is we who impose
them upon nature because we find them convenient.”
- Jules Henri Poincaré (1905)



RESUMO

Esse trabalho trata da investigacao das propriedades de sistemas classicos fracionarios. Tais
sistemas sao construidos a partir da introdugao e implementacao de operadores do calculo
diferencial e integral de ordem nao-inteira na descri¢ao de sistemas fisicos. Em particular,
abordaremos duas distintas formulagoes propostas, presentes na literatura, para a mecanica
classica fracionaria. A primeira, é construida a partir de uma generalizacao fracionaria
das derivagoes exteriores e gera equagoes de movimento no formalismo hamiltoniano cujas
derivadas das varidaveis canonicas sao operadores fraciondrios. A partir dessa formulacao,
propomos generalizacoes dos parénteses de Poisson, buscando investigar a condicao para
constantes de movimento em sistemas hamiltonianos fracionarios. Os efeitos dos parénteses
de Poisson propostos foram averiguados a partir de sua implementacao de uma funcao
hamiltoniana do oscilador harmonico linear bidimensional relacionada a uma constante de
movimento conhecida para esse sistema. A segunda formulacao trata-se de uma genera-
lizagao das integrais de caminho de Feynman para a dinamica quantica. Nessa abordagem,
foram selecionados caminhos tipo voos de Lévy para as integracoes, levando a construcao
de uma mecanica quantica e classica fracionaria. Essa formulacao é caracterizada por
uma funcao hamiltoniana fracionaria. A partir dessa proposta, esse trabalho constréi uma
representagao de massa inercial para o sistema fracionario, conceito nao estabelecido na
formulagao original em questao. Exploramos ainda o problema de forca central cldssico
dentro dessa proposta, a partir da construcao das equacoes de movimento no formalismo
lagrangeano, levando a interpretacao de uma versao fracionaria da segunda lei de Kepler
e efeitos de diferentes fractalidades na dinamica do sistema. Além disso, utilizamos as
descrigoes de energia cinética e momento linear do sistema fracionario para investigar os
efeitos de diferentes fractalidades em sistemas conservativos. Para tal, investigamos colisoes
elasticas unidimensionais no formalismo fracionario. Conseguimos conceber uma condicao
parcial para a fractalidade do sistema, a qual fornece novas relacoes entre as velocidades
das particulas em colisao. Além disso, exploramos outras caracteristicas para a fractalidade
do sistema, utilizando expansoes em série de Taylor, para valores de fractalidade nao

contemplados pela condicao encontrada.

Palavras-chave: Formalismo fracionario. Calculo fracionario. Fractalidade.



ABSTRACT

This work is about the investigation of the properties of classical fractional systems.
Such systems are built from the introduction and implementation of non-integer order
differential and integral calculus operators in the description of physical systems. In
particular, we will approach two distinct proposed formulations, present in the literature,
for fractional classical mechanics. The first is constructed from a fractional generalization
of the exterior derivations and generates equations of motion in the hamiltonian formalism
whose derivatives of the canonical variables are fractional operators. From this formulation,
we propose generalizations of Poisson’s brackets, seeking to investigate the condition for
motion constants in fractional hamiltonian systems. The effects of Poisson’s brackets
proposed were examined from its implementation on a Hamiltonian function of the two-
dimensional linear harmonic oscillator related to a known motion constant for this system.
The second formulation is a generalization of Feynman path integrals for quantum dynamics.
In this approach, Lévy flight-like paths were selected for the integrations paths, leading
to the construction of a fractional quantum and classical mechanics. This formulation is
characterized by a fractional hamiltonian function. From this proposal, this work builds a
representation of inertial mass for the fractional system, a concept not established in the
original formulation in question. We also explore the classic central force problem in this
proposal, from the construction of the equations of motion in the Lagrangian formalism,
leading to the interpretation of a fractional version of Kepler’s second law and effects
of different fractalities on the system dynamics. In addition, we use the descriptions of
kinetic energy and linear momentum of the fractional system to investigate the effects
of different fractalities in conservative systems. To do so, we investigate one-dimensional
elastic collisions in the fractional formalism. We were able to devise a partial condition
for the fractality of the system that provides new relations between the velocities of the
colliding particles. In addition, we explored other characteristics for the fractality of the
system, using Taylor series expansions, for contemplating fractality values not covered by

the condition found.

Keywords: Fractional formalism. Fractional calculus. Fractality.
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1. INTRODUCAO

A mecanica fracionaria, construida a partir da formulacao do calculo fracionario
desenvolvido desde o século XVII [1][2][3], combinado com as formulag¢oes convencionais
da mecanica cldssica e quantica no estudo do movimento [4][5], sofreu diversos avangos
significativos na compreensao de suas caracteristicas e propriedades nas ultimas décadas.
A incorporacao de derivagoes e integracoes de ordem nao-inteira nas equacoes que regem o
movimento de corpos e suas interacoes serviu como passo inicial na interpretacao desse
formalismo. Com a introdugao da proposta de Mandelbrot [6] acerca da presenca de
dimensoes espaciais fraciondrias na natureza, a compreensao da mecanica fracionaria se
expandiu rapidamente, particularmente apdés a compreensao do movimento Browniano
como o primeiro exemplo de objeto fisico fracionario, cujas trajetérias possuem dimensao
espacial diferente da dimensao topolégica [7]. Seus avangos foram observados em diversas
areas da fisica, como mecanica quantica, eletrodinamica, mecanica estatistica, sistemas

dinamicos, entre outros [8].

Em destaque, modelos fisicos construidos utilizando operadores matematicos de
ordem nao-inteira se mostraram muito eficientes na investigacao de sistemas fisicos com
efeitos de memoria e nao-localidade [9]. Essa é uma consequéncia direta das propriedades
de tais operadores fracionarios nas sua defini¢oes. Efeitos de nao-localidade, temporal
e/ou espacial, sao caracteristicas inerentes as principais e amplamente aceitas propostas
de derivacao fracionaria. Sendo assim, novas propostas de operadores fracionarios que
nao cumprem tal caracteristica, podem ser desclassificados como operadores fracionarios
[10]. O mesmo se estende para outros aspectos do céalculo fracionario, como regra de
Leibniz e regra da cadeia, cujas propriedades usuais nao sao mantidas no formalismo
fraciondrio [11][12]. Dessa forma, nos ateremos nesse trabalho a trés propostas de derivacao
fracionaria amplamente aceitas e utilizadas pela comunidade cientifica. Sejam elas a
derivagao fraciondria de Riemann-Liouville, a de Caputo e de Riesz [13], que diferem entre

si em algumas de suas propriedades e limitagoes, como explorado nos capitulos seguintes.

Estamos interessados nesse trabalho na investigacao dos efeitos do formalismo
fraciondrio em sistemas fisicos no ambito da mecanica classica. Abordaremos amplamente
duas distintas propostas fraciondrias introduzidas por Tarasov [14] e Laskin [15], construidas
a partir de concepgoes bem diferentes. O formalismo de Tarasov possui um viés matematico
primordial, adotando a concepcao de derivacao exterior fracionaria introduzida por Cottrill-
Shepherd e Naber [16], para gerar as equagoes de movimento classicas fracionarias no

formalismo hamiltoniano com derivagoes fracionarias espaciais. O autor opta por utilizar
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a derivacao fracionaria de Riemann-Liouville no seu formalismo. Laskin, por outro lado,
constréi um formalismo fraciondrio pautado nos trabalhos de Feynman e Hibbs [17] de
integracao de caminhos na dinamica quantica. O autor implementa uma generalizacao dos
caminhos de integracao do método de Feynman, reconhecidos como trajetérias Brownianas,
adotando caminhos de voos de Lévy [18]. Tal generalizagao leva a construgao de uma
mecanica quantica fraciondria [19], que sustenta sua descri¢ao fraciondria na introdugao
da derivacao fracionaria de Riesz no ambito quantico. E introduzido pelo autor uma

contraparte cldssica para esse formalismo fraciondrio [20].

Dessa forma, esse trabalho ird propor a construgao e implementacao de parénteses
de Poisson fraciondrios, pautados nas equacoes de movimento provenientes do formalismo
hamiltoniano fracionario de Tarasov. Tais parénteses sao construidos utilizando tanto a
derivacao fracionéaria de Riemann-Liouville, quanto a de Caputo. Para verificar o efeito
dessas propostas, consideramos a funcao hamiltoniana de um oscilador harmonico linear
bidimensional. Sendo assim, testamos os parénteses de Poisson sugeridos para um constante
de movimento conhecida desse sistema [21], explorando a relacao entre essas varidveis

dinamicas no formalismo fraciondrio.

Considerando o formalismo fracionario de Laskin, exploramos nesse trabalho a
interpretacao de massa inercial no ambito da mecanica classica fracionaria, uma vez que
a funcao hamiltoniana fracionaria desse modelo nao possui uma representacao direta
de massa da particula, mas sim um fator inercial. Para isso, abordamos a concepc¢ao
de massa inercial a partir de duas propostas: massa inercial como uma constante de
proporcionalidade indicada na segunda lei de Newton e a interpretacao de massa efetiva,
utilizada no tratamento de particulas em movimento em cristais, como uma alternativa
para definir massa inercial [22]. Ao fim dessa andlise, geramos uma representagao para
o fator inercial da hamiltoniana fracionaria de Laskin em termos da massa inercial, e
investigamos os efeitos dessa definicao nas representacoes de energia cinética e momento
linear do sistema. Exploramos a seguir o problema de forca central da mecanica classica
no formalismo fracionario de Laskin, a partir da construcao e analise das equagcoes de
movimento desse sistema no formalismo lagrangeano fracionario. Por fim, adotamos as
definicoes de energia cinética e momento linear concebidas na mecanica classica fracionaria
de Laskin para investigar os efeitos de diferentes fractalidades em sistemas conservativos.
Como modelo, implementamos tais definicoes nas equacoes de conservacao de energia e
momento linear para duas particulas unidimensionais pontuais colidindo elasticamente.
Essa investigacao nos leva a construcao de uma condi¢ao parcial para os valores de

fractalidade do sistema, que fornecam novas relagoes entre as velocidades das particulas.

O capitulo (2) fornece uma introdugao e revisao acerca das principais propostas
para o calculo fracionario, assim como apresenta algumas representacoes de sistemas

classicos descritos por operadores nao-inteiros. O capitulo (3) fornece a construcao do
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formalismo fracionario de Laskin, passando pelo ambito quantico e classico de sua teoria.
O capitulo (4), nas duas primeiras se¢oes, abrange a construgdo do conceito de massa
inercial para o sistema fracionario de Laskin. A secao seguinte explora o problema de
forca central fracionario. As ultimas segoes desse capitulo sao dedicadas a investigacao do
modelo fraciondrio de Tarasov e a concepc¢ao e implementacao de parénteses de Poisson
fracionarios. Por fim, o capitulo (5) descreve a implementagao do formalismo fracionério

de Laskin em colisoes elasticas unidimensionais.
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2. MECANICA FRACIONARIA

Esse capitulo trata da concepcao, formulacao e implementacao do formalismo do
céleulo fraciondrio em sistemas fisicos. E apresentada uma introdugao concisa as principais
e mais utilizadas defini¢coes de operacoes fracionarias, integracao e derivacao, além de
apresentar os efeitos de tal formalismo fracionario na descricao de sistemas cléssicos,

explorando suas caracteristicas e implicagoes da implementacao de tal tratamento.

2.1 Calculo fracionario

A concepcao do calculo fracionario e operadores de ordem nao inteira tem um longo
historico que iniciou com a troca de cartas entre Leibniz e LL’Hospital em 1695, nas quais
se discutiram interpretacoes acerca do operador de derivacao d'/?z decorrente do calculo
diferencial e integral. Ainda que iniciada no século XVII, a tentativa de interpretacao
dos resultados e aplicagoes do cédlculo fracionario vem se desenvolvendo cada vez mais
intensamente nos tultimos anos [2][3|[13], gerando importantes trabalhos que fornecem um
entendimento amplo das caracteristicas e propriedades de tais formulacoes. A incorporagao
de integragoes e derivagoes fracionarias em equagoes permeia diversas areas da fisica,
tendo particular destaque no estudo de movimento em meio fractal, mecanica estatistica
e mecanica quantica [8]. O estudo de efeitos de nao-localidade e meméria, dissipacao e
nao-hermeticidade sao consequéncias naturais do formalismo fracionario na descricao dos
fenomenos fisicos e suas interacoes. Trataremos nessa se¢ao de algumas das principais
propostas de integracao e derivagao fracionaria, além de algumas de suas aplicacoes em

sistemas fisicos, assim como as propriedades e caracteristicas que compoem esse tratamento.

2.1.1 Integracao fraciondria de Riemann-Liouville

A formulagao do calculo fraciondrio possui uma continuidade distinta da construcao
do calculo diferencial e integral. A generalizagao de uma integragao fracionaria foi o primeiro
aspecto desse formalismo a ser desenvolvido e até mesmo faz parte da definicao fundamental
de algumas das principais propostas para derivagoes fracionarias, como a formulagao de
Riemann-Liouville a de Caputo [2]. A nogao de integragao fracionaria parte da férmula
de integral de Cauchy, que trata de uma integracao em repeticao num intervalo finito ao

longo de uma linha real, por vezes chamada de integral por camadas, expressa por
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() :/j / / Fan)drndan 1...dzy — ﬁ/j(m—z)”_lf(z)dz. (2.1)

n—1

A integragao é feita no intervalo [a, z] com a < x, sendo usualmente chamada de integracao
a esquerda. O mesmo pode ser descrito no intervalo [x,b] com b > z, gerando uma
integracao a direita. A generalizagao dessa integracao em camadas é feita pela substituicao
do indice inteiro n, que se trata de um ntimero natural (n € N), por um indice «, que
pode ser qualquer ntimero real nao-negativo ou imaginario com parte real nao-negativa

(R(a) > 0). Além disso, destaca-se a utilizacao da fun¢ao gama [23], definida por

['(z) = /000 e = 1dt, (2.2)

que possibilita a eliminagao do carater discreto do fatorial na integral de Cauchy, uma vez

que consegue representar o fatorial por

['(n)=(n—1)L (2.3)

Essa generalizacao leva a chamada integral fracionaria de Riemann-Liouville. No intervalo

la, z|, expressa-se a integral de Riemann-Liouville & esquerda na forma

1 x
17 = — —z)> ! : 2.4
o7 ()] F(&>/a (x = 2)* f(2)d= (2.4)
Adotando o limite a — 0, gera-se a identidade lim, o ofZ[f(z)] = f(z), assim como

ocorre na integracao usual.

Dentre as propriedades da integracao de Riemann-Liouville, iremos destacar sua
propriedade de semigrupo, seu efeito em fungoes de poténcia e em constantes, entre outros.
Para mais detalhes, basta consultar [2] ou [13]. Os operadores de integracio oI e .1}

formam um semigrupo, onde, se o, > 0, entao a expressao

(oI3 oIS (@)] = (I3P)[f ()] (2.5)

¢ vélida para qualquer ponto do intervalo [a,b] se o + > 0 ou f continua em |[a,b].
Além disso, a integracao de Riemann-Liouville produz uma generalizacao apropriada para
integracoes de ordem inteira de fungoes do tipo f(z) = (z —a)* com A € R, A > —1le

a > 0, na forma

['(A+1)
Ma+A+1)

Para mais detalhes, vale consultar o apéndice A. Dessa forma, func¢oes descritiveis por

oIol(w —a)'] = (2 — ). (2.6)

séries de poténcias em x = a podem ser integradas termo a termo. Considerando fungoes
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exponenciais na forma f(x) = e, utilizam-se as exponenciais de Miller-Ross e de Mittag-
Leffler nas representacoes, assim como a funcao Gama incompleta. Isso ocorre também
em fungoes cosseno, seno e logaritmica [2]. Considerando a expressao (2.6), a integracao
fracionaria de Riemann-Liouville aplicada a uma constante passa a gerar resultados na

forma

_c
['(a+1)

Essas propriedades descritas também sao véalidas para a integracao a direita, a menos da

50 = (x —a)™. (2.7)

mudanca de alguns sinais nas expressoes.

Por fim, evidenciamos que os operadores de integragao de Riemann-Liouville, seja

a esquerda ou a direita, obedecem a seguinte identidade de integracao por partes,

/ £(z) wIg(a))dz = / 2 (@)]g(x)de, (2.8)

com indice de integracao o com parte real positiva R(a) > 0 [3].

2.1.2 Derivacao fracionaria de Riemann-Liouville

Diferente da integracao fracionaria, o operador de derivacao fracionaria possui
diversas definicoes, algumas delas decorrentes da integral fracionaria de Riemann-Liouville
e outras obtidas independentemente. A derivacao fracionaria de Riemann-Liouville (&

esquerda) [2] é construida a partir da definigao

d\" _
D= () Rl (2:9)
sendo n ¢ o menor valor inteiro maior que a ordem de derivagao « e o operador I é a
integracao de camadas de Cauchy expressa em (2.1). O operador de derivacao a direita
+Dj’ € construido da mesma forma, a nao ser pela alteracao de alguns sinais nas expressoes.

Podemos entao representar a derivacao fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda como

D) = it () [ ol 210

onde « € Cen—1< R(a) < ncomn € N. Adotando o limite & — n, recaimos na

derivagao usual de ordem inteira

lim ,D°[f(z)] = ... = D"[f(2)]. (2.11)

a—rn
A partir da expressao (2.10) podemos interpretar a derivagao fraciondria de Riemann-

Liouville como uma derivacao inteira de uma integral fracionaria, caracterizada por
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depender de um intervalo numérico, tornando-a assim uma operacao nao-local. Podemos

relacionar ainda a derivacao e integracao fracionarias de Riemann-Liouville nas formas
DI (@)} = WDYP[f(2)] para a>F2>0 (2.12)

DULI[f(@)]} = oI7[f(2)]  para B>a>0. (2.13)

Exploraremos a seguir algumas propriedades da derivacao fracionaria de Riemann-Liouville.

Para mais detalhes ou propriedades nao abordadas nesse trabalho, consultar [2].

Assim como os operadores de integracao fracionaria de Riemann-Liouville, a
derivacao fraciondria é uma operagao linear para qualquer ordem. Sejam f(x) e g(x)

fungoes derivaveis, entao

D7 [f(x) +9(x)] = oDF[f(2)] +a D3lg(x)] (2.14)

oDi [k f(@)] =k DZ[f ()], (2.15)

onde k£ é uma constante complexa. Essa linearidade e as outras propriedades a serem

apresentadas também sao validas para o operador a direita ,Dj'.

Caso as derivagoes ,DS[f(x)] e o DS][ f(x)] existam, entdo a lei dos expoentes é

valida e os operadores derivativos de Riemann-Liouville obedecem a expressao

(DR D)1 ()] = (D) f ()] (2.16)

Considerando fungoes na forma f(z) = (z—a)*, com A > —1 no intervalo [a, z], a derivacio

fracionédria de Riemann-Liouville gera

C(A+1)
D2z —a) ] = ——2T (g —g)e, 2.1
2w = 0)') = i3 ey =) (217)
Para mais detalhes, consultar o apéndice A. No caso particular onde a funcao possui a
forma f(z) = (x —a)* 7, com j = 1,2, ... ,[R(a)] — 1, seja [R()] a parte inteira real de
a, entao
Dz —a)* 7] =0. (2.18)

Podemos notar a partir da expressao (2.17) que a derivagao para A = 0 nao é nula, ou
seja, a derivagao fracionaria de Riemann-Liouville nao é zero para constantes. Esse pode
ser um fator determinante na escolha de qual proposta de derivacao fraciondria adotar no

tratamento do seu sistema fisico.
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Mz=a) onde a derivacio

Podemos ainda considerar fungdes na forma f(z) = e
fracionaria gera uma descri¢ao em termos da exponencial de Mittag-Leffler [13]. Convém
ainda indicarmos a construcao de uma derivacao fracionaria de Riemann-Liouville parcial.
Em particular, considerando o limite 0 < a < 1, a derivagao fraciondria parcial em relagao

a variavel  de um funcdo f(z,y) de duas varidveis é expressa por

D] = g | T 2.19)

comz>aetéeab].

Se considerarmos equacoes diferenciais ordinarias construidas com derivagoes de
Riemann-Liouville, teremos entao sistemas que apresentam uma dependéncia nas condigoes
iniciais com derivagao fracionaria. Isso pode ser evidenciado a partir da utilizacao da
transformada de Laplace F(s) = L{f(z)}. Seja a transformada de Laplace de uma fungao
f(z) definida por [23]

F(s) = /000 flz)e**dx, (2.20)

ao considerarmos a derivada de Riemann-Liouville nos limites [0, z] do eixo real (a = 0),

gera-se

n
L{oDg f(x)} = sF(s) = > _s* oDy f ()] |,—p- (2.21)
k=0
Ou seja, o sistema possui n condicoes iniciais fraciondrias expressas por (D %=1 f(x) em
x=0.

2.1.3 Derivacao fraciondria de Caputo

Apesar de mais restrita que a de Riemann-Liouville devido aos limites de sua
definicao, a derivada de Caputo admite a mesma interpretacao para as condigoes iniciais
que a formulagao classica de ordem inteira e utiliza da mesma estrutura de integracao
fraciondria de Riemann-Liouville para definir a derivagao fraciondria (2.4). Seja [a, b] um
intervalo finito no eixo real e considerando o limite de derivacao fracionaria « limitado na
forman —1 < R(a) <n com a € C e a ¢ Ny, onde n provém da integral por camadas de
Cauchy (2.1) e pode ser interpretado como a seguinte ordem de derivagao inteira maior

que «, define-se a derivada fraciondria de Caputo a esquerda na forma [13][24]

C o )] = 1 ‘ f(n)(Z)dZ
CDLS@) = ey | (2.22)
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onde f("(z) indica uma derivacio de ordem inteira %ﬁf). O indice C surge para dife-
renciarmos o operador de derivacao de Caputo do de Riemann-Liouville. A derivacao de

Caputo pode ser relacionada a integracao fracionaria de Riemann-Liouville na forma

cDYf(@)] = (I37*) D" [f ()], (2.23)

enquanto a derivacao de Riemann-Liouville se relaciona com a de Caputo na forma

—~ D*[f(a)](z — a)*!
JD2f(@)] = ID2[f(2)] + . 2.24
@) = sl + 3 S (224)
A derivada fracionaria de Caputo difere da de Riemann-Liouville pela ordem das operacoes,
ou seja, trata-se de uma integracao fracionaria de uma derivada de ordem inteira, enquanto
a derivacao de Riemann-Liouville trata-se de uma derivacao de ordem inteira de uma

integragao fraciondria (visto equagao 2.9).

Assim como a derivacao de Riemann-Liouville, a derivacao fracionaria de Caputo é
um operador linear. Sejam f(x) e g(x) fungoes cujas derivadas existam e k£ uma constante,

entao
CDglf(x) +g(x)] = {DS[f ()] +¢ Dglg(x)] (2.25)

o Dilk f(2)] =k D[S (2)]. (2.26)

Essas e as seguintes propriedades do operador de Caputo a esquerda também sao validas
para o operador derivativo & direita £ Dg. A derivagao fraciondria de Caputo ¢ descontinua

para os limites de «, apresentando limites laterais distintos. Para o limite o — n, entao

lim
a—n

s DILf(@)] = SDf(2)] = & DF1f(@)]]e=a, (2.27)

enquanto o limite & — (n — 1) leva a

lim  CDg[f(x)] = DYV f (). (2.28)
a—(n—1)
Ao considerarmos funcoes na forma f(z) = (z — a)*, com A > n, a derivagao

fracionaria de Caputo a esquerda gera

T(A+1)

aCDg[(JT - G)A] = m

(x —a)* ™. (2.29)

E possivel observar uma verificagao desse efeito no apéndice A. Casos onde o expoente

A esta no intervalo 0 < A < n, com A € N, a derivacao fracionaria de Caputo ¢é nula,
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tornando derivagoes de constantes (A = 0) também nulas, diferente do formalismo de
Riemann-Liouville. Isso pode tornar a derivacao de Caputo bastante atraente na sua
implementacao na descricao de sistemas fisicos e suas interacoes. Para os demais casos

fora dessas condicoes, tal derivacao nao existe.

Considerando equagoes diferenciais ordinarias descritas por derivacoes fracionarias
de Caputo, obtemos condicoes iniciais descritas por derivagoes de ordem inteira. Aplicando
a transformada de Laplace (2.20) em uma equacao diferencial composta por derivagoes de

Caputo no intervalo [0, z|, obtemos

n

L{§Dg} = sF(s) = Y s** ' D" f () a=o- (2.30)

k=0
Com isso, identificamos as n condicoes iniciais do sistema como descritas pelo termo

D* f(z), derivacoes de ordem inteira k em z = 0.

2.1.4 Derivacao fracionaria de Riesz

As derivadas fracionarias de Riesz sao operagoes de diferenciacao no espago FEucli-
diano n-dimensional R"(n € N), caracterizadas pelo operador Laplaciano com poténcia
fracionaria (—V?2)*/2. Para a = 2, o operador fracionario de Riesz recai no operador

Laplaciano convencional,

0? 0?
= a—x%—l-...—i-a—x%

Para o € C e fungoes f(x) = f(x1,...,z,) suficientes, a derivacao fraciondria de Riesz é

Vv? (2.31)

definida em termos da transformada de Fourier [2][23],

(=VH2f = FYz|*Ff = D"f. (2.32)

Considerando @ > 0, a derivagao de Riesz pode ser descrita na forma de uma integral

hiper-singular [13], definida por

e VG, (2.33)

d,(m,«) |z |t

onde (V)[f(x)] é uma diferenga finita de ordem m (m > «), com um vetor de passo

z € R" e centralizado no ponto z € R", definido por

(VIS (2)] =) (=" (::J) [f(z = k2)]. (2.34)

A constante d,,(m,«) é definida por
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B T2 A, (@)
22T (14 a/2)[(n/2 + a/2) sin(ra/2)’

dn(m,ar) (2.35)

onde

An(Q) = Z(—w‘-l (’;‘) o (2.36)

j
A integral hiper-singular em D®[f(z)] nao depende da escolha de m > «. Ressaltamos
que a derivada fracionaria de Riesz pode ser representada em termos das derivadas de
Riemann-Liouville [8], definidas em (2.10)

D)) = 2COS(1TO&/2)

Exploraremos algumas caracteristicas e propriedades da derivacao fraciondria de Riesz no

(D5 [f ()] + D[S (2)])- (2.37)
capitulo 4. Para mais detalhes desse formalismo, basta consultar [2][8].

2.2 Caracteristicas essenciais das derivacdes fraciondrias

Apés o importante trabalho de Mandelbrot [6] que introduziu uma interpretagao
fisica mais consistente as derivacoes fracionarias, surgiram na literatura novas e diferentes
propostas para o formalismo fracionario. Muitos desses novos trabalhos buscam fornecer
alternativas as ja estabelecidas defini¢oes de calculo fracionario, outras buscam gerar
simplificacoes quanto as complicadas propriedades que tais definicbes costumam apresentar
25]]26][27][28]. Todavia, algumas caracteristicas sao inertes aos conceitos de célculo
fracionario e nao podem ser mantidas independentemente do formalismo adotado. Em
particular, iremos exaltar quatro caracteristicas fundamentais das derivacoes fracionarias:
violacao da regra de Leibniz, nao validade da regra da cadeia convencional, nao-localidade

e integracao por partes.

E demonstrado no trabalho de 2013 que a regra de Leibniz [11], expressa na forma

D"(fg) = (D"f)g + f(D"g), (2.38)

nao é mantida para o formalismo fraciondrio (n — «). Nos formalismos de ordem nao-inteira,
sejam o de Riemann-Liouville, Caputo, entre outros, esse regra passa a ser representada
numa forma generalizada. Como exemplo, a regra de Leibniz para a derivagao de Riemann-

Liouville (2.10) é expressa na forma de uma série infinita [2]

D(f9) = ¥ s nie e O ) (2.39)

k=0
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para fungoes analiticas no intervalo [a,b]. Dessa forma, na referéncia [11] é apresentado um

teorema que declara a necessidade da quebra da regra de Leibniz na derivacao fracionaria.

Teorema. Se um operador D% pode ser aplicado em funcoes do C*(U), onde U C R!
¢ a vizinhanga do ponto xy, e a regra de Leibniz € satisfeita, entao o operador DS € a

deriagao inteira de primeira ordem D). (traduzido livremente de [11]).

Ou seja, operadores DY que satisfacam a regra de Leibniz nao podem ser considerados
operadores de derivacao fraciondria e sim operadores de derivacao de ordem inteira. A

regra de Leibniz generalizada é amplamente explorada em [2].

Assim como a regra de Leibniz, a regra da cadeia convencional, definida pela

férmula de Fad di Bruno [29], ndo é mantida para derivagoes de ordem nao-inteira

Dy f = nl Z Dy f(9))g=g() Z H % <D;TL|@)> T‘ : (2.40)
o1 ar! !

Um trabalho de 2015 esclarece que propostas de derivagoes fracionarias que mantém a
estrutura usual da regra da cadeia sao, na realidade, reestruturacoes das derivacoes de
ordem inteira, ou seja, geram o mesmo efeito que tais operadores de ordem inteira nas
fungoes aplicadas [12]. Uma representagao valida e geral da férmula de Fad di Bruno para

derivagoes de ordem fraciondrio esta presente em [3]

k k a

a B m L ((Dp)g(x) \™
D5 f(a() = +Z e DAL Mzﬂa_ﬂ( Joo)™
(2.41)

onde z > 0, e a soma se estende sobre todas as combinacoes dos inteiros nao-negativos

(a1, as, ..., a), de forma que Zle ra, e Zf ap = m.

A caracteristica das derivacoes fracionarias que iremos abordar nessa etapa é a
nao-localidade. As derivagoes usuais de ordem inteira sao caracterizadas pela diferenciacao
de fungoes somente em uma vizinhanca infinitesimal do ponto considerado. Considerando as
formulacoes apresentadas anteriormente, é notavel que as derivacoes de ordem fracionaria
consideram em suas definicoes um efeito significativo do intervalo de derivagao. Isso
levou a esses formalismos serem amplamente utilizados para descrever efeitos de nao-
localidade (derivagao espacial) e memdria (derivagao temporal) em diversos sistemas fisicos
[9]. Enquanto isso, sistemas descritos por equagoes diferenciais com derivagoes finitas de
ordem inteira nao podem descrever nao-localidade ou efeitos de memdria. Um trabalho de
2018 comprova que algumas das mais recentes propostas de derivacao fracionaria, como
a derivagao M-diferencial, a derivagao de Caputo-Fabrizio, entre outras, nao podem ser
consideradas derivagoes fracionarias, pois apresentam somente os efeitos presentes em

operacoes de ordem inteira [10].
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Por fim, ressaltamos as restricoes ao implemento da regra de integracao por partes
na presenca de operadores do calculo fraciondario. Trabalhos que empregam a integracao

por partes convencional [30][31], expressa na forma

b b
| #@) Dtlgtalde = [ D1 @)gla)da, (2.4
estao fadados a um conjunto de restrigoes. As relagoes de condigoes a serem preservadas
sao
n—1
(=D) f(){ oDy [g(x)]}5—a = 0 (2.43)
7=0
e
(=D)"[f(@)] oLy~ M g(2)][5=0 = 0. (2.44)

Uma implementacao da regra de integracao por partes mais adequada, sem restrigoes de
uso, é explorada em [32], mas evitaremos explora-14 nesse trabalho, pois foge ao escopo do

projeto.

A escolha na implementacao das regras de integracao por partes levam a construgao
de diferentes modelos fisicos que utilizem formalismo fracionario. Na préxima secao
apresentaremos algumas caracteristicas de implementagoes das derivacoes fracionarias no

tratamento de sistemas dinamicos classicos.

2.3 Dinamica classica fracionaria

Ao longo das ultimas décadas surgiram diversas propostas para sistemas dinamicos
no formalismo do célculo fraciondrio [8]. As diferentes concepgoes de derivagao fraciondrias
existentes, incluindo algumas que mostramos nesse trabalho, indicam a vasta gama de
possibilidades que podem ser empregadas na hora de incorporar esse tratamento. Nessa
secao abordaremos algumas propostas para a dinamica fracionéria, que tenham utilizado
algumas das derivacoes fracionarias que apresentamos nas secoes anteriores. Com isso,
buscamos mostrar as diferentes implicacoes e possibilidades que o formalismo fracionério

proporciona a descri¢ao de sistemas fisicos e suas interagoes.

2.3.1 Dinamica com derivacao fracionaria de Riemann-Liouville e Caputo

Iremos apresentar as principais caracteristicas de alguns formalismos para a
dinamica fracionaria propostos nas ultimas décadas que utilizem a derivacao fracionaria
de Riemann-Liouville. Riewe [30] propos a construgao de um formalismo lagrangeano e

hamiltoniano fracionario, que conduzem as equagoes fracionarias de Euler-Lagrange e
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Hamilton. Essa proposta parte da concepcao das coordenadas generalizadas no ambito do
calculo fracionario. Considerando R coordenadas generalizadas qo,(t) = qo1(t), .., qo.r(t) €
os conjuntos de ordem de derivagao {ay...,an} e {5i,..., Bn'}, definem-se as coordenadas

generalizadas

Gira = aD¥ g0, ()], s = (=1)% D [0, (1)), (2.45)

onder =1,.,.Rei=1,..,.Nej=1,..., N E importante ressaltar que, ao adotar o
intervalo a direita [t, b], pode haver dependéncia complexa nas coordenadas generalizadas,
o que é uma caracteristica importante dessa proposta. A funcao lagrangeana desse sistema
depende de todas as R coordenadas qo,, todas as RN variaveis ¢;,, e todas as RN’
varidveis g;,p, além do parametro temporal t. Sendo assim, a partir do método variacional

e principio de minima acao, obtém-se as R equacoes de FEuler-Lagrange

N
[ OL
+ +57(=1)% DY (—) =0. 2.46
aQO r Z (a% T a) Z( ) ! an,r,b ( )

J=1

Os momentos generalizados sao definidos nessa proposta e sao expressos como

N’'—i—1

a a oL
Dira = Z D it 141 ( ) : (2.47)

aq}c—i-i—‘rl,r,a

considerando os RN momentos generahzados com ¢ = 0,...,N — 1 no intervalo a esquerda
la,t] e

‘& oL
Dirb = Z (—1)Persr1=Fin anHHrﬁjﬂ (a—> 7 (2.48)
k=0 Qk+i+1,rb

considerando os RN’ momentos generalizados com j = 0,...,N’ — 1 no intervalo a direita
[t,b]. Em seguida, o autor define para essa proposta uma fun¢ao hamiltoniana que mantém

sua forma usual em relacao a funcao lagrangeana

N-1 N'—1
H = Z dj+1,rb Pjrb + Z qi+1,r0 Pijra — L. (249)
J=0 i=0

Essa fungao hamiltoniana ¢ escrita em termos das R coordenadas generalizadas qq,, das
R(N — 1) varidveis g; ,q, das R(N' — 1) varidveis g;,, ¢ dos momentos generalizados. Com
isso, para obter as equacoes de movimento de Hamilton, basta utilizar o método variacional

novamente, gerando

OH
6Qi,r,a

OH
6pz’,r,a

tD?quiai (pi,r,a) )

= Qi+1,ra, (250)
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OH B OH
= (-1 Bix1=6; aD5J+1 & i, y = {j+1,rb 2.51
a%’,r,b ( ) t (p], ,b) apj,r,b qj+1,mb ( )
€
oH oL
oo (2.52)

A proposta de Riewe nao trata das limitacoes da integracao por partes, supondo
que as derivacoes de Riemann-Liouville e de Caputo utilizam da mesma relagao expressa em
(2.42), partindo do principio equivalente de integragdo por partes com integrais fracionarias.

Nesse formalismo, a funcao H nao é mais uma constante de movimento.

Em 2002, Agrawal [31] propoem um formalismo fraciondrio para a mecéanica cldssica
que difere da de Riewe a partir das definicoes para as coordenadas generalizadas. Considere
R coordenadas generalizadas g, N e N ordens de derivacao, na forma {ay,...,ay} no
intervalo [a,t] e {f, ..., B} no intervalo [t,b]. As coordenadas generalizadas do sistema

sao propostas na forma

Qira = aDtai [QO,r(t)] ) qjrb = thj [qo,r(t>] (253)

Por meio do principio variacional, geram-se as equacoes de Euler-Lagrange, expressas na

forma

N

+ E Dy 5 D —— ) =0, 2.54
aqO,T i—1 e (aqz T a) - an r,b ( )

considerando valida a definicao atribuida de integra(;éo por partes (2.42). Agrawal nao pros-

segue nesse trabalho para uma descricao do formalismo Hamiltoniano, mas o mesmo pode

ser feito seguindo os passos de forma andloga ao trabalho de Riewe descrito anteriormente.

Agrawal em 2007 [33] propoem uma construgao do formalismo lagrangeano e
hamiltoniano classico com operadores fracionarios, construindo o formalismo da mesma
forma que Riewe (2.3.1), porém com derivagoes fracionarias de Caputo. Para isso, sao
definidas coordenadas generalizadas de derivagao direta. Considere um sistema com R
coordenadas generalizadas (o1, ..., qo.r), IN derivagoes fracionérias das coordenadas no

intervalo [a, t], com expoentes de deriva¢ao {aj, ..., ay}, defina-se
_ Cpa;
Qira = 4 Dt qo,r (255)
o= DY 2.56
jrb t » 40, ( . )

no intervalo [t, b] com expoentes de derivagao {31, ..., Oy }. A letra i representa o i-ésimo

expoente de derivacao e r a r-ésima coordenada generalizadas que esta sendo derivada.
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Partindo da funcao lagrangeana descrita em termos de todas as coordenadas
generalizadas e utilizando o método variacional, Agrawal entdo expressa as R equacoes de

Euler-Lagrange na forma

A L\ <« (0L
g_qung?i(a )+Z§Dfﬂ(a ):0. (2.57)
0 g

i=1 aQi,a an,b

Os momentos canonicos generalizados sao definidos de forma analoga aos trabalhos ja

citados
N—i-1 N'—j—1
o oL ) Ny ( oL )
C Ohtit1—Qit1 C MOrk+j+1—Bj+1
Dira = D o Djrp = D — .
L kZ:o Leb (8Qk+i+1,r,a , " kZ:O ot an+j+1,r,b
(2.58)

A funcao hamiltoniana do sistema é construida de forma relacionada a fungao lagrangeana

na forma

N-1 N'—1
H = Z Pn,r,adn+1,r.a + Z Pn,rbdn+1,rb — L. (259)
n=0 n=0

Partindo do principio variacional, as equagoes de movimento sao deduzidas por Agrawal e

sao expressas na forma

0H 0H

aq@r,a B ?D?i+1_ai (pi,r,a) ) (n 2 1) ’ Pira = qi+1,r,a> (260)
OH =B, OH
0 o aCDtB]Jrl ﬁl(pjﬂ“vb> ) (n > 1) ) = qj+1,rp (261)
dj,r.b Dib
e
OH c C B OH oL
= ¢ Dy'porat o Dipor . o=z 2.62
9qo.r t Yy Porat oLy Porb By o ( )

2.3.2 Dinamica fraciondria com derivacdo exterior

Por fim, abordaremos o trabalho desenvolvido por Tarasov em 2005 [14], que
constréi uma generalizagao fracionaria do formalismo hamiltoniano, partindo de uma
abordagem diferente das que Riewe, Agrawal e demais utilizaram. Partindo das nogoes de
generalizagao fraciondria de calculo exterior propostas em [34], esse trabalho constréi as
equacoes de movimento classicas utilizando operadores de ordem nao-inteira. Visto que a
derivacao exterior é definida como d = dxia%i, assume-se uma ordem fracionaria o para o

operador, na forma

d* = (d;)™ ,D2,, (2.63)
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onde ,Dg ¢ a derivagao fracionaria de Riemann-Liouville (2.10). Considerando as ca-
racteristicas da derivagao de Riemann-Liouville, a derivada exterior fracionaria possui
propriedades semelhantes, como a derivagdo de poténcias na forma apresentada em (2.17),

e consequentemente o seu efeito nao nulo em constantes.

Considerando um sistema dinamico hamiltoniano no espaco de fase R?", tal
sistema é definido pela fun¢ao hamiltoniana H = H(q, p). Para sistemas fechados com
forcas internas potenciais, podemos descrever o movimento desse sistema a partir das

equacoes de Hamilton, expressas na forma

dg; _ 9H(q,p) dp; _ 0H(q,p)
dt op; ’ dt dq;

Sistemas hamiltonianos descritos pelas equagoes acima sao denominados sistemas fechados

com 1=1,..,n. (2.64)

se a derivada exterior da fungao Hamiltoniana é nula dH = 0, onde dH é expressa por

0OH OH
dH = —dp;, + —dg;. 2.65
op, Pt g, (2.65)
Sendo assim, em tais sistemas hamiltoniano fechados os estados estacionarios do sistema

SA0 eXpressos por

H(q,p)—C =0, (2.66)

onde C' ¢é uma constante que define os estados estacionarios do sistema hamiltoniano

globalizado.

Dessa forma, o autor propoe a definicao de sistemas hamiltonianos fracionarios.
Um sistema dindmico no espaco de fase R?*" é chamado sistema hamiltoniano fracionério
se a forma diferencial fraciondria (derivada exterior) da func¢ao hamiltoniana H = H(q, p)

é expressa na forma

d“H = D2 H(dp,)* + D2 H(dg,)", (2.67)

onde os operadores D} e Dy sao as derivagoes fracionarias de Riemann-Liouville. Sendo
assim, esse trabalho propoe sistemas hamiltonianos fracionarios descritos pelas equacoes

de Hamilton na forma

dq dp

% - DSH 5 E - —D((;H, (268)
com ordem fraciondria no intervalo 0 < a < 1. Se a forma diferencial em « da funcao Ha-
miltoniana ¢é nula (d*H = 0), os estados estaciondrios do sistema Hamiltoniano fraciondrio

sao definidos por
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n a—m . q m—1 n
H(q,p) — Z%’pi Z e Z Clet sl ol H(qz)k<pl)l =0, (269
i=1 F1=01=0  kn=0,ln=0 i=1

onde Ck, . k.iy...1, Sa0 constantes, m ¢ o préximo numero inteiro maior que a e n a

ln

dimensao do sistema.

Esse capitulo foi dedicado a introducao dos aspectos fundamentais da mecanica
fraciondria. Para isso, nas primeiras se¢oes apresentamos algumas das principais defini¢oes
de derivacao fraciondria presentes na literatura, assim como algumas de suas propriedades
mais importantes. O restante do capitulo é pautado em alguns dos primeiros modelos de
dinamica fracionaria desenvolvidos e a apresentagao do formalismo fracionario de Tarasov

que é amplamente explorado nesse trabalho.
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3. MECANICA FRACIONARIA DE LASKIN

Os trabalhos desenvolvidos por Feynman no ambito da mecanica quantica fo-
ram responsaveis por uma reinterpretacao da abordagem da dinamica quantica. Em
especifico, Feynman consolidou uma relagao direta entre as descrigoes antes estabelecidas
por Schrodinger e Heisenberg para a mecanica quantica, com conceitos provenientes da
mecanica classica, como a agao mecanica e o principio de minima ac¢ao, baseando-se
continuamente nos trabalhos desenvolvidos por Dirac [35]. A partir das integrais de ca-
minho de Feynman, desenvolveram-se descricoes fracionarias para essa formulacao de
dinamica quantica, partindo da escolha de caminhos de integracao com dimensoes fractais
diferentes da usual. Sendo assim, esse capitulo descreve as principais caracteristicas dos
caminhos Brownianos e de Lévy na aplicacao a dinamica quantica, fornecendo um fator de
dimensao fractal explicita. Isso é feito considerando os trabalhos desenvolvidos por Laskin
na formulacao de uma mecanica quantica fracionaria. Além disso, explora-se a proposta
de Laskin no ambito da mecanica classica, adotando as formulagoes desenvolvidas por

Lagrange, Hamilton e Jacobi.

3.1 Caminhos Brownianos, voos de Lévy e dimensdo fractal

Apds os valiosos trabalhos desenvolvidos por Feynman na formulagao da mecanica
quantica utilizando integrais de caminho [17], compreendeu-se posteriormente que seu tra-
tamento utiliza nas integragoes caminhos pertencentes ao movimento Browniano, bastando
simplesmente substituir a varidvel temporal ¢ por uma varidvel temporal imaginéria (—i7)
[7]. Isso leva a uma compreensao mais ampla das técnicas de Feynman para sua teoria.
Ou seja, o método de integrais de caminho de Feynman pode ser estendido como uma

abordagem de dinamica quantica complexa através de caminhos tipo-Browniano.

Os caminhos Brownianos sao bons exemplos de geometria fractal. Fractais sao,
pela definigao de Mandelbrot [6], um objeto de auto-semelhanca, onde todo o objeto é igual
a qualquer uma de suas partes em qualquer escala. Fractais podem ser deterministicos ou
randomicos e possuem uma dimensao fractal a. As trajetorias do movimento Browniano
sdo curvas auto-similares, sendo entao considerados fractais randomicos. A dimensao fractal

é definida a partir da andalise do comprimento de um caminho qualquer

[(Ax) A lo(Az)~™°, (3.1)

onde ¢ é um indice de escala com § > 0. Temos que Az representa um caminho reto, [ o
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comprimento do caminho analisado (I = NAz), N é o nimero de Az contidos em [ e [y é

um fator dimensional. A dimensao fractal é definida a partir do indice de escala §, por

5 =dfrae — 1, (3.2)

sendo d 4. a dimensao fractal do caminho em questao. Para § = 0, a expressao (3.1) recai

no conceito fundamental de comprimento.

O movimento Browniano trata de um modelo matematico descoberto pelo bidlogo
Brown em 1827, a partir do estudo de particulas de pdlen flutuando em dgua, observadas por
microscopio. Todavia, foi Einstein, em 1905, que estabeleceu uma teoria para o movimento
Browniano, a partir de uma anélise cinética do movimento de fluidos [36]. O movimento
Browniano trata-se formalmente de um processo randomico de Wiener, com funcao de
distribuigao probabilistica condicionada a uma forma Gaussiana. A sua dimensao fractal

parte da expressao para a densidade de probabilidade do processo de Wiener,

(w—wp) o (ot — to))2, (3.3)

onde w indica o processo de Wiener e o é um coeficiente de difusao. Sejam Aw = w — wy €
At =t — tg, ao considerar um caminho difusor entre dois pontos no espago-tempo, gera-se
um intervalo de tempo 7' = NAt e um comprimento de espago L = NAw = oT(Aw)™ 1. A

dimensao fractal é introduzida como

L o< (Aw)t~dsrae, (3.4)
onde Aw — 0. Dessa forma, ao comparar a expressao (3.4) com L = NAw = 0T (Aw) ™,
a dimensao fractal do movimento Browniano é expressa em 1 — df.q. = —1, gerando
dbrouwﬂano =9

frac - e

Os voos de Lévy tratam de uma generalizagao natural do movimento Browniano.
Partindo da constatacao de que a soma de N distribuicoes Gaussianas geram uma Gaussiana
com N vezes a variancia original, Lévy e Khintchine [37] descobriram uma classe de
distribuicoes de probabilidade nao-Gaussianas estaveis em «. Essa distribuicao « resulta
de somas de variaveis aleatérias independentes distribuidas de forma idéntica, com funcao

—1l—«

distribuigao de probabilidade p(z) ~ x , sendo que x — oo se assemelha a distribuicao
Gaussiana resultante da soma de variaveis aleatorias independentes distribuidas de forma
idéntica com fungao de distribuigao de probabilidade p(z) ~ exp{—%}. Cada distribuicao
a possui um indice o com intervalo (0,2]. Os voos de Lévy também sao trajetérias auto-
similares, assim como o movimento Browniano. Partindo da expressao da densidade de

probabilidade dos voos de Lévy,

(z — @) ~ (0a(t — to))=, (3.5)
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com 1 < a < 2, ao considerar difusao anomala (com relagdo nao-linear ao tempo).
Partindo do mesmo procedimento para o caminho Browniano, definindo T" = NAt e

L = NAz = 0,T(Az)'%, defini-se a dimensao fractal do caminho de Lévy como

A = a. (3.6)

frac

Dessa forma, a proposta de Laskin para uma mecanica quantica fracionéaria surge
como uma interpretacao de um novo paradigma fisico nao-Gaussiano, baseada na profunda
relacao entre a estrutura das equagoes fisica fundamentais e as dimensoes fractais dos

sistemas fisicos, como sera visto a seguir.

3.2 Integrais de caminho com voos de Lévy

Feynman e Hibbs [17] reformularam a mecanica quantica nao-relativistica como
integrais sobre todos os possiveis caminhos da evolugao da particula quantica. Em 1948 [38]
eles propuseram um desenvolvimento alternativo na mecanica quantica usual, adotando o
conceito cldssico de agao mecanica. Laskin [15] observou nesses resultados a possibilidade
de tratar a estrutura da energia cinética de uma forma mais ampla, nao contradizendo os

principios fundamentais da mecanica classica.

Dada uma particula na posicao inicial z, no tempo t, que se desloca a posi¢ao
final z;, no tempo t;, tratamos que z(t) é a trajetéria (caminho) da particula do ponto a
ao b. Na mecanica quantica, essa trajetoria é representada por uma amplitude, ou kernel,
descrita por Kp(xptp|zats), que leva a particula quantica do ponto a ao b. Esse kernel
trata-se de uma contribuicao de todos os possiveis caminhos entre os pontos iniciais e
finais da trajetéria. Caso a particula quantica esteja se movimento em um potencial V(x),

o kernel pode ser definido por

x(tb):xb

Kp(ayta|ats) = /

z(ta)=2q

Dreyman #(7) exp {—% /tt dr V(I(T))} XS

onde V(z(7)) é a energia potencial como um funcional do caminho da particula z(7). O

funcional de Feynman é definido como

N

o)z . omihie) " F 1 im )
N DFeynman 513(7') = lim d.ﬁEl s dmel jl:[l exp 2—77/8(333 — l'jfl) ,

(ta):.l‘ N—o00 m

(3.8)

sendo m a massa da particula quantica, xo = x4, Ty = xp € € = (t, — t,)/N.

O funcional de Feynman é gerado pelo processo do movimento Browniano, ou seja,

o método de integrais de caminho de Feynman pode ser estendido como uma abordagem
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de dindmica quantica complexa (t — i7), surgindo assim manifestacoes do tipo Browniano
nos caminhos de integracao. A equacao (3.8) implica na tipica relagao entre o deslocamento

espacial e escala temporal do caminho Browniano, proveniente do processo de Wiener (3.3)

() — 25.1) x (g)/ (A2 (39)

Dessa forma, podemos indicar que os caminhos da integragao do método de Feynman

possuem dimensao fractal dp.. = 2, assim como as trajetorias do movimento Browniano.

Laskin [15] propoem uma extensao do conceito de fractalidade na fisica quantica.
O autor constréi um novo caminho de integracao fracionario nas integrais de caminho de
Feynman, utilizando dos voos de Lévy (3.5) na sua representagao. Dessa forma, é proposta
uma generalizagao fracionaria da amplitude (kernel) da contribui¢ao dos caminhos de

integragao, agora com caracteristicas fractais de dimensao «a, com 1 < a < 2, na forma

z(ta)=2a

Ky (xptplaaty) = /

x(tb):acb

D a(r) exp {—% /tt dTV(x(T))} | (3.10)

onde V' (z(7)) é a energia potencial com um funcional dos caminhos de Lévy da particula.

O funcional dessa generalizacao pode ser representado como

:E(tb):(Eb D *N/Oé N 1 h l/a
T _n [1Dae
/x(ta):% Dax(r) = ]\lgxio/dxi...de—1h <—h ) jl_[lLa 7 (iDae) |w; — x4 ¢,
(3.11)

onde D, é o coeficiente de difusdo fraciondria generalizado, com dimensoes [D,] =

l—«o

erg—%.cm® - sec™®

, Lo = Tgq, Ty = Tp € € = (t, — t,)/N. A fungdo de distribuigao de Lévy

L., é definida na forma

L) = o= [ " dc explizC — ¢, (3.12)

2r J_o
que no limite o« = 2 recai na distribui¢ao presente na expressao (3.8) do funcional de
Feynman. Assim como o funcional de Feynman, o funcional proposto por Laskin pode ser
associado a relagdo de comprimento e tempo nos voos de Lévy, expressos em (3.5), onde

se entende o processo de Lévy na forma

;= ;] oc (BT Do)V (A1), (3.13)

indicando que a dimensao fractal dos caminhos dessa proposta de dinamica quantica é «,

sendo 1 < a < 2.

Considerando as propriedades da distribui¢ao de Lévy L, [15], podemos representar

as amplitudes de Feynman e Laskin para a particula livre, a fim de indicar uma interpretacao
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para algumas de suas componentes. Considerando V' (z) = 0, o kernel de Feynman da

particula livre, no espaco de momentos, é expresso por

o0

p(rp — 24) _ P (ty — ta)
dp exp {z - — , (3.14)

1
KO (apty|at, :—/
p(@thlata) = 5—

—00

enquanto o kernel de Laskin da particula livre no espago de momentos é expresso por

[~ — Dy (ty, — ta)|p|*
K£0)(xbtb|xata):ﬁ/ dp-exp{ip(xb %a) _ ;Dalls ~ to)Ip| } (3.15)

—0o0

A partir da comparagao entre as amplitudes acima, define-se que a energia de uma particula

quantica livre é expressa em termos do momento na forma

E = D,|p|*. (3.16)

Além disso, fica claro que para o limite o« = 2, o parametro de difusao D,, é aproximado
para Dy = 1/2m, sugerindo uma interpretacao de fator inercial a esse parametro, levando
A energia nao-relativistica usual da mecanica Fy = p?/2m. Uma forma mais geral de D, ¢

discutida mais adiante nesse trabalho.

3.3 Formalismo de Laskin

O desenvolvimento proposto por Laskin [39] considera a forma Hamiltoniana
utilizada no desenvolvimento tanto da mecanica classica quanto da mecanica quantica
como

52
2 p

(5. 0) = 2+ V(@) (317)

onde p e ¢ sao considerados operadores na mecanica quantica, assim como a funcao
hamiltoniana. E introduzido um novo operador hamiltoniano fracionario, caracterizado

pela nova interpretacao da energia cinética do movimento (3.16), descrito na forma

H,(p,G) = Dalp|* + V(9), (3.18)

onde o indice « reforca o carater fracionario do tratamento dado por Laskin. Além disso, D,,
é interpretado como um coeficiente de escala, associado a inércia do movimento. Para o = 2,
o operador hamiltoniano volta a sua forma usual, ao adotar Dy = ﬁ Enquanto as integrais
de caminho de Feynman (caminho Browniano) levam & equagao de Schrodinger usual, ao
utilizar caminhos tipo-Lévy, gera-se a chamada equacao de Schrodinger fracionaria. Para

tal, a generalizacao da amplitude de Feynman para um modelo fracionario corresponde
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a reinterpretar o termo cinético da equagao de Schrodinger usual (K = p?/2m) pelo
termo cinético fraciondrio (K, = D,|p|*), considerando p o mesmo operador momento da

mecanica quantica usual, gerando

ad’a(;f’t) = Do(—12V?) 249 (q.t) + V(@) (q.t), (3.19)

com (1 < o < 2). Essa representagao é possivel devido a introdugao da derivagao fraciondria

th

de Riesz [40], explorada na secao (2.1.4), descrevendo assim a forma da derivacao espacial

na abordagem fracionaria de Laskin por

(_hQVQ)%w((Lt) =

1 i Pq
(27h)? / d’p €7 |p|* G(p.t), (3.20)

onde as fungoes de onda 1(q,t) e ¢(p,t) estao relacionadas por transformagoes de Fourier.

Sendo assim, pode-se expressar a equagao de Schrodinger fracionéaria no formato

0 t .
in 2D _ g, (3.21)
ot
mantendo-se as defini¢oes dos operadores ¢ e p = —ihV usuais. Considerando-se o limite

a = 2, gera-se a equacao de Schrodinger usual

280 — Gy 4 v @uan) (3.22)

O operador Hamiltoniano fracionério H, (p, ¢) mantém importantes propriedades vigentes

na mecanica quantica usual, como hermeticidade, conservacao de paridade, relacoes de

comutagao e conservagao de probabilidade [39].

Uma caracteristica particularmente importante nesse trabalho ¢ a descricao da
velocidade fracionaria v, que serd muito utilizada no ambito cldssico. Contudo, na mecanica
N ~ P ;B dé
quantica usual, a relacao valida é £ = <1,
m dt

operador momento linear. Sendo assim, utiliza-se da regra geral de diferenciacao para

onde ¢ é o operador de coordenadas e p o

operadores da mecanica quantica (equagao de Heisenberg), para gerar uma relagao entre a

evolucao temporal do operador ¢ e o operador hamiltoniano fracionério f]a, na forma
dqg 1
dt  h

Recorrendo a descri¢do do operador hamiltoniano fracionario em (3.18), obtém-se o

(Haq - (jf{a)' (323)

operador velocidade fracionaria

o
Y W s (3.24)

dq

o, Visto que p e ¢

Quando migrarmos para o formalismo cldssico, interpretaremos v =

deixam de ser operadores, gerando a expressao
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v = aD,(p)* . (3.25)

Essa expressao indica uma importante diferenca entre a relagao usual de momento e
velocidade p' = mv e a decorrente dos trabalhos de Laskin (eq. 3.25). Podemos ainda

expressar o momento linear classico em uma forma mais conveniente por

1 \*T
) = U)o—1 3.26
= (o) @ (3.26)

gerando uma representagao da fungao hamiltoniana fracionaria classica em termos da

velocidade

1 1 a—1 a
H, = — vle—1 4+ V(q). 2
Y (aDa> ’U’ (q) (3 7)

3.4 Mecanica classica fracionaria

O modelo fracionéario de Laskin é ainda expandido a uma contraparte classica
da mecanica quantica fracionaria, abrangendo os tratamentos de Lagrange, Hamilton e
Hamilton-Jacobi [20]. Primeiro, é necessario considerar as descrigoes fracionarias cldssicas
de algumas grandezas fundamentais. A agao canonica classica S, (p, q) é descrita a partir

de sua relagao com a funcao Hamiltoniana, de forma que

Sulprq) = / dr (meqm - Ha<p<r>,q<7>> , (3.28)

onde 1 < a < 2 e que difere da abordagem quantica, visto que p(7), ¢(7) e Ho(p(T),q(7))
nao sao operadores e sim grandezas classicas de movimento. A fun¢ao hamiltoniana

fraciondria classica surge a partir da definigao proposta por Laskin (3.18) substituindo

p—p(t)edq— q(r)

3.4.1 Formulacao Lagrangeana

A Lagrangeana fracionaria é definida a partir de sua relacao canénica com a funcao

Hamiltoniana [4], adotando-se a Hamiltoniana fraciondria expressa em (3.18), gerando

Lo(4,q) =) pidi — Ha(p, q), (3.29)
=1

9La(4,9)

onde a defini¢ao usual de momento canonico é mantida p; = B E importante ressaltar
1

que a Hamiltoniana fraciondaria proposta por Laskin nao possui dependéncia explicita do
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tempo, permitindo interpreta-la como energia total conservada do sistema (auténomo).

Podemos, ao expressar a funcao Lagrangeana fracionaria na forma

Lo(4,q) = Zpiqz' — [Dalpi|* +V(q)], (3.30)

simplifica-la recorrendo a relacao entre os operadores v e p da mecanica quantica fracionaria
(3.25), em uma representacao cldssica (0 e p nao sao operadores e a substitui¢do v — ¢ foi

empregada). Dessa forma, tem-se

Loia) =Y () G (2 T v, (331)

i=1
A partir de alguma algebra, é possivel expressar a fungao Lagrangeana fracionaria eviden-

ciando o termo cinético e o tempo potencial

Lafl) = Y lal (5)7 (55 v (3.8

com 1 < a < 2. Apesar de Laskin nao explorar em seus trabalhos, a estrutura usual
da funcdo Lagrangeana como a diferenga das energias cinética e potencial (L = K — V)
nao é mantida no formalismo fracionario. A partir da expressao acima, utilizando a
notagao de Einstein daqui em diante, podemos indicar que a energia cinética no formalismo

lagrangeano fracionario classico é

1
« ]_ a-1 a_l
LD‘: .i a— .
Ky =14il 1(aDa> ( - ) (3.33)

onde empregamos o indice L, para indicar o formalismo. Todavia, a funcao hamiltoniana

proposta por Laskin introduz uma termo cinético na forma K, = D,|p;|*, que ao ser

manipulado utilizando-se da expressao (3.26), pode ser expresso na forma

1
| I
K, = |¢i|~T— ( ) : (3.34)

a \aD,
Ou seja, é necessaria uma reinterpretacao da forma da fungao Lagrangeana na abordagem
fraciondaria ao ser expressa em termos energéticos. Comparando as expressoes de energia

cinética KL e K,, temos que a fungao lagrangeana fraciondria pode ser representada por

Lo = (a— 1)K, -V, (3.35)

seja K, expressa por (3.34). O termo numérico (« — 1) também se manifesta em passagens

seguintes desse trabalho.
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A dinamica lagrangeana é representada na mecanica classica usual, considerando-se

forgas conservativas, pelas equagoes de Euler-Lagrange [4], representadas na forma

d <aL(q,q')) ~ 0L(g,9)

- - = 0. 3.36
Oy Oqr ( )

dt

Sendo assim, utilizando a funcao lagrangeana fracionéaria expressa em (3.32), pode-se
representar as equacoes de Euler-Lagrange fracionaria, substituindo-a na expressao acima,

gerando assim

oV (q)
an

_|_

1
d ]. ﬁOé—l 3 Lo
E [(O{Da> o a—qk’qz‘a 1 =0. (337)

Essa expressao, ao ser manipulada, gera a equa¢ao do movimento do formalismo lagrange-

ano, representada por

1 \aT 1 2z V(g
<aDa> ql(a_l)\qll e O (3.38)

cujas condigbes iniciais sd@o na forma ¢(t = 0) = ¢y e ¢(t = 0) = ¢o. Ao adotar o limite

a =2, com Dy = ﬁ, tem-se

=, (3.39)

que é a equacao do movimento da mecanica classica usual.

3.4.2 Formulacao Hamiltoniana

A formulacao hamiltoniana cléassica fracionaria pode ser elaborada partindo do
emprego do principio variacional, assim como na mecanica classica usual. Seja o funcional

acao definido na forma, lembrando que estamos utilizando a notacao de Einstein, temos

ty
S— / L(gi, dind)dt. (3.40)
t;

considerando dois tempos t; e ty de um movimento. O principio variacional de Hamilton
declara que a variacao desse funcional para a movimento de um corpo transitar de um

ponto no tempo ¢; até um ponto no tempo ¢y deve ser nula [4]

55 = 0. (3.41)

Esse principio, na mecanica classica usual, permite construir as equacoes de Lagrange e de

Hamilton.
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Sendo assim, considerando o principio variacional de Hamilton e a acao fracionaria

expressa em (3.28), podemos expressar esse principio no ambito fracionério, na forma

OH, aH%qi) ~0. (3.42)

ty
(SSQ > :/ dT(éZZ—F 16'1-——61»——
(p,q) 5 piti + piddi = 5 =0pi =

A partir de uma integral por partes no termo p;d¢;, gera-se

Opi

ko . OH,
05.(p,q) = / dTop; |:Qi — —} + pidg; 5
ta qi

f OH,
i —/ drdg; {pm “} =0, (3.43)
ta

onde se assume nao haver variagdo nos pontos extremos da trajetéria dgq;(t,) = dq;(t,) = 0.
Dessa forma, a expressao acima indica que o principio variacional de Hamilton é somente

satisfeito perante as condicoes

. OH.(p,q) . OH,.(p. q)
o = 2P d) 44
Gi 9, I o0 (3.44)

que sao as equagoes de Hamilton. Considerando o Hamiltoniano fracionario (3.18), as

equacoes de Hamilton podem ser expressas como

9 . . o
q; = 8_p(Do¢|pi| +V(Q) = 4 =aDpl|*  sgn(p:) (3.45)
¢ B oV (q)
. o . V(g
hi="p, (Dalpil*+V(g) = ps 90 (3.46)

— Pi
[pi
de Hamilton fracionarias para sistemas mecanicos. Em particular, destacamos a relacao

sendo sgn(p;) uma funcao sinal de p;. As equacoes acima sao denominadas equagoes

entre as variaveis p; e ¢; proveniente do formalismo fracionario, que pode ser expressa por

1
1 a-l 1
il = ‘i ﬁ. 347
= () 3.47)

3.4.3 Formulagao de Hamilton-Jacobi

Seja a Lagrangeana fracionaria expressa por (3.32), pode-se representar a agao

fraciondria, partindo de sua defini¢ao usual (3.40), na forma

t 1 \eTa—1,
)= [ d 15T — 4
a0 = [ r[(apa) i Vi) (3.49

com 1 < o < 2. Tratando a agao como funcao da posicao generalizada e do limite superior
de integragao S,(q, ), a evolugao de sua variagdo 0.5,(q,t,) parte da comparagao com ela
mesma, com trajetérias partindo do mesmo ponto inicial, mas com diferentes ¢;(¢;). Sendo

assim, escreve-se



Capitulo 3. MECANICA FRACIONARIA DE LASKIN 43

g b oL " oL
0S54(q,tp) = drdLa(q,q) = dr—26q; 25¢;. 3.49
(g, ) /t 70La(d,q) /t " q+/ta 9q, 0 (3.49)
Aplicando-se integragao por partes no segundo termo de integracao, logo obtém-se
oL o oL d (0L
6Sa(q,ty) = —=6qily drég |—— — — | —= )| . 3.50
(00) = Geoals + [ ara |5 - 5 (G| (3.50)

Uma vez que as trajetérias partem do mesmo ponto, temos que dg;(t,) = 0. Identifica-se
ainda a presenga das equagoes de Euler-Lagrange (3.36) no segundo termo da expressao

acima, permitindo escrever que

5Sa<Qa tb) =Di 5(]2(tb)a (351)

onde se empregou a definicao de momento canonico usual. E importante perceber que a
expressao acima fornece ainda a interpretacao do momento canonico expresso pela variavel

acao na forma

~ 084(q,t)

.52
a4, (3.52)

Di

Pode-se agora explorar a taxa de variacao temporal da varidavel dinamica agao. Ao
adotar-se a mudanca de notagao t, — t e dq;(t,) — dg;, a derivagao temporal total da agao

é expressa por

dS.(q,t)  (0Sadg  0S,\  0Sa )
dt \dg dt Yo ) T o T (3.53)
Recorrendo a relagao entre a fungao lagrangeana e a variavel acao (3.40), expressa na
forma L, = %, tem-se que
05,
- La — Vi ‘ia 354
5 pig (3.54)

ou seja, gera-se a equacao de Hamilton-Jacobi, na forma

0S4(q,1) 0S4 (p,t)
—— 4+ H, | ——%,q ] =0, 3.55
5 T 9 ¢ (3.55)
recorrendo a relagao (3.29). Essa equagao incorpora a varidvel dindmica agao como funcao
geradora, chamada aqui de funcao principal de Hamilton. Ao utilizar a funcao Hamiltoniana

fracionaria proposta por Laskin (3.18), gera-se

«

05a(q,1) +V(g) =0, (3.56)

4\ D, 0S4(q,t)

chamada equacao de Hamilton-Jacobi fraciondria.
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Para sistemas Hamiltonianos independentes do tempo, ¢ possivel empregar uma
separacao de varidveis nas variaveis ¢ e t, gerando uma solucao para a equacao acima na

forma

Sala,t, E) = S (¢, B) - Et, (3.57)

onde S é a chamada funcao caracteristica de Hamilton. A constante E surge como uma
constante de integracao, interpretada como energia total do sistema. Dessa forma, pode-se

gerar

05V (q, E)|"

D,
dg;

+V(q) = E, (3.58)

como a equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo.

Como exemplo, podemos considerar a particula livre, onde se adota V(q) = 0. A

partir da expressao (3.56), gera-se

054.(q,1) S, (q,t)|”
—— 4+ D, |———=| =0. 3.59
A partir da solugao (3.57), a solugao para a funcao caracteristica de Hamilton é descrita
1
na forma S&O)(Q,E) = (%) “ ¢, fornecendo a solucao geral expressa por

E\=
Soa(qvt7 E) = (D_) qi — Et. (360)

67

Diferenciando-se em relacao a energia F e igualando-se a uma nova constante 9, gera-se

OF -~ aD, \ D,

de forma que, utilizando-se da definicao (3.52), sdo expressas as trajetérias de uma particula

1
08.(¢,t,B) 1 (ﬂ) Gt =0 (3.61)

livre na mecanica classica fracionaria

£\ E\=
q; = aDa (D_) (t + 5) ) Pi = (D_) s (362)

comE>0el<a<2.

Esse capitulo apresenta uma descrigao completa do formalismo fracionario proposto
por Laskin. Partimos da proposta inicial desse formalismo pautado inserido no ambito da
mecanica quantica e migramos para a contraparte classica, a qual é de maior interesse

para esse trabalho.
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4. INTERPRETACAO FISICA DOS
FORMALISMOS FRACIONARIOS

Trataremos nesse capitulo da investigacao e averiguacao de algumas das carac-
teristicas decorrentes da implementagao do formalismo do calculo fracionario em sistemas
fisicos. Em particular, abordaremos a interpretacao de fractalidade em sistemas com
multiplos corpos, a conservagao de energia em sistemas classicos fracionarios, seguindo
particularmente os modelos de Laskin e Tarasov (2.3.2 e 3.3), as caracteristicas da im-
plementacao de fractalidade espacial e/ou temporal no formalismo de Laskin e por fim a

concepcao de uma interpretacao de integrabilidade para sistemas cléssicos fracionarios.

4.1 Fractalidade de diferentes objetos

A compreensao do significado prético e aplicavel da dimensao fractal de um sistema
é essencial na aplicabilidade dos formalismos fracionarios indicados nesse trabalho. A
alteragao no valor de a, em um primeiro momento, pode ser interpretada como uma
mudanga na caracteristica da evolugao dos estados/configuragoes do sistema. Com isso
estariamos assumindo que a andlise de um sistema contendo mais de uma particula ou
objeto possui um unico valor para «, que contém toda a contribuicao da fractalidade da
evolucao desse sistema. Todavia, ressaltamos que a construcao do conceito de dimensao
fractal é elaborado a partir da interpretacao do comprimento L de um caminho fractal
randomico [6], como indicamos na se¢ao (3.1), o qual serve de base na construc¢ao da
mecanica quantica fracionaria de Laskin (se¢ao 3.3). Sendo assim, visto que o método
de integrais de caminho de Feynman engloba integracao por todos os caminhos fisicos
possiveis para um dado objeto/estado fisico ir de um ponto a para um ponto b, poderiamos
entao assumir que a dimensao fractal/fractalidade trata-se de uma caracteristica do objeto
fisico evoluindo, imerso em um meio que possua propriedades fractais, como, por exemplo,

o movimento Browniano.

Dessa forma, adotaremos no decorrer desse trabalho, independente do formalismo,
uma distingao da fractalidade para diferentes objetos fisicos interagindo (por exemplo,
aq para a particula 1 e ay para a particula 2), buscando indicadores das consequéncias
resultantes ao assumir a fractalidade como uma caracteristica proveniente de alguma
propriedade do objeto fisico. Em particular, nos atentamos ao coeficiente D, (termo
inercial) do formalismo de Laskin, que possui caracteristicas massivas do objeto fisico,

mas nao possui expressao geral para sua estrutura, exceto pela aproximacao o = 2. Com
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isso, propomos a seguir sugestoes para a interpretacao e representacao do parametro D,

visando indicar a contribuicao da fractalidade de tal termo na descricao do sistema fisico.

4.2 Propostas de massa para a mecanica fracionaria de Laskin

Como a proposta de Laskin para a funcao Hamiltoniana fracionaria reestrutura
a energia cinética, reescrevendo-a em termos do momento, de um parametro inercial D,
e em termos da dimensao fractal a, obedecendo aos limites 1 < a < 2 e a aproximacao
Dy = ﬁ, temos que a funcao hamiltoniana na mecanica classica fracionéria é expressa,

considerando a equagao (3.18), como
Ho = Dolpl* +V(q). (4.1)

Propomos, entao, formas alternativas de representar a dimensao fractal e o parametro
D,, do sistema. Para isso buscamos na literatura representacoes “gerais” da massa de
entes fisicos em diferentes contextos fisicos, assumindo as limitagoes das interpretagoes do

parametro D, como desconhecidas.

4.2.1 Segunda lei de Newton fraciondria

As equacgoes de Hamilton geradas no formalismo fracionario de Laskin para a
mecanica classica sdo expressas em (3.45) e (3.46). A partir da equacao (3.25), representamos
o momento linear do sistema fracionario considerando o formalismo Hamiltoniano, descrito

em (3.47) e expresso por

= ()l 2)

Podemos assumir que a segunda lei de Newton mantém sua forma usual, uma vez que o
formalismo fracionario de Laskin esta contido na derivagao espacial indicada pela derivada
de Riesz (3.20), e ndo por um operador temporal. Dessa forma, indicamos, para um sistema

unidimensional, que a segunda lei de Newton é dada por

d
F="
dt
Sendo assim, utilizamos a expressao (4.2) para gerar uma forma diferente para a segunda

(4.3)

lei de Newton no formalismo fracionério

1 1 22—«
d q a—1 1 a—1 q'afl .
F=— = . 4.4
dt [(aDa) ] (aDa> a—1" (4.4)

A partir da expressao acima podemos assumir uma interpretacao para um termo

de massa f(m) no formalismo fracionério de Laskin, uma vez que a segunda lei de Newton
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é expressa na sua forma para massa constante por F' = mg. Assim, interpretamos a massa
como uma constante de proporc¢ao entre forga e aceleragao, assumindo que a segunda lei
de Newton seja estruturada, unidimensionalmente, na forma F' = m,{ para o formalismo

fracionario. Teremos entao para a mecanica fracionaria que

1 2—a

1 \aT got
o = , 4.5
" (ozDa) a—1 (4:5)

Para o limite @ = 2, a massa m, passa ser representada por my = m, levando a segunda

lei de Newton convencional. A partir dessa manipulacao, introduzimos uma representagao

do parametro inercial D,. Para tal, basta isold-lo na expressao (4.5), gerando

D=+ 1)%V¢%@“a (46)

a\a—1
onde o limite @ = 2 leva a Dy = 1/2m. Dessa forma, podemos agora representar as

grandezas energia cinética (3.34) e momento linear (4.2), por

Ko =mo (“0) G (47)

«

p = (o — 1)magq. (4.8)
Como esperado, adotando o limite o = 2, as equagoes de energia cinética e momento linear
recaem nas suas formas usuais. A escolha em manter a massa do ente fisico como m, é
mantida, uma vez que optamos por nao afirmar que a massa m,, trata-se da massa inercial

do objeto fisico. Nas secoes adiante, expandiremos a nocao de massa inercial do sistema.

4.2.2 Definicao de massa a partir da massa efetiva

Em areas da fisica onde as expressoes de momento e energia assumem formas
diferentes da mecanica classica usual, podemos recorrer a chamada relacao de dispersao,
que expressa a relacao entre a energia e momento do sistema. A partir dela, podemos
definir outras grandezas fisicas importantes, como, por exemplo, massa [22]. Visto que a
relacao de dispersao proposta por Laskin para a mecanica fracionaria nao fornece uma
representacao direta para a massa, utilizaremos da estratégia da massa efetiva, utilizada no
ambito da fisica do estado sdlido para investigar, por exemplo, o movimento de um elétron
sobre a influéncia de uma forga externa em um cristal. Essa estratégia parece adequada ao
formalismo fracionario, uma vez que visa esclarecer os efeitos do meio no movimento da

particula.

Considerando os trabalhos e teorias desenvolvidas por De Broglie e Planck no

ambito da fisica quantica [5] em concordancia com a dualidade onda-particula da mecanica
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quantica, partiremos da definicao de velocidade de grupo do elétron interpretado como um

pacote de onda

dw
~dk’
Essa velocidade se refere a velocidade de propagacao de um pacote de onda ou onda de

(4.9)

Vg

matéria, sendo w a frequéncia angular e k£ o niimero de onda. Assumindo que a rela¢ao
de energia de Einstein F = hw é vélida e corresponde a energia da particula, passamos a

representar a velocidade, abrindo mao do indice g, na forma

_ p—1
v=~h T (4.10)

Sendo assim, podemos representar a aceleragao dessa particula a = dv/dt por

a=h"'———, (4.11)
utilizando a regra da cadeia na derivagao.

Assumindo o sistema como sendo conservativo, recorremos ao teorema energia-
trabalho, expresso na forma dE = dW e passamos a representar o elemento de trabalho
infinitesimal dWW como F'dr, para um for¢a atuante F' e um elemento de deslocamento dr.
Com isso, o teorema energia-trabalho pode ser expresso por dE = Fdr = Fudt, utilizando

a definigdo v = dr/dt. Utilizando a expressao (4.10), chegamos entao a

dE dE
Flh't1—= = —dk. 4.12
(h T ) dt T dk (4.12)

Dessa forma, podemos agora expressar a forga resultante atuante na particula como

F= h% (4.13)

dt
O seguimento usual dessa elaboracao é utilizar a nocao de massa a partir da consideracao
da proporcionalidade entre forca e aceleracao, descritos pela segunda lei de Newton: m ~ %
Todavia, no formalismo fraciondrio, assumiremos que a constante de proporcao entre forga
e aceleracao sera a massa m, indicada anteriormente, interpretada como massa inercial no

limite o = 2. Sendo assim, seja m, ~ %, temos que

PE\
) a
me = h ( e ) : (4.14)

onde substituimos a energia F por K, (K, = D4|p|®). Por fim, utilizando o momento de

De Broglie, definido por p = hk, passamos a representar a massa m,, do sistema fracionario

por
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2 —1
d°K,
My = 5 . (4.15)
dp
Dessa forma, assumindo a definicao acima, podemos indicar uma representacao

para o fator inercial D, do sistema fracionario. Para tal, basta calcular m,, comecando

pela derivacao

PK, &
dp?®  dp?

d _ o
(Dalpl*) = aDa g lpl*'sgn(p) = aDalpl* (@~ 1) (416)
Por fim, utilizando a defini¢ao de m,, (4.15) e isolando D,,, temos

>

Dy=—"—71—.
ala—1)mg,

(4.17)

Com essa expressao podemos agora reestruturar a energia cinética da mecanica fracionaria
de Laskin (K, = D,|p|*) na forma

p2

Ka = N
ala —1)m,

(4.18)

onde abrimos mao do médulo em p devido ao expoente, e a relacao momento e velocidade

(4.2) na forma

p=(a—1)maq. (4.19)

Sendo assim, fica evidente a equivaléncia entre as duas abordagens de massa e
fator inercial propostos. As equagoes (4.6) e (4.17) sao equivalentes e levam as mesmas
representacoes de energia cinética e momento linear do formalismo fracionario de Laskin.
Além disso, podemos identificar o fator numérico (v — 1) como sendo o fator em comum em
ambas as abordagens que é o responsavel pela contribuicao fracionaria no sistema. Essa fator
também é contemplado no formalismo fracionario lagrangeano, explorado anteriormente
(3.32), onde a reinterpretacao da fungao lagrangeana no formalismo fracionério classico
necessita dessa corregao (3.35). Todavia, seja na abordagem da segunda lei de Newton ou
na de massa efetiva, assumimos que esse formalismo fraciondrio em questao nao possui
outros operadores fraciondrios em seu tratamento, sendo a contribuigao fraciondaria inteira
contida na fun¢do hamiltoniana fracionéria (3.44). Assim, seria prudente nao excluir a
possibilidade de a utilizagdo da segunda lei de Newton na forma F' = dp/dt estar incorreta
e ser necessaria, de alguma forma, a inclusao de uma derivagao temporal fracionaria
nesse tratamento. Em particular, nos atentamos a essa possibilidade devido a contribuigao
fracionaria desse formalismo estar todo contido em um tnico fator numérico atrelado a

energia cinética e ao momento linear do sistema.
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Na proxima secao, olharemos para o fator inercial D, de um ponto de vista mais
amplo, sugerindo e coletando da literatura estruturas gerais para descrever a massa do

sistema fracionario.

4.2.3 Definicao de D, considerando suas unidades

Em 2007, Dong e Xu publicaram um trabalho no qual é explorada a solucao da
equacao de Schrodinger fraciondria (3.19) com diferentes potenciais na representacao dos
momentos [41]. Com a intengao de indicar a contribuicao de diferentes fractalidades o do
sistema, os autores, a partir de uma analise dimensional e considerando uma particula

(elétron) nao relativistica, é proposto que os valores de D, obedecem a relagao

2—q

D, x (4.20)

(ame=1)’
visto que a dimensao de D,, é, de forma geral, [D,] = M'=*(L/T)*=* = M'=*C?*~*, onde
M, L e T sao as unidades fundamentais de massa, comprimento e tempo, respectivamente,
e C é a dimensao de velocidade, com ¢ sendo a velocidade caracteristica de um sistema

quantico nao-relativistico e m a massa da particula.

As duas propostas de representagao para o fator inercial D, sugeridas nas se¢oes
anteriores (4.6 e 4.17) obedecem a relagdo acima, pois sao equivalentes, de forma que
indicamos o fator numérico presente na equagao (4.6) como uma constante de proporciona-
lidade que ajuda a definirmos D,, a partir da expressao (4.20). Sendo assim, introduzimos

a definicao do fator inercial fracionario como

Dy = < ! )a_l : (g (4.21)

a—1 amy®1)’

onde ¢ indica a velocidade caracteristica da particula e m, sua massa fracionaria.

4.3 Problema de forca central no formalismo fracionario

Buscando investigar os efeitos do formalismo fracionario em sistemas fisicos,
exploraremos nessa secao o tratamento de um sistema de particulas sujeitas a uma forca
central. Em particular, consideramos o movimento de dois corpos sobre o efeito de uma
forga central, que pode ser reduzido a uma sistema equivalente de somente um corpo [4].
Nesse contexto, estamos nos referindo a uma particula sujeita a uma forga F que depende
somente da distancia a uma ponto fixo. Tomaremos que tal particula esta situada na
origem do sistema de coordenadas e empregaremos coordenadas esféricas (reduzidas a
polares em 2D) na descricao do movimento. Esse tipo de sistema fisico, caracterizado

por um potencial central, é usualmente associado a sistemas sobre o efeito de potenciais
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gravitacionais, de forma que indicaremos nesse trabalho uma versao fracionaria da segunda
lei de Kepler. Para tal, consideraremos o formalismo fracionario de Laskin, descrito na
secao (3.3).

Primeiramente, consideraremos o caso unidimensional, de forma que as repre-
sentagoes da fun¢ao hamiltoniana (4.1) e do momento linear (4.2) sao utilizadas desconside-
rando a presenca do modulo das varidveis. Para tal, partimos da representacao da energia
total do sistema fisico no formalismo fracionario considerando a fungao hamiltoniana como

a energia total do sistema, de forma que

1 a—1 «
E =D, = . 4.29
(QDQ) g1 +V(q) (4.22)

A solugao dessa expressao para || é descrita como

. i a=1
gl = aDs[E—V(g)] = (4.23)
Buscando uma melhor interpretacao da expressao acima, utilizamos uma expansao por
série de Taylor [23] ao redor de o = 2 (caso usual) até primeira ordem. Considerando que

a série de Taylor é expressa por

flz) = Z ap(r —a)*, com a,= ) (4.24)

n=0

representaremos a variavel 7 na forma

4] zzDé(E—wq))% {1+ B%—iln (E_D—Z(‘-’))} (a—2)}. (4.25)

O primeiro termo da expansao do lado direito da expressao se refere a expressao usual
de velocidade ¢ = y/ 2(E — V/(q)), considerando a aproximacao Dy = 1/2m. Nos demais
termos da expansao, podemos identificar no segundo termo uma contribuicao linear
decorrente do formalismo fracionario, enquanto o termo seguinte indica uma contribuicao

exponencial. Considerando o limite assintético V' (¢) — 0, a contribuigao fraciondria para

L1 (E
> "1\ D,

No caso onde F > D,e2, essa contribuicio é positiva, no caso contrario negativa. A figura
(0% ) Y )

a velocidade |¢| é indicada por

|erac| = (Of - 2) (426)

(1) indica o espago de fase para esse sistema considerando diferentes valores de a.
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Figura 1 — Espaco de fase considerando a expressao (4.23) (|¢| = v, q) para diferentes valores de
fractalidade c. O painel (a) considera um potencial central repulsivo (V(q) =1/q). O
painel (b) considera um potencial central atrativo (V(q¢) = —1/(q¢ + a)). Para ambos
os casos, ¢ =1, E =5 e D, = 1/2. Para o caso atrativo a = 0.2.

O painel (a) da figura (1) representa a dinamica no espago de fase considerando distintos
valores de « a partir da expressao (4.23) com potencial do tipo repulsivo (V(¢) = 1/q),
enquanto o painel (b) estd representado o espaco de fase considerando potenciais atrativos
(V(q) = —1/(q + a)). Podemos averiguar que a medida que a é menor, a particula sente
menos o efeito do potencial central. Ou seja, fractalidades menores que a usual (o = 2)

levam a um efeito menor da forga atuante sobre a particula.

Passaremos agora ao tratamento do problema de for¢a central considerando o
caso bidimensional. Partimos da representacao da funcao lagrangeana no formalismo
fracionario de Laskin, expressa em (3.32), onde adotamos a mudanca de varidavel ¢ — 7.
Contudo, devido a simetria do problema de forga central ser esférica, adotaremos uma
representacao por coordenadas esféricas (simplificado em 2D para coordenadas polares).
Sendo assim, considerando que o vetor velocidade em coordenadas polares é expresso por

v =dr/dt =dr/dt 7 +r df/dt 0, temos a funcio lagrangeana escrita como
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J = T,

Lo = ( ! )ail (O‘; D (\/f2 +r20'2)°“ V(). (4.27)

aD,,
Podemos adiante representar os momentos canonicos do sistema, para as coordenadas r e

0 respectivamente

1
aLa 1 a—1 . Z—_a

or aD,,
1
o aLa_ 1 a=1 2’ ) 2‘2%
Do = 89_(aDa) 7’9[ 72 4+ r20 .

Visto que no problema de for¢a central estamos assumindo um potencial radial V(r),
compreende-se # como uma variavel ciclica, de forma que a equagao de Lagrange, expressa

em (3.36) por coordenadas polares, é simplificada a

d [OLq
dt | 96

Dessa forma, geramos a representacao de uma varidvel fracionaria conservativa (I,),

} = pjp = 0. (4.28)

expressa por

2—a

1\t 5. a1
la:(apa) r29[ 72 4 22| " (4.29)

que pode ser reescrita em termos da energia cinética do sistema (3.34), na forma

. (2—a)
r’0 (K o
ly = — . 4.30
aD, <Da ) ( )

Para o caso usual (o« = 2), a equagao acima é reduzida a expressao usual de magnitude do

momento angular para o problema de forca central I, = mr29, que leva a interpretagao da
segunda lei de Kepler para movimento planetario (dA/dt = r26/2 = 0) [4]. No formalismo
fracionario, a constante de movimento [, trata-se de um termo semelhante ao momento

angular multiplicado por uma poténcia da energia cinética do sistema.

Construiremos também a equacao de movimento considerando a coordenada 7.

Partindo da equagao de Euler-Lagrange expressa em (3.36), temos que p, — aaLr“ = (. Sendo

assim, expressamos a equacao de movimento na forma

d 1 \a1 /- —

i G) e v -

B 1 \oT fa—1 _ — 2] oV

(k) () ) L

que leva a expressarmos
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(o) =i (v ]
+ EZ__%T(TT + rif® + r?60) {(WQ n r29.2) 5’?} } . S

A equacao de movimento acima é complicada de ser resolvida analiticamente, de
forma que foge ao escopo desse trabalho um exploracao mais detalhada acerca de suas
caracteristicas. Contudo, visamos em trabalhos futuros ampliar a analise do problema
de forga central fracionario, considerando gerar solugoes para as equagoes de movimento
geradas nessa secao, além de também explorar outras constantes de movimento do sistema

como energia total.

4.4 Conservacdo de energia de sistemas fracionarios

Nessa secao, nos atentamos ao conceito de conservagao de energia ao adotar
formalismos fracionarios na descricao de sistemas fisicos. Considerando sistemas fisicos
hamiltonianos usuais, a classificacao do sistema como conservativo é dada a partir da
derivacao temporal da funcao hamiltoniana. Um sistema fisico classico descrito por uma
funcao hamiltoniana H(p,q) ¢é dito conservativo caso nao haja dependéncia explicita no

tempo, ou seja,

dH

— =0. 4.33

7 (4.33)
De maneira geral, considerando operadores de derivacao de ordem inteira, a andlise da
evolugao temporal do sistema é feita utilizando a regra da cadeia de derivagoes (2.40),

onde, considerando uma fun¢ao hamiltoniano H(p, q,t), expressamos

dd _ 0Hdp, 0Hdg OH

Sendo assim, utilizando as equacoes de Hamilton convencionais, g—f =—p; e g—f =q;, e
nao havendo dependéncia explicita do tempo %—If = 0, entao o sistema hamiltoniano ¢ dito

(4.34)

conservativo.

Todavia, visto que as operacoes de derivagao fracionaria nao cumprem a regra da
cadeia convencional, mas sim formas mais gerais de tal propriedade (2.41), a construgao de
derivacao temporal de ordem fraciondria da fungao Hamiltoniana nao é uma tarefa simples.
Sendo assim, podemos identificar o formalismo fracionério proposto por Tarasov (se¢ao
2.3.2) como uma proposta de sistemas Hamiltonianos fraciondrios que indicam a condic¢ao

de estados estacionarios ao invés da condigcao de conservagao de energia, utilizando a
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derivada exterior fraciondria (2.67). Sendo assim, abordaremos na proxima segao alguns
aspectos que podem ser explorados considerando as derivadas exteriores fraciondrias, como

integrabilidade e constantes de movimento.

Indicamos ainda que o formalismo fracionario construido por Laskin (segao 3.4),
por possuir o aspecto fraciondrio somente na sua fungao hamiltoniana fracionaria H, (3.18)
e manter as equagoes de Hamilton iguais as usuais da mecanica cldssica (3.44), estd sujeito
ao mesmo procedimento indicado no inicio dessa secao na investigagao da conservacao de

oM,
o =0

energia, bastando somente que nao haja dependéncia explicita do tempo, ou seja,

4.5 Integrabilidade de um sistema classico fracionario

Sistemas classicos hamiltonianos sao caracterizados por uma funcao hamiltoniana
expressa em termos das varidveis canonicas do sistema H (g, p,t). Além disso, tais sistemas

sao descritos pelas equagoes de Hamilton, descritas por

dt — Op; dt — Jq;’

Contudo, é possivel, na mecanica classica usual, expressar suas equacoes de movimento

(4.35)

para sistemas hamiltonianos utilizando os parénteses de Poisson. Sejam u(q, p,t) e v(q, p,t)

variaveis arbitrarias de um sistema dinamico. Os parénteses de Poisson sao definidos por

"L/ Ou v ou Ov
tv} = ZZ1 (3%‘ Op; - Op; 3%) ' (4.56)

Considerando-se a derivacao temporal de uma dessas varidaveis dinamicas e fazendo-se uso

das equagoes de Hamilton (4.35), escreve-se

du "/ Ou . ou . ou " (OudH OudH ou
rapS (a—qﬂi ! W) t o T (aqi op: o, aq) R

i= i=1

de forma que

du ou

Sendo assim, podemos expressar as equacoes de Hamilton utilizando os parénteses
de Poisson ao assumir u = ¢; e, em seguida, u = p;. Dessa forma, passamos a representar

as equagoes de movimento de um sistema hamiltoniano classico usual por

dg; dp;
— = iy H 5 - — iy H . 4
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Os parénteses de Poisson sao beneficidrios na sua aplicabilidade, uma vez que sao usualmente
utilizados para investigar integrabilidade e constantes de movimento do sistema dinamico
e ainda sao invariantes sobre transformagoes canonicas [4]. Varidveis de um dado sistema
dinamico sao classificadas como constantes de movimento, uma vez que a seguinte relacao

seja satisfeita

OudH OudH
8q ap 8p 8q

Tais constantes de movimento sao consequéncia direta da simetria do sistema. Sistemas

{u, H} = (4.40)

com simetria de rotacao conservam seu momento angular, de forma que tal é uma constante
de movimento. Para sistemas conservativos (autéonomos), a energia £ ¢ uma constante de
movimento, pois é conservada na evolugao temporal. Sistemas autonomos, com n constantes
de movimento, podem ser classificados como integraveis. Para tal, essas constantes de

movimento devem ser independentes entre si, de forma que

{uj,up} =0. (4.41)

Essa condicao delimita a dinamica do sistema no espaco de fase a uma superficie de topologia
toroidal [42]. Sendo assim, buscamos a seguir explorar o conceito de integrabilidade e
condicao para constante de movimento considerando as propostas de mecanicas fracionarias

exploradas nesse trabalho.

Primeiramente, partimos das equagoes de movimento propostas por Tarasov (2.68)
para sistemas hamiltoniano classicos fracionarios. Visamos propor uma representacao dos
parénteses de Poisson no formalismo fracionario utilizando como base as equivaléncia
nas formas das equacoes de movimento do formalismo de Tarasov com as da mecanica
cldssica usual escritas com os parénteses de Poisson (4.39). Para isso, basta igualarmos as

derivagoes temporais de ¢; (em seguida de p;), gerando

{ai Hy = Dy H, {pi,H} = D H. (4.42)

Sejam os parénteses de Poisson usuais em sistemas Hamiltonianos no espaco de fase R?"

expressos por (4.36)

af o0 af o
H}qp = Z_f_H__f_H, (4.43)

essa definicao é insuficiente para o formalismo fracionario, visto que nao gera as equagoes
de movimento desejadas (4.42) por nao conterem nenhuma forma de derivacao fraciondria.
Com isso, podemos sugerir duas distintas generalizagoes para os parénteses de Poisson que

atendam ao formalismo fraciondrio adotado.
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Visto que a generalizagao fraciondria se manifesta nas equagoes de movimento so-
mente na derivagao fracionaria da fungao Hamiltoniana, podemos indicar que os parénteses

de Poisson sejam descritos, abrindo mao dos indices nas chaves, por

9 5

ap “H. (4.44)

{f,H} = E D"‘ H—
Todavia, convém interpretar que todas as derivagoes presentes nessa abordagem em relacao
as varidveis canonicas ¢; e p; estejam na forma fraciondria, concebendo, portanto, uma

generalizagao direta dos parénteses de Poisson com derivagoes fracionarias

{1y =3 (D5, Dy, H = Dy, f D 1) (4.45)

Contudo, ressalta-se que essa simples generalizacao dos parénteses de Poisson no formalismo
fracionario nao leva ao resultado desejado, visto que para f = ¢; as derivagoes ijj ¢ 7 0ij
e D} q; # 0 nao fornecem os valores adequados (o mesmo acontece quando escolhemos
f = pi). Ainda que a derivagao D7 qi = 0 seja fornecida ao usarmos a derivagao fracionéria
de Caputo, o0 mesmo nao acontece com o outro termo. Com isso, além de considerarmos a
generalizacao proposta em (4.44) para os parénteses de Poisson fraciondrios, conduziremos

ainda a manipulagao da expressao (4.45) para uma segunda proposta.

Podemos utilizar o efeito da derivacao fracionaria de Riemann-Liouville e Caputo
em fungoes de poténcia (2.17) e (2.29), uma vez que tém o mesmo efeito em fungoes de
poténcias, para expandir os detalhes da proposta de parénteses de Poisson fracionario
expressa em (4.45), visto que essa expressao nao possui os resultados necessarios para suas
derivagoes, em particular, nos termos de forma (Ds; f)e (Dz‘j f). Sendo assim, para que
a definicao de parénteses de Poisson sugerida seja adequada, ela precisa gerar os termos
na forma (Dy H) e (Dg H). Visando acrescentar os termos necessarios para cumprir esse
formato, partimos do efeito das derivacoes fracionarias em poténcias e expressamos o

termo (D% i), como exemplo, na forma

l—«a

o, =N _U
D¢ g; = zj: e a)(;”‘ (4.46)

Ressalta-se que ao utilizarmos a definicao da derivagao fraciondria de Caputo, temos que a
derivacao de uma constante permanece como nula, ao contrario da derivagao fracionaria
de Riemann-Liouville, visto seus diferentes limites para o expoente de funcoes de poténcia
(2.29). Ao utilizarmos f = p;, a expressdo acima assume a mesmo forma, levando a

interpretagao da corregao da expressao (4.45) como

(2-a)

(= (5=

) > (D¢ fDg H — DS fDg H). (4.47)

J
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Naber e Cottrill-Shepherd, em seu trabalho de 2001 [16], propoem uma versao
geral de integrabilidade sem considerar necessariamente sistemas Hamiltonianos, mas para
funcionais na forma F'(a,m,n), onde « é a ordem fracionéria de derivagao, m o inteiro
seguinte & a e n a dimensao do sistema. O diferencial do funcional F'(«a, 1,n), representado

pelos autores por g, é expresso na forma

g=>_ Djf dxf, (4.48)
=1

A integrabilidade do sistema, para os autores, é definida a partir da condicao

o (D?f - 8?(8;“@%))) 0 (4.49)

oz (x;)0—m

utilizando a derivacao fracionaria de Riemann-Liouville (2.10). Considerando av = m = 1,
a condicao acima recai na condi¢cao usual de integrabilidade em sistemas diferenciais
construidos por derivagao exterior [43]. Ainda que referida por integrabilidade, a condi¢ao
proposta pelos autores estd inserida no formalismo de derivacoes exteriores, e nao concorda
necessariamente com o conceito de integrabilidade descrita pelos parénteses de Poisson
(4.41). Foge ao escopo desse trabalho a investigagao acerca das caracteristicas de sistemas
integraveis construidos por derivacoes exteriores, visto que nao sabemos se se trata de
uma integrabilidade de Liouville, associada a evolucao de sistemas dinamicos no espago de
fase, ou integrabilidade de Frobenius, que relaciona integrabilidade & foliagao (relagoes de

equivaléncia entre classes em um espago diferencial), ou outras possiveis interpretacoes
[44][45].

Buscando testar as condicoes de integrabilidade propostas, consideraremos, como
exemplo, o oscilador harmonico linear bidimensional, que possui funcao hamiltoniana na

forma

H(p,q) = c1(p} +p3) + V(z), (4.50)

com potencial expresso por V (z,y) = ca(22+y?) e ¢; e ¢y sendo constantes. E compreendido
na literatura [21] que tais sistemas possuem invariante linear ou constante de movimento
I na forma I = yp, — xp,. Como mencionado no inicio dessa se¢ao, para averiguar essa

constatagao, basta que {I,H},, = 0. Ou seja, verificarmos se

ol OH 01 OH ol oH 0l OH ol0H 01 OH
thH} = Z 0q; Op;  Opi g (% Ops apx%) " < ) -0
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As derivagoes parciais indicadas acima fornecem % = (—py), ngi = 2¢1Pa, 88711 = v,

oH _ or _ OH _ o1 oH _ : :
G = 201, oy = Dos 5p, = 2¢1py, ooy = (—z) e By = 2coy. Sendo assim, averiguamos que

I trata-se de uma constante de movimento do sistema descrito pela hamiltoniana (4.50)

{I,H} = 2c1p.py — 2¢1pyps + 200y — 2coyz = 0. (4.52)
Portanto, I é uma constante de movimento do sistema Hamiltoniano em questao.

Sendo assim, agora testaremos se a varidvel dinamica I ainda é uma constante do
movimento, considerando os parénteses de Poisson propostos anteriormente (4.44 e 4.47)
provenientes do formalismo fracionario sugerido por Tarasov. Comecando pela defini¢ao

de integrabilidade (4.44), temos que

{I,H} = (%D;‘x]:l — g}iDg‘H) + (%Dng — g—pIyDZ‘H) . (4.53)
Utilizaremos nesse tratamento tanto a derivagao fracionaria de Riemann-Liouville quanto
a de Caputo, visto que possuem o mesmo efeito sobre fungoes de poténcia, mas nao sobre
constantes (2.17) e (2.29). Dessa forma, calculamos as derivagoes parciais de ordem inteira,
88712 =y, g—é = p, € a%fy = (—=x), enquanto as fraciondrias, para

Riemann-Liouville, sao

gerando 2L = (—p,),

T3 5 Pt |, 2ep.®
DS H = — @ L L 4.54
R TONTE Y TTi—a) TT-a) (4:54)
p,” re) .1 2cp,°
D H = Y ol L 4.55
TN —a) T | TTU-a) (4:55)
2¢1 1z~ ra) x=
DH=——— — T — 4.56
S Gy 2[F(3—a)x i —a (4.56)
e
2c1y~° y~° I'3) o
DiH = ————— . 4.57
v r(1—a)+02{r<1—a)+r(3—a>y (4:57)
Entao, podemos agora representar os parénteses de Poisson (4.44) por
C1 _ _ _ _
ILHY = ———|p.p, " — C 4 20y~ — 2y 4.
{I,H} Ti—a) [papy ™ — pypy + 27y yr ]+ (4.58)
02 [2 —x 2 —Qx + —« —a] +
—[2p, — x —yx
€1 2—a 2—a C2 2—«a 2—a
—[2p, -2 —[2 —2 :

Podemos, a fim de simplificar a expressao, assumir as constantes ¢; = ¢; = ¢, visto que
no tratamento usual elas nao influenciam na manipulagao das equacoes. Sendo assim,

simplificamos os parénteses de Poisson fracionarios para
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3

{I,H} = T —a) [pap, *—pyp, “+ry " —yr ]+

c 2c 2-a 2—a 2—a 2—a
i-a j[pepy  —pyps ey —yat .

I3 -a)
(4.59)
Se considerarmos a derivagao fracionaria de Caputo ao invés da de Riemann-Liouville
no tratamento dos parénteses de Poisson, a expressao é muito simplificada, uma vez que
as derivagoes de constantes sdo nulas (dois primeiros termos da expressao (4.58)). Dessa
forma, por Caputo (acrescentamos um indice C' para diferenciar o tratamento), temos que

a condicao de integrabilidade (4.44) é expressa por

{]7H}C:

o o 2c Cu Y
R P B )[:zry2 — gz (4.60)

201
) [p2p F(S——a

I'3—«
Diferente da abordagem utilizando Riemann-Liouville, por Caputo a condicao de
integrabilidade zera para o — 1. devido ao seu efeito em constante ser nulo. Nesse caso, a
definicao de integrabilidade recai na definicao usual. A partir dessa constatacao, podemos
afirmar que, na forma proposta em (4.44), I nao é uma constante de movimento do
sistema classico fracionario em questao. Contudo, devemos considerar que a utilizacao dos
parénteses de Poisson fraciondrios relacionados a funcao hamiltoniana pode estar incorreto
quando investigamos integrabilidade, devido as propriedades do sistema hamiltoniano
fracionario proposto por Tarasov (segao 2.3.2) ainda nao terem sido devidamente exploradas.
Ou seja, devemos a seguir investigar algumas propriedades da funcao hamiltoniana em tal
formalismo, para entao podermos afirmar algo quanto a condi¢ao de integrabilidade do
sistema, que depende de diversos fatores: o sistema ser conservativos, a fungao hamiltoniana
ser uma constante de movimento, entre outros. Ainda assim, a partir do resultado acima,
podemos afirmar que a representacao dos parénteses de Poisson no formalismo fracionério
fornece informagoes acerca da relagao entre a dinamica do sistema hamiltoniano e a
dinamica da varidvel dinamica testada (momento angular no exemplo acima) e tal relagao

difere do formalismo usual para o fracionario.

A seguir, testaremos a segunda proposta de representacao dos parénteses de Poisson
para sistemas hamiltonianos fraciondrios (4.47). Nesse tratamento, utilizaremos somente
a derivagao fracionaria de Caputo, visto que a corregdo da expressao (4.44) utilizou
das propriedades particulares da derivacao de Caputo, como derivacao de constantes.
Dessa forma, indicamos que as derivagoes presentes na expressao (4.47) para a funcao
hamiltoniana sao as mesmas que as da derivagao de Riemann-Liouville feitas anteriormente
(0 efeito em fungoes de poténcia é o mesmo que na de Caputo), exceto pelas derivagoes em

constantes. Indicamos apenas as derivacoes fracionarias da variavel dinamica I como

l—«

C na L Dy
DY = —————— 4.61
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11—«

C Nna Y Pz
DY = ——— 4.62
v re-a)’ (462)
o yplfa
DY [ = —% — 4.63
Pa ['2-a) ( )
[§] -
C Nna :Epy ‘
DY = ———F——. 4.64
Py 1”(2 _ O{) ( )

Com isso, podemos representar a condicao (4.47), utilizando derivagoes de Caputo por

2 Pz Py v Y (C1papy + C2ry) (Paly Y™ — PEPyTY)
I'(3—a) Ypz — TPy

Assim como a expressao (4.60), a expressao acima recai na condicao usual de integrabilidade
para a — 1. Isso deve ser uma consequéncia do acrescento manual de um fator de corregao

para o formalismo fraciondrio (4.45).

Por fim, indicamos que oferecemos nesse trabalho trés diferentes propostas de
representacoes dos parénteses de Poisson para um formalismo fracionario classico descrito
pelas equagoes de movimento (2.68). A proposta expressa em (4.44) pode ser adotada
utilizando diferentes defini¢oes de derivagao fracionaria. Nas expressoes (4.58) e (4.60)
estao escritas as formas de tal tratamento utilizando a derivacao de Riemann-Liouville
e Caputo, respectivamente, em um oscilador harmonico classico bidimensional. Nesse
caso, somente a derivagao por Caputo leva a uma equivaléncia direta com a condicao
para constantes de movimento usual. A segunda representacao dos parénteses de Poisson
estd descrita em (4.45), sido construida utilizando um fator de compensagao ao adotar
derivacoes fracionarias de Caputo nos parénteses de Poisson usuais. Tal definicao, adotada
na investigacao de um oscilador harmonico cldssico bidimensional (4.65), apresenta também
um paralelo direto com a condicao para constantes de movimento da mecanica classica
usual ao adotar v — 1. Consideraremos adiante a existéncia de uma nova variavel dinamica
que substitui a funcao hamiltoniana como referéncia na investigacao das constantes de
movimento do sistema dado a forma dos estados estacionarios do formalismo cldssico

fracionario de Tarasov.

Como visto na se¢ao (2.3.2), o trabalho de Tarasov [14] expressa os estados esta-
cionarios de sistemas Hamiltonianos fracionarios que obedegam as equagoes de movimento
expressas em (2.68). Tais estados estaciondrio sdo provenientes da condigao d*H = 0 para
o sistema fracionario. Podemos construir os estados estacionarios do sistema a partir da
expressao (2.69). Considerando um sistema Hamiltoniano bidimensional, com m = 1 sendo
o valor inteiro seguinte a ordem de derivacao «, temos que os estados estacionarios de tal

sistema sao expressos por
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H(q,p) — zpaypy|*~'C = 0. (4.66)

Podemos assumir que, uma vez que os estados estacionarios de sistema hamiltonianos
cléssicos usuais sao representados por H(q,p) — C = 0, entao o formalismo fracionério
de Tarasov para sistemas hamiltonianos nao estabelece a fungao hamiltoniana como uma

constante de movimento e sim uma nova variavel dinamica H,, expressa por

Ho,(q,p) = |zp.yp,|* " H (g, p). (4.67)

Sendo assim, deixamos indicado nesse trabalho a possibilidade de investigacao das con-
sequeéncias da implementacao da variavel dinamica H, quando adotada as propostas de
parénteses de Poisson fracionério indicados em (4.44) e (4.47). Contudo, como discutido
na segao (2.2), o emprego da regra de Leibniz em derivagoes fraciondrias nao é permitido,
tornando a implementacao de derivacoes de produto no ambito fraciondrio um complicado
problema (ver equagao (2.39) como exemplo). Sendo assim, indicamos que foge ao escopo
desse trabalho a investigagao da variavel dinamica H, como a substituta da funcao ha-
miltoniana na investigacao da condicao de constantes de movimento e integrabilidade de

sistemas cldssicos fraciondrios.

Por fim, encerramos esse capitulo com a verificacao dos parénteses de Poisson
)
usuais, expressos em (4.36), utilizando a fung¢ao hamiltoniana fracionaria proposta no

formalismo fraciondrio de Laskin (3.18), expressa por

H.(q,p) = Dalp|* +V(q). (4.68)

Considerando um oscilador harménico bidimensional, onde V (x,y) = c¢(2®+y?), em que ¢ é
uma constante, utilizamos a mesma constante de movimento I ja explorada anteriormente
I = yp, — xp,. Sendo assim, temos que os parénteses de Poisson entre H, e I sao expressos

por

{I,H.} = aDu[pa|py|* 'sgn(p,) — pylpa|*'sgn(p.)]. (4.69)

Assim como as propostas antecessoras, o formalismo fracionario de Laskin, ainda que
descrito por uma funcao hamiltoniana fracionaria ao invés de derivagoes fraciondarias, nao
respeita a condi¢ao para constante de movimento da mecanica classica usual, ainda que
seja identificado como um sistema conservativo (4.4), diferentemente do formalismo de
Tarasov. Essa caracteristica recorrente em formalismos classicos fracionéarios indicam que
constantes de movimentos podem estar fadadas a condigoes de verificagao significativamente
distintas das fornecidas pelos parénteses de Poisson. Ou ainda, poderiamos assumir que a

relacao entre as dinamicas da fungao hamiltoniana e uma variavel dinamica qualquer nao
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¢ mais suficiente para verificar e classificar constantes de movimento em sistemas classicos

fracionérios.

Esse capitulo apresenta os primeiros resultados desse trabalho. Referente ao
formalismo fracionario de Laskin, indicamos uma proposta de massa inercial nas primeiras
secoes, pautada em diferentes definicoes presentes na literatura. Ainda no formalismo
de Laskin, investigamos o problema de forca central e destacamos algumas de suas
caracteristicas quando dotado de fractalidade nao usual. Por fim, dedicamos as tltimas
secoes a exploracao e concepcao de representacoes dos parénteses de Poisson para o
formalismo fraciondrio de Tarasov, buscando gerar uma condicao adequada para constantes

de movimento nesse formalismo.
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5. COLISOES FRACIONARIAS

Nesse capitulo trataremos da implementacao do formalismo fracionario proposto
por Laskin (segao 3.3) em colises eldsticas unidimensionais. Abordaremos as implicacoes
em adotar as defini¢oes de massa fracionaria exploradas no capitulo anterior (4.5 e 4.15),
assim como a implementacao de uma representacao da fractalidade do sistema a partir de
modelos para sistemas com baixa fractalidade. Por fim, investigaremos a contribuicao do
formalismo fracionario através da analise da relacao entre as velocidades das particulas em
colisao, considerando diferentes valores para a fractalidade do sistema. Adotaremos nesse
capitulo a representacao das velocidade das particulas como v ao invés de ¢, buscando

simplificar visualmente o entendimento das expressoes de conservacao.

5.1 Colisoes eldsticas fracionarias com massa inercial

Consideraremos um sistema unidimensional com duas particulas pontuais colidindo
de forma eldstica. Assumiremos que, no ambito da mecanica classica fracionaria, a energia
e momento linear do sistema sao conservados, assim como na mecanica classica usual.
Além disso, implementaremos nessa secao a proposta de massa fracionaria explorada na

secao (4.2), introduzindo uma definigao para o fator inercial D,, na forma

b (L) -

Sendo assim, consideraremos as conservacgoes de energia e momento linear do sistema como

1 2 iLf 2f (5.2)
P1i + P2i = Pif + Doy
Utilizaremos as expressoes de energia cinética e momento linear expressas por
a—1Y\ ,
K, =mq v e p = (a—1)mgyv, (5.3)
«

que sao geradas a partir da implementacao da definicao de D,, indicada anteriormente com
as expressoes de energia cinética (3.34) e momento linear (4.2) do formalismo fraciondrio

de Laskin. Dessa forma, temos que as equacoes de conservacao sao representadas por

(L) ot = 22 () - o3 (54

a; \a—1 ag \ag —1
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para a energia total do sistema e

my(oq — 1)[v1; — vig] = ma(ag — 1)[vay — vy (5.5)

para o momento linear. Semelhantemente ao procedimento usual para a andlise de colisoes
eldsticas [46], investigaremos se a velocidade relativa entre as particulas é conservada,
assim como na mecanica classica convencional. Sendo assim, combinando as equagoes de

conservacao acima, temos que

(@ -1 0z — 12

ou seja, nao hé conservacao de velocidade relativa ha menos que a; = ay. Tal limite pode

[v1i + v1s] = vy + Vail, (5.6)

ser assumido considerando particulas idénticas ou a partir da interpretagao de que um
dado sistema fraciondrio, com multiplas particulas, possui uma fractalidade a (« # 2)
igual para todas as suas particulas, como discutido na segao (4.1). Entao, considerando
particulas distinguiveis e considerando fractalidade como uma caracteristica do efeito
do meio no ente fisico, nao ha conservacao de velocidade relativa para colisoes elasticas
unidimensionais no formalismo fracionario de Laskin utilizando a definicao de D, proposta
em (5.1).

A implementacao da proposta de representacao de D, indicada em (5.1) pode
ser considerada uma aproximagao para massa inercial da particula fracionaria, ignorando
alguns aspectos decorrentes do formalismo fraciondario. Essa interpretacao esta pautada nas
expressoes de energia cinética e momento linear da particula (5.3) assumirem apenas um
fator numérico isolado na sua descricao, enquanto o formalismo de Laskin completo leva a
representagoes mais complexas de energia cinética e momento (3.34) e (4.2). Exploraremos
adiante as caracteristicas de colisoes elasticas fracionarias desconsiderando uma forma

para D,, buscando indicar as contribuicoes provenientes de diferentes valores de a.

5.2 Colisoes elasticas fracionarias pelo formalismo de Laskin

Considerando um sistema unidimensional onde duas particulas pontuais se colidem
elasticamente, pela mecanica classica usual ha conservacao de energia cinética e momento
linear totais do sistema, onde as equagoes de conservacao estao expressas em (5.2).
Utilizaremos as representagoes de energia cinética e momento linear, descritas anteriormente
em (3.34) e (4.2), na forma

e 1

v\ et =
K, = D, (aDa) e p= (aDa) : (5.7)

Entao, representamos a conservacao de energia do sistema por
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31 o ) )
ap—1 ap—1 ag—1 ag—1
pWw “_1() _ L() — D@ ”;f() _ “_2()
al 1 1 [e%2} 2 2 )
O‘lDoa ()51Da1 a2Da2 042D042
(5.8)
enquanto a COHSGI"V&(;?LO de momento linear é expressa como
1 1 1 1
ap—1 ap—1 ag—1 ag—1
(%0 U1f . Vo f Vo (5 9)
(1) (1) - (2) (2) ' '
a].DOél alDal a2Da2 @2Da2

Na mecanica classica usual, as conservagoes de energia cinética e momento linear sao
expressas em termos das velocidades inicial e final na forma [m, (vf; —vi;) = ma(v3; —v3;)]
e [mq(v; — vif) = mo(vay — vy;)], respectivamente. Essas expressoes, quando combinadas,

permitem expressar a conservacao de velocidade relativa do sistema, indicada pela expressao

U1y — U2y = Vg — V1f. (510)

Uma vez que temos a conservacao de velocidade relativa, podemos facilmente fornecer
expressoes para as velocidades finais das particulas, descritas em termos das velocidades
iniciais. Para tal, utiliza-se da expressao de velocidade relativa para eliminar uma das

velocidades finais, permitindo expressar

myp — Mo 2m2
vf=|——|vu+ | ——— | vy 5.11
Lf (m1+m2) ! (m1+m2> 2 ( )
quando escolhemos eliminar a velocidade final da particula 2 vys e
2 42 (5.12)
Vo = | ————— | vy — | vy :
2f my + Moy ! my + Mo 2

quando eliminamos vy . Se considerarmos particulas idénticas (mesma massa nesse caso),
as equagoes acima provém a solugoes v1y = vy; € voy = v1;. Contudo, se utilizarmos somente
as equagoes de conservagao, elas provem ainda, matematicamente, solucoes para quando

nao houve colisao vy = vi; € Vo = Vo;.

Para as leis de conservacao na abordagem fraciondaria, a combinagao das expressoes
indicam nao haver conservagao de velocidade relativa no sistema, partindo de um procedi-
mento semelhante ao indicado para a mecanica classica habitual ao combinar as expressoes
de conservagao de energia (5.8) e conserva¢ao de momento (5.9). Isso é esperado visto
que nem mesmo o caso onde adotamos uma massa inercial para o sistema fracionario ha

conservagao de velocidade relativa (5.6).

Todavia, ainda podemos combinar as expressoes de conservacao de energia e

momento linear, indicadas em (5.8) e (5.9) para gerar relagoes entre as velocidades finais e
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iniciais das particulas em colisao. Escolhendo eliminar a componente de velocidade v,

temos as relacao entre as velocidade na forma

ozil agl azl
o v\ pe v T pe vy )
| oW LR e wx | @)
1aq 2 a 27 a2
— e -
(1) Ut V2i - Vay
D - + | 25 S . (5.13)
OélDal O[Q.DQQ a2Da2

Considerando o = 2 e adotando o limite Dy = 1/2m, a equagao acima recai na versao
usual de relacao entre as velocidades, considerando conservacao de velocidade relativa. A

seguir indicaremos uma representacao mais intuitiva da expressao acima.

5.2.1 Sistemas com parametro de fractalidade

Introduziremos uma diferente representacao nessa secao para a fractalidade «
do sistema fisico fracionario, destacando um fator de fractalidade aparte da fractalidade
total do sistema. Em 2006, foi introduzido [47] uma representagao da ordem de derivagoes

fracionarias o como uma expansao na forma

a=n-—E¢, (5.14)

visando assim investigar os efeitos do formalismo fraciondrio em sistemas com baixa fracta-
lidade (£ << 1). Nessa abordagem, n indica a dimensao fractal da mecanica convencional
(ndo-fracionario) com valor fixo, enquanto a constante £ indica a contribui¢ao do formalismo
fracionario. Nesse trabalho, os autores utilizam da condicao de baixa fractalidade para
reestruturar e simplificar as mais conhecidas defini¢oes de derivacao fracionérias, como
a de Riemann-Liouville, Caputo, entre outras. Todavia, nesse trabalho, iremos apenas
incorporar a nomenclatura e motivacao dessa expansao, representando a dimensao fractal

a do formalismo de Laskin em termos do fator de fractalidade &.

Considerando o intervalo da dimensao « do formalismo de Laskin (3.3), o parametro
¢ possui valores no intervalo 0 < £ < 1, onde £ = 0 representa a aproximacao a mecanica
usual, assim como o = 2. Além disso, o fator inercial D, ¢é representado por Dy, onde a

aproximacao Dy = 1/2m é indicada por Dy.

5.2.2 Colisdes com fator de fractalidade

Considerando a expansao o = n — £ introduzido na se¢ao anterior, adaptaremos
a expressao combinada de conservacao de energia e momento linear (5.13) descrita em

termos de £ e Dg, por



Capitulo 5. COLISOES FRACIONARIAS 68

2-& 2—¢&9 2—¢&9

pw ( Vi >1§1 + p® < U2i )152 D@ ( Uaf )152 _
I3 1 13 2 e 2 —
"\ (@2-&)DY) *\(2-&)DY *\(2-&)DY

2-&

=) = =)
pw ( U1 ) n ( U2 ) - ( V2f > (5.15)
& 1 2 2 '
(2—&)Dy) (2 &)DY (2- §2>D§2)

onde o limite £ = 0 e adotando Dy = 1/2m, a expressao recai, considerando conservagao

de velocidade relativa, nas expressoes usuais para particulas em colisao elastica.

5.2.2.1 Particulas idénticas

A partir da expressao acima (5.15), podemos representar graficamente a relacao
entre as velocidades vys e vy; do sistema. Ao considerar particulas idénticas no formalismo
fracionério, estamos assumindo que o fator inercial D, para a respeitar Dg) = Dg) = D¢
e o parametro de fractalidade £ passa a ser £ = & = £. Dessa forma, a equagao (5.15)

pode ser simplificada a

»

2— 2—

1 1 1\ 2¢
(013) 778 + (v25) ¢ — (v25) =€ = (vlli_§ + vy ¢ — U21_§> . (5.16)

Na mecanica usual (£ = 0), a expressao acima é simplificada a forma

lrn
Wy
oy

vt + vd; — v = (V1 + Vg — vgp)” (5.17)
Tal relacao sugere duas solugoes possiveis para vyf, sendo elas voy = vy; € vof = vy;, sendo
a dltima um resultado para quando nao ocorre colisao entre as particulas. Na figura (2)
indicamos a relagao entre as velocidades, considerando particulas idénticas, com diferentes

valores do fator de fractalidade £ na expressao (5.15).

,[L@ ) ,L® 7

Figura 2 — Imagem indicando a relacao entre as velocidades final da particula 2 e inicial da
particula 1 considerando a expressao (5.16). O painel esquerdo indica o caso sem
fractalidade £ = 0, enquanto o painel direito indica o caso com fractalidade £ = 1/2.

No grafico a esquerda na figura (2) estdo indicados os valores esperados das

velocidades voy € vy; para um sistema com fator de fractalidade & = 0. No grafico a direita,
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ao considerar um fator de fractalidade £ = 1/2, surgem diversos novos valores para as
velocidades. A fim de interpretar as configuracoes inicial e final das particulas em colisao,
indicaremos trés diferentes regioes no grafico da direita considerando somente a curva
proeminente da contribuigao fraciondria (figura 3). A regiao A é representada pelo valores
positivos de vyf, no intervalo [0, 2] e negativos de vy;, no intervalo [—1, 0]. A regiao B indica
os valores de vof negativos, no intervalo [—2, 0] e valores positivos de vy;, no intervalo [0, 2].
Podemos ainda indicar uma regiao C com valores negativos de vyy e positivos de vy; maior

que 2.

Vi

Figura 3 — Regides A, B e C para as configuragoes de colisao das particulas considerando fator
de fractalidade £ = 0 (vermelho) e £ = 1/2 (azul).

Considerando necessario investigar se os valores de velocidades no sistema com
fator de fractalidade diferente de zero possuem interpretacao fisica, determinaremos as
diferentes configuragoes para cada regiao indicada na figura (3). A regiao A representa
valores onde as particulas colidem a partir de sentidos opostos para entao seguirem no
mesmo sentido. A regiao B sugere uma configuracao onde antes da colisao as particulas
estao no mesmo sentido, mas depois da colisao passam a se mover em sentidos opostos.
A regiao C, diferente da regiao B, possui valores de vy; maiores que os valores de vy,
adotado. Ou seja, a regiao C apresenta uma interpretacao fisica impossivel para os valores
de vy¢. Contudo, visto a simetria entre os lados das expressoes de conservacao de energia e
momento, assim como o processo de eliminacao de uma das velocidades finais é o mesmo,
podemos considerar que a expressao (5.15) é idéntica quando optamos por eliminar a
varidvel voy a0 invés de vq5. Ou seja, as figuras indicadas acima (2 e 3) sao iguais para o
gréafico (viy versus vy;). Sendo assim, podemos assumir que a regidao C na figura (3) indica

os valores adequados para a velocidade v;; do sistema, e nao ves. Sendo assim, podemos
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indicar que a configuragao das particulas em colisao na regiao C é igual a da regiao B, mas
com a posi¢ao das particulas invertida. A figura (4) indica visualmente as configuragoes

para cada regiao.
REGIAO REGIAO
A B C
ANTES

ANTES ANTES

DEPOIS DEPOIS DEPOIS

Figura 4 — Interpretagao das configuragoes iniciais das particulas antes e depois da colisao para
cada regiao.

A partir da expressao (5.16), podemos constatar que se trata de uma equagao que
assume a condi¢ao de polindomio somente para valores de £ que levam a seus expoentes
serem numeros inteiros. Dessa constatacao podemos investigar algum critério de escolha
dos valores de &, visto as infinitas possibilidades no intervalo 0 < ¢ < 1. Dada que a
expressao (5.16) possui expoentes bem definidos no lado esquerdo, mas no lado direito
a identificacao fica mais complicada. A principio, investigaremos uma condi¢ao para o

expoente R = f—:g Mais adiante, investigaremos a equacao completa.

Impondo a condi¢ao de que R seja um numero inteiro, introduziremos a condicao
para £ na forma de nimero racional, por £ = p/q, onde p, ¢ € Z. Considerando o intervalo
de 0 < £ < 1, é necessario que 0 < p < ¢. A solucao geral para essa condicao é ¢ =p+ 1,
que leva a representarmos R como R = p 4 2. Sendo assim, para R inteiro, o fator de

fractalidade £ do sistema deve obedecer a condi¢ao

¢ = ﬁ. (5.18)

Sendo assim, é possivel introduzir uma condicao (parcial) para os valores de & que levem a
novos valores de velocidades para colisdes no formalismo fracionério. Pela condigao (5.18),

temos os seguintes valores para &

12345
€= {5’3’1’5’6""’%}‘ (5.19)
Dessa anélise, para a condigao (5.18), as solugoes “novas” surgem para um valor, mas
nao para seu seguinte, seguindo dessa forma até o infinito, como indicado na figura (5).
Esse comportamento pode estar associado aos expoentes resultantes do lado direito da
expressao (5.16), ou ainda estarem associadas ao comportamento especifico de fungoes

com expoentes fracionarios.
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Figura 5 — Representagao numérica das velocidades vay x v1; das particulas em colisao para
diferentes &, sendo (a) £ =2/3, (b) £ =3/4, (c) £ =T7/8 e (d) £ = 8/9. Para todos,
Vo; = 2.

Outras representacoes graficas estao presentes no apéndice (B).

5.2.2.2 Colisdes com expansdo de Taylor

O lado direito da expressao para particulas idénticas (5.16) torna a interpretacao
das condicoes para valores de £ que levem a “novas” solugoes de velocidade complicado.
Para fazer tal andlise, utilizaremos a série de Taylor para expandir a expressao (5.16) em

torno de £. A série de Taylor ¢é expressa por [23]

fl@) = an(x—a)", (5.20)
onde,
ay, = f(zf“). (5.21)

Com isso, a partir da expansao até segunda ordem de &, podemos investigar a contribuigao
do formalismo fracionério, considerando qualquer valor de £ no intervalo 0 < & < 1.

Indicamos a expansao até primeira ordem expressa por

(vF; + 03, — v3;) + [oF In(vy;) + 03 In(va) — V3 In(vg4)]€ + O[E]? = (v1; + voi — v2p)* +
Q(Uli 111(’011‘) + V2; ID(UQZ‘) — ’Ugf IIl(UQf))
V1; + Vg — Vaf

(’UM + V9 — U2f)2 - 1n<vli + vg; — U2f) 5 + 0[5]2

(5.22)
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Geramos os graficos de relagao entre as velocidades final e inicial das particulas em colisao
para a expressao nao expandida (5.16) e considerando expansao até segunda ordem. As
figuras (6) e (7) indicam essas velocidades para £ iguais a £ = 1/2 e £ = 7/8. Esses valores

fazem parte das solugoes propostas para £ em (5.18).

2l @ ‘ ‘ 7~

,L ® ‘ ‘ e ,L© ‘ P

Vo
(=) —
T
L
vaf
o —
T
Il

Figura 6 — Representacao numérica das velocidades vay x v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &
até 1* ordem e painel (c) até 2% ordem. Para todos, £ = 1/2 e vy; = 2.

Nas figura (6), enquanto a expressao (5.16) gera novos valores de velocidade, a expansao
em primeira ordem gera solucoes presentes em & = 0, indicadas pelas retas horizontal
e diagonal, que nao estao presentes na expressao nao-expandida, mas também perde
alguns desses valores. Para expansao em segunda ordem, as solucoes de & = 0 se tornam
ainda mais presentes. Considerando a figura (7), as expressoes expandidas em primeira e
segunda ordem fornecem resultados nao presentes na expressao nao-expandida (5.16), mas
perdem alguns dos valores de velocidade que existiam antes. Ambas as imagens indicam
que a expansao evidencia, em primeira ou segunda ordem, contribuicoes omitidas no caso
nao-expandido.

Exploraremos agora valores de ¢ fora da solugao expressa em (5.18). Nesse caso,
adotamos valores de £ menores que 1/2, dois deles racionais (§ = 1/4 e £ = 2/5) nas
figuras (8) e (9) e dois irracionais (§ = v2—1e¢ & =GM = @) nas figuras (10) e (11),
respeitando o intervalo 0 < ¢ < 1. O nimero GM indica o golden ratio, o nimero mais

irracional.

A partir das figuras (7), (8), (9) e (10) nao hé indicdo de algum critério aparente
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Figura 7 — Representacao numérica das velocidades vay X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &
até 1* ordem e painel (c) até 2* ordem. Para todos, £ = 7/8 e vg; = 2.
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Figura 8 — Representacao numérica das velocidades vay X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &
até 1* ordem e painel (c) até 2% ordem. Para todos, £ = 1/4 e vy; = 2.

de valores de ¢ para o sistema fracionario quanto a sua racionalidade. A figura (7) com



Capitulo 5. COLISOES FRACIONARIAS 74

5| @ ‘ T
1 - -
ot -
1k i
2k i
n | n | n | | n | n
-2 -1 0 1 2 3 4
Vii
| ® ‘ pa ,[ @ ‘ __
1+ - 1+ -
§0 S0
1+ - -1E -
2 -2
| | | | | | | |
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
Vii Vii

Figura 9 — Representacao numérica das velocidades vay X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &
até 1* ordem e painel (c) até 2* ordem. Para todos, £ = 2/5 e vg; = 2.
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Figura 10 — Representagao numérica das velocidades vay x v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &
até 12 ordem e painel (c) até 22 ordem. Para todos, £ = v/2 — 1 e vg; = 2.

¢ = 1/4 nao demonstra diferentes valores de relagao entre as velocidades das particulas em
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Figura 11 — Representacao numérica das velocidades vas X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &
até 1* ordem e painel (c) até 22 ordem. Para todos, £ =golden ratio e vg; = 2.

comparagao com a equagao (5.16) nao expandida. A figura (8) com £ = 2/5 indica novos
valores de velocidade somente na expansao até primeira ordem. O mesmo nao ocorre na
expansdo até segunda ordem. A figura (9) com & = v/2 — 1, perde muitas solucées em
comparagao com a expressao nao expandida, mas surgem novos valores caracteristicos da
contribuigao fraciondria, comportamento semelhante ao da figura (8). A figura (10) possui

um comportamento semelhantes as figuras anteriores.

A partir desses gréaficos, podemos indicar duas aparentes caracteristicas: a expansao
em série de Taylor até primeira ordem manifesta novas contribuicoes fracionarias para &
que nao exibiam tal comportamento anteriormente. Outro aspecto identificado é quanto
ao tamanho de £. Valores de € cada vez menores e mais distantes das solugoes indicadas
em (5.18) permanecem sem gerar novos valores para as velocidades. Essas constatagoes
sao reforgadas nas figuras (12), (13) e (14), geradas para & iguais a & = 1/100, { = 1/10 e

¢ = 1/5. Alguns outros valores de ¢ estao indicados nas figuras do apéndice (B).

Sendo assim, ¢ ilustrado nesse capitulo que o formalismo fracionario de Laskin,
quando empregado em colisoes elasticas unidimensionais, gera expressoes de relacao
entre as velocidades pouco intuitivas. Considerando expressoes como (5.15) e (5.16),
reconhecemos que elas fazem parte de uma classe de equacoes muito pouco explorada
na literatura, visto que seus expoentes assumem majoritariamente valores nao inteiros

para &£ no intervalo 0 < ¢ < 1 e nao podem ser classificados como polinémios. As excegoes
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Figura 12 — Representacao numérica das velocidades vas X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &

até 1* ordem e painel (c) até 2% ordem. Para todos, & = 1/100 e vg; = 2.
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Figura 13 — Representagao numérica das velocidades vay x v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &

até 1% ordem e painel (c) até 22 ordem. Para todos, £ = 1/10 e vg; = 2.

a essa caracteristica nos permitiu construir a condigao (5.18) para valores de &, que
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Figura 14 — Representacao numérica das velocidades vaf X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &
até 1? ordem e painel (c) até 2* ordem. Para todos, £ = 1/5 e vg; = 2.

parcialmente, classifica valores de £ que geram polinomios de relacao entre as velocidades
das particulas em colisao. Essa condicao, parcialmente, classifica valores de £ que fornecem
novas solugoes no ambito da mecanica fracionaria. Todavia, a partir das secoes finais desse
capitulo, adotamos a expansao por série de Taylor até segunda ordem da equagao (5.16).
A partir disso, conseguimos indicar que valores pequenos de £ nao geram novos valores de
velocidades provenientes da fractalidade do sistema. Contudo, verificamos que a expansao
por Taylor manifesta contribuicoes fracionéarias nao presentes no caso nao expandido. Ou
seja, a fractalidade do sistema gera novas relacoes numéricas entre as velocidades quando
consideramos somente £ de primeira ou, em alguns caso, segunda ordem. Pretendemos
em trabalhos futuros expandir essa andlise para ordem superiores de &, ou a utilizacao de

outras formas de expansao.

Nesse capitulo investigamos algumas das caracteristicas do formalismo fracionario
de Laskin a partir de sua implementacao na descricao de colisoes eldsticas unidimensionais.
Com isso, considerando a conservagao de energia e momento linear nesse sistema, indi-
camos valores de fractalidade do sistema responsaveis pelo surgimento de novos valores
de velocidade das particulas em colisao. Além disso, exploramos essa mesma descri¢ao

expandida por série de Taylor.
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6. CONSIDERACOES FINAIS E PASSOS
FUTUROS

Abordamos nesse trabalho uma ampla exploracao das caracteristicas e propriedades
de sistemas classicos fracionarios. Partimos de duas propostas diferentes de formalismo
fraciondrio para sistemas hamiltonianos. A primeira delas concebida por Tarasov [14], que
possui equagoes de movimento compostas por derivacoes fracionérias e utiliza a funcao
hamiltoniana convencional (se¢ao 2.3.2). A segunda é a de Laskin, desenvolvida no ambito
da dinamica quantica por integrais de caminho e que leva a elaboracao de uma mecanica
quantica e classica fracionaria (segao 3.3), caracterizada por uma fungao hamiltoniana

fracionéria.

Primeiramente, nesse trabalho, partimos dos aspectos do formalismo fracionario
de Tarasov para introduzir propostas para representar os parénteses de Poisson de forma
fracionaria, construindo-os a partir da introducao de derivagoes de ordem nao-inteira em
sua estrutura e mediados pela relacao entre as equagoes de movimento usuais e as providas
pelo formalismo de Tarasov (2.68). No capitulo (4), geramos trés diferentes concepgoes
para os parénteses de Poisson. As duas primeiras estao descritas na expressao (4.44) e
diferem quanto a escolha da proposta de derivacao fracionaria a ser adotada. Utilizamos

nessa analise as derivagoes fracionéarias de Riemann-Liouville e de Caputo.

A concepcao dos parénteses de Poisson em (4.44) foi averiguada considerando
um oscilador harmonico linear bidimensional, descrito pela funcao hamiltoniana em
(4.50). A partir de uma constante de movimento conhecida desse sistema I, utilizamos,
primeiro, a derivacao de Riemann-Liouville e em seguida a de Caputo na investigacao dessa
proposta. Diferentemente dos sistemas hamiltonianos usuais, ambas as implementagoes nao
averiguaram uma condigao de constante de movimento para a variavel dinamica testada. A
abordagem utilizando derivacao de Caputo leva a condigao usual {I, H} = 0 somente para

ordem de derivacao @ — 1. O mesmo nao acontece para derivagoes por Riemann-Liouville.

A qltima proposta para os parénteses de Poisson estd expressa em (4.47) e utiliza
somente a derivagao fracionaria de Caputo no seu tratamento, visto que foi construida a
partir de suas propriedades. O procedimento de verificacao dessa proposta foi o mesmo
que as anteriores, a partir da aplicacao para uma constante de movimento conhecida do
oscilador harmonico linear bidimensional. Nesse caso, a condi¢ao {I, H} = 0 também nao
foi atendida. Ainda que as expressoes de para {I,H} divirjam entre as propostas, as que

utilizaram Caputo levam a condicao usual no limite o« — 1. Apesar de nao ficar estabelecida
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uma condicao para constante de movimento em sistemas classicos fracionarios, podemos
afirmar que a relagao entre as variaveis dinamicas H e [ nao permanece a mesma no
sistema em questao. Podemos assumir alternativas que justifiquem esses comportamentos:
os parénteses de Poisson nao sao mais condicoes suficientes para averiguar constantes de
movimento; / nao é uma constante de movimento do sistema em questao no formalismo
fracionario; ou ainda, a funcao hamiltoniana H nao é mais a variavel dinamica a ser
investigada na condigao de constantes de movimento do sistema. Para a tltima alternativa,
indicamos na expressao (4.67) uma “nova” varidvel dinamica que poderia atender os
requisitos necessarios. Tal varidvel nao foi testada, pois contornar as limitagoes quanto a
regra de Leibniz para derivagoes fracionérias fogem do escopo desse trabalho. O mesmo
acontece na investigacao da conservagao de energia no formalismo de Tarasov, que necessita
de uma investigacao aprofundada da implementacao da regra da cadeia no formalismo

fraciondrio e ndo cabe a esse trabalho. Essas duas limitacoes estao indicadas na segao (2.2).

Quanto a investigacao do modelo fracionario proposto por Laskin, exploramos
seu formalismo no ambito da mecanica classica, a partir de uma funcao hamiltoniana
fracionaria (3.18). Essa fungao engloba a massa da particula do sistema em um fator
inercial D,,, caracterizado pelo limite Dy = 1/2m, onde « é a fractalidade do sistema e m
a massa inercial. Em um primeiro momento, na segao (4.5), conduzimos a implementagao
de uma concepcao de massa inercial para o sistema fracionario. Utilizamos as equacoes

de movimento do formalismo de Laskin (3.44) para construir uma segunda lei de Newton
F

fraciondria e utilizamos a concep¢ao de massa inercial a partir da propor¢ao m = +,
expressa na equagao (4.5). O mesmo foi feito considerando o conceito de massa efetiva,
utilizada na fisica do estado solido para o calculo da massa inercial de particulas em
cristais, para gerar uma expressao para massa inercial no sistema fracionério. Tal anélise
culminou na elaboragao da expressao (4.15) para massa inercial. Por fim, considerando as
unidades de D, indicadas pelo autor, concebemos uma representacao geral para o fator
D,, em termos da massa inercial da particula e sua velocidade (equagao 4.21). Tal definigao
para D, leva a interpretarmos a contribuicao fracionaria do formalismo de Laskin estar

todo contido em apenas um fator numérico (o — 1).

No tratamento do problema de forca central, considerando o formalismo fracionério
de Laskin, descrevemos, primeiramente em um sistema unidimensional, os efeitos de
diferentes fractalidades «. Conseguimos averiguar que, a partir da figura (1), fractalidades
menores que a usual (o = 2) diminuem o efeito do potencial central sobre o movimento da
particula. E ainda, quanto mais distante do valor usual de fractalidade, menor o efeito
do potencial central. No tratamento do sistema bidimensional, geramos as equacoes de
movimento do sistema, considerando o formalismo lagrangeano fracionario. A equacao
de movimento construida considerando a varidvel ciclica 6 (4.30) leva a interpretacao da
segunda lei de Kepler fracionaria, caracterizada por uma poténcia da energia cinética

da particula. A equacao de movimento construida considerando a variavel r se mostrou
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complicada de se analisar analiticamente e deve ser explorada melhor em trabalhos futuros.

A seguir, utilizamos o formalismo fracionério de Laskin para investigar os efeitos de
diferentes fractalidades em sistemas conservativos, explorando colisoes elasticas fraciondrias
unidimensionais, desconsiderando a definicao de D, proposta em (4.21). No capitulo
(5), descrevemos as equagoes de conservagao das particulas em colisao utilizando as
representagoes de momento linear (3.47) e energia cinética (3.34) do formalismo de Laskin.
A fim de facilitar o entendimento da contribuicao fraciondria no sistema, utilizamos a
expansao da fractalidade do sistema a em termos de um fator de fractalidade &. O limite
& — 0 leva a fisica classica convencional. Investigamos os efeitos de diferentes £ na relacao
entre as velocidades iniciais e finais das particulas, considerando particulas indistinguiveis.
A expressao (5.16) indica o caracter complicado de tal analise, visto que seus expoentes

sao majoritariamente nao-inteiros, considerando o intervalo de &, 0 < & < 1.

A partir das representacoes gréaficas da expressao (5.16), constatou-se que so-
mente alguns valores de ¢ fornecem novos valores de relacao entre as velocidades das
particulas, enquanto o restante gera um porg¢ao limitada do caso usual (£ = 0). Sendo
assim, propusemos uma condicao para & baseada no aspecto dos expoentes da expressao
(5.16). A condigao proposta em (5.18) se mostrou coesa em categorizar valores de £ que
fornecem novas quantidades numéricas para as velocidades das particulas, consequentes
da fractalidade do sistema. Todavia, devemos evidenciar a limitacao de tal condicao visto
que somente gera novos valores alternadamente para valores de £ > 1/2 . Propusemos
uma tentativa de correcao dessa caracteristica, através da expansao por série de Taylor
da expressao (5.16) em torno de &, até segunda ordem. Tal metodologia indicou novas
solucoes de velocidades para valores de £ que nao se manifestavam nas andlises anteriores
considerando a expressao nao expandida (5.16). Contudo, isso ndo acontece para valores
de £ < 1 sugerindo um limite minimo para &. Em trabalhos futuros, temos intenc¢ao de
explorar valores de ¢ expandidos em ordem superiores, considerando outras formas de

expansao além da por séries de Taylor.

A partir das constatacoes acima, foram fornecidas diversas sugestoes de expansao
para a mecanica classica fracionaria. Inicialmente, pela insercao de parénteses de Poisson
fracionarios. Contudo, ainda sao necessarias mais investigacoes a respeito das variaveis
dinamicas que devem ser sujeitas a esses parénteses, visto que as usuais sao, aparentemente,
insuficientes. Além disso, a sugestao de uma massa inercial no formalismo fracionario de
Laskin indicou uma simplificagao significativa nas suas expressoes de energia cinética e
momento linear, nos levando a considerar as defini¢oes usuais de massa inerciais como
limitantes para o formalismo fracionario, ou mesmo um caso particular. Por fim, a inves-
tigacao utilizando colisoes elasticas unidimensionais nos levou a gerar um conjunto de
valores de & que levam a contribuicoes para fractalidades diferentes das usuais. Todavia,

nao foi encontrada uma condicao geral para todos os £ no intervalo 0 < ¢ < 1.
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A. Calculo fracionario

e Integracao fracionaria de fungoes de poténcia

Considerando uma funcio de forma f(z) = (z — a)*. Partindo da defini¢ao de integracio

fraciondria de Riemann, expressa em (2.4), escreve-se que

1 xT
Ll =0 = o [ = el (A1)
sendo essa a integragao de Riemann a esquerda. Adotando a substituicao ¢ = ==, temos
que a integracao fraciondria passa a ser expressa como
(l‘ _ a)aJr)\ 1 TR
J(x —a)N = F——r— [ (1 —t)*at. (A.2)
I'(a) 0
Agora, faz-se uso da fungao beta B(p, q), expressa em termos da fungdo gama [23], definida
por
I'(p)l'(q)
B(p,q) = ——, A3
#.9) I'(p+q) (A.3)

onde p,q > 0. essa funcao também ¢ definida em formas integrais como

1
B(p,q) = / P11 — 2)7 . (A.4)
0
Sendo assim, temos que a integragao fraciondria de funcao com poténcia pode ser expressa
por
F'(A+1)
J(z — )N ————(z — a)* A5
e - e @ ) (4.5)

Sendo assim, a expressao acima ¢é a indicada em (2.6).
e Derivacao fracionaria de Riemann-Liouville de funcoes de poténcia

Considerando funcoes na forma f(z) = (z — a)?, partindo da definicao da derivacao
fraciondria de Riemann-Liouville (2.9), temos que a derivagao fraciondria pode ser expressa
por

dn

Dil(x = a)] = 77" (x — a)']. (A.6)
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Considerando a integragao fracionaria de fungoes de poténcia (2.6), entao

d" '(A+1)
de" [T(A+n+1—-a)

Seja o efeito de derivagoes de ordem inteira em série de poténcias representada de maneira

Drl(x—a)'] = (z—a)*™)]|. (A7)

geral por [23]

F(A+1)
F'A—=p+1)

onde p é um nimero natural, basta utilizd-lo para simplificar a expressao (A.7), gerando

D[(x — a)) = (z— a)*, (A.8)

T(\+ 1)

DS [(x—a)] = T —a+1)

(x —a). (A.9)
e Derivacao fracionaria de Caputo de funcgoes de poténcia

Abordaremos uma forma alternativa da explorada na derivagdo de Riemann-Liouville para
verificar o efeito da derivagao de Caputo em funcoes de poténcia. Considerando a defini¢ao
da derivacao fracionaria de Caputo expressa em (2.22), em um intervalo [0, z]. Podemos

representar a derivacao de uma funcao na forma f(z) = (x)*, com A > 0, na forma

x (n) (LA
Do) = ! >/O ( S dz, (A.10)

I'n—« x — z)ontl
entdo basta expandirmos a derivacio de ordem inteira expressa por f(™(z*) para chegarmos

na representacao na forma

a 1 l)\()\—l)...()\_n+1)ZA—nz
Do = I'(n—a) /0 (x — z)a—n+l dz. (A.11)

Considerando as defini¢oes e propriedades da fun¢do Gama [23|, podemos expressar

ar A F'(A+1) v A
Dele] = (n—a)l(A=n+1) /0 (x — z)o—ntl dz. (A-12)

Podemos a seguir restruturar o integrando na forma

Adotando a mudanga de varidveis 7/z = y, obtém-se

T(A+ 1)zr-e
F'n—a)lA=n+1

D2l = | / (1 — )Ly, (A14)
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Com isso, a partir da fung¢@o beta expressa em (A.4), podemos representar a derivagao

CcOo1mo

LA+ 1)zr«
(n—a)l(A=n+1)

Partindo da representagao da fungao beta em termos da fun¢ao gama (A.3), chega-se no

D22 = BA—n+1n—a). (A.15)

efeito da derivacao de Caputo em funcao de poténcia

F(/\ + 1) t)\—a

DI =t —as )

(A.16)
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B. Colisoes fracionarias - graficos

e Gréficos de relacao entre velocidades nas colisoes fracionarias a partir da expressao

5.16) e da expansao dessa expressao até 22 ordem.
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Figura 15 — Representacao numérica das velocidades vaf x v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de £
até 1* ordem e painel (c) até 2% ordem. Para todos, £ = 2/25 e vy; = 2.
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Figura 16 — Representacao numérica das velocidades vaf X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de £

até 1* ordem e painel (c) até 2* ordem. Para todos, & = 11/50 e vg; = 2.
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Figura 17 — Representagao numérica das velocidades vy X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &

até 1? ordem e painel (c) até 2% ordem. Para todos, £ = m/11 e vy; = 2.
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Figura 18 — Representacao numérica das velocidades vaf X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de £
até 12 ordem e painel (c) até 2% ordem. Para todos, & = v/2/3 e vg; = 2.
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Figura 19 — Representagao numérica das velocidades vy X v1;. Painel (a) considera a expressao
(5.16). O painel (b) considera a expressao (5.16) expandida em Taylor ao redor de &
até 12 ordem e painel (c) até 22 ordem. Para todos, £ = v/3 — 1 e vg; = 2.



