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RESUMO

Neste trabalho investigamos acoes e representagoes parciais de grupos, com maior énfase
no estudo de representagoes parciais H-globais. O estudo de agoes parciais de um grupo
G esta ligado ao das agdes de um semigrupo inverso S(G), o qual gera uma &algebra
que também é originada através das relagoes de representagoes parciais de GG, a élgebra
Kper(G). Além disso, estudar representagoes parciais de G é equivalente a estudar mo-
dulos sobre esta algebra. Mostramos também que K, (G) & isomorfa a algebra de um
grupoide, o que permite verificar que Kpq-(G) € semissimples e determinar sua dimensao.
FEm seguida restringimos o estudo a representacoes parciais que sao representacoes usuais
quando restritas a um subgrupo H fixo, chamadas de representacoes parciais H-globais.

Mostramos que resultados analogos aos anteriores continuam validos, isto é, que essas

H
par

representagoes parciais correspondem aos modulos sobre uma algebra CX (G) e que esta
é isomorfa a algebra de um grupoide. Por fim, ao estudar as representagoes irredutiveis
desta ultima surge um par de funtores oriundos da restri¢ao e indugao de representagoes;
mostramos que estes funtores formam um par adjunto, estendendo para representagoes

parciais o resultado conhecido como Reciprocidade de Frobenius.

Palavras-chave: Representacdes parciais, acoes parciais, Algebra parcial de grupo.



ABSTRACT

In this dissertation we investigate actions and partial representations of groups, with
greater emphasis on the study of H-global partial representations. The study of partial
actions of a group G is linked to that of the actions of an inverse semigroup S(G), which
generates an algebra that is also originated through the relations of partial represen-
tations of G, namely K, (G). Furthermore, studying partial representations of G is
equivalent to studying modules on this algebra. We also show that K., (G) is isomor-
phic to the algebra of a groupoid, which allows us to verify that Kp,,(G) is semisimple
and determine its dimension. Then we restrict the study to partial representations that
are usual representations when restricted to a fixed H subgroup, called H-global partial
representations. We show that similar results to the previous ones remain valid, that is,
that these partial representations correspond to the modules over an algebra (CII;{W(G)
and that this is isomorphic to the algebra of a groupoid. Finally, when studying the
irreducible representations of the latter, a pair of functors arises from the restriction and
induction of representations; we show that these functors form an adjoint pair, extending

to partial representations the result known as Frobenius Reciprocity

Keywords: Partial representations, Partial actions, Partial Group Algebra.
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INTRODUCAO

Uma das motivagoes no estudo de representacoes parciais surge no estudo de ac¢oes globais e a¢oes parciais.
Apenas para recordar o leitor, fixado um grupo G e uma algebra A, uma agao global de G em A nada mais
é do que um homomorfismo de grupos entre G e o grupo de automorfismos de A. Entéo, ao considerar um
grupo G, uma algebra unital A e uma acao global o de G em A, uma representa¢io covariante da acao global
de A em uma algebra B é um par (f,7), onde f: A — B ¢ um homomorfismo de algebras e 7 : G — B ¢é

uma representagao global de G em B tal que

m(9)f(@)m(g™") = flag(a)),Vg € G,a € A.

Um bom exemplo de representacao covariante pode ser construido da seguinte maneira: tomando uma
algebra unital A4 e uma agédo global § de G em A, é possivel construir uma nova algebra denotada por A[G],

a qual os elementos sao da forma Z agdy (aqui os 0, sdo utilizados apenas para marcar a posicao g), a
geG
multiplicagao é dada por

(agég)(bhéh) = 9g(€gfl(ag)bh)5gh. (1)

Por consequéncia a unidade é dada por 1J., onde e é o elemento neutro de G.
Agora observe que a fungao v : G — A[G], g — 1, ¢ uma representagao global de G, pois vy, =

VgUh, g, h € G. Além disso, podemos tomar a inclusao canonica f : A — A[G], a — ade, assim

v f(a)vg-1 = f(04(a)),Vg € G,a € A.

Mais do que um exemplo, temos a seguinte propriedade universal: dada uma representacao covariante

(f,7) de A em uma algebra unital B, existe um tinico homomorfismo de algebras ¢ : A[G] — B, descrito por

¢(ady) = f(a)7(g)-



De maneira natural, é interessante questionar o que acontece se no inicio do processo tomarmos uma agao
parcial, em vez de uma agao global. Uma agao parcial de G na algebra A é uma colegdo de ideais D, de A e
uma colegdo de aplicagdes lineares, bijetoras e multiplicativas ay : Dy-1 — D, que satisfazem condigoes tais
que, quando ag(ap(a)) esta definido, entao agp(a) também esta definido e ag(ap(a)) = agn(a), Va € A.

O que mudaria na defini¢do de representac¢ao covariante e como seria feita a construgdo de A[G] e da
propriedade universal no contexto das agoes parciais? Nesse sentido, observe que se a agao 6 for parcial ainda

sim ¢é possivel construir uma algebra em que os elementos sao da forma E a404, 2 multiplicagao e a unidade
geG
funcionam de maneira analoga a ([I]), essa algebra ¢ denotada por A xg G.

No entanto, a fun¢ao v nao estd bem definida, pois a expressdo vy = 1d, nao faz sentido, a menos que
cada Dy seja um ideal com unidade, assim podemos redefinir u : G — A X9 G como sendo uy = 146,.

Veremos neste trabalho que a funcao u é, na verdade, uma representacao parcial de G em A xy G, isto
¢, ainda temos que u(1) = 1J., mas em vez de u(g)u(h) = u(gh), u satisfaz igualdades mais fracas, a saber,
u(g™Hu(g)u(h) = u(g~Hu(gh) e u(g)u(h)u(h=1) = u(gh)u(h~1t). Além disso, ao adaptar a defini¢io de
representagdo covariante para representagdes parciais, em vez de globais, o par (f,u) satisfaz a igualdade
ug f(a)u,—1 = f(04(a)), para todo g € G e a € D,;. Além de ser universal.
Por dizer, dada uma representacio covariante (f,%) de A em uma &lgebra B, isto é, f : A — B &

homomorfismo de algebras e @ : G — B ¢ representacao parcial, tal que g f(a)ug—1 = f(6,4(a)), para todo

g € Gea€ Dy, entao existe um Gnico homomorfismo de algebras ¢ : Axy G — B dado por ¢(ad,) = f(a)u,

.A><19G

e
N

A construcao desses resultados pode ser vista com detalhes no capitulo 9 de [8].

Diante da motivagao apresentada acima, este trabalho tem como principais objetos de estudos as acoes
e representagoes parciais de um grupo finito qualquer. A partir disso, surgem algumas boas propriedades
a respeito desse tema, por exemplo, no primeiro capitulo serd mostrado que existe uma correspondéncia
biunivoca entre acoes parciais de um grupo G e agdes de um certo semigrupo inverso, o qual chamaremos
de S(G). Esse semigrupo inverso é construido por meio de trés relagdes que geram uma equivaléncia, as
quais estao intimamente ligadas a representagoes parciais de G. Para realizar esse estudo, tomamos como
referéncia o artigo [7] de Ruy Exel, intitulado “Partial actions of groups and actions of inverse semigroups”.

O segundo capitulo sera dedicado ao estudo da algebra K. (G), denominada Algebra Parcial de G.
Comecamos introduzindo as representacoes parciais de G, assim, a algebra Kpq,(G) é a éalgebra universal
gerada pelas relagoes oriundas da defini¢ao de representagao parcial. Diante disso, da mesma maneira que
estudar representacoes de KG ¢ equivalente a estudar as representagoes de G, 0 mesmo acontece com Kpq, (G),
isto &, mostraremos que estudar as representacoes parciais de G equivale a estudar as representacoes de

Kpor (G).



No entanto, em termos praticos temos poucas informagoes sobre Kpq-(G), bem como descrever uma base,
se ¢ de dimensao finita e se ¢ ou nao semissimples. Nesse sentido, mostraremos que Kp,r(G) € isomorfa a
algebra de um grupoide construido a partir do grupo G, o qual denotaremos por I'(G). Transladar o problema
para a algebra KT'(G) mostra-se muito mais pratico, ja que a base serd dada pelos elementos do grupoide, o
que nos permite calcular sua dimensao, além disso, provaremos que é semissimples.

Para finalizar o capitulo, provaremos que K, (G) é isomorfa a A x G, onde A é uma algebra comutativa
com algumas condig¢oes, as quais serao apresentadas mais tarde.

Nessa parte do trabalho utilizamos duas referéncias, a primeira delas é o artigo “Partial representations
and partial group algebras” [6], utilizado para estudar a relagdo entre a algebra K,q,(G) e a algebra KT'(G).
Para o provar o isomorfismo entre K,q,(G) e Ax G, utilizamos o artigo [4] ¢ Associativity of crossed products
by partial actions, enveloping actions and partial representations”.

O capitulo seguinte sera dividido em duas partes, primeiramente mostraremos que para toda agao parcial
de G em um conjunto X existe, a menos de isomorfismo, uma tnica globalizagdo (uma agio global em um
conjunto associado a X, com algumas condi¢des a mais). Naturalmente, dada uma representacdo parcial
(V, ), existe, a menos de isomorfismo, uma tnica globalizac¢ao (U, p) (uma representacao global, também
com algumas condigbes a mais), a qual (V, ) é sua restrigéo.

Na segunda parte, o estudo é voltado as representagoes parciais H globais, isto é, dado um subgrupo H de
G, representagoes parciais H —globais s@o representagoes em que a restricdo a H é uma representagao global.
Apresentamos algumas propriedades e relagdes que sao satisfeitas por representacoes H—globais, além de
apresentar uma construgao geral de exemplos de representagoes H —globais, originadas a partir da restrigao

da representacao induzida de G.
H

O capitulo quatro é uma generalizacao do capitulo dois, com respeito a algebra CpaT(G). Essa que por

sua vez é gerada pelas relagoes definidoras das representagoes parciais H— globais, descritas no capitulo trés.

H

Sendo assim, provaremos que C,,.

(G) surge por meio de um quociente da algebra Cp,,(G). Os resultados sao
analogos, ou seja, estudar representacoes parciais H—globais equivale a estudar os médulos sobre a algebra
ClL,(G). Mais além, assim como K, (G) é semissimples por ser isomorfa a algebra semissimples KI'(G), o

mesmo ocorre com CH, (G), a qual é isomorfa a algebra semissimples CI'y (G), onde 'y (G) é um grupoide

H

»ar(G) € isomorfa ao produto

criado através das representagoes parciais H—globais de G. Por fim, a algebra C
cruzado A Xy G, mas aqui as condigoes sobre a algebra A sao distintas das que serao apresentadas no capitulo
2.

Assim como o capitulo trés, o altimo capitulo possui duas partes. A primeira delas consiste em descrever
quais sdo as representagoes irredutiveis de CI'y (G). Para isso, a primeira se¢ao é um estudo voltado a irre-
dutibilidade de algebras semissimples, assim, aplicando na algebra CI' (G), concluimos que as representagoes
irredutiveis dessa édlgebra estao ligadas a construcao geral de exemplos apresentada no capitulo trés, isto é,

a restri¢oes de representagoes induzidas.

Finalizamos o capitulo cinco mostrando uma adjuncao entre os funtores Resg : PRepg — Repy e PIndfl.

10



Homg (PInd$, W, U) = Hompy (W, Res$ U).

O funtor Resg que nada mais é do que tomar a restricdo de uma G—representacao parcial H—global
a H, formando por defini¢ao uma representacao global de H. Ja o funtor PInde toma uma representagao
global de H e associa a uma G—representagao parcial H—global, a qual é chamada de Inducdo parcial. Esse
resultado é conhecido como Reciprocidade de Frobenius.

Para os capitulos trés, quatro e cinco nos baseamos no 6timo artigo [3] “Partial and Global Representations

of Finite Groups”.

11



Capitulo 1

ACOES PARCIAIS DE GRUPOS E
ACOES DE SEMIGRUPOS INVERSOS

Neste capitulo iremos construir, através de um grupo G fixado, um semigrupo inverso S(G). A partir
disso, mostraremos que as agoes de S(G) estao em uma correspondéncia biunivoca com as agdes parciais de
G. Nesse sentido, estudar a teoria de representagoes de G é equivalente a estudar a teoria de representacoes

de S(G). Essa construgao pode ser encontrada com mais detalhes em [7].

1.1 Acgoes parciais de grupos

Definigao 1.1.1. Dado um conjunto X e um grupo GG, uma fun¢ao o : G x X — X é uma acao global do

grupo G no conjunto X se
1. ale,x) = z,Vo € X, onde e & o elemento neutro de G.
2. a(g - h,z) = a(g,a(h,z)), para quaisquer g,h € G e x € X.

Observagao 1.1.2. Note que é possivel definir, de maneira equivalente, uma agao global de G em X como
um homomorfismo de grupos 8 : G — Sym(X), onde Sym(X) é o grupo das bijegdes de X com a operagao

dada pela composicdo, e ainda, para cada g em G definimos 5(g) : X — X por 5(g)(z) = a(g, x).

Definigao 1.1.3. Sejam G um grupo e X um conjunto, uma ac¢do parcial de G em X é um par

O = ({Dt}tgg, {at}tEG)v

onde, para cada t € G, Dy é um subconjunto de X e 0; : D;-1 — D; é uma fungao bijetora, satisfazendo,

para todos 7 e s em G,

i) D, =X e 0, =idy.

12



i) 6,(D,—+ N D) = Dy N Dy,
iil) 6,-(0s(z)) = O0r5(x), € D1 NDy—1,-1.

Observacao 1.1.4. Em algumas referéncias, a condigio ii) é substituida por 6, 1(D, N Dy-1) C Dg)-1.
Como também, a condicao iii) é substituida por 0,.(0,(z)) = 0,s(z), sempre que z € 0, (Ds N D,-1), pois

DyiNDy-1,-1 =0, (Ds N D,-1). A prova dessas equivaléncias podem ser consultada em [4].

Exemplo 1.1.5. Toda acao global 8 de um grupo G em um conjunto X é uma agao parcial 8 = ({D; }teq, {8t }rec),
com D; = X e By = 3, para todo t € G.

Exemplo 1.1.6. Dada uma acao global 8 : G — Sym(X) e Y C X, podemos induzir uma acdo parcial
a={Dy}sec {aglgeq) em Y, onde D, =Y N 3y(Y) e ay é a restricdo de S5 a Dy-1.
De fato, observe que para cada g € G temos oy : Dy-1 — D, bem definida e sobrejetora, pois
ag(Dg‘l) = ag(Y N Bg‘l (Y)) = ﬂg(y N 69‘1 (Y))
=By,(Y)N ﬂg(ﬁg*(y)) =B,(Y)NY = D,.
Além de ser injetora, por ser restricdo de 3y, a qual é injetora.

Agora vejamos que assim definida o = ({Dg}geq, {ag}tge) satisfaz as trés condigdes para ser uma acao

parcial de G em Y.
) De=B.Y)NY =Y NY =Y e ae = B = idy.
i) sejam g, h € G, entdo
ag(Dg-1 N Dp) = Be(Y N By (Y)NY NBR(Y)) = By(Y) NY By(Y) N ByBn(Y)

=B,)NY NBup(Y)=YNB,Y)NYBgr(Y) =Dy N Dgy.

ili) seja y € Dy-1 N Dp-1,-1 entdo ay(ay(y)) esta bem definido, pois ap(y) € Y N BL(Y)By-1(Y) € Dy-1,
assim,

ag(ah(y)) = 69(5)1(3/)) = th(y) = agh(?J)v

como querfamos.

Portanto, temos uma agao parcial de G em Y.

1.2 O semigrupo inverso associado a um grupo

A partir daqui, fixado um grupo finito G, nosso objetivo é construir um semigrupo inverso S(G) tal que

as agoes parciais de G em um conjunto X formam uma correspondéncia biunivoca com os agoes de S(G).

Definigao 1.2.1. Um semigrupo S ¢é dito um semigrupo inverso se para todo x € § , existe um tnico

elemento z* € S tal que

13



i) z(z*z) =2

ii) (z*x)x* = z*.

Definicao 1.2.2. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma func¢ao parcialmente bijetora em X é uma func¢ao
bijetora ¢ : A — B onde A e B sao subconjuntos de X. O conjunto de todas as fungoes parcialmente bijetoras

em X serd denotado por Z(X).

Exemplo 1.2.3. O conjunto Z(X) é um semigrupo inverso. A operacao em Z(X) é a composi¢do no maior

dominio possivel, isto é, se ¢ e ¥ € Z(X) entédo
dom(¢yp) = ¢~ (ran(z)) N dom(e)) e ran(¢y)) = ¢(ran(zh) N dom(e)),
e para = € dom(¢)) define-se (¢p9))(z) = (¢ (z)).

Pode-se verificar que esta operagao é associativa. O elemento ¢* correspondente a bije¢do ¢ : A — B
¢ sua inversa ¢! : B — A. Como ¢¢~ ! = idp e ¢ ¢ = idya, fica claro que as igualdades ¢~ 1o = ¢
e ¢ l1pp™! = ¢! sdo satisfeitas; pode-se provar também que se v ¢ uma funcio parcialmente bijetora e

oY = ¢, vy =, entdao v = ¢~ L.

Um resultado fundamental envolvendo semigrupos inversos é o Teorema de representacao de Wagner-
Preston, que diz que todo semigrupo inverso é isomorfo a um subsemigrupo de Z(X). Este resultado pode

ser consultado em [9].
Defini¢ao 1.2.4. Uma a¢ao do semigrupo inverso S em um conjunto X é um homomorfismo 7 : S — Z(X).

Defini¢ao 1.2.5. Seja G um grupo, denotaremos por S(G) o semigrupo definido a partir dos geradores e
das relagdes conforme segue. Para cada elemento ¢ € G, considere o gerador [¢t]. Para cada par de elementos

t,s em G, considere as relagoes

i) [ss]t] = [s~][st],

S(G) & o semigrupo obtido como quociente do semigrupo livre gerado pelo conjunto {[t];¢ € G} pela con-

gruéncia gerada pelas relagoes (i), (ii) e (iii).

Observacgao 1.2.6. Note que de i) e iii) temos que [t][t~!][t] = [t], o que nos d4 uma pista de que S(G) pode
ser visto como um semigrupo inverso. Outra observagao é que prova-se facilmente a partir dos axiomas ii) e

i) que [e][s] = [s], por dizer

[e]ls] = [ss™"][s] = [s][s~"][s] = [s]-

Proposigao 1.2.7. Dados um semigrupo S e uma funcao [ : G — S satisfazendo
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i) f(sH)f(s)f(t) = f(s™1)f(st),
i) f(s)f(O)f(E1) = f(st)f(t71),
iii) f(s)f(e) = f(s),
existe um unico homomorfismo f : S(G) — S tal que f([t]) = f(t).
Demonstracio. Segue da Definigao Mais detalhes podem ser vistos em [9]. O
Proposicao 1.2.8. Eziste uma involugdo * : S(G) — S(G) tal que para todo t € G vale [t]* = [t71].

Demonstragao. Seja S(G)°P o semigrupo oposto, ou seja, S(G)° é o mesmo conjunto que S(G), mas a

multiplicagao de dois elementos «, 8 é dada por
aef = fa,

onde fBa, do lado direito, corresponde & multiplicagdo usual em S(G).

Agora considere f : G — S(G)°P dada por f(t) = [t~!]. Dessa maneira, como S(G) satisfaz a Definigao
segue que f satisfaz para todo s,t € G as condi¢oes da Proposicao [1.2.

Assim, existe um homomorfismo x : S(G) — S(G)°?, que em geradores é dado por [t]* = [t7!]. Observe
que * pode ser visto como um anti-homomorfismo de S(G) para S(G), em vez de S(G)°P. Essa aplicagao é
na verdade uma involugao, pois em geradores temos ([t]*)* = [¢] e, como * ¢ um anti-homomorfismo, segue
que (v*)* = v para todo v € S(G).

O

Para provar que S(G) é, de fato, um semigrupo inverso, precisamos utilizar elementos especiais, tais

elementos sao chamados de idempotentes. A saber, um elemento € em um semigrupo é dito idempotente se

2 =¢.

Proposigao 1.2.9. Para todo t € G defina g, = [t][t™'] € S(G). Entao, para todo t, s € G valem as sequintes

propriedades:

i) e € idempotente auto-adjunto, isto €, €f = &; = 2.

i) [tles = ess[t].
i) e+ e e5 comutam.

Demonstracdo. i) Utilizando o fato de que * é anti-morfismo temos que ¢f = ([t][t71])* = 7 *[t]* =

[t][t~!] = &;. Por outro lado, €2 = [t][tY[t][t 7] = [t][t ][t~} = [t][t 7] = &

Assim, vale que €} = g; = 7.

ii) Lembrando que [ts] = [ts][(ts)~!][ts] e, utilizando i) e ii) da Defini¢ao obtemos

15



[tles = [tl[s)ls™"] = [ts][s™] = [ts][s™ ¢ [ts][s 7] = [ts][s™ ¢ [t] = ewalt].
iii) Por fim, temos

g1es = [t es = [tler-15[t 7] = es[t][t71] = eser
O

Proposicao 1.2.10. Todo elemento o € S(G) admite uma decomposi¢io o = epy -+ -y, [s], onden > 0 e
T1,...,Tn,S sao elementos de G. Além disso, podemos assumir que

i) r; #rj, para todo i # j.

it) r; £ s er; # e para todo i.
Demonstragao. Seja S o subconjunto de S(G) consistindo de todos os elementos o € S(G) que admitem uma
decomposi¢ao como acima. Note que cada [s] € S, pois basta tomar n = 0. Entao, para provar a afirmagio
é suficiente provar que S é um subsemigrupo de S(G), ja que os [s]'s geram S(G).

Dito isso, seja o = &, . ..., [s], basta provar que «[t] € S, pois dessa maneira provamos que S é um ideal

a direita e portanto um subsemigrupo. Nesse sentido, perceba que

[s[t] = [s]ls™"[s][e] = [s][s™][st] = esst],

logo,

altl =ep, e, [S|[t] = &ry - - e E5[SE] € S.

Com isso, resta-nos provar i) e ii). Para i), note que como os g€r, comutam e sao idempotentes, podemos

eliminar as repeticdes. Agora para ii), se existe r; = s entdo ¢,, = [s][s~1], assim,

a=cn & e, [slsTHsl = ey B e, I8,
ou seja, €,, pode ser eliminado da decomposigao. O

Definicao 1.2.11. A decomposicdo o = ¢, - - - €, [s] satisfazendo as condigoes 1) e ii) da Proposicao [1.2.10

é chamada de forma padrao.

A forma padrao de um elemento « € S(G) sera de fundamental importancia para provar que S(G) ¢ um

semigrupo inverso. A proposi¢ao a seguir nos da uma boa dica de como isso sera feito.
*

Proposigao 1.2.12. Para cada o € S(G), temos que aa*a = o e a*aa™ = o*.

Demonstragao. Seja o € S(G), escrevamos « = &, - - - &, [$], entdo

* *

Q= (ep e, [8])" = [571]57*” Tty
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Assim,

ao*a=¢cp e [8][5T er, c ErEry  Er [8] = Ery c Ery EsEry - Er, |8]

=ep Er Esls| = &py e, [8][sTY[8] = €y -6, [8] =

O caso a*aa® = * é analogo ao anterior. O

Diante do que foi dito, para provar que S(G) &, de fato, um semigrupo inverso resta-nos garantir que para
cada a em S(G) o elemento o* ¢ tnico. Para tal, iremos estudar as representagoes de S(G), conforme segue

na proxima secao.

1.3 Representagoes de S(G)

E importante deixar claro que a expressdo “representacio de S (G)” aqui sera utilizada apenas para se
referir a um homomorfismo de S(G) para algum semigrupo. Essas representagdes sao frequentemente obtidas
através de fungoes que satisfazem a Proposigao [1.2.

Um exemplo que serd util nesse texto ¢ a representagao 9 : S(G) — G dada por 9([t]) = t, obtida através

da funcao identidade id : G — G. Se a € S(G), chamaremos 9(«) de grau de «

Observagao 1.3.1. Note que ao escrever & = &, - - - &, _[s], temos I(a) = I(e,, -+ - &, [8]) = s, pois A(e,,) =

e,Vi=1,...,n.

Agora construiremos outra representagdo um pouco mais elaborada. Seja P.(G) o conjunto de todos os
subconjuntos finitos de G que contém e. Entao, G e {e} sdo, respectivamente, o maior e o menor elemento
de P.(G). Dito isso, considere F(P.(G)) o semigrupo consistindo de todas as fungdes com valores em P.(G),
com a regra da composic¢ao.

Assim, defina para cada t € G a funcao ¢, : P.(G) — P.(G) dada por ¢ (E) = tE U {e} paa cada
E € P.(G), onde tE é o conjunto tE = {ts : s € E}. Por praticidade, note que como e € E, podemos
escrever ¢(E) =tE U {t,e}.

Proposigao 1.3.2. A funcao [ : G — F(P.(G)) dada por f(t) = ¢; satisfaz as propriedades i) - iii) da
Proposigao nesse sentido, existe uma unica representacio A : S(G) = F(P.(Q)) tal que A([t]) = ¢¢.

Demonstragao. Sejam t,s € G e E € P.(G) qualquer, entdo temos

D) f(sTHFE)FO(E) = ¢s-1(9s(01(E))) = ds=1(¢s(LEU{L €})) = ds—r (stEU{st, 5,e}) = tEU{t e, 571},

por outro lado,
f(s_l)f(St)(E) = (bs*l((ﬁbst)(E)) = ¢s*1(StE U {Stve}) =tEU {t,s_17e}.
Assim, temos f(s™1)f(s)f(t)(E) = f(s™1) f(st)(E).
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ii) é completamente anilogo ao item i). Provaremos abaixo o item iii).

iii) f(s)f(e)(E) = ¢s(¢e(E)) = ps(eEU{e}) = ¢s(E) = f(s)(E).

Portanto, como i),ii) e iii) sdo validos, segue da Proposigao que existe uma representagao A : S(G) —
F(Pe(@)), onde A([t]) = ¢¢. O

Observagao 1.3.3. Note que, se r € G e F € P.(G) entdo
Aler)(E) = A(r][r = D(E) = A([rDAC)(E)) = M) (r EU{e}) = EU{r}.
Além disso, se a =&, ..., [s], entdao A(a)({e}) = {r1,...,mn, s, e}

A partir das duas representagoes apresentadas anteriormente podemos, finalmente, provar a unicidade da

decomposicao padrao de um elemento qualquer « € S(G), conforme segue.

Proposigao 1.3.4. Se a € S(G) entdo a admite uma unica decomposicao padrao
a=¢r ep,[s],
a menos de reordenagao dos €.s.

Demonstragao. Supondo que « admita outra decomposi¢ao dada por o = &, -+ &4, [u], entdo 9(a) = w.

m

Mas, o = &, -+ - &, [8], assim, 9(«) = s. Logo, podemos concluir que s = u.

Da Observacao temos A(a)({e}) = {r1,...,rn, s, e}, por outro lado, A(a)({e}) = {t1,...,tm,u,e}.
Dai,

{r, ., rn b\ {s, e} ={t1,.. ., tm} \ {u, e},

0 que nos leva a

{Tl,...,rn} = {tl,...,tm}7

como queriamos. O
Teorema 1.3.5. Se G é um grupo finito de ordem n entdo S(G) possui 2"~%(n + 1) elementos.

Demonstragdo. De fato, como €. = e entdo existem 2"~ ! elementos da forma ¢, ---&, [e] e n — 1 escolhas
k) 1 k
possiveis para s # e, sendo assim, existem 2”2 elementos da forma e,, - - - &, [s]. Portanto, a quantidade de

elementos em S(G) ¢ dada por 2"~ ! + (n — 1)2""2 = 2""2(n + 1). O
Teorema 1.3.6. Para todo grupo G, S(G) é um semigrupo inverso.

Demonstragao. Ja vimos na Proposicao [1.2.12] que o* satisfaz as condigoes de “inverso”. Suponha que existe

um elemento 5 € S(G) tal que afa = « e faf = 5. Escrevendo na forma padrao temos

a=cp - ep,ls]
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B* =et, - -er,,[u]-
Assim, B = [u" e, -+ &, e entdao s = d(a) = d(afa) = d(a)d(B)d(a) = su~'s, segue que u = s. Além

disso, temos

T | s AP
=&p o Ep, [S|EsEL, - Et, [S] = Ery cEr, Ety Bt E5]S]

=Ep, tEp Ety "'€tm[5] = Q.

Da unicidade da decomposi¢ao padrao, temos que

{riy.cor b U{ts, ot} ={r1, .o mn )y

ou seja, {t1,...,tm} C{ri,...,rn}.

Utilizando o fato de que S*a*5* = 8* e fazendo um processo analogo ao acima temos que {ry,...,r,} C
{t1,.. ., tm}.
Portanto, f = a*. O

1.4 Acoes de semigrupos inversos vs acoes parciais de grupos

Lembre que uma agéo parcial de um grupo G em um conjunto X é uma fungéo 6 : G — Z(X) satisfazendo
as condicoes de O objetivo desta se¢ao é mostrar que existe uma correspondéncia biunivoca entre as

agoes parciais de um grupo G em um conjunto X e as agoes de S(G) em X.

Proposigao 1.4.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma fungio 0 : G — Z(X) nos dd uma agdo

parcial de G em X se, e somente se, para todo s,t € G, valerem as condi¢oes a sequir
Z) 0,010, = 054041
1) 0. = idx;
i11) 05-1050; = 0,-105;.

Demonstragao. (=) : suponha que 6 : G — Z(X) nos da uma agao parcial de G em X. Mostraremos que as
condigoes 1),ii) e iii) sdo satisfeitas.

1)Seja « € Dy, afirmamos que 0,6,0,-1(x) = 0460;-1(x). Uma vez que a composi¢ao 656,0;-1(x) precisa
estar bem definida, temos que 6:(6;-1(x)) € D; N Ds_1. Por se tratar de bijegdes, segue que 6;,-1(x) €
0, '(D;NDy-1). Mas se 0,1 (z) € 0, (DN D,-1), segue da Definigio item iii) (e da Observa(;éo7
que 0,0;(0;-1(x)) = 05 (041 (x)).

ii) Segue diretamente da condigéo i) da Definigao m

iii) Como ja provamos i), vale que 6,160,160 = 0,1, 10, ¢ 67 = 6, ', temos
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0s-1050; = (0;-10,-105)" = (01-15-105)" = 0,-104.
(<) : assumindo que as condicdes i),ii) e iii) sdo validas para todo s,t € G, em particular para s = ¢!,
temos
et—letat—l == 9t71t9t71 = 969,571 = et—l .
Pelo mesmo processo, mas substituindo ¢ e t~1, temos também 6,6,-160; = 6,. Entao, pela unicidade dos
inversos no semigrupo inverso Z(X), concluimos que 6; = 6;-1. Defina D; = ran(6;), entao
dom(0;) = ran(0;) = ran(6;-1) = Dy-1,

ou seja, #; ¢ uma fungdo de D;-1 para D;, como queriamos. Agora, para quaisquer s,t € GG, temos

0,210, = 0,-10,-10,0,—1 = 0,-1,-1050,-1.

Em particular, o dominio dessas duas composi¢oes devem coincidir. Do lado esquerdo temos

dom(eta@sa) = GS(DS—I N Dt)

Agora note que 0,0,-1 é a fungao identidade em Dy, entao, do lado direito temos

dom(9t71371989371) = DS N Dst'

A condigéo iii) da Defini¢ao vem da condi¢éo i) da nossa hipotese.

Teorema 1.4.2. Para todo grupo G e todo conjunto X, existe uma correspondéncia biunivoca entre
a) Agées parciais de G em X
b) Agoes de S(G) em X.

Demonstragao. Pela Proposicao[1.2.7] existe uma correspondéncia biunivoca entre os homomorfismo de S(G)
para Z(X) e as fungoes de G para Z(X) satisfazendo as condigoes i),ii) e iii) de Além disso, vimos na

Proposicao que essas fungdes correspondem biunivocamente com as agoes parciais de G em X. O
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Capitulo 2

REPRESENTACOES PARCIAIS E A
ALGEBRA PARCIAL DE GRUPO

Este capitulo sera dividido em duas partes: primeiramente abordaremos as representacoes parciais de um
grupo G e mostraremos que, sob certas condic¢oes, existe uma correspondéncia com as representacoes parciais
isométricas. Na segunda parte mostraremos que também h& uma correspondéncia entre as representacoes
parciais de um grupo G e as representagoes de um algebra chamada K, (G). Além disso, podemos descrever

essa algebra como soma direta de algebras de matrizes. Este capitulo tem como base a referéncia [6].

2.1 Representacao parcial de um grupo

Definigao 2.1.1. Sejam G um grupo finito, K um corpo e A uma K —algebra. Uma representa¢do parcial
de G em A (ou uma G—representagio parcial) é uma fungio 7 : G — A satisfazendo, para todo s,t € G, as

condic¢oes a seguir
a) m(s)m(t)m(t 1) = w(st)mw(t ).
b) w(s~Hw(s)n(t) = (s~ )m(st).
c) w(e) =14.
Uma representacao parcial de G em um espaco vetorial V' é uma representagao parcial 7 : G — End V.

Exemplo 2.1.2. Observe que toda representagao linear de um grupo G é uma representacao parcial. Além
disso, se H é um subgrupo de G e w : H — End(V) é uma representacao parcial de H entdo ao definir

7 : G — End(V) por

_ m(g), se g€ H;
0, se g¢H,
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temos uma representacgao parcial em G. Logo, a Definigao também faz sentido para grupos infinitos.

Definigao 2.1.3. Dado um conjunto X, seja K[X] o espago vetorial com base X. Para todo subcon-
junto Y C X, seja Py : K[X] — K[Y] a projecao cujo niicleo é K[X \ Y]. Dada uma agdo parcial
a={Xg}eec, {ag}geq) de um grupo G em um conjunto X, a fungéo & : G — End K[X] definida por

) 0, se x¢ X1

a(9)(@) = ag(Px, ., (2)) =

ag(x), se xe X 1.

é chamada de linearizacao de (X, a).

Proposigao 2.1.4. A linearizagao (K[X], &) definida anteriormente € uma representacao parcial de G em

K[X].

Demonstragao. Sejam g,h € G e v € K[X]. Se z ¢ X, entdo a(h)a(g)éx(g_l)(x) = a(izg)d(g_l)(x) =0,

pois &(g~')(x) = 0. Supondo agora que z € X, temos

A A 1 NP ) R 0, se ¢ XgNXp-1;
a(h)a(g)a(g™ ) (x) = a(h)a(g)(ag-1(x)) = a(h)(agay-1 () = a(h)(z) =
ap(z), se x€ XgNXp-1.

Por outro lado,

(o)l @) = dlhg)ag () = O e E S n
ang(ag-1(z)), se ag-1(r) € Xg1NXpg1.

Mas se ag-1(z) € Xg-1 N X -1 entdo apgog—1(z) = apagag—1(x) = ap(z), assim, podemos rescrever

0, se ag-1(r) & Xg—1 N Xpy-1:

ap(x), se ag-1(x) € Xg-1 N Xpg-1.

a(hg)a(g™")(x) = a(hg)ag-1(z) =
Além disso, como X1 N X;,,-1 = ay, (X, N Xy-1), temos

se -1 0.6 X,-1);
a(hg)a(g~")(x) = a(hg)ay—(z) = 0, ag-1(z) ¢ Oég_ (Xn N Xg—1);
an(z), se ag-1(z) € agH (X NXg),

ou seja,

. 1 R 0, se x¢ XpNX,-1;
a(hg)a(g™)(z) = a(hg)ag-1(z) =
ap(z), se xeX,NX,1,
prova-se que &(g~!)a(gh) = d(g~")a(g)a(h).
Por fim, &(e)(z) = ae(z), pois z € X, = K[X] e como « ¢é agao parcial, segue que a.(x) = z, ou seja,

d(e) = idK[X] O
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Observagao 2.1.5. Assim como no caso de representagoes lineares de grupo, duas representagoes parciais
m; : G = End(V;), 1 = 1,2, sdo equivalentes se existe um isomorfismo linear ¢ : Vi — V5 tal que ¢ o m;(g) =
m2(g) 0 ¢, Vg € G. Além disso, se H é um espa¢o munido de um produto interno entdo uma representa¢ao
unitdria € uma representacao m que vai de G no espago de operadores limitados B(H), tal que w(g)* =
7(9)~1,Vg € G, onde * denota o operador adjunto em B(H).

Lembrando que para existir adjunto é preciso que o espago seja Hilbert, ou seja, H é completo. Ao leitor

malis curioso a respeito desse tema, sugerimos a referéncia [10]

Sabe-se que uma representacao de um grupo finito em um espago com produto interno é equivalente a
uma representagao unitaria [I2]. Mostraremos no que segue que o mesmo vale para representagoes parciais

de um grupo finito.

Definicao 2.1.6. Uma Representacao parcial isométrica de G em um espago de Hilbert complexo H é uma

fungdo m : G — B(H) tal que para todo s,t € G, vale que
a) w(s)m(t)m(t™t) = n(st)w(t™1).
b) 7(t 1) = m(t)*.
c) m(e) =1.

Apos definir representagoes parciais e representacoes parciais isométricas, vejamos que essas defini¢oes
sao equivalentes. Comegamos mostrando que se 7 : G — B(H) é uma representagao parcial isométrica entao

7 é uma representagao parcial. De fato, se s,¢ € G entdo por a) e b) da Defini¢ao temos

w(s™m(s)n(t) = (x(t~)a(s m(s))" = (w(t s )(s))" = (s )(st).

Com isso, a condi¢ao b) da Definigao é satisfeita. Uma vez que a) e ¢) sdo herdadas da definigao
de representacao parcial isométrica, temos que m é uma representacao parcial. Reciprocamente, dada uma
representacao parcial 7, entao é possivel construir uma representagao parcial isométrica, a qual é equivalente

a 7, conforme a proposigao a seguir.

Proposigao 2.1.7. Seja K = R ou C. Dada uma representagao parcial m : G — End(V), existe uma

representacdo parcial isométrica mp de G, a qual é equivalente a .

Demonstragao. Provaremos que dada uma representacdo parcial qualquer 7 : G — End(V), com V um

C—espago vetorial, entdo existe um produto interno (-,-) em V tal que

(m(9)&n) = (&, 7(9) '), Vg € G,VEn e V. (2.1)

Para todo t € G, defina €(t) := n(¢t)m(t~1). Afirmamos que os €(t)’s sio idempotentes que comutam em

End(V). Com efeito,
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) =nt)nt Hnt)n(t™) = w(t)w(e)m(t™h) = €(t),Vt,s € G.
Para ver que comutam, note que
m(t)e(s) = n(t)m(s)m(s™) = w(ts)m(s™ 1)
= n(ts)n(s "t Dr(ts)m(s™h)
= n(ts)m(s ) (t) = e(ts)m(t), (2.2)

e(t)e(s) = m(t)m(t™He(s) = n(t)e(t  s)m(t™)

=e(s)m(t)m(t™h) = e(s)e(t). (2.3)

Agora, seja S C G um subconjunto, denote por Pg o elemento em End(V) dado por
Ps=]]ets) JT(1—es)). (2.4)
seES s¢S
Segue de (2.2) a seguinte igualdade
7w(t)Ps = Pigm(t). (2.5)

Além disso, uma vez que €(e) = 1, temos que se e ¢ S entdo Pg é o operador nulo, Além disso, se ¢ ¢ S entao

Psm(t) =0, pois e(t)m(t) = w(t). A partir disso, afirmamos que vale a identidade a seguir

> Ps=1, (2.6)
SCG

onde a soma é tomada sobre todos os subconjuntos de G, inclusive o conjunto vazio.

De fato, temos

L=J[1=J[—es) +es) = ([Hem} : {H(lem)]) =1 7=

seG seG SCG tes t¢sS SCG
Considere [-, ] um produto interno em V, entdo podemos construir um novo produto interno (-,-) em V
da seguinte forma
(&) = > [Psm()é, Psm(t)n). (2.7)
S teq
Como os termos sao lineares e [-, -] é produto interno, é suficiente provar que (-,-) é positivo definido.

Supondo (£,&) = 0, temos que cada termo da soma ZZ[PSW(t)f, P,r(t)€] é nulo. Em particular, temos

S ted
Ps¢ = 0 para cada S C G, mas da identidade (2.6) obtemos

E=1d(€) = Y P& =0.

SCaG

Portanto, (-,-) define um produto interno.
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Finalmente provaremos a igualdade (2.1)). Para tal, note que para todo S C G,t,r € Ge&neV, a

identidade a seguir é valida

[Psm(t)m(r)€, Psm(t)n] = [Psm(tr)€, Psm(t)n], (2.8)
e, analogamente

[Psm(t)§, Psm(t)m(r)n] = [Psm(t)S, Psm(tr)n). (2.9)

De fato, se t ¢ S, entao conforme dito anteriormente Ps7(t) = 0 e ambos os lados de ([2.8)) sdo nulos e

portanto faz-se valida. Por outro lado, se ¢t € S, entdo Pse(t) = Pg, assim,

Psm(t)m(r) = Pse(t)m(t)n(r) = Pse(t)n(tr) = Psm(tr),

o que prova (2.8).
Por fim, utilizando (2.8) e (2.9)), temos para g € Ge {,n eV

(m(g)e.m) = Y > [Psm(t)m(g)€, Ps(t)n]

SCGteG

=3 3 [Psn(t)e, Psu(t'g~ )

SCGteq

=" S [Psn(t)e, Psm(#)m(g™ )]

SCGteG

= (& (g™ m),

o que conclui o resultado.

2.2 Representagoes de K, (G) vs representacoes parciais de um

grupo

Assim como estudar as representagoes de K G é equivalente a estudar as representagoes lineares do grupo
G, existe uma equivaléncia entre as representagoes parciais de um grupo G e uma certa algebra chamada

dlgebra parcial de G, denotada por K, (G). Esta segdo tratara sobre o tema.

Definigao 2.2.1. Seja G um grupo finito e K um corpo. A K—algebra parcial de grupo Kp..(G) ¢ a algebra

universal gerada por {[g] : ¢ € G}, seguindo as relagdes abaixo
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para todo s,t € G.

Observagao 2.2.2. Note que se A é uma K—éalgebra com unidade e 7 : G — A é uma representacao

parcial de G em A entdo 7 se estende por linearidade, de forma tnica, a um homomorfismo de K-algebras

¢ Kpar(G) — A tal que ¢([g]) = 7(g).

G z 3 A
proj ///”(;/
Kpar(G)

Reciprocamente, se ¢ : Kpqr(G) — A ¢ um homomorfismo de K —algebras, entdo 7(t) = ¢([t]) nos da

uma representacao parcial de G em A. A saber,
a)

n(s)m()n(t™") = o(s)e([the(t™]) = ¢([s][t][t™"])
= o([st]lt™']) = o ([stho([t™"])
=n(st)w(t™h), Vs, teG.

b) Analogo ao item a)

c) m(e) = ¢([e]) = o(1) = L.

Portanto, como os axiomas a),b) e ¢) da Defini¢ao sao satisfeitos, segue que 7 é representagao parcial

de G em A.

Do modo como definimos, a algebra parcial de grupo K,q,(G) ¢ a algebra do semigrupo S(G).

No entanto, é possivel caracteriza-la de uma maneira que seja mais facil estudar a correspondéncia entre
as representagoes parciais de G e as representagoes de K, (G). Essa caracterizagao sera feita por meio de
um isomorfismo com outra algebra, a qual sera apresentada adiante, mas para isso precisaremos definir o que

é um grupoide, conforme segue.

2.2.1 Grupoides

Um grupoide é simplesmente uma categoria pequena C, na qual seus morfismos sao invertiveis, ou seja,
e A classe de objetos Cy e e a classe de morfismos home (X, Y') sdo conjuntos, para todo X,Y € Cy.
e Para todo f € home(X,Y), existe um morfismo g € home (Y, X) tal que fg =idy e gf = idx.

No entanto, utilizaremos neste texto a defini¢ao a seguir, a qual pode ser consultada em [IT]. Além disso,

mostraremos que ambas sao equivalentes.
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Definigao 2.2.3. Um grupoide G pode ser descrito por um conjunto de flechas (ou morfismos) G, um

conjunto de objetos Gy e o diagrama a seguir

GQ m G1 u GO

Gy

onde Gy é o conjunto G X, G de pares de flechas em que faz sentido a composigao, por dizer,

Go={(f,9) € G1 x G1:s(f) =r(9)}-

O mapa m é chamado multiplicacdo (ou composigdo), por praticidade, se dados f, g tais que s(f) =r(g)
entdo denotaremos m(f,g) € Gy simplesmente por fg; s é o mapa fonte (ou dominio);  é o mapa alvo (ou
imagem); ¢ € o mapa inverso; e u é o mapa unidade. Assim, temos os seguintes axiomas

Axiomas categoéricos:

s(u(z)) == fonte da unidade
r(u(z)) == alvo da unidade
s(fg) = s(g) fonte do composigao
r(fg) =r(f) alvo da composicio
(fg)h = f(gh) associatividade
u(r(f))f =7 lei da unidade a esquerda
fu(s(f)) =f lei da unidade a direita

Axiomas de inverso:

s(i(f)) =r(f) fonte do inverso
r(i(f)) = s(f) alvo do inverso
Filf) = u(r(f)) lei do inverso a esquerda
i(f)f = u(s(f)) lei do inverso a direita

Teorema 2.2.4. G é um grupoide sequndo a Defini¢dao se, e somente se, G € uma categoria pequena

na qual seus morfismos sao invertiveis.

Demonstragao. (=) :
Suponha que G é um grupoide segundo a Defini¢ao Entao vejamos que G pode ser visto como uma

categoria C, onde seus objetos sdo os elementos de Gy e, dados dois objetos z,y € Gg, temos home (x,y) =
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{f €Gy:s(f)=ux,r(f) =y}. A composicio ¢ dada pela multiplicagdo em m em G, por dizer,

o : home(y, z) X home(x,y) — home(z, 2)

(f9) = m(f,9) = fg

que estd bem definida pelos axiomas da fonte da composi¢ao e alvo da composigao. Além disso, ela é
associativa, pelo axioma de associatividade em G. Além disso, dado um objeto z € Gy entdo u(z) é o
morfismo identidade, isto pelos axiomas da lei da unidade a esquerda e & direita em G.

Por fim, a categoria é pequena porque Gy e (G1 sao conjuntos e, Além disso, todo morfismo f possui o
inverso i(f) (isto decorre dos axiomas da lei do inverso a esquerda e a direita).

(<) :

Considere agora uma categoria C, a qual é pequena e seus morfismos possuem inverso. Assim, como C é

pequena entao defina G como sendo o conjunto dos objetos de C e G = U Home(z,y).
z,y€Co
Como C é categoria entao as fungoes as fungoes s : G — Go por s(f : x = y) =z er: Gy — Gqy por

r(f : x = y) = y estdo bem definidas. Assim, podemos definir G como sendo o conjunto Go = {(f,g) €

G xGr:s(f)=r(9)}

A partir disso, podemos definir os seguintes morfismos

m:G2—>G1

(fr9) = fog
onde o é a composi¢gao de morfismos em C;
1: G1 — Gl
fe=
onde f~1 ¢ o inverso de f em C; ¢
u Go — G1
T > idy,

onde id, é o morfismo identidade do objeto x em C.
Dito isso, com alguns calculos rotineiros mostra-se que os morfismos s,7,m, i, u cumprem os axiomas
categoricos e de inversao da Definicao Portanto G' ¢ um grupoide.
O

Observagao 2.2.5. Neste texto usaremos uma versao da segunda definicao em que identificamos cada objeto

com sua identidade, e assim Gy C G.

Defini¢do 2.2.6. Seja G um grupo finito. A este grupo associamos o grupoide finito I' = T'(G), cujos

elementos sdo pares (4, g), onde g € G e A é subconjunto de G contendo a identidade e e o elemento g~!.
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A multiplicagao de dois pares (A, g) e (B,h) em I' é definida apenas quando A = hB, ela ¢ dada por

(hB.g) - (B,h) = (B, gh).

Dessa maneira, o inverso de (A, g) ¢ (gA,g~1). A fonte e o alvo em I sdo, respectivamente, s(A4,g) = (4,¢) e
r(A,g) = (gA,e). O conjunto de unidades de " & denotado por T'®). A composi¢io de morfismos em T' est4

ilustrada a seguir.

/ﬁl\

T (Ag) T (Bh) N
(ghB, e) (hB,e) (B.e)
Exemplo 2.2.7. Seja G = Zg, entao o grupoide I'Zs é dado por:

0

Y
{0} {0}

—
{0,1} {0,2}

Zs3
1 0
0 0
—_ e
2 2
Definigao 2.2.8. Dado um grupoide T, denote por I'® ¢ I' x " 0 conjunto de todos os pares em I' em que

¢ possivel fazer essa composicao. A algebra de grupoide KT é o K —espaco vetorial gerado pelos elementos

de T', a multiplicacao é dada por

Ny2, se (y1,72) € @
Y12 =
0, caso contrério.

Observagao 2.2.9. Mais geralmente pode-se definir, da mesma maneira, a K-algebra de uma categoria

pequena C.

Proposigao 2.2.10. Seja KI'(G) a K-dlgebra do grupoide T'(G), a dimensao dessa dlgebra € igual a cardi-
nalidade de I'(G). Se |G| =n entdo

dim(KT(@)) = i(k +1) (" ; 1> = 2" 2(n+1). (2.10)
k=0

Demonstragao.
Uma vez que a dimensao de KT'(G) ¢ igual a cardinalidade de I'(G), basta estudarmos a cardinalidade

de T'(G). O grupoide I'(G) é composto por pares (4,g), com AC Gee,g ! € A.
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Primeiro vejamos quantos pares (A4, g) podemos escrever com A tendo k+1 elementos, onde 0 < k < n—1.
Assim, fixando um conjunto A tal que |A| = k + 1 satisfazendo as condigoes e, g~ € A, podemos reescreve-lo
como A = A’ U{e}, com A’ C G\ {e}. Diante disso, como |A’| = k, existem ("} ") maneiras de tomar um
conjunto A’. Para a segunda coordenada, como A tem k + 1 elementos, existem k + 1 possibilidades. Logo,
existem (" ") (k + 1) possiveis pares (4, g) com A tendo k + 1 elementos.

Finalmente, somando sobre todas as possiveis cardinalidades de A, obtemos que a quantidade de pares

(4, g) sera

O

Observagao 2.2.11. Note que o lado direito de (2.10) é uma func¢ao estritamente crescente em n. Em
particular, se G e H sao grupos finitos tal que KT'(G) ¢ isomorfa a KT'(H) entao |G| = |H|.

Proposigao 2.2.12. Os elementos da forma (A, e) sao dois a dois ortogonais, idempotentes em KIT'(G) e a

unidade de KT'(G) € dada pela soma de todos os elementos dessa forma.

Demonstragio. E claro que os elementos da forma (A, e) sdo idempotentes, pois
(A,e)(A,e) = (eA,e)(A,e) = (A, ee) = (Ae).

Ainda, pelo modo como a multiplica¢do foi definida em KT'(G), temos que (4,e)(B,e) = 0, sempre que
A +# B.
Por fim, observe que

> (A,e)(B,g) = (9B, e)(B.g) = (B.eg) = (B, g),

Ade

(B,g) Z(Ave) = (ng)(gle’e) = (ng)'
Ade

Segue que a unidade da éalgebra é justamente essa soma.

O

Proposicao 2.2.13. Defina Ay : G — KT'(G) por \p(g) = Z (A, g). Afirmamos que A, € uma represen-
Adg—1
tacao parcial de G.

Demonstra¢ao. Com efeito, sejam g, h € G, entao
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Ap(g A (@)Ap(R) = > (A, g7)(B,g)(C, h)
gg§20
h~leB

> (ghC,g ")(hC,g)(C,h)

htec
g tehC

> (Ch).

htec
h~lg~lecC

Por outro lado,

A(g DNplgh) = D (A9 )(C,gh)
gEA
h~lg~lecC

= Y  (Ch).

h~tec
h~lg~lecC

Logo, )‘p(gil)Ap(g))‘p(h) = Ap(gil))‘p(gh)- Analogamente, Ap(g))‘p(h))‘p(hil) = )‘p(gh))‘p(hil)-

Por fim, temos que Ap(e) = Z(A, e), a qual ¢ a unidade de KT'(G). O
Ade

Teorema 2.2.14. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre as representacoes parciais de G e as repre-

sentagoes de KT'(G). Mais precisamente, se A € uma K—dlgebra com unidade, entdo m : G — A € uma

representacao parcial de G se, e somente se, existe um homomorfismo 7 : KI'(G) — A tal que m = T o \p.

Além disso, o homomorfismo T € unico.

Demonstragao.

Supondo que 7 : KT'(G) — A ¢ homomorfismo de K —algebras, entdo 7 = 7o\, : G — A & uma

representagao parcial de G' em A, isto pois vimos na Proposigao [2.2.13] que )\, é representacao parcial e 7

preserva produto por ser homomorfismo.

Reciprocamente, suponha que 7 : G — A é uma representacao parcial de G. Defina 7 : I'(G) — A por

(A, 9) =7(9) (H 6(7“)> (H(l - 6(8))) :
reA s¢ A
Vejamos que 7 é multiplicativa, para isso, sejam (A4, g) e (B,h) em I'(G) entdo
#(A,g)n(B,h) =m(g) [[ et)- [T (1 =€) - m(h) [T e(t)- [T (1 = e(w))

reA s¢A teB vgB

Agora lembre que por (2.2)), temos 7(s)e(r) = e(sr)m(s). Analogamente, vale que e(r)m(s) = 7(s)e(s~1r).

31



Assim, podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma

#(A, g)n(B,h) =n(g)n(h) [T e(h™'r) [T (1 = e(n's))- [T e(t) [T (1 = e(v))

reA s¢A teB v¢B
=n(g)n(h) [ e) T] (1 —e)).
reh—1A s¢h—1A

A partir daqui, separamos a demonstragao em dois casos, vejamos:

1) se h~'A # B, entdo ou existe um r € h~' A tal que 7 ¢ B ou existe um r € B tal que r ¢ h™'A. Em
ambos os casos o produto (A, g)7(B, h) contem o fator e(r)(1 —€e(r)) = 0 e portanto o produto é nulo.

Da mesma forma que (4, g)(B,h) =0 em KT'(G) e temos 7((A,g)(B,h)) =0.
2) se h~'A = B, entdo, como h~! € h=1 A, pois e € A, temos

#(A,g)7(B,h) =n(g)m(h) ] e) J[ 1 —es)

reh—1A s¢h—1A
r(gr()m(hNm(h) T er) J] (1 —e(s
rech™tA s¢h— 1A
r#h !
=7(gh) [[ etr) [I (1—es))=7((A9)-(B,h).
reh—1A s¢h—1A

Com isso, provamos que 7 é multiplicativa em I'(G), logo, podemos estender de forma linear a um homomor-
fismo de KT'(G) em A, o qual também chamaremos de 7 por praticidade. Além disso, veja que 7 preserva

unidade:

1) =7 _(Ae)=> #Ae)=> []er) JJ(1-e)
A>e Ase AdereA s¢A
=N"P= Pi=1
Ade ACG

Mais além, temos

Fon()=7( Y (A |= Y @Ay

Asg—1 Asg—1

=m(g) Z He(r Zlfe s))

A>g—lrea s¢A

=m(g)m 9 >t JI e ]Ja-es)

A'Eg_1 reA\{g—'} s¢A

=m(g) Y (g™ +1-elg™")

Asg—1

I[I eI —e)

reA\{g—1} sEA

=m(g)7 (Z(B, 6)) =n(g)7(1) = m(g).

B
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Finalmente, resta provar a unicidade do homomorfismo 7 satisfazendo 7o), = . Diante disso, ¢ suficiente
provar que o conjunto A,(G) gera toda a algebra KT'(G). Para tal, seja (B,h) um elemento qualquer de
KT(G), com B = {b7',b5",... ,b,;il, h=1}. Considere g1, go,. .., gr tais que

g1 =b1,9291 = b2,939291 = b3, ..., gkGk—1--- g1 = h,

e seja A a subalgebra de KT'(G) gerada pela familia {g1,g2,...,gx}. Considere agora o elemento em A dado
pelo produto A\p(gx)Ap(gr—1) - - - Ap(g1),temos

Ap(9)Ap(gr-1) - Aplg1) = > (Akygr) - (Ar—1,95-1) -+ (A1, 1)

A19£Il_1
Azdg5 "

AkBQ;:l

Usando a multiplicagio em I'(G), podemos rescrever a expressao acima como

E = § (Alv h)
Alggfl A1DB
g1A12g5 "

Gh—19r—2"91AkDg; "

Portanto, para todo par (B,h) € T'(G), A contém o elemento Z (A, h). Agora suponha que G\ B =

ADB
{z1,22,...,2N}. Temos
doAn) = Y (A=) (Ah)
ADB ADBU{z:1} A%ZB
T A

o que significa que, para cada (B, h) em I'(G) e para todo x € B, A contem todos os elementos da forma

> (A h).

ADB
¢ A
Seguindo esse raciocinio,

A= D (An= > (Ah),

ADB ADBU{z1} ADB
1 €A T2 A z1,x2¢A

temos que, para todo z1,x2 ¢ B, A contém o elemento Z (A, h).

ADB
a:l,w2¢A

Repetindo esse processo por indugao temos que A contém todos os elementos da forma Z (A h) =

(B, h). O que nos prova que A = KI'(G) e temos o resultado.

Corolario 2.2.15. A dlgebra do grupoide KI'(G) € isomorfa a dlgebra parcial de grupo Kper(G).

Demonstragao. A fungdo [ | : G — Kper(G), dada por g — [g], é representacao parcial de G, entao pelo
Teorema [2.2.14] existe um homomorfismo 7 : KT'(G) — Kp.r(G) tal que 7(A\,(g)) = [g]. Além disso,
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pela propriedade universal de Kpq,(G), existe um unico homomorfismo ¢ : Kp,-(G) — KI'(G) dada por

#([g]) = Mp(g). Dito isso, temos

P o7 (Ap(9)) = o(lg]) = Ap(9)-

Portanto, como 7o ¢ e ¢ o7 sdo identidades em seus respectivos dominios, temos um isomorfismo KT'(G)

e Kpur(G). O

2.3 A estrutura da algebra parcial de grupo

Vimos anteriormente que a algebra parcial de grupo K,q,(G) é isomorfa a KT'(G). Agora nesta se¢ao o
objetivo é mostrar que a algebra de grupo KT'(G) é isomorfa a uma soma direta de algebras de matrizes com
entradas em K H, onde H é subgrupo de G, ou seja, quando a caracteristica do corpo nao divide |G|, KT'(G)
é semissimples. Para tal, introduziremos o grupoide I'ZZ | conforme segue.

Dado um grupo finito H e um inteiro positivo m, entdo I'Z denota o grupoide onde os elementos sio
triplas (h,i,j), com h € H e i,j € {1,2,...,m}. A fonte e o alvo em I'l sio dadas por s(h,i,j) = j e

r(h,i,7) =i, o produto é definido da seguinte maneira

(gvimj) : (hajv k) = (gh’i’k)'

(9.4.9) (h.3,k)
i j k
(ghisk)
As unidades de T'Z sio elementos da forma (e,i,i), i = 1,2,...,m.

Observagao 2.3.1. As vezes é tutil representar um grupoide I" como um grafo orientado Er, onde os vértices
sao as unidades do grupoide e cada elemento 7 € I' representa uma flecha orientada de Er partido do vértice
s(7y) para o vértice (). Uma componente conexa de Er nos da um subgrupoide de T".

Nesse sentido, o grupoide T'Z corresponde a um grafo Eru, que possui m vértices e, entre dois vértices,

temos |H| flechas orientadas (em cada diregao), indexadas pelos elementos de H.

Definigao 2.3.2. Sejam I' um grupoide e x um vértice qualquer de Er. O grupo de isotropia H de x é

H={yel:s5(y)=r(y) =z}

Proposicio 2.3.3. Seja T' um grupoide tal que Er é conexo e m = [I'©)| ¢ finito. Seja x1 wm vértice

qualquer de Er e seja H seu grupo de isotropia. Entao,
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a) T ~TH
b) KT ~ M,,(KH).

Demonstragao. Sejam x4, . ..,2, as unidades de I', para todo 4,j = 1,...,m defina &; ; como

Eij={veT:s(y)=a;r(y) =z}

Uma vez que I' é conexo, segue que &; ; ¢ nao vazio para todo 7, j. Fixe uma familia de elementos v; € & 4,
com ¢ = 1,...,m. Entao, para cada elemento v € T, 7;17%' = h € H e v pode ser escrito de forma tnica
como y = fyjh’yfl, com h € H, onde s(y) = x; e r(y) = x;. Por outro lado, todo elemento da forma 'yjh’yjl,
com h € H, pertence a &; ;. Observe que, em particular, |&; ;| = |H]|.

Para provar a), vejamos que ha um isomorfismo funtorial entre I" e ['Z:

Dado dois objetos z;,z; € I', um morfismo v tal que s(y) = x; e r(y) = x;, existe unico h € H tal que
v =v;hy; ' Assim, defina F : T' — T2 onde F(x;) =i e, F(y) = (h,j,i). Afirmamos que F assim definido
¢ funtor.

De fato, dados dois morfismos 7,d € I' tais que a composicao dy faga sentido, isto é, sao da forma

0= ’Ykg’Yj_l ey = ’th’yi_l, para g, h € H, temos

F(67) = F((wgv; D(vihy D) = F(yigle,ghy; t) = F(yighv, Y = (gh k1),
por outro lado,

FQO)F(v) = (9, k,5)(h, j,1) = (gh, k, ).

Além disso, temos F(1,,) = F(viey; ') = (e,4,i). Logo, F é funtor.

Agora dado dois objetos i,j € 'l e um morfismo (h, j, i), definimos G : T2 — T dado por G(i) = x; e
G(h,j,i) = vjhv; 1 Por um processo anélogo ao que foi feito para F, prova-se que G também funtor. Mais
do que isso, temos que FG = I e GF = I;.. Portanto, obtemos um isomorfismo entre as categorias I' e
TH, ’

Para provar b), observe que pelo item a) temos KT' ~ KT . Assim, basta mostrar que as algebras KT'Z
e M,,(K H) sdo isomorfas. Para isso, utilizaremos o fato de que M,,,(KH) e KH Q@ M,,(K) sdo isomorfas,
logo, resta nos mostrar que KT'2Z ~ KH @ M,,(K), conforme segue:

Defina uma aplicagio K-linear ¢ : KI' — KH @y M,,(K) na base por 1 (h,i,j) = h ® E; j, onde
{E; ;}ij=12,.,m sdo as matrizes elementares em M,,(K). Note que {(h,4,5) : h € H,i,j = 1,2,...,m}
forma uma base para KI'Z e, como {E; ;j}i j—12. . m forma uma base para M,,(K), entao {h® E; ; : h €
H,i,j=1,2,...,m} forma uma base para KH ®x M,,(K). Assim, veja que ¢ € multiplicativa nos elementos

da base e portanto é multiplicativa, a saber
1#((97%]) : (hajv k)) = w(gh,% k) = gh & Ei,k = gh & Ei,jEj,lc = (g & El,j)(h & E',k) = ¢(9727J) : 1/1(}%37 k)

Assim, podemos concluir que 1 é um morfismo de algebras.
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Por outro lado, ¢ : KH ®f M,,(K) — KT'2 dada por ¢(h @ E; ;) = (h,i,j) é também um morfismo
de algebras, e ainda, ¢ = idxru e ¢ = idggg, M, (k). Portanto, temos KTH ~ KH @y M,,(K) e o
resultado b) segue. O

Observagao 2.3.4. Note que na Proposigao [2.3.3] ndo utilizamos em nenhum momento a hipétese de que

H é finito, ou seja a proposicao também é valida para grupos nao finitos.

Teorema 2.3.5. A dlgebra de grupoide KT'(G) € da forma

KT(G)= P cm(H)M,(KH), (2.11)
H<G

1<m<[G:H)

onde ¢ (H)M,, (K H) é a soma direta de ¢, (H) copias de My, (K H). Além disso, a sequinte formula recursiva

€ valida
enlit) = (6 Naany | (€3 71) 5o I Ao (D) (212)
m m—1 oy (G : N¢(B))
[B:H]|m
Demonstragao. A prova deste teorema pode ser consultada em [5]. ]

Exemplo 2.3.6. Analisando as componentes conexas do grupoide I'Z3 visto no exemplo temos que

KT(Z3) = K ® My(K) ® KZs.

2.4 A Algebra parcial e o produto cruzado

Definigao 2.4.1. Uma agao parcial de um grupo G em uma &lgebra comutativa A é uma agao parcial

a={ay:Dyg-1 = Dy}yeq tal que Dy é ideal da algebra e a, ¢ linear e multiplicativa, para todo g € G.

Antes de prosseguir, denotaremos por A X, G o produto cruzado (ou algebra parcial de grupo skew)
associado a uma agao parcial a de um grupo G em uma algebra comutativa A. Essa algebra é o espago

vetorial

Ax G =P Dyd,,

geG
onde os elementos J4 sao apenas simbolos para indexar a posi¢do dos elementos, como a multiplicacao dada

por

(agdg)(bhéh) = ag(agfl(ag)bh)égh.
O objetivo desta secao ¢ mostrar que a algebra parcial de um grupo K,,-(G) ¢ isomorfa, sob certas
condigoes, ao produto cruzado A x, G, onde A é uma algebra que especificaremos mais adiante. Essa

construgao pode ser consultada em [4].
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A algebra A %, G nem sempre ¢ associativa. O resultado a seguir, de [4], d& condigoes suficientes para a
associatividade do produto. Observamos que um ideal I de A é nao-degenerado se, dado a € I,a # 0, existe

b I tal que ab# 0 e ba # 0; e um ideal I é idempotente se 12 = I.

Proposigao 2.4.2. Se A é uma agdo parcial de um grupo G em uma dlgebra A tal que todo ideal D, €

idempotente ou nao-degenerado, entao G X A € associativa.
Demonstragao. A prova dessa proposicao pode ser consultada em [4]. ]

Lema 2.4.3. Seja o = {ag : Dy-1 — Dy,g € G} uma agdo parcial de G em uma dlgebra A tal que para
cada Dy,g € G € uma dlgebra com unidade 14. Entdo a funcio mo : G — A x G, dada por g — 146, € uma

representacao parcial.

Demonstragao. Primeiramente, segue da defini¢ao que 7, (e) = 1.0, 0 qual é a unidade de A x G. Vejamos
que 7o (97 ) Ta(9)ma(h) = Ta (97" )Ta(gh). Para tal, note que ag(1,-1) = 14 (segue do fato de a4 ser bijetora

e multiplicativa, para todo g € G), assim, por um lado temos

Ta(9™ ) Talg)malh) = (Ig-10g-1 - 190g) - 1n0n = ag-1(g(1g-1)1g)dc - 1nn
= agfl(lﬁ)ée . 1;7,(5}1 = agfl(lg)ée . 1h6h

= 15,7153 . lh(sh = ozgfl(ozg(lga)lh)éh = 1g*11h5h

Por outro lado,

Wa(gil)’ﬂ'a(gh) = 1g—159—1 . 1gh59h = agfl(ag(lgfl)lgh)dh = agfl(lglgh)&l, = 1971 lhéh.

Logo, 7o (9 ) ma(9)ma(h) = 7a(g~)ma(gh), para todos g, h € G. De maneira aniloga, verifica-se que
To(9)Ta(R)Ta(h™1) = ma(gh)ma (R71).

Portanto, 7, : G — A x G é uma representacao parcial. ]

A seguir, faremos o caminho contrario da proposi¢ao anterior, isto €, construiremos uma agao parcial do
grupo G, vinda de uma representacao parcial fixada.

Considere 7 : G — B uma representacao parcial de um grupo G em uma algebra com unidade B. Vimos
que os elementos e, = 7(g)m(g~") sdo idempotentes que comutam (demonstragao da Proposigao . Além

disso, valem as seguintes igualdades

W(Q)Eh = Eghﬂ'(g)’ Ehﬂ-(g) = 7T(‘g)‘fg*lfz'
Seja A a subalgebra de B gerada pelos €4, € G e para um elemento fixado g € G, defina D, := ¢,.A.
Lema 2.4.4. Os mapas o : Dy-1 — Dy, g € G, definidos por aj(a) = 7(g)an(g~t) sdo isomorfismos de

K —dlgebras, os quais determinam uma ac¢ao parcial o™ de G em A.
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Demonstracao. Por simplicidade, denote a™ = . Agora observe que A é invariante com respeito as fungoes

oy, pois A é gerado pelos elementos a = €, -+ - €4, com hy,...,hs € G. Por dizer,

T(9)en, - en.m(g™ ") = m(@)m(g™ egh, -+ €gh. = €gqny -+ €gn. € A.

Além disso, oy associa €5-1 a €4, pois

m(g)eg-1m(g™") = w(g)m(g  m(g)m(g™") = €geg = €.

Entao ay estd bem definida, para todo g € G.

Para ver que as fungoes a, sao homomorfismos de algebras, sejam a,b € D,-1, entao

ag(a)ay(b) = m(g)ar(g~")m(9)br(g™") = w(g)ac—1br(g~") = w(g)abr(g~") = ay(ab),

pois €,-1 é a unidade de Dg_l.

g
Entao o, ¢ homomorfismo de algebras, para todo g € G. Além disso, fixado g € G, temos que oy ¢é
isomorfismo de algebras, pois sua inversa é o -1

Agora vejamos que a = {ay : Dy-1 — Dy : g € G} define uma agao parcial. Sejam g,h € G e

a€ DN Dy, entdo a = epe,—1b, com b € A. Entao,

oy, (a) = m(h Yepeg-1br(h) = w(h ™ Hepm(h)ep-14-1b = €f-1€,-1,-1' € D gny-1>

com b’ € A. Logo, a; ' (Dy, N Dgy-1) € Dgpy-1, 0 que equivale a condigao ii) da Defini¢ao m

Finalmente, para a € agl(Dh N Dgfl), temos que €;,-1a = a€p-1 = a, como a € Dj,-1 e, entao,

g)m(h)ar(h™Hm(g~") = n(g)m(h)ac,-rm(h~")m(g™")

)7 (h)
g)m(h)ar(h™Hm(h)m(n~)r(g™") = n(g)m(h)ar (b~ )m(h)m(h~ g ™)

) (h)ae

)7 (h)

agoap(a) =7

Il
3

Il
3

- =2 = = =
Q

m(h)ae,-1m(h~tg™') = n(g)m(h)ep-ran(h 1 g™ )

= n(g)n(R)m(h~")m(h)ar(h~'g~") = w(gh)m(h~")m(h)am (h~ g™")

= n(gh)ep-ran(h™'g™!) = m(gh)am((gh) ") = agn(a)
o que nos da a condigdo iii) de Uma vez que D, = A e a, = idy, segue que o™ = {og : Dy-1 — Dy :
g € G} define uma agao parcial de G em A.
O

Proposicao 2.4.5. Seja o = {ay : Dy-1 — Dy : g € G} uma agao parcial de G em uma dlgebra A tal que
cada Dy, g € G € uma dlgebra com unidade 14. Seja A’ a subdlgebra de A x G gerada pelos 1,0.,9 € G.
Entao o mapa ¢, @ A — A dado por 140, — 1, é um monomorfismo tal que @ © Qg™ = 0y O Yo, pPara
todo g € G. Em particular, se A é gerada pelos elementos 14,9 € G, entio as agdes parciais o™ e « sGo

equivalentes.
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Demonstragao. Primeiramente, observe que ¢, € a restri¢ao do isomorfismo v : Ad. — A, dado por ad. — a,
logo é um monomorfismo de A’ em A.

Agora, de acordo com o Lema temos que m, : G — A x G, onde g — 140, é representagao
parcial. Ainda, pelo Lema[2.4.4] 7, induz uma acéo parcial na subalgebra de A x G, gerada pelos elementos

7o (9)7a (g™ ). Além disso,
Ta(9)Ta(g7") = 14641 ,-16,-1 = ag(ay-1(1g)1,-1)8e = 146,

ou seja, essa subélgebra ¢ justamente A’.
Um elemento qualquer de A’ pode ser escrito como a’d., onde a’ € Imyp,. A agdo parcial o™ ¢é dada
pelos isomorfismos a™ : D;,l — Dy, onde a'd > 146, -a’ - 151641 e Dy & o ideal de A" gerado por 1,0..

Para a6, € D;,l, temos

gpa(a;r“ (d'8.)) = gpa(1g5ga/1g715gf1) = gpa(ag(agq(lg)allgfl)ée)
= @a(ag(a/lg*)‘se) = O‘g(a/) = O‘g(SDa(a/(se)):
ou seja, Yo © AT = aG 0 Pa, Vg € G.

Por fim, se A é gerada pelos elementos 14, g € G, entao claramente ¢, : A" — A é um isomorfismo, o que

nos da a equivaléncia das agoes parciais o e a™. ]

Proposigao 2.4.6. Seja 7 : G — B uma representacao parcial e suponha que a subdlgebra A C B e a
acao parcial o™ de G em A sao como no Lema Entao o mapa ¢, : Ax G — B, definido por
d’ﬂ(deG agdy) = deg agm(g) € um homomorfismo de K— dlgebras tal que ¢ o mox = w. Em particular,

se ¢ € um isomorfismo, entao as representacoes parciais T e T SGo equivalentes.

Demonstragao. Uma vez que os elementos ayd, geram A x G, temos

Or(ag0y - brndn) = dr(ag(ag-1(ag)bn)dgn) = dx(m(g)ag—1(ag)bam(g™")dgn)
= ¢x(m(g)m(g™ agm(g)bam (g~ )dgn) = m(g)m(g~ " )agm(g)bum(g~")m(gh)
= egagm(9)brm(9” ) (g)m(h) = egagm(9)brey-1m(h)
= agegm(g)eg-1bam(h) = agm(g)e(g™" )bpm(h)
= agn(g)m(g~")m(9)brm(h) = agm(g)bpm(h)
= ¢r(agdy)dr(bndn),
ou seja, ¢r : A x G — B ¢ homomorfismo de dlgebras. Além disso, temos que ¢x o dor(g) = dr(egdy) =

egm(g) = m(9)m(g )7 (g) = m(g), para todo g € G, o que prova a igualdade ¢ 0 por = 7.

Por fim, se ¢, & um isomorfismo, segue que 7 e T, sdo equivalentes. O

Teorema 2.4.7. Seja A a subdlgebra de Kp,,(G) gerada pelos elementos €, = mo(g9)mo(g™) = [g]lg™1].
Entao o homomorfismo ¢, : A Xaro G — Kper(G) associado o representac¢do parcial mo : G — Kper(G),

dado por m(g) = [g], € na verdade um isomorfismo.
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Demonstragao. Segue da Proposigéoque Gry : AXG = Kpgr(G) € um homomorfismo. Pela Propriedade
Universal a representacao parcial oo : G — A X G, dada por mamo (9) = €4, nos d4 um homomorfismo
Y Kpar(G) = A Xamo G tal que ¥([g]) = g40,.

Por um lado, temos que ¢, 09([g]) = ¢r,(€40,) = €4bpio (34) = €4l9] = [9]l9~ ][9] = [g], para todo g € G,
entao ¢p, 01 ¢ o mapa identidade. Por outro lado, como D, é gerado por elementos da forma eg-€j,, -~ - -+ Eh

e como £404e,-10,-1 = £40,, temos que

Yo mo((eg-eny - en.)0g) = P((eg - ny -+ en)lg]) = »(lgllg™ Mhal[hy ] . [hs] (A5 ]lg))
= (€g5959—1 59_1)(5h16h15h1_15h1_1) . (Ehséhsehgl(shgl)sgég

2
= €¢0¢En,0c ... €p,0cEg0g = Eg€hy - - .En,0g = E¢Ehy - Endg.

Portanto, 9 o ¢, € o mapa identidade e consequentemente 1) é a inversa de ¢,, como queriamos. ]
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Capitulo 3

ACOES E REPRESENTACOES
H-GLOBAIS

Apesar do titulo envolvendo agoes e representagdes H —globais esse capitulo serd dividido em duas partes.
Na primeira parte seréd introduzido o conceito de globalizagao, tanto para a¢oes parciais quanto para repre-
sentagoes parciais. No caso de uma agao parcial de um grupo G em um conjunto X uma globalizagao nada
mais é do que uma acgao global de G em X, com algumas condi¢oes a mais. Analogamente, no caso de repre-
sentagoes parciais, uma globalizagao é uma representagao global a qual a restrigao é a representagao parcial
inicial, sob algumas condigbes que serao especificadas. Nesse sentido, provaremos que toda acao parcial e,
analogamente, toda representagio parcial possui uma tnica globaliza¢ao (a menos de isomorfismo, é claro).

Na segunda parte do capitulo, o estudo é voltado as representagoes parciais H —globais. Uma representacao
parcial H—global nada mais é do que uma representagao parcial de G em que a restricao a um subgrupo H é
uma representacao global. Esse tipo de representagao possui algumas propriedades e relagoes interessantes,
além disso, apresentaremos uma construcao geral de exemplos de representacoes H —globais, originadas a
partir da restri¢ao da representacao induzida de G, o que esta relacionado com a primeira parte do capitulo.
Este capitulo é baseado no artigo [3], mas com algumas consultas no artigo [8], que serao mencionadas no

texto.

3.1 Globalizagao (agoes parciais)

Defini¢ao 3.1.1. Dada uma acao global (Y, ) de um grupo G, isto ¢, um homomorfismo 8 : G — Sym(Y),

e um subconjunto X C Y, definimos a restri¢ao o = ({Xg}gea, {ag}gec) de (Y, ) em X por
R1) X, :=XNgG,(X),Vg € G.

R2) ay: Xg1 = Xg,a4(x) = By(x), Vo € Xy
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Lembre que a restrigdo de uma agao global de G em (Y, 3) em um subconjunto X C Y é na verdade uma
acao parcial de G em X, conforme a Definicao e Exemplo O objetivo agora é mostrar que toda

acao parcial é uma restricao de uma agao global.

Definigao 3.1.2. Uma globalizagao de uma agao parcial o de um grupo G em um conjunto X ¢é uma tripla

(Y, B,¢) na qual
G1) Y é um conjunto e 8 : G — Sym(Y) é uma agao de G em Y
G2) ¢: X — Y é uma funcao injetora;
G3) Para todo g € G, ¢(Xy) = ¢(X) N By(p(X));
G4) Vo € X,1, temos p(a(z)) = By(e(x));
G5) Y = | By(p(X)).
geG

Teorema 3.1.3. Para toda agao parcial o de um grupo G em um conjunto X existe uma unica globalizagao

(a menos de isomorfismo).

Demonstragao. A demonstragao da existéncia dessa globalizagao pode ser consultada em [8, Teorema 3.5],
no entanto, daremos alguns detalhes dessa construcao a seguir.

Dada uma agao parcial & = ({D:}teq, {at te) de G em X, podemos definir uma relagdo de equivaléncia
em G x X dada por

(g,%) ~ (h,y) <= x € Dy1y, e ap-14(z) =y.

Agora seja Y = (G x X)/ ~ e denote por [g,z] a classe de equivaléncia de cada (g,2) € G x X. A fungéo
¢ : X =Y dada por x — [e,x] ¢ injetiva, assim, podemos identificar X como a sua imagem X' = ¢(X).

Além disso, é possivel obter uma acao global de G em Y descrita por
ﬂg([h,l’]) = [gh7x]7v97 h S G,VI’ € X:

a qual satisfaz ¢(Dgy) = B4(0(X)) N(X). Assim, a tripla (Y, 3, ¢) € a globalizagao de o.

Quanto a unicidade, suponha que existe outra globalizagao (Y, 8, ¢") edefina v : Y — Y por (8,4 (¢(2))) :=
By(¢'()), para todo g € G ez € X.

Observe que 9 estd bem definida:

De fato, se Bq(p(x)) = Br(e(y)), para g,h € G e xz,y € X, entdo aplicando -1 em ambos os lados e

utilizando o fato de que # é homomorfismo de grupos, obtemos

Br-14(p(2)) = 0(y),

mas por G4), temos que @(ay-14(x)) = ¢(y). Além disso, por G2), concluimos que ay-1,(x) = y.

Diante disso, temos
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Bh-1By (' (%)) = B14 (' () = ¢’ (an-14(x)) = ¢'(y),

o que nos da 3, (¢'(z)) = B, (¢ ()
Por fim, de G5) temos que v ¢ unicamente determinada e, por G4), temos que ¥ o ¢ = ¢’. O resultado

segue.

O

3.2 Globalizagao (representagoes parciais)

Observagao 3.2.1. Note que dada uma representacao parcial (V,m) de G, definindo V, :=¢(g)(V) e oy :=

7(9)|vg-1 : Vy-1 = V4, para todo g € G, temos uma acao parcial a« = ({Vy}geq, {agtgea) de G em V.

O resultado a seguir é inspirado na chamada “T—condition” apresentada na Defini¢ao 3.1 e na Proposigao

3.3 de [2], bem como no artigo [1].

Proposigao 3.2.2. Seja (U, p) uma representagao global de um grupo G em um espago vetorial U e T : U —

U wma transformacdo linear satisfazendo T?> =T e

ToTly=T,0T, Vged, (3.1)

onde Ty = p(9)Tp(9~"). Entdo o par (7, T(U)), onde 7 : G — EndT(U) ¢ dada por w(g)(v) = T(p(g)(v)),

para todo g € G e v € V' é wma representa¢ao parcial de G.

Demonstragio. Primeiramente, como T2 = T entdo T'(v) = v, para todo v € T(U). Com efeito, se v € T(U),
existe u € U tal que T'(u) = v. Aplicando T' em ambos os lados, obtemos T2 (u) = T'(v), mas T?(u) = T'(u) =

v. Segue que T'(v) = v, para todo v € V. Diante disso, obtemos

m(e)(v) = (T'o p(e))(v) = (T 0idy)(v) = T(v) = v,

ou seja, m(e) = idp ).

Agora sejam g,h € G e v € T(V), entdo
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m(h)m(g)m(g~")(v) = m(h)m(g)(T o p(g~")(v))
=7(h)((T o p(9))(T(p(g~")(v)))
= (T o p(h)) o (T(p(g)) o T(p(g~")(v))
= To p(B)(T o T,)(v)
=T o p(h)(T, o T)(v)

=Top(h)(p(9)Tp(g~") o T)(v)

=To p(hg)ﬂ'(g_l)(T(v))
=T o p(hg)m(g™")(v)
= m(hg)m (g~ ") (v).

De modo andlogo obtemos que 7(g~ )7 (g)m(h) = m(g~ )7 (gh). Portanto, 7 é uma representacio parcial

de G, como queriamos. O

Observagao 3.2.3. Analisando a demonstra¢ao da proposi¢ao anterior, note que a condigao (3.1)) s6 precisa
ser satisfeita na imagem de T e nao em todo o espago U. Essa observagao ¢ uma boa motivagao para a

defini¢ao a seguir.

Definicao 3.2.4. Seja (U, p) uma representagdo global de um grupo G em um espago vetorial U, e sejam
p:V = Uer:U — V duas transformagoes lineares tais que Top = idy . Considere a fungao 7 : G — End V'

definida por

7(9)(v) = 7(p(9)(¢(v))),

para todo v € V e para todo g € G. Dizemos que (V, ) ¢é a restricdo da representagao global (U, p) em V

via p e T se
RR1) (V,7) é uma representacao parcial de G;

RR2) para todo g € G e v € Vy-1 :=m(g~")7(g)(V) temos que

Segundo o artigo [3], Observacao 2.16, ¢ dito que ao tomar T' = @ o7 : U — U, as condigdes RR1) e
RR2) sao equivalentes a igualdade (3.1]) ser satisfeita para todos os elementos em ¢(V) C U. Baseado nisso,
demonstramos a proposicao a seguir. No entanto, percebemos que ¢ possivel enfraquecer tais hipoteses,

conforme segue.
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Proposigao 3.2.5. Considere a transformacao linear T : U — U, dada por T = @ o 1. Afirmamos que as
condi¢oes RR1) e RR2) da Defini¢ao sao vdlidas se, e somente se, T satisfazer a igualdade (3.1), para
todo g € G e para todo v € Imep.

Demonstragdo. Primeiramente, observe que T2 = T, ja que 7o ¢ = id. Agora, seja v € Ime, entdo existe

u €V tal que v = p(u). Assim,

(T oTy)(v) = (poT)o(plg)o(por)op(g™))(e(u)
=(por)o(plg)opom(g™h))(u)

" (por) o (plg) o ) o (mlg™) og) o (g ) )

"2 (por)o(plg) o plg™) 0 @) o (nlg™ ") o mlg) o (g ™)) (w)
= (poTogp)o(m(g)om(¢g))(u)

= (pom(g)om(g™"))(u)

=(p(g)oplg™ ) o(pom(g)om(g™))(u)

2 (p(g) 0 p) o (m(g™") o m(g) 0 m(g™H)) (u)

"2 (p(g) o pomlg™))(w)

=p(g) o (poToplg™)op)(u)
=(p(g)o(poT)op(g™))o(poTop)(u)

= (T, 0T)(v).

Logo, T satisfaz a igualdade (3.1).

Reciprocamente, suponha que 7' = ¢ o 7 satisfaz a condigao , para todo v € I'mep. Afirmamos que
7 : G — EndV definida por 7(g)(v) := 7(p(g)(¢(v))) satisfaz RR1) e RR2).

Com efeito, uma vez que 7(e)(v) = 7(p(e)(p(v))) = T(idy (p(v))) = T(p(v)) = v, segue que 7(e) = idy.

Agora sejam g,h € G e v € V, temos
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m(h)m(g)m(g~")(v) = (x(h) o m(g)) o (T 0 plg ™)) (¢ (v))
= (m(h)o1) o (p(g) o p) o (1o p(g™))(p(v))
= (Top(h))o(por)o(p(g)ow)e(Toplg™))(p(v))
= (rop(h))o(Top(g)oT)o(p(g™") o p)(v)
= (Top(h))o (T oTy)(p(v))
= (top(h))o (TyoT)(p(v))
= (Top(h))o(plg)oT)o(p(g™") 0 p)(v)
= (top(hg)) o (por)o(plg™) o p)(v)
=m(hg) o (Top(g™") o p)(v)
= 7(hg)m(g~")(v).

Analogamente, temos m(g')m(g)m(h)(v) = 7(g~)m(gh)(v), para todo v € V e portanto 7w é uma G-
representagao parcial, isto é, satisfaz RR1).

Por fim, vejamos que  satisfaz RR2), isto &, p(7(g)(v)) = p(g)(¢(v)), para todo v € V-1 :=m(g~ ") (g)(V).

De fato, seja v € Vy-1 := m(g~)m(g)(V), entdo existe u € V tal que v =m(g7")(7(g)(u)). Logo,

p(9)((v)) = (p(g) 0 @) o (w(9™") o (m(g))(u)
= (p(g) o p) o (nlg™) oT) o (p(g) 0 9)(u)
= p(g) o (p7) o (p(g™ ") o o7 0 p(g)) () (u)
p(g) o (T o Ty-1)(p(u))
p(g) o (Ty-1 o T)(p(u))
(9) 0 Ty=—1)(p(u))
p(g) e plg™)) o (T o p(g))(p(u))
=T (p(9)(¢(w)))
= (poT)o(p(g)(e(u)))
= p(m(g)(u)).

(p
= (

No entanto, (g) (u) = 7(g)m(g~")(g)(u) = 7(g) (v), assim segue que p(r(g)(w)) = (r(g)(v)) e portanto,

vale que

p(9)(p(v)) = ¢(r(g)(v)),

para todo v € V-1 e a propriedade RR2) ¢ satisfeita. O
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Observagao 3.2.6. Para provar a veracidade da igualdade , assumimos que as condi¢oes RR1) e RR2)
sao validas. No entanto, observe que na demonstracao apresentada nao foi necessario assumir a condigdo
RR1), basta pedir que n(g9)m(¢~")m(g) = 7(g), para todo g € G. Por outro lado, vimos que se vale a
identidade entdo sao validas RR1) e RR2), em particular vale que 7(g)m (g~ )m(g) = 7(g), para todo

g € G. Nesse sentido, temos o seguinte diagrama de implicagoes:

RR2) +7(g)m(g Y )7n(g9) = 7(g),Yg € G TyoT =ToTy,VgeG

\/

RR1)

Exemplo 3.2.7. Seja (Y, ) uma agao global de um grupo G em um conjunto Y. Seja X C Y um sub-
conjunto, e seja (X, «) a restri¢ao de (Y, 8) para X. Relembrando a definigdo vamos mostrar que a
linearizacao (C[X], &) de (X,a) é na verdade a restricio da linearizacio (C[Y],3) de (Y, ) via a inclusio
¢ : C[X] — C[Y] e a projecao 7 := Px : C[Y] — C[X].

Fixando g € G, para todo z € X,

se ¢ X,-1; B 0, se xe€Xg;

0,
a(g)(x) = a,(P. Tr)) =
(9)(x) o X*"fl( ) ag(z), se T € Xg1. By(x), se T € Xga.

Por outro lado,

0, se () ¢ X;
Bg(x), se Pg(z) e X.
Mas, f4(x) € X se, e somente se, z € X N B;l(X) = X,-1. Portanto,

T(B(9)(p(2))) = 7(By(2)) =

a(g) =10 B(g) o p,Vg € G.

Uma vez que a fungao & : G — End C[X] dada por &4(g) := TOB(Q) o é linearizacao, segue da Proposicao

que & é representagao parcial de G em C[X]. Além disso, para todo g em G, temos

C[X]g-1 = a(g™")a(9)(CIX]) = a(g™)(CLX N By(X)]) = ClBy-1(X) N X] = C[Xy1]

e para todo = € X, 1, p(a(g)(2)) = &(9)(x) = ay(w) = B, (x) = Blg)(x) = Blg)(¢(x)), entdo (C[X],4) é na

verdade a restri¢ao de 3 para ClX]viaper.

Defini¢ao 3.2.8. Uma globalizagdo de uma representagao parcial (V,7) de um grupo G é uma quadrupla

(U7 Py P, T)7 onde
GRI1) (U, p) é uma representagao global de G,
GR2) (V,m) é a restrigao de (U, p) via ¢ e T,

GR3) Para toda quadrupla (U’,p’,¢’,7") satisfazendo (GR1) e (GR2) existe um tnico G—homomorfismo
¥ : U — U’ (isto &, ¢ ¢ linear e ¥ o p(g) = p'(g) o ¢) para todo g € G) tal que pop=¢' e oth = 7.

47



Teorema 3.2.9. Toda G—representagao parcial (V, ) tem uma dnica globalizagao (U, p, ¢, T) a menos de um
isomorfismo canoénico, isto €, se (U',p',¢',7') € outra globalizagao, entao existe um tnico G—isomorfismo

YU —=U tal quepop=¢ et o) =7.

Demonstragao. Seja (V,7) uma G—representagao parcial. Definindo V, := n(g)m(g~!) para todo g € G.
Considere, no C—espago vetorial C[G]®V, o subespago Z gerado pelos vetores da forma {g@v—h@m(h~1g)(v) :
g,h € G,veVy,}esejal = (C[Gl@V)/Z

De maneira natural, temos que C[G] ® V' é uma representacdo global. Isso induz uma estrutura de
representacio global (U, p) de G em U dada por p : G — GL(U), com p(g)(h ®v) = gh® v para todos
g,h € GeveV,ondet denota a classe de t € C[G] @V em U.

Para checar que p esta bem definida, é suficiente notar que Z é uma G—subrepresentacao: dados g, h, k € G

ev € Vj-1;, temos

gh@v—gk@n(k™'h)(v) = gh®@v—gk@n(k'g'gh)(v) = (gh) @ v — (gk) @ 7((gk) " (gh))(v) € Z,

0 que prova que p esta bem definida.

Note ainda que as funcdes p(g) sao, de fato, invertiveis, pois p(g) ! = p(g~1).

Considere agora as fungdes ¢ : V. — U e 7 : U — V definidas por ¢(v) == e®v e 7(g @ v) := 7(g)(v)
para todo v € V. Para mostrar que 7 estd bem definida, observe que é suficiente mostrar que Z C ker T,
onde 7: C[G] @ V — V & dada por 7(g @ v) = 7(g)(v).

Sejam h,k € G e v € Vj—1;, = w(h™'k)m (k= h)(V), temos, utilizando o fato de que (V, ) é representagao

parcial, que

7(h@v) = n(h)(v) = a(R)r (k" k)m (k= h)(v) = 7 (R)m (k= h) = )m (k™ ) (v)
= w(h(k™'h) (k" h) (0) = w(k)m (k" h)(v) = F(k @ 7(k~h)(v)),

ou seja, 7(h®@v —k®@n(k~*h)(v)) = 0. Como os geradores de Z sdo da forma h®@v —k @ 7(k~1h)(v), segue
que Z C ker 7 e entao existe uma tunica fungao linear de U para V' que satisfaz ¢ ® v — 7(g®@v) e esta fungao
é justamente 7.

Diante do que foi dito, afirmamos que (U, p, ¢, T) é uma globalizacao de (V, ).

De fato, ja provamos que (U, p) é representacao global de G, logo GR1) da Defini¢ao esta provado.
Para provar GR2), primeiramente observe que por hipotese ja temos que (V, ) é representacao parcial de G

e que T o ¢ = idy, pois

(top)(v)=1(e®@v)=m(e)(v)=v, YveV.

Além disso, por construcao temos 7(p(g))((v)) = m(g)(v), assim, para todo v € V-1, temos

p(m(g)(v) =e@m(g)(v) =g@v=p(gle@v=p(g)(pv)).
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Logo, (V,7) & a restrigdo de (U, p) via ¢ e 7, 0 que prova GR2).
Para provar GR3), seja (U’, o', ¢’, ') outra quadrupla satisfazendo GR1) e GR2). Se existir uma aplicagao

linear ¢ : U — U’ satisfazendo GR3), entao ela é unicamente determinada pela propriedade de que 1 (p(v)) =

¢'(v), para todo v € V. Entéo, (e ®v) = ¥(p(v)) = ¢'(v). Além disso, ¢(p(g)(u)) = p'(9)(¢(u)), para
todou € U e g € G, entao

(g @v) = P(p(g)(e ®0)) = ¥(p(9)(e(v))) = p'(9) (Y (V) = ¢ (9) (&' (v)).

Isso mostra a unicidade de 1 e sugere uma maneira de defini-la: seja P ClGl®V — U’ dada por
V(g @) = p'(g)(¢' (v)), para todo g € G e para todo v € V. Afirmamos que essa funcio leva geradores de
Z para 0.

De fato, se g,h € G e v € V-1, entao

U(g@v) = p'(g)(¢' () = p (W) (' 9) (¢ (v) = o' (W)(&' (' (h ™ g) (v)) = d(h @ 7' (h™ g)(v)).

Portanto, a fungéo ¢ : U — U’ dada por (g ® v) = p'(g)(¢’(v)) esta bem definida. Note ainda que por
construgao 1 € um G—homomorfismo e 1) o p = ¢’.

Finalmente, a propriedade de que 7/ o ¢ = 7 segue do fato de que U = Z p(9)(e(V)) e de
geG

7(p(9)(p(v))) = w(g)(v) = 7'(p'(9)¢'(v)) = 7'(p'(9) (¥ ((v)))) = 7' (W (p(9) (¢(v)))),

0 que prova a existéncia de 1, completando a prova de GR3).

Corolario 3.2.10. A globalizagao (U, p,p,T) de wma representacao parcial (V,m) satisfaz

GR3") U= p(g)(»(V));

geG

GR4’) Para toda quddrupla (U',p', ¢, 7") satisfazendo (GR1) e (GR2), a aplicagao

b(p(9)(p(v)) = p'(9)(¢'(v),Vg € G, Vv €V

nos dd uma transformagao linear bem definida ¢ : U — U’.
GRY’) ¢ satisfaz 7' o) = 7.

Além disso, uma quddrupla (U, p, @, T) satisfazendo (GR1), (GR2),(GR3") e (GR4") é uma globalizagao.
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3.3 (G-—representagoes parciais H—globais
Definicao 3.3.1. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entao

e Uma G—agao parcial o = ({X,}g4eq, {0g}geq) em um conjunto X é chamada H—global se Xj, = X

para todo h € H.

e Uma G —representagao parcial (V,7) é H—global se a restrigdo de m a H é uma representagao global

de H.

Exemplo 3.3.2. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Existem pelo menos duas G—representacoes

parciais H—globais.
(a) Qualquer G—representagao global é obviamente G— representacao parcial H-global.

(b) Seja (W, p) uma representagao global de H. Entéo construimos uma G-representacao parcial H—global

(W, p) da seguinte maneira: defina

0, se geG\H,;
p(g), se ge€H.

plg) ==

Lema 3.3.3. Seja (V,7) uma G-representacao parcial H—global. Entao para todo g € G e h € H, temos

m(gh) = w(g)m(h) e w(hg) = m(h)7(g). (3.2)

Demonstra¢ao. Com efeito, dado g € Ge h € H

w(gh) = w(gh)m(e) = m(gh)m(h~")n(h) = m(gh~"h)m(h) = w(g)m(R).

Analogamente, temos que 7(hg) = w(h)n(g),Vg € G,h € H. O

Corolario 3.3.4. Seja (V, ) uma G-representagao parcial H—global. Entao para todo g € G e h € H, temos

m(gh)m((gh)™") = m(g)m(g ") (3.3)

Demonstracao. Dados g € H e h € H, entao

m(gh)m((gh)™") = w(gh)w(h~"g~") = w(g)m(R)m(h " )w(g~") = w(g)m(g7).
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Definigao 3.3.5. Sejam G um grupo e (V,7) uma G—representagdo parcial. Definimos o globalizador

H(V)=H(V,m) de V como sendo

H(V):={g € G:n(g) é invertivel }.
Proposigao 3.3.6. H(V) é subgrupo de G.

Demonstragio. E claro, pois dados g,h € H(V) entdo

w(gh™) = w(gh™x(h)n(h ) = w(gh Wyr(h ™) = w(g)m ().

Como m(gh~1) é composigao de transformagoes lineares invertiveis entao 7(gh 1) & invertivel, logo, gh~! €
H(V).
Portanto H(V') é subgrupo de G. O

Proposigao 3.3.7. Sejam G um grupo, (V,n) uma G— representagdo parcial e H subgrupo de G entao (V, )
é H—global se, e somente se, H é subgrupo de H(V).

Demonstragao. Se (V,m) ¢ H—global entdo a restrigdo de m a H é uma representagao global de H, isto &,
w(h) é invertivel para todo h € H. O que nos mostra que H C H(V) e como H é grupo com a mesma
operagao de H(V'), segue que H é subgrupo de H (V). Reciprocamente, se H é subgrupo de H(V') entéo 7 (h)
¢ invertivel para todo h € H, o que implica na restri¢do de m a H ser uma representacdo global, logo, (V, )

é H—global. O

Observagao 3.3.8. A proposigao anterior nos diz que H(V') é o maior subgrupo de G que age globalmente

em V via (V,7).

Exemplo 3.3.9. Seja K um subgrupo de G e considere a agdo de G nas classes laterais a esquerda G/K de
K dada pela multiplica¢ao a esquerda, isto é, § : G — Sym(G/K), onde 8(g)(hK) = (gh)K. Seja A C G/K
um conjunto de classes & esquerda e seja « a restricao de § em A, o que nos da uma G—agao parcial, por

dizer, a = ({Ag}gea, {ag}geq), com
o A, =ANpBy(A) = AngApara todo g € G
o oy : A1 — Ay dada por ay(x) = fy(x), para todo z € Aj-1.

Definindo o subgrupo K4 :={g € G : gA = A} C G, afirmamos que a G— agado parcial o é H—global se,
e somente se, H é subgrupo de K 4.

De fato, se o é H—global entdo A, = A, para todo g € H. Mas por definicio 4, = A N gA, logo,
A= ANgA, ou seja, A C gA. Por outro lado, uma vez que o grupo G é finito entdo G/K ¢é finito, logo, A é
finito e assim gA tem a mesma cardinalidade de A. Dito isso, como A C gA, segue que A = gA.

Reciprocamente se H é subgrupo de K4 entdo gA = A paratodo g € H. Assim, A; = ANgA = ANA = A,

para todo g € H, o que mostra que « ¢ H—global.
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Exemplo 3.3.10. Considere agora a linearizacao (C[4],&) de a. Afirmamos que o globalizador H(C[A])
dessa G—representacao parcial é o grupo K 4.

De fato, seja g € H(C[A]), como G&(g) é invertivel, segue que ker &(g) = {0}. Mas se &(g) ¢ injetora entao
PAW1 também é injetora e isso ocorre se, e somente se, A = g7 A, logo, A = gA. Assim, g € K 4.

Por outro lado, se g € K4 entdo gA = A. Assim, vale que A1 = AN g 'A=ANA = A, entdo

L. Assim,

a(g)(x) = ag(z), Yo € A. Logo, a(g) ¢ invertivel e sua inversa ¢ dada pela fungao a(g)™" = oy

g € H(C[A]).
Portanto, segue que H(C[A]) = K 4.

Antes de iniciar o proximo exemplo, vamos fixar algumas notagdes. Para cada natural n, denote [n] :=

{1,2,...,n}, e para cada I C [n], seja
SI={oeS,:0(I) =1},

entao por exemplo, S? = sl e gl — g\ v g s, 1~ S, 1 C S,

Mais geralmente, para cada k € {1,2,...,n — 1}, considere Sy X Sp_j =~ Sq[«bk] = Sy[ln]\[k]. Queremos
descrever as agbes de S, nas classes a esquerda de S, /(S X Sn—x). Para tal, observe que, dado o € S,, e
I C [n], temos 0SL = {0 € S, : 0(I) = o(I)}.

De fato, se 7 € oS} entdo 7 = o7/, para alguma 7’ € S.. Como 7/ € S! entdo 7/(I) = I, aplicando o,

1 em ambos

temos 7(I) = o7/(I) = o(I). Por outro lado, se T € S,, e satisfaz 7(I) = o(I), entdo aplicando o~
os lados, obtemos o~ '7(I) = I, logo, T € 0S%, pois 7 = o(c717).

Portanto, para cada p € 5, vale que

p(0Sy) =78, = po(l) =7(I),
se, e somente se, p associa o subconjunto o(I) C [n] ao subconjunto 7(/) C [n]. Assim, podemos identificar
(]

as agoes de S, nas classes a esquerda de Sy" com as agoes de S, em

([Z]> = {AC[n]:|A| =k},

via oS e o([k]). Note que ao considerar k = 1, podemos identificar as agdes de S,, nas classes S, /Sn—_1

como sendo a agao de S,, no conjunto ([?]) = [n].

Exemplo 3.3.11. Neste exemplo, defina Y := {A € ([g]) :1le A} ¢ ([721]) e denote por « a S, —acao parcial

em Y que ¢é obtida da restrigao da S,,— acao global em ([72’]). Por exemplo, para n = 4, temos

(5) - s e e s, Y = (L2} (L3} (1.4]).
logo,
Yooy =Y N (12) - Y = {{1,2},{1,3}, {1,4}} n {{1,2},{2,3},{2,4}} = {1,2}, enquanto que, Yio34) =
({120, {131 (141} 0 ({13}, {1, 4}, {1.2}} = V.
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Agora que ja estamos acostumados com a agao de S, em Y, afirmamos, na notagao do Exemplo [3.3.10)
1
que KY - 7[L ] .

De fato, primeiramente escreva Y = {{1,j},j € [n] \ {1}} e seja o € S}, isto &, o(1) = 1. Assim, temos

oY = {o(1).0()}.d € [\ {13} = {L.o()}.d € )\ {1}} & ({1 k). k € o]\ {1}} =Y.

(*) Segue do fato de que Sl = glPMIY ¢ 5 6 uma bijecao. Logo, sl ¢ Ky.

Por outro lado, seja 7 € Ky entao 7-Y =Y. Nesse sentido, seja {1,j} € Y entdo existe um k € [n] \ {1}
tal que 7({1,7}) = {1,k}. Mas 7({1,7}) := {7 (1), 7(y)}, logo, temos que 7(1) =1 ou 7(1) = k.

Suponha por absurdo que 7(1) = k, entao obrigatoriamente temos 7(j) = 1. Agora seja l € [n] \ {1}
diferente de j, aplicando 7 em {1,1} € Y obtemos 7 - {1,1} = {7(1),7(l)} = {k,7(l)}. Como 7 € Ky entao
{k,7(1)} € Y, ou seja, 7(I) = 1, mas isso é uma contradigao, pois 7(j) = 1 e 7 é bijecao.

Concluimos que 7(1) = le 7 € 57[11]7 segue da arbitrariedade de 7 € Ky que Ky C 57[11] e portanto

W = Ky. Assim, o globalizador da linearizacio (C[Y], &) dessa S,— agao parcial v & S}.

3.4 Uma construcao geral de exemplos

O objetivo desta segao é dar uma construgao geral de uma classe de exemplos de G— representagoes

parciais H—globais. Para tal, considere um grupo finito G e dois subgrupos fixados H e K. Escreva

G = |_| g; K como uma uniao disjunta de classes & esquerda de K e seja A C G tal que hA = A e Ak = A,
i=1
para todo k € K e h € H. Denote por A/K o conjunto de classes & esquerda de K contida em A e seja

(W, p) uma representacao global de K. A partir disso, podemos construir uma G—representagio parcial , a
qual é H—global, conforme segue.

Primeiramente considere a representacao induzida (Ind% W, 6), onde Ind% W =~ C[G] ®cx) W, ou seja,
0 : G — EndInd$ W é dada por 0(g)(h ® w) = gh ® w. Decompondo Ind$ W como um espago vetorial

obtemos

mdf W~ € we,
9. KeG/K

onde W9 ¢ o subespago Cy, K ®c[x) W correspondente a classe g; K.

Para cada i = 1,2,...,n, seja ¢; : W — Wy, o C-isomorfismo linear definido por ¢;(w) := g; ®cx] w,
para todo w € W. Considerando o subespago W4 := @ W9 podemos definir 7 : G — End W4 da
giKEA/K

seguinte maneira: para todo g;K € A/K e para cada © € W9 definimos

0i(p(k)(¢; ' (x)), se ggi =gjk,ke K, e g;K € A/K,

0, caso contrario.

m(g)(z) == (3.4)
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Proposigao 3.4.1. O par (Wa,w) € restricao da representagao G—global Ind%; W ao subespaco Wa, via

mnclusao ¢ e a projecdo T : Ind?( W — Wy, onde ker T = @ Wi,
9iK¢A/K

Demonstracao. Sejam ¢ @ Wy — Indf(W a inclusao e 7 : Ind?{W — W4 a projecao, onde kert =

@ W9 Mostraremos que 7(g)(xz) = 7(0(g)¢(z)), para todo g € G e x € W4, conforme Defini¢ao
gi KgA/K
Além disso, mostraremos que ToT, =T, 0T, onde T = po1 e Ty =0(9)T0(g~"). Assim, o resultado

segue da Proposicao [3.2.5
Uma vez que 7, ¢ e 0 sdo lineares, é suficiente mostrarmos que a igualdade 7(g)(x) = 7(6(g)¢(x)) € valida

para x da forma g;7 ® w € W4. Dito isso, seja g € G, temos

T R@w,  se ire A/K,
(B ((@) = T(0(9)(@)) = 7Ol gir @ w)) = rlggir ww) = | T % 997 €A
0, caso contrario.

Por outro lado, note que podemos escrever x = g; ® p(r)w, assim

m(9)(x) = 7(9)(g; ® p(r)w) = ¢;((p(k)(d; (9 © p(r)w)))
= ¢ ((p(k)(p(r)w)) = g; ® p(k)p(r)w = gjkr @ w
ggir @ w, se ggir € A/K,

0, caso contréario.

Logo, ¢ valido que 7(g)(z) = 7(6(g9)¢(z)), para todo z € Wa e g € G.
Agora vejamos que (T o Ty)(z) = (T, o T)(z), para todo g € G e € Imy. De fato, seja = da forma
gik ® w, entao

(T oTy)(x) = T(0(T(0y-1(x))) = T(0g(T(0g-1(9:k @ w)))
=T(0,(T(g™ " gik ® w))

x, se gkeAgltgKeA/K,

0, caso contrario.

Por outro lado,

(T o T)(w) = 0y (T (0g—1(T(x))) = Oy (T (041 (T(g:k @ w))))

xz, se gkeAglgKecA/K,

0, caso contrario.

Portanto, T'o T, = T, o T e o resultado segue. O

Proposigao 3.4.2. A funcio m : G — End Wy definida anteriormente é uma G—representagao parcial

H—global.
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Demonstragao. Pela proposi¢ao anterior, o par (Wa,m) é restri¢ao, logo, vale RR1) e portanto 7 : G —
End W4 é G—representagao parcial . Resta-nos mostrar que m é H—global.

Seja h € H, veremos que m(h) é invertivel.

De fato, como para cada © € Wy, existe i = 1,2,...,n tal que ¢;K € A/K e x = ¢;(w), para algum
(tinico) w € W. Além disso, como hA = A, para h € H, vale que hg; = a, para algum a € A. Mas, A = Ak,
sempre que k € K, logo existe j = 1,2,...,n tal que g; € A tal que a = gj;k.

Diante do que foi dito, temos hg; = g;k, k € K e g; € A/K. Nesse sentido, obtemos que a expressao
para 7(h)(z) é dada por ¢;(p(k)((¢; *)(z))). Ora, mas entdo m(h) é invertivel e sua inversa ¢ dada por
gi0p(k~1) o g7

Portanto, concluimos que 7 é uma G—representagao parcial H—global. ]

3.5 Algumas propriedades sobre representacoes parciais

Esta se¢ao tem como objetivo complementar e generalizar algumas propriedades vistas na secao sobre
G —representagoes parciais. No entanto, daremos énfase as propriedades voltadas a G—representagdes parciais
H—globais. Os resultados que serdo apresentados a seguir podem ser consultados em [3].

Sejam G um grupo, V' um espago vetorial, 7 : G — End V uma G —representagao parcial e A C G. Vimos

no capitulo 2, especificamente a partir de que o operador definido por

Py:=[[rlone™ - [] (1 ==lg)m(¢™")

geA geG\A

satisfaz as seguintes propriedades:

1. Os elementos do conjunto {P4}ace s@o idempotentes ortogonais.

2. Z Py =1.

A€P(G)
Dito isso, definindo V4 = P4(V), entdo teremos a decomposicio

v= p vA (3.5)

A€eP.(G)
Observe também que se, além disso, tivermos um homomorfismo ¢ € Homg(V,U) entre duas G—representagoes

parciais (V,7) e (U,n) (por dizer, n(g)e(v) = ¢(m(g)(v)), Vg € G), entdo

P(p(v) = p(P3(v),v €V,

Assim, definindo V4 := PJ(V) e U# := P} (U), temos as decomposicdes

v= p v* e v= p vt

AEP(G) AcP.(G)

95



e p(VA) C U4, para todo A.
Notagao: No paragrafo anterior, utilizamos a notagao PZ para denotar o operador P4, mas correspon-

dente a uma G —representagao parcial  : G — End U, isto é,

Pi=T1In@me" - I @ =nlgnig™").

geA geEG\A
No entanto, essa notagao sera apenas para evitar confusao, ou seja, resultados em que sao mencionadas

mais do que uma G'—representagao parcial e o operador P4 correspondente a elas.

Lema 3.5.1. Seja (V,m) uma G—representacao parcial H—global. Entdo Pap = Pa, para todo A € P.(G) e
he H.

Demonstragao. Fixando A € P.(G) e h € H, temos que para todo t € Ah, existe um g € A tal que t = gh.
Dal,

Pap = [[ #®)=t™) - J] A -=t)xt)

teAh tEG\Ah
— [ =emrrg™ - T] (1 =r@rt")
geEA teG\Ah
BZTT w(g)r()mnh (g™ - T (1 —n(®)mt)
geEA teG\Ah
I1~@r™- ] -
geA teG\Ah
DT org™ - T a-nlsh)m((sh)™)
gEA SEG\A
B33 n(g)r(g™")- [ @ —m(s)m(hyn(s (k™))
geA SEG\A
~ [ =™ [ @-rls)ns™)
geA SEG\A
=P,

A igualdade (*) vem do fato de que para todo t € G\ Ah existe um s € G'\ A tal que t = sh. Entao basta

aplicar uma mudanga de variavel. Assim, o resultado segue. O

Proposigao 3.5.2. Se A € P.(G) € tal que P4y # 0, entao A € uma unido das classes o esquerda de H e
H C A.

Demonstragao. Suponha por absurdo que Ah # A, para algum h € H. Uma vez que o conjunto dos

operadores { P4} aca sdo idempotentes ortogonais, temos

0= PuPa, 20 p, Py = P2 = Py
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Contradi¢ao! Pois supomos que Py # 0.

Segue que Ah = A. Além disso, como A € P.(G), isto é, e € A, segue que H C A. D

Notacao: Generalizando a notagao P.(G) = {A C G : e € A} vista no capitulo 1, denotaremos

Pu(G/H)={ACG:HCA e Ah=AVhe H}.

Observagao 3.5.3. Como consequéncia da proposi¢ao anterior, a decomposigao em (3.5)) de uma G —representagao

parcial H—global (V,7) é dada por

v= & v

APy (G/H)

Em particular, se w € VA = P4 (V), entdo para cada g € G, temos

m(9)(w) = 7(g)Pa(w) = Pyam(g)(w),

entao,

m(g)(w) € VI4 = Pya(V).

Proposigao 3.5.4. Um par (V,r), onde V € um espago vetorial e m : G — End V', é uma G—representagao

parcial H—global se, e somente se,
GPR1) 7(e) =idy;
GPR2) w(g)w(g)m(h) = w(g)m(gh), para todo g, g,h € G, tal que gg € H;
GPR3) 7(g)n(h)n(h) = n(gh)w(h), para todo g,h,h € G, tal que hh € H.

Demonstragao. (=)
Suponha que o par (V,7) é uma G—representagao parcial H—global e seja g,¢g,h € G tal que gg € H.
Entao GPR1) segue diretamente do fato de que 7 é representacao parcial. Vejamos que GPR2) também é

valido, por dizer,

(@) (g)m(h) =x (399~ )m(g)m(h
2L Gg)r (g~ ) (gh
—r(g)m(gh)-

B33 -
)= (gg)m (g™ )m(g)m(h)
B33
)= n (g9~ )m(gh)
Analogamente, vale GPR3).
(<) Supondo que GPR1),GPR2) e GPR3) sdo validas, fazendo g = g~ e h = h™!, segue que (V, ) é
uma G—representagao parcial . Por fim, fazendo g = e = h, segue que 7(h) é invertivel, para todo h € H,

logo, (V,m) é H—global.
O
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Proposigao 3.5.5. Seja (V,7) uma G— representagao H—global. Entdao a aplicagio G — EndV : g —
7(g)m(g~1) € constante nas classes & esquerda de H em G. Em particular, se gi,...,g. € uma familia de

representantes de classes a esquerda de H em G, isto ¢, se G = U,_,g;H, entdo

Pi= I =eom(g)- JI (—=lgm(g™) (3.6)

g HCA g, HCG\A

para todo A € Py (G/H) e a expressao (3.6) ndo depende da escolha dos representantes.

Demonstragio. Vimos em (3.3) que a igualdade 7(gh)m((gh)~!) = n(g9)m (g~ 1) é verdadeira, para todo g € G
e h € H. A primeira parte segue, isto é, a aplicacao é constante nas classes a esquerda de H em G. Para
verificar que (3.6)) é valida, observe que para cada representante g, existe um ¢, € G e um hy € H tal que

tx = gphi, para todo k= 1,...,r. Assim,

Py =] nttwnt™) - J] - alk)a(k™)

tr€A treG\A

= [T m@bro)r(ohe)™) - JI O —=nlgehi)m((gehi) ™)
grHCA gL HEG\ A

= II ~em@™ T @—==lg)m(gx)™)

geHCA grHEG\ A

o que prova a veracidade da igualdade (3.6). Para provar a unicidade, suponha outra escolha de represen-

tantes, digamos, g}. Entao para cada j existe h; € H tal que g§ = g;jh;, e pela igualdade anterior teremos

w(gi)m(g; ") = m(g;)m(g; ),

0 que encerra a prova dessa proposicao.
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Capitulo 4

REPRESENTACOES PARCIAIS
VISTAS COMO MODULOS

4.1 Representagoes parciais e médulos sobre C{};T(G)

Conforme visto anteriormente em [2.2.1] a algebra C,,,G é a C—algebra gerada por {[g] : ¢ € G}, onde

sao satisfeitas as relagoes

[e]=1.  [P7'[Rlgl = W=k, [gllh™"]Ih] = [gh™][h),  Vg.h € G. (4.1)

Agora restringindo um pouco mais as relagoes em termos de um subgrupo H C G surge uma outra

algebra, a qual definiremos a seguir.

Definigao 4.1.1. A C-algebra CX (G) ¢ a C— algebra gerada por {[g] : g € G}, sujeita as relagoes

par

=1, [iklg) = [ikgl [ = Rk, Vg,h7i€ G,com Fih € H. (4.2)

H
par

Proposigao 4.1.2. A dlgebra CH (G) ¢ isomorfa ao quociente de Cpar(G) pelo ideal gerado por {[h][h™1] —

le] : h e H}.

Demonstragao. Por simplicidade, denote por R a algebra livre gerada por {[g] : ¢ € G}, I o ideal de R gerado
pelas relagoes ([£.1)) e J o ideal de R gerado pelas relagoes (4.2)). Afirmamos que J = I := I + ([h][h™}] —[e] :
he H).

De fato, por um lado temos

(R[] = [e] = (1 = [eDIR][A™"] + [el [P [R] — [e][hh™"]) + [e]([e] — 1) € J,

para todo h € H, pois eh = h € H, e portanto I C J. Por outro lado, note que podemos deduzir de ([4.1) as

seguintes relagoes
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()[R |[R)[hg) = [RA][h~ "R B[hg] = [R][)[A~"][hg] = ()[R)[A~"hg] = [A[A][g].

Logo, para todo g, h,h € G tal que hh € H, temos

[B]lhg) — (W)[k]g) = (1 — (RAI[h=R ) [Rlhg] + ((BR)[—"R ' [Rl[hg] — [R[A][g]) € T.
Pelas relacoes em e um argumento analogo, prova-se que J € I.
Agora se J & o ideal gerado por {[h][h™!] — [e] : h € H} em C,a,G, entdo J/I = (I + ([h][h"] —[e]: h €
H))/I = J, assim,

R/I

Ch.(G)=R/J = 7T

= CparG/7.
m

Teorema 4.1.3. Dada uma G—representagao parcial H—global 7 : G — EndV, existe um inico morfismo

de C—dlgebras ¢ : CH,(G) — EndV tal que ¢([g]) = m(g), para todo g € G. Isso faz com que V seja

H

visto como um (C;I(W(G)—mo’dulo a esquerda. Reciprocamente, dado V' um Cy,,

(G)—mddulo & esquerda com
agao p: Cft (G) x V =V, a fungio m, : G — EndV dada por g — [v— pu([g],v)] € uma G—representagio

parcial H—global.

Demonstragao. Seja (V, ) uma G—representacao parcial H—global. Considere o tinico morfismo de algebra
Vr : CparG — EndV tal que ¥, ([g]) = 7(g), para todo g € G. Claramente, ([h][h"!] —[e] : h € H) C
ker ¢, pois 9 ([h][h71] — [e]) = Y ([P))¥x([h']) — ¥ ([e]) = m(R)m(h™") — m(e) = idy — id, = 0. Ento,

pela propriedade universal do quociente, v, induz um morfismo de algebras ¢, : CZ (G) — EndV, dado

par

por ¢ ([g]) = 7(g), o qual é tnico. Reciprocamente, assuma que V é um C}l (G)—modulo com a agao

p: ClL(G) x V — Ve considere a aplica¢io m, : G — End V dada por g — [v— pu([g], v)].
Nesse sentido, m,(e)(v) = p(le],v) = p(1,v) = v, para todo v € V, logo, m,(le]) = id,. Além disso,

Tu(@)mu(9)mu(h) (v) = p(lgl, n(lgl, u([P], v))) = p([g)lg][h], v)

= p([gllghl, v) = mu(@)mu(gh) (v),

~

para todo v € V e g,g,h € G tal que gg € H, entao w,(g)m,(g)mu(h) = 7, (g)7,(gh). De maneira analoga,
checamos que 7, (h)m,(9)7.(9) = 7, (hg)mu(g), assim, segue da Proposi¢ao que 7, é G—representacao
parcial H—global. O

Observagao 4.1.4. Essa correspondéncia vista no teorema acima induz um isomorfismo de categorias

® : PRepZ — CH_(G) — Mod

par

entre a categoria PRepgr das G —representagoes parciais H —globais e a categoria (ng (G)—Mod dos (Cg” (G)—modulos.
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De fato, assuma que f: V — W & um morfismo entre G—representagoes H—globais (V, 7y ) e (W), mw),

isto &, f(my(9)(v)) = 7w (g)(f(v)), para todov € V e g € G. Assim,

[y ([9)(v)) = f(mv(9)(0)) = 7w (9)(f (V) = Prw ([9]) (S (0)),

(G@)—linear. De fato, pela defini¢io da agdo de CI (G) em V, f é CH (G)—linear se, e

par par

H

ou seja, f ¢ Cp,

somente se, fomy(g9) = mw(g) o f. Note também que se (V,7) é uma G—representacao parcial H—global,

entao

Tur (9)(v) = px([g], ) = Pr([9]) (v) = 7(g) (v),
pix,, ([9],0) = ¢, ([91)(v) = mu(9)(v) = nul[g], v),

para todo g € G e v € V, logo, m,, = 7 e pir, = pi. Portanto, as aplicagoes

PRepa CcH G — Mod

par

(V,m) (V, )

[f:(Vrv) = Womw)] —————— [f: (Vi) = (W, iy )]

H

sao funtores bem definidos entre PRepZ e Coar

(G) — Mod, que formam um isomorfismo entre as categorias.

4.2 Cll (G) visto como produto cruzado

Vimos na Segao que a Algebra parcial de grupo Kpor(G) € isomorfa ao produto cruzado A x, G,
onde « € uma agao parcial de G em uma certa algebra A. Nesta se¢do, mostraremos que existe um resultado
semelhante quando trabalhamos com representagoes parciais H—globais e a algebra parcial H—global de um
grupo CZ_(@). Para tal, denote €, := [g][¢g~!] em CZ_(G). Entao, para cada elemento h € H, temos

par par

eon = lgh)lh "9~ = [ghl[el(h g "2 (gl (R [Alg 1 2 [gllg ") = €.

Por consequéncia, podemos associar exatamente um idempotente €, a cada classe lateral esquerda de H. Seja

A a subalgebra de (CZI,{"(G) gerada por esses idempotentes. Entao temos o seguinte resultado.

Proposigao 4.2.1. O grupo G age parcialmente na dlgebra A gerada pelos idempotentes €, de modo que a

ag@o restrita a H ¢ global. Além disso, CH (G) ¢ isomorfa a A x,, G.

par

Demonstragao. Seja g € G, entdo os dominios da agao parcial sdo dados por A, = Aé;. A acdo parcial seré
dada por v = {ag : Ag-1 — Ay : g € G}, onde ay(€g, -+ €&, - €g-1) = €gg, - €gq, - Eg-
De fato, A, = Aé. = Ale]le™!] = A e a. = id4. Além disso, se a € A; N Ay-1, entdo existem b, € A tais

que a = bé; e a = l€,-1. Ora, se a = bé;, como €,-1 é idempotente, entdo aé,—1 = a = béy€),-1, assim,
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oy Ha) = ag  (bEgep—1) = ay H(bep-16g) = b Eg1p-18g-1 = V' Eg1E(g)-1 € A(pg)-1-

Entao, a;l(Ag N Ap-1) € Apg-1 e o compre a condigao ii) de Para provar a condigdo iii), seja
x € ag_l(Ag N Ap-1), conforme visto acima, x ¢ da forma x = bé;-1€(pg)-1. Dai, como b ¢ da forma

b=¢€s, - €s,, temos

ap O ag(x) = (xp © O[g(bgg—l g(hg)—l) = (xp © ag(gsl . -gsk gg—lg(hg)—l)
= (xp © Ozg(gsl e gskg(hg)*l gg—l) = Olh(ggsl . 'ggskghflgg)

= an(€gs; * €gs, €g€n—1) = Engs, =+ Engsy, Engn-

Por outro lado,

ahg(x) = ahg(b€971€(hg)f1) = Ckhg(gsl s 'gskgg—lg(hg)—l)
= ghgsl e ghgs;,,, ghgg*lg(h,g) = ghgsl e ghgs;,,, ghghg

= ghgsl o ghgsk ghggh;

ou seja ap, 0 oy () = apg(x), para todo x € ag_l(Ag N Ap-1). Segue que o = {ay : Ag-1 = Ay : g€ G} é
acao parcial de G em A.

Uma vez que para cada h € H, temos que €, = 1, o dominio A, é toda a algebra A, logo, a a¢ao parcial
«a é H—global.

Para provar o isomorfismo, vejamos que a aplicagdo mo~ : G — A X, G, dada por g — €,0, é G—parcial
H—global. Para tal, mostraremos que sao validas as igualdades da Proposicao

Primeiramente, por simplicidade denote 7o~ = 7. Dito isso, é claro que 7(e) = €.d., 0 qual ¢ a unidade

de A x G. Além disso, sejam g, g, h € G, tais que gg € H, assim

()7 ()7 (h) = (Eg05)(€g04)(€ndn) = €g0g(ag(ag-1(Eg)€n)dgn)
= ag(ag-1 (5o (ag—1(&9))€n)dggn
= ag(&g-104(€g-1€n))050n = agleg-1€4€4n)050n
= (é9) (Fggndggn) =" Egndgen = aglag—1(e5)egn)dzen
= (&505) (Egndgn) = T(9)7(gh).
]

De modo anélogo, segue que 7(h)7(g)7(g) = 7(hg)7(g). Logo, segue que 7 ¢ uma G—representacao

parcial H—global.
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Assim, segue da propriedade universal que existe um homomorfismo ) : (ng(G) — A x, G, dado por

[91]l92] - - [9n] = €grga-gn ** €9192€910g, g, - Por outro lado, defina o morfismo ¢ : A %, G — Cl, (G) dado
por €¢ég, -+ Eg, O = Egg, -+ - Eg.[g].

Uma vez que ¢ o ¢ =idax,c € ¢ o) =idcu (g, 0 isomorfismo segue.
par

4.3 A Algebra de grupoide CI'y(G)

No capitulo 2, se¢ao vimos que existe uma correspondéncia biunivoca entre as representagdes parciais
de G e as representacoes de Kp.r(G), para isso provamos que existe tal correspondéncia com a algebra
KT'(G) de um grupoide I'(G), a qual & isomorfa a K,,,(G). Nesse sentido, esse processo se repete quando
trabalhamos com as representagoes H—globais de G, Além disso, se tomarmos H = {e} teremos o caso que

ja foi estudado. Nessa se¢do introduziremos um novo grupoide I'y(G), o qual é associado a G e H. Apos

H

ar(G) € isomorfa a CI'y (G), essa construgao pode ser consultada em [3].

isso, mostraremos que a algebra C

Seja a = ({Xg}tgea, {@g}gec) uma agao parcial de G em X e defina
G=G6(G,X,a)={(z,9) e X xG:xe€ Xy}

Entao G é um grupoide com o conjunto de objetos Gy := X, fonte s(z, g) = x, alvo r(x, g) = ay(x), unidades
(z,e), para z € X (lembrando que aqui estamos considerando a unidade como sendo um morfismo, conforme
a Defini¢ao [2.2.3]) e composicao (z,g) - (y, h) = (y, gh) sempre que = a;(y).

Considere a agio parcial a” de G em X = Py (G/H) (ver notagio dada por

Xy ={A€Pu(G/H) : gH C A} eal’ : X;-1 — X,, A gA, para todo g € G.

Definigao 4.3.1. Definindo I'y(G) := G(G, Py (G/H)),a*), a composicio é dada por

(B, gh), se A=hB;
(Avg)(th) = B
nao definido, caso contrario;
a fonte é dada por s(A,g) = A, o alvo é dado por r(A,g) = gA e as unidades sdo os pares (A4,e), para

A€ Py(G/H). O inverso de (4, g) ¢ dado por (gA4,g71).
Observagao 4.3.2. No caso particular em que H = {e}, temos o grupoide I'(G), visto em [2.2.6]

Lema 4.3.3. Sejam A € Pu(G/H) e K4 :={g € G : gA = A} o estabilizador de A em G (ou seja, o grupo
de isotropia de A em I'y(G)). Se A= |_|;n:1 Katj € como unido disjunta de classes a esquerda de K4, entao

o conjunto de objetos distintos na componente coneza de I'y(G) contendo em A € {tj_lA cj=1,2...,m}.

Demonstragao. Seja I' a componente conexa do grupoide 'y (G) contendo A. Qualquer objeto em I' tem
imagem r(A,g™!) = g7 ' A de um elemento (4,97 ') € I'y(G), para algum g € A. Se g € A, entao g = ki,
para algum j € {1,2,...,m} e para algum k € K4 e entdo g 1A = tj_lk_lA = t;'A & um dos objetos em
I'. Além disso, tj_lA = tl_lA implica tltj_1 € Ky, entao Kat; = Ky, logo, j = l. Portanto, os objetos t]-_lA

sao distintos. O
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De maneira natural, podemos considerar a dlgebra de grupoide CI'y(G), correspondente ao grupoide

Iy (G) e, assim como em [2.2.10] é possivel calcular a dimenséo de CI'y(G), conforme a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 4.3.4. A igualdade a sequir é verdadeira.

dime(CT (G)) = 29/1(1G| + |H]).

Demonstragao. A dimensdo de CI'y(G) sobre C é igual a cardinalidade do grupoide I'y(G). Mas para

calcular essa cardinalidade, basta seguir um raciocinio an4logo a demonstracao da Proposicao Assim,

U (G)| = 219/H172(|G) — | H|) + 219/ H| = 21977172 (|G| + | HI).

O
Exemplo 4.3.5. As figuras abaixo representam I';yZ4 (a esquerda) e I'z,Z, (a direita).
{0}
©
{o, 1} ] {0, 3} {0, 2} {0+ Zo)
QY= ORI :
{0.1,2} {0, 1,3} {0,2, 3}
-1 -~ — 3 @UZ\Z_) 1
2
0 2
3 g 1
@D
Lema 4.3.6. A fungio p, : G — CT'y(G) definida por
pp(g) == Y (A,9),Yg€G (4.3)
A>sg—1
satisfaz as seguintes propriedades:
tp(9)(e) = lery (c)s (4.4)
19 (@) bp(9) 1 (h) = 115 (@) (gh), (4.5)
1ip (0 p1p () 11 (9) = 115 (hG) 11 (9) (4.6)

para todo g,g,h € G tal que gg € H. Em particular, a fun¢io L, : G — End CT'y (G) definida por

L, (9)(x) == pp(g) - x,Yg € g,V € CT(G)

nos dda uma G—representacao parcial H— global.
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Demonstragao. Primeiramente, a igualdade (4.4) ¢ valida, isto pois, pp(e) = E (A,e) = lcry,(q)- Agora
A
note que, como

> (Ag) ] (Bh) = (B,gh), se (gh)™' € B;

Asg-1 0, caso contrario.

Entao

mo(@)p(h) = | D (4,9) ( > (BJL)) = > : (4.7)

Asg—1 B>h—1 B2{(gh)~',h=1}

Assumindo que gg € H, temos

/Jp(g)/ip(g)ﬂp(h) =
- YN ) Y B S en® ST un S (@m

Asg~! B3g~! C3h~t Asg~! C2{(gh)~",h=1}

3 (Cggh) =" ST (Coggh).

C2{(ggh)~1.(gh)~1,h=1} C2{(gh)=t,h=1}

(=
I3

Por outro lado,

m@meh) = S (47 S B ®E S (B

Asg! B3(gh)~* B2{(ggh)~"'.(gh)~'}

e B
= > (B,ggh),
BO{h~1,(gh)~1}

logo, 1p(9)ptp(9)pip(h) = pp(G)pp(gh) e a igualdade (4.5) ¢ valida. A demonstracao da identidade (4.6) ¢

analoga.

A ultima afirmagao segue da Proposigao [3.5.4 O

Lema 4.3.7. Seja H C G um subgrupo. As relagoes

(Ae) =[] m@ma™) ] Oerue —m@m@ ") (4.8)
geEA geG\A
(A, g") = 1) [T o@mpo™) T Oeruie) — t@up@ ") (4.9)
geA gEG\A

sdo vdlidas em CT g (G), para todo A € Py (G/H) e para todo g'~! € A.

Demonstragao. Por (4.7)), temos

1p(9)pp(g™") = > (Bye), (4.10)

B>g
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para todo g € G. Agora relembre que

(B,e), se A= B;
(A e)(Be) = { (4.11)

0, caso contréario.

Assim,

1p(91) 1 (97 D ip(92) 115 (95 1) -+ (90 pap (97 )

Diante disso, temos

T m@me™ &2 3 (B¢

geG\A BDA
e7
1y ETD [EID)
1 Cerme —m@m@ ) &0 ] (Z<B>e>) B2 S~ (B,e)
geEG\A gEG\A \g¢B BCA
Entao,

T @™ I Oerme) —m@um@ ) = (Z(Bae)) (Z(Qe)) B (4,0, (a3

geEA geG\A BDA CCA

Por fim, se ¢! € A, entdo

(@) [T 1@in(o™) T Oerwie) — mo@ @ ) &2 ( > (Byg/)) (4,0) B (4,9).

geA GEG\A B3g/~1

Teorema 4.3.8. A funcio pp : G — CT'y(G) induz um isomorfismo de C—dlgebras

e Cry(G)

[g] ¢ > (49

Asg—1

9] - [Pa] (4, 9)
onde [Pa] == [T, algllo™ 1 Tzeena(1 = [@[g 1))
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Demonstragao. Uma vez que a funcdo p, : G — CT'y(G) é G—representacao parcial H—global, segue da

propriedade universal que existe um tnico morfismo de 4lgebras bem definido p : CH (G) — CI'g(G) tal

par
que p([g]) = pp(g), ou seja,
p:CHL(G) — CTu(G), tal que [g] — Y (A, g) esta bem definida.
Adg—1
Na diregdo contraria, considere a aplicagao ¢ : CT'y(G) — (CIIJ{W(G)7 dada por (A, g) — [g] - [Pa]. Assim,

para ¢! € A, temos

1(¥(A, ") = (gl - [Pa])
= up(g) [T o @rwla™) [ = po@mp@™))

geA geG\A

(4.8))
(A, g").

Por outro lado,

Y(u(lgl) = ¢ Z(A,g) = Z[g]~[PA]@ Z 9] - [Pa]
A e

gl S P =1l

AePy(G/H)

onde (x) segue do fato de que [P4] = 0 se A nao é uma uniao de classes a esquerda de H ouse H ¢ A e (*x)

segue do fato de que [g][Pa] =0se g~! ¢ A. =

Corolario 4.3.9. As G—representacoes parciais H—globais de G estao em uma correspondéncia biunivoca
com as representacgoes (globais) de CI'y(G). Essa correspondéncia é um isomorfismo de categorias. Mais
precisamente, dado um isomorfismo de dlgebra 7w : CI'y(G) — End V) isso determina uma G—representagao
parcial H—global (V,m), com m = T o pp; reciprocamente, dada uma G—representacao parcial H— global

(V,m), existe um unico morfismo de dlgebras 7 : CI'y(G) — End V' tal que m = 7 o .

Demonstracao. Segue dos Teoremas e O

4.4 CI'y(G) é semissimples

O objetivo dessa se¢do é estudar as representagoes da éalgebra CI'y(G), bem como suas representagoes
irredutiveis. Vimos em m que KT'(1(G) = KT'(G) é produto direto de algebras de matrizes com entradas
em algebras de grupo de subgrupos de G, logo, KT'(G) é semissimples quando K tem caracteristica zero.
Aqui usaremos alguns argumentos similares para mostrar que CI' (G) também é semissimples. Esses detalhes

foram retirados de [3].
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Observagao 4.4.1. Seja A; € Py(G/H) um objeto na componente conexa I'; do grupoide I'y (G) e seja
K; = Kj, seu estabilizador. Pelo Lema o nimero de objetos m = m4, na componente conexa I';

coincide com |A;|/|K;|. Por fim, pela Proposicao [2.3.3] item b), temos CI'; 2 M,,, (C[K;]).

Observagao 4.4.2. Conforme visto no Exemplo em geral 'y (G) ndo ¢é conexo. Uma vez que qualquer
objeto A € T'y(G) é unido de classes de H em G, podemos escrever 'y (G) como a unido disjunta de suas
componentes conexas e diferenciar com um indice os objetos de mesma cardinalidade. A saber, escreva
I'uy(G) = |_|[GH LIS, iy, onde T ; sdo componentes conexas de I'y(G), um objeto A;; em I';; tem
cardinalidade i - |H| para todo j = 1,2,...,¢; e ¢; é exatamente o nimero de componentes conexas cujos

objetos tem cardinalidade i - |H]|.

Teorema 4.4.3. Seja I'y (G) = |_|£G1H] |_|] 1 T4 a decomposicio em componentes conexas de I'g (G). Seja

A j um objeto de U j, K; j == ka, ; e m;j :=ma,,, para todo i e j. Entio temos os sequintes isomorfismos

W57

de dlgebras

[GH] c; €i,j

H mw(C[KZJ ) = H H H Mm”dk(z,j)((c) (4'14)

i=1 J=1k=1

(CFH %’

\\Em

onde C[K; ;] = [T, Mdk(i’j)((C) € a decomposi¢ao de Wedderburn-Artin de C[K; ;]. Em particular, CT g (G)

€ um anel semissimples.

Exemplo 4.4.4. Seja H um subgrupo de um grupo finito G tal que [G : H] = 2. Neste caso, existem apenas
dois objetos em I'y7(G) de cardinalidades diferentes: H e G. Entdo, pelo Teorema e por [4.3.4] segue
que CT'y(G) = C[H] x C[G].
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Capitulo 5

REPRESENTACOES IRREDUTIVEIS
DE CI'y(G) E ALGUMAS
PROPRIEDADES

5.1 Modulos irredutiveis de uma Algebras Semissimples

Ainda com o objetivo de entender a Teoria de Representagoes de CI'y(G), iremos estudar em modo
“diagonal” como as representacoes de uma algebra associativa e semissimples A, de dimensao finita e com
unidade sao recuperadas através das representagoes de algebras eAe, para idempotentes e € A.

Seja A uma C-algebra associativa, de dimensao finita, semissimples e com unidade, com A # C. Entao,
pela teoria de Wedderburn, A é produto direto de algebras de matrizes. Seja e € A um idempotente nao
trivial, isto &, 0 # e # 1 (existe, pois A # C). O espago vetorial Ae é um (A, eAe)—bimodulo e portanto
induz um funtor Ae ®. 4. — : eAe — Mod — A — Mod.

Notagao: seja e um idempotente nao trivial de A, se W é um eAe—modulo, denote por Ind, W o
A—modulo dado por Ind, W := Ae ®.4. W. Por outro lado, dado um A—méddulo V, denote por Res. V o

eAe—modulo dado por Res, V :=eV.

Observagao 5.1.1. Observe que para qualquer eAe—modulo W, temos de maneira natural os seguintes

isomorfismos

Resc(Ind. W) = e(Ae @cae W) = eAe Qepe W = eAe @eae W = W.

Além disso,

Aelnd, W = Ae(Ae @cae W) = Ae(ele) @cae W = Ae @epe W = Ind, W.
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Proposigao 5.1.2. Se V é um A—mddulo tal que Res, V = eV é um eAe—mddulo irredutivel e AeV =V,

entao V' € irredutivel.

Demonstragao. Suponha que V =V} @ V5 como A—moédulo. Entao eV = eVj @ eVs; mas eV é irredutivel,

logo, eV; = 0 ou eV, = 0. Suponha sem perda de generalidade que eV, = 0, assim

V = AeV = AeV) @ AeVy = AeVy C V7,
o que implica em V = Vj. Segue que V é irredutivel. O
Corolario 5.1.3. Se W é um eAe—mddulo irredutivel, entao Ind, W € irredutivel.
Demonstracao. Basta tomar V = Ind. W na Proposicao O

Proposicao 5.1.4. Se V é um A mddulo irredutivel e Res,V = eV # 0, entdo Res,V = eV € um

eAe—mddulo irredutivel.

Demonstragao. Para qualquer 0 # v € eV temos

eAev = eAv = eV,
onde Av =V, pois V é irredutivel. O

Teorema 5.1.5. Todo A—mddulo irredutivel V € isomorfo a Ind. W, para algum idempotente e € A nao

trivial e algum e Ae—mddulo irredutivel W.

Demonstragao. Seja V um A—modulo irredutivel. Como A é semissimples, existe um idempotente nao trivial
e € A tal que eV # 0 (caso contrario, terfamos que 1 agiria como zero, pois é soma de idempotentes nao
triviais). Entdo eV é um eAe—modulo irredutivel pela Proposigao pelo Corolario Ind.(eV) é um

A—moédulo irredutivel. Entao temos o seguinte mapa de A—moddulos

Ind.(eV) = Ae Qcac eV =V, ae @ ev — aev,

que ¢ claramente nao nulo e portanto um isomorfismo pelo Lema de Schur. O

Teorema 5.1.6. Se W ¢é um eAe—mddulo irredutivel, entao Ind.W é um A—mddulo irredutivel. Todo
A—mddulo irredutivel V' € isomorfo a Ind. W para algum idempotente nao trivial e € A e para algum

eAe—mdodulo irredutivel W .

Demonstragao. Segue de[5.1.25.1.3l5.1.4] e [5.1.5 O
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5.2 Representagoes irredutiveis de CI'y(G).

Afim de descrever as representagoes irredutiveis de CI'y (&), aplicaremos os resultados da segio anterior
na nossa algebra CI'y (G). Nesse caso, os idempotentes sao os pares (4, ¢e), com A € P(G/H). Além disso,

note que da defini¢ao de produto no grupoide I' g (G), temos

(A,e)CT(G)(A,e) =spanc{(4,g) : gA = A}

Entao, se definirmos K := K4 = {g € G : gA = A}, podemos obter que (4,e)CT'yx(G)(4,e) = C[K]. De
fato, isso vem do morfismo ¢ : (A, e)CT gy (G)(A,e) — C[K], dado por (4, g) — g, o qual é um isomorfismo.
Dito isso, a aplicagao V + Ind4 V' := Ind(4,) V = CI'g(G)(A, e)@c(xk)V induz um funtor Ind4 : Repe —
PRopg . Agora dada uma representagao irredutivel (W, p) de K, vamos entender como se comportam os

CT' i (G)—modulos. Temos

Indy W := Ind(A’e) W = CPH(G)(A, e) Rc[K] w. (51)

Mas, note que

CT'y(G)(A,e) =span{(A,g): g~ € A} =span{(A4,9) : g€ A7},

entao,

Inda W = span{(4,g) : g € A"} ®c(x) W.

Por fim, note que A1 = {a~! : a € A} é H—invariante & esquerda e K —invariante a direita (pois A é

H—invariante a direita e K — invariante a esquerda). Em particular, pelo Lema [4.3.3] temos

maA

A7 = |tk
=1

Além disso, um céalculo similar ao que foi feito na demonstracao do Lemamostra quese g =t; lkea!

entao

(4,9) = (A t7k) = (A7) (A, e)(A B)(Ae) = (A7) - K,

onde identificamos C[K] como (A, e)CT'y(G)(A, e). Portanto,

ma
Inda W = spanc{(4,9) : g € A} @cig W = P C(A, ;1) @iy W (5.2)
=1

como espaco vetorial.
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Proposigao 5.2.1. Para A € P(G/H), K ={g € G: gA = A} e W uma K —representacao global, temos que
Indg W 2 Wy-1, onde Wy-1 € a restrigao, conforme a construgao|3.4| e a Proposi¢ao da representagao
G—global Ind?( W ao subespago

O wcmgw,
t; ' KeEA-1/K

onde Wt = (Ct_ilK Qcix) W = W, como espago vetorial.

Demonstragdo. Por definicdo, A~! é H—invariante & esquerda e K —invariante & direita, entdo segue da
Proposigao [3.4.2] que W -1 é uma G—representagao parcial H—global. A aplicagao linear ¢ : Indy W —

Ind§ W unicamente determinada por

ma
P i) @cug W = CIG] @cig W, (A t.) ®cprg w =t Scprg w (5.3)
i=1

nos da uma bijegao entre Ind4 W e W4-1. Além disso, se denotarmos por 7 : G — End W -1 e por 7’ : G —

End(Ind4 W) as estruturas correspondentes de G—representagao parcial , entao por um lado temos

@ (7'(9) (A t.1) @ci w)) = ¢ > (B9 At | @ciw | =gt @ w
g~leB

se, e somente se, 7! € t;l €A e

¥ (77/(9) ((AvtI;l) AcK] w)) =0

caso contrario. Por outro lado, (3.4) pode ser reescrita como

gty Qc|k] W, se gt; 'K € A7V /K, eq; K € A/K

m(9)(t, " i) w) == (5.4)

0, caso contrario.
Ora, mas gt;lK € A7'/K se, e somente se, g~! € t;lA, logo, Indg W = W4-1 como G—representacao
parcial H — global.
O

Lema 5.2.2. A menos de isomorfismo, a G—representacao parcial H—global Indy W depende somente da
componente conexa de I'g (G) contendo (A, e) e nao de um vértice escolhido. Sejam A; e A; dois elementos
da mesma componente conexa de Ty (G) e sejam K; e K; seus globalizadores (isomorfos). Se W; € uma
representacao irredutivel de K;, entdao existe uma representacao irredutivel W; de K; tal que Indy, W; =

Inda, W;.

Demonstragao. Por simplicidade, sejam A := A;, K = K; e p: K; — End W uma G—representagao parcial
H —global irredutivel. Pelo Lema qualquer outro elemento A; na componente conexa de A é da forma
A = t;lA. Assim, o globalizador de A; = tj_lA ¢ dado por tj_thj ={geG: gtj_lA = t]-_lA}, o qual é
isomorfo ao estabilizador K de A (basta definir ¢; : K — t;thj, onde ¥(g) = t;lgtj).
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Agora considerando o mesmo espago W, defina p; : tj_thj — End W com p;(z) = p(tjactj_l), para todo
xr € tj_thj, entao (W, p;) é uma representacao irredutivel de tj_thj.

De fato, suponha que p; é redutivel entao existem representacoes nao nulas tais que pj, e pj, tais que
pj = Pj, D pj,, com pj, e p;, nao nulas.

No entanto, podemos construir duas sub-representacoes de K, nao nulas, dadas por p; 1 e p;,1, tais
que p; Y @ pj,p = p. Mas p é irredutivel, uma contradicao. Diante disso, pela expressao , vale que
Indg W = Indt]_—l 4 Wj (como G—representacoes parciais H—globais). O

Teorema 5.2.3. Seja 'y (G) = |_|£1H] |_|]C’:1 T, ; a decomposi¢ao em componentes conezas de I (G), con-
forme Observagdo [{-{.2 Fizado um objeto A; ; de T'; ; para todo i e j seja K;j = Ka,; em;; = ma,,.
Entao as representagoes induzidas Inda, ; W's, com W percorrendo todas as representagoes irredutiveis nao
equivalentes de K;; para todo i e j formam uma lista completa de todas as G-representacoes parciais

H—globais irredutiveis.

Demonstragao. Vimos que Indy, ; W's sao G—representagoes parciais H —globais. Além disso, pelo Lema
toda G—representagao parcial H—global irredutivel é da dessa forma.
Por (5.2)), temos que dimc(Inda, , W) = m; ; dime W, entao fixando i e j,

3 [dime(Inda,, WP = 3 (my dime W)? = m?2; 3 (dime W)? & m? | K,

w w w

)

onde todas as somas sao sobre as representagoes irredutiveis W nao equivalentes de K; ;.
Em () foi utilizado o fato de que >y, (dim¢ W)? = |K; ;| (Teorema de Wedderburn- Artin).
Somando sobre i e j, e comparando com a igualdade do Teorema temos que nao ha repetigoes entre

as representagoes irredutiveis que encontramos. ]

Observacgio 5.2.4. E notavel que para o caso em ques = 1 0 Teoremacorresponde as GG—representacoes
parciais H—globais onde qualquer g € G \ H age como 0 (ver Exemplo . Isto pois, se ¢ = 1 temos
H = K, nesse sentido, basta reescrever a igualdade Agora se i = [G : H| temos que H = G = K e assim
Inda W = C[G] ®@¢cx) W = C[G] ®cig) W = W, o que corresponde as G—representagdes globais.

Exemplo 5.2.5. Seja H subgrupo de um grupo finito G tal que [G : H|] = 2. Vimos que CI'y(G) =
C[H] x C[G]. O fator C[G] corresponde as G—representagoes globais irredutiveis, enquanto que o fator C[H]
corresponde as representagoes H—globais as quais os elementos de G\ H agem como zero. Ambos os casos
vem da construgao que foi feita anteriormente, entéao pelo Teorema [5.2.3] descobrimos todas G-representagoes

parciais H—globais irredutiveis nesse caso.

5.3 Restricao a H—representacoes irredutiveis

Seja H um subgrupo finito do grupo G e seja (V,n) uma G-—representacao parcial H—global. Por

definigao, a restricao de m a H nos da uma representacao global de H, denotada por Resg V. Isso nos da
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um funtor Resfl : PRepg — Repy . Nessa secao vamos descrever essa restricao para as G—representagoes
parciais H—globais irredutiveis.

Relembrando o que foi feito até aqui: comegamos com um conjunto A € P(G/H) e consideramos uma
representagao irredutivel (W, p) do subgrupo K = K4 := {g € G : gA = A} de G. Enta@o vimos que as
G—representagoes parciais H—globais correspondentes sao dadas por Inds W, ou seja, pela restricao das
G —representagoes globais Ind?{ W ao subespago ®t;1k€A*1/K Wt - Ind?{ W via inclusao e projegao.

Queremos entender a restricao de Ind4 W a H. Para tal, precisamos fixar algumas notagoes. Seja A e K
fixados, temos

Notagao: Seja S um conjunto de representantes da (H, K)—classes duplas de A7!, isto ¢, A= =
|l,cs HsK. Para s € S, seja K := sKs~' N H, o qual é subgrupo de H. Ao definirmos

p*(z) = p(s™'xs), para € K,,

obtemos uma representagao p* : K, — GL(W) de K, denotada por Ws. Como K, é subgrupo de H,

. ~ . . H
podemos considerar a representagao induzida Indy_ Wi.

Teorema 5.3.1. A representacao induzida Indg W .= C[G] @cix) W € isomorfa a V = @ tWw.
teG/K

Demonstragio. Lembrando que C[G] ®cx) W = @mKEc/K Wi onde W9 = g; K @cx) W e rescrevendo

V= @ g KW, temos o isomorfismo ¢ : @ wai — @ gi KW, dado por ¢;K Qc[x) w
9:KeG/K 9. KeG/K 9. Ke€G/K

gi Kw. O

Teorema 5.3.2. A representagao Resfl (Inda W) de H € isomorfa a soma direta das representagoes Indgﬁ Wy,

para s € S.

Demonstragio. Temos que V é soma direta das imagens tW, com t € A~'/K. Seja s € S, denote por

V(s) o subespago gerado pelas imagens uW, com u € HsK, isto é, V(s) = Z uW. Claramente, V(s) é
ueHsK
invariante por H, entdo resta provar que V(s) é isomorfo a Indgs Ws. No entanto, note que o subgrupo de

H consistindo nos elementos j tais que jsW = sW é K.

De fato, se j € H ¢é tal que jsW = sW, para todo u € HsK entao em particular é valido para a classe do
elemento neutro de H, isto ¢, jsK = sK, mas isto é equivalente a dizer que s~ !js € K, ou seja, j € sKs L.
Logo, j € K.

Por outro lado, se j € K, entao j € H, assim, js = jHsK = HsK = u. Diante do que foi dito, temos

que V(s) = Z j(sW), o qual é isomorfo a Indgs sW (Teorema [5.3.1). Por fim, note que sW é isomorfo
JEH/Ks
a Wy, basta tomar a fungao v, : Wy — sW.

O

Exemplo 5.3.3. Nas notagoes estabelecidas, suponha que A = KH, entdo A~! = HK = Hey,K. Entdo

S ={ec}, Kee = KN H e pS & apenas a restrigao de p a K N H, entao
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Res$ (Ind g W) = Ind% 1y (Resk g W).

5.4 Globalizagao de representacoes irredutiveis

Provamos no Teorema que toda G—representagao parcial admite uma tnica globalizagido (a menos
de isomorfismo). Em particular, a construgdo da globalizagdo induz um funtor PRepg — Repg. Nessa
parte da segao o enfoque sera na globalizacao das G—representagoes parciais H —globais irredutiveis. Sejam
A € Py(G/H) e (W, p) uma representagao irredutivel do subgrupo K = K4 :={g € G: gA = A} de G. A

G—representagao parcial H—global irredutivel correspondente é dada por

md, W= @ CtlecgyWCCGeggWe=  wo
t7 ' KeEA-1/K 9 KeG/K

A seguir, provaremos que a globalizagao de Ind4 é, na verdade, Ind?(. Mas, para tal precisamos da
reciprocidade de Frobenius, a qual mencionaremos abaixo.

Fixada uma representacao W de H, ao considerar a indugao Ind% W e o morfismo ny : W — Indg w,
temos uma propriedade universal , por dizer, para cada H —homomorfismo f: W — Resg U, onde U é uma
representacdo G—global, existe um tnico G—homomorfismo f : Indg W — U tal que f = fonwy, isto é, o

diagrama a seguir comuta

nd$ W
N
nw e
!
W ResG U = U.
f H '

Equivalentemente, existe uma bijegao

Homg (Ind$ W, U) ¢+ Homy (W, Res%, U)

I [ onw

f o f

a qual é conhecida como Reciprocidade de Frobenius. Em termos categoricos, os funtores Indg e Resg sao

funtores adjuntos.

Teorema 5.4.1. Para qualquer representacao W de K, a globalizacao de Indo W € isomorfa a Ind% W, isto

€, temos que o diagrama de funtores a sequir comuta
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Repg

Indg glob

PRepZ

Repg Inda

Em particular, a globaliza¢ao das G—representacoes H—globais irredutiveis Ind4 W € dada por Indf( W

com 0s mapas inclusao e projecao.

Demonstracao. Denote U := Ind% W eV :=Inds W. Assim, (U, p) é uma representagao global de G e, pela
Proposicao (V,m) é restrigdo de (U, p) via inclusdo ¢ e a projegdo 7, conforme Proposi¢ao Isso
prova as propriedades GR1) e GR2) da Definigao de globaliza¢do. Em vez de provar (GR3), provaremos

as propriedades (GR3') e (GR4') do Corolario|3.2.10, A propriedade (GR3’), isto ¢, U = Z p(g)(V) & obvia.
geG
Para checar a propriedade (GR4'), seja (U, p’, ¢’, ') outra quadrupla satisfazendo GR1) e GR2). Considere

a composic¢ao 0 : W — U’ dada por

W ——— Inda W U’

w ———— (4,¢) @c) w ———— ¢'((4, ¢) Ocpx) w)

Isso satisfaz
0(p(k)w) =¢'((A, e) @cir) p(k)(w))

=¢'((A, k) ®cig) w) = ¢’ ((( Z (Bak)> (A7€)> ®c[K] w)

k—1eB

— ((k) (A, €) ®cp) w) = 0/ (k) (¢ (A, €) Rcpxe) w))

=0/ (k)0 (w),
o que prova que § é C[K]—linear e entéo, pela propriedade universal de Indf( W (Reciprocidade de Frobenius),

existe uma tnica aplicagao G—linear ¢ : U — U’ tal que

Ple @crr) w) = ¢'((4, €) Ocir) w), (5.5)

o que completa a prova.
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5.5 Inducgao de H—global para G—representacao parcial H—global
(Reciprocidade de Frobenius)

Definigao 5.5.1. A inducao parcial de uma representacao global W de H C G para G é uma G—representagao
parcial H—global PIndg W munida com um H—homomorfismo ny : W — PIndg W, tal que para todo
H—homomorfismo f: W — Resg U = U de W para uma G —representacao parcial H—global U, existe um

dnico morfismo de G—representagoes parciais f : PInde W — U tal que f onw = f.

Nesta se¢ao provaremos a existéncia dessa representacao a qual chamamos de indugao parcial por uma
construcao explicita. Note que, através da propriedade universal, se uma indugao parcial existe entao ela
é necessariamente tnica a menos de isomorfismo. Portanto, iremos nos referir a essa representacao parcial
apenas como a representagao parcial induzida.

Considere um subgrupo H de um grupo finito G, e seja G = | |,_, ¢;H, com g; = e. Dada uma represen-

tagdo H—global (W, p), definimos o espago vetorial

Plud, W = P @ w

AePu(G/H)g;HEA/H
onde os W4+ sdo espacos vetoriais munidos de isomorfismos lineares ¢ Ai W — WA,

Definimos p : G — End PIndg W, como sendo, para todo g € G,w e W, A€ Py(G/H) e g;H C A

bgai(p(h)(w)), se g 'HCA,  gg;=gjh, com heH

P(9)(Da,i(w)) := o
0, se g 'HYZA.

(5.6)

Proposigao 5.5.2. O par (PIndi7 p) € uma G—representac¢ao parcial H—global.

Demonstragao. A fungao p é uma pequena variacao de , a qual demonstramos ser (G—representagao
parcial H—global na Proposigao A demonstracao para o par (mi W, p) é anéloga.

Uma outra maneira de provar o resultado é notar que para cada A a componente ©g geca /HWAJ é
exatamente a representacao parcial H-global obtida em , mas com com H = K. Assim, (mgw, p) é

soma direta de G—representacoes parciais H —globais, e portanto é também uma G'—representagao H —global.

Observagao 5.5.3. Para qualquer conjunto A € Py (G/H), considere o idempotente ortogonal P4 := P4,

isto é,

Pa=Ph= I #oitr) T Opgag - oo0p(o ).
gL HCA g HCG\A

. : —G
Assim, temos que @,y W' = Pa(PIndW).

Lema 5.5.4. A funcao

T



nw W — PIndfl W, w Z Pae(w) (5.7)
AEPH(G/H)

é um H—homomorfismo. Além disso, o diagrama a sequir comuta

W ¢A,i WA’i
4 p(gi)
ALl

WAZ Wi Ae

P _1
Ao ) ot

1A le]
Wi = w T PIndg W
g tAe
ou seja,
Pa.i(w) = p(gi) Py—r gnw (¢;31A’eﬁ(g;1)(¢A,i(w>)) (5.8)

para todo w € W, A € Py(G/H) e para todo i =1,...,7 tal que g;H C A.

Demonstrac¢ao. Primeiro provaremos que ny é H—homomorfismo. Para tal, seja h € H, entao

p(h) (nw (w)) = p(h) Yo bacw) | = D ph)(Pae(w))
AePy(G/H) AePu(G/H)
= D> Onacl@)= 3 onelp(h)(w)
AePy(G/H) BePu(G/H)
= nw (p(h)(w)),

o que prova que 1y ¢ H—linear. Vejamos agora que (5.8) é verdadeira, isto é, o diagrama a seguir comuta

De fato,

Pa Py amw (674, P07 ) Gaa)) = Ao Py amw (674, (@414, )()))
= p(9i) Py gnw (w)
= 7l9) (6,140 (w))
= pai(w).
O

—G . . . -
Queremos provar (PInd, W, p) e ny dada por (5.7) satisfaz a propriedade universal da representagio

parcial induzida.
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Observacgao 5.5.5. Por (b.6), para todo h € H vale que po ¢a.e = ¢pa.o p(h), entao,

Gpaeop(h)=p(h)odyl. (5.9)

Seja (U, o) uma G—representagao parcial H—global e seja f: W — Resf, U = U um H—homomorfismo.
. . =G ~ ..
Primeiramente, observe que se F' : PIndzW — U é um morfismo qualquer de representacoes G-parciais tal

que Fony = f, entdo para todo = € ¢4 ,(w), onde A € Py(G/H) e g;H C A, temos

F(z) = F(¢ai(w)) = F <ﬁ(gi)P£’1AnW (¢ S Pl )(x)))
= alg) P, (F (mw (6,1, 0007 @))))
= alg) P2, (1 (054 700D )

Portanto, defina f : PIndi — U como sendo, para = = ¢4 ;(w) € WA,

f(2) = alg) P o f (6,214,007 ) (@)
Lema 5.5.6. A funcao f estd bem definida, isto é, nao depende da escolha dos representantes {gi1,...,gr}.

Demonstracao. Dado h € H, substituindo g; por g;h temos

(g Py f (611 800 97 @)) B alg)at) Py o o f (631,14 A0 07 (@)
B )P, 0 )f (670000 07 (@)
= alg) Py g1 o F (W07 1 BB 7))
B ot (875, 006 @)
= alg) P uf (6,4, P07 @)

Lema 5.5.7. A funcao f € um morfismo de representagoes G—parciais.

1

Demonstragao. Dado g € G, seja gg; = gjh, com h € H. Assuma inicialmente que g~ € A e tome

0# 2= ¢y4,(w). Temos que
(a) gH C A egt € g A;
(b) g 99 =hegtg;H =gih 'H C A;
(c) g;'9j =g e g;H C gA;

(d) g9; = g;h e g 'H C A,
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e portanto,

a(0)()(@) = algihgr Nalg) P o f (6,44 5007 ) (@)
Fagamalo)alg) P, f (6,1 4,007)(@))
Y a(galh) P o f (6,1 4..500 ) (@)

—~

S a(g,) P o) (0,4 4,0057) (@)
= alg) Py o f (P84 207 (@)
S alg) P uf (610, A0 @))

= alg) Pl A f <¢ A, ep(gjlg)(fr)>

= o) Ps (650,707 ) Gs(0))
© a1 B 08 (6,100 0570 0 ) )

—~

207518 (711070060050 0)) )

= F(gai (o)) D f(3(9)(0a:(w)) = F(3(9)(x)).

Se, por outro lado, g~! ¢ A, entdo por defini¢do j(z) = 0, mas também oz(gj)P;,lgA = 0, pois g;l ¢
5

gj_1 gA. Entdo a(g)f(z) = 0 segue das primeiras linhas do mesmo calculo. O

~ 7 . ~ . A G ~
Por construgao f o tnico morfismo de representagoes tais que fony = f. Isso prova que o par (PInd W, p)

é a inducao parcial de W, como queriamos.
Teorema 5.5.8 (Reciprocidade de Frobenius). Sejam U uma G-representagao parcial H-global e W uma

representacao global de H. O seguinte isomorfismo € vdlido:

Homg (PInd$ W, U) = Homp (W, Res$ U).
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CONCLUSAO FINAL

Neste trabalho estudamos agoes e representagdes parciais de grupos, especificamente as representagoes
parciais H-globais. Com isso, podemos perceber que o estudo de agoes parciais de um grupo G esta ligado
ao das agoes de um semigrupo inverso S(G), conforme nosso primeiro capitulo. Esse semigrupo inverso gera
uma algebra, a qual também vem das relacoes de representagoes parciais de G, a éalgebra Kp..(G). Além
disso, como é de se esperar, vimos que estudar representagoes parciais de G é equivalente a estudar modulos
sobre esta dlgebra.

Afim de conhecer a estrutura de K, (G), estudamos um pouco as definigdes de grupoide e suas equiv-
aléncias, assim, mostramos que K, (G) ¢ isomorfa & algebra de um grupoide, o que permite verificar que
ela semissimples, sempre que K tem caracteristica zero, além de determinar sua dimensao.

Na segunda parte do trabalho restringimos o estudo a representagoes parciais que sao representagoes usuais
quando restritas a um subgrupo H fixo, chamadas de representacoes parciais H-globais. Mostramos que

resultados analogos aos anteriores continuam validos, isto €, que essas representacoes parciais correspondem

H

»ar(G) € que esta é isomorfa & dlgebra de um grupoide, o qual é criado

aos modulos sobre uma &lgebra C
a partir do subgrupo H. Por fim, ao estudar as representacoes irredutiveis desta tltima surge um par de
funtores oriundos da restrigdo e indugdo de representagoes; concluimos que estes funtores formam um par
adjunto, estendendo para representagoes parciais o resultado conhecido como Reciprocidade de Frobenius,

conforme a igualdade abaixo

Homg (PInd$, W, U) = Homy (W, Res§ U).
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