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RESUMO

Neste trabalho investigamos ações e representações parciais de grupos, com maior ênfase

no estudo de representações parciais H-globais. O estudo de ações parciais de um grupo

G está ligado ao das ações de um semigrupo inverso S(G), o qual gera uma álgebra

que também é originada através das relações de representações parciais de G, a álgebra

Kpar(G). Além disso, estudar representações parciais de G é equivalente a estudar mó-

dulos sobre esta álgebra. Mostramos também que Kpar(G) é isomorfa à álgebra de um

grupoide, o que permite verificar que Kpar(G) é semissimples e determinar sua dimensão.

Em seguida restringimos o estudo a representações parciais que são representações usuais

quando restritas a um subgrupo H fixo, chamadas de representações parciais H-globais.

Mostramos que resultados análogos aos anteriores continuam válidos, isto é, que essas

representações parciais correspondem aos módulos sobre uma álgebra CH
par(G) e que esta

é isomorfa à álgebra de um grupoide. Por fim, ao estudar as representações irredutíveis

desta última surge um par de funtores oriundos da restrição e indução de representações;

mostramos que estes funtores formam um par adjunto, estendendo para representações

parciais o resultado conhecido como Reciprocidade de Frobenius.

Palavras-chave: Representações parciais, ações parciais, Álgebra parcial de grupo.



ABSTRACT

In this dissertation we investigate actions and partial representations of groups, with

greater emphasis on the study of H-global partial representations. The study of partial

actions of a group G is linked to that of the actions of an inverse semigroup S(G), which

generates an algebra that is also originated through the relations of partial represen-

tations of G, namely Kpar(G). Furthermore, studying partial representations of G is

equivalent to studying modules on this algebra. We also show that Kpar(G) is isomor-

phic to the algebra of a groupoid, which allows us to verify that Kpar(G) is semisimple

and determine its dimension. Then we restrict the study to partial representations that

are usual representations when restricted to a fixed H subgroup, called H-global partial

representations. We show that similar results to the previous ones remain valid, that is,

that these partial representations correspond to the modules over an algebra CH
par(G)

and that this is isomorphic to the algebra of a groupoid. Finally, when studying the

irreducible representations of the latter, a pair of functors arises from the restriction and

induction of representations; we show that these functors form an adjoint pair, extending

to partial representations the result known as Frobenius Reciprocity

Keywords: Partial representations, Partial actions, Partial Group Algebra.
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INTRODUÇÃO

Uma das motivações no estudo de representações parciais surge no estudo de ações globais e ações parciais.

Apenas para recordar o leitor, fixado um grupo G e uma álgebra A, uma ação global de G em A nada mais

é do que um homomorfismo de grupos entre G e o grupo de automorfismos de A. Então, ao considerar um

grupo G, uma álgebra unital A e uma ação global α de G em A, uma representação covariante da ação global

de A em uma álgebra B é um par (f, π), onde f : A → B é um homomorfismo de álgebras e π : G → B é

uma representação global de G em B tal que

π(g)f(a)π(g−1) = f(αg(a)), ∀g ∈ G, a ∈ A.

Um bom exemplo de representação covariante pode ser construído da seguinte maneira: tomando uma

álgebra unital A e uma ação global θ de G em A, é possível construir uma nova álgebra denotada por A[G],

a qual os elementos são da forma
∑
g∈G

agδg (aqui os δg são utilizados apenas para marcar a posição g), a

multiplicação é dada por

(agδg)(bhδh) = θg(θg−1(ag)bh)δgh. (1)

Por consequência a unidade é dada por 1δe, onde e é o elemento neutro de G.

Agora observe que a função v : G → A[G], g → 1δg é uma representação global de G, pois vgh =

vgvh, g, h ∈ G. Além disso, podemos tomar a inclusão canônica f : A → A[G], a �→ aδe, assim

vgf(a)vg−1 = f(θg(a)), ∀g ∈ G, a ∈ A.

Mais do que um exemplo, temos a seguinte propriedade universal: dada uma representação covariante

(f, π) de A em uma álgebra unital B, existe um único homomorfismo de álgebras φ : A[G] → B, descrito por

φ(aδg) = f(a)π(g).

A[G]

A G

B
f

f v

π

∃!φ
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De maneira natural, é interessante questionar o que acontece se no início do processo tomarmos uma ação

parcial, em vez de uma ação global. Uma ação parcial de G na álgebra A é uma coleção de ideais Dg de A e

uma coleção de aplicações lineares, bijetoras e multiplicativas αg : Dg−1 → Dg que satisfazem condições tais

que, quando αg(αh(a)) está definido, então αgh(a) também está definido e αg(αh(a)) = αgh(a), ∀a ∈ A.

O que mudaria na definição de representação covariante e como seria feita a construção de A[G] e da

propriedade universal no contexto das ações parciais? Nesse sentido, observe que se a ação θ for parcial ainda

sim é possível construir uma álgebra em que os elementos são da forma
∑
g∈G

agδg, a multiplicação e a unidade

funcionam de maneira análoga à (1), essa álgebra é denotada por A�θ G.

No entanto, a função v não está bem definida, pois a expressão vg = 1δg não faz sentido, a menos que

cada Dg seja um ideal com unidade, assim podemos redefinir u : G → A�θ G como sendo ug = 1gδg.

Veremos neste trabalho que a função u é, na verdade, uma representação parcial de G em A �θ G, isto

é, ainda temos que u(1) = 1δe, mas em vez de u(g)u(h) = u(gh), u satisfaz igualdades mais fracas, a saber,

u(g−1)u(g)u(h) = u(g−1)u(gh) e u(g)u(h)u(h−1) = u(gh)u(h−1). Além disso, ao adaptar a definição de

representação covariante para representações parciais, em vez de globais, o par (f, u) satisfaz a igualdade

ugf(a)ug−1 = f(θg(a)), para todo g ∈ G e a ∈ Dg. Além de ser universal.

Por dizer, dada uma representação covariante (f, u) de A em uma álgebra B, isto é, f : A → B é

homomorfismo de álgebras e u : G → B é representação parcial, tal que ugf(a)ug−1 = f(θg(a)), para todo

g ∈ G e a ∈ Dg, então existe um único homomorfismo de álgebras ψ : A�θG → B dado por ψ(aδg) = f(a)ug

A�θ G

A G

B
f

f u

u

∃!ψ

A construção desses resultados pode ser vista com detalhes no capítulo 9 de [8].

Diante da motivação apresentada acima, este trabalho tem como principais objetos de estudos as ações

e representações parciais de um grupo finito qualquer. A partir disso, surgem algumas boas propriedades

a respeito desse tema, por exemplo, no primeiro capítulo será mostrado que existe uma correspondência

biunívoca entre ações parciais de um grupo G e ações de um certo semigrupo inverso, o qual chamaremos

de S(G). Esse semigrupo inverso é construído por meio de três relações que geram uma equivalência, as

quais estão intimamente ligadas a representações parciais de G. Para realizar esse estudo, tomamos como

referência o artigo [7] de Ruy Exel, intitulado “Partial actions of groups and actions of inverse semigroups”.

O segundo capítulo será dedicado ao estudo da álgebra Kpar(G), denominada Álgebra Parcial de G.

Começamos introduzindo as representações parciais de G, assim, a álgebra Kpar(G) é a álgebra universal

gerada pelas relações oriundas da definição de representação parcial. Diante disso, da mesma maneira que

estudar representações de KG é equivalente a estudar as representações de G, o mesmo acontece com Kpar(G),

isto é, mostraremos que estudar as representações parciais de G equivale a estudar as representações de

Kpar(G).

9



No entanto, em termos práticos temos poucas informações sobre Kpar(G), bem como descrever uma base,

se é de dimensão finita e se é ou não semissimples. Nesse sentido, mostraremos que Kpar(G) é isomorfa a

álgebra de um grupoide construído a partir do grupo G, o qual denotaremos por Γ(G). Transladar o problema

para a álgebra KΓ(G) mostra-se muito mais prático, já que a base será dada pelos elementos do grupoide, o

que nos permite calcular sua dimensão, além disso, provaremos que é semissimples.

Para finalizar o capítulo, provaremos que Kpar(G) é isomorfa a A�G, onde A é uma álgebra comutativa

com algumas condições, as quais serão apresentadas mais tarde.

Nessa parte do trabalho utilizamos duas referências, a primeira delas é o artigo “Partial representations

and partial group algebras” [6], utilizado para estudar a relação entre a álgebra Kpar(G) e a álgebra KΓ(G).

Para o provar o isomorfismo entre Kpar(G) e A�G, utilizamos o artigo [4] “ Associativity of crossed products

by partial actions, enveloping actions and partial representations”.

O capítulo seguinte será dividido em duas partes, primeiramente mostraremos que para toda ação parcial

de G em um conjunto X existe, a menos de isomorfismo, uma única globalização (uma ação global em um

conjunto associado a X, com algumas condições a mais). Naturalmente, dada uma representação parcial

(V, π), existe, a menos de isomorfismo, uma única globalização (U, ρ) (uma representação global, também

com algumas condições a mais), a qual (V, π) é sua restrição.

Na segunda parte, o estudo é voltado as representações parciais H globais, isto é, dado um subgrupo H de

G, representações parciais H−globais são representações em que a restrição a H é uma representação global.

Apresentamos algumas propriedades e relações que são satisfeitas por representações H−globais, além de

apresentar uma construção geral de exemplos de representações H−globais, originadas a partir da restrição

da representação induzida de G.

O capítulo quatro é uma generalização do capítulo dois, com respeito a álgebra CH
par(G). Essa que por

sua vez é gerada pelas relações definidoras das representações parciais H− globais, descritas no capítulo três.

Sendo assim, provaremos que CH
par(G) surge por meio de um quociente da álgebra Cpar(G). Os resultados são

análogos, ou seja, estudar representações parciais H−globais equivale a estudar os módulos sobre a álgebra

CH
par(G). Mais além, assim como Kpar(G) é semissimples por ser isomorfa à álgebra semissimples KΓ(G), o

mesmo ocorre com CH
par(G), a qual é isomorfa à álgebra semissimples CΓH(G), onde ΓH(G) é um grupoide

criado através das representações parciais H−globais de G. Por fim, a álgebra CH
par(G) é isomorfa ao produto

cruzado A�θG, mas aqui as condições sobre a álgebra A são distintas das que serão apresentadas no capítulo

2.

Assim como o capítulo três, o último capítulo possui duas partes. A primeira delas consiste em descrever

quais são as representações irredutíveis de CΓH(G). Para isso, a primeira seção é um estudo voltado a irre-

dutibilidade de álgebras semissimples, assim, aplicando na álgebra CΓH(G), concluímos que as representações

irredutíveis dessa álgebra estão ligadas à construção geral de exemplos apresentada no capítulo três, isto é,

a restrições de representações induzidas.

Finalizamos o capítulo cinco mostrando uma adjunção entre os funtores ResGH : PRepHG → RepH e PIndGH .

10



HomG(PInd
G
H W,U) ∼= HomH(W,ResGH U).

O funtor ResGH que nada mais é do que tomar a restrição de uma G−representação parcial H−global

à H, formando por definição uma representação global de H. Já o funtor PIndGH toma uma representação

global de H e associa a uma G−representação parcial H−global, a qual é chamada de Indução parcial. Esse

resultado é conhecido como Reciprocidade de Frobenius.

Para os capítulos três, quatro e cinco nos baseamos no ótimo artigo [3] “Partial and Global Representations

of Finite Groups”.
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Capítulo 1

AÇÕES PARCIAIS DE GRUPOS E

AÇÕES DE SEMIGRUPOS INVERSOS

Neste capítulo iremos construir, através de um grupo G fixado, um semigrupo inverso S(G). A partir

disso, mostraremos que as ações de S(G) estão em uma correspondência biunívoca com as ações parciais de

G. Nesse sentido, estudar a teoria de representações de G é equivalente a estudar a teoria de representações

de S(G). Essa construção pode ser encontrada com mais detalhes em [7].

1.1 Ações parciais de grupos

Definição 1.1.1. Dado um conjunto X e um grupo G, uma função α : G ×X → X é uma ação global do

grupo G no conjunto X se

1. α(e, x) = x, ∀x ∈ X, onde e é o elemento neutro de G.

2. α(g · h, x) = α(g, α(h, x)), para quaisquer g, h ∈ G e x ∈ X.

Observação 1.1.2. Note que é possível definir, de maneira equivalente, uma ação global de G em X como

um homomorfismo de grupos β : G → Sym(X), onde Sym(X) é o grupo das bijeções de X com a operação

dada pela composição, e ainda, para cada g em G definimos β(g) : X → X por β(g)(x) = α(g, x).

Definição 1.1.3. Sejam G um grupo e X um conjunto, uma ação parcial de G em X é um par

Θ = ({Dt}t∈G, {θt}t∈G),

onde, para cada t ∈ G, Dt é um subconjunto de X e θt : Dt−1 → Dt é uma função bijetora, satisfazendo,

para todos r e s em G,

i) De = X e θe = idX .

12



ii) θr(Dr−1 ∩Ds) = Dr ∩Drs,

iii) θr(θs(x)) = θrs(x), x ∈ Ds−1 ∩Ds−1r−1 .

Observação 1.1.4. Em algumas referências, a condição ii) é substituída por θ−1
r (Dr ∩ Ds−1) ⊆ D(rs)−1 .

Como também, a condição iii) é substituída por θr(θs(x)) = θrs(x), sempre que x ∈ θs
−1(Ds ∩Dr−1), pois

Ds−1 ∩Ds−1r−1 = θs
−1(Ds ∩Dr−1). A prova dessas equivalências podem ser consultada em [4].

Exemplo 1.1.5. Toda ação global β de um grupo G em um conjunto X é uma ação parcial β = ({Dt}t∈G, {βt}t∈G),

com Dt = X e βt = β, para todo t ∈ G.

Exemplo 1.1.6. Dada uma ação global β : G → Sym(X) e Y ⊆ X, podemos induzir uma ação parcial

α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G) em Y , onde Dg = Y ∩ βg(Y ) e αg é a restrição de βg a Dg−1 .

De fato, observe que para cada g ∈ G temos αg : Dg−1 → Dg bem definida e sobrejetora, pois

αg(Dg−1) = αg(Y ∩ βg−1(Y )) = βg(Y ∩ βg−1(Y ))

= βg(Y ) ∩ βg(βg−1(Y )) = βg(Y ) ∩ Y = Dg.

Além de ser injetora, por ser restrição de βg, a qual é injetora.

Agora vejamos que assim definida α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G) satisfaz as três condições para ser uma ação

parcial de G em Y .

i) De = βe(Y ) ∩ Y = Y ∩ Y = Y e αe = βe = idY .

ii) sejam g, h ∈ G, então

αg(Dg−1 ∩Dh) = βe(Y ∩ βg−1(Y ) ∩ Y ∩ βh(Y )) = βg(Y ) ∩ Y βg(Y ) ∩ βgβh(Y )

= βg(Y ) ∩ Y ∩ βgh(Y ) = Y ∩ βg(Y ) ∩ Y βgh(Y ) = Dg ∩Dgh.

iii) seja y ∈ Dh−1 ∩Dh−1g−1 então αg(αh(y)) está bem definido, pois αh(y) ∈ Y ∩ βh(Y )βg−1(Y ) ⊆ Dg−1 ,

assim,

αg(αh(y)) = βg(βh(y)) = βgh(y) = αgh(y),

como queríamos.

Portanto, temos uma ação parcial de G em Y .

1.2 O semigrupo inverso associado a um grupo

A partir daqui, fixado um grupo finito G, nosso objetivo é construir um semigrupo inverso S(G) tal que

as ações parciais de G em um conjunto X formam uma correspondência biunívoca com os ações de S(G).

Definição 1.2.1. Um semigrupo S é dito um semigrupo inverso se para todo x ∈ S , existe um único

elemento x∗ ∈ S tal que
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i) x(x∗x) = x

ii) (x∗x)x∗ = x∗.

Definição 1.2.2. Seja X um conjunto não-vazio. Uma função parcialmente bijetora em X é uma função

bijetora φ : A → B onde A e B são subconjuntos de X. O conjunto de todas as funções parcialmente bijetoras

em X será denotado por I(X).

Exemplo 1.2.3. O conjunto I(X) é um semigrupo inverso. A operação em I(X) é a composição no maior

domínio possível, isto é, se φ e ψ ∈ I(X) então

dom(φψ) = ψ−1(ran(ψ) ∩ dom(φ)) e ran(φψ) = φ(ran(ψ) ∩ dom(φ)),

e para x ∈ dom(φψ) define-se (φψ)(x) = φ(ψ(x)).

Pode-se verificar que esta operação é associativa. O elemento φ∗ correspondente à bijeção φ : A → B

é sua inversa φ−1 : B → A. Como φφ−1 = idB e φ−1φ = idA, fica claro que as igualdades φφ−1φ = φ

e φ−1φφ−1 = φ−1 são satisfeitas; pode-se provar também que se γ é uma função parcialmente bijetora e

φγφ = φ, γφγ = γ, então γ = φ−1.

Um resultado fundamental envolvendo semigrupos inversos é o Teorema de representação de Wagner-

Preston, que diz que todo semigrupo inverso é isomorfo a um subsemigrupo de I(X). Este resultado pode

ser consultado em [9].

Definição 1.2.4. Uma ação do semigrupo inverso S em um conjunto X é um homomorfismo π : S → I(X).

Definição 1.2.5. Seja G um grupo, denotaremos por S(G) o semigrupo definido a partir dos geradores e

das relações conforme segue. Para cada elemento t ∈ G, considere o gerador [t]. Para cada par de elementos

t, s em G, considere as relações

i) [s−1][s][t] = [s−1][st],

ii) [s][t][t−1] = [st][t−1],

iii) [s][e] = [s].

S(G) é o semigrupo obtido como quociente do semigrupo livre gerado pelo conjunto {[t]; t ∈ G} pela con-

gruência gerada pelas relaçoes (i), (ii) e (iii).

Observação 1.2.6. Note que de i) e iii) temos que [t][t−1][t] = [t], o que nos dá uma pista de que S(G) pode

ser visto como um semigrupo inverso. Outra observação é que prova-se facilmente a partir dos axiomas ii) e

i) que [e][s] = [s], por dizer

[e][s] = [ss−1][s] = [s][s−1][s] = [s].

Proposição 1.2.7. Dados um semigrupo S e uma função f : G → S satisfazendo
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i) f(s−1)f(s)f(t) = f(s−1)f(st),

ii) f(s)f(t)f(t−1) = f(st)f(t−1),

iii) f(s)f(e) = f(s),

existe um único homomorfismo f̃ : S(G) → S tal que f̃([t]) = f(t).

Demonstração. Segue da Definição 1.2.5. Mais detalhes podem ser vistos em [9].

Proposição 1.2.8. Existe uma involução ∗ : S(G) → S(G) tal que para todo t ∈ G vale [t]∗ = [t−1].

Demonstração. Seja S(G)op o semigrupo oposto, ou seja, S(G)op é o mesmo conjunto que S(G), mas a

multiplicação de dois elementos α, β é dada por

α • β = βα,

onde βα, do lado direito, corresponde à multiplicação usual em S(G).

Agora considere f : G → S(G)op dada por f(t) = [t−1]. Dessa maneira, como S(G) satisfaz a Definição

1.2.5, segue que f satisfaz para todo s, t ∈ G as condições da Proposição 1.2.7.

Assim, existe um homomorfismo ∗ : S(G) → S(G)op, que em geradores é dado por [t]∗ = [t−1]. Observe

que ∗ pode ser visto como um anti-homomorfismo de S(G) para S(G), em vez de S(G)op. Essa aplicação é

na verdade uma involução, pois em geradores temos ([t]∗)∗ = [t] e, como ∗ é um anti-homomorfismo, segue

que (v∗)∗ = v para todo v ∈ S(G).

Para provar que S(G) é, de fato, um semigrupo inverso, precisamos utilizar elementos especiais, tais

elementos são chamados de idempotentes. A saber, um elemento ε em um semigrupo é dito idempotente se

ε2 = ε.

Proposição 1.2.9. Para todo t ∈ G defina εt = [t][t−1] ∈ S(G). Então, para todo t, s ∈ G valem as seguintes

propriedades:

i) εt é idempotente auto-adjunto, isto é, ε∗t = εt = ε2t .

ii) [t]εs = εts[t].

iii) εt e εs comutam.

Demonstração. i) Utilizando o fato de que ∗ é anti-morfismo temos que ε∗t = ([t][t−1])∗ = [t−1]∗[t]∗ =

[t][t−1] = εt. Por outro lado, ε2t = [t][t−1][t][t−1] = [t][t−1t][t−1] = [t][t−1] = εt.

Assim, vale que ε∗t = εt = ε2t .

ii) Lembrando que [ts] = [ts][(ts)−1][ts] e, utilizando i) e ii) da Definição 1.2.5, obtemos
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[t]εs = [t][s][s−1] = [ts][s−1] = [ts][s−1t−1][ts][s−1] = [ts][s−1t−1][t] = εts[t].

iii) Por fim, temos

εtεs = [t][t−1]εs = [t]εt−1s[t
−1] = εs[t][t

−1] = εsεt

Proposição 1.2.10. Todo elemento α ∈ S(G) admite uma decomposição α = εr1 · · · εrn [s], onde n ≥ 0 e

r1, . . . , rn, s são elementos de G. Além disso, podemos assumir que

i) ri �= rj , para todo i �= j.

ii) ri �= s e ri �= e para todo i.

Demonstração. Seja S o subconjunto de S(G) consistindo de todos os elementos α ∈ S(G) que admitem uma

decomposição como acima. Note que cada [s] ∈ S, pois basta tomar n = 0. Então, para provar a afirmação

é suficiente provar que S é um subsemigrupo de S(G), já que os [s]′s geram S(G).

Dito isso, seja α = εr1 . . . εrn [s], basta provar que α[t] ∈ S, pois dessa maneira provamos que S é um ideal

à direita e portanto um subsemigrupo. Nesse sentido, perceba que

[s][t] = [s][s−1][s][t] = [s][s−1][st] = εs[st],

logo,

α[t] = εr1 · · · εrn [s][t] = εr1 · · · εrnεs[st] ∈ S.

Com isso, resta-nos provar i) e ii). Para i), note que como os εrj comutam e são idempotentes, podemos

eliminar as repetições. Agora para ii), se existe ri = s então εri = [s][s−1], assim,

α = εr1 · · · ε̂ri · · · εrn [s][s−1][s] = εr1 · · · ε̂ri · · · εrn [s],

ou seja, εri pode ser eliminado da decomposição.

Definição 1.2.11. A decomposição α = εr1 · · · εrn [s] satisfazendo as condições i) e ii) da Proposição 1.2.10

é chamada de forma padrão.

A forma padrão de um elemento α ∈ S(G) será de fundamental importância para provar que S(G) é um

semigrupo inverso. A proposição a seguir nos dá uma boa dica de como isso será feito.

Proposição 1.2.12. Para cada α ∈ S(G), temos que αα∗α = α e α∗αα∗ = α∗.

Demonstração. Seja α ∈ S(G), escrevamos α = εr1 · · · εrn [s], então

α∗ = (εr1 · · · εrn [s])∗ = [s−1]εrn · · · εr1 .
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Assim,

αα∗α = εr1 · · · εrn [s][s−1]εrn · · · εr1εr1 · · · εrn [s] = εr1 · · · εrnεsεr1 · · · εrn [s]
= εr1 · · · εrnεs[s] = εr1 · · · εrn [s][s−1][s] = εr1 · · · εrn [s] = α.

O caso α∗αα∗ = α∗ é análogo ao anterior.

Diante do que foi dito, para provar que S(G) é, de fato, um semigrupo inverso resta-nos garantir que para

cada α em S(G) o elemento α∗ é único. Para tal, iremos estudar as representações de S(G), conforme segue

na próxima seção.

1.3 Representações de S(G)

É importante deixar claro que a expressão “representação de S(G)” aqui será utilizada apenas para se

referir a um homomorfismo de S(G) para algum semigrupo. Essas representações são frequentemente obtidas

através de funções que satisfazem a Proposição 1.2.7.

Um exemplo que será útil nesse texto é a representação ∂ : S(G) → G dada por ∂([t]) = t, obtida através

da função identidade id : G → G. Se α ∈ S(G), chamaremos ∂(α) de grau de α

Observação 1.3.1. Note que ao escrever α = εr1 · · · εrn [s], temos ∂(α) = ∂(εr1 · · · εrn [s]) = s, pois ∂(εri) =

e, ∀i = 1, . . . , n.

Agora construiremos outra representação um pouco mais elaborada. Seja Pe(G) o conjunto de todos os

subconjuntos finitos de G que contém e. Então, G e {e} são, respectivamente, o maior e o menor elemento

de Pe(G). Dito isso, considere F(Pe(G)) o semigrupo consistindo de todas as funções com valores em Pe(G),

com a regra da composição.

Assim, defina para cada t ∈ G a função φt : Pe(G) → Pe(G) dada por φt(E) = tE ∪ {e} paa cada

E ∈ Pe(G), onde tE é o conjunto tE = {ts : s ∈ E}. Por praticidade, note que como e ∈ E, podemos

escrever φt(E) = tE ∪ {t, e}.

Proposição 1.3.2. A função f : G → F(Pe(G)) dada por f(t) = φt satisfaz as propriedades i) - iii) da

Proposição 1.2.7, nesse sentido, existe uma única representação Λ : S(G) → F(Pe(G)) tal que Λ([t]) = φt.

Demonstração. Sejam t, s ∈ G e E ∈ Pe(G) qualquer, então temos

i) f(s−1)f(s)f(t)(E) = φs−1(φs(φt(E))) = φs−1(φs(tE∪{t, e})) = φs−1(stE∪{st, s, e}) = tE∪{t, e, s−1},

por outro lado,

f(s−1)f(st)(E) = φs−1((φst)(E)) = φs−1(stE ∪ {st, e}) = tE ∪ {t, s−1, e}.

Assim, temos f(s−1)f(s)f(t)(E) = f(s−1)f(st)(E).
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ii) é completamente análogo ao item i). Provaremos abaixo o item iii).

iii) f(s)f(e)(E) = φs(φe(E)) = φs(eE ∪ {e}) = φs(E) = f(s)(E).

Portanto, como i),ii) e iii) são válidos, segue da Proposição 1.2.7 que existe uma representação Λ : S(G) →
F(Pe(G)), onde Λ([t]) = φt.

Observação 1.3.3. Note que, se r ∈ G e E ∈ Pe(G) então

Λ(εr)(E) = Λ([r][r−1])(E) = Λ([r])(Λ(r−1)(E)) = Λ([r])(r−1E ∪ {e}) = E ∪ {r}.

Além disso, se α = εr1 . . . εrn [s], então Λ(α)({e}) = {r1, . . . , rn, s, e}.

A partir das duas representações apresentadas anteriormente podemos, finalmente, provar a unicidade da

decomposição padrão de um elemento qualquer α ∈ S(G), conforme segue.

Proposição 1.3.4. Se α ∈ S(G) então α admite uma única decomposição padrão

α = εr1 · · · εrn [s],

a menos de reordenação dos ε′rs.

Demonstração. Supondo que α admita outra decomposição dada por α = εt1 · · · εtm [u], então ∂(α) = u.

Mas, α = εr1 · · · εrn [s], assim, ∂(α) = s. Logo, podemos concluir que s = u.

Da Observação 1.3.3, temos Λ(α)({e}) = {r1, . . . , rn, s, e}, por outro lado, Λ(α)({e}) = {t1, . . . , tm, u, e}.
Daí,

{r1, . . . , rn} \ {s, e} = {t1, . . . , tm} \ {u, e},

o que nos leva a

{r1, . . . , rn} = {t1, . . . , tm},

como queríamos.

Teorema 1.3.5. Se G é um grupo finito de ordem n então S(G) possui 2n−2(n+ 1) elementos.

Demonstração. De fato, como εe = e então existem 2n−1 elementos da forma εr1 · · · εrk [e] e n − 1 escolhas

possíveis para s �= e, sendo assim, existem 2n−2 elementos da forma εr1 · · · εrk [s]. Portanto, a quantidade de

elementos em S(G) é dada por 2n−1 + (n− 1)2n−2 = 2n−2(n+ 1).

Teorema 1.3.6. Para todo grupo G, S(G) é um semigrupo inverso.

Demonstração. Já vimos na Proposição 1.2.12 que α∗ satisfaz as condições de “inverso”. Suponha que existe

um elemento β ∈ S(G) tal que αβα = α e βαβ = β. Escrevendo na forma padrão temos

α = εr1 · · · εrn [s]
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e

β∗ = εt1 · · · εtm [u].

Assim, β = [u−1]εt1 · · · εtm e então s = ∂(α) = ∂(αβα) = ∂(α)∂(β)∂(α) = su−1s, segue que u = s. Além

disso, temos

αβα = εr1 · · · εrn [s][s−1]εt1 . . . εtmεr1 · · · εrn [s]
= εr1 · · · εrn [s]εsεt1 . . . εtm [s] = εr1 · · · εrnεt1 · · · εtmεs[s]

= εr1 · · · εrnεt1 · · · εtm [s] = α.

Da unicidade da decomposição padrão, temos que

{r1, . . . , rn} ∪ {t1, . . . , tm} = {r1, . . . , rn},

ou seja, {t1, . . . , tm} ⊂ {r1, . . . , rn}.
Utilizando o fato de que β∗α∗β∗ = β∗ e fazendo um processo análogo ao acima temos que {r1, . . . , rn} ⊂

{t1, . . . , tm}.
Portanto, β = α∗.

1.4 Ações de semigrupos inversos vs ações parciais de grupos

Lembre que uma ação parcial de um grupo G em um conjunto X é uma função θ : G → I(X) satisfazendo

as condições de 1.1.3. O objetivo desta seção é mostrar que existe uma correspondência biunívoca entre as

ações parciais de um grupo G em um conjunto X e as ações de S(G) em X.

Proposição 1.4.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma função θ : G → I(X) nos dá uma ação

parcial de G em X se, e somente se, para todo s, t ∈ G, valerem as condições a seguir

i) θsθtθt−1 = θstθt−1 ;

ii) θe = idX ;

iii) θs−1θsθt = θs−1θst.

Demonstração. (⇒) : suponha que θ : G → I(X) nos dá uma ação parcial de G em X. Mostraremos que as

condições i),ii) e iii) são satisfeitas.

i)Seja x ∈ Dt, afirmamos que θsθtθt−1(x) = θstθt−1(x). Uma vez que a composição θsθtθt−1(x) precisa

estar bem definida, temos que θt(θt−1(x)) ∈ Dt ∩ Ds−1. Por se tratar de bijeções, segue que θt−1(x) ∈
θ−1
t (Dt∩Ds−1). Mas se θt−1(x) ∈ θ−1

t (Dt∩Ds−1), segue da Definição 1.1.3, item iii) (e da Observação 1.1.4),

que θsθt(θt−1(x)) = θst(θt−1(x)).

ii) Segue diretamente da condição i) da Definição 1.1.3.

iii) Como já provamos i), vale que θt−1θs−1θs = θt−1s−1θs e θ∗t = θ−1
t , temos
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θs−1θsθt = (θt−1θs−1θs)
∗ = (θt−1s−1θs)

∗ = θs−1θst.

(⇐) : assumindo que as condições i),ii) e iii) são válidas para todo s, t ∈ G, em particular para s = t−1,

temos

θt−1θtθt−1 = θt−1tθt−1 = θeθt−1 = θt−1 .

Pelo mesmo processo, mas substituindo t e t−1, temos também θtθt−1θt = θt. Então, pela unicidade dos

inversos no semigrupo inverso I(X), concluímos que θ∗t = θt−1 . Defina Dt = ran(θt), então

dom(θt) = ran(θ∗t ) = ran(θt−1) = Dt−1 ,

ou seja, θt é uma função de Dt−1 para Dt, como queríamos. Agora, para quaisquer s, t ∈ G, temos

θt−1θs−1 = θt−1θs−1θsθs−1 = θt−1s−1θsθs−1 .

Em particular, o domínio dessas duas composições devem coincidir. Do lado esquerdo temos

dom(θt−1θs−1) = θs(Ds−1 ∩Dt).

Agora note que θsθs−1 é a função identidade em Ds, então, do lado direito temos

dom(θt−1s−1θsθs−1) = Ds ∩Dst.

A condição iii) da Definição 1.1.3 vem da condição i) da nossa hipótese.

Teorema 1.4.2. Para todo grupo G e todo conjunto X, existe uma correspondência biunívoca entre

a) Ações parciais de G em X

b) Ações de S(G) em X.

Demonstração. Pela Proposição 1.2.7, existe uma correspondência biunívoca entre os homomorfismo de S(G)

para I(X) e as funções de G para I(X) satisfazendo as condições i),ii) e iii) de 1.2.7. Além disso, vimos na

Proposição 1.4.1 que essas funções correspondem biunivocamente com as ações parciais de G em X.
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Capítulo 2

REPRESENTAÇÕES PARCIAIS E A

ÁLGEBRA PARCIAL DE GRUPO

Este capítulo será dividido em duas partes: primeiramente abordaremos as representações parciais de um

grupo G e mostraremos que, sob certas condições, existe uma correspondência com as representações parciais

isométricas. Na segunda parte mostraremos que também há uma correspondência entre as representações

parciais de um grupo G e as representações de um álgebra chamada Kpar(G). Além disso, podemos descrever

essa álgebra como soma direta de álgebras de matrizes. Este capítulo tem como base a referência [6].

2.1 Representação parcial de um grupo

Definição 2.1.1. Sejam G um grupo finito, K um corpo e A uma K−álgebra. Uma representação parcial

de G em A (ou uma G−representação parcial) é uma função π : G → A satisfazendo, para todo s, t ∈ G, as

condições a seguir

a) π(s)π(t)π(t−1) = π(st)π(t−1).

b) π(s−1)π(s)π(t) = π(s−1)π(st).

c) π(e) = 1A.

Uma representação parcial de G em um espaço vetorial V é uma representação parcial π : G → EndV .

Exemplo 2.1.2. Observe que toda representação linear de um grupo G é uma representação parcial. Além

disso, se H é um subgrupo de G e π : H → End(V ) é uma representação parcial de H então ao definir

π̃ : G → End(V ) por

π̃(g) =

⎧⎨⎩ π(g), se g ∈ H;

0, se g /∈ H,
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temos uma representação parcial em G. Logo, a Definição 2.1.1 também faz sentido para grupos infinitos.

Definição 2.1.3. Dado um conjunto X, seja K[X] o espaço vetorial com base X. Para todo subcon-

junto Y ⊂ X, seja PY : K[X] → K[Y ] a projeção cujo núcleo é K[X \ Y ]. Dada uma ação parcial

α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) de um grupo G em um conjunto X, a função α̂ : G → EndK[X] definida por

α̂(g)(x) := αg(PXg−1 (x)) =

⎧⎨⎩ 0, se x /∈ Xg−1 ;

αg(x), se x ∈ Xg−1 .

é chamada de linearização de (X,α).

Proposição 2.1.4. A linearização (K[X], α̂) definida anteriormente é uma representação parcial de G em

K[X].

Demonstração. Sejam g, h ∈ G e x ∈ K[X]. Se x /∈ Xg então ˆα(h) ˆα(g)α̂(g−1)(x) = ˆα(hg)α̂(g−1)(x) = 0,

pois α̂(g−1)(x) = 0. Supondo agora que x ∈ Xg, temos

α̂(h)α̂(g)α̂(g−1)(x) = α̂(h)α̂(g)(αg−1(x)) = α̂(h)(αgαg−1(x)) = α̂(h)(x) =

⎧⎨⎩ 0, se x /∈ Xg ∩Xh−1 ;

αh(x), se x ∈ Xg ∩Xh−1 .

Por outro lado,

α̂(hg)α̂(g−1)(x) = α̂(hg)αg−1(x) =

⎧⎨⎩ 0, se αg−1(x) /∈ Xg−1 ∩Xhg−1 ;

αhg(αg−1(x)), se αg−1(x) ∈ Xg−1 ∩Xhg−1 .

Mas se αg−1(x) ∈ Xg−1 ∩Xhg−1 então αhgαg−1(x) = αhαgαg−1(x) = αh(x), assim, podemos rescrever

α̂(hg)α̂(g−1)(x) = α̂(hg)αg−1(x) =

⎧⎨⎩ 0, se αg−1(x) /∈ Xg−1 ∩Xhg−1 ;

αh(x), se αg−1(x) ∈ Xg−1 ∩Xhg−1 .

Além disso, como Xg−1 ∩Xhg−1 = α−1
g (Xh ∩Xg−1), temos

α̂(hg)α̂(g−1)(x) = α̂(hg)αg−1(x) =

⎧⎨⎩ 0, se αg−1(x) /∈ α−1
g (Xh ∩Xg−1);

αh(x), se αg−1(x) ∈ α−1
g (Xh ∩Xg−1),

ou seja,

α̂(hg)α̂(g−1)(x) = α̂(hg)αg−1(x) =

⎧⎨⎩ 0, se x /∈ Xh ∩Xg−1 ;

αh(x), se x ∈ Xh ∩Xg−1 ,

o que implica na igualdade α̂(hg)α̂(g−1)(x) = α̂(h)α̂(g)α̂(g−1)(x), para todo x ∈ K[X]. De maneira análoga

prova-se que α̂(g−1)α̂(gh) = α̂(g−1)α̂(g)α̂(h).

Por fim, α̂(e)(x) = αe(x), pois x ∈ Xe = K[X] e como α é ação parcial, segue que αe(x) = x, ou seja,

α̂(e) = idK[X]
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Observação 2.1.5. Assim como no caso de representações lineares de grupo, duas representações parciais

πi : G → End(Vi), i = 1, 2, são equivalentes se existe um isomorfismo linear φ : V1 → V2 tal que φ ◦ πi(g) =

π2(g) ◦ φ, ∀g ∈ G. Além disso, se H é um espaço munido de um produto interno então uma representação

unitária é uma representação π que vai de G no espaço de operadores limitados B(H), tal que π(g)∗ =

π(g)−1, ∀g ∈ G, onde ∗ denota o operador adjunto em B(H).

Lembrando que para existir adjunto é preciso que o espaço seja Hilbert, ou seja, H é completo. Ao leitor

mais curioso a respeito desse tema, sugerimos a referência [10]

Sabe-se que uma representação de um grupo finito em um espaço com produto interno é equivalente a

uma representação unitária [12]. Mostraremos no que segue que o mesmo vale para representações parciais

de um grupo finito.

Definição 2.1.6. Uma Representação parcial isométrica de G em um espaço de Hilbert complexo H é uma

função π : G → B(H) tal que para todo s, t ∈ G, vale que

a) π(s)π(t)π(t−1) = π(st)π(t−1).

b) π(t−1) = π(t)∗.

c) π(e) = 1.

Após definir representações parciais e representações parciais isométricas, vejamos que essas definições

são equivalentes. Começamos mostrando que se π : G → B(H) é uma representação parcial isométrica então

π é uma representação parcial. De fato, se s, t ∈ G então por a) e b) da Definição 2.1.6 temos

π(s−1)π(s)π(t) = (π(t−1)π(s−1)π(s))∗ = (π(t−1s−1)π(s))∗ = π(s−1)π(st).

Com isso, a condição b) da Definição 2.1.1 é satisfeita. Uma vez que a) e c) são herdadas da definição

de representação parcial isométrica, temos que π é uma representação parcial. Reciprocamente, dada uma

representação parcial π, então é possível construir uma representação parcial isométrica, a qual é equivalente

a π, conforme a proposição a seguir.

Proposição 2.1.7. Seja K = R ou C. Dada uma representação parcial π : G → End(V ), existe uma

representação parcial isométrica π1 de G, a qual é equivalente a π.

Demonstração. Provaremos que dada uma representação parcial qualquer π : G → End(V ), com V um

C−espaço vetorial, então existe um produto interno 〈·, ·〉 em V tal que

〈π(g)ξ, η〉 = 〈ξ, π(g)−1η〉, ∀g ∈ G, ∀ξ, η ∈ V. (2.1)

Para todo t ∈ G, defina ε(t) := π(t)π(t−1). Afirmamos que os ε(t)′s são idempotentes que comutam em

End(V ). Com efeito,
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ε(t)2 = π(t)π(t−1)π(t)π(t−1) = π(t)π(e)π(t−1) = ε(t), ∀t, s ∈ G.

Para ver que comutam, note que

π(t)ε(s) = π(t)π(s)π(s−1) = π(ts)π(s−1)

= π(ts)π(s−1t−1)π(ts)π(s−1)

= π(ts)π(s−1t−1)π(t) = ε(ts)π(t), (2.2)

assim,

ε(t)ε(s) = π(t)π(t−1)ε(s) = π(t)ε(t−1s)π(t−1)

= ε(s)π(t)π(t−1) = ε(s)ε(t). (2.3)

Agora, seja S ⊂ G um subconjunto, denote por PS o elemento em End(V ) dado por

PS =
∏
s∈S

ε(s)
∏
s/∈S

(1− ε(s)). (2.4)

Segue de (2.2) a seguinte igualdade

π(t)PS = PtSπ(t). (2.5)

Além disso, uma vez que ε(e) = 1, temos que se e /∈ S então PS é o operador nulo, Além disso, se t /∈ S então

PSπ(t) = 0, pois ε(t)π(t) = π(t). A partir disso, afirmamos que vale a identidade a seguir∑
S⊆G

PS = 1, (2.6)

onde a soma é tomada sobre todos os subconjuntos de G, inclusive o conjunto vazio.

De fato, temos

1 =
∏
s∈G

1 =
∏
s∈G

(1− ε(s) + ε(s)) =
∑
S⊆G

([∏
t∈S

ε(t)

]
·
[∏
t/∈S

(1− ε(t))

])
=
∏
S⊆G

PS .

Considere [·, ·] um produto interno em V , então podemos construir um novo produto interno 〈·, ·〉 em V

da seguinte forma

〈ξ, η〉 :=
∑
S

∑
t∈G

[PSπ(t)ξ, PSπ(t)η]. (2.7)

Como os termos são lineares e [·, ·] é produto interno, é suficiente provar que 〈·, ·〉 é positivo definido.

Supondo 〈ξ, ξ〉 = 0, temos que cada termo da soma
∑
S

∑
t∈G

[PSπ(t)ξ, Psπ(t)ξ] é nulo. Em particular, temos

PSξ = 0 para cada S ⊆ G, mas da identidade (2.6) obtemos

ξ = Id(ξ) =
∑
S⊆G

Ps(ξ) = 0.

Portanto, 〈·, ·〉 define um produto interno.
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Finalmente provaremos a igualdade (2.1). Para tal, note que para todo S ⊆ G, t, r ∈ G e ξ, η ∈ V , a

identidade a seguir é válida

[PSπ(t)π(r)ξ, PSπ(t)η] = [PSπ(tr)ξ, PSπ(t)η], (2.8)

e, analogamente

[PSπ(t)ξ, PSπ(t)π(r)η] = [PSπ(t)ξ, PSπ(tr)η]. (2.9)

De fato, se t /∈ S, então conforme dito anteriormente PSπ(t) = 0 e ambos os lados de (2.8) são nulos e

portanto faz-se válida. Por outro lado, se t ∈ S, então PSε(t) = PS , assim,

PSπ(t)π(r) = PSε(t)π(t)π(r) = PSε(t)π(tr) = PSπ(tr),

o que prova (2.8).

Por fim, utilizando (2.8) e (2.9), temos para g ∈ G e ξ, η ∈ V

〈π(g)ξ, η〉 =
∑
S⊆G

∑
t∈G

[PSπ(t)π(g)ξ, PSπ(t)η]

=
∑
S⊆G

∑
t′∈G

[PSπ(t
′)ξ, PSπ(t

′g−1)η]

=
∑
S⊆G

∑
t′∈G

[PSπ(t
′)ξ, PSπ(t

′)π(g−1)η]

= 〈ξ, π(g−1)η〉,

o que conclui o resultado.

2.2 Representações de Kpar(G) vs representações parciais de um

grupo

Assim como estudar as representações de KG é equivalente a estudar as representações lineares do grupo

G, existe uma equivalência entre as representações parciais de um grupo G e uma certa álgebra chamada

álgebra parcial de G, denotada por Kpar(G). Esta seção tratará sobre o tema.

Definição 2.2.1. Seja G um grupo finito e K um corpo. A K−álgebra parcial de grupo Kpar(G) é a álgebra

universal gerada por {[g] : g ∈ G}, seguindo as relações abaixo

1) [e] = 1,

2) [s−1][s][t] = [s−1][st],

3) [s][t][t−1] = [st][t−1],
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para todo s, t ∈ G.

Observação 2.2.2. Note que se A é uma K−álgebra com unidade e π : G → A é uma representação

parcial de G em A então π se estende por linearidade, de forma única, a um homomorfismo de K-álgebras

φ : Kpar(G) → A tal que φ([g]) = π(g).

G A

Kpar(G)

π

proj
φ

Reciprocamente, se φ : Kpar(G) → A é um homomorfismo de K−álgebras, então π(t) = φ([t]) nos dá

uma representação parcial de G em A. A saber,

a)

π(s)π(t)π(t−1) = φ([s])φ([t])φ([t−1]) = φ([s][t][t−1])

= φ([st][t−1]) = φ([st])φ([t−1])

= π(st)π(t−1), ∀s, t ∈ G.

b) Análogo ao item a)

c) π(e) = φ([e]) = φ(1) = 1.

Portanto, como os axiomas a),b) e c) da Definição 2.1.1 são satisfeitos, segue que π é representação parcial

de G em A.

Do modo como definimos, a álgebra parcial de grupo Kpar(G) é a álgebra do semigrupo S(G).

No entanto, é possível caracterizá-la de uma maneira que seja mais fácil estudar a correspondência entre

as representações parciais de G e as representações de Kpar(G). Essa caracterização será feita por meio de

um isomorfismo com outra álgebra, a qual será apresentada adiante, mas para isso precisaremos definir o que

é um grupoide, conforme segue.

2.2.1 Grupoides

Um grupoide é simplesmente uma categoria pequena C, na qual seus morfismos são invertíveis, ou seja,

• A classe de objetos C0 e e a classe de morfismos homC(X,Y ) são conjuntos, para todo X,Y ∈ C0.

• Para todo f ∈ homC(X,Y ), existe um morfismo g ∈ homC(Y,X) tal que fg = idY e gf = idX .

No entanto, utilizaremos neste texto a definição a seguir, a qual pode ser consultada em [11]. Além disso,

mostraremos que ambas são equivalentes.
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Definição 2.2.3. Um grupoide G pode ser descrito por um conjunto de flechas (ou morfismos) G1, um

conjunto de objetos G0 e o diagrama a seguir

G2 G1 G0

G1

m
u

r

s
i

onde G2 é o conjunto G1 ×G0
G1 de pares de flechas em que faz sentido a composição, por dizer,

G2 = {(f, g) ∈ G1 ×G1 : s(f) = r(g)}.

O mapa m é chamado multiplicação (ou composição), por praticidade, se dados f, g tais que s(f) = r(g)

então denotaremos m(f, g) ∈ G1 simplesmente por fg; s é o mapa fonte (ou domínio); r é o mapa alvo (ou

imagem); i é o mapa inverso; e u é o mapa unidade. Assim, temos os seguintes axiomas

Axiomas categóricos:

s(u(x)) = x fonte da unidade

r(u(x)) = x alvo da unidade

s(fg) = s(g) fonte do composição

r(fg) = r(f) alvo da composição

(fg)h = f(gh) associatividade

u(r(f))f = f lei da unidade à esquerda

fu(s(f)) = f lei da unidade à direita

Axiomas de inverso:

s(i(f)) = r(f) fonte do inverso

r(i(f)) = s(f) alvo do inverso

fi(f) = u(r(f)) lei do inverso à esquerda

i(f)f = u(s(f)) lei do inverso à direita

Teorema 2.2.4. G é um grupoide segundo a Definição 2.2.3 se, e somente se, G é uma categoria pequena

na qual seus morfismos são invertíveis.

Demonstração. (⇒) :

Suponha que G é um grupoide segundo a Definição 2.2.3. Então vejamos que G pode ser visto como uma

categoria C, onde seus objetos são os elementos de G0 e, dados dois objetos x, y ∈ G0, temos homC(x, y) =
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{f ∈ G1 : s(f) = x, r(f) = y}. A composição é dada pela multiplicação em m em G, por dizer,

◦ : homC(y, z)× homC(x, y) → homC(x, z)

(f, g) �→ m(f, g) = fg

que está bem definida pelos axiomas da fonte da composição e alvo da composição. Além disso, ela é

associativa, pelo axioma de associatividade em G. Além disso, dado um objeto x ∈ G0 então u(x) é o

morfismo identidade, isto pelos axiomas da lei da unidade à esquerda e à direita em G.

Por fim, a categoria é pequena porque G0 e G1 são conjuntos e, Além disso, todo morfismo f possui o

inverso i(f) (isto decorre dos axiomas da lei do inverso à esquerda e à direita).

(⇐) :

Considere agora uma categoria C, a qual é pequena e seus morfismos possuem inverso. Assim, como C é

pequena então defina G0 como sendo o conjunto dos objetos de C e G1 =
⋃

x,y∈C0

HomC(x, y).

Como C é categoria então as funções as funções s : G1 → G0 por s(f : x → y) = x e r : G1 → G0 por

r(f : x → y) = y estão bem definidas. Assim, podemos definir G2 como sendo o conjunto G2 = {(f, g) ∈
G1 ×G1 : s(f) = r(g)}.

A partir disso, podemos definir os seguintes morfismos

m : G2 → G1

(f, g) �→ f ◦ g

onde ◦ é a composição de morfismos em C;

i : G1 → G1

f �→ f−1

onde f−1 é o inverso de f em C; e

u : G0 → G1

x �→ idx

onde idx é o morfismo identidade do objeto x em C.

Dito isso, com alguns cálculos rotineiros mostra-se que os morfismos s, r,m, i, u cumprem os axiomas

categóricos e de inversão da Definição 2.2.3. Portanto G é um grupoide.

Observação 2.2.5. Neste texto usaremos uma versão da segunda definição em que identificamos cada objeto

com sua identidade, e assim G0 ⊂ G1.

Definição 2.2.6. Seja G um grupo finito. A este grupo associamos o grupoide finito Γ = Γ(G), cujos

elementos são pares (A, g), onde g ∈ G e A é subconjunto de G contendo a identidade e e o elemento g−1.
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A multiplicação de dois pares (A, g) e (B, h) em Γ é definida apenas quando A = hB, ela é dada por

(hB, g) · (B, h) = (B, gh).

Dessa maneira, o inverso de (A, g) é (gA, g−1). A fonte e o alvo em Γ são, respectivamente, s(A, g) = (A, e) e

r(A, g) = (gA, e). O conjunto de unidades de Γ é denotado por Γ(0). A composição de morfismos em Γ está

ilustrada a seguir.

(ghB, e) (hB, e) (B, e)
(B,h)(A,g)

(B,gh)

Exemplo 2.2.7. Seja G = Z3, então o grupoide ΓZ3 é dado por:

{0} {0}

{0, 1} {0, 2} Z3

{0, 1} {0, 2} Z3 Z3

0

1

0

2

1

2

0

0

Definição 2.2.8. Dado um grupoide Γ, denote por Γ(2) ⊂ Γ× Γ o conjunto de todos os pares em Γ em que

é possível fazer essa composição. A álgebra de grupoide KΓ é o K−espaço vetorial gerado pelos elementos

de Γ, a multiplicação é dada por

γ1 · γ2 =

⎧⎨⎩ γ1γ2, se (γ1, γ2) ∈ Γ(2);

0, caso contrário.

Observação 2.2.9. Mais geralmente pode-se definir, da mesma maneira, a K-álgebra de uma categoria

pequena C.

Proposição 2.2.10. Seja KΓ(G) a K-álgebra do grupoide Γ(G), a dimensão dessa álgebra é igual a cardi-

nalidade de Γ(G). Se |G| = n então

dim(KΓ(G)) =

n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n− 1

k

)
= 2n−2(n+ 1). (2.10)

Demonstração.

Uma vez que a dimensão de KΓ(G) é igual a cardinalidade de Γ(G), basta estudarmos a cardinalidade

de Γ(G). O grupoide Γ(G) é composto por pares (A, g), com A ⊂ G e e, g−1 ∈ A.
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Primeiro vejamos quantos pares (A, g) podemos escrever com A tendo k+1 elementos, onde 0 ≤ k ≤ n−1.

Assim, fixando um conjunto A tal que |A| = k+1 satisfazendo as condições e, g−1 ∈ A, podemos reescreve-lo

como A = A′ ∪ {e}, com A′ ⊂ G \ {e}. Diante disso, como |A′| = k, existem
(
n−1
k

)
maneiras de tomar um

conjunto A′. Para a segunda coordenada, como A tem k + 1 elementos, existem k + 1 possibilidades. Logo,

existem
(
n−1
k

)
(k + 1) possíveis pares (A, g) com A tendo k + 1 elementos.

Finalmente, somando sobre todas as possíveis cardinalidades de A, obtemos que a quantidade de pares

(A, g) será

n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n− 1

k

)
.

Observação 2.2.11. Note que o lado direito de (2.10) é uma função estritamente crescente em n. Em

particular, se G e H são grupos finitos tal que KΓ(G) é isomorfa a KΓ(H) então |G| = |H|.

Proposição 2.2.12. Os elementos da forma (A, e) são dois a dois ortogonais, idempotentes em KΓ(G) e a

unidade de KΓ(G) é dada pela soma de todos os elementos dessa forma.

Demonstração. É claro que os elementos da forma (A, e) são idempotentes, pois

(A, e)(A, e) = (eA, e)(A, e) = (A, ee) = (A, e).

Ainda, pelo modo como a multiplicação foi definida em KΓ(G), temos que (A, e)(B, e) = 0, sempre que

A �= B.

Por fim, observe que ∑
A�e

(A, e)(B, g) = (gB, e)(B, g) = (B, eg) = (B, g),

e,

(B, g)
∑
A�e

(A, e) = (B, g)(g−1B, e) = (B, g).

Segue que a unidade da álgebra é justamente essa soma.

Proposição 2.2.13. Defina λp : G → KΓ(G) por λp(g) =
∑

A�g−1

(A, g). Afirmamos que λp é uma represen-

tação parcial de G.

Demonstração. Com efeito, sejam g, h ∈ G, então
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λp(g
−1)λp(g)λp(h) =

∑
g∈A

g−1∈C
h−1∈B

(A, g−1)(B, g)(C, h)

=
∑

h−1∈C
g−1∈hC

(ghC, g−1)(hC, g)(C, h)

=
∑

h−1∈C
h−1g−1∈C

(C, h).

Por outro lado,

λp(g
−1)λp(gh) =

∑
g∈A

h−1g−1∈C

(A, g−1)(C, gh)

=
∑

h−1∈C
h−1g−1∈C

(C, h).

Logo, λp(g
−1)λp(g)λp(h) = λp(g

−1)λp(gh). Analogamente, λp(g)λp(h)λp(h
−1) = λp(gh)λp(h

−1).

Por fim, temos que λp(e) =
∑
A�e

(A, e), a qual é a unidade de KΓ(G).

Teorema 2.2.14. Existe uma correspondência biunívoca entre as representações parciais de G e as repre-

sentações de KΓ(G). Mais precisamente, se A é uma K−álgebra com unidade, então π : G → A é uma

representação parcial de G se, e somente se, existe um homomorfismo π̃ : KΓ(G) → A tal que π = π̃ ◦ λp.

Além disso, o homomorfismo π̃ é único.

Demonstração.

Supondo que π̃ : KΓ(G) → A é homomorfismo de K−álgebras, então π = π̃ ◦ λp : G → A é uma

representação parcial de G em A, isto pois vimos na Proposição 2.2.13 que λp é representação parcial e π̃

preserva produto por ser homomorfismo.

Reciprocamente, suponha que π : G → A é uma representação parcial de G. Defina π̃ : Γ(G) → A por

π̃(A, g) = π(g)

(∏
r∈A

ε(r)

)(∏
s/∈A

(1− ε(s))

)
.

Vejamos que π̃ é multiplicativa, para isso, sejam (A, g) e (B, h) em Γ(G) então

π̃(A, g) ˜π(B, h) = π(g)
∏
r∈A

ε(r) ·
∏
s/∈A

(1− ε(s)) · π(h)
∏
t∈B

ε(t) ·
∏
v/∈B

(1− ε(v))

Agora lembre que por (2.2), temos π(s)ε(r) = ε(sr)π(s). Analogamente, vale que ε(r)π(s) = π(s)ε(s−1r).
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Assim, podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma

π̃(A, g) ˜π(B, h) =π(g)π(h)
∏
r∈A

ε(h−1r)
∏
s/∈A

(1− ε(h−1s)) ·
∏
t∈B

ε(t)
∏
v/∈B

(1− ε(v))

=π(g)π(h)
∏

r∈h−1A

ε(r)
∏

s/∈h−1A

(1− ε(v)).

A partir daqui, separamos a demonstração em dois casos, vejamos:

1) se h−1A �= B, então ou existe um r ∈ h−1A tal que r /∈ B ou existe um r ∈ B tal que r /∈ h−1A. Em

ambos os casos o produto π̃(A, g)π̃(B, h) contem o fator ε(r)(1− ε(r)) = 0 e portanto o produto é nulo.

Da mesma forma que (A, g)(B, h) = 0 em KΓ(G) e temos π̃((A, g)(B, h)) = 0.

2) se h−1A = B, então, como h−1 ∈ h−1A, pois e ∈ A, temos

π̃(A, g)π̃(B, h) = π(g)π(h)
∏

r∈h−1A

ε(r)
∏

s/∈h−1A

(1− ε(s))

= π(g)π(h)π(h−1)π(h)
∏

r∈h−1A
r �=h−1

ε(r)
∏

s/∈h−1A

(1− ε(s))

= π(gh)
∏

r∈h−1A

ε(r)
∏

s/∈h−1A

(1− ε(s)) = π̃((A, g) · (B, h)).

Com isso, provamos que π̃ é multiplicativa em Γ(G), logo, podemos estender de forma linear a um homomor-

fismo de KΓ(G) em A, o qual também chamaremos de π̃ por praticidade. Além disso, veja que π̃ preserva

unidade:

π̃(1) = π̃(
∑
A�e

(A, e)) =
∑
A�e

π̃(A, e) =
∑
A�e

∏
r∈A

ε(r)
∏
s/∈A

(1− ε(s))

=
∑
A�e

PA =
∑
A⊆G

PA = 1.

Mais além, temos

π̃ ◦ λp(g) = π̃

⎛⎝ ∑
A�g−1

(A, g)

⎞⎠ =
∑

A�g−1

π̃(A, g)

= π(g)
∑

A�g−1

∏
r∈a

ε(r)
∑
s/∈A

(1− ε(s))

= π(g)π(g−1)π(g)
∑

A∈g−1

1
∏

r∈A\{g−1}
ε(r)

∏
s/∈A

(1− ε(s))

= π(g)
∑

A�g−1

(ε(g−1) + 1− ε(g−1))

·
∏

r∈A\{g−1}
ε(r)

∏
s/∈A

(1− ε(s))

= π(g)π̃

(∑
B

(B, e)

)
= π(g)π̃(1) = π(g).
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Finalmente, resta provar a unicidade do homomorfismo π̃ satisfazendo π̃◦λp = π. Diante disso, é suficiente

provar que o conjunto λp(G) gera toda a álgebra KΓ(G). Para tal, seja (B, h) um elemento qualquer de

KΓ(G), com B = {b−1
1 , b−1

2 , . . . , b−1
k−1, h

−1}. Considere g1, g2, . . . , gk tais que

g1 = b1, g2g1 = b2, g3g2g1 = b3, . . . , gkgk−1 · · · g1 = h,

e seja A a subálgebra de KΓ(G) gerada pela família {g1, g2, . . . , gk}. Considere agora o elemento em A dado

pelo produto λp(gk)λp(gk−1) · · ·λp(g1),temos

λp(gk)λp(gk−1) · · ·λp(g1) =
∑

A1�g−1
1

A2�g−1
2

...
Ak�g−1

k

(Ak, gk) · (Ak−1, gk−1) · · · (A1, g1).

Usando a multiplicação em Γ(G), podemos rescrever a expressão acima como∑
A1�g−1

1

g1A1�g−1
2

...
gk−1gk−2···g1Ak�g−1

k

=
∑

A1⊇B

(A1, h)

Portanto, para todo par (B, h) ∈ Γ(G), A contém o elemento
∑
A⊇B

(A, h). Agora suponha que G \ B =

{x1, x2, . . . , xN}. Temos ∑
A⊇B

(A, h)−
∑

A⊇B∪{x1}
(A, h) =

∑
A⊇B
x1 /∈A

(A, h),

o que significa que, para cada (B, h) em Γ(G) e para todo x ∈ B, A contem todos os elementos da forma∑
A⊇B
x/∈A

(A, h).

Seguindo esse raciocínio, ∑
A⊇B
x1 /∈A

(A, h)−
∑

A⊇B∪{x1}
x2 /∈A

(A, h) =
∑
A⊇B

x1,x2 /∈A

(A, h),

temos que, para todo x1, x2 /∈ B, A contém o elemento
∑
A⊇B

x1,x2 /∈A

(A, h).

Repetindo esse processo por indução temos que A contém todos os elementos da forma
∑
A⊇B

x1,x2,...,xN /∈A

(A, h) =

(B, h). O que nos prova que A = KΓ(G) e temos o resultado.

Corolário 2.2.15. A álgebra do grupoide KΓ(G) é isomorfa a álgebra parcial de grupo Kpar(G).

Demonstração. A função [ ] : G → Kpar(G), dada por g �→ [g], é representação parcial de G, então pelo

Teorema 2.2.14 existe um homomorfismo π̃ : KΓ(G) → Kpar(G) tal que π̃(λp(g)) = [g]. Além disso,
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pela propriedade universal de Kpar(G), existe um unico homomorfismo φ : Kpar(G) → KΓ(G) dada por

φ([g]) = λp(g). Dito isso, temos

π̃ ◦ φ([g]) = π̃λp(g) = [g],

e,

φ ◦ π̃(λp(g)) = φ([g]) = λp(g).

Portanto, como π̃ ◦φ e φ ◦ π̃ são identidades em seus respectivos domínios, temos um isomorfismo KΓ(G)

e Kpar(G).

2.3 A estrutura da álgebra parcial de grupo

Vimos anteriormente que a álgebra parcial de grupo Kpar(G) é isomorfa a KΓ(G). Agora nesta seção o

objetivo é mostrar que a álgebra de grupo KΓ(G) é isomorfa a uma soma direta de álgebras de matrizes com

entradas em KH, onde H é subgrupo de G, ou seja, quando a característica do corpo não divide |G|, KΓ(G)

é semissimples. Para tal, introduziremos o grupoide ΓH
m, conforme segue.

Dado um grupo finito H e um inteiro positivo m, então ΓH
m denota o grupoide onde os elementos são

triplas (h, i, j), com h ∈ H e i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}. A fonte e o alvo em ΓH
m são dadas por s(h, i, j) = j e

r(h, i, j) = i, o produto é definido da seguinte maneira

(g, i, j) · (h, j, k) = (gh, i, k).

i j k

(h,j,k)(g,i,j)

(gh,i,k)

As unidades de ΓH
m são elementos da forma (e, i, i), i = 1, 2, . . . ,m.

Observação 2.3.1. As vezes é útil representar um grupoide Γ como um grafo orientado EΓ, onde os vértices

são as unidades do grupoide e cada elemento γ ∈ Γ representa uma flecha orientada de EΓ partido do vértice

s(γ) para o vértice r(γ). Uma componente conexa de EΓ nos dá um subgrupoide de Γ.

Nesse sentido, o grupoide ΓH
m corresponde a um grafo EΓH

m
, que possui m vértices e, entre dois vértices,

temos |H| flechas orientadas (em cada direção), indexadas pelos elementos de H.

Definição 2.3.2. Sejam Γ um grupoide e x um vértice qualquer de EΓ. O grupo de isotropia H de x é

H = {γ ∈ Γ : s(γ) = r(γ) = x}.

Proposição 2.3.3. Seja Γ um grupoide tal que EΓ é conexo e m = |Γ(0)| é finito. Seja x1 um vértice

qualquer de EΓ e seja H seu grupo de isotropia. Então,
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a) Γ � ΓH
m

b) KΓ � Mm(KH).

Demonstração. Sejam x1, . . . , xm as unidades de Γ, para todo i, j = 1, . . . ,m defina Ei,j como

Ei,j = {γ ∈ Γ : s(γ) = xi, r(γ) = xj}.

Uma vez que Γ é conexo, segue que Ei,j é não vazio para todo i, j. Fixe uma família de elementos γi ∈ E1,i,
com i = 1, . . . ,m. Então, para cada elemento γ ∈ Γ, γ−1

j γγi = h ∈ H e γ pode ser escrito de forma única

como γ = γjhγ
−1
i , com h ∈ H, onde s(γ) = xi e r(γ) = xj . Por outro lado, todo elemento da forma γjhγ

−1
i ,

com h ∈ H, pertence a Ei,j . Observe que, em particular, |Ei,j | = |H|.
Para provar a), vejamos que há um isomorfismo funtorial entre Γ e ΓH

m:

Dado dois objetos xi, xj ∈ Γ, um morfismo γ tal que s(γ) = xi e r(γ) = xj , existe único h ∈ H tal que

γ = γjhγ
−1
i . Assim, defina F : Γ → ΓH

m, onde F (xi) = i e, F (γ) = (h, j, i). Afirmamos que F assim definido

é funtor.

De fato, dados dois morfismos γ, δ ∈ Γ tais que a composição δγ faça sentido, isto é, são da forma

δ = γkgγ
−1
j e γ = γjhγ

−1
i , para g, h ∈ H, temos

F (δγ) = F ((γkgγ
−1
j )(γjhγ

−1
i )) = F (γjg1x1

ghγ−1
i ) = F (γjghγ

−1
i ) = (gh, k, i),

por outro lado,

F (δ)F (γ) = (g, k, j)(h, j, i) = (gh, k, i).

Além disso, temos F (1xi) = F (γieγ
−1
i ) = (e, i, i). Logo, F é funtor.

Agora dado dois objetos i, j ∈ ΓH
m e um morfismo (h, j, i), definimos G : ΓH

m → Γ dado por G(i) = xi e

G(h, j, i) = γjhγ
−1
i . Por um processo análogo ao que foi feito para F , prova-se que G também funtor. Mais

do que isso, temos que FG = IdΓH
m

e GF = IdΓ . Portanto, obtemos um isomorfismo entre as categorias Γ e

ΓH
m.

Para provar b), observe que pelo item a) temos KΓ � KΓH
m. Assim, basta mostrar que as álgebras KΓH

m

e Mm(KH) são isomorfas. Para isso, utilizaremos o fato de que Mm(KH) e KH ⊗K Mm(K) são isomorfas,

logo, resta nos mostrar que KΓH
m � KH ⊗K Mm(K), conforme segue:

Defina uma aplicação K-linear ψ : KΓH
m → KH ⊗K Mm(K) na base por ψ(h, i, j) = h ⊗ Ei,j , onde

{Ei,j}i,j=1,2,...,m são as matrizes elementares em Mm(K). Note que {(h, i, j) : h ∈ H, i, j = 1, 2, . . . ,m}
forma uma base para KΓH

m e, como {Ei,j}i,j=1,2,...,m forma uma base para Mm(K), então {h ⊗ Ei,j : h ∈
H, i, j = 1, 2, . . . ,m} forma uma base para KH⊗KMm(K). Assim, veja que ψ é multiplicativa nos elementos

da base e portanto é multiplicativa, a saber

ψ((g, i, j) · (h, j, k)) = ψ(gh, i, k) = gh⊗ Ei,k = gh⊗ Ei,jEj,k = (g ⊗ Ei,j)(h⊗ Ej,k) = ψ(g, i, j) · ψ(h, j, k)

Assim, podemos concluir que ψ é um morfismo de álgebras.
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Por outro lado, ϕ : KH ⊗K Mm(K) → KΓH
m dada por ϕ(h ⊗ Ei,j) = (h, i, j) é também um morfismo

de álgebras, e ainda, ψϕ = idKΓH
m

e ϕψ = idKH⊗KMm(K). Portanto, temos KΓH
m � KH ⊗K Mm(K) e o

resultado b) segue.

Observação 2.3.4. Note que na Proposição 2.3.3 não utilizamos em nenhum momento a hipótese de que

H é finito, ou seja a proposição também é válida para grupos não finitos.

Teorema 2.3.5. A álgebra de grupoide KΓ(G) é da forma

KΓ(G) =
⊕
H≤G

1≤m≤[G:H]

cm(H)Mm(KH), (2.11)

onde cm(H)Mm(KH) é a soma direta de cm(H) copias de Mm(KH). Além disso, a seguinte formula recursiva

é valida

cm(H) =
1

m
(G : NG(H))

⎛⎜⎜⎝([G : H]− 1

m− 1

)
−

∑
H<B≤G
[B:H]|m

m/(B : H)cm/[B:H](B)

(G : NG(B))

⎞⎟⎟⎠ . (2.12)

Demonstração. A prova deste teorema pode ser consultada em [5].

Exemplo 2.3.6. Analisando as componentes conexas do grupoide ΓZ3 visto no exemplo 2.2.7, temos que

KΓ(Z3) = K ⊕M2(K)⊕KZ3.

2.4 A álgebra parcial e o produto cruzado

Definição 2.4.1. Uma ação parcial de um grupo G em uma álgebra comutativa A é uma ação parcial

α = {αg : Dg−1 → Dg}g∈G tal que Dg é ideal da álgebra e αg é linear e multiplicativa, para todo g ∈ G.

Antes de prosseguir, denotaremos por A �α G o produto cruzado (ou álgebra parcial de grupo skew)

associado a uma ação parcial α de um grupo G em uma álgebra comutativa A. Essa álgebra é o espaço

vetorial

A�G :=
⊕
g∈G

Dgδg,

onde os elementos δg são apenas símbolos para indexar a posição dos elementos, como a multiplicação dada

por

(agδg)(bhδh) = αg(αg−1(ag)bh)δgh.

O objetivo desta seção é mostrar que a álgebra parcial de um grupo Kpar(G) é isomorfa, sob certas

condições, ao produto cruzado A �α G, onde A é uma álgebra que especificaremos mais adiante. Essa

construção pode ser consultada em [4].
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A álgebra A�α G nem sempre é associativa. O resultado a seguir, de [4], dá condições suficientes para a

associatividade do produto. Observamos que um ideal I de A é não-degenerado se, dado a ∈ I, a �= 0, existe

b ∈ I tal que ab �= 0 e ba �= 0; e um ideal I é idempotente se I2 = I.

Proposição 2.4.2. Se A é uma ação parcial de um grupo G em uma álgebra A tal que todo ideal Dg é

idempotente ou não-degenerado, então G�A é associativa.

Demonstração. A prova dessa proposição pode ser consultada em [4].

Lema 2.4.3. Seja α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} uma ação parcial de G em uma álgebra A tal que para

cada Dg, g ∈ G é uma álgebra com unidade 1g. Então a função πα : G → A�G, dada por g → 1gδg é uma

representação parcial.

Demonstração. Primeiramente, segue da definição que πα(e) = 1eδe, o qual é a unidade de A�G. Vejamos

que πα(g
−1)πα(g)πα(h) = πα(g

−1)πα(gh). Para tal, note que αg(1g−1) = 1g (segue do fato de αg ser bijetora

e multiplicativa, para todo g ∈ G), assim, por um lado temos

πα(g
−1)πα(g)πα(h) = (1g−1δg−1 · 1gδg) · 1hδh = αg−1(αg(1g−1)1g)δe · 1hδh

= αg−1(12g)δe · 1hδh = αg−1(1g)δe · 1hδh
= 1g−1δe · 1hδh = αg−1(αg(1g−1)1h)δh = 1g−11hδh

Por outro lado,

πα(g
−1)πα(gh) = 1g−1δg−1 · 1ghδgh = αg−1(αg(1g−1)1gh)δh = αg−1(1g1gh)δh = 1g−11hδh.

Logo, πα(g
−1)πα(g)πα(h) = πα(g

−1)πα(gh), para todos g, h ∈ G. De maneira análoga, verifica-se que

πα(g)πα(h)πα(h
−1) = πα(gh)πα(h

−1).

Portanto, πα : G → A�G é uma representação parcial.

A seguir, faremos o caminho contrário da proposição anterior, isto é, construiremos uma ação parcial do

grupo G, vinda de uma representação parcial fixada.

Considere π : G → B uma representação parcial de um grupo G em uma álgebra com unidade B. Vimos

que os elementos εg = π(g)π(g−1) são idempotentes que comutam (demonstração da Proposição 2.1.7). Além

disso, valem as seguintes igualdades

π(g)εh = εghπ(g), εhπ(g) = π(g)εg−1h.

Seja A a subálgebra de B gerada pelos εg, g ∈ G e para um elemento fixado g ∈ G, defina Dg := εgA.

Lema 2.4.4. Os mapas απ
g : Dg−1 → Dg, g ∈ G, definidos por απ

g (a) = π(g)aπ(g−1) são isomorfismos de

K−álgebras, os quais determinam uma ação parcial απ de G em A.
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Demonstração. Por simplicidade, denote απ = α. Agora observe que A é invariante com respeito as funções

αg, pois A é gerado pelos elementos a = εh1 · · · εhs , com h1, . . . , hs ∈ G. Por dizer,

π(g)εh1
· · · εhs

π(g−1) = π(g)π(g−1)εgh1 · · · εghs
= εgεgh1

· · · εghs
∈ A.

Além disso, αg associa εg−1 a εg, pois

π(g)εg−1π(g−1) = π(g)π(g−1)π(g)π(g−1) = εgεg = εg.

Então αg está bem definida, para todo g ∈ G.

Para ver que as funções αg são homomorfismos de álgebras, sejam a, b ∈ Dg−1 , então

αg(a)αg(b) = π(g)aπ(g−1)π(g)bπ(g−1) = π(g)aεg−1bπ(g−1) = π(g)abπ(g−1) = αg(ab),

pois εg−1 é a unidade de D−1
g .

Então αg é homomorfismo de álgebras, para todo g ∈ G. Além disso, fixado g ∈ G, temos que αg é

isomorfismo de álgebras, pois sua inversa é αg−1 .

Agora vejamos que α = {αg : Dg−1 → Dg : g ∈ G} define uma ação parcial. Sejam g, h ∈ G e

a ∈ Dh ∩Dg−1 , então a = εhεg−1b, com b ∈ A. Então,

α−1
h (a) = π(h−1)εhεg−1bπ(h) = π(h−1)εhπ(h)εh−1g−1b′ = εh−1εh−1g−1b′ ∈ D(gh)−1 ,

com b′ ∈ A. Logo, α−1
h (Dh ∩Dg−1) ⊆ D(gh)−1 , o que equivale a condição ii) da Definição 1.1.3.

Finalmente, para a ∈ α−1
h (Dh ∩Dg−1), temos que εh−1a = aεh−1 = a, como a ∈ Dh−1 e, então,

αg ◦ αh(a) = π(g)π(h)aπ(h−1)π(g−1) = π(g)π(h)aεh−1π(h−1)π(g−1)

= π(g)π(h)aπ(h−1)π(h)π(π−1)π(g−1) = π(g)π(h)aπ(h−1)π(h)π(h−1g−1)

= π(g)π(h)aεh−1π(h−1g−1) = π(g)π(h)εh−1aπ(h−1g−1)

= π(g)π(h)π(h−1)π(h)aπ(h−1g−1) = π(gh)π(h−1)π(h)aπ(h−1g−1)

= π(gh)εh−1aπ(h−1g−1) = π(gh)aπ((gh)−1) = αgh(a),

o que nos dá a condição iii) de 1.1.3. Uma vez que De = A e αe = idA, segue que απ = {αg : Dg−1 → Dg :

g ∈ G} define uma ação parcial de G em A.

Proposição 2.4.5. Seja α = {αg : Dg−1 → Dg : g ∈ G} uma ação parcial de G em uma álgebra A tal que

cada Dg, g ∈ G é uma álgebra com unidade 1g. Seja A′ a subálgebra de A � G gerada pelos 1gδe, g ∈ G.

Então o mapa ϕα : A′ → A dado por 1gδe �→ 1g é um monomorfismo tal que ϕα ◦ απα
g = αg ◦ ϕα, para

todo g ∈ G. Em particular, se A é gerada pelos elementos 1g, g ∈ G, então as ações parciais απα e α são

equivalentes.
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Demonstração. Primeiramente, observe que ϕα é a restrição do isomorfismo ψ : Aδe → A, dado por aδe �→ a,

logo é um monomorfismo de A′ em A.

Agora, de acordo com o Lema 2.4.3 temos que πα : G → A � G, onde g �→ 1gδe é representação

parcial. Ainda, pelo Lema 2.4.4, πα induz uma ação parcial na subálgebra de A�G, gerada pelos elementos

πα(g)πα(g
−1). Além disso,

πα(g)πα(g
−1) = 1gδg1g−1δg−1 = αg(αg−1(1g)1g−1)δe = 1gδe,

ou seja, essa subálgebra é justamente A′.

Um elemento qualquer de A′ pode ser escrito como a′δe, onde a′ ∈ Imϕα. A ação parcial απα é dada

pelos isomorfismos απα : D′
g−1 → D′

g, onde a′δe �→ 1gδg · a′ · 1g−1δg−1 e D′
g é o ideal de A′ gerado por 1gδe.

Para a′δe ∈ D′
g−1 , temos

ϕα(α
πα
g (a′δe)) = ϕα(1gδga

′1g−1δg−1) = ϕα(αg(αg−1(1g)a
′1g−1)δe)

= ϕα(αg(a
′1g−1)δe) = αg(a

′) = αg(ϕα(a
′δe)),

ou seja, ϕα ◦ απα
g = αG ◦ ϕα, ∀g ∈ G.

Por fim, se A é gerada pelos elementos 1g, g ∈ G, então claramente ϕα : A′ → A é um isomorfismo, o que

nos dá a equivalência das ações parciais α e απα .

Proposição 2.4.6. Seja π : G → B uma representação parcial e suponha que a subálgebra A ⊆ B e a

ação parcial απ de G em A são como no Lema 2.4.4. Então o mapa φπ : A � G → B, definido por

φπ(
∑

g∈G agδg) =
∑

g∈g agπ(g) é um homomorfismo de K− álgebras tal que φπ ◦ παπ = π. Em particular,

se φπ é um isomorfismo, então as representações parciais π e παπ são equivalentes.

Demonstração. Uma vez que os elementos agδg geram A�G, temos

φπ(agδg · bhδh) = φπ(αg(αg−1(ag)bh)δgh) = φπ(π(g)αg−1(ag)bhπ(g
−1)δgh)

= φπ(π(g)π(g
−1)agπ(g)bhπ(g

−1)δgh) = π(g)π(g−1)agπ(g)bhπ(g
−1)π(gh)

= εgagπ(g)bhπ(g
−1)π(g)π(h) = εgagπ(g)bhεg−1π(h)

= agεgπ(g)εg−1bhπ(h) = agπ(g)ε(g
−1)bhπ(h)

= agπ(g)π(g
−1)π(g)bhπ(h) = agπ(g)bhπ(h)

= φπ(agδg)φπ(bhδh),

ou seja, φπ : A � G → B é homomorfismo de álgebras. Além disso, temos que φπ ◦ φαπ (g) = φπ(egδg) =

εgπ(g) = π(g)π(g−1)π(g) = π(g), para todo g ∈ G, o que prova a igualdade φπ ◦ φαπ = π.

Por fim, se φπ é um isomorfismo, segue que π e παπ são equivalentes.

Teorema 2.4.7. Seja A a subálgebra de Kpar(G) gerada pelos elementos εg = π0(g)π0(g
−1) = [g][g−1].

Então o homomorfismo φπ0
: A �απ0 G → Kpar(G) associado à representação parcial π0 : G → Kpar(G),

dado por π0(g) = [g], é na verdade um isomorfismo.
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Demonstração. Segue da Proposição 2.4.6 que φπ0
: A�G → Kpar(G) é um homomorfismo. Pela Propriedade

Universal 2.2.2, a representação parcial παπ0 : G → A�G, dada por παπ0 (g) = εg, nos dá um homomorfismo

ψ : Kpar(G) → A�απ0 G tal que ψ([g]) = εgδg.

Por um lado, temos que φπ0
◦ψ([g]) = φπ0

(εgδg) = εgφpi0(δg) = εg[g] = [g][g−1][g] = [g], para todo g ∈ G,

então φpi0 ◦ψ é o mapa identidade. Por outro lado, como Dg é gerado por elementos da forma εg ·εh1
· · · · ·εhs

e como εgδgεg−1δg−1 = εgδe, temos que

ψ ◦ φπ0
((εg · εh1 · · · · · εhs

)δg) = ψ((εg · εh1
· · · · · εhs

)[g]) = ψ([g][g−1][h1][h
−1
1 ] . . . [hs][h

−1
s ][g])

= (εgδgεg−1δg−1)(εh1
δh1

εh−1
1
δh−1

1
) . . . (εhs

δhs
εh−1

s
δh−1

s
)εgδg

= εgδeεh1δe . . . εhsδeεgδg = ε2gεh1 . . . εhsδg = εgεh1 . . . εhsδg.

Portanto, ψ ◦ φπ0
é o mapa identidade e consequentemente ψ é a inversa de φπ0

, como queríamos.
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Capítulo 3

AÇÕES E REPRESENTAÇÕES

H-GLOBAIS

Apesar do título envolvendo ações e representações H−globais esse capítulo será dividido em duas partes.

Na primeira parte será introduzido o conceito de globalização, tanto para ações parciais quanto para repre-

sentações parciais. No caso de uma ação parcial de um grupo G em um conjunto X uma globalização nada

mais é do que uma ação global de G em X, com algumas condições a mais. Analogamente, no caso de repre-

sentações parciais, uma globalização é uma representação global a qual a restrição é a representação parcial

inicial, sob algumas condições que serão especificadas. Nesse sentido, provaremos que toda ação parcial e,

analogamente, toda representação parcial possui uma única globalização (a menos de isomorfismo, é claro).

Na segunda parte do capítulo, o estudo é voltado às representações parciais H−globais. Uma representação

parcial H−global nada mais é do que uma representação parcial de G em que a restrição a um subgrupo H é

uma representação global. Esse tipo de representação possui algumas propriedades e relações interessantes,

além disso, apresentaremos uma construção geral de exemplos de representações H−globais, originadas a

partir da restrição da representação induzida de G, o que está relacionado com a primeira parte do capítulo.

Este capítulo é baseado no artigo [3], mas com algumas consultas no artigo [8], que serão mencionadas no

texto.

3.1 Globalização (ações parciais)

Definição 3.1.1. Dada uma ação global (Y, β) de um grupo G, isto é, um homomorfismo β : G → Sym(Y ),

e um subconjunto X ⊂ Y , definimos a restrição α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) de (Y, β) em X por

R1) Xg := X ∩ βg(X), ∀g ∈ G.

R2) αg : Xg−1 → Xg, αg(x) = βg(x), ∀x ∈ Xg−1
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Lembre que a restrição de uma ação global de G em (Y, β) em um subconjunto X ⊂ Y é na verdade uma

ação parcial de G em X, conforme a Definição 1.1.3 e Exemplo 1.1.6. O objetivo agora é mostrar que toda

ação parcial é uma restrição de uma ação global.

Definição 3.1.2. Uma globalização de uma ação parcial α de um grupo G em um conjunto X é uma tripla

(Y, β, ϕ) na qual

G1) Y é um conjunto e β : G → Sym(Y ) é uma ação de G em Y ;

G2) ϕ : X → Y é uma função injetora;

G3) Para todo g ∈ G, ϕ(Xg) = ϕ(X) ∩ βg(ϕ(X));

G4) ∀x ∈ Xg−1 , temos ϕ(α(x)) = βg(ϕ(x));

G5) Y =
⋃
g∈G

βg(ϕ(X)).

Teorema 3.1.3. Para toda ação parcial α de um grupo G em um conjunto X existe uma única globalização

(a menos de isomorfismo).

Demonstração. A demonstração da existência dessa globalização pode ser consultada em [8, Teorema 3.5],

no entanto, daremos alguns detalhes dessa construção a seguir.

Dada uma ação parcial α = ({Dt}t∈G, {αt}t∈G) de G em X, podemos definir uma relação de equivalência

em G×X dada por

(g, x) ∼ (h, y) ⇐⇒ x ∈ Dg−1h e αh−1g(x) = y.

Agora seja Y = (G×X)/ ∼ e denote por [g, x] a classe de equivalência de cada (g, x) ∈ G×X. A função

ϕ : X → Y dada por x �→ [e, x] é injetiva, assim, podemos identificar X como a sua imagem X ′ = ϕ(X).

Além disso, é possível obter uma ação global de G em Y descrita por

βg([h, x]) = [gh, x], ∀g, h ∈ G, ∀x ∈ X,

a qual satisfaz ϕ(Dg) = βg(ϕ(X)) ∩ ϕ(X). Assim, a tripla (Y, β, ϕ) é a globalização de α.

Quanto a unicidade, suponha que existe outra globalização (Y ′, β′, ϕ′) e defina ψ : Y → Y ′ por ψ(βg(ϕ(x))) :=

β′
g(ϕ

′(x)), para todo g ∈ G e x ∈ X.

Observe que ψ está bem definida:

De fato, se βg(ϕ(x)) = βh(ϕ(y)), para g, h ∈ G e x, y ∈ X, então aplicando βh−1 em ambos os lados e

utilizando o fato de que β é homomorfismo de grupos, obtemos

βh−1g(ϕ(x)) = ϕ(y),

mas por 3.1.2 G4), temos que ϕ(αh−1g(x)) = ϕ(y). Além disso, por G2), concluímos que αh−1g(x) = y.

Diante disso, temos
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β′
h−1β′

g(ϕ
′(x)) = β′

h−1g(ϕ
′(x)) = ϕ′(αh−1g(x)) = ϕ′(y),

o que nos dá β′
g(ϕ

′(x)) = β′
h(ϕ

′(y)).

Por fim, de G5) temos que ψ é unicamente determinada e, por G4), temos que ψ ◦ ϕ = ϕ′. O resultado

segue.

3.2 Globalização (representações parciais)

Observação 3.2.1. Note que dada uma representação parcial (V, π) de G, definindo Vg := ε(g)(V ) e αg :=

π(g)|V g−1 : Vg−1 → Vg, para todo g ∈ G, temos uma ação parcial α = ({Vg}g∈G, {αg}g∈G) de G em V.

O resultado a seguir é inspirado na chamada “T−condition” apresentada na Definição 3.1 e na Proposição

3.3 de [2], bem como no artigo [1].

Proposição 3.2.2. Seja (U, ρ) uma representação global de um grupo G em um espaço vetorial U e T : U →
U uma transformação linear satisfazendo T 2 = T e

T ◦ Tg = Tg ◦ T, ∀g ∈ G, (3.1)

onde Tg = ρ(g)Tρ(g−1). Então o par (π, T (U)), onde π : G → EndT (U) é dada por π(g)(v) = T (ρ(g)(v)),

para todo g ∈ G e v ∈ V é uma representação parcial de G.

Demonstração. Primeiramente, como T 2 = T então T (v) = v, para todo v ∈ T (U). Com efeito, se v ∈ T (U),

existe u ∈ U tal que T (u) = v. Aplicando T em ambos os lados, obtemos T 2(u) = T (v), mas T 2(u) = T (u) =

v. Segue que T (v) = v, para todo v ∈ V . Diante disso, obtemos

π(e)(v) = (T ◦ ρ(e))(v) = (T ◦ idU )(v) = T (v) = v,

ou seja, π(e) = idT (U).

Agora sejam g, h ∈ G e v ∈ T (V ), então
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π(h)π(g)π(g−1)(v) = π(h)π(g)(T ◦ ρ(g−1)(v))

= π(h)((T ◦ ρ(g))(T (ρ(g−1)(v)))

= (T ◦ ρ(h)) ◦ (T (ρ(g)) ◦ T (ρ(g−1)(v))

= T ◦ ρ(h)(T ◦ Tg)(v)

= T ◦ ρ(h)(Tg ◦ T )(v)
= T ◦ ρ(h)(ρ(g)Tρ(g−1) ◦ T )(v)
= T ◦ ρ(hg)(T (ρ(g−1)T (v))

= T ◦ ρ(hg)π(g−1)(T (v))

= T ◦ ρ(hg)π(g−1)(v)

= π(hg)π(g−1)(v).

De modo análogo obtemos que π(g−1)π(g)π(h) = π(g−1)π(gh). Portanto, π é uma representação parcial

de G, como queríamos.

Observação 3.2.3. Analisando a demonstração da proposição anterior, note que a condição (3.1) só precisa

ser satisfeita na imagem de T e não em todo o espaço U . Essa observação é uma boa motivação para a

definição a seguir.

Definição 3.2.4. Seja (U, ρ) uma representação global de um grupo G em um espaço vetorial U , e sejam

ϕ : V → U e τ : U → V duas transformações lineares tais que τ ◦ϕ = idV . Considere a função π : G → EndV

definida por

π(g)(v) := τ(ρ(g)(ϕ(v))),

para todo v ∈ V e para todo g ∈ G. Dizemos que (V, π) é a restrição da representação global (U, ρ) em V

via ϕ e τ se

RR1) (V, π) é uma representação parcial de G;

RR2) para todo g ∈ G e v ∈ Vg−1 := π(g−1)π(g)(V ) temos que

ϕ(π(g)(v)) = ρ(g)(ϕ(v)).

Segundo o artigo [3], Observação 2.16, é dito que ao tomar T = ϕ ◦ τ : U → U , as condições RR1) e

RR2) são equivalentes a igualdade (3.1) ser satisfeita para todos os elementos em ϕ(V ) ⊆ U . Baseado nisso,

demonstramos a proposição a seguir. No entanto, percebemos que é possível enfraquecer tais hipóteses,

conforme segue.

44



Proposição 3.2.5. Considere a transformação linear T : U → U , dada por T = ϕ ◦ τ . Afirmamos que as

condições RR1) e RR2) da Definição 3.2.4 são válidas se, e somente se, T satisfazer a igualdade (3.1), para

todo g ∈ G e para todo v ∈ Imϕ.

Demonstração. Primeiramente, observe que T 2 = T , já que τ ◦ ϕ = id. Agora, seja v ∈ Imϕ, então existe

u ∈ V tal que v = ϕ(u). Assim,

(T ◦ Tg)(v) = (ϕ ◦ τ) ◦ (ρ(g) ◦ (ϕ ◦ τ) ◦ ρ(g−1))(ϕ(u))

= (ϕ ◦ τ) ◦ (ρ(g) ◦ ϕ ◦ π(g−1))(u)

RR1)
= (ϕ ◦ τ) ◦ (ρ(g) ◦ ϕ) ◦ (π(g−1) ◦ π(g) ◦ π(g−1))(u)

RR2)
= (ϕ ◦ τ) ◦ (ρ(g) ◦ ρ(g−1) ◦ ϕ) ◦ (π(g−1) ◦ π(g) ◦ π(g−1))(u)

= (ϕ ◦ τ ◦ ϕ) ◦ (π(g) ◦ π(g−1))(u)

= (ϕ ◦ π(g) ◦ π(g−1))(u)

= (ρ(g) ◦ ρ(g−1) ◦ (ϕ ◦ π(g) ◦ π(g−1))(u)

RR2)
= (ρ(g) ◦ ϕ) ◦ (π(g−1) ◦ π(g) ◦ π(g−1))(u)

RR1)
= (ρ(g) ◦ ϕ ◦ π(g−1))(u)

= ρ(g) ◦ (ϕ ◦ τ ◦ ρ(g−1) ◦ ϕ)(u)
= (ρ(g) ◦ (ϕ ◦ τ) ◦ ρ(g−1)) ◦ (ϕ ◦ τ ◦ ϕ)(u)
= (Tg ◦ T )(v).

Logo, T satisfaz a igualdade (3.1).

Reciprocamente, suponha que T = ϕ ◦ τ satisfaz a condição (3.1), para todo v ∈ Imϕ. Afirmamos que

π : G → EndV definida por π(g)(v) := τ(ρ(g)(ϕ(v))) satisfaz RR1) e RR2).

Com efeito, uma vez que π(e)(v) = τ(ρ(e)(ϕ(v))) = τ(idU (ϕ(v))) = τ(ϕ(v)) = v, segue que π(e) = idV .

Agora sejam g, h ∈ G e v ∈ V , temos

45



π(h)π(g)π(g−1)(v) = (π(h) ◦ π(g)) ◦ (τ ◦ ρ(g−1))(ϕ(v))

= (π(h) ◦ τ) ◦ (ρ(g) ◦ ϕ) ◦ (τ ◦ ρ(g−1))(ϕ(v))

= (τ ◦ ρ(h)) ◦ (ϕ ◦ τ) ◦ (ρ(g) ◦ ϕ) ◦ (τ ◦ ρ(g−1))(ϕ(v))

= (τ ◦ ρ(h)) ◦ (T ◦ ρ(g) ◦ T ) ◦ (ρ(g−1) ◦ ϕ)(v)
= (τ ◦ ρ(h)) ◦ (T ◦ Tg)(ϕ(v))

= (τ ◦ ρ(h)) ◦ (Tg ◦ T )(ϕ(v))
= (τ ◦ ρ(h)) ◦ (ρ(g) ◦ T ) ◦ (ρ(g−1) ◦ ϕ)(v)
= (τ ◦ ρ(hg)) ◦ (ϕ ◦ τ) ◦ (ρ(g−1) ◦ ϕ)(v)
= π(hg) ◦ (τ ◦ ρ(g−1) ◦ ϕ)(v)
= π(hg)π(g−1)(v).

Analogamente, temos π(g1)π(g)π(h)(v) = π(g−1)π(gh)(v), para todo v ∈ V e portanto π é uma G-

representação parcial, isto é, satisfaz RR1).

Por fim, vejamos que π satisfaz RR2), isto é, ϕ(π(g)(v)) = ρ(g)(ϕ(v)), para todo v ∈ Vg−1 := π(g−1)π(g)(V ).

De fato, seja v ∈ Vg−1 := π(g−1)π(g)(V ), então existe u ∈ V tal que v = π(g−1)(π(g)(u)). Logo,

ρ(g)(ϕ(v)) = (ρ(g) ◦ ϕ) ◦ (π(g−1) ◦ (π(g))(u)
= (ρ(g) ◦ ϕ) ◦ (π(g−1) ◦ τ) ◦ (ρ(g) ◦ ϕ)(u)
= ρ(g) ◦ (ϕτ) ◦ (ρ(g−1) ◦ ϕ ◦ τ ◦ ρ(g))(ϕ)(u)
= ρ(g) ◦ (T ◦ Tg−1)(ϕ(u))

= ρ(g) ◦ (Tg−1 ◦ T )(ϕ(u))
= (ρ(g) ◦ Tg−1)(ϕ(u))

= (ρ(g) ◦ ρ(g−1)) ◦ (T ◦ ρ(g))(ϕ(u))
= T (ρ(g)(ϕ(u)))

= (ϕ ◦ τ) ◦ (ρ(g)(ϕ(u)))
= ϕ(π(g)(u)).

No entanto, π(g)(u) = π(g)π(g−1)π(g)(u) = π(g)(v), assim segue que ϕ(π(g)(u)) = ϕ(π(g)(v)) e portanto,

vale que

ρ(g)(ϕ(v)) = ϕ(π(g)(v)),

para todo v ∈ Vg−1 e a propriedade RR2) é satisfeita.
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Observação 3.2.6. Para provar a veracidade da igualdade (3.1), assumimos que as condições RR1) e RR2)

são válidas. No entanto, observe que na demonstração apresentada não foi necessário assumir a condição

RR1), basta pedir que π(g)π(g−1)π(g) = π(g), para todo g ∈ G. Por outro lado, vimos que se vale a

identidade (3.1) então são válidas RR1) e RR2), em particular vale que π(g)π(g−1)π(g) = π(g), para todo

g ∈ G. Nesse sentido, temos o seguinte diagrama de implicações:

RR2) + π(g)π(g−1)π(g) = π(g), ∀g ∈ G Tg ◦ T = T ◦ Tg, ∀g ∈ G

RR1)

Exemplo 3.2.7. Seja (Y, β) uma ação global de um grupo G em um conjunto Y . Seja X ⊂ Y um sub-

conjunto, e seja (X,α) a restrição de (Y, β) para X. Relembrando a definição 2.1.3, vamos mostrar que a

linearização (C[X], α̂) de (X,α) é na verdade a restrição da linearização (C[Y ], β̂) de (Y, β) via a inclusão

ϕ : C[X] → C[Y ] e a projeção τ := PX : C[Y ] → C[X].

Fixando g ∈ G, para todo x ∈ X,

α̂(g)(x) = αg(PXg−1 (x)) =

⎧⎨⎩ 0, se x /∈ Xg−1 ;

αg(x), se x ∈ Xg−1 .
=

⎧⎨⎩ 0, se x ∈ Xg−1 ;

βg(x), se x ∈ Xg−1 .

Por outro lado,

τ(β̂(g)(ϕ(x))) = τ(βg(x)) =

⎧⎨⎩ 0, se βg(x) /∈ X;

βg(x), se βg(x) ∈ X.

Mas, βg(x) ∈ X se, e somente se, x ∈ X ∩ β−1
g (X) = Xg−1 . Portanto,

α̂(g) = τ ◦ β̂(g) ◦ ϕ, ∀g ∈ G.

Uma vez que a função α̂ : G → EndC[X] dada por α̂(g) := τ ◦ β̂(g)◦ϕ é linearização, segue da Proposição

2.1.4 que α̂ é representação parcial de G em C[X]. Além disso, para todo g em G, temos

C[X]g−1 = α̂(g−1)α̂(g)(C[X]) = α̂(g−1)(C[X ∩ βg(X)]) = C[βg−1(X) ∩X] = C[Xg−1 ]

e para todo x ∈ Xg−1 , ϕ(α̂(g)(x)) = α̂(g)(x) = αg(x) = βg(x) = β̂(g)(x) = β̂(g)(ϕ(x)), então (C[X], α̂) é na

verdade a restrição de β̂ para C[X] via ϕ e τ .

Definição 3.2.8. Uma globalização de uma representação parcial (V, π) de um grupo G é uma quádrupla

(U, ρ, ϕ, τ), onde

GR1) (U, ρ) é uma representação global de G,

GR2) (V, π) é a restrição de (U, ρ) via ϕ e τ ,

GR3) Para toda quádrupla (U ′, ρ′, ϕ′, τ ′) satisfazendo (GR1) e (GR2) existe um único G−homomorfismo

ψ : U → U ′ (isto é, ψ é linear e ψ ◦ ρ(g) = ρ′(g) ◦ ψ) para todo g ∈ G) tal que ψ ◦ ϕ = ϕ′ e τ ′ ◦ ψ = τ .
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Teorema 3.2.9. Toda G−representação parcial (V, π) tem uma única globalização (U, ρ, ϕ, τ) a menos de um

isomorfismo canônico, isto é, se (U ′, ρ′, ϕ′, τ ′) é outra globalização, então existe um único G−isomorfismo

ψ : U → U ′ tal que ψ ◦ ϕ = ϕ′ e τ ′ ◦ ψ = τ .

Demonstração. Seja (V, π) uma G−representação parcial. Definindo Vg := π(g)π(g−1) para todo g ∈ G.

Considere, no C−espaço vetorial C[G]⊗V, o subespaço Z gerado pelos vetores da forma {g⊗v−h⊗π(h−1g)(v) :

g, h ∈ G, v ∈ Vg−1h} e seja U := (C[G]⊗ V )/Z.

De maneira natural, temos que C[G] ⊗ V é uma representação global. Isso induz uma estrutura de

representação global (U, ρ) de G em U dada por ρ : G → GL(U), com ρ(g)(h⊗ v) = gh⊗ v para todos

g, h ∈ G e v ∈ V , onde t denota a classe de t ∈ C[G]⊗ V em U .

Para checar que ρ está bem definida, é suficiente notar que Z é uma G−subrepresentação: dados g, h, k ∈ G

e v ∈ Vh−1k, temos

gh⊗ v − gk ⊗ π(k−1h)(v) = gh⊗ v − gk ⊗ π(k−1g−1gh)(v) = (gh)⊗ v − (gk)⊗ π((gk)−1(gh))(v) ∈ Z,

o que prova que ρ está bem definida.

Note ainda que as funções ρ(g) são, de fato, invertíveis, pois ρ(g)−1 = ρ(g−1).

Considere agora as funções ϕ : V → U e τ : U → V definidas por ϕ(v) := e⊗ v e τ(g ⊗ v) := π(g)(v)

para todo v ∈ V . Para mostrar que τ está bem definida, observe que é suficiente mostrar que Z ⊂ ker τ̃ ,

onde τ̃ : C[G]⊗ V → V é dada por τ̃(g ⊗ v) = π(g)(v).

Sejam h, k ∈ G e v ∈ Vh−1k = π(h−1k)π(k−1h)(V ), temos, utilizando o fato de que (V, π) é representação

parcial, que

τ̃(h⊗ v) = π(h)(v) = π(h)π(h−1k)π(k−1h)(v) = π(h)π((k−1h)−1)π(k−1h)(v)

= π(h(k−1h)−1)π(k−1h)(v) = π(k)π(k−1h)(v) = τ̃(k ⊗ π(k−1h)(v)),

ou seja, τ̃(h⊗ v− k⊗ π(k−1h)(v)) = 0. Como os geradores de Z são da forma h⊗ v− k⊗ π(k−1h)(v), segue

que Z ⊂ ker τ̃ e então existe uma única função linear de U para V que satisfaz g ⊗ v �→ τ̃(g⊗v) e esta função

é justamente τ .

Diante do que foi dito, afirmamos que (U, ρ, ϕ, τ) é uma globalização de (V, π).

De fato, já provamos que (U, ρ) é representação global de G, logo GR1) da Definição 3.2.8 está provado.

Para provar GR2), primeiramente observe que por hipótese já temos que (V, π) é representação parcial de G

e que τ ◦ ϕ = idV , pois

(τ ◦ ϕ)(v) = τ(e⊗ v) = π(e)(v) = v, ∀v ∈ V.

Além disso, por construção temos τ(ρ(g))(ϕ(v)) = π(g)(v), assim, para todo v ∈ Vg−1 , temos

ϕ(π(g)(v)) = e⊗ π(g)(v) = g ⊗ v = ρ(g)e⊗ v = ρ(g)(ϕ(v)).
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Logo, (V, π) é a restrição de (U, ρ) via ϕ e τ , o que prova GR2).

Para provar GR3), seja (U ′, ρ′, ϕ′, τ ′) outra quádrupla satisfazendo GR1) e GR2). Se existir uma aplicação

linear ψ : U → U ′ satisfazendo GR3), então ela é unicamente determinada pela propriedade de que ψ(ϕ(v)) =

ϕ′(v), para todo v ∈ V . Então, ψ(e⊗ v) = ψ(ϕ(v)) = ϕ′(v). Além disso, ϕ(ρ(g)(u)) = ρ′(g)(ψ(u)), para

todo u ∈ U e g ∈ G, então

ψ(g ⊗ v) = ψ(ρ(g)(e⊗ v)) = ψ(ρ(g)(ϕ(v))) = ρ′(g)(ψ(ϕ(v))) = ρ′(g)(ϕ′(v)).

Isso mostra a unicidade de ψ e sugere uma maneira de defini-la: seja ψ̃ : C[G] ⊗ V → U ′ dada por

ψ̃(g ⊗ v) = ρ′(g)(ϕ′(v)), para todo g ∈ G e para todo v ∈ V . Afirmamos que essa função leva geradores de

Z para 0.

De fato, se g, h ∈ G e v ∈ Vg−1h, então

ψ̃(g ⊗ v) = ρ′(g)(ϕ′(v)) = ρ′(h)ρ′(h−1g)(ϕ′(v)) = ρ′(h)(ϕ′(π′(h−1g)(v))) = ψ̃(h⊗ π′(h−1g)(v)).

Portanto, a função ψ : U → U ′ dada por ψ(g ⊗ v) = ρ′(g)(ϕ′(v)) está bem definida. Note ainda que por

construção ψ é um G−homomorfismo e ψ ◦ ϕ = ϕ′.

Finalmente, a propriedade de que τ ′ ◦ ψ = τ segue do fato de que U =
∑
g∈G

ρ(g)(ϕ(V )) e de

τ(ρ(g)(ϕ(v))) = π(g)(v) = τ ′(ρ′(g)ϕ′(v)) = τ ′(ρ′(g)(ψ(ϕ(v)))) = τ ′(ψ(ρ(g)(ϕ(v)))),

o que prova a existência de ψ, completando a prova de GR3).

Corolário 3.2.10. A globalização (U, ρ, ϕ, τ) de uma representação parcial (V, π) satisfaz

GR3’) U =
∑
g∈G

ρ(g)(ϕ(V ));

GR4’) Para toda quádrupla (U ′, ρ′, ϕ′, τ ′) satisfazendo (GR1) e (GR2), a aplicação

ψ(ρ(g)(ϕ(v))) := ρ′(g)(ϕ′(v)), ∀g ∈ G, ∀v ∈ V

nos dá uma transformação linear bem definida ψ : U → U ′.

GR5’) ψ satisfaz τ ′ ◦ ψ = τ .

Além disso, uma quádrupla (U, ρ, ϕ, τ) satisfazendo (GR1), (GR2), (GR3′) e (GR4′) é uma globalização.
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3.3 G−representações parciais H−globais

Definição 3.3.1. Seja H um subgrupo de um grupo G. Então

• Uma G−ação parcial α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) em um conjunto X é chamada H−global se Xh = X

para todo h ∈ H.

• Uma G−representação parcial (V, π) é H−global se a restrição de π a H é uma representação global

de H.

Exemplo 3.3.2. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Existem pelo menos duas G−representações

parciais H−globais.

(a) Qualquer G−representação global é obviamente G− representação parcial H-global.

(b) Seja (W,ρ) uma representação global de H. Então construímos uma G-representação parcial H−global

(W,ρ) da seguinte maneira: defina

ρ(g) :=

⎧⎨⎩ 0, se g ∈ G \H;

ρ(g), se g ∈ H.

.

Lema 3.3.3. Seja (V, π) uma G-representação parcial H−global. Então para todo g ∈ G e h ∈ H, temos

π(gh) = π(g)π(h) e π(hg) = π(h)π(g). (3.2)

Demonstração. Com efeito, dado g ∈ G e h ∈ H

π(gh) = π(gh)π(e) = π(gh)π(h−1)π(h) = π(gh−1h)π(h) = π(g)π(h).

Analogamente, temos que π(hg) = π(h)π(g), ∀g ∈ G, h ∈ H.

Corolário 3.3.4. Seja (V, π) uma G-representação parcial H−global. Então para todo g ∈ G e h ∈ H, temos

π(gh)π((gh)−1) = π(g)π(g−1) (3.3)

Demonstração. Dados g ∈ H e h ∈ H, então

π(gh)π((gh)−1) = π(gh)π(h−1g−1) = π(g)π(h)π(h−1)π(g−1) = π(g)π(g−1).
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Definição 3.3.5. Sejam G um grupo e (V, π) uma G−representação parcial. Definimos o globalizador

H(V ) = H(V, π) de V como sendo

H(V ) := {g ∈ G : π(g) é invertível}.

Proposição 3.3.6. H(V ) é subgrupo de G.

Demonstração. É claro, pois dados g, h ∈ H(V ) então

π(gh−1) = π(gh−1)π(h)π(h−1) = π(gh−1h)π(h−1) = π(g)π(h−1).

Como π(gh−1) é composição de transformações lineares invertíveis então π(gh−1) é invertível, logo, gh−1 ∈
H(V ).

Portanto H(V ) é subgrupo de G.

Proposição 3.3.7. Sejam G um grupo, (V, π) uma G− representação parcial e H subgrupo de G então (V, π)

é H−global se, e somente se, H é subgrupo de H(V ).

Demonstração. Se (V, π) é H−global então a restrição de π a H é uma representação global de H, isto é,

π(h) é invertível para todo h ∈ H. O que nos mostra que H ⊂ H(V ) e como H é grupo com a mesma

operação de H(V ), segue que H é subgrupo de H(V ). Reciprocamente, se H é subgrupo de H(V ) então π(h)

é invertível para todo h ∈ H, o que implica na restrição de π a H ser uma representação global, logo, (V, π)

é H−global.

Observação 3.3.8. A proposição anterior nos diz que H(V ) é o maior subgrupo de G que age globalmente

em V via (V, π).

Exemplo 3.3.9. Seja K um subgrupo de G e considere a ação de G nas classes laterais à esquerda G/K de

K dada pela multiplicação à esquerda, isto é, β : G → Sym(G/K), onde β(g)(hK) = (gh)K. Seja A ⊂ G/K

um conjunto de classes à esquerda e seja α a restrição de β em A, o que nos dá uma G−ação parcial, por

dizer, α = ({Ag}g∈G, {αg}g∈G), com

• Ag = A ∩ βg(A) = A ∩ gA,para todo g ∈ G

• αg : Ag−1 → Ag dada por αg(x) = βg(x), para todo x ∈ Ag−1 .

Definindo o subgrupo KA := {g ∈ G : gA = A} ⊆ G, afirmamos que a G− ação parcial α é H−global se,

e somente se, H é subgrupo de KA.

De fato, se α é H−global então Ag = A, para todo g ∈ H. Mas por definição Ag = A ∩ gA, logo,

A = A ∩ gA, ou seja, A ⊂ gA. Por outro lado, uma vez que o grupo G é finito então G/K é finito, logo, A é

finito e assim gA tem a mesma cardinalidade de A. Dito isso, como A ⊂ gA, segue que A = gA.

Reciprocamente se H é subgrupo de KA então gA = A para todo g ∈ H. Assim, Ag = A∩gA = A∩A = A,

para todo g ∈ H, o que mostra que α é H−global.
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Exemplo 3.3.10. Considere agora a linearização (C[A], α̂) de α. Afirmamos que o globalizador H(C[A])

dessa G−representação parcial é o grupo KA.

De fato, seja g ∈ H(C[A]), como α̂(g) é invertível, segue que ker α̂(g) = {0}. Mas se α̂(g) é injetora então

PAg−1 também é injetora e isso ocorre se, e somente se, A = g−1A, logo, A = gA. Assim, g ∈ KA.

Por outro lado, se g ∈ KA então gA = A. Assim, vale que Ag−1 = A ∩ g−1A = A ∩ A = A, então

α̂(g)(x) = αg(x), ∀x ∈ A. Logo, α̂(g) é invertível e sua inversa é dada pela função α̂(g)−1 = α−1
g . Assim,

g ∈ H(C[A]).

Portanto, segue que H(C[A]) = KA.

Antes de iniciar o próximo exemplo, vamos fixar algumas notações. Para cada natural n, denote [n] :=

{1, 2, . . . , n}, e para cada I ⊆ [n], seja

SI
n := {σ ∈ Sn : σ(I) = I},

então por exemplo, S∅
n = S

[n]
n e S

[1]
n = S

[n]\[1]
n � S1 × Sn−1 � Sn−1 ⊂ Sn.

Mais geralmente, para cada k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, considere Sk × Sn−k � S
[k]
n = S

[n]\[k]
n . Queremos

descrever as ações de Sn nas classes à esquerda de Sn/(Sk × Sn−k). Para tal, observe que, dado σ ∈ Sn e

I ⊂ [n], temos σSI
n = {θ ∈ Sn : θ(I) = σ(I)}.

De fato, se τ ∈ σSI
n então τ = στ ′, para alguma τ ′ ∈ SI

n. Como τ ′ ∈ SI
n então τ ′(I) = I, aplicando σ,

temos τ(I) = στ ′(I) = σ(I). Por outro lado, se τ ∈ Sn e satisfaz τ(I) = σ(I), então aplicando σ−1 em ambos

os lados, obtemos σ−1τ(I) = I, logo, τ ∈ σSI
n, pois τ = σ(σ−1τ).

Portanto, para cada ρ ∈ Sn, vale que

ρ(σSI
n) = τSI

n ⇐⇒ ρσ(I) = τ(I),

se, e somente se, ρ associa o subconjunto σ(I) ⊆ [n] ao subconjunto τ(I) ⊆ [n]. Assim, podemos identificar

as ações de Sn nas classes à esquerda de S
[k]
n com as ações de Sn em

(
[n]

k

)
:= {A ⊂ [n] : |A| = k},

via σS
[k]
n ⇐⇒ σ([k]). Note que ao considerar k = 1, podemos identificar as ações de Sn nas classes Sn/Sn−1

como sendo a ação de Sn no conjunto
(
[n]
1

)
= [n].

Exemplo 3.3.11. Neste exemplo, defina Y := {A ∈ ([n]2 ) : 1 ∈ A} �
(
[n]
2

)
e denote por α a Sn−ação parcial

em Y que é obtida da restrição da Sn− ação global em
(
[n]
2

)
. Por exemplo, para n = 4, temos

(
[4]

2

)
= {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}}, Y = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}},

logo,

Y(12) = Y ∩ (12) · Y = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}} ∩ {{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}} = {1, 2}, enquanto que, Y(234) =

{{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}} ∩ {{1, 3}, {1, 4}, {1, 2}} = Y.
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Agora que já estamos acostumados com a ação de Sn em Y , afirmamos, na notação do Exemplo 3.3.10,

que KY = S
[1]
n .

De fato, primeiramente escreva Y = {{1, j}, j ∈ [n] \ {1}} e seja σ ∈ S1
n, isto é, σ(1) = 1. Assim, temos

σ · Y = {{σ(1), σ(j)}, j ∈ [n] \ {1}} = {{1, σ(j)}, j ∈ [n] \ {1}} (∗)
= {{1, k}, k ∈ [n] \ {1}} = Y.

(∗) Segue do fato de que S
[1]
n = S

[n]\{1}
n e σ é uma bijeção. Logo, S[1]

n ⊆ KY .

Por outro lado, seja τ ∈ KY então τ ·Y = Y . Nesse sentido, seja {1, j} ∈ Y então existe um k ∈ [n] \ {1}
tal que τ({1, j}) = {1, k}. Mas τ({1, j}) := {τ(1), τ(j)}, logo, temos que τ(1) = 1 ou τ(1) = k.

Suponha por absurdo que τ(1) = k, então obrigatoriamente temos τ(j) = 1. Agora seja l ∈ [n] \ {1}
diferente de j, aplicando τ em {1, l} ∈ Y obtemos τ · {1, l} = {τ(1), τ(l)} = {k, τ(l)}. Como τ ∈ KY então

{k, τ(l)} ∈ Y , ou seja, τ(l) = 1, mas isso é uma contradição, pois τ(j) = 1 e τ é bijeção.

Concluímos que τ(1) = 1 e τ ∈ S
[1]
n , segue da arbitrariedade de τ ∈ KY que KY ⊆ S

[1]
n e portanto

S
[1]
n = KY . Assim, o globalizador da linearização (C[Y ], α̂) dessa Sn− ação parcial α é S1

n.

3.4 Uma construção geral de exemplos

O objetivo desta seção é dar uma construção geral de uma classe de exemplos de G− representações

parciais H−globais. Para tal, considere um grupo finito G e dois subgrupos fixados H e K. Escreva

G =

n⊔
i=1

giK como uma união disjunta de classes à esquerda de K e seja A ⊆ G tal que hA = A e Ak = A,

para todo k ∈ K e h ∈ H. Denote por A/K o conjunto de classes à esquerda de K contida em A e seja

(W,ρ) uma representação global de K. A partir disso, podemos construir uma G−representação parcial , a

qual é H−global, conforme segue.

Primeiramente considere a representação induzida (IndGK W, θ), onde IndGK W � C[G] ⊗C[K] W , ou seja,

θ : G → End IndGK W é dada por θ(g)(h ⊗ w) = gh ⊗ w. Decompondo IndGK W como um espaço vetorial

obtemos

IndGK W �
⊕

giK∈G/K

W gi ,

onde W gi é o subespaço CgiK ⊗C[K] W correspondente à classe giK.

Para cada i = 1, 2, . . . , n, seja φi : W → Wgi o C-isomorfismo linear definido por φi(w) := gi ⊗C[K] w,

para todo w ∈ W . Considerando o subespaço WA :=
⊕

giK∈A/K

W gi podemos definir π : G → EndWA da

seguinte maneira: para todo giK ∈ A/K e para cada x ∈ W gi , definimos

π(g)(x) :=

⎧⎨⎩ φj(ρ(k)(φ
−1
i (x))), se ggi = gjk, k ∈ K, e gjK ∈ A/K,

0, caso contrário.
(3.4)
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Proposição 3.4.1. O par (WA, π) é restrição da representação G−global IndGK W ao subespaço WA, via

inclusão ϕ e a projeção τ : IndGK W → WA, onde ker τ =
⊕

giK/∈A/K

W gi .

Demonstração. Sejam ϕ : WA → IndGK W a inclusão e τ : IndGK W → WA a projeção, onde ker τ =⊕
giK/∈A/K

W gi . Mostraremos que π(g)(x) = τ(θ(g)ϕ(x)), para todo g ∈ G e x ∈ WA, conforme Definição

3.2.4. Além disso, mostraremos que T ◦ Tg = Tg ◦ T , onde T = ϕ ◦ τ e Tg = θ(g)Tθ(g−1). Assim, o resultado

segue da Proposição 3.2.5.

Uma vez que τ, ϕ e θ são lineares, é suficiente mostrarmos que a igualdade π(g)(x) = τ(θ(g)ϕ(x)) é válida

para x da forma gir ⊗ w ∈ WA. Dito isso, seja g ∈ G, temos

τ(θ(g)(ϕ(x))) = τ(θ(g)(x)) = τ(θ(g)(gir ⊗ w)) = τ(ggir ⊗ w) =

⎧⎨⎩ ggir ⊗ w, se ggir ∈ A/K,

0, caso contrário.

Por outro lado, note que podemos escrever x = gi ⊗ ρ(r)w, assim

π(g)(x) = π(g)(gi ⊗ ρ(r)w) = φj((ρ(k)(φ
−1
i (gi ⊗ ρ(r)w)))

= φj((ρ(k)(ρ(r)w)) = gj ⊗ ρ(k)ρ(r)w = gjkr ⊗ w

=

⎧⎨⎩ ggir ⊗ w, se ggir ∈ A/K,

0, caso contrário.

Logo, é válido que π(g)(x) = τ(θ(g)ϕ(x)), para todo x ∈ WA e g ∈ G.

Agora vejamos que (T ◦ Tg)(x) = (Tg ◦ T )(x), para todo g ∈ G e x ∈ Imϕ. De fato, seja x da forma

gik ⊗ w, então

(T ◦ Tg)(x) = T (θg(T (θg−1(x))) = T (θg(T (θg−1(gik ⊗ w)))

= T (θg(T (g
−1gik ⊗ w))

=

⎧⎨⎩ x, se gik ∈ A, g−1giK ∈ A/K,

0, caso contrário.

Por outro lado,

(Tg ◦ T )(x) = θg(T (θg−1(T (x))) = θg(T (θg−1(T (gik ⊗ w))))

=

⎧⎨⎩ x, se gik ∈ A, g−1giK ∈ A/K,

0, caso contrário.

Portanto, T ◦ Tg = Tg ◦ T e o resultado segue.

Proposição 3.4.2. A função π : G → EndWA definida anteriormente é uma G−representação parcial

H−global.
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Demonstração. Pela proposição anterior, o par (WA, π) é restrição, logo, vale RR1) e portanto π : G →
EndWA é G−representação parcial . Resta-nos mostrar que π é H−global.

Seja h ∈ H, veremos que π(h) é invertível.

De fato, como para cada x ∈ WA, existe i = 1, 2, . . . , n tal que giK ∈ A/K e x = φi(w), para algum

(único) w ∈ W . Além disso, como hA = A, para h ∈ H, vale que hgi = a, para algum a ∈ A. Mas, A = Ak,

sempre que k ∈ K, logo existe j = 1, 2, . . . , n tal que gj ∈ A tal que a = gjk.

Diante do que foi dito, temos hgi = gjk, k ∈ K e gj ∈ A/K. Nesse sentido, obtemos que a expressão

para π(h)(x) é dada por φj(ρ(k)((φ
−1
i )(x))). Ora, mas então π(h) é invertível e sua inversa é dada por

φi ◦ ρ(k−1) ◦ φ−1
j .

Portanto, concluímos que π é uma G−representação parcial H−global.

3.5 Algumas propriedades sobre representações parciais

Esta seção tem como objetivo complementar e generalizar algumas propriedades vistas na seção 2.1 sobre

G−representações parciais. No entanto, daremos ênfase as propriedades voltadas a G−representações parciais

H−globais. Os resultados que serão apresentados a seguir podem ser consultados em [3].

Sejam G um grupo, V um espaço vetorial, π : G → EndV uma G−representação parcial e A ⊆ G. Vimos

no capítulo 2, especificamente a partir de 2.4, que o operador definido por

PA :=
∏
g∈A

π(g)π(g−1) ·
∏

g∈G\A
(1− π(g)π(g−1))

satisfaz as seguintes propriedades:

1. Os elementos do conjunto {PA}A⊆G são idempotentes ortogonais.

2.
∑

A∈Pe(G)

PA = 1.

Dito isso, definindo V A = PA(V ), então teremos a decomposição

V =
⊕

A∈Pe(G)

V A. (3.5)

Observe também que se, além disso, tivermos um homomorfismo ϕ ∈ HomG(V,U) entre duas G−representações

parciais (V, π) e (U, η) (por dizer, η(g)ϕ(v) = ϕ(π(g)(v)), ∀g ∈ G), então

P η
A(ϕ(v)) = ϕ(Pπ

A(v)), v ∈ V.

Assim, definindo V A := Pπ
A(V ) e UA := P η

A(U), temos as decomposições

V =
⊕

A∈Pe(G)

V A e U =
⊕

A∈Pe(G)

UA
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e ϕ(V A) ⊆ UA, para todo A.

Notação: No paragráfo anterior, utilizamos a notação P η
A para denotar o operador PA, mas correspon-

dente a uma G−representação parcial η : G → EndU , isto é,

P η
A =

∏
g∈A

η(g)η(g−1) ·
∏

g∈G\A
(1− η(g)η(g−1)).

No entanto, essa notação será apenas para evitar confusão, ou seja, resultados em que são mencionadas

mais do que uma G−representação parcial e o operador PA correspondente a elas.

Lema 3.5.1. Seja (V, π) uma G−representação parcial H−global. Então PAh = PA, para todo A ∈ Pe(G) e

h ∈ H.

Demonstração. Fixando A ∈ Pe(G) e h ∈ H, temos que para todo t ∈ Ah, existe um g ∈ A tal que t = gh.

Daí,

PAh :=
∏
t∈Ah

π(t)π(t−1) ·
∏

t∈G\Ah

(1− π(t)π(t−1))

=
∏
g∈A

π(gh)π(h−1g−1) ·
∏

t∈G\Ah

(1− π(t)π(t−1))

3.3.3
=
∏
g∈A

π(g)π(h)π(h−1)π(g−1) ·
∏

t∈G\Ah

(1− π(t)π(t−1))

(3.3)
=
∏
g∈A

π(g)π(g−1) ·
∏

t∈G\Ah

(1− π(t)π(t−1))

(∗)
=
∏
g∈A

π(g)π(g−1) ·
∏

s∈G\A
(1− π(sh)π((sh)−1))

3.3.3
=
∏
g∈A

π(g)π(g−1) ·
∏

s∈G\A
(1− π(s)π(h)π(s−1)π(h−1))

=
∏
g∈A

π(g)π(g−1) ·
∏

s∈G\A
(1− π(s)π(s−1))

=PA

A igualdade (∗) vem do fato de que para todo t ∈ G \Ah existe um s ∈ G \A tal que t = sh. Então basta

aplicar uma mudança de variável. Assim, o resultado segue.

Proposição 3.5.2. Se A ∈ Pe(G) é tal que PA �= 0, então A é uma união das classes à esquerda de H e

H ⊆ A.

Demonstração. Suponha por absurdo que Ah �= A, para algum h ∈ H. Uma vez que o conjunto dos

operadores {PA}A⊆G são idempotentes ortogonais, temos

0 = PAPAh
3.5.1
= PAPA = P 2

A = PA.
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Contradição! Pois supomos que PA �= 0.

Segue que Ah = A. Além disso, como A ∈ Pe(G), isto é, e ∈ A, segue que H ⊆ A.

Notação: Generalizando a notação Pe(G) = {A ⊆ G : e ∈ A} vista no capítulo 1, denotaremos

PH(G/H) := {A ⊆ G : H ⊆ A e Ah = A, ∀h ∈ H}.

Observação 3.5.3. Como consequência da proposição anterior, a decomposição em (3.5) de uma G−representação

parcial H−global (V, π) é dada por

V =
⊕

A∈PH(G/H)

V A.

Em particular, se w ∈ V A = PA(V ), então para cada g ∈ G, temos

π(g)(w) = π(g)PA(w) = PgAπ(g)(w),

então,

π(g)(w) ∈ V gA = PgA(V ).

Proposição 3.5.4. Um par (V, π), onde V é um espaço vetorial e π : G → EndV , é uma G−representação

parcial H−global se, e somente se,

GPR1) π(e) = idV ;

GPR2) π(g)π(g)π(h) = π(g)π(gh), para todo g, g, h ∈ G, tal que gg ∈ H;

GPR3) π(g)π(h)π(h) = π(gh)π(h), para todo g, h, h ∈ G, tal que hh ∈ H.

Demonstração. (⇒)

Suponha que o par (V, π) é uma G−representação parcial H−global e seja g, g, h ∈ G tal que gg ∈ H.

Então GPR1) segue diretamente do fato de que π é representação parcial. Vejamos que GPR2) também é

válido, por dizer,

π(g)π(g)π(h) =π(ggg−1)π(g)π(h)
3.3.3
= π(gg)π(g−1)π(g)π(h)

2.1.1
= π(gg)π(g−1)π(gh)

3.3.3
= π(ggg−1)π(gh)

=π(g)π(gh).

Analogamente, vale GPR3).

(⇐) Supondo que GPR1), GPR2) e GPR3) são válidas, fazendo g = g−1 e h = h−1, segue que (V, π) é

uma G−representação parcial . Por fim, fazendo g = e = h, segue que π(h) é invertível, para todo h ∈ H,

logo, (V, π) é H−global.
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Proposição 3.5.5. Seja (V, π) uma G− representação H−global. Então a aplicação G → EndV : g �→
π(g)π(g−1) é constante nas classes à esquerda de H em G. Em particular, se g1, . . . , gr é uma família de

representantes de classes à esquerda de H em G, isto é, se G = ∪̇r
i=1giH, então

Pπ
A =

∏
gkH⊆A

π(gk)π(g
−1
k ) ·

∏
giH⊆G\A

(1− π(gi)π(g
−1
i )) (3.6)

para todo A ∈ PH(G/H) e a expressão (3.6) não depende da escolha dos representantes.

Demonstração. Vimos em (3.3) que a igualdade π(gh)π((gh)−1) = π(g)π(g−1) é verdadeira, para todo g ∈ G

e h ∈ H. A primeira parte segue, isto é, a aplicação é constante nas classes à esquerda de H em G. Para

verificar que (3.6) é valida, observe que para cada representante gk existe um tk ∈ G e um hk ∈ H tal que

tk = gkhk, para todo k = 1, . . . , r. Assim,

Pπ
A =

∏
tk∈A

π(tk)π(tk
−1) ·

∏
tk∈G\A

(1− π(ki)π(ki
−1))

=
∏

gkH⊆A

π(gkhk)π((gkhk)
−1

) ·
∏

gkH∈G\A
(1− π(gkhk)π((gkhk)

−1
))

=
∏

gkH⊆A

π(gk)π(gk
−1) ·

∏
gkH∈G\A

(1− π(gk)π((gk)
−1

))

o que prova a veracidade da igualdade (3.6). Para provar a unicidade, suponha outra escolha de represen-

tantes, digamos, g′j . Então para cada j existe hj ∈ H tal que g′j = gjhj , e pela igualdade anterior teremos

π(gj)π(g
−1
j ) = π(g′j)π(g

′
j
−1

),

o que encerra a prova dessa proposição.
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Capítulo 4

REPRESENTAÇÕES PARCIAIS

VISTAS COMO MÓDULOS

4.1 Representações parciais e módulos sobre CH
par(G)

Conforme visto anteriormente em 2.2.1, a álgebra CparG é a C−álgebra gerada por {[g] : g ∈ G}, onde

são satisfeitas às relações

[e] = 1, [h−1][h][g] = [h−1][hg], [g][h−1][h] = [gh−1][h], ∀g, h ∈ G. (4.1)

Agora restringindo um pouco mais as relações em termos de um subgrupo H ⊆ G surge uma outra

álgebra, a qual definiremos a seguir.

Definição 4.1.1. A C-álgebra CH
par(G) é a C− álgebra gerada por {[g] : g ∈ G}, sujeita às relações

[e] = 1, [h][h][g] = [h][hg] [g][h][h] = [gh][h], ∀g, h, h ∈ G, com hh ∈ H. (4.2)

Proposição 4.1.2. A álgebra CH
par(G) é isomorfa ao quociente de Cpar(G) pelo ideal gerado por {[h][h−1]−

[e] : h ∈ H}.

Demonstração. Por simplicidade, denote por R a álgebra livre gerada por {[g] : g ∈ G}, I o ideal de R gerado

pelas relações (4.1) e J o ideal de R gerado pelas relações (4.2). Afirmamos que J = I := I + 〈[h][h−1]− [e] :

h ∈ H〉.
De fato, por um lado temos

[h][h−1]− [e] = (1− [e])[h][h−1] + [e][h][h−1]− [e][hh−1]) + [e]([e]− 1) ∈ J,

para todo h ∈ H, pois eh = h ∈ H, e portanto I ⊆ J . Por outro lado, note que podemos deduzir de (4.1) as

seguintes relações
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[hh][h−1h
−1

][h][hg] = [hh][h−1h
−1

h][hg] = [h][h][h−1][hg] = [h][h][h−1hg] = [h][h][g].

Logo, para todo g, h, h ∈ G tal que hh ∈ H, temos

[h][hg]− [h][h][g] = (1− [hh][h−1h
−1

])[h][hg] + ([hh][h−1h
−1

][h][hg]− [h][h][g]) ∈ I.

Pelas relações em (4.2) e um argumento análogo, prova-se que J ∈ I.

Agora se J é o ideal gerado por {[h][h−1]− [e] : h ∈ H} em CparG, então J/I = (I + 〈[h][h−1]− [e] : h ∈
H〉)/I = J , assim,

CH
par(G) = R/J ∼= R/I

J/I
= CparG/J.

Teorema 4.1.3. Dada uma G−representação parcial H−global π : G → EndV , existe um único morfismo

de C−álgebras φπ : CH
par(G) → EndV tal que φπ([g]) = π(g), para todo g ∈ G. Isso faz com que V seja

visto como um CH
par(G)−módulo à esquerda. Reciprocamente, dado V um CH

par(G)−módulo à esquerda com

ação μ : CH
par(G)× V → V , a função πμ : G → EndV dada por g �→ [v �→ μ([g], v)] é uma G−representação

parcial H−global.

Demonstração. Seja (V, π) uma G−representação parcial H−global. Considere o único morfismo de álgebra

ψπ : CparG → EndV tal que ψπ([g]) = π(g), para todo g ∈ G. Claramente, 〈[h][h−1] − [e] : h ∈ H〉 ⊆
kerψπ, pois ψπ([h][h

−1] − [e]) = ψπ([h])ψπ([h
−1]) − ψπ([e]) = π(h)π(h−1) − π(e) = idv − idv = 0. Então,

pela propriedade universal do quociente, ψπ induz um morfismo de álgebras φπ : CH
par(G) → EndV, dado

por φπ([g]) = π(g), o qual é único. Reciprocamente, assuma que V é um CH
par(G)−módulo com a ação

μ : CH
par(G)× V → V e considere a aplicação πμ : G → EndV dada por g �→ [v �→ μ([g], v)].

Nesse sentido, πμ(e)(v) = μ([e], v) = μ(1, v) = v, para todo v ∈ V , logo, πμ([e]) = idv. Além disso,

πμ(g)πμ(g)πμ(h)(v) = μ([g], μ([g], μ([h], v))) = μ([g][g][h], v)

4.2
= μ([g][gh], v) = πμ(g)πμ(gh)(v),

para todo v ∈ V e g, g, h ∈ G tal que gg ∈ H, então πμ(g)πμ(g)πμ(h) = πμ(g)πμ(gh). De maneira análoga,

checamos que πμ(h)πμ(g)πμ(g) = πμ(hg)πμ(g), assim, segue da Proposição 3.5.4 que πμ é G−representação

parcial H−global.

Observação 4.1.4. Essa correspondência vista no teorema acima induz um isomorfismo de categorias

Φ : PRepHG → CH
par(G)−Mod

entre a categoria PRepHG das G−representações parciais H−globais e a categoria CH
par(G)−Mod dos CH

par(G)−módulos.
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De fato, assuma que f : V → W é um morfismo entre G−representações H−globais (V, πV ) e (W ), πW ),

isto é, f(πV (g)(v)) = πW (g)(f(v)), para todo v ∈ V e g ∈ G. Assim,

f(φπV
([g])(v)) = f(πV (g)(v)) = πW (g)(f(v)) = φπW

([g])(f(v)),

ou seja, f é CH
par(G)−linear. De fato, pela definição da ação de CH

par(G) em V , f é CH
par(G)−linear se, e

somente se, f ◦ πV (g) = πW (g) ◦ f . Note também que se (V, π) é uma G−representação parcial H−global,

então

πμπ (g)(v) = μπ([g], v) = φπ([g])(v) = π(g)(v),

μπμ([g], v) = φπμ
([g])(v) = πμ(g)(v) = μ([g], v),

para todo g ∈ G e v ∈ V , logo, πμπ
= π e μπμ

= μ. Portanto, as aplicações

PRepHG CH
parG−Mod

(V, π) (V, μπ)

[f : (V πV ) → (W,πW )] [f : (V, μπV
) → (W,μπW

)]

são funtores bem definidos entre PRepHG e CH
par(G)−Mod, que formam um isomorfismo entre as categorias.

4.2 CH
par(G) visto como produto cruzado

Vimos na Seção 2.4 que a Álgebra parcial de grupo Kpar(G) é isomorfa ao produto cruzado A �α G,

onde α é uma ação parcial de G em uma certa álgebra A. Nesta seção, mostraremos que existe um resultado

semelhante quando trabalhamos com representações parciais H−globais e a álgebra parcial H−global de um

grupo CH
par(G). Para tal, denote ε̃g := [g][g−1] em CH

par(G). Então, para cada elemento h ∈ H, temos

˜εgh = [gh][h−1g−1] = [gh][e][h−1g−1]
4.1.2
= [g][h][h−1][g−1]

4.2
= [g][g−1] = ε̃g.

Por consequência, podemos associar exatamente um idempotente ẽg a cada classe lateral esquerda de H. Seja

A a subálgebra de CH
par(G) gerada por esses idempotentes. Então temos o seguinte resultado.

Proposição 4.2.1. O grupo G age parcialmente na álgebra A gerada pelos idempotentes ẽg de modo que a

ação restrita a H é global. Além disso, CH
par(G) é isomorfa a A�α G.

Demonstração. Seja g ∈ G, então os domínios da ação parcial são dados por Ag = Aε̃g. A ação parcial será

dada por α = {αg : Ag−1 → Ag : g ∈ G}, onde αg(ε̃g1 · · · ε̃gn · ε̃g−1) = ε̃gg1 · · · ε̃ggn · ε̃g.
De fato, Ae = Aε̃e = A[e][e−1] = A e αe = idA. Além disso, se a ∈ Ag ∩Ah−1 , então existem b, l ∈ A tais

que a = bε̃g e a = lε̃h−1 . Ora, se a = bε̃g, como ε̃h−1 é idempotente, então aε̃h−1 = a = bε̃g ε̃h−1 , assim,
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αg
−1(a) = αg

−1(bε̃g ε̃h−1) = α−1
g (bε̃h−1 ε̃g) = b′ε̃g−1h−1 ε̃g−1 = b′ε̃g−1 ε̃(hg)−1 ∈ A(hg)−1 .

Então, α−1
g (Ag ∩ Ah−1) ⊆ A(hg)−1 e α compre a condição ii) de 1.2.4. Para provar a condição iii), seja

x ∈ α−1
g (Ag ∩ Ah−1), conforme visto acima, x é da forma x = bε̃g−1 ε̃(hg)−1 . Daí, como b é da forma

b = ε̃s1 · · · ε̃sk , temos

αh ◦ αg(x) = αh ◦ αg(bε̃g−1 ε̃(hg)−1) = αh ◦ αg(ε̃s1 · · · ε̃sk ε̃g−1 ε̃(hg)−1)

= αh ◦ αg(ε̃s1 · · · ε̃sk ε̃(hg)−1 ε̃g−1) = αh(ε̃gs1 · · · ε̃gsk ε̃h−1 ε̃g)

= αh(ε̃gs1 · · · ε̃gsk ε̃g ε̃h−1) = ε̃hgs1 · · · ε̃hgsk ε̃hg ε̃h.

Por outro lado,

αhg(x) = αhg(bε̃g−1 ε̃(hg)−1) = αhg(ε̃s1 · · · ε̃sk ε̃g−1 ε̃(hg)−1)

= ε̃hgs1 · · · ε̃hgsk ε̃hgg−1 ε̃(hg) = ε̃hgs1 · · · ε̃hgsk ε̃hε̃hg
= ε̃hgs1 · · · ε̃hgsk ε̃hg ε̃h,

ou seja αh ◦ αg(x) = αhg(x), para todo x ∈ α−1
g (Ag ∩ Ah−1). Segue que α = {αg : Ag−1 → Ag : g ∈ G} é

ação parcial de G em A.

Uma vez que para cada h ∈ H, temos que ε̃h = 1, o domínio Ah é toda a álgebra A, logo, a ação parcial

α é H−global.

Para provar o isomorfismo, vejamos que a aplicação παπ : G → A�α G, dada por g �→ ε̃gδg é G−parcial

H−global. Para tal, mostraremos que são válidas as igualdades da Proposição 3.5.4.

Primeiramente, por simplicidade denote παπ = π̃. Dito isso, é claro que π̃(e) = ε̃eδe, o qual é a unidade

de A�G. Além disso, sejam g, g, h ∈ G, tais que gg ∈ H, assim

π̃(g)π̃(g)π̃(h) = (ε̃gδg)(ε̃gδg)(ε̃hδh) = ε̃gδg(αg(αg−1(ε̃g)ε̃h)δgh)

= αg(αg−1(ε̃gαg(αg−1(ε̃g))ε̃h)δggh

= αg(ε̃g−1αg(ε̃g−1εh))δggh = αg(εg−1εgεgh)δggh

= (ε̃g)(ε̃gghδggh)
gg∈H
= ε̃g ε̃hδggh = αg(αg−1(ε̃g)ε̃gh)δggh

= (ε̃gδg)(ε̃ghδgh) = π̃(g)π̃(gh).

De modo análogo, segue que π̃(h)π̃(g)π̃(g) = π̃(hg)π̃(g). Logo, segue que π̃ é uma G−representação

parcial H−global.
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Assim, segue da propriedade universal que existe um homomorfismo ψ : CH
par(G) → A �α G, dado por

[g1][g2] · · · [gn] �→ ε̃g1g2···gn · · · ε̃g1g2 ε̃g1δg1···gn . Por outro lado, defina o morfismo φ : A�α G → CH
par(G) dado

por ε̃g ε̃g1 · · · ε̃gkδg �→ ε̃g ε̃g1 · · · ε̃gk [g].
Uma vez que ψ ◦ φ = idA�αG e φ ◦ ψ = idCH

par(G), o isomorfismo segue.

4.3 A Álgebra de grupoide CΓH(G)

No capítulo 2, seção 2.2 vimos que existe uma correspondência biunívoca entre as representações parciais

de G e as representações de Kpar(G), para isso provamos que existe tal correspondência com a álgebra

KΓ(G) de um grupoide Γ(G), a qual é isomorfa a Kpar(G). Nesse sentido, esse processo se repete quando

trabalhamos com as representações H−globais de G, Além disso, se tomarmos H = {e} teremos o caso que

já foi estudado. Nessa seção introduziremos um novo grupoide ΓH(G), o qual é associado a G e H. Após

isso, mostraremos que a álgebra CH
par(G) é isomorfa a CΓH(G), essa construção pode ser consultada em [3].

Seja α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) uma ação parcial de G em X e defina

G = G(G, X, α) := {(x, g) ∈ X ×G : x ∈ Xg−1}.

Então G é um grupoide com o conjunto de objetos G0 := X, fonte s(x, g) = x, alvo r(x, g) = αg(x), unidades

(x, e), para x ∈ X (lembrando que aqui estamos considerando a unidade como sendo um morfismo, conforme

a Definição 2.2.3 ) e composição (x, g) · (y, h) = (y, gh) sempre que x = αh(y).

Considere a ação parcial αP de G em X = PH(G/H) (ver notação 3.5) dada por

Xg = {A ∈ PH(G/H) : gH ⊆ A} e αP
g : Xg−1 → Xg, A �→ gA, para todo g ∈ G.

Definição 4.3.1. Definindo ΓH(G) := G(G,PH(G/H)), αP), a composição é dada por

(A, g) · (B, h) :=

⎧⎨⎩ (B, gh), se A = hB;

não definido, caso contrário;

a fonte é dada por s(A, g) = A, o alvo é dado por r(A, g) = gA e as unidades são os pares (A, e), para

A ∈ PH(G/H). O inverso de (A, g) é dado por (gA, g−1).

Observação 4.3.2. No caso particular em que H = {e}, temos o grupoide Γ(G), visto em 2.2.6.

Lema 4.3.3. Sejam A ∈ PH(G/H) e KA := {g ∈ G : gA = A} o estabilizador de A em G (ou seja, o grupo

de isotropia de A em ΓH(G)). Se A =
⊔m

j=1 KAtj é como união disjunta de classes à esquerda de KA, então

o conjunto de objetos distintos na componente conexa de ΓH(G) contendo em A é {t−1
j A : j = 1, 2 . . . ,m}.

Demonstração. Seja Γ a componente conexa do grupoide ΓH(G) contendo A. Qualquer objeto em Γ tem

imagem r(A, g−1) = g−1A de um elemento (A, g−1) ∈ ΓH(G), para algum g ∈ A. Se g ∈ A, então g = ktj

para algum j ∈ {1, 2, . . . ,m} e para algum k ∈ KA e então g−1A = t−1
j k−1A = t−1

k A é um dos objetos em

Γ. Além disso, t−1
j A = t−1

l A implica tlt
−1
j ∈ KA, então KAtj = KAtl, logo, j = l. Portanto, os objetos t−1

j A

são distintos.
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De maneira natural, podemos considerar a álgebra de grupoide CΓH(G), correspondente ao grupoide

ΓH(G) e, assim como em 2.2.10, é possível calcular a dimensão de CΓH(G), conforme a proposição a seguir.

Proposição 4.3.4. A igualdade a seguir é verdadeira.

dimC(CΓH(G)) = 2|G/H|(|G|+ |H|).

Demonstração. A dimensão de CΓH(G) sobre C é igual à cardinalidade do grupoide ΓH(G). Mas para

calcular essa cardinalidade, basta seguir um raciocínio análogo a demonstração da Proposição 2.2.10. Assim,

|ΓH(G)| = 2|G/H|−2(|G| − |H|) + 2|G/H|−1|H| = 2|G/H|−2(|G|+ |H|).

Exemplo 4.3.5. As figuras abaixo representam Γ{0}Z4 (a esquerda) e ΓZ2Z4 (a direita).

Lema 4.3.6. A função μp : G → CΓH(G) definida por

μp(g) :=
∑

A�g−1

(A, g), ∀g ∈ G (4.3)

satisfaz as seguintes propriedades:

μp(g)(e) = 1CΓH(G), (4.4)

μp(g)μp(g)μp(h) = μp(g)μp(gh), (4.5)

μp(h)μp(g)μp(g) = μp(hg)μp(g) (4.6)

para todo g, g, h ∈ G tal que gg ∈ H. Em particular, a função Lμp
: G → EndCΓH(G) definida por

Lμp(g)(x) := μp(g) · x, ∀g ∈ g, ∀x ∈ CΓH(G)

nos dá uma G−representação parcial H−global.
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Demonstração. Primeiramente, a igualdade (4.4) é válida, isto pois, μp(e) =
∑
A

(A, e) = 1CΓH(G). Agora

note que, como

⎛⎝ ∑
A�g−1

(A, g)

⎞⎠ (B, h) =

⎧⎨⎩ (B, gh), se (gh)−1 ∈ B;

0, caso contrário.

Então

μp(g)μp(h) =

⎛⎝ ∑
A�g−1

(A, g)

⎞⎠( ∑
B�h−1

(B, h)

)
=

∑
B⊇{(gh)−1,h−1}

. (4.7)

Assumindo que gg ∈ H, temos

μp(g)μp(g)μp(h) =

=
∑

A�g−1

(A, g)
∑

B�g−1

(B, g)
∑

C�h−1

(C, h)
(4.7)
=

∑
A�g−1

(A, g)
∑

C⊇{(gh)−1,h−1}
(C, gh)

(4.7)
=

∑
C⊇{(ggh)−1,(gh)−1,h−1}

(C, ggh)
gg∈H
=

∑
C⊇{(gh)−1,h−1}

(C, ggh).

Por outro lado,

μp(g)μp(gh) =
∑

A�g−1

(A, g)
∑

B�(gh)−1

(B, gh)
(4.7)
=

∑
B⊇{(ggh)−1,(gh)−1}

(B, ggh)

gg∈H
=

∑
B⊇{h−1,(gh)−1}

(B, ggh),

logo, μp(g)μp(g)μp(h) = μp(g)μp(gh) e a igualdade (4.5) é válida. A demonstração da identidade (4.6) é

análoga.

A última afirmação segue da Proposição 3.5.4.

Lema 4.3.7. Seja H ⊂ G um subgrupo. As relações

(A, e) =
∏
g∈A

μp(g)μp(g
−1)

∏
g∈G\A

(1CΓH(G) − μp(g)μp(g
−1)) (4.8)

e,

(A, g′) = μp(g
′)
∏
g∈A

μp(g)μp(g
−1)

∏
g∈G\A

(1CΓH(G) − μp(g)μp(g
−1)) (4.9)

são válidas em CΓH(G), para todo A ∈ PH(G/H) e para todo g′−1 ∈ A.

Demonstração. Por (4.7), temos

μp(g)μp(g
−1) =

∑
B�g

(B, e), (4.10)
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para todo g ∈ G. Agora relembre que

(A, e)(B, e) =

⎧⎨⎩ (B, e), se A = B;

0, caso contrário.
(4.11)

Assim,

μp(g1)μp(g
−1
1 )μp(g2)μp(g

−1
2 ) · · ·μp(gt)μp(g

−1
t ) =

(4.10)
=

⎛⎝∑
B�g1

(B, e)

⎞⎠⎛⎝∑
B�g2

(B, e)

⎞⎠ · · ·
⎛⎝∑

B�gt

(B, e)

⎞⎠
(4.11)
=

∑
B⊇{g1,...,gt}

(B, e). (4.12)

Diante disso, temos

∏
g∈G\A

μp(g)μp(g
−1)

(4.12)
=

∑
B⊇A

(B, e)

e,

∏
g∈G\A

(1CΓH(G) − μp(g)μp(g
−1))

(4.10)
=

∏
g∈G\A

⎛⎝∑
g/∈B

(B, e)

⎞⎠ (4.11)
=

∑
B⊆A

(B, e)

Então,

∏
g∈A

μp(g)μp(g
−1)

∏
g∈G\A

(1CΓH(G) − μp(g)μp(g
−1)) =

⎛⎝∑
B⊇A

(B, e)

⎞⎠⎛⎝∑
C⊆A

(C, e)

⎞⎠ (4.11)
= (A, e). (4.13)

Por fim, se g′−1 ∈ A, então

μp(g
′)
∏
g∈A

μp(g)μp(g
−1)

∏
g∈G\A

(1CΓH(G) − μp(g)μp(g
−1))

(4.13)
=

⎛⎝ ∑
B�g′−1

(B, g′)

⎞⎠ (A, e)
(4.11)
= (A, g′).

Teorema 4.3.8. A função μp : G → CΓH(G) induz um isomorfismo de C−álgebras

CH
parG CΓH(G)

[g]
∑

A�g−1

(A, g)

[g] · [PA] (A, g)

onde [PA] :=
∏

g∈A[g][g
−1]
∏

g∈G\A(1− [g][g−1]).
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Demonstração. Uma vez que a função μp : G → CΓH(G) é G−representação parcial H−global, segue da

propriedade universal que existe um único morfismo de álgebras bem definido μ : CH
par(G) → CΓH(G) tal

que μ([g]) = μp(g), ou seja,

μ : CH
par(G) → CΓH(G), tal que [g] �→

∑
A�g−1

(A, g) está bem definida.

Na direção contrária, considere a aplicação ψ : CΓH(G) → CH
par(G), dada por (A, g) �→ [g] · [PA]. Assim,

para g′−1 ∈ A, temos

μ(ψ(A, g′)) = μ([g′] · [PA])

= μp(g
′)
∏
g∈A

μp(g)μp(g
−1)

∏
g∈G\A

(1− μp(g)μp(g
−1))

(4.8)
= (A, g′).

Por outro lado,

ψ(μ([g])) = ψ

⎛⎝ ∑
A�g−1

(A, g)

⎞⎠ =
∑

A�g−1

[g] · [PA]
(∗)
=

∑
A�g−1

A∈PH(G/H)

[g] · [PA]

(∗∗)
= [g]

⎛⎝ ∑
A∈PH(G/H)

[PA]

⎞⎠ = [g],

onde (∗) segue do fato de que [PA] = 0 se A não é uma união de classes à esquerda de H ou se H � A e (∗∗)
segue do fato de que [g][PA] = 0 se g−1 /∈ A.

Corolário 4.3.9. As G−representações parciais H−globais de G estão em uma correspondência biunívoca

com as representações (globais) de CΓH(G). Essa correspondência é um isomorfismo de categorias. Mais

precisamente, dado um isomorfismo de álgebra π̃ : CΓH(G) → EndV, isso determina uma G−representação

parcial H−global (V, π), com π := π̃ ◦ μp; reciprocamente, dada uma G−representação parcial H−global

(V, π), existe um único morfismo de álgebras π̃ : CΓH(G) → EndV tal que π = π̃ ◦ μp.

Demonstração. Segue dos Teoremas 4.1.3 e 4.3.8

4.4 CΓH(G) é semissimples

O objetivo dessa seção é estudar as representações da álgebra CΓH(G), bem como suas representações

irredutíveis. Vimos em 2.3.5 que KΓ{e}(G) = KΓ(G) é produto direto de álgebras de matrizes com entradas

em álgebras de grupo de subgrupos de G, logo, KΓ(G) é semissimples quando K tem característica zero.

Aqui usaremos alguns argumentos similares para mostrar que CΓH(G) também é semissimples. Esses detalhes

foram retirados de [3].
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Observação 4.4.1. Seja Ai ∈ PH(G/H) um objeto na componente conexa Γi do grupoide ΓH(G) e seja

Ki = KAi seu estabilizador. Pelo Lema 4.3.3, o número de objetos m = mAi na componente conexa Γi

coincide com |Ai|/|Ki|. Por fim, pela Proposição 2.3.3, item b), temos CΓi
∼= Mmi(C[Ki]).

Observação 4.4.2. Conforme visto no Exemplo 4.3.5, em geral ΓH(G) não é conexo. Uma vez que qualquer

objeto A ∈ ΓH(G) é união de classes de H em G, podemos escrever ΓH(G) como a união disjunta de suas

componentes conexas e diferenciar com um índice os objetos de mesma cardinalidade. A saber, escreva

ΓH(G) =
⊔[G:H]

i=1

⊔ci
j=1 Γi,j , onde Γi,j são componentes conexas de ΓH(G), um objeto Ai,j em Γi,j tem

cardinalidade i · |H| para todo j = 1, 2, . . . , ci e ci é exatamente o número de componentes conexas cujos

objetos tem cardinalidade i · |H|.

Teorema 4.4.3. Seja ΓH(G) =
⊔[G:H]

i=1

⊔ci
j=1 Γi,j a decomposição em componentes conexas de ΓH(G). Seja

Ai,j um objeto de Γi,j ,Ki,j := kAi,j
e mi,j := mAi,j

, para todo i e j. Então temos os seguintes isomorfismos

de álgebras

CΓH(G) ∼=
[G:H]∏
i=1

ci∏
j=1

Mmi,j (C[Ki,j ]) ∼=
[G:H]∏
i=1

ci∏
J=1

ei,j∏
k=1

Mmi,jdk(i,j)(C), (4.14)

onde C[Ki,j ] ∼=
∏ei,j

k=1 Mdk(i,j)(C) é a decomposição de Wedderburn-Artin de C[Ki,j ]. Em particular, CΓH(G)

é um anel semissimples.

Exemplo 4.4.4. Seja H um subgrupo de um grupo finito G tal que [G : H] = 2. Neste caso, existem apenas

dois objetos em ΓH(G) de cardinalidades diferentes: H e G. Então, pelo Teorema 4.4.3 e por 4.3.4, segue

que CΓH(G) ∼= C[H]× C[G].
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Capítulo 5

REPRESENTAÇÕES IRREDUTÍVEIS

DE CΓH(G) E ALGUMAS

PROPRIEDADES

5.1 Módulos irredutíveis de uma Álgebras Semissimples

Ainda com o objetivo de entender a Teoria de Representações de CΓH(G), iremos estudar em modo

“diagonal” como as representações de uma álgebra associativa e semissimples A, de dimensão finita e com

unidade são recuperadas através das representações de álgebras eAe, para idempotentes e ∈ A.

Seja A uma C-álgebra associativa, de dimensão finita, semissimples e com unidade, com A �= C. Então,

pela teoria de Wedderburn, A é produto direto de álgebras de matrizes. Seja e ∈ A um idempotente não

trivial, isto é, 0 �= e �= 1 (existe, pois A �= C). O espaço vetorial Ae é um (A, eAe)−bimódulo e portanto

induz um funtor Ae⊗eAe − : eAe−Mod → A−Mod .

Notação: seja e um idempotente não trivial de A, se W é um eAe−módulo, denote por Inde W o

A−módulo dado por Inde W := Ae ⊗eAe W. Por outro lado, dado um A−módulo V , denote por Rese V o

eAe−módulo dado por Rese V := eV .

Observação 5.1.1. Observe que para qualquer eAe−módulo W , temos de maneira natural os seguintes

isomorfismos

Rese(Inde W ) = e(Ae⊗eAe W ) = eAe⊗eAe W ∼= eAe⊗eAe W ∼= W.

Além disso,

Ae Inde W = Ae(Ae⊗eAe W ) = Ae(eAe)⊗eAe W = Ae⊗eAe W = Inde W.
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Proposição 5.1.2. Se V é um A−módulo tal que Rese V = eV é um eAe−módulo irredutível e AeV = V,

então V é irredutível.

Demonstração. Suponha que V = V1 ⊕ V2 como A−módulo. Então eV = eV1 ⊕ eV2; mas eV é irredutível,

logo, eV1 = 0 ou eV2 = 0. Suponha sem perda de generalidade que eV2 = 0, assim

V = AeV = AeV1 ⊕AeV2 = AeV1 ⊆ V1,

o que implica em V = V1. Segue que V é irredutível.

Corolário 5.1.3. Se W é um eAe−módulo irredutível, então Inde W é irredutível.

Demonstração. Basta tomar V = Inde W na Proposição 5.1.2.

Proposição 5.1.4. Se V é um A módulo irredutível e Rese V = eV �= 0, então Rese V = eV é um

eAe−módulo irredutível.

Demonstração. Para qualquer 0 �= v ∈ eV temos

eAev = eAv = eV,

onde Av = V, pois V é irredutível.

Teorema 5.1.5. Todo A−módulo irredutível V é isomorfo a Inde W , para algum idempotente e ∈ A não

trivial e algum eAe−módulo irredutível W .

Demonstração. Seja V um A−módulo irredutível. Como A é semissimples, existe um idempotente não trivial

e ∈ A tal que eV �= 0 (caso contrário, teríamos que 1 agiria como zero, pois é soma de idempotentes não

triviais). Então eV é um eAe−módulo irredutível pela Proposição 5.1.4, pelo Corolário 5.1.3 Inde(eV ) é um

A−módulo irredutível. Então temos o seguinte mapa de A−módulos

Inde(eV ) = Ae⊗eAe eV → V, ae⊗ ev �→ aev,

que é claramente não nulo e portanto um isomorfismo pelo Lema de Schur.

Teorema 5.1.6. Se W é um eAe−módulo irredutível, então IndeW é um A−módulo irredutível. Todo

A−módulo irredutível V é isomorfo a Inde W para algum idempotente não trivial e ∈ A e para algum

eAe−módulo irredutível W .

Demonstração. Segue de 5.1.2,5.1.3,5.1.4 e 5.1.5.
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5.2 Representações irredutíveis de CΓH(G).

Afim de descrever as representações irredutíveis de CΓH(G), aplicaremos os resultados da seção anterior

na nossa álgebra CΓH(G). Nesse caso, os idempotentes são os pares (A, e), com A ∈ P(G/H). Além disso,

note que da definição de produto no grupoide ΓH(G), temos

(A, e)CΓH(G)(A, e) = spanC{(A, g) : gA = A}.

Então, se definirmos K := KA = {g ∈ G : gA = A}, podemos obter que (A, e)CΓH(G)(A, e) ∼= C[K]. De

fato, isso vem do morfismo ψ : (A, e)CΓH(G)(A, e) → C[K], dado por (A, g) �→ g, o qual é um isomorfismo.

Dito isso, a aplicação V �→ IndA V := Ind(A,e) V = CΓH(G)(A, e)⊗C[K]V induz um funtor IndA : RepK →
PRepHG . Agora dada uma representação irredutível (W,ρ) de K, vamos entender como se comportam os

CΓH(G)−módulos. Temos

IndA W := Ind(A,e) W = CΓH(G)(A, e)⊗C[K] W. (5.1)

Mas, note que

CΓH(G)(A, e) = span{(A, g) : g−1 ∈ A} = span{(A, g) : g ∈ A−1},

então,

IndA W = span{(A, g) : g ∈ A−1} ⊗C[K] W.

Por fim, note que A−1 = {a−1 : a ∈ A} é H−invariante à esquerda e K−invariante à direita (pois A é

H−invariante à direita e K− invariante à esquerda). Em particular, pelo Lema 4.3.3, temos

A−1 =

mA⊔
i=1

t−1
i K.

Além disso, um cálculo similar ao que foi feito na demonstração do Lema 4.8 mostra que se g = t−1
i k ∈ A−1

então

(A, g) =
(
A, t−1

i k
)
= (A, t−1

i )(A, e)(A, k)(A, e) = (A, t−1
i ) · k,

onde identificamos C[K] como (A, e)CΓH(G)(A, e). Portanto,

IndA W = spanC{(A, g) : g ∈ A−1} ⊗C[K] W =

mA⊕
i=1

C(A, t−1
i )⊗C[K] W (5.2)

como espaço vetorial.
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Proposição 5.2.1. Para A ∈ P(G/H), K = {g ∈ G : gA = A} e W uma K−representação global, temos que

IndA W ∼= WA−1 , onde WA−1 é a restrição, conforme a construção 3.4 e a Proposição 3.4.1, da representação

G−global IndGK W ao subespaço

⊕
t−1
i K∈A−1/K

W t−1
i ⊆ IndGK W,

onde W t−1
i = C−1

ti K ⊗C[K] W ∼= W , como espaço vetorial.

Demonstração. Por definição, A−1 é H−invariante à esquerda e K−invariante à direita, então segue da

Proposição 3.4.2 que WA−1 é uma G−representação parcial H−global. A aplicação linear ϕ : IndA W →
IndGK W unicamente determinada por

mA⊕
i=1

C(A, t−1
i )⊗C[K] W → C[G]⊗C[K] W, (A, t−1

k )⊗C[K] w �→ t−1
k ⊗C[K] w (5.3)

nos dá uma bijeção entre IndA W e WA−1 . Além disso, se denotarmos por π : G → EndWA−1 e por π′ : G →
End(IndA W ) as estruturas correspondentes de G−representação parcial , então por um lado temos

ϕ
(
π′(g)

(
(A, t−1

k )⊗C[K] w
))

= ϕ

⎛⎝⎛⎝ ∑
g−1∈B

(B, g)(A, t−1
k )

⎞⎠⊗C[K] w

⎞⎠ = gt−1
k ⊗C[K] w

se, e somente se, g−1 ∈ t−1
k ∈ A, e

ϕ
(
π′(g)

(
(A, t−1

k )⊗C[K] w
))

= 0

caso contrário. Por outro lado, (3.4) pode ser reescrita como

π(g)(t−1
k ⊗C[K] w) :=

⎧⎨⎩ gt−1
k ⊗C[K] w, se gt−1

k K ∈ A−1/K, egjK ∈ A/K

0, caso contrário.
(5.4)

Ora, mas gt−1
k K ∈ A−1/K se, e somente se, g−1 ∈ t−1

k A, logo, IndA W ∼= WA−1 como G−representação

parcial H − global.

Lema 5.2.2. A menos de isomorfismo, a G−representação parcial H−global IndA W depende somente da

componente conexa de ΓH(G) contendo (A, e) e não de um vértice escolhido. Sejam Ai e Aj dois elementos

da mesma componente conexa de ΓH(G) e sejam Ki e Kj seus globalizadores (isomorfos). Se Wi é uma

representação irredutível de Ki, então existe uma representação irredutível Wj de Kj tal que IndAi Wi
∼=

IndAj
Wj .

Demonstração. Por simplicidade, sejam A := Ai, K = Ki e ρ : Ki → EndW uma G−representação parcial

H−global irredutível. Pelo Lema 4.3.3, qualquer outro elemento Aj na componente conexa de A é da forma

Aj = t−1
j A. Assim, o globalizador de Aj = t−1

j A é dado por t−1
j Ktj = {g ∈ G : gt−1

j A = t−1
j A}, o qual é

isomorfo ao estabilizador K de A (basta definir ψj : K → t−1
j Ktj , onde ψ(g) = t−1

j gtj).
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Agora considerando o mesmo espaço W , defina ρj : t−1
j Ktj → EndW com ρj(x) = ρ(tjxt

−1
j ), para todo

x ∈ t−1
j Ktj , então (W,ρj) é uma representação irredutível de t−1

j Ktj .

De fato, suponha que ρj é redutível então existem representações não nulas tais que ρj1 e ρj2 tais que

ρj = ρj1 ⊕ ρj2 , com ρj1 e ρj2 não nulas.

No entanto, podemos construir duas sub-representações de K, não nulas, dadas por ρj1ψ e ρj2ψ, tais

que ρj1ψ ⊕ ρj2ψ = ρ. Mas ρ é irredutível, uma contradição. Diante disso, pela expressão (5.2), vale que

IndA W ∼= Indt−1
j A Wj (como G−representações parciais H−globais).

Teorema 5.2.3. Seja ΓH(G) =
⊔[G:H]

i=1

⊔ci
j=1 Γi,j a decomposição em componentes conexas de ΓH(G), con-

forme Observação 4.4.2. Fixado um objeto Ai,j de Γi,j para todo i e j seja Ki,j := KAi,j e mi,j := mAi,j .

Então as representações induzidas IndAi,j
W ′s, com W percorrendo todas as representações irredutíveis não

equivalentes de Ki,j para todo i e j formam uma lista completa de todas as G-representações parciais

H−globais irredutíveis.

Demonstração. Vimos que IndAi,j W
′s são G−representações parciais H−globais. Além disso, pelo Lema

5.2.2, toda G−representação parcial H−global irredutível é da dessa forma.

Por (5.2), temos que dimC(IndAi,j
W ) = mi,j dimC W , então fixando i e j,

∑
W

[dimC(IndAi,j W )]2 =
∑
W

(mi,j dimC W )2 = m2
i,j

∑
W

(dimC W )2
(∗)
= m2

i,j |Ki,j |,

onde todas as somas são sobre as representações irredutíveis W não equivalentes de Ki,j .

Em (∗) foi utilizado o fato de que
∑

W (dimC W )2 = |Ki,j | (Teorema de Wedderburn- Artin).

Somando sobre i e j, e comparando com a igualdade do Teorema 4.4.3, temos que não há repetições entre

as representações irredutíveis que encontramos.

Observação 5.2.4. É notável que para o caso em que i = 1 o Teorema 5.2.3 corresponde às G−representações

parciais H−globais onde qualquer g ∈ G \ H age como 0 (ver Exemplo 3.3.2). Isto pois, se i = 1 temos

H = K, nesse sentido, basta reescrever a igualdade 5.4. Agora se i = [G : H] temos que H = G = K e assim

IndA W = C[G]⊗C[K] W = C[G]⊗C[G] W ∼= W , o que corresponde às G−representações globais.

Exemplo 5.2.5. Seja H subgrupo de um grupo finito G tal que [G : H] = 2. Vimos que CΓH(G) =

C[H]×C[G]. O fator C[G] corresponde às G−representações globais irredutíveis, enquanto que o fator C[H]

corresponde às representações H−globais às quais os elementos de G \H agem como zero. Ambos os casos

vem da construção que foi feita anteriormente, então pelo Teorema 5.2.3, descobrimos todas G-representações

parciais H−globais irredutíveis nesse caso.

5.3 Restrição a H−representações irredutíveis

Seja H um subgrupo finito do grupo G e seja (V, π) uma G−representação parcial H−global. Por

definição, a restrição de π a H nos dá uma representação global de H, denotada por ResGH V . Isso nos dá
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um funtor ResGH : PRepHG → RepH . Nessa seção vamos descrever essa restrição para as G−representações

parciais H−globais irredutíveis.

Relembrando o que foi feito até aqui: começamos com um conjunto A ∈ P(G/H) e consideramos uma

representação irredutível (W,ρ) do subgrupo K = KA := {g ∈ G : gA = A} de G. Então vimos que as

G−representações parciais H−globais correspondentes são dadas por IndA W , ou seja, pela restrição das

G−representações globais IndGK W ao subespaço
⊕

t−1
j k∈A−1/K W t−1

i ⊆ IndGK W via inclusão e projeção.

Queremos entender a restrição de IndA W a H. Para tal, precisamos fixar algumas notações. Seja A e K

fixados, temos

Notação: Seja S um conjunto de representantes da (H,K)−classes duplas de A−1, isto é, A−1 =⊔
s∈S HsK. Para s ∈ S, seja Ks := sKs−1 ∩H, o qual é subgrupo de H. Ao definirmos

ρs(x) = ρ(s−1xs), para x ∈ Ks,

obtemos uma representação ρs : Ks → GL(W ) de Ks, denotada por Ws. Como Ks é subgrupo de H,

podemos considerar a representação induzida IndHKs
Ws.

Teorema 5.3.1. A representação induzida IndKG W := C[G]⊗C[K] W é isomorfa a V =
⊕

t∈G/K

tW .

Demonstração. Lembrando que C[G] ⊗C[K] W ∼= ⊕giK∈G/K W gi , onde W gi = giK ⊗C[K] W e rescrevendo

V =
⊕

giK∈G/K

giKW , temos o isomorfismo φ :
⊕

giK∈G/K

W gi →
⊕

giK∈G/K

giKW , dado por giK ⊗C[K] w �→

giKw.

Teorema 5.3.2. A representação ResGH(IndA W ) de H é isomorfa a soma direta das representações IndHKs
Ws,

para s ∈ S.

Demonstração. Temos que V é soma direta das imagens tW , com t ∈ A−1/K. Seja s ∈ S, denote por

V (s) o subespaço gerado pelas imagens uW , com u ∈ HsK, isto é, V (s) =
∑

u∈HsK

uW . Claramente, V (s) é

invariante por H, então resta provar que V (s) é isomorfo a IndHKs
Ws. No entanto, note que o subgrupo de

H consistindo nos elementos j tais que jsW = sW é Ks.

De fato, se j ∈ H é tal que jsW = sW , para todo u ∈ HsK então em particular é válido para a classe do

elemento neutro de H, isto é, jsK = sK, mas isto é equivalente a dizer que s−1js ∈ K, ou seja, j ∈ sKs−1.

Logo, j ∈ Ks.

Por outro lado, se j ∈ Ks, então j ∈ H, assim, js = jHsK = HsK = u. Diante do que foi dito, temos

que V (s) =
∑

j∈H/Ks

j(sW ), o qual é isomorfo a IndHKs
sW (Teorema 5.3.1). Por fim, note que sW é isomorfo

a Ws, basta tomar a função ψs : Ws → sW .

Exemplo 5.3.3. Nas notações estabelecidas, suponha que A = KH, então A−1 = HK = HegK. Então

S = {eG}, KeG = K ∩H e ρeG é apenas a restrição de ρ a K ∩H, então
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ResGH(IndKH W ) ∼= IndHK∩H(ResKK∩H W ).

5.4 Globalização de representações irredutíveis

Provamos no Teorema 3.2.9 que toda G−representação parcial admite uma única globalização (a menos

de isomorfismo). Em particular, a construção da globalização induz um funtor PRepHG → RepG. Nessa

parte da seção o enfoque será na globalização das G−representações parciais H−globais irredutíveis. Sejam

A ∈ PH(G/H) e (W,ρ) uma representação irredutível do subgrupo K = KA := {g ∈ G : gA = A} de G. A

G−representação parcial H−global irredutível correspondente é dada por

IndA W ∼=
⊕

t−1
i K∈A−1/K

Ct−1
i ⊗C[K] W ⊆ C[G]⊗C[K] W ∼=

⊕
giK∈G/K

W gi .

A seguir, provaremos que a globalização de IndA é, na verdade, IndGK . Mas, para tal precisamos da

reciprocidade de Frobenius, a qual mencionaremos abaixo.

Fixada uma representação W de H, ao considerar a indução IndGH W e o morfismo ηW : W → IndGH W ,

temos uma propriedade universal , por dizer, para cada H−homomorfismo f : W → ResGH U , onde U é uma

representação G−global, existe um único G−homomorfismo f : IndGH W → U tal que f = f ◦ ηW , isto é, o

diagrama a seguir comuta

IndGH W

W ResGH U = U.

ηW

f

∃!f

Equivalentemente, existe uma bijeção

HomG(Ind
G
H W,U) HomH(W,ResGH U)

f ′ f ′ ◦ ηW

f̃ f

a qual é conhecida como Reciprocidade de Frobenius. Em termos categóricos, os funtores IndGH e ResGH são

funtores adjuntos.

Teorema 5.4.1. Para qualquer representação W de K, a globalização de IndA W é isomorfa a IndGK W , isto

é, temos que o diagrama de funtores a seguir comuta
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RepG

RepK PRepHGIndA

IndG
K

glob

Em particular, a globalização das G−representações H−globais irredutíveis IndA W é dada por IndGK W

com os mapas inclusão e projeção.

Demonstração. Denote U := IndGK W e V := IndA W . Assim, (U, ρ) é uma representação global de G e, pela

Proposição 5.2.1, (V, π) é restrição de (U, ρ) via inclusão ϕ e a projeção τ , conforme Proposição 3.4.1. Isso

prova as propriedades GR1) e GR2) da Definição 3.2.8 de globalização. Em vez de provar (GR3), provaremos

as propriedades (GR3′) e (GR4′) do Corolário 3.2.10. A propriedade (GR3′), isto é, U =
∑
g∈G

ρ(g)(V ) é obvia.

Para checar a propriedade (GR4′), seja (U ′, ρ′, ϕ′, τ ′) outra quádrupla satisfazendo GR1) e GR2). Considere

a composição θ : W → U ′ dada por

W IndA W U ′

w (A, e)⊗C[K] w ϕ′((A, e)⊗C[K] w)

Isso satisfaz

θ(ρ(k)w) =ϕ′((A, e)⊗C[K] ρ(k)(w))

=ϕ′((A, k)⊗C[K] w) = ϕ′
((( ∑

k−1∈B

(B, k)

)
(A, e)

)
⊗C[K] w

)

=ϕ′(π(k)((A, e)⊗C[K] w))
RR2)
= ρ′(k)(ϕ′((A, e)⊗C[K] w))

=ρ′(k)θ(w),

o que prova que θ é C[K]−linear e então, pela propriedade universal de IndGK W (Reciprocidade de Frobenius),

existe uma única aplicação G−linear ψ : U → U ′ tal que

ψ(e⊗C[K] w) = ϕ′((A, e)⊗C[K] w), (5.5)

o que completa a prova.
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5.5 Indução de H−global para G−representação parcial H−global

(Reciprocidade de Frobenius)

Definição 5.5.1. A indução parcial de uma representação global W de H ⊆ G para G é uma G−representação

parcial H−global PIndGH W munida com um H−homomorfismo ηW : W → PIndGH W , tal que para todo

H−homomorfismo f : W → ResGH U ≡ U de W para uma G−representação parcial H−global U , existe um

único morfismo de G−representações parciais f̃ : PIndGH W → U tal que f̃ ◦ ηW = f .

Nesta seção provaremos a existência dessa representação a qual chamamos de indução parcial por uma

construção explicita. Note que, através da propriedade universal, se uma indução parcial existe então ela

é necessariamente única a menos de isomorfismo. Portanto, iremos nos referir a essa representação parcial

apenas como a representação parcial induzida.

Considere um subgrupo H de um grupo finito G, e seja G =
⊔r

i=1 giH, com g1 = e. Dada uma represen-

tação H−global (W,ρ), definimos o espaço vetorial

PInd
G

HW :=
⊕

A∈PH(G/H)

⊕
giH∈A/H

WA,i,

onde os WA,i são espaços vetoriais munidos de isomorfismos lineares φA,i : W → WA,i.

Definimos ρ̃ : G → EndPIndGH W , como sendo, para todo g ∈ G, w ∈ W , A ∈ PH(G/H) e giH ⊂ A

ρ̃(g)(φA,i(w)) :=

⎧⎨⎩ φgA,j(ρ(h)(w)), se g−1H ⊆ A, ggi = gjh, com h ∈ H

0, se g−1H �⊆ A.
(5.6)

Proposição 5.5.2. O par (PInd
G

HW, ρ̃) é uma G−representação parcial H−global.

Demonstração. A função ρ̃ é uma pequena variação de (3.4), a qual demonstramos ser G−representação

parcial H−global na Proposição 3.4.2. A demonstração para o par (PInd
G

HW, ρ̃) é análoga.

Uma outra maneira de provar o resultado é notar que para cada A a componente ⊕giH∈A/HWA,i é

exatamente a representação parcial H-global obtida em (3.4), mas com com H = K. Assim, (PInd
G

HW, ρ̃) é

soma direta de G−representações parciais H−globais, e portanto é também uma G−representação H−global.

Observação 5.5.3. Para qualquer conjunto A ∈ PH(G/H), considere o idempotente ortogonal PA := P ρ̃
A,

isto é,

PA = P ρ̃
A =

∏
gkH⊆A

ρ̃(gk)ρ̃(g
−1
k )

∏
giH⊆G\A

(1
PInd

G
HW

− ρ̃(gi)ρ̃(g
−1
i )).

Assim, temos que
⊕

giH⊆A WA,i = PA(PInd
G

HW ).

Lema 5.5.4. A função
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ηW : W → PIndGH W, w �→
∑

A∈PH(G/H)

φA,e(w) (5.7)

é um H−homomorfismo. Além disso, o diagrama a seguir comuta

W WA,i

WA,i W g−1
i A,e

W g−1
i A,i W PIndGH W

φA,i

ρ̃(g−1
i )

φ−1

g
−1
i

A,e

ηW

P
g
−1
i

A

ρ̃(gi)

φA,i

ou seja,

φA,i(w) = ρ̃(gi)Pg−1
i AηW

(
φ−1

g−1
i A,e

ρ̃(g−1
i )(φA,i(w))

)
(5.8)

para todo w ∈ W , A ∈ PH(G/H) e para todo i = 1, . . . , r tal que giH ⊆ A.

Demonstração. Primeiro provaremos que ηW é H−homomorfismo. Para tal, seja h ∈ H, então

ρ̃(h)(ηW (w)) = ρ̃(h)

⎛⎝ ∑
A∈PH(G/H)

φA,e(w)

⎞⎠ =
∑

A∈PH(G/H)

ρ̃(h)(φA,e(w))

=
∑

A∈PH(G/H)

φhA,e(ρ(h)(w)) =
∑

B∈PH(G/H)

φB,e(ρ(h)(w))

= ηW (ρ(h)(w)),

o que prova que ηW é H−linear. Vejamos agora que (5.8) é verdadeira, isto é, o diagrama a seguir comuta

De fato,

ρ̃(gi)Pg−1
i AηW

(
φ−1

g−1
i A,e

ρ̃(g−1
i )(φA,i(w))

)
= ρ̃(gi)Pg−1

i AηW

(
φ−1

g−1
i A,e

((φg−1
i A,e)(w))

)
= ρ̃(gi)Pg−1

i AηW (w)

= ρ̃(gi)
(
φg−1

i A,e(w)
)

= φA,i(w).

Queremos provar (PInd
G

HW, ρ̃) e ηW dada por (5.7) satisfaz a propriedade universal da representação

parcial induzida.
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Observação 5.5.5. Por (5.6), para todo h ∈ H vale que ρ̃ ◦ φA,e = φhA,e ◦ ρ(h), então,

φ−1
hA,e ◦ ρ̃(h) = ρ(h) ◦ φ−1

A,e. (5.9)

Seja (U, α) uma G−representação parcial H−global e seja f : W → ResGH U ≡ U um H−homomorfismo.

Primeiramente, observe que se F : PInd
G

HW → U é um morfismo qualquer de representações G-parciais tal

que F ◦ ηW = f, então para todo x ∈ φA,i(w), onde A ∈ PH(G/H) e giH ⊆ A, temos

F (x) = F (φA,i(w)) = F
(
ρ̃(gi)P

ρ̃

g−1
i A

ηW

(
φ−1

g−1
i A,e

ρ̃(g−1
i )(x)

))
= α(gi)P

α
g−1
i A

(
F
(
ηW

(
φ−1

g−1
i A,e

ρ̃(g−1
i )(x)

)))
= α(gi)P

α
g−1
i A

(
f
(
φ−1
g−1A,eρ̃(g

−1
i )(x)

))
.

Portanto, defina f̂ : PInd
G

HW → U como sendo, para x = φA,i(w) ∈ WA,i,

f̂(x) := α(gi)P
α
g−1
i A

f
(
φ−1
g−1A,eρ̃(g

−1
i )(x)

)
.

Lema 5.5.6. A função f̂ está bem definida, isto é, não depende da escolha dos representantes {g1, . . . , gr}.

Demonstração. Dado h ∈ H, substituindo gi por gih temos

α(gih)P
α
h−1g−1

i A
f
(
φ−1
h−1g−1A,eρ̃(h

−1g−1
i )(x)

)
3.3.3
= α(gi)α(h)P

α
h−1g−1

i A
f
(
φ−1
h−1g−1A,eρ̃(h

−1g−1
i )(x)

)
(2.5)
= α(gi)P

α
h−1g−1

i A
α(h)f

(
φ−1
h−1g−1A,eρ̃(h

−1g−1
i )(x)

)
= α(gi)P

α
h−1g−1

i A
f
(
ρ(h)φ−1

h−1g−1A,eρ̃(h
−1g−1

i )(x)
)

(5.9)
= α(gi)P

α
h−1g−1

i A
f
(
φ−1

g−1
i A,e

ρ̃(h)ρ̃(h−1g−1
i )(x)

)
= α(gi)P

α
h−1g−1

i A
f
(
φ−1

g−1
i A,e

ρ̃(g−1
i )(x)

)
.

Lema 5.5.7. A função f̂ é um morfismo de representações G−parciais.

Demonstração. Dado g ∈ G, seja ggi = gjh, com h ∈ H. Assuma inicialmente que g−1 ∈ A e tome

0 �= x = φA,i(w). Temos que

(a) giH ⊆ A, e g−1
i ∈ g−1

i A;

(b) g−1
j ggi = h e g−1gjH = gih

−1H ⊆ A;

(c) g−1
j gj = g1 e gjH ⊆ gA;

(d) ggi = gjh e g−1H ⊆ A,
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e portanto,

α(g)(̂f)(x) = α(gjhg
−1
i )α(gi)P

α
g−1
i A

f
(
φ−1
g−1A,eρ̃(g

−1
i )(x)

)
3.3.3
= α(gj)α(h)α(g

−1
i )α(gi)P

α
g−1
i A

f
(
φ−1
g−1A,eρ̃(g

−1
i )(x)

)
(a)
= α(gj)α(h)P

α
g−1
i A

f
(
φ−1
g−1A,eρ̃(g

−1
i )(x)

)
(2.5)
= α(gj)P

α
hg−1

i A
α(h)f

(
φ−1
g−1A,eρ̃(g

−1
i )(x)

)
= α(gj)P

α
g−1
j gA

f
(
ρ(h)φ−1

g−1A,eρ̃(g
−1
i )(x)

)
(5.9)
= α(gj)P

α
g−1
j gA

f
(
φ−1

hg−1
i A,e

ρ̃(h)ρ̃(g−1
i )(x)

)
= α(gj)P

α
g−1
j gA

f

(
φ−1

g−1
j gA,e

ρ̃(g−1
j g)(x)

)
= α(gj)P

α
g−1
j gA

f

(
φ−1

g−1
j gA,e

ρ̃(g−1
j g)(φA,i(w))

)
(b)
= α(gj)P

α
g−1
j gA

f

(
φ−1

g−1
j gA,e

φg−1
j gA,e(ρ(h)(w))

)
(c)
= α(gj)P

α
g−1
j gA

f

(
φ−1

g−1
j gA,e

ρ̃(g−1
j )φgA,j(ρ(h)(w))

)
= f̂(φgA,j(ρ(h)(w)))

(d)
= f̂(ρ̃(g)(φA,i(w))) = f̂(ρ̃(g)(x)).

Se, por outro lado, g−1 /∈ A, então por definição ρ̃(x) = 0, mas também α(gj)P
α
g−1
j gA

= 0, pois g−1
j /∈

g−1
j gA. Então α(g)f̂(x) = 0 segue das primeiras linhas do mesmo cálculo.

Por construção f̂ o único morfismo de representações tais que f̂◦ηW = f . Isso prova que o par (PInd
G

HW, ρ̃)

é a indução parcial de W , como queriamos.

Teorema 5.5.8 (Reciprocidade de Frobenius). Sejam U uma G-representação parcial H-global e W uma

representação global de H. O seguinte isomorfismo é válido:

HomG(PInd
G
H W,U) ∼= HomH(W,ResGH U).
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CONCLUSÃO FINAL

Neste trabalho estudamos ações e representações parciais de grupos, especificamente as representações

parciais H-globais. Com isso, podemos perceber que o estudo de ações parciais de um grupo G está ligado

ao das ações de um semigrupo inverso S(G), conforme nosso primeiro capítulo. Esse semigrupo inverso gera

uma álgebra, a qual também vem das relações de representações parciais de G, a álgebra Kpar(G). Além

disso, como é de se esperar, vimos que estudar representações parciais de G é equivalente a estudar módulos

sobre esta álgebra.

Afim de conhecer a estrutura de Kpar(G), estudamos um pouco as definições de grupoide e suas equiv-

alências, assim, mostramos que Kpar(G) é isomorfa à álgebra de um grupoide, o que permite verificar que

ela semissimples, sempre que K tem característica zero, além de determinar sua dimensão.

Na segunda parte do trabalho restringimos o estudo a representações parciais que são representações usuais

quando restritas a um subgrupo H fixo, chamadas de representações parciais H-globais. Mostramos que

resultados análogos aos anteriores continuam válidos, isto é, que essas representações parciais correspondem

aos módulos sobre uma álgebra CH
par(G) e que esta é isomorfa à álgebra de um grupoide, o qual é criado

a partir do subgrupo H. Por fim, ao estudar as representações irredutíveis desta última surge um par de

funtores oriundos da restrição e indução de representações; concluímos que estes funtores formam um par

adjunto, estendendo para representações parciais o resultado conhecido como Reciprocidade de Frobenius,

conforme a igualdade abaixo

HomG(PInd
G
H W,U) ∼= HomH(W,ResGH U).
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