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Resumo

Sistemas dinamicos cadticos podem apresentar uma propriedade denominada por “crise”,
onde atratores caoticos sao destruidos ou fundem-se numa banda caotica tinica. Sistemas dinamicos
multidimensionais ditos “nao-hiperbolicos” apresentam outra propriedade conhecida por “Variabi-
lidade da Dimensao Instdvel” (VDI), quando orbitas periodicas instaveis mergulhadas no atrator
cadtico apresentam diferentes quantidades de direcoes instaveis, ocasionando a perda da confiabili-
dade nas trajetorias geradas numericamente. Estudaremos estes dois fenomenos no sistema mecanico
4-dimensional denominado “Rotor Duplo Pulsado” (RDP), onde, a partir de seu mapa denominado
“Mapa do Rotor Duplo Pulsado” (MRDP), detalharemos a crise que ocorre nesse sistema, e acompa-
nharemos a evolugao paramétrica da VDI no MRDP. Temos como objetivo fazer uma conexao entre

crise e VDI, comparando os respectivos parametros criticos.
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Abstract

Chaotic dynamical systems can show a property called “crisis”, where chaotic attractors
are destroyed or merge to form a chaotic attractor. Non-hyperbolic high-dimensional systems show
other property known as “Unstable Dimension Variability” (UDV), when periodic unstable orbits
embedded in a chaotic attractor have different numbers of unstable eigendirections, causing the loss
of confidence of numerically generated orbits. We will study these phenomena in the mechanical
4-dimensional system called “Kicked Double Rotor” (KDR), on the ““Kicked Double Rotor Map”
(KDRM). We will detail when the crisis occur, and follow the parametric evolution of the UDV.
We want to do a connection between crisis and UDV, comparing the critical parameters for these

phenomena to occur.
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Capitulo 1

Introducao

Caos é entendido, dentro da teoria matematica dos sistemas dinamicos, como um comporta-
mento aperiodico que apresenta sensibilidade extrema as condigoes iniciais. Duas trajetorias cadticas,
que originam-se de condic¢oes iniciais ligeiramente diferentes, afastam-se exponencialmente com o pas-
sar do tempo, obstruindo a capacidade de prever o estado futuro do sistema, dado o estado presente.
Como nosso conhecimento sobre as propriedades das trajetorias cadticas provém da utilizacao de téc-
nicas numeéricas computacionais, e como estas sempre introduzem pequenos erros (de truncamento,
arredondamento, etc), poderiamos imaginar que trajetorias caoticas assim geradas nunca poderiam
corresponder a trajetorias “reais” do sistema dinamico estudado.

No entanto, essa visao é por demais restritiva. Para sistemas dinamicos ditos “hiperbolicos”,
pode-se mostrar rigorosamente que uma trajetoria cadtica gerada por computador (ou, teoricamente
falando, uma “pseudo-trajetéria”) é sombreada, ou seja, permanece uniformemente proxima a uma
trajetoria caotica real do sistema dinamico. Em outras palavras, a trajetoria cadtica obtida pelo
computador pode nao ser aquela que procuramos, mas é tao proxima quanto se queira de uma
trajetoria cadtica real do sistema. Como nés usualmente utilizamos conjuntos de trajetérias (em
calculos envolvendo invariantes dindmicos), essa distingao nao &, de fato, relevante [1].

Os sistemas dinamicos que modelam problemas de interesse fisico, quimico, biologico, econo-
mico, etc, nao sao, em geral, hiperbolicos. Por esse motivo nao podemos garantir de antemao a
validade desta importante propriedade de sombreamento de trajetorias caoticas (|2],[3],[4]). Uma
das causas que podem levar um sistema dinadmico a ser nao-hiperbdlico é a propriedade denominada
“Variabilidade da Dimensao Instdvel” (VDI). Toda trajetoria cadtica tem um nimero infinitamente
grande de oOrbitas periodicas instaveis nela imersa. Quando ha VDI, parte destas érbitas periddicas
tem um valor da dimensao instavel, e parte tem outro. Dimensao instavel é a dimensao do subes-
paco invariante gerado pelos autovalores da “matriz Jacobiana” do sistema que possuem as seguintes
propriedades: se o sistema for um fluxo ( a tempo continuo) os autovalores tém parte real positiva,
caso o sistema seja um mapa (a tempo discreto), os autovalores tém modulo maior que 1 [5].

A VDI foi descrita pela primeira vez em 1970 pelos matematicos Abraham e Smale, no estudo
de um sistema dindmico abstrato [6]. Apenas em 1994 a VDI foi identificada num sistema dinadmico

de interesse fisico |7|: “O Rotor Duplo Pulsado” (RDP), descrito por um mapa quadri-dimensional



dito “Mapa do Rotor Duplo Pulsado” (MRDP). Este dispositivo fora estudado inicialmente em 1992
por F. J. Romeiras et. al. [8]. Desde entdo a VDI foi identificada em uma variedade de sistemas
dindmicos de interesse fisico, como redes de osciladores acoplados [4]. Num sistema com VDI, a
propriedade de sombreamento da trajetoéria cadtica pode ser considerada valida por um tempo muito
curto, na medida do que chamamos de “intensidade da VDI”.

Em trabalhos anteriores ([9-14]), pesquisadores do grupo de “Caos” da “Universidade Federal
do Parand”~UFPR, foram capazes de descrever dois aspectos centrais da VDI em sistemas dinamicos,
onde um parametro é variado: o inicio (“onset”) da VDI e o ponto onde a VDI é mais intensa, no
sentido de que a propriedade de sombreamento das trajetorias cadticas nao é valida para qualquer
intervalo de tempo. No entanto, esse estudo no MRDP é bastante dificil, por dois motivos basicos:
a dimensao do sistema dinamico é alta (4), e hd4 um nimero muito grande de 6rbitas periddicas
instaveis. Até o trabalho de doutorado de José Renato Ramos Barbosa [15], a VDI no MRDP s6
tinha sido estudada para um conjunto restrito de valores do parametro variavel (no caso, a intensidade
da forca externa aplicada sobre o rotor). No trabalho de Barbosa et. al. [15], o ponto onde a VDI
¢ mais intensa foi identificado como uma bifurcacao do tipo duplicacao de periodo. Entretanto, a
questao do inicio da VDI no MRDP permaneceu em aberto.

A contribuicao principal que é dada nessa dissertacao vem a ser o estudo do inicio da VDI
no MRDP, bem como uma revisao do processo de evolucao paramétrica da VDI, até o ponto em que
esta é mais intensa.

No capitulo 2 introduzimos alguns tépicos teoricos utilizados neste trabalho, onde preten-
demos dar uma nocao a respeito dos temas abordados. Alguns topicos foram somente relacionados,
pois uma explicacao mais ampla fugiria do intuito deste trabalho.

No capitulo 3 esta o contetido principal de nosso trabalho, onde comecamos descrevendo o
mecanismo do RDP, e a obtencao do MRDP. Analisamos os pontos fixos e suas estabilidades, e as
bifurcacoes, através dos diagramas de bifurcagdes. Utilizando os “ezpoentes de Lyapunov a tempo
infinito”, estudamos o caos e o hipercaos. Explorando recursos computacionais, analisamos também
a “crise”. Estudamos em seguida a VDI, utilizando como ferramenta principal a analise da flutuacao
do “sequndo expoente de Lyapunov a tempo finito” em torno de zero. No final do capitulo temos a
andlise geral dos resultados obtidos.

No capitulo 4 estao as nossas conclusoes, onde destacamos os objetivos alcangados. Relaci-
onamos itens para trabalhos futuros.

Os graficos obtidos neste trabalho foram gerados pelo software “Grace”, e os dados necessarios
para gerar estes graficos foram obtidos numericamente, por meio de programas em linguagem “C” e

“fortran”. Para calculos gerais, utilizamos o software matematico “Maple”.



Capitulo 2
Fundamentos

Neste capitulo apresentaremos conceitos relacionados com o estudo de sistemas dinamicos,
os quais utilizamos para desenvolver este trabalho. Relacionamos os tépicos relevantes para uma
melhor compreensao dos temas abordados, com alguns itens descritos superficialmente mas com a

devida citagao para consultas, pois uma abordagem mais refinada fugiria do intuito deste trabalho.

2.1 Sistemas dinamicos

Um sistema dindmico é definido como sendo um conjunto de elementos interdependentes,
sob a acao de forgas externas, com algumas grandezas que caracterizam o sistema variando no
tempo. Para entender como um sistema dinamico evolui no tempo, devemos caracterizi-lo por meio
de expressoes matematicas. Sistemas dinamicos onde o tempo evolui continuamente chamamos de

fluzos, e quando o tempo decorre de maneira discreta chamamos de mapas.

2.2 Sistemas dinamicos a tempo continuo - Fluxos

Em certos sistemas dindmicos a evolucao do tempo é tratada de forma continua, isto é,
o tempo t pode variar num intervalo infinitesimal. Sistemas a tempo continuo sao chamados de
“fluros”, e sao representados por meio de equacoes diferenciais. Como exemplo, para um sistema

N-dimensional, podemos obter:

( d!El
Ve JFi(@wy, oy, - TN G))
dt
dxg(t)
) 7 = f2($1(t),$2(t), T ,JUN(t)) 3 (2‘1)
d.IN
d 2 = In(eaw, Ta), - Ty w)
\ t
onde fé uma funcao de correlagao, x é a variavel de posicao. Em notacao vetorial:
d = _

EX(t) - F(X(t)) ) (22)
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onde X é um vetor N-dimensional, e F' ¢ um vetor funcao N-dimensional.

2.3 Sistemas dinamicos a tempo discreto - Mapas

Ocorrem sistemas onde o tempo evolui discretamente, isto é, o tempo' n assume somente
valores inteiros positivos. Estes sistemas sao chamados de “mapas”, e sao representados matematica-

mente por equacoes de diferencas. Um exemplo para um sistema N-dimensional:

Timt1) =  91(Tim)> Ta(n), = » TN(n))
Tont1) = G2(T1m), Tt INm)) (2.3)
INn+1) = gN(xl(n),$2(n), T ,xN(n))
Em notacao vetorial:
X1 =G [Xn] , (2.4)

onde X, e X, sdo vetores N-dimensionais, e G é um vetor fungao N-dimensional. Neste sistema,

2 com n = 0, temos o préximo estado com n = 1, o estado seguinte

partindo das condic¢oes iniciais
com n = 2, e assim sucessivamente.

Concentraremos nossas discussoes no que se refere a mapas, tendo em vista que nosso sistema
tém dinamica a tempo discreto. Muitos sistemas dinamicos sao representados por equacoes de
diferencas, quando certas grandezas destes sistemas variam periodicamente. Como exemplo podemos
citar o “rotor duplo pulsado”, que recebe uma forca periodica.

Para uma melhor compreensao de nossas discussoes, vamos analisar um sistema unidimensi-

onal:
Tny1 = g(Tn, 1) (2.5)

e concluiremos entao expandindo para o caso N-dimensional:
X =G [Xn,,u] . (2.6)

Na expressao (2.5) se a fungio g for linear, dizemos que o mapa é linear, caso contrario, o mapa sera

nao-linear. O termo pu representa o parametro de controle presente no sistema.

2.3.1 Parametro de controle

Nos sistemas dinamicos estudamos como certas grandezas, variaveis dependentes, evoluem no
tempo. Existem porém grandezas que nao evoluem no tempo, mas alteracoes em seus valores geram
mudancas de comportamento do sistema. A estas grandezas chamamos de pardametros de controle.

No estudo de sistemas dinamicos pretendemos conhecer nao somente o comportamento deste

sistema na evolucao do tempo, mas principalmente conhecer a dependéncia deste sistema quanto aos

I'Nos mapas o tempo sera representado por n.
2530 os valores das varidveis dependentes em ¢t = 0 (ou n = 0)
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parametros de controle. Em geral, elege-se somente um parametro de controle para o sistema. Como

exemplo citamos o rotor duplo pulsado, cujo médulo da forca aplicada serd o parametro de controle.

2.3.2 Ponto fixo e estabilidade

Partindo de uma condigao inicial zg, obtemos a seqiiéncia aplicando em (2.5):
r1=g(x) = w2=g(®1) = w3=g(T2) -,
Vamos supor que em (2.5), aplicando z,, obtivéssemos novamente x,,, ou seja:

Tpy1 = g(x,) = =27,

entao temos que :
= g(z") . (2.7)

Chamamos z* de “ponto fizo”. Aplicando z* no mapa (2.5), retorna-se o proprio z*, e nas

proximas iteracoes® obteremos x* para n — oo. Para o mapa N-dimensional, temos :
X =G [X} . (2.8)

onde X* é o vetor do ponto fixo N-dimensional. Aqui iremos imaginar um vetor apontando para o
ponto fixo no espaco N-dimensional.

Vamos analisar a estabilidade do ponto fixo z*. Sabemos entao que, para um ponto fixo x*,
as iteragoes sucessivas permanecerao inalteradas em z*. Vamos supor que o ponto z, esteja agora
ligeiramente afastado de x*. Se o ponto fixo for estavel, as proximas iteragoes aproximar-se-ao de z*.
Seja o ponto z,, tal que:

Ty =2+ , (2.9)

onde 7, é um pequeno deslocamento, tal que : |n,| < 1. Desta forma:

Tpp1 = g(xn) = g(&" 4+ 1) = " + Noy1 - (2.10)

Observando as duas expressoes, temos que se z,.1 < T, , a iteracao aproxima-se de x* , entao o
ponto fixo z* serd estavel. Conclui-se entao :

Para: || <|m| = 2" é estdvel ,

Para:  |nn41] > || = 2" é instdvel .

Expandindo (2.10) em série em torno de x*:

dg ()
dx

o(a) = 9(a* + 1) zg(x*>+nn< )+o<nn>2+~-- ,

r=x*

Como |n,| é um desvio muito pequeno, podemos desprezar termos de ordem superior a um. De (2.10)

x:m*)

temos que : g(z* +1n,) = 2* + Nuy1 , € sendo g(x*) = x* , obtemos:

dg(zx n dg(x
s = g(z) _ e _ (dg(@)
dr lz=z* Mn dx

3Tterar o mapa significa obter uma aplicacio do mapa.
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Concluimos entao:

d
‘ 9(z) <1l = z*é estdvel, (2.11)
d.’ﬂ r=x*
d
’ %(x) >1 = z*é instdvel . (2.12)
X r=x*

Para o mapa N-dimensional, seja a matriz composta de derivadas parciais nas variaveis

dependentes em (2.3):

g1 g1 o Og1 7
oz 9z® Ox)
dg2 dga Jga
DG, 2@ ... ™9 = | 520 5z@ T 5z : (2.13)
dgn  Ign dgn
L 9z 9z OxWN) 1 (g g ... z(N)x)

Chamamos esta matriz de “Matriz Jacobiana”, e ela é avaliada no ponto fixo N-dimensional X~ Seja
& um autovalor da matriz Jacobiana, onde i = (1,2,--- | N), com § € C (conjunto dos niimeros
complexos). Para um sistema N-dimensional temos, em geral?, N autovalores reais e/ou complexos®.
A estabilidade do ponto fixo X* ¢ analisada pelos autovalores da matriz Jacobiana. Temos entao

que:
e Se “todos os autovalores tém modulos menores que 17 : |§;| <1 = X* é estdvel ;

e Se “um ou mais autovalores tém modulos maiores que 17 : [&] > 1 = X* é instdvel .

2.3.3 Orbita periédica

Retomamos o estudo do mapa unidimensional (2.5). Supondo que, dado uma condi¢ao inicial

Tg, obtivéssemos a seqiiéncia :

v = g(w),

v = g(@) = glgx) = gP(z),

rpo1 = glep2) = glglzps) = .- = ¥ V(xo)

rp = glep1) = glglzp2) = .- = ¢P(z0) = =z .

sendo : xg#£ x1 # -+ £ Tp_1.
A seqiiéncia de iteradas, de xy até xp_, torna-se ciclica, e chamamos este ciclo de drbita

periddica de periodo-P, formado por P pontos distintos (xq, 1, -+, 2p_1) que se repetem ciclicamente.

4Pode ocorrer a existéncia de autovalores repetidos.
SPara autovalores complexos, teremos pares de complexos conjugados.
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A representacio g)(xy) significa iterar o mapa P vezes partindo de zy. Os P pontos da 6rbita

periddica sao chamados também de pontos fixos de periodo-P, pois:

g(P)(xO) — xo :> g(P)(xS) fy 'TS s
9 Ne) = o = ¢Pn) = o,
9P xpy) = apoy = ¢P(apy) = apy -

Observa-se que pontos pertencentes a uma oOrbita periddica de periodo-P, serao pontos de 6r-
bitas periodicas de periodo-kP, com k =1,2,3,--- . Neste caso, os P pontos se repetirao ciclicamente
k vezes, dentro de kP iteradas.

A estabilidade da orbita periddica é determinada usando o mesmo critério da estabilidade

do ponto fixo (de periodo-1). Seja o autovalor £ associado ao ponto fixo =y de periodo-P, obtido em:

dgP)(z) (usando a regra da cadeia) dg(z) dg(z) dg(x)
f=—2 N — .
dx r=x] dz =1 dzx r=x] dzx T=TpH_,
P-1
dg(z)
= 2.14
5 dx R ) ( )
J=0 ’
e Se: €] <1 = A orbita de periodo-P ¢ estdvel ;
e Se: [{] >1 = A orbita de periodo-P é instdvel .
Para o mapa N-dimensional, a 6rbita periodica é definida por:
;@zéwﬁﬁ},(ﬁﬂijyP—U. (2.15)
A estabilidade da orbita periodica de periodo-P é obtida de:
P—1
DG =[] DG(X;) . (2.16)

=0
onde DG®) ¢ a matriz resultante do produto de P-matrizes Jacobianas avaliadas cada uma nos
P-pontos fixos (X5, X5, -+, X} ;). Desta matriz, para um sistema N-dimensional, temos, em geral,
N-autovalores reais e/ou complexos. Seja & um dos autovalores, onde i = (1,2,--- ,N), e & € C.

Concluimos entao que:

e Se “todos os autovalores tém modulos menores que 17 : |§;| <1 = A o6rbita de periodo-P é
estdavel ;
e Se “um ou mais autovalores tém modulos maiores que 17 : |§;| > 1 = A orbita de periodo-P

é instdvel .

Como para cada autovalor temos uma autodirecao associada, uma orbita terd entao uma
certa quantidade de direcoes estaveis e instaveis. Designaremos por “d” a quantidade de autodirecoes,

onde:

e d° - Quantidade de dire¢oes estéveis (associados aos autovalores com modulos menores que 1);

e d" - Quantidade de diregoes instaveis (associados aos autovalores com modulos maiores que 1).
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2.3.4 Classificacao dos pontos fixos e das 6rbitas peri6édicas

Vimos que a estabilidade de um ponto fixo (ou de uma orbita periodica) é obtida via ana-
lise dos autovalores da matriz Jacobiana avaliada neste ponto fixo (autovalores do produtério das
Jacobianas avaliadas nos pontos periddicos). Classificamos os pontos fixos [5] (6rbitas periodicas)

em:
o Hiperbolico® — Todos os autovalores com modulos diferentes de um (|&;] # 1);

e Nao-hiperbolico — Um autovalor com modulo igual a um (|§;| = 1), e os restantes com modulos

menores que um (|&4] < 1).
Classificamos também os pontos fixos quanto a sua topologia no espaco de fase:

e Se todos os autovalores forem reais (§; € R) e todos tém modulos maiores que um (|&;] > 1), o
ponto fixo é um “nd instdvel”. Se todos tém modulos menores que um (|&;| < 1) o ponto fixo é

um “no estdvel”,

e Se todos os autovalores forem complexos conjugados (¢ € C) e todos tém modulos maiores
que um (|&| > 1), o ponto fixo é um “foco instdvel”. Se todos tém modulos menores que um

(1&| < 1) o ponto fixo & um “foco estdvel”;

e Se a0 menos um autovalor tiver modulo maior que um (|£;| > 1), o ponto fixo sera um “ponto

de sela instdvel”;
e Se o ponto fixo é nao-hiperbolico, é chamado de “centro”.

Para facilitar a visualizacao das topologias, faremos a anélise num mapa 2-dimensional:

In-‘rl - g(xrw yn)a yn+1 = h(xnﬂ yn)a (217)

Fixando os parametros de controle, evoluimos este mapa partindo de diferentes condigoes iniciais
xo e yo. O resultado é visto na Figura (2.1). Observa-se que o significado de estdvel indica que
as variedades® aproximam-se do ponto fixo, enquanto que instdvel indica afastamento do ponto
fixo. O ponto de sela apresenta variedades instéveis e estéveis, representados pelas separatrizes das
hipérboles, e, apesar da variedade estavel, o ponto sela é um ponto instavel. O ponto centro significa
que as variedades nem se afastam e nem se aproximam do ponto fixo, e sera tema de outra discussao,

o surgimento de bifurcagoes.

60 termo hiperbélico estd ligado & topologia do ponto de sela, onde as variedades no espaco de fase formam
hipérboles, acabou sendo generalizado para outros pontos fixos estiveis ou instéveis.

"E a analise do contorno que as variaveis dependentes descrevem no espaco definido por estas varidveis.

8E o conjunto de pontos formados pelas variaveis dependentes.
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VARIEDADE INSTAVEL

y A r y A y A

PONTO FIXC

YARIEDADE ESTAVEL

'x
'x

X
-

SELA NO INSTAVEL FOCO INSTAVEL

y A Yy A y A

'x
'x
'x

CENTRO NG ESTAVEL FOCO ESTAVEL

Figura 2.1: Exemplos de pontos fixos no espaco de fase 2-dimensional.

2.3.5 Bifurcacoes

Estudamos nos sistemas dinamicos a influéncia do parametro de controle na evolucao do
sistema. Este estudo é feito utilizando o chamado diagrama de bifurcagao. Neste diagrama, vemos
como uma variavel dinamica evolui em funcao do parametro de controle. Temos, neste diagrama, as
curvas referentes as orbitas estaveis (geralmente tracados em linha cheia) e 6rbitas instaveis (geral-
mente em linha tracejada). Observa-se que a partir de um determinado valor de parametro, ocorre
o nascimento e/ou destrui¢ao de orbitas, ocorrendo também mudangas de estabilidades. Dizemos
entao que as orbitas sofreram “bifurcacoes”.

Vimos que uma oOrbita sera estavel se todos os autovalores tiverem o seus moédulos menores
que um. Vamos supor, por exemplo, que estejamos analisando um sistema com uma 6rbita estavel no
parametro fi;. Se incrementarmos este parametro de um pequeno valor ¢ ((5 <K 1) tal que o préximo
parametro seja p; + 0, verificamos que a érbita continua estavel, mas um dos autovalores (&), tém
um aumento de seu valor em modulo. Sucessivos incrementos implica que este autovalor aumenta
gradativamente seu valor em modulo até que, para um dado p., o moédulo do autovalor sera igual
a um (|| = 1). A orbita, até entao hiperbolica, torna-se nao-hiperbolica. Apods este parametro
11 ocorre a bifurcacao, com a érbita hiperbodlica estavel tornando-se uma 6rbita hiperbdlica instével
(o modulo do autovalor em questao torna-se maior que um (|&;| > 1)), e a possivel ocorréncia do

nascimento de novas orbitas hiperbolicas a partir deste parametro. A bifurcacao descrita acima
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refere-se a uma bifurcacao Supercritica. Se esta bifurcagao fosse precedida de uma orbita instavel,

teriamos uma bifurcagao Subcritica.

XA x A
i I
g, &
e i . 1l
. > i >
He He
BIFURCACAO SELA-NO BIFURCACAQ TRANSCRITICA
x A x A .
crpli g
| ESTAVEL  f  INSTAVEL | FERIODO-N { PERIODO-N
T8 I
: P : -
He He
BIFURCACAO FORQUILHA BIFURCACAD FLIP

Figura 2.2: Exemplos de bifurcacoes supercriticas.

Temos entao que, quando a 6rbita torna-se nao-hiperbolica ocorre a bifurcacao, e desta bi-
furcagao temos novas orbitas hiperbolicas. Classificamos o tipo de bifurcagdo [5] de uma orbita
de periodo-P analisando o autovalor responsavel pela passagem de orbita hiperboélica para nao-

hiperbolica, ou seja, pelo autovalor cujo valor em moédulo tornou-se igual a um:

e Se o autovalor for real e igual a um ({1 € R e & = 1) teremos uma bifurcac¢do supercritica
(subcritica) do tipo:
— Sela-nd : quando duas orbitas com estabilidades contrarias sao criadas (destruidas);
— Transcritica : quando duas o6rbitas com estabilidades contrarias trocam suas estabilidades;
— Forquilha : quando duas orbitas estaveis (instaveis) sao criadas (destruidas).
e Se o autovalor for real e igual a um negativo (§ € R e & = —1) a bifurcacao sera do tipo
Flip ou também chamado de bifurcacao de duplicacao de periodo. Semelhante a bifurcacao

forquilha, mas com a diferenca de que as d6rbitas criadas sao de periodo-2P, ou seja, de periodo

duplicado.
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e Se um par de autovalores for complexo conjugado’ com modulo igual a um (&,& € C  com
1&1] =& =1 ,onde & = &) a bifurcagdo sera do tipo Neimark-Sacker ou também chamado

de bifurcacao Hopf para mapas '°;

Na Figura (2.2) temos alguns exemplos de bifurcagao supercritical!.

2.4 Caos

Existem varias definicoes para “caos”, no que se refere ao estudo de sistemas dinamicos. Isto
se deve pela nao existéncia de uma tnica rota que conduza ao caos. Descrevemos a seguir uma
possivel rota caodtica.

Em certos mapas, verifica-se a existéncia de bifurcacoes do tipo duplicacao de periodo. Como
foi dito na secao anterior, numa bifurcacao de duplicacao de periodo uma oérbita estavel de periodo-
P torna-se instavel e em seguida nascem duas oOrbitas periodicas de periodo-2P, duplicando assim
o nimero de oOrbitas estaveis. A partir de um determinado valor do parametro, comecam a ocor-
rer sucessivas bifurcacoes de duplicacao de periodo, quando esse parametro é incrementado de um
pequeno valor. Temos entao a ocorréncia da cascata de duplicacao de periodo, e nesta cascata, a
cada duas 6rbitas estaveis criadas temos uma 6rbita instavel oriunda da érbita anterior a bifurcacao,
além de outras orbitas instaveis remanescentes de outras bifurcacoes de duplicacao de periodo, todas
coexistindo numa regiao do espaco de fase. Ocorre que, em sucessivas bifurcacoes de duplicacao
de periodo, esta coexisténcia torna-se cada vez mais densa, com oOrbitas estaveis que pertencem a
um mesmo periodo e 6rbitas instaveis de diferentes periodos. Como conseqiiéncia, verifica-se que o
sistema perde a periodicidade, ou seja, o sistema apresenta aperiodicidade.

Além da perda da periodicidade, observa-se que o sistema exibe dependéncia sensivel as
condigoes iniciais: Seja o mapa unidimensional x,.; = g(x,, 1), supondo xy uma condic¢ao inicial
e xg outra condicao inicial ligeiramente afastada de xg, tal que 376 =x9+0, comd>0ed 1.
Dizemos que o sistema exibe dependéncia sensivel as condigoes iniciais, para um parametro ., se ao
iterarmos o mapa k-vezes e ||g¥(z,, 11c) — g* (24, pie)|| = €, a distancia entre as trajetorias e aumentara
exponencialmente no tempo. Isto significa que uma pequena mudanca nas condigoes iniciais implica
numa mudanca substancial na trajetoria, apos k-iteradas.

Um sistema que, para um determinado parametro de controle, possui aperiodicidade e de-
pendéncia sensivel as condicoes iniciais, dizemos que apresenta “caos”. Quando um sistema tém
comportamento cadtico, nao h& convergéncia para um ponto fixo ou uma o6rbita periddica, teremos
agora um conjunto de pontos no espaco de fase onde a dinamica do sistema tende a convergir, que

chamaremos de atrator.

9Solucdes complexas sempre vém aos pares de complexos conjugados.
'"Maiores detalhes sobre bifurcacio Neimark-Sacker vide [5] secgao 3-2C
1 Como nosso sistema apresenta exclusivamente bifurcacdes supercritica, ndo serio vistos em detalhes as subcriticas.

Maiores detalhes vide [5] sec¢io 3-2.
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2.5 Atrator

Definimos um atrator com sendo um conjunto fechado de pontos no espaco de fase, que

denominaremos por “A”,onde:

e A é um conjunto invariante, ou seja, iterando o mapa com um ponto pertencente a A, perma-

necerd em A por um tempo infinito ( g*(zg, 1) € A para 1 € A e k — 00);

e A atrai um conjunto aberto B de condigoes iniciais, com A contido em B (¢*(xg, ) € A para
x9g € B ek — o0). O maior conjunto B das condigoes iniciais, que satisfaca a relagao, é

chamado de bacia de atragao de A;
e A é o minimo, ou seja, nao existe um subconjunto de A que satisfaca as condigoes anteriores.

Se A for um conjunto que apresenta dependéncia sensivel as condi¢oes iniciais, isto é, um

atrator numa regiao cadtica, chamamos de atrator cadtico.

2.6 Expoentes de Lyapunov

Como foi dito anteriormente, uma das caracteristicas da presenca de caos num sistema esta
na dependéncia sensivel as condi¢des iniciais. Analisaremos o mapa unidimensional =, 1 = g(z,).
Sejam x( e xé, duas condigoes iniciais separadas por uma pequena distancia dg, tal que 69 > 0 e
0o — 0, entao temos xé) — o = dp. Vamos supor que apos n iteradas, com n — 00, a separacao entre
as evolucoes dos mapas seja x; — 2, = 0,. Vamos propor que 9, tenha evoluido exponencialmente

no tempo, em relacao a dp, ou seja:
|6n] & [dole™™ (2.18)

onde A é definido como Expoente de Lyapunov. Observe na expressao que se:
. !/ .
e A< 0= ld,] — 0= Asiteradas de xy e x, convergem exponencialmente no tempo;

e A >0 = [0, > |d| = As iteradas de z( e x, divergem exponencialmente no tempo.

Evoluindo a expressao, teremos:

’

A=l On| _ Lo 8= 1 g™ (o + 8o) — g™ (x) |
n do n do n 5
onde obtemos: 1 )
AL T L (2.19)
aplicando na derivada a regra da cadeia:
A=t ﬁ dg()
" =0 du T=x; 7
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)]. (2.20)

DG (Xy) = [[ DG(X)) , (2.21)

Concluimos aplicando o limite em n:

S b=

1=0

Para um mapa N-dimensional, definimos:

onde DG™(X,) é a matriz resultante do produto de n-matrizes Jacobianas avaliadas cada uma nos

n-pontos calculados pelo mapa, partindo da condicao inicial (X'O, )?1, e ,)Zn,l). Definimos a matriz
DG % como sendo:
1
DG = [pa™ . pa™T|2n (2.22)

—

onde DGE})? ¢ a matriz transposta de DG™(X,).
0

Obtemos entao os expoentes de Lyapunov pela expressao:

1
n—oo \ M

onde & é um autovalor da matriz DG, e A\ o expoente de Lyapunov associado a este autovalor,
com k = (1,2,--- | N). Temos entdao para um mapa N-dimensional, N autovalores da matriz DG ,
portanto teremos N expoentes de Lyapunov. Em funcao do limite do tempo tendendo ao infinito,
dizemos que sao “expoentes de Lyapunov a tempo infinito”.

O estudo dos expoentes de Lyapunov fornece informacgoes importantes a respeito do com-
portamento cadtico de um sistema. No estudo de mapas, observamos como evolui os expoentes de
Lyapunov conforme variamos o parametro de controle. Para um mapa N-dimensional, utilizare-
mos o seguinte critério de distincao do comportamento cadtico, para um determinado parametro de

controle:
e Se todos os A\; < 0, o sistema apresenta-se estavel;
e Se um dos os A\; > 0, o sistema apresenta comportamento cadtico.
Na analise dos expoentes de Lyapunov é comum ordenéa-los, de tal forma que:
M2 A>3 A1 > A
e a analise dos expoentes de Lyapunov para mapas resume-se em:
e Se A\; > 0, o sistema é caobtico;

e Se )\, > 0, o sistema apresenta uma segunda direcao cadtica e a denominamos de “hipercadtica”.

12A matriz DG fornece os autovalores da matriz DG(™ (X,) em modulos (mesmo sendo niimeros complexos).



2.7 Crise 14

2.6.1 Expoentes de Lyapunov a Tempo Finito

Vimos na expressao (2.23) o calculo dos expoentes de Lyapunov a tempo infinito para um

mapa N-dimensional. Podemos calcular os “expoentes de Lyapunov a tempo finito”, A\g(n), onde :

Ae(n) = (% In ygk\) . (2.24)

sendo &, um autovalor da matriz DG, e Ax(n) o expoente de Lyapunov a tempo “n” associado a este
autovalor, com k = (1,2,---,N). Redefinimos entdo os expoentes de Lyapunov a tempo infinito

como sendo:
Ak(00) = lim A\g(n) . (2.25)

n—oo
Os expoentes de Lyapunov a tempo finito medem a taxa da convergéncia ou da divergéncia entre
orbitas, a cada trecho de n tempos (ou n iteradas). Verifica-se que na ocorréncia de VDI, o valor
de um dos expoentes de Lyapunov a tempo finito flutua em torno de zero, onde utilizamos essa

propriedade como indicagdo numeérica da presenca da VDI (|3],4],]7],]16]).

2.7 Crise

Quando o sistema apresenta comportamento cadtico, verificamos no diagrama de bifurcacoes
a presenca do atrator caotico. Ocorre que, para um determinado parametro, uma Orbita instavel
colide com este atrator, provocando um stibito aumento da faixa cadtica ou um sibito desapareci-
mento do atrator cadtico . A esta colisao chamamos de crise [17]. Quando esta colisao ocorre com
uma orbita instavel localizada na fronteira da bacia de atracao do atrator cadtico, dizemos que temos
uma crise de fronteira, e nesta crise temos a destruicao do atrator cadtico. Se a colisao ocorre com
uma oOrbita instavel dentro da bacia de atracao do atrator, serd uma crise interior, onde atratores

cadticos fundem-se, formando uma tinica faixa cadtica.

2.8 VDI

Vimos que para cada orbita periodica de um sistema N-dimensional existem N-autodirecoes
associadas. Se destas autodire¢bes, uma quantidade “n” sdo de autodire¢oes estdveis, entao (N-n)
representa as autodirecdes instdveis, ou seja: se uma 6rbita possui d° = n, entdo ela tem d* = N —n.
Ocorre que, para certos sistemas, podemos ter 6rbitas periodicas mergulhadas no atrator cadtico com
o ntimero de direcoes instaveis diferenciadas entre si, isto é, algumas orbitas com d% = 1 e outras
com d% = 2. Chamamos este comportamento de “Variabilidade da Dimensao Instdvel” (“Unstable
Dimension Variability”), abreviado por VDI.

Historicamente, a VDI foi descrita primeiramente em um trabalho matemaético feito por
Abraham e Smale [6], em 1970, sobre um sistema difeomorfismo'® 72 x 82, cujo conjunto invariante

possuia dois pontos fixos com diferentes dimensoes instaveis. A primeira presenca da VDI em sistemas

13 f(x) & um difeomorfismo se f(x) e f~!(x) forem diferenciaveis em todo o dominio de .
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dinadmicos foi no mecanismo chamado de “rotor duplo pulsado”, inicialmente estudado por F. J.
Romeiras et. al. [8|, em 1992, e devidamente identificado a presenga da VDI por S. Dawson et.
al.[7], em 1994. Este mesmo mecanismo sera estudado em nosso trabalho.

Sabemos que se um sistema é cadtico, o primeiro expoente de Lyapunov (A1) tornou-se posi-
tivo, consequentemente o sistema nao possuira orbitas estaveis, predominando agora 6rbitas instaveis
com uma direcao instavel ,d% = 1. Como o conjunto cadtico apresenta 6rbitas com quantidades de
direcoes instaveis diferentes de um, por exemplo d% = 2, uma trajetoria gerada numericamente'*
sofrerd a influéncia desta segunda direcao instével, e como conseqiiéncia esta trajetoria gerada nu-
mericamente, na presenca da VDI, perde a confiabilidade para uma previsao a longo tempo.

Podemos verificar a presenca da VDI no sistema, analisando o comportamento do segundo
expoente de Lyapunov (As). Nesta andlise, observamos o comportamento de Ay a tempo finito.
Verificamos os Ay a curto tempo, e caso este expoente apresente flutuacao em torno de zero, temos
forte indicio da apresenta de VDI no sistema. Esta flutuacao em torno de zero implica Ay seja ora

positivo, ora negativo, e como resultado teremos variacao na direcio instavel, ora d¥ = 1, ora d! = 2.

14Trajetoria gerada através de célculos, com auxilio de computador.



Capitulo 3
Rotor Duplo Pulsado e seus Resultados

Descrevemos neste capitulo os estudos realizados bem como os resultados obtidos referentes
ao sistema dinamico adotado, o “Rotor Duplo Pulsado” (RDP). A motivagao em estudar este sistema
dindmico estd no fato de ter sido o primeiro sistema dinadmico a descrever a VDI (Variabilidade da
Dimensao Instavel)[7]. O rotor duplo pulsado comegou a ser estudado por F. J. Romeiras et. al. [§],
em seu trabalho sobre “controle de caos em sistemas dindmicos”. Iniciamos o capitulo descrevendo
o RDP, e em seguida deduzimos, por meio das equacoes de movimento, o “Mapa do Rotor Duplo
Pulsado” (MRDP), onde obtemos os diagramas de bifurcagoes. Na seqiiéncia, descrevemos os estudos
referentes aos pontos fixos e orbitas periddicas, bifurcacoes, expoentes de Lyapunov, crise e VDI. No

final do capitulo analisamos os resultados obtidos onde tiramos as conclusoes finais.

3.1 Rotor Duplo Pulsado - RDP

Na Figura (3.1) vemos um esquema do rotor duplo pulsado. Ele é formado por duas hastes
de massas despreziveis, a hastel com comprimento [;, e a haste2 com comprimento 2l5. Uma
extremidade da hastel articula livremente sobre um pivo, definido no ponto Fy. Na outra extremidade
da hastel, denominado como ponto P;, é fixado uma massa m;. Neste mesmo ponto P;, a haste2
é conectada no seu ponto médio, de forma que ela possa articular livremente sobre a massa m;. Da
haste2 temos entao dois bracos de comprimentos l,. Duas massas my sao fixadas nas extremidades
da haste2, respectivamente nos pontos P, e P3. Toda dinamica do RDP ocorre no espaco 2-D, e o
efeito da forca de gravidade sobre o sistema nao serd considerado, neste caso vamos imaginar que
o RDP esteja montado numa mesa lisa, cujos coeficientes de atrito dos elementos do RDP com a
mesa sejam nulos. Estudaremos entao a dinamica do RDP no plano X-Y, com a origem localizada no
ponto Fy. Monitoraremos o sistema pelos angulos 6, angulo da hastel, e 65, da haste2, portanto o
RDP possui dois graus de liberdade. Os pontos de articulagao, P; e Ps, terao atritos do tipo viscoso,
com coeficientes 1 e 15, respectivamente, o que caracteriza o sistema como sendo dissipativo.

No ponto P, localizado numa das extremidades da haste2, sob a massa msy, serd aplicada

16
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ﬁs Pz
Y A et ma2

Figura 3.1: Esquema do rotor duplo pulsado.

uma forca periddica, dado por:

F(8) = fo Y o(t—kT), (3.1)
k=1
com: fo > 0; T éo periodo e § representa a func¢ao delta de Dirac. Temos entao que: f(¢) = 0 para
t#4kT ,onde k=1,2,--- .

Em termos vetoriais, a forca periodica serd dada por:

) = —f ()i, (3.2)

ou seja, a forca é aplicada na direcao paralela ao eixo X, no sentido -X.

3.2 Mapa do Rotor Duplo Pulsado - MRDP

Vamos deduzir o mapa do rotor duplo pulsado (MRDP). Como foi citado, o RDP é um
sistema dissipativo e com dois graus de liberdade. As equagoes de movimento deste sistema sao
dadas pela expressao (|21], capitulo 1-5):

d (0L oL n oF

0 (i=1,2) , (3.3)
onde:
e 0, — Angulo da haste;;

e 0; — Velocidade angular da haste;:
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e L — Funcao Lagrangeana do sistema;

e F — Funcao de dissipacao de Rayleigh.

3.2.1 Funcao Lagrangeana

A funcao Lagrangeana é definida como:
L=K-U, (3.4)
onde:
e K — Energia cinética;
e U — Energia potencial.

Iniciaremos escrevendo o sistema em fungio das coordenadas cartesianas (XY'), passando

entdo para as coordenadas generalizadas (6;). As posi¢oes das massas serdo:

ry = ljcosb,
massa mq no ponto P;
yi = lysen 0y,
To = l1cosby + Ilycosby,
massa ms no ponto P
Yo = Iy sen 0y + Iy sen 0y,
r3 = lycosf; —lycosby
massa ms no ponto Ps
y3 = Iy sen 6 — Iy sen 6, .
Derivando as posi¢oes em ¢t temos as velocidades:
I.'l = —1101 Sen 01 s
1 = hbycosby,
[ii'g = —l191 sen 91 — l292 sen 92 s

Yo = 116, cos 01 + 1505 cos b
[ii'g == —llél sen 91 + lgég sen 92 s

U3 = 116 cosBy — lofs cos by .

Calculo da energia cinética

A energia cinética é obtida pela expressao:

1 1 1
K = gmu (#] +97) + gma (3 + 63) + 5ma (35 + 55) .

Obtemos entao :

1 1 .
K = §(m1+2m2)z§9§+§(2m2)z§9§, (3.5)
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Reescrevendo em termos das energias cinéticas de rotacao das hastes, temos :

1 .. 1 .
K == —[10% + —1293 3 (36)
2 2
q I = (my+2my)lZ (momento de inércia da hastel)
onde :
I, = (2my)13 (momento de inércia da haste2)

Calculo da energia potencial

—

A energia potencial é definida pela forca periodica f(¢), aplicada no ponto P,, que obedece

a expressao:

—

AU = —f(t) - ds,

q flt) = —f@t)i (forca periodica do sistema),
onde : ; .
ds = dzi+dyj

Fazendo o produto escalar e integrando a expressao, temos:

U— Uy - /mf(t)dx,
0

onde definimos : Uo =0 eme=0,
T9 = ljcosB + l3cosby
Obtemos entao :
U= f(t) (lycosby + lycosbs) . (3.7)

Obtendo a funcao Lagrangeana

Vamos simplificar as expressoes, tomando algumas igualdades:

m; = m, (3.8)
_ m_m
I !
h = —=—, 3.11
1 NG (3.11)
L = (my+2m)lE =ml* =1, (3.12)
L = Cmy)l3=ml*=1. (3.13)

Finalizamos a funcao Lagrangeana como :

L= é <0f + «93) — f(t)l (% cos 01 + cos «92) . (3.14)
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3.2.2 Funcao de dissipagao de Rayleigh

A funcao de dissipacao de Rayleigh esta relacionada com a energia dissipada em virtude
das forcas resistivas, pela existéncia de atrito nos meios. No nosso sistema temos atrito nos pivos
dos pontos Py e P;, cujos coeficientes sao, respectivamente, v e 5. A funcdo de Rayleigh sera
proporcional as velocidades angulares das hastes, consequentemente com as energias cinéticas das
hastes.

No pivd do ponto P, o atrito v retarda a hastel, temos entao:
Fi = 7/11] 107
2
Ja no pivo do ponto P, o atrito 15 além de retardar a haste2, acelera a hastel por transferéncia de

momento angular. Obtemos entao:
1 . N2
Fo = 7/2512 <92 - 91) ;
Concluimos entao que a funcao de dissipacao de Rayleigh do sistema sera dado por:

1 . 1 . .\ 2 1 . 1 . -\ 2
F = 1/15119% + 1/2512 (92 — 91) = F = l/1§[6% + 1/251 <92 — 91) . (315)

3.2.3 Resolvendo as equacgoes de movimento

Podemos agora resolver as equacoes de movimento dado em (3.3). Comegamos fazendo as

derivadas parciais:

(0L l
or 8—01 = f(t>ﬁ sen 01 s
50, = or (3.16)
' — = f(t)l sen by,
L 00,
or oL _ 16, ,
oL ‘3"5 | (3.17)
667’ —_— — ]02 ,
\ 882
( OF . .
— = (V1+V2)]01 —1/2192,
oOF 06,
o0 =\ or (3.18)
i — = —wlb + 10, .
| 96, 2101 + V2103
Substituindo em (3.3), obtemos as equagoes diferenciais:
- = = (11 + 1) 01 + 196y + f(t)I—\/§ sen 0, , (3.19)
df : : l
d—; 1/261 — 1/292 + f(t)F sen 92 s (320)

Em formato matricial, teremos:

: : 1
d [ 0.t 6:(1) I [ —= sen 0:(t)
o ( (1) ) = A, ( ; ) + f(t)= \/ﬁsen " : (3.21)
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onde A, é a matriz:
A, = ( R ONES ) , (3.22)

e lembrando que:

f&)=fo) 6(t—kT). (3.23)

Solugdo para: 0 <t <T (f(t)=0)

Como f(t) é descontinua, devemos resolver (3.21) em etapas. Comegaremos no intervalo

0 <t <T,onde f(t) = 0. Neste intervalo, reduzimos (3.21) para um sistema de equagoes lineares.

d [ 6(t)\ 0,(t) W
dt ( éQ(t) ) = A, ( ég(t) ) =  0O()=A,0(), (3.24)

A(t) = ( Z;g; ) , (3.25)

Resolveremos em termos de ©. A solucao para este sistema linear seré:

Obtemos entao:

onde:

O(t) = e’ (3.26)

que substituindo em (3.24), resulta:
(A, — (L) =0, (3.27)

onde:

e ( — Autovalores da matriz A,. Como A, é uma matriz 2 x 2, teremos dois autovalores

(C1e G);

e ) — Autovetor associado ao autovalor (/") associado ao (1, e ¥?) associado ao (y);

e I, — Matriz identidade 2 x 2.

Resolvendo a expressao (3.27), obtemos os autovalores e os autovetores associados:

G = —% (1 + 20 + A) (3.28)
G = —% (v + 21, —A), (3.29)
21/2
p® = | (=4) (3.30)
1
21/2
@ = | (A (3.31)
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onde : A=\/vi+4;. (3.32)

A solugao geral de (3.26) sera entdo a combinagao linear dos autovalores e autovetores. Onde

obtemos:
O(t) = CrypWelrt 4 ChypPest (3.33)

(' e (5 sao constantes, definidas pelas condicoes iniciais. Seja a condicao inicial, em ¢ = 0:

. . 27/2 2V2
. 01(0 61(0
o= ) S (2O _o [ (=B |y | A (3.34)
02(0) 02(0) 1 ]
Obtemos entao :
Vo - 1 .
G = —Zel(o) + 2A (A —11)05(0), (3.35)
Vy - 1 .
Cy, = f@l(O) + 5 (& +11)6:(0) (3.36)
Substituindo em (3.33):
( 01() ) [ (A )t 4 g (A = p)et —%2eht 4 Bz elet ( 61(0) )
0a(t) — Vet 4 B2 ot (A = v1)ert 4 (A + 1) e 02(0
(3.37)
definimos entao as matrizes:
L(t) = Wpett + Wyet! (3.38)
1 1))
—(A+41y) ——
w, = | 22 A , (3.39)
_ L(A )
A 2A '
1 1]
—(A—1w) ]
W, — 2A A : (3.40)
©2 L(A + 1)
A 2A '
e a nossa solucao, em termos de C;), ficara:
O(t) = L(1)©(0) . (3.41)
Para obter a solu¢ao em termos de ©, integramos a expressao (3.41):
t t
/ & (r)dr = / LN®Odr = ©() - () = MHe(), (3.42)
0 0

onde:
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e a matriz M(¢):

t Gt 1 Cat 1
M(t) = / Lirydr = Wy g (2D (3.43)
0 G G
Nossa solucao, para @, no intervalo 0 <t < T sera:
O(t) = M(t)©(0) + 0(0) . (3.44)

Podemos obter uma expressao que relacione a matriz L(¢) com a M(¢). Derivando as expressoes

(3.41) e (3.44), e substituindo os resultados na expressao (3.24), obtemos:

d d

—L(t) = A,—M(t 3.45
integrando, resulta :

L(t) = L(0) = A, [M(¢) — M(0)] , (3.46)
como :
10
L(O):W1+W2:<O 1)212, M(0) =0,

concluimos entao:

L(t) — I, = A, M(t) . (3.47)

Solucao para : t =T

Para t =T, integraremos (3.21) no intervalo em torno de 7', de T'— € até T + ¢, onde € < 1.

Denominaremos este intervalo de T~ (antes do pulso) a TF (ap6s o pulso). Teremos entao:

™ d [ 6.(t) B ™ da ([ 6@ ™o 2= sen 4 (t)
[ ( o )dt_A,, i ( i )m [ wh>s- ( o >dt,

0(Th) \ [ 6(T7) _ A O(T%) \ [ 6(T7)
0,(T) 05(T7) I\ oy (T) 05(T7)

Neste intervalo, a velocidade angular é descontinua, isto é : @(T‘) # O(T"), mas as posicoes

1 % sen 01(T)
+ fo ( e 6,(T) ) . (3.48)

angulares sao continuas: ©(7T~) = O(T") para e — 0 . Com isso:

( 0:1(T) ) _ ( 0.(T") ) _ < 01(T) ) (3.49)
‘92(T+) ‘92(T7) 02(T> . |

Observamos que ©(77) refere-se as posi¢oes antes do pulso, obedece entdo a expressao (3.44) , com

t =T , assim como C;)(T*) refere-se as velocidades antes do pulso, expresso em (3.41) , com t = T.

) = M(T) ( Z;Eg; ) + ( Z:ES; ) : (3.50)

)
)
0.(T*) \ 0:(0) I [ = sen 6,(T)
( 05(T) ) = o) ( 6(0) ) T < en 05(T) ) ' (351

Concluimos:
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Solugao para : t = (k+1)T

Para o intervalo T' < t < 2T, as solugoes serao as expressoes (3.44) e (3.41) , onde as condicoes
iniciais ©(0) e ©(0) serdo substituidos por ©(T+) e O(TF). Repete-se entiio o processo, onde as
variaveis atuais serao condicoes iniciais para a proxima etapa. O nosso interesse estd numa solucao
geral logo ap6s um pulso, ou seja, para t = (k+1)7', onde k é um niimero inteiro. Pretendemos entao
calcular @(T(k + 1)) e O(T(k + 1)), onde usaremos as expressoes (3.50) e (3.51), com as condi¢des
iniciais O(Tk) e O(Tk):

(Zlg(/ﬁﬂ)) ) - ( 1(Tk) ) . ( 0:(Tk) ) | (3.52)
L(T(k + 1)) 02(Tk) 02(Tk)

0.(T(k+1)) ) 01(Tk) 1 [ J5sen 6u(T(k + 1))
( 05(T (k4 1)) ) = LT ( 0,(Tk) ) e ( sen Oy(T(k + 1)) ) ' (3.53)

3.2.4 Obtendo o mapa do rotor duplo pulsado (MRDP)

Vamos agora fazer algumas mudancas de varidveis e também fixar valores nas grandezas!.
Trabalharemos somente com um parametro de controle, o médulo da forca fy.

Definimos entao:

T = 1s, [ =1m,

m=1kg = I = 1lkgm?,

v =1/s, ve =1/s,
01(Tk) = x13) 02(Tk) = w0y,
01(Tk) = y1(n). 02(Tk) = Yo,
O.(T(k+1)) =x10041),  G2(T(k+1)) = Topt1),
01(T(k+ 1)) = Yi(n+1), 02(T(k + 1)) = Y2(n+1)-

Fazendo as substituicoes, obtemos entao as matrizes de constantes:

L — 0,241427723978 0,272608937663 (3.54)
0, 272608937663 0, 514036661638 | '
0, 485963338360 0,213354400697
M = . (3.55)
0,213354400697 0,699317739057
Finalizamos entdo com o mapa do rotor duplo pulsado (MRDP):
Tint1) = MuYim) + Miayam) + Tim) (3.56)
Topnt1) = MoYin) + Manyom) + Togm) (3.57)
Jo
n = Luyim) + Li2yam) + —= sen o, 3.58
Yi(n+1) 11Y1(n) 12Y2(n) \/5 1(n+1) 5 ( )
Yoint1) = Loryim) + Loayam) + fo sen Topy1) - (3.59)

!Foram adotados nas grandezas T,1,m, I, e vy valores com o objetivo de minimizar as constantes resultantes nas

equagOes do mapa, além de serem valores adotados em trabalhos anteriores [8].



3.3 Parametro de Controle do MRDP 25

M;; e L;; sao os elementos das matrizes M e L.

T1,2 € 81,
definimos : y12 € R,
fO S R+>

onde 8! ¢ o circulo definido em R(mod 27). 2

O MRDP é um mapa 4-dimensional, onde x1 e x5 sao posicoes angulares das hastes 1 e 2
respectivamente, e y; e o suas respectivas velocidades angulares. Observa-se que o MRDP é um
mapa acoplado, e o termo de acoplamento estd em sen xy(,+1) ha expressao (3.58), e sen Zy(,41) ha

expressao (3.59). Representando o MRDP em forma de matrizes, obtemos:

Xy = MY+ X, (3.60)
Yoy = LY@+ G(X(m_l)) . (3.61)

onde :

el
z
z

Il

1
T Y —= S€Il T1(n+1)
( 1(k) ) . Y = ( 1(k) ) ’ G(X(n+1)) = f V2

L2 (k) Y2(k) Sen To(n41)

3.3 Parametro de Controle do MRDP

Definimos como parametro de controle o modulo da forca periodica fy. Estudaremos como
o MRDP se comporta quando alteramos esse parametro, onde pretendemos encontrar os seguintes

valores dos parametros criticos:
® fo(Caos) - Parametro do inicio do caos,
® fo(crise) - Parametro do inicio da crise,
e fovpr - Parametro do inicio da VDI,

® fo(vDImaz) - Parametro da VDI méaxima.

3.4 Matriz Jacobiana

Devemos agora calcular a Matriz Jacobiana. Ela serd utilizada nos calculos das estabilidades
dos pontos fixos e 6rbitas periddicas, além dos célculos dos expoentes de Lyapunov. A matriz Ja-

cobiana é obtida pelas derivadas parciais nas variaveis dependentes, e para um mapa 4-dimensional,

2Ouseja: S' ={z12 €R | 0< 215 < 27}
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como é o caso do MRDP, obteremos uma matriz 4 x 4. A matriz Jacobiana é definida como:

a$1(n+1) 8$1(n+1) a5751(n+1) a$1(n+1)
0% 1(n) 0%a(n) OY1(n) OYan)

axQ(nJrl) aﬁz(nﬂ) aﬁz(nﬂ) axQ(nJrl)

ox 0xa(n dy Yo (n
DG — 1(n) 2(n) 1(n) 2(n) . (3.62)
3yl(n+1) ayl(n+1) ayl(n+1) 3yl(n+1)

0T 1(n) OZa(n) OY1(n) OYan)

392(n+1) 9y2(n+1) 9y2(n+1) 392(n+1)
0T 1(n) 0Ta(n) OY1(n) OYa(n)

Destas 16 derivadas parciais, devemos observar o termo de acoplamento do mapa em sen (1)

na expressao (3.58), e sen y(,41) Da expressio (3.59). Estas expressoes ficarao:

Yitn+1) = Luyim) + Li2yom) + % sen (M11y1(n) + Mioyamn) + ﬂUl(n)) ) (3.63)
Yont1) = Loayi(m) + Loaya(m) + fo sen (Moryiny + Masyogn) + Zagn)) - (3.64)

Fazendo as derivadas, obtemos entao a matriz Jacobiana do MRDP:

1 0 My, M,

0 1 Mgl M22
DG =

fo 0 L11 + Mu% COS T1(n+1) L12 + Mu% COS T1(n+1)

0 Jocos Tai1) Lot + Moy focos Tomqr) Loz + Moo fo COS Tamy1)
(3.65)

3.5 Diagramas de Bifurcagoes

Para uma visao geral da dinamica do RDP, estudamos seu comportamento através dos “Di-
agramas de Bifurcagoes” do MRDP. Nesses diagramas, podemos visualizar as orbitas periodicas
estaveis e a seqiiéncia de bifurcagoes, conforme o parametro de controle é incrementado. Obtemos
os diagramas de bifurcacoes com o auxilio do computador, para o calculo e a armazenagem dos
dados. Neste processo, para cada parametro fy, foram selecionados aleatoriamente 250 condigoes
iniciais para i) e Ta(), € com valores iniciais de y;) = 0 e y) = 0. Para cada condigao inicial
iteramos o mapa por um tempo n = 6000, para eliminar o transiente®, sem armazenagem de dados

neste intervalo. Apos o transiente, iteramos mais 10 vezes, e destas iteragoes armazenamos os dados

3Queremos que a dinamica do sistema seja atraida para uma orbita periddica estivel ou um atrator.
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2m -
L _
x L
n.—.
- N
ol AN R :
3 343 4,28 5 6 6,42 7 8 9
f0
Figura 3.2: Diagrama de bifurcagao x; x fj.
2n
X2 L
n_
0 | . | . | AR RS
3 343 4,28 5 6 6,42 7 8 9
f0

Figura 3.3: Diagrama de bifurcagao xy X fj.

necessarios (fo, 1, T2, y1,y2). Iniciamos o processo com o parametro fo(iniciaty = 3, e finalizamos em
Jo(finaty = 8.9, incrementando f, com passo de 0.005 .
Como o MRDP ¢é 4-dimensional, podemos ter 4 versoes de diagramas : x; X fy, x9 X fo,

y1 X fo e ya X fo. Apesar destes diagramas apresentarem esboc¢os das érbitas diferenciadas entre si,
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C T T T T .
10—
5 —
i A - i
yl S -
0 2
B .
| —d =
5+
-10
S L | . L | . Lo
3 343 4.28 5 6 642 7 8 9
f0
Figura 3.4: Diagrama de bifurcacao y; x fo.
20 —
15—
10—
SE -
Y |
—
SH
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-15—
20 | L. | . | | . | . -
3 343 4.28 5 6.42 7 8 9

;
fO

Figura 3.5: Diagrama de bifurcagao y X fo.

a dinamica é a mesma, ou seja, as mudancas de comportamento que o RDP apresenta podem ser
identificadas nos quatro diagramas, com os mesmos valores de parametros . Vemos estes diagramas
nas Figuras (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5).

Observa-se nos diagramas que tanto x; como z» estdao limitados no sub-espaco S!, isto &,
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n=0 n=1 n=6000

Figura 3.6: Seqiiéncia de iteradas com \f;\ < 4,28 (antes da 1% bifurcacao).

Figura 3.7: Seqiiéncia de iteradas com 4,28 < |fz| < 6,42 (apos a 1% bifurcacio).

0 < 219 < 2m. Analisando os diagramas, vemos que x; e T permanecem estacionarios em 7 até o
parametro fy ~ 4,28 4, quando sofrem a primeira bifurcacao, onde demonstraremos tratar-se de uma
bifurcagao de duplica¢io de periodo. Vemos nas Figuras (3.6) e (3.7) dois exemplos da dinadmica do
RDP que representam estas fases. Na Figura 3.6, com o parametro f, inferior ao valor 4,28 | partindo
de uma condicao inicial aleatoria nas posicoes x; e x9, observa-se que, apos um tempo de transiente,
tanto x; quanto z permanecerdo estacionéarios no angulo de 7w (180 graus), por um tempo infinito.
Ja na Figura (3.7), com f; entre 4,28 a 6,42 , ap6s um tempo de transiente , as hastes alternarao as

posi¢oes em torno de 7, ora 11 = (7 — Azy) e x9 = (7 — Axy), ora 21 = (1 + Azy) e x9 = (7 + Axy),

4Valores descritos nas analises dos diagramas foram obtidos diretamente dos graficos, ampliando-se a escala da

projecao.
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onde Az, e Axy sao as diferencas das aberturas de x1 e x5 em torno de 7.

Vemos na seqiiéncia, em fy ~ 6,42, uma segunda bifurcacao, forquilha para o diagrama da
Figura (3.3), e transcritica para os diagramas das Figuras (3.2), (3.4) e (3.5), também serdao demons-
tradas estas bifurcagoes. Logo apos temos bifurcagoes de duplicagao de periodo, que culminam numa
cascata de duplicacao de periodo, e em fo &~ 6,75 ocasionam o inicio do “caos”, onde identificamos
as duas bandas do atrator caotico. Na primeira bifurcacao de duplicagao de periodo, em fy ~ 4, 28,
criou-se duas faixas de estabilidades, (0 < z12 < 7) e (7 < 212 < 2m), que podem ser identificadas
pela Figura (3.7). Observa-se que as iteragoes, para valores de x; e xo, alternam-se entre as duas
faixas. Na regiao cadtica, observamos que as iteragoes continuam nesta alternancia, o que leva a for-
macao das duas bandas cadticas. Em f =~ 6,85 vemos que as duas bandas subitamente se fundem,
provocado pelo surgimento da “crise”.

Além do ramo principal, verifica-se nos diagramas, érbitas periddicas que nascem repentina-
mente, bifurcam em cascata de duplicagao de periodo, tornam-se cadticas, entram em crise (colisdo
do atrator cadtico com uma orbita periddica instavel) e desaparecem repentinamente. Como exem-
plo, entre fy ~ 3,43 a fy ~ 3,84, vemos orbitas peridédicas de periodo-4, que nascem de bifurcacoes
sela-nd (Segao 2.3.5). Estas orbitas sdo oriundas da multiestabilidade que o MRDP apresenta, pois,
para um sistema de alta dimensionalidade como o MRDP, podemos ter a coexisténcia de miulti-
plos atratores, e como geramos os diagramas de bifurca¢oes usando muitas condigoes iniciais (250
condigoes iniciais aleatorias), certas condigoes iniciais sdo atraidas por estes atratores, onde orbitas
periddicas estéveis nascem via bifurcacao sela-né. Estes atratores sao destruidos em razao da “crise”
(discutiremos sobre crise nas proximas se¢oes). Verificamos a coexisténcia de outras orbitas perio-
dicas que nascem em funcao desta multiestabilidade, mas com pequeno dominio nos diagramas de

bifurcagoes (apresentam-se como aglomerados de pontos alinhados).

3.6 Pontos Fixos do MRDP

Vamos deduzir as expressoes necessarias para obtermos os pontos fixos, ou érbitas perioédicas
de periodo-1. O ponto fixo no MRDP é definido por:

k
Tin+1) = Ti(n) = 21,

*
Ton+1) = T2mn) = Lo,

Y(n+1) = Yin) = ?ff ;

Yom+1) = Y2n) = Yo -

Aplicando no MRDP, na forma matricial, obtemos:

X* = MY "+X"—-21N, (3.66)
Y* = LY "+ G(X"), (3.67)
onde :
N=| ™

no
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é o vetor niimero de rotagoes da hastel e da haste2, respectivamente, onde n, 5 € Z. Acrescentamos

este vetor para termos um multiplo de 27, que 27 e 23 estao incrementados, antes de serem colocados

no intervalo [0, 27[. Da expressao (3.66), obtemos:

Y*=2rM 'N.

Calculando a matriz inversa de M, teremos a expressao para y; e y;:
yr 5 2,376023935790 —0, 724899619371 ny
=27 .
Y5 —0,724899619371  1,651124316420 N

Da expressao (3.67), temos:

G(X*) =(I,—L).Y",

inserindo as expressoes (3.47) e (3.69) na expressao (3.70), teremos:
G(X*) = ~A,MY* = —27A,N.

A matriz A, ficou definida como:

_ -2 1
A, — (1 +12) 1 _ (pois: vy =1y =1),
Vo —l 1 -1

chegamos entao a expressao para x] e 5:

sen xj _2_7r 2/2 —v2 ny
sen 5 ~ fo -1 1 ny |

como: | sen x12| < 1, temos entao que:

Jo
2ny —n <
[2m 2| = 212’
Jo
— < =,
Ing —ny| < o

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

Portanto n; e ny devem satisfazer as expressoes (3.74) e (3.75). Analisando as expressoes dos pontos

fixos, observamos:

e Da expressao (3.69), vemos que as solugoes para yi e y3 sdo tnicas e dependem diretamente de

N1 € Ny, respectivamente.
e Da expressao (3.73), x] e x} nao terao solugoes unicas pois:

sen (o) = sen (1 — «),

sen (m+ ) = sen (2 — o) = — sen (),
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para 0 < a <

VB

e Das expressoes (3.74) e (3.75), como ny e ny sdo numeros inteiros, as solugoes restringem f

em intervalos com multiplos de 27v/2 ou 2.

Pontos fixos para: 0 < fy < 27 °

‘27“-712‘ < = \in—n2|:0,

1
V2
\ng—n1|<1 = ‘NQ—’TL1|:O,

lembrando que n; e ny sdo nimeros inteiros. Solugdo : (n; =0 ; ny = 0)

i = arcsen(0) ¥y = 0,7
=0 ; = 0 5 = 0,
n; _ ) arcsen(0) _ ) T
n, = 0 yy = 0 yy = 0
y, = 0 y, = 0
portanto :
(0;0;0;0)
o e ) (0;7;0;0)
($17x27y17y2)(n1 =0;no :O) - (7_(70,0’0)
(m;730;0)
Pontos fixos para : 27 < {y < 212
|2n1—n2|<1 = ]2n1—n2|:O,
0
|n2—n1\<\/§ = \ng—nl\:{l ;
Soluges : (ny =0;n2=0)%, (ny=1;n,=2), (ny=-1;ny=-2).
xr; = arcsen(0) xy = 0,7
n, = 1 N Ty = arcsen(%) N Ty = arcsen(%), <7r — arcsen(
ng = 2 y7 = 5,819641402 Y7 = 5,819641402
ys = 16,19396145 ys = 16,19396145

2

0

5Como fy < 2, o sinal de “menor ou igual” das expressoes (3.74) e (3.75) foram trocados por “menor”.

6(ny =0 ; ny = 0) sera solugdo para qualquer intervalo, com fy > 0.

)

(3.76)

Y
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i = arcsen(0) r; = 0,7
n, = —1 _ Ty = arcsen< fiﬂ) N Tk = —arcsen(%), <7r+arcsen<2f—g)) |
n, = —2 yi = —5 819641402 yi = —5 819641402

y, = —16,19396145 y, = —16,19396145

teremos entao:

0: arcsen< ) 5,819641402; 16, 19396145]

0; <7r—arcsen(§—§)); 5,819641402; 16, 19396145]

(x;x;y;y;)(nl =1:n9= 2) = < _ ,
. arcsen< ) 5,819641402; 16, 19396145]

o <7r—arcsen<§—g)); 5, 819641402 16,19396145}

0; —arcsen<f—”> 5, 819641402 —16,19396145]

0; <7r—|—arcsen<2—”)); 5, 819641402; —16,19396145}

0
($17x27y17y2)(n1 = —1 s Ny = _2) -

o —arcsen<f—”> 5, 819641402; —16,19396145]

[ <7T+arcsen<2—”)); 5, 819641402; —16,19396145}

o

Pontos fixos para : 21/ 2< fy < 4w

0
20 —no| < V2 = |2n1—n2\:{ L

0
|n2—n1\<2 = |n2—n1\: 1 ,
(n1 = O,TLQ = 0) (n1 = 1,n2 = 2) (nl = —]_’n2 — —2)
Solucoes: (np=0;ny=1) (ng=1Lny=1) (ny = 2;n9 = 3)
(n1 =0;ny = —1) (n1 =—1;ny = —]_) (nl = —2;n9 = _3)

(
o= arcsen(:F%}‘/_ ) x] = TFarcsen 27}—0\5), <7rj:arcsen 27}—0\/5))
{n1 =0 N Ty = arcsen(i%) N x5 = =arcsen %), <7rq:arcsen %)) :
n, = =1 yr = TF4,55678639 y; = F4,55678639
y, = =£10,37432004 ys = =£10,37432004
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;o= arcsen(i@—oﬁ) ( x; = j:arcsen(ﬁ—oﬂ), <7rq:arcsen<27}:)/§))
n, = =+1 5 = 0 5 =
1 L) arcsen(0) N 0, 7
n, = =1 y; = =£10,37432004 y7 = =£10,37432004

Yo = +£5,819641402 [ ¥5 = +£5,819641402

(

rto= arcsen(i%}—o‘/i) x] = =arcsen 27}—0\/5), T F arcsen 27}—0\/5))
n, = +2 N Ty = arcsen(:l:%) N x5 = arcsen %)7 T F arcsen %))
n, = =3 y; = =£16,19396145 y; = =£16,19396145

Yy, = =£22,01360285 ys = =£22,01360285

\

Segue-se a mesma andlise para intervalos superiores.

Observando os diagramas de bifurcagoes das Figuras (3.2) e (3.3), vemos que a dinamica
do RDP fica restrita no intervalo 0 < fy < 2mv/2, estudaremos entdo o RDP neste intervalo. Para
n1 = 0 e ny = 0, nao ha restricao de intervalo para fy. No intervalo 27 < fy < 27/2, temos também

como solucao n; = +1 e ny = 2. Para este par de rotacoes, temos como solucao em Y:

! 5. 81964140
( ;i ) - ( | ) - (3.77)
U5 ) iesimpess  \ £16.19306145

Valores de y; e y proximos dos expostos em (3.77), somente sdo verificados para fy apos
a crise (em torno de 6,85). Ocorre que, na geragdo dos dados para os diagramas de bifurcagoes,
utilizamos como condicoes iniciais, x1() e g escolhidas aleatoriamente, e yi) = 0 e yz0) = 0.
Para estas condicgoes iniciais, fo nao consegue acelerar as hastes para valores de y; e ys proximos de
(3.77). Para obtermos nos diagramas as orbitas referentes a ny = +1 e ny = £2, deveriamos ter
como condicoes iniciais de y1(p) e ya() valores superiores, em modulo, aos dados em (3.77). Como

optamos em fixar as condicoes iniciais em y;0) = 0 e ya0) = 0, podemos fixar o vetor N para :

sl . 0
- (2)-(7) .

3.7 Orbitas Periodicas do MRDP

Queremos agora obter expressoes que possibilitem encontrar as orbitas periddicas do MRDP
de periodo qualquer (6rbitas de periodo-P). Para isto, vamos deduzir expressoes referentes as orbitas
periodicas de periodo-1 (ja obtidas), depois de periodo-2, e assim por diante, até podermos verifi-
car uma possivel coeréncia entre o periodo e as expressoes encontradas. Neste estudo, nao iremos
considerar o vetor N, isto é, n; = 0 e no = 0. Vamos utilizar, & principio, expressoes em formato

matricial.
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Orbitas de Periodo-1
X* = MY +X", 3.79)
Y" = LY " +GX") . (3.80)
Obtemos entdo, para Periodo-1 7
Y =0, 3.81)
(L-I.).Y"+G; =0, (3.82)
onde:
1
—= SeIn U(1)1
G = fil v2o W, (3.83)
Sen V(1)2
v, = [ ") =x (3.84)
U(1)2
Orbitas de Periodo-2
X(l) = MY"+X", 3.85)
Y1) = LY +G(X) =LY +GM.Y"+X") , (3.86)
X2 = MYq +Xq)=X", 3.87)
Yo = LY1)+G(X@)=LYq +GX)=Y", (3.88)
Obtemos entao, para Periodo-2:
(L+L)Y"+G,=0, 3.89)
onde:
1
—= S€N V(2)1
Gy = fo| V2 e (3.91)
sen U(2)2
Vo, = [ 7OV ) oMyt X (3.92)
U(2)2

"Observe que as expressdes para periodo-1 simplificaram com n; =0 e ny =0
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Orbitas de Periodo-3

X(2) = M-Y(1) + X(l) = M.(L + Iz).Y* +X*+M.G; , (3.93)
Y2 = LYq)+GX) = L2Y* +L.Gy + GM.(L+I).Y*+ X"+ M.Gy] , (3.94)

X(3) = M.Y(z) + X(z) =X", (3.95)
Y(3) = L.Y(z) + G(X(3)) = L.Y(z) + G(X*) =YY" . (3.96)
Obtemos entao, para Periodo-3:
(L3 - ]:2)Y>'< + L2.G2 + LG3 + G]_ - 0 s (398)
onde:
1
—= Sen v
Gs = ful v2 @, (3.99)
sen U(g)g
Vy = < V@1 ) = M.Gy + (L +L)MY" +X* . (3.100)
U(3)2
Orbitas de Periodo-4
LP+L?2+L+L)Y' +(L?+L+1,).Go+ (L+12).Gs+ G4 =0 , (3.101)
(L*—1).Y"+ LGy +L2G3+ LG4+ G, =0, (3.102)
onde:
1
— Sen v
G. = S| v2o T (3.103)
sen UV(4)2
V, = < vt ) = (L+L)MG; +MGs+ (L2+L+L)MY" +X* .  (3.104)
V(4)2

Orbitas de Periodo-5

LA+ P+ L2+ L+ L)Y + (L +L*+L+1).Ge + (L2 + L+ 1,).Gs +
+(L+13).Gs+Gs =0, (3.105)

(L° —1,).Y*+L*Gy + L. G3 + L2.G4 +LGs + G; =0 , (3.106)
onde:
1
—= Seén v
Gs=fo|l v2= |, (3.107)
S€N V(5)2

Vs = ( Vo1 ) — (L2 +L+1,) MGy + (L+ 1) M.Gs + M.G4 +

UV(5)2

+(L2+ L2+ L+1)MY" +X* . (3.108)
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Orbitas de Periodo-P

Observando os resultados obtidos, vemos que, a partir do periodo-3, as expressoes modificam

de maneira padronizada, conforme aumentamos o periodo. Iniciamos definindo as matrizes:

X+ = <I1> , (3.109)
)

vy = (1), (3.110)
Ya

—= Sen V()1
G = fof v2

sen ’U(i)g

vy = | o) (3.112)
Ve

Definimos a matriz V; como :

(i=1,2,3,...) , (3.111)

VvV, = X*, (3.113)
V, = MY'+X", (3.114)
Vs = MG+ (L+1I) MY "+ X", (3.115)
1—3 i—k—2
V;, = Z{ (Z Lm) + I .M.G(k+1)} —|—M.G(i_1) -+
k=1 m=1

+ MY* +X*,  (3.116)

($0) o

J=1

(i=4,5,6..)

Por fim, obteremos as 6rbitas periédicas usando as expressoes:

e Para periodo-1 (P =1):

Y*=0, (3.117)
G, =0, (3.118)
e Para periodo-2 (P =2):
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e Para periodo-P (P > 2):

P-1 P2 P—j-1
[(Z Li) +L| Y ) { [( > Lk) + I .G(j+1)} +Gp=0, (3.121)
i=1 j=1 k=1
P-1
(LP -1,) Y+ ) [L® .Gy +G1=0. (3.122)
=1

Obtemos, analiticamente, os pontos fixos ou 6rbitas periddicas de periodo-1 na secgao-3.6,
com n; = 0 e nyg = 0. Utilizamos, para isto, as expressoes (3.117) e (3.118). Orbitas periodicas
de periodo-2 em diante, representadas pelas expressoes (3.119) até (3.122), somente sao possiveis
obté-las utilizando métodos numeéricos, onde pretendemos resolver um sistema de quatro equagoes

com quatro incognitas (x3, 3, y1, y3), dado por:

[, 25,97, y5) =
9(x1, 75,91, 95) =
h(zy, 23, Y1, ¥5)
(] )

* * *
t.CE aanyhyQ

o O O O

Pretendemos entao encontrar as raizes do problema. Como o sistema de equacoes envolve equagoes
nao lineares, o método mais recomendado para encontrar estas raizes é pelo “método de Newton-
Raphson”. Outro método recomendado é o “método de Broyden”, também conhecido por método
da secante multidimensional |18], o qual foi utilizado neste trabalho. Este método oferece algumas
vantagens em relagao ao método de Newton-Raphson, principalmente por nao necessitar diretamente

das derivadas das expressoes e por ter uma répida convergéncia.

3.8 Estabilidade das Orbitas Periédicas do MRDP

Para calcularmos a estabilidade de uma 6rbita peridédica de periodo-P, utilizamos a expressao:

P-1
DG =[] DG (1), 22y, 116 o)) - (3.123)

J=0

sendo DGP) a matriz resultante do produto de P-matrizes Jacobianas avaliadas nos pontos perio-
dicos. Seja & um dos autovalores desta matriz, onde: i = (1,2,3,4), e §; € C. A érbita periodica

sera:
e “Estdvel” se todos os autovalores tém modulos menores que 1,
e “Instdvel” se um ou mais autovalores tém modulos maiores que 1.

Definimos como “d” a quantidade de autodirecoes, entao:
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e d° - Quantidade de dire¢oes estéveis (associados aos autovalores com modulos menores que 1),
e d¥ - Quantidade de diregoes instaveis (associados aos autovalores com modulos maiores que 1).

Numa matriz 4 x 4 ndo simétrica, como é a matriz Jacobiana do MRDP descrita em (3.65),
somente ¢ possivel obter os autovalores fazendo uso de métodos numéricos, como o “Método de
Hessenberg” (vide [18]), ou por meio de software matematico, como o “Maple”.

Para orbitas de periodo-1, com n; = 0 e ny = 0, conseguimos obter analiticamente os pontos

fixos:

(
(@1, 23, Y15 Y2) (perdodo-1) = E . ; : (3.124)
(

1,5

€l 1

0,5

Figura 3.8: Autovalores do ponto fixo (m;7;0;0) com || > || > €3] > |€al-

Destes pontos fixos, somente o ponto (m;7;0;0) é estavel. Na Figura (3.8) vemos como 0s
autovalores do ponto (m;7;0;0) evoluem quando incrementamos o parametro fo. Vemos que, em
fo &~ 4,2781 , o ponto fixo (m;7;0;0) bifurca (um dos autovalores tem modulo igual a 1), e em
seguida deixa de ser estavel (um autovalor com médulo maior que 1). Em fy ~ 8,1104, o ponto fixo

(m;7;0;0) ganha uma segunda diregao instavel. Temos entao:
o 0< fo<4,2781: d5—4,d¥—0,
o 42781 < fy < 8,1104 : d%=3 , d¥—1,

o fo>8,1104: d5=2 , d"=2.
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3.9 Bifurcacoes

Na secc¢ao 2.3.5 do capitulo 2 vimos que uma bifurcagao de uma orbita periddica é classificada
pela anélise dos autovalores da matriz dada na expressao (3.123), quando o maior autovalor®, em

modulo, vale um. Analisando os pontos referentes as bifurcacoes, vemos:

o fo ~ 4,2781 : O autovalor & da orbita de periodo-1, referente ao ponto fixo (m;m;0;0), é:
& ~ —1. Isto significa que temos uma bifurcacao de duplicagao de periodo, o que pode ser

verificado pela Figura (3.7), onde a seqiiéncia de iteradas alternam em torno de ;o = 7.
e fy~ 06,4188 : Da orbita de periodo-2, nos pontos :

(r1 = 2,236116; 25 = 1,556696; y; = 2,025529; y, = 3,874401),
(x1 = 4,047069; xo = 4,698289; y; = —2,025529; yo = —3,874401).

temos: & ~ 1. Nos diagramas (z1 X fo), (11 X fo) e (y2 X fo), verificamos que neste ponto
temos uma bifurca¢ao transcritica, e em (x3 X fo) uma bifurca¢ao forquilha. Podemos comprovar
esta andlise visualizando os diagramas de bifurcagdo. Na Figura (3.2), vemos que, em z7, a
Orbita, até entdo estével, é interrompida (torna-se instavel), e uma nova orbita estével nasce,
0 que caracteriza uma bifurcagao transcritica. Na Figura (3.3), em x5, vemos que a orbita,
até entao estavel, é interrompida, e duas novas orbitas estiveis nascem. Tratam-se de orbitas
periddicas de periodo-2, ou seja, periodo idéntico ao anterior a bifurcacao, o que pode ser
verificado iterando os pontos no MRDP, onde o ramo inferior que nasce em x5 = 4, 698289 faz
par com o ramo inferior que nasce em x, = 1,556696, e um segundo par de 6rbitas é formado

pelos ramos superiores.
e fy =~ 06,6642 : Temos dois pares de pontos de orbitas de periodo-2:

(r1 = 2,185354; x5 = 1,273780; y; = 2,266751; 3y, = 3,800807),
(1 =4,097831; x5 = 4,415373; y; = —2,266751;y, = —3,800807).

(x1 = 2,185354; 29 = 1,867810; y; = 2,266751; y» = 3,800807),
(x1 = 4,097831; x5 = 5,009405; y; = —2,266751; y2 = —3,800807).

Para ambos os pares, temos : & ~ —1. Isto implica a ocorréncia da bifurcacao de duplicagao
de periodo associada aos pares. Temos entao para o primeiro par quatro orbitas de periodo-4

e para o segundo par também quatro orbitas de periodo-4.

e Em seguida, teremos a cascata de bifurcacao de duplicacao de periodo, que culminari no Caos.

8Vamos considerar os autovalores ordenados pelos seus médulos, com: [&1| > |&a]| > |&3] > &4
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Figura 3.9: Detalhe da bifurcagao sela-nd de periodo-4.

Sobre as Orbitas que nascem repentinamente, vemos na Figura (3.9) uma parcela do diagrama
de bifurcacao x5 X fy, em vermelho, sobreposto pela figura das orbitas periodicas de periodo-4, em
preto, obtidas numericamente. As orbitas de periodo-4 em preto nao foram distintas entre estaveis
e instaveis, mas podemos verificar que onde ocorrem coincidéncias nos tracados das 6rbitas, tratam-
se de oOrbitas estaveis, e onde temos somente as curvas em preto, tratam-se das oOrbitas instaveis.
Visualizamos que em fy = 3,4282, nascem duas Orbitas, uma estavel e outra instavel, temos entao
uma bifurcagao sela-no. Isto é comprovado calculando-se o maior autovalor, em modulo, referente a

orbita periddica de periodo-4, nos pontos:
(v1 = 4,187111; 25 = 4,991454; y; = —0, 772526; yo = —1,074048),
(1 = 3,582539; 15 = 4,075532; y; = —1,513901; yo = —3, 518862),
(1 = 2,096074; v9 = 1,291731;y; = 0, 772526; 3, = 1,074048),
(r1 = 2,700646; 5 = 2,207654;y; = 1,513901; 3y, = 3,518862).

obtemos para esta Orbita, nestes pontos: & ~ 1, o que caracteriza a bifurcacao sela-no.



3.10 Expoentes de Lyapunov a Tempo Infinito 42

3.10 Expoentes de Lyapunov a Tempo Infinito

Apresentamos nesta seccao os resultados obtidos estudando os ezpoentes de Lyapunov a
tempo infinito. Para o MRDP, nao é possivel calcular os expoentes de Lyapunov analiticamente,
fizemos entao o uso de métodos numéricos, onde utilizamos o método desenvolvido por A. Wolf et.
al. [19]. Este método, a principio, foi desenvolvido para calculos dos expoentes de Lyapunov para
fluxos, mas com as devidas adaptacoes (foi considerado At = 1) feitas pelo professor Dr. Sérgio
R. Lopes, da Universidade Federal do Parana - UFPR, tornou-se possivel calcular os expoentes de

Lyapunov para mapas.

L
3 4 5 6 6.7469 7.9642 9

fo

Figura 3.10: Expoentes de Lyapunov a tempo infinito do MRDP com A1 > Ay > A3 > \4.

Na sec¢ao 2.6 vimos a expressao (2.23) para o calculo dos expoentes de Lyapunov de um
sistema N-dimensional. Observamos na expressao que o tempo tende para o infinito (n — 00), onde,
no calculo numérico, usamos como alternativa iterar o mapa por um tempo longo. A Figura (3.10)
foi obtida com 250 condicoes iniciais aleatérias para z; e x9, com y; = 0 e y5 = 0, considerando um
transiente de 2000 iteradas e calculando os expoentes para o tempo de n = 50000. Como resultado
final obtivemos a média de cada expoente de Lyapunov, ordenados como se segue: A\ > Ay > A3 > A\4.
Repetimos este processo para cada valor de fo, de fogniciary = 3 até fo(finay = 9, com passo de 0,01.

Do grafico da Figura (3.10), observamos:

e fo =~ 6,7469 : )\, torna-se positivo e o sistema apresenta-se cadtico. Este parametro indica o

inicio do Caos,

o fo = 17,9642 : )y torna-se positivo, e o sistema apresenta Hipercaos.
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Definimos entao dois parametros:
® fo(Caos) ~ 6,7469 : Parametro do “inicio do caos”,

® fo(Hipercaos) = 7,9642 : Parametro do “hipercaos”.

3.11 Crise

Vemos na Figura (3.9), um exemplo de “crise de fronteira”, quando o atrator cadtico, oriundo
da multiestabilidade que o MRDP apresenta, sofre a colisao com uma o6rbita instavel, que nasceu de
uma bifurcacao sela-no, colisao esta que ocorre na fronteira da bacia deste atrator. Observa-se nesta
figura, que apos a crise, o atrator deixa de existir, caracteristica de uma crise de fronteira.

Analisando os ramos principais dos diagramas de bifurcacoes, Figuras (3.2), (3.3), (3.4) e
(3.5), vemos que em fy ~ 6,85 as duas bandas do atrator cadtico subitamente se fundem, dando
indicio da presenca de “crise interior”. Para encontrar o valor do parametro responsavel pela crise,

de maneira mais afinada, utilizamos o seguinte procedimento:
e Iniciamos com fy = 6,855, acima do valor aproximado da crise, e iteramos o MRDP,
e Usamos um transiente de 89000 iteradas, e eram consideradas as 1000 iteradas seguintes,

e Deste valor de fy, decrescemos com um passo inicial de 107%, a procura do parametro onde as

iteradas ficassem restritas ao atrator, ou seja, fora da crise,

e Encontrado este parametro provisorio, somamos ele com o passo adotado, ou seja, retornamos

o parametro para a regiao da crise,

2

e Recomegamos novamente a pesquisa, utilizando agora um passo dividido por dez (107°), até

chegarmos ao passo final de 1078,

Adotamos um tempo de transiente suficiente para assegurar que as iteradas estivessem exclusivamente
no atrator, o que nos motivou a escolha de um transiente alto. O valor encontrado do parametro

responsavel pela crise foi:
o fo(crise) = 6,8542515 : Parametro do “inicio da crise”.

Podemos observar os efeitos da crise analisando o espaco de fase, com f; fixo. Vemos na
Figura (3.11) o espago de fase x1 X x9 para diversos parametros fy, tendo como base 1000 condigoes
iniciais, tempo de transiente de 79900, e 100 tempos captados, e com o parametro f, fixado em:
a) fo = 6,8542515; b) fo = 6,8545515; ¢) fo = 6,8552515 e d) fo = 6,8562515. Em a), com o parametro
do inicio da crise, observa-se somente a presenga das duas bandas do atrator cadtico. De b) até d),
dentro da crise, vemos que o espaco de fase é crivado por 6rbitas nao peridédicas e que nao pertencem

ao atrator caotico, e a quantidade destas o6rbitas aumenta gradativamente conforme aumenta-se o
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S = N W PR, N O =, N W R W
S = N W kA N O = N W R~ W

Figura 3.11: Espaco de fase de x1 X x5, com: a) fy = 6,8542515; b) fo = 6, 8545515; ¢) fo = 6,8552515;
d) f, = 6,8562515.

parametro fy na crise. Nota-se que gradualmente o atrator cadtico é incorporado por estas oOrbitas
nao periodicas, até ndao podermos mais distingui-lo no espaco de fase®.

Na Figura (3.12) vemos as séries temporais da variavel xo. Estas séries foram rodadas de
n = 0 até o tempo n = 1000, onde utilizamos uma condic¢ao inicial pertencente ao atrator caoético.
Queremos analisar nestas séries o tempo de permanéncia do sistema no atrator. Foram analisadas
séries para trés parametros: a)fo = 6,8542515, b) fo = 6,8572515 e ¢) fo = 6,8592515. Na primeira
série, com fy do inicio da crise, podemos verificar que as iteradas alternam entre as duas bandas
do atrator cadtico em x5, com a série exibindo um comportamento cadtico tinico, onde as iteradas
alternam exclusivamente entre as duas bandas. Ja na segunda série, com f; na crise, observa-se
que em um dado instante, n ~ 170, ocorrem iteradas fora do atrator, com a série cadtica sendo
interrompida por um “estouro” (“burst”), originando uma nova seqiiéncia cadtica, e, em n ~ 260, as
iteradas retornam ao atrator, voltando também a série cadtica anterior ao estouro. Vemos que na
terceira série, aumentando o parametro na crise, os estouros sao mais freqiientes, e observa-se que
o intervalo entre os estouros nao é fixo. A estes estouros aleatérios denominamos de “intermiténcia
induzida pela crise” (|20], sec¢ao 8.3), que é uma caracteristica da “crise interior”.

Nestas intermiténcias o tempo médio entre os estouros decai exponencialmente (|20], sec¢ao

8.3), conforme aumenta-se o parametro em relagdo ao parametro critico da crise, ou seja, o tempo

9Existem certas faixas de parametros em que as 6rbitas nio periddicas desaparecem, retornando a periodicidade.
A estas faixas de parametros chamamos de janelas periddicas.
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Figura 3.12: Série temporal de x5 com: a)fo = 6,8542515; b) fo = 6,8575515; ¢) fo = 6,8592515.
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Figura 3.13: Lei de poténcia do tempo médio da crise com: fy. = 6,85425150 e v = 1,358

médio entre os estouros obedece a uma “lei de poténcia”, representada pela expressao:

<T>~(fo—foo) ! = log, <1 >=—vlog,,(fo — foc) - (3.125)

onde v é chamado de expoente critico da crise, e fo. = foicrisey = 6,85425150. Vemos Na Figura
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3.13) o gréafico log-log do tempo médio entre os estouros, < 7 >, versus (fy — fo.). Obtemos como
g

resultado:
e v =1,358: Expoente critico.

Verificamos que a crise obedece uma lei de poténcia, com o expoente critico de v = 1,358. Sobre
este valor, ndo encontramos nas literaturas especificas alguma indicacao sobre o valor do expoente
critico, para um mapa 4-dimensional como é o MRDP. Em [20] sec¢ao 8.3, cita-se que, para um mapa

unidimensional, temos v = 0, 5, e que mapas com dimensoes superiores terao v maior que este valor.

22— - :
® Orbitas inst. periodo-2

Orbitas inst. periodo-3
2k 8 Orbitas inst. periodo-4
[ Orbitas inst. periodo-5

' Orbitas inst. periodo-6
1,81 = Orbitas inst. periodo-7
Orbitas inst. periodo-8

X

216l _

| V 4 |

a4 Myt -

. I
12070 B

o | |
1,9 2 2,3

Figura 3.14: Espaco de fase x; X x5 e Orbitas instaveis até periodo-8, com fy = 6,85325150.

Como vimos, a crise que ocorre em fy = 6,85425150 é uma crise interior, isto significa que
existe uma orbita instavel que colide com o atrator ca6tico dentro da bacia de atragao. Mas ocorre

que:

e Os diagramas de bifurcagoes mostram somente as 6rbitas estéveis e o atrator cadtico, devemos
entdo obter as orbitas instaveis por outros meios. Orbitas de periodo-1 podem ser obtidas
analiticamente, mas para periodos superiores somente é possivel obté-las via calculo numérico,
fazendo uso das expressoes (3.119) até (3.122). O problema é que estas expressoes vao se

tornando extensas com o aumento do periodo,

e Como o MRDP é um mapa 4-dimensional, analisar 6rbitas em diagramas de bifurcagdes torna-se
uma tarefa nao muito precisa, pois os diagramas fornecem informacoes da evolugao de somente
uma variavel contra o parametro de controle, isto é, uma oOrbita que aparenta colidir com o

atrator no diagrama x; X fy, pode nao estar colidindo com o atrator no diagrama x5 X fj.
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Figura 3.15: Espacgo de fase xy X x5 e Orbitas instéveis até periodo-8, com fy = 6,85425150.
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Figura 3.16: Espacgo de fase xy X x5 e Orbitas instéveis até periodo-8, com fy = 6,85625150.

A solugao adotada foi gerar espagos de fase em x; X x5, fixando o parametro fy nos valores em torno
da crise. Para os mesmos valores de fy, obtivemos os conjuntos das érbitas periddicas instaveis, de

periodo-1 até periodo-8. Desta maneira, podemos observar a figura do atrator cadtico no espaco
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Ty X X9, € as Orbitas periodicas instaveis crivando este plano. Nas Figuras (3.14), (3.15) e (3.16)
vemos uma das bandas do atrator cadtico e as Orbitas instaveis cortando o espacgo de fase. Vemos
que tanto o atrator como as oOrbitas instaveis evoluem com o aumento de fy. Destacamos nestas
figuras a orbita que suspeitamos ser a responséavel pela crise, onde observamos, em f, = 6, 85425150,
a colisio do atrator com esta o6rbita. E uma orbita de periodo-6, com trés estagios desta orbita
cortando o atrator da figura e outros trés estagios cortando a segunda banda que nao aparece nesta
figura. Como dissemos, trata-se de uma suspeita pois nao podemos afirmar com certeza absoluta ser
esta a Orbita responsavel pela crise, mas, até o periodo-8, foi a 6rbita com maior indicativo de colisao
com o atrator. Os pontos desta orbita, com fy = 6,85425150, sao:

(x1 = 1,92252398; xo = 1, 17775536; y; = 2, 76765656; y» = 3, 37606668),

(w1 = 3,98780228; w5 = 4,12919038; 31 = —2,04053603; y» = —3,23137124),

(x1 = 2,30674931; x9 = 1,43407781; 1y, = 2,21878041; yo = 4,57297991),

(x1 = 4,36066063; x5 = 5,10543035; y; = —2, 76765671; y» = —3,37606579),

(x1 = 2,29538244; x5 = 2,15399592; y; = 2,04053810; y» = 3,23136791),

(w1 = 3,97643515; 9 = 4,84910660; y; = —2,21877989; y, = —4, 57298189).

Destacamos que esta o6rbita possui somente uma direciao instavel (d" = 1), e este detalhe

serd importante na conclusao do estudo a respeito da “Variabilidade da Dimensao Instdvel”.

3.12 VDI

Sabemos que apdés o parametro do regime cadtico, focaos) = 6,7469, temos um atrator
cadtico com orbitas periddicas instaveis nele imerso, onde identificamos que estas érbitas periddicas
posstiem uma direcao instavel, d* = 1. Mas podemos verificar a existéncia de 6rbitas periddicas com

duas direcoes instaveis, d! = 2, fora deste atrator.

JA I .’ I
/ "
/ - - Ié1I
/,/ P - )
/ s —_ |§3| b
s,
,'I s -= |§4|
[
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0 I et Tt Bl sl Rt Bl el T [ S P
0 1 2 3 4 5 6 7 8
fO

Figura 3.17: Autovalores do ponto fixo (0;0;0;0) com [£1] > |&2] > [&5] > |€4]-
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Figura 3.18: Autovalores do ponto fixo (0;7;0;0) com |&;] > [&] > &3] > [€4]-
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Figura 3.19: Autovalores do ponto fixo (7;0;0;0) com |&;] > [&a] > &3] > [€4]-

Analisando os modulos dos autovalores da matriz Jacobiana de algumas 6rbitas, verificamos
a existéncia de orbitas instaveis com dY = 2. Vemos nas Figuras (3.17) e (3.18), que as orbitas
(0;0;0;0) e (0;7;0;0) possuem dois autovalores com modulo maior que um, portanto d" = 2, antes
mesmo da ocorréncia do caos. Ja na Figura (3.19), a orbita (;0;0;0) tera d¥ = 2 proximo do
hipercaos. Na Figura (3.20) temos a orbita (0; j:arcsen(%); +5,81964; +16, 19396 ) (1, =+ 1;n,=+2) COM
duas diregoes instaveis antes da crise.

Reproduzimos na Figura (3.21), o espago de fase x1 X x5 com os pontos fixos para o parametro
fo=9,0, onde vemos nos pontos em vermelho as 6rbitas instaveis com uma diregao instavel cortando
o espaco de fase, e em preto as Orbitas instaveis com duas direcoes instaveis, e ao lado do ponto a
indicacao do par de rotacoes n; e ny. Observa-se que, enquanto o atrator caotico para fy = 9,0
tem dois expoentes de Lyapunov positivos, algumas orbitas instaveis mergulhadas no atrator tem

somente uma dire¢ao instavel |8]. Os pontos representados na Figura (3.21) estdo descritos na tabela
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Figura 3.20: Autovalores do ponto fixo (0; iarcsen(%); +5,81964; £16, 19396 ) (1, =+ 1;n0=12)-
T ] T T T T T u
L * d=2
6~ * d=
F (-1,-2)m 0,-1)®  ®(0,-1) (-1,-2) » (2-3) 8 (23 4
5+ _
4- (L2)e 0,-1)s  =(0,-1) (-1,2)m (2,-3)8  ®(-2-3)
X2 3__ 0,0)m (Lhe = (1,1) 0,0) = 1) e waC1-1) 1
(1.2)m 23)s ®(23) (12) = 0,1) = a&(0,) 7
2 _
T aoe 23)e =23 (12w O s @D
0 (00)m (Lhe (1,1 (0,0) = Cl-) e eC1-1) -
1 | 1 | 1 | 1 | 1 I | | 1

Figura 3.21: Estabilidade dos pontos fixos em fy = 9,0, para diversos pares de n; e ns.

(3.1).

Vimos, na seccao 2.8, a definicao da “Variabilidade da Dimensao Instdvel”, VDI, onde desta-
camos que o melhor indicador da presenca da VDI seria a anélise do segundo expoente de Lyapunov
a tempo “finito” (A2(n)). Caso este expoente, a tempo “finito”, apresente flutuagoes em torno de
zero, a quantidade de diregoes instaveis variard entre d* =1 e d% = 2.

Para obter os expoentes de Lyapunov a tempo finito, iniciamos iterando o mapa a partir
da condicao inicial (z10) = 0,2; @20) = 0,2; y100) = 0; y20) = 0), e apoés um transiente de 1000
iteradas, calculamos os expoentes de Lyapunov a tempo finito a cada intervalo de n iteradas, mais

especificamente, \y(15) para n = 15 '°. No final, obtivemos um nimero grande de expoentes A\y(n).

0Escolhemos n = 15 por ser um valor préximo do utilizado em trabalhos anteriores (em [15] utilizou-se n = 10), e
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ny | N2 4ol T2 Y1 Y2 d"
010 0 0 0 0 2
010 ™ 0 0 0 2
010 ™ s 0 0 2
010 0 T 0 0 2
1] 2 0 0,77278470 | 5,81964141 16,19396145 2
1] 2 T 0,77278470 | 5,81964141 16,19396145 2
1| 2 s 2,36880796 | 5,81964141 16,19396145 2
1| 2 0 2,36880796 | 5,81964141 16,19396145 2
-1 -2 0 5,51040061 | -5,81964141 | -16,19396145 || 2
-1 -2 s 5,01040061 | -5,81964141 | -16,19396145 || 2
10 -2 T 3,91415927 | -5,81964141 | -16,19396145 || 2
-1 ] -2 0 3,91415927 | -5,81964141 | -16,19396145 || 2
0 | 1 || 487188583 | 0,77278470 | -4,55467864 | 10,37432004 || 2
0 | 1 || 455289213 | 0,77278470 | -4,55467864 | 10,37432004 1
0 | 1 || 455289213 | 2,36880796 | -4,55467864 | 10,37432004 1
0 | 1 || 487188583 | 2,36880796 | -4,55467864 | 10,37432004 || 2
0 | -1 1,41129948 | 5,51040061 | 4,55467864 | -10,37432004 || 2
0 | -1 | 1,73029318 | 5,51040061 | 4,55467864 | -10,37432004 || 1
0 | -1 || 1,73029318 | 3,91437735 | 4,55467864 | -10,37432004 || 1
0 | -1 | 1,41129948 | 3,91437735 | 4,55467864 | -10,37432004 || 2
1 | 1 | 1,41129948 0 10,37432004 | 5,81964141 2
1| 1 ] 1,73029318 0 10,37432004 | 5,81964141 1
1| 1 ] 1,73029318 T 10,37432004 | 5,81964141 1
1 | 1 | 1,41129948 s 10,37432004 | 5,81964141 2
-1 ] -1 1 4,87188583 0 -10,37432004 | -5,81964141 2
-1 -1 1 4,55289213 0 -10,37432004 | -5,81964141 1
-1 ] -1 1 4,55289213 T -10,37432004 | -5,81964141 1
-1 ] -1 1 4,87188583 T -10,37432004 | -5,81964141 2
2 | 3 | 1,41129948 | 0,77278470 | 16,19396145 | 22,01360285 2
2 1,73029318 | 0,77278470 | 16,19396145 | 22,01360285 1
2 | 3 | 1,73029318 | 2,36880796 | 16,19396145 | 22,01360285 1
2 1,41129948 | 2,36880796 | 16,19396145 | 22,01360285 2
-2 | -3 | 4,87188583 | 5,51040061 | -16,19396145 | -22,01360285 || 2
-2 | -3 | 4,55289213 | 5,51040061 | -16,19396145 | -22,01360285 || 1
-2 | -3 | 4,55289213 | 3,91415927 | -16,19396145 | -22,01360285 || 1
-2 | -3 || 4,87188583 | 3,91415927 | -16,19396145 | -22,01360285 || 2

Tabela 3.1: Estabilidade dos pontos fixos em fy =9,0
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Podemos extrair a média de Ay(n), onde definimos a distribui¢ao de probabilidade de Ay(n) como
Poramy) » tal que P,y dAa(n) é a probabilidade de Ay(n) estar entre Ay(n) e Ao(n) + dAz(n):

400
< Ao(n) >= Jooo 22(1) Pty haln) Ao(0) | (3.126)

I Poumy dAa(n)

isto é, a média de \y(n) nos fornece Ay para tempo infinito, onde temos também:

Ao(00) = lim Ay(n) . (3.127)

n—oo

Figura 3.22: DistribuigGes de probabilidades de Ay(15).

Podemos aproximar a distribui¢ao de probabilidade do expoente Ay(n), para um determi-
nado fy, através de calculo numérico, representando-o por meio de histogramas. Teremos nestes
histogramas o eixo horizontal representando o valor de Ay(n), e no eixo vertical a distribui¢ao de pro-
babilidade Py, ). Normalmente nos histogramas veriamos colunas localizadas no respectivo valor
de A\y(n), cujas alturas simbolizam a sua distribuigao de probabilidade, mas nos histogramas aqui
gerados destacamos somente o contorno sobre as colunas, facilitando assim a visualizacao de diversos
histogramas. A Figura (3.22) foi obtida para alguns valores de fp, utilizando 1200000 expoentes
Ao(15). Observa-se que os parametros fy plotados estao apos a crise, e todos apresentam parcelas
positivas. O parametro f; = 7,50 tem pequena parcela positiva, isto porque este parametro esta
proximo de uma janela periédica. Vemos em destaque o parametro fo = 7,96, onde a sua distribuicao

de probabilidade tem o formato de sino, ou seja, uma curva gaussiana, e esta centrado em zero. Uma

que fornecesse histogramas com suaves curvaturas (para n > 30 os histogramas sdo picos agugados).
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distribuicao de probabilidade que possui uma curva gaussiana centrada em zero, representa igual
probabilidade para a obten¢ao de \y(n) com valores positivos como para valores negativos. Quando
Ao(n) apresenta igual probabilidade para valores positivos e negativos, temos a “maxima flutuac¢ao”
de A2(n) em torno de zero, e associamos a essa maxima flutuagdo a ocorréncia da chamada “VDI

mdaxima’”.

Explorando mais o expoente de Lyapunov Ay(n) a tempo finito, podemos calcular a “fra¢ao

dos valores positivos de Aa(n)” (|4], [13]), d(no(n)), & partir da expressao:

57 Poaaimy dAa(n) |

POen) = ~Fs (3.128)
S22 PoumydAa(n)
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Figura 3.23: Fracao dos valores positivos de A\y(15).

A Figura (3.23) representa a fragdo ¢(,(15)), obtida numericamente. Usamos o seguinte

procedimento para gerar esta figura:

e Para um determinado fj, calculamos os expoentes de Lyapunov a tempo finito, e somamos os

valores, em modulo, dos expoentes Ay(15);
e Numa segunda soma, somamos somente os valores dos expoentes A2(15) positivos;

o A fragiao ¢y, (15)) para este fo serd a divisao da soma total dos valores de A2(15) positivos pela

soma total dos valores dos modulos de todos os Ay(15) calculados.
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A fragao ¢(x,(15)) fornece informacoes primordiais para a andlise da VDI, cujo comportamento, com

a evolucao do parametro fy, implica:

e Se para um determinado valor do parametro fy obtermos ¢,(15)) = 0, significa que nao houve
ocorréncia de A\y(15) positivos, ou as ocorréncias foram praticamente nulas, o sistema entao

nao apresenta VDI,

e O valor do parametro fy para o qual ocorre o limiar para valores de ¢(»,(15)) (comeca a surgir

fracao positiva), é o responsavel pelo “inicio da VDI”, seréd o forvpry;
e Quando 0 < ¢(x,15)) < 1, significa que o sistema apresenta VDI;

e Quando ¢(»,(15)) = 0,5, implica que metade das ocorréncias dos A\y(15) possuird valores positi-
vos, e como conseqiiéncia, a outra metade com valores negativos, o que significa igual proba-
bilidade de termos d" = 1 ou d" = 2. Temos entdo a méxima flutuagio de \y(15) em torno

de zero, indicando que o sistema apresenta a “VDI mdzima”, e o parametro responsavel sera

fO(VDIma:B) .

Analisando agora a Figura (3.23), vemos que:

*

Em fy; ~ 6,8542 comega a surgir expoentes positivos, onde concluimos ser este o valor do

parametro do inicio da VDI,

* - Ap0s este valor do parametro, a fracao ¢,(15)) sobe gradualmente, e subitamente, entre 7,00 a
7,50, a fracao comeca a oscilar com valores proximos de zero, mas sempre acima de zero, onde

observamos janelas periodicas;

* - Em fy =~ 7,51, a fracao tem uma subida abrupta, e apos este valor do parametro, volta a crescer

gradualmente;

* - Em fy &~ 7,9632 temos ¢(r,a5)) = 0,5, o que significa VDI maxima, sendo entao o valor do

parametro fov prmaz);

* - Em fy ~ 8,18 temos uma queda seguida de uma subida abrupta de ¢(y,a5)), 0 que leva a crer

tratar-se de uma janela periddica.
Definimos entao dois parametros:
e fovpn =~ 6,8542 : Parametro do “inicio da VDI,

® fo(vDImaz) = 7,9632 : Parametro da “VDI mdzima”.
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3.13 Analise dos resultados

No inicio do desenvolvimento deste trabalho sobre a dinamica do RDP, tinhamos proposto
obter resultados a respeito dos valores relevantes a compreensao do comportamento deste sistema

dinamico. Obtivemos os seguintes valores de parametros:
® fo(Caos) = 6,7469 : Parametro do inicio do caos,

® fo(Hipercaos) = 7,9642 : Parametro do hipercaos,

Jocrise) = 6,8542515 : Parametro do inicio da crise,

foovpr) = 6,8542 : Parametro do inicio da VDI,
® fo(vDImaz) = 7,9632 : Parametro da VDI mdzima.

Vemos nas Figuras (3.24), (3.25) e (3.26) a localizagao dos valores dos parametros criticos

no diagrama de bifurcagao x5 X fj.

6,283 |—oereeeemeeen e L

0 : l . | L | I . e ST
3 4 5 6 6.746 7.9642 9

f (fO(caos)) (fO(Hipercaos)

Figura 3.24: Localizacao dos parametros fo(caos) € fo(Hipercaos) N0 diagrama de bifurcagao zp x fo.

Observamos que o valor do parametro do inicio da crise apresenta um nimero de casas
significativas maior que os valores dos outros parametros. Isto se justifica pelo fato de termos obtido
este valor por cilculo numérico, variando o passo de incremento, conseguindo com isto um valor com
sete casas apos a virgula. Os outros valores foram obtidos lendo diretamente os graficos, e a precisao

fica restrita a resolucao grafica, com o maximo de quatro casas apds a virgula.
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fO(VDI))
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Figura 3.26: Localizacao dos parametros fovpr) € fovpimaz) no diagrama de bifurcagao z3 x fo.

Verificamos que, dentro da precisao numérica, o valor encontrado para o parametro do hi-

. .

percaos é aproximadamente igual ao valor do parametro da VDI maxima. Analisando este resul-

tado, vemos que, no hipercaos, o segundo expoente de Lyapunov a tempo infinito torna-se positivo,

A2(00) > 0. Como no parametro da VDI maxima o segundo expoente de Lyapunov a tempo finito,
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Aa(n) com n = 15, flutua em torno de zero com igual probabilidade para valores positivos e negativos
(vide Figura 3.22), ou seja, em média, < A\y(n) >— 0, se aplicarmos a expressao (3.127) teremos
que, no parametro da VDI maxima, lim,, .. A2(n) = 0, que é exatamente a transi¢do do hipercaos.

Em outro resultado, verificamos que o valor do parametro responsavel pelo inicio da crise
é, dentro da precisao numérica, aproximadamente igual ao valor do parametro do inicio da VDI.
Destacamos, porém, que a orbita instavel de periodo-6 que colide com o atrator dentro da bacia
de atracao, e que suspeitamos ser a responsavel pelo inicio da crise interior, possui somente uma
dire¢ao instavel (d" = 1). Esta orbita, portanto, nao é a responsével pelo inicio da VDI, pois para
tal ocorréncia ela deveria possuir duas dire¢oes instaveis (d% = 2). Fica entao em aberto a orbita
instavel que seja responsavel pelo inicio da crise interior e do inicio da VDI.

Apesar de nao termos encontrado a orbita que indique o inicio da crise e que possua duas
direcoes instaveis, portanto seja responsavel também pelo inicio da VDI, podemos explicar o fato da
crise e VDI terem, dentro da precisao numérica, aproximadamente o mesmo parametro de nascimento,

fazendo a seguinte deducao:

e A partir do parametro do inicio do caos, verificamos a existéncia de um atrator cadtico com

duas bandas, e orbitas instaveis com uma diregao instével (d¥ = 1) nele imerso;

e Verificamos também a existéncia de orbitas periddicas instaveis com duas diregoes instaveis
(d" = 2), que observando-as no espaco de fase, identificamos que elas ndo pertencem ao atrator

caotico;

e No parametro responsavel pelo inicio da crise, as bandas do atrator caético fundem-se, e tornam

todo espaco de fase uma banda cadtica tinica;

e Como todo espaco de fase tornou-se um atrator cadtico, as 6rbitas instaveis com duas dire¢oes
instaveis estao agora mergulhadas neste novo atrator caotico (estamos supondo que o novo
atrator cadtico incorporou as orbitas instaveis com duas dire¢oes instaveis), provocando com

isto o nascimento da VDI, neste mesmo parametro;
e Nessa analise, estamos supondo que o nascimento da crise induziu o nascimento da VDI.

Concluimos entao que o MRDP apresenta VDI, e esta VDI leva a crer que nasce em virtude
do nascimento da crise. Concluimos também que, quando o MRDP apresenta o hipercaos, temos a

ocorréncia da VDI méaxima.



Capitulo 4
Conclusoes e Trabalhos Futuros

Estudamos neste trabalho um sistema que apresentou complexidade na sua dinamica. Ve-
rificamos a dificuldade em obter 6rbitas de alta periodicidade, onde nos limitamos até as oérbitas
periddicas de periodo-8. Por meio dos expoentes de Lyapunov a tempo infinito, obtivemos o pa-
rametro referente ao caos (fy(caos) = 6,7469), quando o primeiro expoente (A;) torna-se positivo.
Utilizando ainda os expoentes de Lyapunov a tempo infinito, obtivemos o parametro do hipercaos
(foipercaos) = 7,9642), quando o segundo expoente (Ay) torna-se positivo.

No estudo da crise, vimos fortes indicios de se tratar de uma crise interior, proveniente da
colisao de uma oOrbita periddica instavel dentro da bacia de atracao do atrator cadtico. Utilizando
calculos numéricos, obtivemos o parametro de transicao para a crise (fo(crisey = 6,8542515). Verifi-
camos que esta crise provoca uma intermiténcia, denominada por intermiténcia induzida pela crise,
cujo tempo médio da fase laminar desta intermiténcia decai exponencialmente, obedecendo a uma
lei de poténcia (expoente critico v = 1, 358).

Identificamos no MRDP a presenca da VDI, analisando o comportamento do segundo ex-
poente de Lyapunov a tempo finito (Ay(n) ), onde observamos que o mesmo apresenta flutuagao
em torno de zero. Por meio da fracao dos valores positivos do segundo expoente de Lyapunov a
tempo finito, obtivemos o parametro do inicio da VDI (fovpry = 6,8542), quando a fragao comeca a
apresentar valores positivos, e o parametro da VDI maxima ( fo(v prmas) = 7,9632), quando a fracao
tem valor 0,5 (igual probabilidade em obter expoentes positivos e negativos).

Analisando os resultados obtidos, verificamos que, dentro da precisao numérica, o parametro
referente ao hipercaos esta proximo ao valor encontrado para a VDI maxima. Este resultado de certa
forma era esperado, pois, para o hipercaos, temos que o segundo expoente de Lyapunov a tempo
infinito torna-se positivo, ou seja, o valor do parametro quando o segundo expoente de Lyapunov for
igual a zero marca esta passagem (apos este parametro, este expoente tera valor positivo), e para
a VDI maxima, temos a flutuagao méxima do segundo expoente de Lyapunov a tempo finito em
torno de zero, ou seja, a média do segundo expoente a tempo finito serd igual a zero (lembrando que
a média de \y(n) sera o valor de \y(c0)). Concluimos que, na presenga da VDI, quando o sistema
apresenta comportamento hiperca6tico implica na ocorréncia da VDI méaxima.

Observando os parametros do inicio da crise e do inicio da VDI, identificamos que, dentro da
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precisao numérica, ambos possuem parametros aproximadamente iguais. Em nossos estudos, identi-
ficamos uma 6rbita instavel de periodo-6 como sendo suspeita de provocar a crise interior (esta érbita
colide com o atrator cadtico dentro da bacia de atragdo), mas no calculo de sua estabilidade verifi-
camos que a mesma possui somente uma direcao instavel, esta 6rbita portanto nao é a responsavel
pelo inicio da VDI (para iniciar a VDI, esta orbita deveria ter duas diregdes instéveis). Numa andlise
paralela, observamos a existéncia de orbitas periédicas com duas direcoes instaveis que, vistos no
espaco de fase, nao pertencem ao atrator cadtico, onde identificamos neste atrator, 6rbitas periddicas
com uma direcao instavel. Mas no parametro do inicio da crise, todo espaco de fase torna-se o atrator
caotico, incorporando com isto as 6rbitas periodicas com duas diregoes instaveis, sendo este o gatilho
para o inicio da VDI (lembrando que para ocorrer VDI devemos ter érbitas periédicas mergulhadas
no atrator caotico, com quantidades de dire¢oes instéaveis diferentes). Nesta visdo, estamos supondo
que a VDI e a crise possam possuir o mesmo parametro de surgimento, dentro da precisao numérica,
e que a VDI do MRDP ocorre em fungao da crise.

Destacamos que, neste trabalho, alguns calculos e resultados foram obtidos para corroborar
os trabalhos realizados anteriormente. Nestes casos, procuramos obter de forma mais precisa os
valores até entao conhecidos. Colaboramos neste trabalho com alguns resultados originais, onde
destacamos o trabalho realizado para a obtencao das 6rbitas peridédicas de periodo qualquer, descrito
na seccao 3.7. Outro trabalho original refere-se ao estudo detalhado da crise no MRDP (a obtengao
do parametro de nascimento, o estudo da lei de poténcia do tempo médio da crise, e o estudo da
orbita periddica responsavel pela crise). Temos também, como trabalho original, a obtenc¢ao dos
parametros referentes a VDI (inicio e flutuagdo maxima), onde fizemos uso do gréfico da fragdo dos
valores positivos do segundo expoente de Lyapunov a tempo finito.

Para trabalhos futuros, podemos citar a possibilidade de obter 6rbitas periddicas instaveis de
periodo superior a 8, e assim verificar outras orbitas pertencentes ao atrator cadtico com dimensao
instavel igual a dois, entre o caos e o hipercaos. Neste trabalho procuramos propor uma relacao entre

a crise e a VDI, podemos entao estudar outros sistemas dinamicos para comparar tais resultados.
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