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Resumo
Sistemas dinâmios aótios podem apresentar uma propriedade denominada por �rise�,onde atratores aótios são destruídos ou fundem-se numa banda aótia únia. Sistemas dinâmiosmultidimensionais ditos �não-hiperbólios� apresentam outra propriedade onheida por �Variabi-lidade da Dimensão Instável� (VDI), quando órbitas periódias instáveis mergulhadas no atratoraótio apresentam diferentes quantidades de direções instáveis, oasionando a perda da on�abili-dade nas trajetórias geradas numeriamente. Estudaremos estes dois fen�menos no sistema meânio4-dimensional denominado �Rotor Duplo Pulsado� (RDP), onde, a partir de seu mapa denominado�Mapa do Rotor Duplo Pulsado� (MRDP), detalharemos a rise que oorre nesse sistema, e aompa-nharemos a evolução paramétria da VDI no MRDP. Temos omo objetivo fazer uma onexão entrerise e VDI, omparando os respetivos parâmetros rítios.
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Abstrat
Chaoti dynamial systems an show a property alled �risis�, where haoti attratorsare destroyed or merge to form a haoti attrator. Non-hyperboli high-dimensional systems showother property known as �Unstable Dimension Variability� (UDV), when periodi unstable orbitsembedded in a haoti attrator have di�erent numbers of unstable eigendiretions, ausing the lossof on�dene of numerially generated orbits. We will study these phenomena in the mehanial4-dimensional system alled �Kiked Double Rotor� (KDR), on the ��Kiked Double Rotor Map�(KDRM). We will detail when the risis our, and follow the parametri evolution of the UDV.We want to do a onnetion between risis and UDV, omparing the ritial parameters for thesephenomena to our.
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Capítulo 1IntroduçãoCaos é entendido, dentro da teoria matemátia dos sistemas dinâmios, omo um omporta-mento aperiódio que apresenta sensibilidade extrema às ondições iniiais. Duas trajetórias aótias,que originam-se de ondições iniiais ligeiramente diferentes, afastam-se exponenialmente om o pas-sar do tempo, obstruindo a apaidade de prever o estado futuro do sistema, dado o estado presente.Como nosso onheimento sobre as propriedades das trajetórias aótias provém da utilização de té-nias numérias omputaionais, e omo estas sempre introduzem pequenos erros (de trunamento,arredondamento, et), poderíamos imaginar que trajetórias aótias assim geradas nuna poderiamorresponder a trajetórias �reais� do sistema dinâmio estudado.No entanto, essa visão é por demais restritiva. Para sistemas dinâmios ditos �hiperbólios�,pode-se mostrar rigorosamente que uma trajetória aótia gerada por omputador (ou, teoriamentefalando, uma �pseudo-trajetória�) é sombreada, ou seja, permanee uniformemente próxima a umatrajetória aótia real do sistema dinâmio. Em outras palavras, a trajetória aótia obtida peloomputador pode não ser aquela que prouramos, mas é tão próxima quanto se queira de umatrajetória aótia real do sistema. Como nós usualmente utilizamos onjuntos de trajetórias (emálulos envolvendo invariantes dinâmios), essa distinção não é, de fato, relevante [1℄.Os sistemas dinâmios que modelam problemas de interesse físio, químio, biológio, eon�-mio, et, não são, em geral, hiperbólios. Por esse motivo não podemos garantir de antemão avalidade desta importante propriedade de sombreamento de trajetórias aótias ([2℄,[3℄,[4℄). Umadas ausas que podem levar um sistema dinâmio a ser não-hiperbólio é a propriedade denominada�Variabilidade da Dimensão Instável� (VDI). Toda trajetória aótia tem um número in�nitamentegrande de órbitas periódias instáveis nela imersa. Quando há VDI, parte destas órbitas periódiastem um valor da dimensão instável, e parte tem outro. Dimensão instável é a dimensão do subes-paço invariante gerado pelos autovalores da �matriz Jaobiana� do sistema que possuem as seguintespropriedades: se o sistema for um �uxo ( a tempo ontínuo) os autovalores têm parte real positiva,aso o sistema seja um mapa (a tempo disreto), os autovalores têm módulo maior que 1 [5℄.A VDI foi desrita pela primeira vez em 1970 pelos matemátios Abraham e Smale, no estudode um sistema dinâmio abstrato [6℄. Apenas em 1994 a VDI foi identi�ada num sistema dinâmiode interesse físio [7℄: �O Rotor Duplo Pulsado� (RDP), desrito por um mapa quadri-dimensional1



2dito �Mapa do Rotor Duplo Pulsado� (MRDP). Este dispositivo fora estudado iniialmente em 1992por F. J. Romeiras et. al. [8℄. Desde então a VDI foi identi�ada em uma variedade de sistemasdinâmios de interesse físio, omo redes de osiladores aoplados [4℄. Num sistema om VDI, apropriedade de sombreamento da trajetória aótia pode ser onsiderada válida por um tempo muitourto, na medida do que hamamos de �intensidade da VDI�.Em trabalhos anteriores ([9-14℄), pesquisadores do grupo de �Caos� da �Universidade Federaldo Paraná�-UFPR, foram apazes de desrever dois aspetos entrais da VDI em sistemas dinâmios,onde um parâmetro é variado: o iníio (�onset�) da VDI e o ponto onde a VDI é mais intensa, nosentido de que a propriedade de sombreamento das trajetórias aótias não é válida para qualquerintervalo de tempo. No entanto, esse estudo no MRDP é bastante difíil, por dois motivos básios:a dimensão do sistema dinâmio é alta (4), e há um número muito grande de órbitas periódiasinstáveis. Até o trabalho de doutorado de José Renato Ramos Barbosa [15℄, a VDI no MRDP sótinha sido estudada para um onjunto restrito de valores do parâmetro variável (no aso, a intensidadeda força externa apliada sobre o rotor). No trabalho de Barbosa et. al. [15℄, o ponto onde a VDIé mais intensa foi identi�ado omo uma bifuração do tipo dupliação de período. Entretanto, aquestão do iníio da VDI no MRDP permaneeu em aberto.A ontribuição prinipal que é dada nessa dissertação vem a ser o estudo do iníio da VDIno MRDP, bem omo uma revisão do proesso de evolução paramétria da VDI, até o ponto em queesta é mais intensa.No apítulo 2 introduzimos alguns tópios teórios utilizados neste trabalho, onde preten-demos dar uma noção à respeito dos temas abordados. Alguns tópios foram somente relaionados,pois uma expliação mais ampla fugiria do intuito deste trabalho.No apítulo 3 está o onteúdo prinipal de nosso trabalho, onde omeçamos desrevendo omeanismo do RDP, e a obtenção do MRDP. Analisamos os pontos �xos e suas estabilidades, e asbifurações, através dos diagramas de bifurações. Utilizando os �expoentes de Lyapunov a tempoin�nito�, estudamos o aos e o hiperaos. Explorando reursos omputaionais, analisamos tambéma �rise�. Estudamos em seguida a VDI, utilizando omo ferramenta prinipal a análise da �utuaçãodo �segundo expoente de Lyapunov a tempo �nito� em torno de zero. No �nal do apítulo temos aanálise geral dos resultados obtidos.No apítulo 4 estão as nossas onlusões, onde destaamos os objetivos alançados. Relai-onamos itens para trabalhos futuros.Os grá�os obtidos neste trabalho foram gerados pelo software �Grae�, e os dados neessáriospara gerar estes grá�os foram obtidos numeriamente, por meio de programas em linguagem �C� e�fortran�. Para álulos gerais, utilizamos o software matemátio �Maple�.



Capítulo 2FundamentosNeste apítulo apresentaremos oneitos relaionados om o estudo de sistemas dinâmios,os quais utilizamos para desenvolver este trabalho. Relaionamos os tópios relevantes para umamelhor ompreensão dos temas abordados, om alguns itens desritos super�ialmente mas om adevida itação para onsultas, pois uma abordagem mais re�nada fugiria do intuito deste trabalho.2.1 Sistemas dinâmiosUm sistema dinâmio é de�nido omo sendo um onjunto de elementos interdependentes,sob a ação de forças externas, om algumas grandezas que araterizam o sistema variando notempo. Para entender omo um sistema dinâmio evolui no tempo, devemos araterizá-lo por meiode expressões matemátias. Sistemas dinâmios onde o tempo evolui ontinuamente hamamos de�uxos, e quando o tempo deorre de maneira disreta hamamos de mapas.2.2 Sistemas dinâmios a tempo ontínuo - FluxosEm ertos sistemas dinâmios a evolução do tempo é tratada de forma ontínua, isto é,o tempo t pode variar num intervalo in�nitesimal. Sistemas a tempo ontínuo são hamados de��uxos�, e são representados por meio de equações difereniais. Como exemplo, para um sistemaN-dimensional, podemos obter:






































dx1(t)

dt
= f1(x1(t), x2(t), · · · , xN(t))

dx2(t)

dt
= f2(x1(t), x2(t), · · · , xN(t)) ,...

dxN(t)

dt
= fN(x1(t), x2(t), · · · , xN(t))

(2.1)
onde f é uma função de orrelação, x é a variável de posição. Em notação vetorial:

d

dt
~X(t) = ~F( ~X(t)) , (2.2)3



2.3 Sistemas dinâmios a tempo disreto - Mapas 4onde ~X(t) é um vetor N-dimensional, e ~F é um vetor função N-dimensional.2.3 Sistemas dinâmios a tempo disreto - MapasOorrem sistemas onde o tempo evolui disretamente, isto é, o tempo1 n assume somentevalores inteiros positivos. Estes sistemas são hamados de �mapas�, e são representados matematia-mente por equações de diferenças. Um exemplo para um sistema N-dimensional:






















x1(n+1) = g1(x1(n), x2(n), · · · , xN(n))

x2(n+1) = g2(x1(n), x2(n), · · · , xN(n)) ,...
xN(n+1) = gN(x1(n), x2(n), · · · , xN(n))

(2.3)Em notação vetorial:
~Xn+1 = ~G

[

~Xn

] , (2.4)onde ~Xn e ~Xn+1 são vetores N-dimensionais, e ~G é um vetor função N-dimensional. Neste sistema,partindo das ondições iniiais2 om n = 0, temos o próximo estado om n = 1, o estado seguinteom n = 2, e assim suessivamente.Conentraremos nossas disussões no que se refere a mapas, tendo em vista que nosso sistematêm dinâmia a tempo disreto. Muitos sistemas dinâmios são representados por equações dediferenças, quando ertas grandezas destes sistemas variam periodiamente. Como exemplo podemositar o �rotor duplo pulsado�, que reebe uma força periódia.Para uma melhor ompreensão de nossas disussões, vamos analisar um sistema unidimensi-onal:
xn+1 = g(xn, µ) , (2.5)e onluiremos então expandindo para o aso N-dimensional:
~Xn+1 = ~G

[

~Xn, µ
] . (2.6)Na expressão (2.5) se a função g for linear, dizemos que o mapa é linear, aso ontrário, o mapa seránão-linear. O termo µ representa o parâmetro de ontrole presente no sistema.2.3.1 Parâmetro de ontroleNos sistemas dinâmios estudamos omo ertas grandezas, variáveis dependentes, evoluem notempo. Existem porém grandezas que não evoluem no tempo, mas alterações em seus valores gerammudanças de omportamento do sistema. A estas grandezas hamamos de parâmetros de ontrole.No estudo de sistemas dinâmios pretendemos onheer não somente o omportamento destesistema na evolução do tempo, mas prinipalmente onheer a dependênia deste sistema quanto aos1Nos mapas o tempo será representado por n.2São os valores das variáveis dependentes em t = 0 (ou n = 0)



2.3 Sistemas dinâmios a tempo disreto - Mapas 5parâmetros de ontrole. Em geral, elege-se somente um parâmetro de ontrole para o sistema. Comoexemplo itamos o rotor duplo pulsado, ujo módulo da força apliada será o parâmetro de ontrole.2.3.2 Ponto �xo e estabilidadePartindo de uma ondição iniial x0, obtemos a seqüênia apliando em (2.5):
x1 = g(x0) ⇒ x2 = g(x1) ⇒ x3 = g(x2) · · · ,Vamos supor que em (2.5), apliando xn obtivéssemos novamente xn, ou seja:

xn+1 = g(xn) = xn = x∗ ,então temos que :
x∗ = g(x∗) . (2.7)Chamamos x∗ de �ponto �xo�. Apliando x∗ no mapa (2.5), retorna-se o próprio x∗, e naspróximas iterações3 obteremos x∗ para n→ ∞. Para o mapa N-dimensional, temos :
~X∗ = ~G

[

~X∗
] . (2.8)onde ~X∗ é o vetor do ponto �xo N-dimensional. Aqui iremos imaginar um vetor apontando para oponto �xo no espaço N-dimensional.Vamos analisar a estabilidade do ponto �xo x∗. Sabemos então que, para um ponto �xo x∗,as iterações suessivas permaneerão inalteradas em x∗. Vamos supor que o ponto xn esteja agoraligeiramente afastado de x∗. Se o ponto �xo for estável, as próximas iterações aproximar-se-ão de x∗.Seja o ponto xn tal que:

xn = x∗ + ηn , (2.9)onde ηn é um pequeno desloamento, tal que : |ηn| ≪ 1. Desta forma:
xn+1 = g(xn) = g(x∗ + ηn) = x∗ + ηn+1 . (2.10)Observando as duas expressões, temos que se xn+1 < xn , a iteração aproxima-se de x∗ , então oponto �xo x∗ será estável. Conlui-se então :Para: |ηn+1| < |ηn| ⇒ x∗ é estável ,Para: |ηn+1| > |ηn| ⇒ x∗ é instável .Expandindo (2.10) em série em torno de x∗:

g(xn) = g(x∗ + ηn) ≈ g(x∗) + ηn

(

dg(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

)

+ O(ηn)2 + · · · ,Como |ηn| é um desvio muito pequeno, podemos desprezar termos de ordem superior a um. De (2.10)temos que : g(x∗ + ηn) = x∗ + ηn+1 , e sendo g(x∗) = x∗ , obtemos:
ηn+1 = ηn

(

dg(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

)

⇒ ηn+1

ηn

=

(

dg(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

) .3Iterar o mapa signi�a obter uma apliação do mapa.



2.3 Sistemas dinâmios a tempo disreto - Mapas 6Conluímos então:
∣

∣

∣

∣

dg(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

∣

∣

∣

∣

< 1 ⇒ x∗ é estável , (2.11)
∣

∣

∣

∣

dg(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

∣

∣

∣

∣

> 1 ⇒ x∗ é instável . (2.12)Para o mapa N-dimensional, seja a matriz omposta de derivadas pariais nas variáveisdependentes em (2.3):
DG(x(1)∗, x(2)∗, · · · , x(N)∗) =



















∂g1

∂x(1)

∂g1

∂x(2)
· · · ∂g1

∂x(N)

∂g2

∂x(1)

∂g2

∂x(2)
· · · ∂g2

∂x(N)...
∂gN

∂x(1)

∂gN

∂x(2)
· · · ∂gN

∂x(N)



















(x(1)∗,x(2)∗,··· ,x(N)∗)

. (2.13)
Chamamos esta matriz de �Matriz Jaobiana�, e ela é avaliada no ponto �xo N-dimensional ~X∗. Seja
ξi um autovalor da matriz Jaobiana, onde i = (1, 2, · · · , N), om ξi ∈ C (onjunto dos númerosomplexos). Para um sistema N-dimensional temos, em geral4, N autovalores reais e/ou omplexos5.A estabilidade do ponto �xo ~X∗ é analisada pelos autovalores da matriz Jaobiana. Temos entãoque:

• Se �todos os autovalores têm módulos menores que 1� : |ξi| < 1 ⇒ ~X∗ é estável ;
• Se �um ou mais autovalores têm módulos maiores que 1� : |ξi| > 1 ⇒ ~X∗ é instável .2.3.3 Órbita periódiaRetomamos o estudo do mapa unidimensional (2.5). Supondo que, dado uma ondição iniial

x0, obtivéssemos a seqüênia :
x1 = g(x0) ,
x2 = g(x1) = g(g(x0)) = g(2)(x0) ,...
xP−1 = g(xP−2) = g(g(xP−3)) = · · · = g(P−1)(x0) ,
xP = g(xP−1) = g(g(xP−2)) = · · · = g(P )(x0) = x0 .sendo : x0 6= x1 6= · · · 6= xP−1.A seqüênia de iteradas, de x0 até xP−1, torna-se ília, e hamamos este ilo de órbitaperiódia de período-P, formado por P pontos distintos (x0, x1, · · · , xP−1) que se repetem iliamente.4Pode oorrer a existênia de autovalores repetidos.5Para autovalores omplexos, teremos pares de omplexos onjugados.



2.3 Sistemas dinâmios a tempo disreto - Mapas 7A representação g(P )(x0) signi�a iterar o mapa P vezes partindo de x0. Os P pontos da órbitaperiódia são hamados também de pontos �xos de período-P, pois:
g(P )(x0) = x0 ⇒ g(P )(x∗0) = x∗0 ,
g(P )(x1) = x1 ⇒ g(P )(x∗1) = x∗1 ,...
g(P )(xP−1) = xP−1 ⇒ g(P )(x∗P−1) = x∗P−1 .Observa-se que pontos pertenentes a uma órbita periódia de período-P, serão pontos de ór-bitas periódias de período-kP, om k = 1, 2, 3, · · · . Neste aso, os P pontos se repetirão iliamentek vezes, dentro de kP iteradas.A estabilidade da órbita periódia é determinada usando o mesmo ritério da estabilidadedo ponto �xo (de período-1). Seja o autovalor ξ assoiado ao ponto �xo x∗0 de período-P, obtido em:

ξ =
dg(P )(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

0

(usando a regra da adeia)−→ ξ =
dg(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

0

dg(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

1

· · · dg(x)
dx

∣

∣

∣

x=x∗

P−1

,
ξ =

P−1
∏

j=0

dg(x)

dx

∣

∣

∣

x=x∗

j

, (2.14)
• Se : |ξ| < 1 ⇒ A órbita de período-P é estável ;
• Se : |ξ| > 1 ⇒ A órbita de período-P é instável .Para o mapa N-dimensional, a órbita periódia é de�nida por:

~X∗
j = ~G(P )

[

~X∗
j

] , (j = 0, 1, 2, · · · , P − 1) . (2.15)A estabilidade da órbita periódia de período-P é obtida de:
DG(P ) =

P−1
∏

j=0

DG( ~X∗
j ) . (2.16)onde DG(P ) é a matriz resultante do produto de P-matrizes Jaobianas avaliadas ada uma nosP-pontos �xos ( ~X∗

0 , ~X
∗
1 , · · · , ~X∗

P−1). Desta matriz, para um sistema N-dimensional, temos, em geral,N-autovalores reais e/ou omplexos. Seja ξi um dos autovalores, onde i = (1, 2, · · · , N), e ξi ∈ C.Conluímos então que:
• Se �todos os autovalores têm módulos menores que 1� : |ξi| < 1 ⇒ A órbita de período-P éestável ;
• Se �um ou mais autovalores têm módulos maiores que 1� : |ξi| > 1 ⇒ A órbita de período-Pé instável .Como para ada autovalor temos uma autodireção assoiada, uma órbita terá então umaerta quantidade de direções estáveis e instáveis. Designaremos por �d� a quantidade de autodireções,onde:
• ds - Quantidade de direções estáveis (assoiados aos autovalores om módulos menores que 1);
• du - Quantidade de direções instáveis (assoiados aos autovalores om módulos maiores que 1).



2.3 Sistemas dinâmios a tempo disreto - Mapas 82.3.4 Classi�ação dos pontos �xos e das órbitas periódiasVimos que a estabilidade de um ponto �xo (ou de uma órbita periódia) é obtida via aná-lise dos autovalores da matriz Jaobiana avaliada neste ponto �xo (autovalores do produtório dasJaobianas avaliadas nos pontos periódios). Classi�amos os pontos �xos [5℄ (órbitas periódias)em:
• Hiperbólio6 → Todos os autovalores om módulos diferentes de um (|ξi| 6= 1);
• Não-hiperbólio→ Um autovalor om módulo igual a um (|ξ1| = 1), e os restantes om módulosmenores que um (|ξi6=1| < 1).Classi�amos também os pontos �xos quanto à sua topologia no espaço de fase7:
• Se todos os autovalores forem reais (ξi ∈ R) e todos têm módulos maiores que um (|ξi| > 1), oponto �xo é um �nó instável�. Se todos têm módulos menores que um (|ξi| < 1) o ponto �xo éum �nó estável�;
• Se todos os autovalores forem omplexos onjugados (ξi ∈ C) e todos têm módulos maioresque um (|ξi| > 1), o ponto �xo é um �foo instável�. Se todos têm módulos menores que um

(|ξi| < 1) o ponto �xo é um �foo estável�;
• Se ao menos um autovalor tiver módulo maior que um (|ξ1| > 1), o ponto �xo será um �pontode sela instável�;
• Se o ponto �xo é não-hiperbólio, é hamado de �entro�.Para failitar a visualização das topologias, faremos a análise num mapa 2-dimensional:

xn+1 = g(xn, yn), yn+1 = h(xn, yn), (2.17)Fixando os parâmetros de ontrole, evoluímos este mapa partindo de diferentes ondições iniiais
x0 e y0. O resultado é visto na Figura (2.1). Observa-se que o signi�ado de estável india queas variedades8 aproximam-se do ponto �xo, enquanto que instável india afastamento do ponto�xo. O ponto de sela apresenta variedades instáveis e estáveis, representados pelas separatrizes dashipérboles, e, apesar da variedade estável, o ponto sela é um ponto instável. O ponto entro signi�aque as variedades nem se afastam e nem se aproximam do ponto �xo, e será tema de outra disussão,o surgimento de bifurações.6O termo hiperbólio está ligado à topologia do ponto de sela, onde as variedades no espaço de fase formamhipérboles, aabou sendo generalizado para outros pontos �xos estáveis ou instáveis.7É a análise do ontorno que as variáveis dependentes desrevem no espaço de�nido por estas variáveis.8É o onjunto de pontos formados pelas variáveis dependentes.



2.3 Sistemas dinâmios a tempo disreto - Mapas 9

Figura 2.1: Exemplos de pontos �xos no espaço de fase 2-dimensional.2.3.5 BifuraçõesEstudamos nos sistemas dinâmios a in�uênia do parâmetro de ontrole na evolução dosistema. Este estudo é feito utilizando o hamado diagrama de bifuração. Neste diagrama, vemosomo uma variável dinâmia evolui em função do parâmetro de ontrole. Temos, neste diagrama, asurvas referentes às órbitas estáveis (geralmente traçados em linha heia) e órbitas instáveis (geral-mente em linha traejada). Observa-se que a partir de um determinado valor de parâmetro, oorreo nasimento e/ou destruição de órbitas, oorrendo também mudanças de estabilidades. Dizemosentão que as órbitas sofreram �bifurações�.Vimos que uma órbita será estável se todos os autovalores tiverem o seus módulos menoresque um. Vamos supor, por exemplo, que estejamos analisando um sistema om uma órbita estável noparâmetro µj. Se inrementarmos este parâmetro de um pequeno valor δ (δ ≪ 1) tal que o próximoparâmetro seja µj + δ, veri�amos que a órbita ontinua estável, mas um dos autovalores (ξ1), têmum aumento de seu valor em módulo. Suessivos inrementos implia que este autovalor aumentagradativamente seu valor em módulo até que, para um dado µc, o módulo do autovalor será iguala um (|ξ1| = 1). A órbita, até então hiperbólia, torna-se não-hiperbólia. Após este parâmetro
µc oorre a bifuração, om a órbita hiperbólia estável tornando-se uma órbita hiperbólia instável(o módulo do autovalor em questão torna-se maior que um (|ξ1| > 1)), e a possível oorrênia donasimento de novas órbitas hiperbólias a partir deste parâmetro. A bifuração desrita aima



2.3 Sistemas dinâmios a tempo disreto - Mapas 10refere-se a uma bifuração Superrítia. Se esta bifuração fosse preedida de uma órbita instável,teríamos uma bifuração Subrítia.

Figura 2.2: Exemplos de bifurações superrítias.Temos então que, quando a órbita torna-se não-hiperbólia oorre a bifuração, e desta bi-furação temos novas órbitas hiperbólias. Classi�amos o tipo de bifuração [5℄ de uma órbitade período-P analisando o autovalor responsável pela passagem de órbita hiperbólia para não-hiperbólia, ou seja, pelo autovalor ujo valor em módulo tornou-se igual a um:
• Se o autovalor for real e igual a um (ξ1 ∈ R e ξ1 = 1) teremos uma bifuração superrítia(subrítia) do tipo:� Sela-nó : quando duas órbitas om estabilidades ontrárias são riadas (destruídas);� Transrítia : quando duas órbitas om estabilidades ontrárias troam suas estabilidades;� Forquilha : quando duas órbitas estáveis (instáveis) são riadas (destruídas).
• Se o autovalor for real e igual a um negativo (ξ1 ∈ R e ξ1 = −1) a bifuração será do tipoFlip ou também hamado de bifuração de dupliação de período. Semelhante à bifuraçãoforquilha, mas om a diferença de que as órbitas riadas são de período-2P, ou seja, de períododupliado.



2.4 Caos 11
• Se um par de autovalores for omplexo onjugado9 om módulo igual a um (ξ1, ξ2 ∈ C om
|ξ1| = |ξ2| = 1 , onde ξ2 = ξ∗1) a bifuração será do tipo Neimark-Saker ou também hamadode bifuração Hopf para mapas 10;Na Figura (2.2) temos alguns exemplos de bifuração superrítia11.2.4 CaosExistem várias de�nições para �aos�, no que se refere ao estudo de sistemas dinâmios. Istose deve pela não existênia de uma únia rota que onduza ao aos. Desrevemos a seguir umapossível rota aótia.Em ertos mapas, veri�a-se a existênia de bifurações do tipo dupliação de período. Comofoi dito na seção anterior, numa bifuração de dupliação de período uma órbita estável de período-P torna-se instável e em seguida nasem duas órbitas periódias de período-2P, dupliando assimo número de órbitas estáveis. A partir de um determinado valor do parâmetro, omeçam a oor-rer suessivas bifurações de dupliação de período, quando esse parâmetro é inrementado de umpequeno valor. Temos então a oorrênia da asata de dupliação de período, e nesta asata, aada duas órbitas estáveis riadas temos uma órbita instável oriunda da órbita anterior à bifuração,além de outras órbitas instáveis remanesentes de outras bifurações de dupliação de período, todasoexistindo numa região do espaço de fase. Oorre que, em suessivas bifurações de dupliaçãode período, esta oexistênia torna-se ada vez mais densa, om órbitas estáveis que pertenem aum mesmo período e órbitas instáveis de diferentes períodos. Como onseqüênia, veri�a-se que osistema perde a periodiidade, ou seja, o sistema apresenta aperiodiidade.Além da perda da periodiidade, observa-se que o sistema exibe dependênia sensível àsondições iniiais: Seja o mapa unidimensional xn+1 = g(xn, µ), supondo x0 uma ondição iniiale x′

0 outra ondição iniial ligeiramente afastada de x0, tal que x′

0 = x0 + δ, om δ > 0 e δ ≪ 1.Dizemos que o sistema exibe dependênia sensível às ondições iniiais, para um parâmetro µc, se aoiterarmos o mapa k-vezes e ||gk(xo, µc)− gk(x
′

0, µc)|| = ǫ, a distânia entre as trajetórias ǫ aumentaráexponenialmente no tempo. Isto signi�a que uma pequena mudança nas ondições iniiais implianuma mudança substanial na trajetória, após k-iteradas.Um sistema que, para um determinado parâmetro de ontrole, possui aperiodiidade e de-pendênia sensível às ondições iniiais, dizemos que apresenta �aos�. Quando um sistema têmomportamento aótio, não há onvergênia para um ponto �xo ou uma órbita periódia, teremosagora um onjunto de pontos no espaço de fase onde a dinâmia do sistema tende a onvergir, quehamaremos de atrator.9Soluções omplexas sempre vêm aos pares de omplexos onjugados.10Maiores detalhes sobre bifuração Neimark-Saker vide [5℄ seção 3-2C11Como nosso sistema apresenta exlusivamente bifurações superrítia, não serão vistos em detalhes as subrítias.Maiores detalhes vide [5℄ seção 3-2.



2.5 Atrator 122.5 AtratorDe�nimos um atrator om sendo um onjunto fehado de pontos no espaço de fase, quedenominaremos por �A�,onde:
• A é um onjunto invariante, ou seja, iterando o mapa om um ponto pertenente a A, perma-neerá em A por um tempo in�nito ( gk(x0, µ) ∈ A para x0 ∈ A e k → ∞);
• A atrai um onjunto aberto B de ondições iniiais, om A ontido em B (gk(x0, µ) ∈ A para
x0 ∈ B e k → ∞). O maior onjunto B das ondições iniiais, que satisfaça a relação, éhamado de baia de atração de A;

• A é o mínimo, ou seja, não existe um subonjunto de A que satisfaça as ondições anteriores.Se A for um onjunto que apresenta dependênia sensível às ondições iniiais, isto é, umatrator numa região aótia, hamamos de atrator aótio.2.6 Expoentes de LyapunovComo foi dito anteriormente, uma das araterístias da presença de aos num sistema estána dependênia sensível às ondições iniiais. Analisaremos o mapa unidimensional xn+1 = g(xn).Sejam x0 e x′

0, duas ondições iniiais separadas por uma pequena distânia δ0, tal que δ0 > 0 e
δ0 → 0, então temos x′

0 − x0 = δ0. Vamos supor que após n iteradas, om n → ∞, a separação entreas evoluções dos mapas seja x′

n − xn = δn. Vamos propor que δn tenha evoluído exponenialmenteno tempo, em relação a δ0, ou seja:
|δn| ≈ |δ0|eλn , (2.18)onde λ é de�nido omo Expoente de Lyapunov. Observe na expressão que se:

• λ < 0 ⇒ |δn| → 0 ⇒ As iteradas de x0 e x′

0 onvergem exponenialmente no tempo;
• λ > 0 ⇒ |δn| > |δ0| ⇒ As iteradas de x0 e x′

0 divergem exponenialmente no tempo.Evoluindo a expressão, teremos:
λ =

1

n
ln

∣

∣

∣

∣

δn
δ0
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∣

∣

∣

=
1

n
ln

∣

∣

∣

∣

x
′
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∣

∣

∣

∣
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1

n
ln

∣

∣

∣

∣

g(n)(x0 + δ0) − g(n)(x0)

δ0
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∣

∣

∣

,onde obtemos:
λ =

1

n
ln

∣

∣

∣

∣

dg(n)(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=x0

, (2.19)apliando na derivada a regra da adeia:
λ =

1

n
ln
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∣

∣
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∣

n−1
∏

i=0

dg(x)
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∣

∣

∣
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,



2.6 Expoentes de Lyapunov 13Conluímos apliando o limite em n:
λ = lim

n→∞

[

1

n

n−1
∑

i=0

ln

(

∣

∣

∣

∣

dg(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=xi

)] . (2.20)Para um mapa N-dimensional, de�nimos:
DG(n)( ~X0) =

n−1
∏

i=0

DG( ~Xi) , (2.21)onde DG(n)( ~X0) é a matriz resultante do produto de n-matrizes Jaobianas avaliadas ada uma nosn-pontos alulados pelo mapa, partindo da ondição iniial ( ~X0, ~X1, · · · , ~Xn−1). De�nimos a matriz
DG 12 omo sendo:

DG =
[

DG
(n)

( ~X0)
·DG(n)T

( ~X0)

]

1

2n . (2.22)onde DG(n)T
( ~X0)

é a matriz transposta de DG(n)( ~X0).Obtemos então os expoentes de Lyapunov pela expressão:
λk = lim

n→∞

(

1

n
ln |ξk|

) . (2.23)onde ξk é um autovalor da matriz DG, e λk o expoente de Lyapunov assoiado a este autovalor,om k = (1, 2, · · · , N). Temos então para um mapa N-dimensional, N autovalores da matriz DG ,portanto teremos N expoentes de Lyapunov. Em função do limite do tempo tendendo ao in�nito,dizemos que são �expoentes de Lyapunov a tempo in�nito�.O estudo dos expoentes de Lyapunov fornee informações importantes à respeito do om-portamento aótio de um sistema. No estudo de mapas, observamos omo evolui os expoentes deLyapunov onforme variamos o parâmetro de ontrole. Para um mapa N-dimensional, utilizare-mos o seguinte ritério de distinção do omportamento aótio, para um determinado parâmetro deontrole:
• Se todos os λk < 0, o sistema apresenta-se estável;
• Se um dos os λk > 0, o sistema apresenta omportamento aótio.Na análise dos expoentes de Lyapunov é omum ordená-los, de tal forma que:

λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 . . . λk−1 ≥ λk .e a análise dos expoentes de Lyapunov para mapas resume-se em:
• Se λ1 > 0, o sistema é aótio;
• Se λ2 > 0, o sistema apresenta uma segunda direção aótia e a denominamos de �hiperaótia�.12A matriz DG fornee os autovalores da matriz DG(n)( ~X0) em módulos (mesmo sendo números omplexos).



2.7 Crise 142.6.1 Expoentes de Lyapunov a Tempo FinitoVimos na expressão (2.23) o álulo dos expoentes de Lyapunov a tempo in�nito para ummapa N-dimensional. Podemos alular os �expoentes de Lyapunov a tempo �nito�, λk(n), onde :
λk(n) =

(

1

n
ln |ξk|

) . (2.24)sendo ξk um autovalor da matriz DG, e λk(n) o expoente de Lyapunov a tempo �n� assoiado a esteautovalor, om k = (1, 2, · · · , N). Rede�nimos então os expoentes de Lyapunov a tempo in�nitoomo sendo:
λk(∞) = lim

n→∞
λk(n) . (2.25)Os expoentes de Lyapunov a tempo �nito medem a taxa da onvergênia ou da divergênia entreórbitas, a ada treho de n tempos (ou n iteradas). Veri�a-se que na oorrênia de VDI, o valorde um dos expoentes de Lyapunov a tempo �nito �utua em torno de zero, onde utilizamos essapropriedade omo indiação numéria da presença da VDI ([3℄,[4℄,[7℄,[16℄).2.7 CriseQuando o sistema apresenta omportamento aótio, veri�amos no diagrama de bifuraçõesa presença do atrator aótio. Oorre que, para um determinado parâmetro, uma órbita instávelolide om este atrator, provoando um súbito aumento da faixa aótia ou um súbito desaparei-mento do atrator aótio . A esta olisão hamamos de rise [17℄. Quando esta olisão oorre omuma órbita instável loalizada na fronteira da baia de atração do atrator aótio, dizemos que temosuma rise de fronteira, e nesta rise temos a destruição do atrator aótio. Se a olisão oorre omuma órbita instável dentro da baia de atração do atrator, será uma rise interior, onde atratoresaótios fundem-se, formando uma únia faixa aótia.2.8 VDIVimos que para ada órbita periódia de um sistema N-dimensional existem N-autodireçõesassoiadas. Se destas autodireções, uma quantidade �n� são de autodireções estáveis, então (N-n)representa as autodireções instáveis, ou seja: se uma órbita possui ds = n, então ela tem d

u = N−n.Oorre que, para ertos sistemas, podemos ter órbitas periódias mergulhadas no atrator aótio omo número de direções instáveis difereniadas entre sí, isto é, algumas órbitas om du = 1 e outrasom du = 2. Chamamos este omportamento de �Variabilidade da Dimensão Instável� (�UnstableDimension Variability�), abreviado por VDI.Historiamente, a VDI foi desrita primeiramente em um trabalho matemátio feito porAbraham e Smale [6℄, em 1970, sobre um sistema difeomor�smo13 T 2 ×S2, ujo onjunto invariantepossuía dois pontos �xos om diferentes dimensões instáveis. A primeira presença da VDI em sistemas13f(x) é um difeomor�smo se f(x) e f−1(x) forem difereniáveis em todo o domínio de x.



2.8 VDI 15dinâmios foi no meanismo hamado de �rotor duplo pulsado�, iniialmente estudado por F. J.Romeiras et. al. [8℄, em 1992, e devidamente identi�ado a presença da VDI por S. Dawson et.al.[7℄, em 1994. Este mesmo meanismo será estudado em nosso trabalho.Sabemos que se um sistema é aótio, o primeiro expoente de Lyapunov (λ1) tornou-se posi-tivo, onsequentemente o sistema não possuirá órbitas estáveis, predominando agora órbitas instáveisom uma direção instável ,du = 1. Como o onjunto aótio apresenta órbitas om quantidades dedireções instáveis diferentes de um, por exemplo d
u = 2, uma trajetória gerada numeriamente14sofrerá a in�uênia desta segunda direção instável, e omo onseqüênia esta trajetória gerada nu-meriamente, na presença da VDI, perde a on�abilidade para uma previsão a longo tempo.Podemos veri�ar a presença da VDI no sistema, analisando o omportamento do segundoexpoente de Lyapunov (λ2). Nesta análise, observamos o omportamento de λ2 a tempo �nito.Veri�amos os λ2 a urto tempo, e aso este expoente apresente �utuação em torno de zero, temosforte indíio da apresenta de VDI no sistema. Esta �utuação em torno de zero implia λ2 seja orapositivo, ora negativo, e omo resultado teremos variação na direção instável, ora du = 1, ora du = 2.

14Trajetória gerada através de álulos, om auxílio de omputador.



Capítulo 3Rotor Duplo Pulsado e seus ResultadosDesrevemos neste apítulo os estudos realizados bem omo os resultados obtidos referentesao sistema dinâmio adotado, o �Rotor Duplo Pulsado� (RDP). A motivação em estudar este sistemadinâmio está no fato de ter sido o primeiro sistema dinâmio a desrever a VDI (Variabilidade daDimensão Instável)[7℄. O rotor duplo pulsado omeçou a ser estudado por F. J. Romeiras et. al. [8℄,em seu trabalho sobre �ontrole de aos em sistemas dinâmios�. Iniiamos o apítulo desrevendoo RDP, e em seguida deduzimos, por meio das equações de movimento, o �Mapa do Rotor DuploPulsado� (MRDP), onde obtemos os diagramas de bifurações. Na seqüênia, desrevemos os estudosreferentes aos pontos �xos e órbitas periódias, bifurações, expoentes de Lyapunov, rise e VDI. No�nal do apítulo analisamos os resultados obtidos onde tiramos as onlusões �nais.3.1 Rotor Duplo Pulsado - RDPNa Figura (3.1) vemos um esquema do rotor duplo pulsado. Ele é formado por duas hastesde massas desprezíveis, a haste1 om omprimento l1, e a haste2 om omprimento 2l2. Umaextremidade da haste1 artiula livremente sobre um piv�, de�nido no ponto P0. Na outra extremidadeda haste1, denominado omo ponto P1, é �xado uma massa m1. Neste mesmo ponto P1, a haste2é onetada no seu ponto médio, de forma que ela possa artiular livremente sobre a massa m1. Da
haste2 temos então dois braços de omprimentos l2. Duas massas m2 são �xadas nas extremidadesda haste2, respetivamente nos pontos P2 e P3. Toda dinâmia do RDP oorre no espaço 2-D, e oefeito da força de gravidade sobre o sistema não será onsiderado, neste aso vamos imaginar queo RDP esteja montado numa mesa lisa, ujos oe�ientes de atrito dos elementos do RDP om amesa sejam nulos. Estudaremos então a dinâmia do RDP no plano X-Y, om a origem loalizada noponto P0. Monitoraremos o sistema pelos ângulos θ1, ângulo da haste1, e θ2, da haste2, portanto oRDP possui dois graus de liberdade. Os pontos de artiulação, P1 e P2, terão atritos do tipo visoso,om oe�ientes ν1 e ν2, respetivamente, o que arateriza o sistema omo sendo dissipativo.No ponto P2 loalizado numa das extremidades da haste2, sob a massa m2, será apliada

16
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Figura 3.1: Esquema do rotor duplo pulsado.uma força periódia, dado por:
f(t) = f0

∞
∑

k=1

δ(t− kT ) , (3.1)om: f0 ≥ 0 ; T é o período e δ representa a função delta de Dira. Temos então que: f(t) = 0 para
t 6= kT , onde k = 1, 2, · · · .Em termos vetoriais, a força periódia será dada por:

~f(t) = −f(t)~i , (3.2)ou seja, a força é apliada na direção paralela ao eixo X, no sentido -X.3.2 Mapa do Rotor Duplo Pulsado - MRDPVamos deduzir o mapa do rotor duplo pulsado (MRDP). Como foi itado, o RDP é umsistema dissipativo e om dois graus de liberdade. As equações de movimento deste sistema sãodadas pela expressão ([21℄, apítulo 1-5):
d

dt

(

∂L
∂θ̇i

)

− ∂L
∂θi

+
∂F
∂θ̇i

= 0 (i=1,2) , (3.3)onde:
• θi → Ângulo da hastei;
• θ̇i → Veloidade angular da hastei;
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• L → Função Lagrangeana do sistema;
• F → Função de dissipação de Rayleigh.3.2.1 Função LagrangeanaA função Lagrangeana é de�nida omo:

L = K − U , (3.4)onde:
• K → Energia inétia;
• U → Energia potenial.Iniiaremos esrevendo o sistema em função das oordenadas artesianas (XY ), passandoentão para as oordenadas generalizadas (θi). As posições das massas serão:massa m1 no ponto P1

{

x1 = l1 cos θ1 ,
y1 = l1 sen θ1 ,massa m2 no ponto P2

{

x2 = l1 cos θ1 + l2 cos θ2 ,
y2 = l1 sen θ1 + l2 sen θ2 ,massa m2 no ponto P3

{

x3 = l1 cos θ1 − l2 cos θ2 ,
y3 = l1 sen θ1 − l2 sen θ2 .Derivando as posições em t temos as veloidades:

ẋ1 = −l1θ̇1 sen θ1 ,
ẏ1 = l1θ̇1 cos θ1 ,
ẋ2 = −l1θ̇1 sen θ1 − l2θ̇2 sen θ2 ,
ẏ2 = l1θ̇1 cos θ1 + l2θ̇2 cos θ2 ,
ẋ3 = −l1θ̇1 sen θ1 + l2θ̇2 sen θ2 ,
ẏ3 = l1θ̇1 cos θ1 − l2θ̇2 cos θ2 .Cálulo da energia inétiaA energia inétia é obtida pela expressão:

K =
1

2
m1

(

ẋ2
1 + ẏ2

1

)

+
1

2
m2

(

ẋ2
2 + ẏ2

2

)

+
1

2
m2

(

ẋ2
3 + ẏ2

3

) ,Obtemos então :
K =

1

2
(m1 + 2m2)l

2
1θ̇

2
1 +

1

2
(2m2)l

2
2θ̇

2
2 , (3.5)



3.2 Mapa do Rotor Duplo Pulsado - MRDP 19Reesrevendo em termos das energias inétias de rotação das hastes, temos :
K =

1

2
I1θ̇

2
1 +

1

2
I2θ̇

2
2 , (3.6)onde : {

I1 = (m1 + 2m2)l
2
1 (momento de inéria da haste1) ,

I2 = (2m2)l
2
2 (momento de inéria da haste2) .Cálulo da energia potenialA energia potenial é de�nida pela força periódia ~f(t), apliada no ponto P2, que obedeea expressão:

dU = −~f(t) · d~s ,onde : {

~f(t) = −f(t)~i (força periódia do sistema),
d~s = dx~i+ dy~j .Fazendo o produto esalar e integrando a expressão, temos:

U − U0 =

∫ x2

0

f(t)dx ,onde de�nimos : {

U0 = 0 em x = 0 ,
x2 = l1 cos θ1 + l2 cos θ2 .Obtemos então :

U = f(t) (l1 cos θ1 + l2 cos θ2) . (3.7)Obtendo a função LagrangeanaVamos simpli�ar as expressões, tomando algumas igualdades:
m1 = m , (3.8)
m2 =

m1

2
=
m

2
, (3.9)

l2 = l , (3.10)
l1 =

l2√
2

=
l√
2
, (3.11)

I1 = (m1 + 2m2)l
2
1 = ml2 = I , (3.12)

I2 = (2m2)l
2
2 = ml2 = I . (3.13)Finalizamos a função Lagrangeana omo :

L =
I

2

(

θ̇2
1 + θ̇2

2

)

− f(t)l

(

1√
2

cos θ1 + cos θ2

) . (3.14)



3.2 Mapa do Rotor Duplo Pulsado - MRDP 203.2.2 Função de dissipação de RayleighA função de dissipação de Rayleigh está relaionada om a energia dissipada em virtudedas forças resistivas, pela existênia de atrito nos meios. No nosso sistema temos atrito nos piv�sdos pontos P0 e P1, ujos oe�ientes são, respetivamente, ν1 e ν2. A função de Rayleigh seráproporional às veloidades angulares das hastes, onsequentemente om as energias inétias dashastes.No piv� do ponto P1, o atrito ν1 retarda a haste1, temos então:
F1 = ν1

1

2
I1θ̇

2
1 ,Já no piv� do ponto P2, o atrito ν2 além de retardar a haste2, aelera a haste1 por transferênia demomento angular. Obtemos então:

F2 = ν2
1

2
I2

(

θ̇2 − θ̇1

)2 ,Conluímos então que a função de dissipação de Rayleigh do sistema será dado por:
F = ν1

1

2
I1θ̇

2
1 + ν2

1

2
I2

(

θ̇2 − θ̇1

)2

⇒ F = ν1
1

2
Iθ̇2

1 + ν2
1

2
I
(

θ̇2 − θ̇1

)2 . (3.15)3.2.3 Resolvendo as equações de movimentoPodemos agora resolver as equações de movimento dado em (3.3). Começamos fazendo asderivadas pariais:
∂L
∂θi

⇒















∂L
∂θ1

= f(t)
l√
2

sen θ1 ,
∂L
∂θ2

= f(t)l sen θ2 , (3.16)
∂L
∂θ̇i

⇒















∂L
∂θ̇1

= Iθ̇1 ,
∂L
∂θ̇2

= Iθ̇2 , (3.17)
∂F
∂θ̇i

⇒















∂F
∂θ̇1

= (ν1 + ν2) Iθ̇1 − ν2Iθ̇2 ,
∂F
∂θ̇2

= −ν2Iθ̇1 + ν2Iθ̇2 . (3.18)Substituindo em (3.3), obtemos as equações difereniais:
dθ̇1
dt

= − (ν1 + ν2) θ̇1 + ν2θ̇2 + f(t)
l

I
√

2
sen θ1 , (3.19)

dθ̇2
dt

= ν2θ̇1 − ν2θ̇2 + f(t)
l

I
sen θ2 , (3.20)Em formato matriial, teremos:

d

dt

(

θ̇1(t)

θ̇2(t)

)

= Aν

(

θ̇1(t)

θ̇2(t)

)

+ f(t)
l

I





1√
2

sen θ1(t)

sen θ2(t)



 , (3.21)
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Aν =

(

− (ν1 + ν2) ν2

ν2 −ν2

) , (3.22)e lembrando que:
f(t) = f0

∞
∑

k=1

δ(t− kT ) . (3.23)Solução para : 0 ≤ t < T (f(t) = 0)Como f(t) é desontínua, devemos resolver (3.21) em etapas. Começaremos no intervalo
0 ≤ t < T , onde f(t) = 0. Neste intervalo, reduzimos (3.21) para um sistema de equações lineares.Obtemos então:

d

dt

(

θ̇1(t)

θ̇2(t)

)

= Aν

(

θ̇1(t)

θ̇2(t)

)

⇒ Θ̈(t) = AνΘ̇(t) , (3.24)onde:
Θ̇(t) =

(

θ̇1(t)

θ̇2(t)

) , (3.25)Resolveremos em termos de Θ̇. A solução para este sistema linear será:
Θ̇(t) = ψeζt , (3.26)que substituindo em (3.24), resulta:

(Aν − ζI2)ψ = 0 . (3.27)onde:
• ζ → Autovalores da matriz Aν . Como Aν é uma matriz 2 × 2, teremos dois autovalores(ζ1 e ζ2);
• ψ → Autovetor assoiado ao autovalor (ψ(1) assoiado ao ζ1, e ψ(2) assoiado ao ζ2);
• I2 → Matriz identidade 2 × 2.Resolvendo a expressão (3.27), obtemos os autovalores e os autovetores assoiados:

ζ1 = −1

2
(ν1 + 2ν2 + ∆) , (3.28)

ζ2 = −1

2
(ν1 + 2ν2 − ∆) , (3.29)

ψ(1) =







2ν2

(ν1 − ∆)

1






, (3.30)

ψ(2) =







2ν2

(ν1 + ∆)

1






, (3.31)
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√

ν2
1 + 4ν2

2 . (3.32)A solução geral de (3.26) será então a ombinação linear dos autovalores e autovetores. Ondeobtemos:
Θ̇(t) = C1ψ

(1)eζ1t + C2ψ
(2)eζ2t , (3.33)

C1 e C2 são onstantes, de�nidas pelas ondições iniiais. Seja a ondição iniial, em t = 0:
Θ̇(0) =

(

θ̇1(0)

θ̇2(0)

)

=⇒
(

θ̇1(0)

θ̇2(0)

)

= C1







2ν2

(ν1 − ∆)

1






+ C2







2ν2

(ν1 + ∆)

1






. (3.34)Obtemos então :

C1 = −ν2

∆
θ̇1(0) +

1

2∆
(∆ − ν1) θ̇2(0) , (3.35)

C2 =
ν2

∆
θ̇1(0) +

1

2∆
(∆ + ν1) θ̇2(0) . (3.36)Substituindo em (3.33):

(

θ̇1(t)

θ̇2(t)

)

=





1
2∆

(∆ + ν1)e
ζ1t + 1

2∆
(∆ − ν1)e

ζ2t −ν2

∆
eζ1t + ν2

∆
eζ2t

−ν2

∆
eζ1t + ν2

∆
eζ2t 1

2∆
(∆ − ν1)e

ζ1t + 1
2∆

(∆ + ν1)e
ζ2t





(

θ̇1(0)

θ̇2(0)

) .(3.37)de�nimos então as matrizes:
L(t) = W1e

ζ1t + W2e
ζ2t , (3.38)

W1 =







1

2∆
(∆ + ν1) −ν2

∆

−ν2

∆

1

2∆
(∆ − ν1)






, (3.39)

W2 =







1

2∆
(∆ − ν1)

ν2

∆
ν2

∆

1

2∆
(∆ + ν1)






, (3.40)e a nossa solução, em termos de Θ̇, �ará:̇

Θ(t) = L(t)Θ̇(0) . (3.41)Para obter a solução em termos de Θ, integramos a expressão (3.41):
∫ t

0

Θ̇(τ)dτ =

∫ t

0

L(τ)Θ̇(0)dτ ⇒ Θ(t) −Θ(0) = M(t)Θ̇(0) , (3.42)onde:
Θ(t) =

(

θ1(t)

θ2(t)

) , Θ(0) =

(

θ1(0)

θ2(0)

) ,
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M(t) =

∫ t

0

L(τ)dτ = W1
(eζ1t − 1)

ζ1
+ W2

(eζ2t − 1)

ζ2
. (3.43)Nossa solução, para Θ, no intervalo 0 ≤ t < T será:

Θ(t) = M(t)Θ̇(0) + Θ(0) . (3.44)Podemos obter uma expressão que relaione a matriz L(t) om a M(t). Derivando as expressões(3.41) e (3.44), e substituindo os resultados na expressão (3.24), obtemos:
d

dt
L(t) = Aν

d

dt
M(t) , (3.45)integrando, resulta :

L(t) − L(0) = Aν [M(t) −M(0)] , (3.46)omo :
L(0) = W1 + W2 =

(

1 0

0 1

)

= I2 , M(0) = 0 ,onluímos então:
L(t) − I2 = AνM(t) . (3.47)Solução para : t = TPara t = T , integraremos (3.21) no intervalo em torno de T , de T − ǫ até T + ǫ, onde ǫ≪ 1.Denominaremos este intervalo de T− (antes do pulso) a T+ (após o pulso). Teremos então:

∫ T+

T−

d

dt

(

θ̇1(t)

θ̇2(t)

)

dt = Aν

∫ T+

T−

d

dt

(

θ1(t)

θ2(t)

)

dt+

∫ T+

T−

f0
l

I

∞
∑

k=1

δ(t− kT )

(

1√
2

sen θ1(t)

sen θ2(t)

)

dt,
(

θ̇1(T
+)

θ̇2(T
+)

)

−
(

θ̇1(T
−)

θ̇2(T
−)

)

= Aν

[(

θ1(T
+)

θ2(T
+)

)

−
(

θ1(T
−)

θ2(T
−)

)]

+ f0
l

I

(

1√
2

sen θ1(T )

sen θ2(T )

) . (3.48)Neste intervalo, a veloidade angular é desontínua, isto é : Θ̇(T−) 6= Θ̇(T+), mas as posiçõesangulares são ontinuas: Θ(T−) = Θ(T+) para ǫ→ 0 . Com isso:
(

θ1(T
+)

θ2(T
+)

)

=

(

θ1(T
−)

θ2(T
−)

)

=

(

θ1(T )

θ2(T )

) . (3.49)Observamos que Θ(T−) refere-se às posições antes do pulso, obedee então a expressão (3.44) , om
t = T , assim omo Θ̇(T−) refere-se às veloidades antes do pulso, expresso em (3.41) , om t = T .Conluímos:

(

θ1(T )

θ2(T )

)

= M(T )

(

θ̇1(0)

θ̇2(0)

)

+

(

θ1(0)

θ2(0)

) , (3.50)
(

θ̇1(T
+)

θ̇2(T
+)

)

= L(T )

(

θ̇1(0)

θ̇2(0)

)

+ f0
l

I

(

1√
2

sen θ1(T )

sen θ2(T )

) . (3.51)



3.2 Mapa do Rotor Duplo Pulsado - MRDP 24Solução para : t = (k + 1)TPara o intervalo T ≤ t < 2T , as soluções serão as expressões (3.44) e (3.41) , onde as ondiçõesiniiais Θ̇(0) e Θ(0) serão substituídos por Θ̇(T+) e Θ(T+). Repete-se então o proesso, onde asvariáveis atuais serão ondições iniiais para a próxima etapa. O nosso interesse está numa soluçãogeral logo após um pulso, ou seja, para t = (k+1)T , onde k é um número inteiro. Pretendemos entãoalular Θ̇(T (k + 1)) e Θ(T (k + 1)), onde usaremos as expressões (3.50) e (3.51), om as ondiçõesiniiais Θ̇(Tk) e Θ(Tk):
(

θ1(T (k + 1))

θ2(T (k + 1))

)

= M(T )

(

θ̇1(Tk)

θ̇2(Tk)

)

+

(

θ1(Tk)

θ2(Tk)

) , (3.52)
(

θ̇1(T (k + 1))

θ̇2(T (k + 1))

)

= L(T )

(

θ̇1(Tk)

θ̇2(Tk)

)

+ f0
l

I

(

1√
2

sen θ1(T (k + 1))

sen θ2(T (k + 1))

) . (3.53)3.2.4 Obtendo o mapa do rotor duplo pulsado (MRDP)Vamos agora fazer algumas mudanças de variáveis e também �xar valores nas grandezas1.Trabalharemos somente om um parâmetro de ontrole, o módulo da força f0.De�nimos então:
T = 1s, l = 1m,

m = 1kg ⇒ I = 1kgm2,

ν1 = 1/s, ν2 = 1/s,

θ1(Tk) = x1(n), θ2(Tk) = x2(n),

θ̇1(Tk) = y1(n), θ̇2(Tk) = y2(n),

θ1(T (k + 1)) = x1(n+1), θ2(T (k + 1)) = x2(n+1),

θ̇1(T (k + 1)) = y1(n+1), θ̇2(T (k + 1)) = y2(n+1).Fazendo as substituições, obtemos então as matrizes de onstantes:
L =

(

0, 241427723978 0, 272608937663

0, 272608937663 0, 514036661638

) , (3.54)
M =

(

0, 485963338360 0, 213354400697

0, 213354400697 0, 699317739057

) . (3.55)Finalizamos então om o mapa do rotor duplo pulsado (MRDP):
x1(n+1) = M11y1(n) +M12y2(n) + x1(n) , (3.56)
x2(n+1) = M21y1(n) +M22y2(n) + x2(n) , (3.57)
y1(n+1) = L11y1(n) + L12y2(n) +

f0√
2

sen x1(n+1) , (3.58)
y2(n+1) = L21y1(n) + L22y2(n) + f0 sen x2(n+1) . (3.59)1Foram adotados nas grandezas T, l, m, I, ν1 e ν2 valores om o objetivo de minimizar as onstantes resultantes nasequações do mapa, além de serem valores adotados em trabalhos anteriores [8℄.
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Mij e Lij são os elementos das matrizes M e L.de�nimos : 









x1,2 ∈ S1,

y1,2 ∈ R,

f0 ∈ R+,onde S1 é o írulo de�nido em R(mod 2π). 2O MRDP é um mapa 4-dimensional, onde x1 e x2 são posições angulares das hastes 1 e 2respetivamente, e y1 e y2 suas respetivas veloidades angulares. Observa-se que o MRDP é ummapa aoplado, e o termo de aoplamento está em sen x1(n+1) na expressão (3.58), e sen x2(n+1) naexpressão (3.59). Representando o MRDP em forma de matrizes, obtemos:
X(n+1) = M.Y(n) + X(n) , (3.60)
Y(n+1) = L.Y(n) + G(X(n+1)) . (3.61)onde :

X(k) =

(

x1(k)

x2(k)

) , Y(k) =

(

y1(k)

y2(k)

) , G(X(n+1)) = f0





1√
2

sen x1(n+1)

sen x2(n+1)



 .
3.3 Parâmetro de Controle do MRDPDe�nimos omo parâmetro de ontrole o módulo da força periódia f0. Estudaremos omoo MRDP se omporta quando alteramos esse parâmetro, onde pretendemos enontrar os seguintesvalores dos parâmetros rítios:

• f0(Caos) - Parâmetro do iníio do aos,
• f0(Crise) - Parâmetro do iníio da rise,
• f0(V DI) - Parâmetro do iníio da VDI,
• f0(V DImax) - Parâmetro da VDI máxima.3.4 Matriz JaobianaDevemos agora alular a Matriz Jaobiana. Ela será utilizada nos álulos das estabilidadesdos pontos �xos e órbitas periódias, além dos álulos dos expoentes de Lyapunov. A matriz Ja-obiana é obtida pelas derivadas pariais nas variáveis dependentes, e para um mapa 4-dimensional,2Ou seja: S1 = {x1,2 ∈ R | 0 ≤ x1,2 < 2π}.



3.5 Diagramas de Bifurações 26omo é o aso do MRDP, obteremos uma matriz 4 × 4. A matriz Jaobiana é de�nida omo:
DG =































∂x1(n+1)

∂x1(n)

∂x1(n+1)

∂x2(n)

∂x1(n+1)

∂y1(n)

∂x1(n+1)

∂y2(n)

∂x2(n+1)

∂x1(n)

∂x2(n+1)

∂x2(n)

∂x2(n+1)

∂y1(n)

∂x2(n+1)

∂y2(n)

∂y1(n+1)

∂x1(n)

∂y1(n+1)

∂x2(n)

∂y1(n+1)

∂y1(n)

∂y1(n+1)

∂y2(n)

∂y2(n+1)

∂x1(n)

∂y2(n+1)

∂x2(n)

∂y2(n+1)

∂y1(n)

∂y2(n+1)

∂y2(n)































. (3.62)
Destas 16 derivadas pariais, devemos observar o termo de aoplamento do mapa em sen x1(n+1)na expressão (3.58), e sen x2(n+1) na expressão (3.59). Estas expressões �arão:

y1(n+1) = L11y1(n) + L12y2(n) +
f0√
2

sen
(

M11y1(n) +M12y2(n) + x1(n)

) , (3.63)
y2(n+1) = L21y1(n) + L22y2(n) + f0 sen

(

M21y1(n) +M22y2(n) + x2(n)

) . (3.64)Fazendo as derivadas, obtemos então a matriz Jaobiana do MRDP:
DG =



















1 0 M11 M12

0 1 M21 M22

f0√
2
cosx1(n+1) 0 L11 +M11

f0√
2
cosx1(n+1) L12 +M12

f0√
2
cosx1(n+1)

0 f0 cosx2(n+1) L21 +M21f0 cos x2(n+1) L22 +M22f0 cos x2(n+1)



















.(3.65)
3.5 Diagramas de BifuraçõesPara uma visão geral da dinâmia do RDP, estudamos seu omportamento através dos �Di-agramas de Bifurações� do MRDP. Nesses diagramas, podemos visualizar as órbitas periódiasestáveis e a seqüênia de bifurações, onforme o parâmetro de ontrole é inrementado. Obtemosos diagramas de bifurações om o auxílio do omputador, para o álulo e a armazenagem dosdados. Neste proesso, para ada parâmetro f0, foram seleionados aleatoriamente 250 ondiçõesiniiais para x1(0) e x2(0), e om valores iniiais de y1(0) = 0 e y2(0) = 0. Para ada ondição iniialiteramos o mapa por um tempo n = 6000, para eliminar o transiente3, sem armazenagem de dadosneste intervalo. Após o transiente, iteramos mais 10 vezes, e destas iterações armazenamos os dados3Queremos que a dinâmia do sistema seja atraída para uma órbita periódia estável ou um atrator.
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Figura 3.2: Diagrama de bifuração x1 × f0.

Figura 3.3: Diagrama de bifuração x2 × f0.neessários (f0, x1, x2, y1, y2). Iniiamos o proesso om o parâmetro f0(inicial) = 3, e �nalizamos em
f0(final) = 8.9, inrementando f0 om passo de 0.005 .Como o MRDP é 4-dimensional, podemos ter 4 versões de diagramas : x1 × f0, x2 × f0,
y1 × f0 e y2 × f0. Apesar destes diagramas apresentarem esboços das órbitas difereniadas entre si,
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Figura 3.4: Diagrama de bifuração y1 × f0.

Figura 3.5: Diagrama de bifuração y2 × f0.a dinâmia é a mesma, ou seja, as mudanças de omportamento que o RDP apresenta podem seridenti�adas nos quatro diagramas, om os mesmos valores de parâmetros . Vemos estes diagramasnas Figuras (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5).Observa-se nos diagramas que tanto x1 omo x2 estão limitados no sub-espaço S1, isto é,
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Figura 3.6: Seqüênia de iteradas om |~fA| < 4, 28 (antes da 1a bifuração).

Figura 3.7: Seqüênia de iteradas om 4, 28 < |~fB| < 6, 42 (após a 1a bifuração).
0 ≤ x1,2 < 2π. Analisando os diagramas, vemos que x1 e x2 permaneem estaionários em π até oparâmetro f0 ≈ 4, 28 4, quando sofrem a primeira bifuração, onde demonstraremos tratar-se de umabifuração de dupliação de período. Vemos nas Figuras (3.6) e (3.7) dois exemplos da dinâmia doRDP que representam estas fases. Na Figura 3.6, om o parâmetro f0 inferior ao valor 4,28 , partindode uma ondição iniial aleatória nas posições x1 e x2, observa-se que, após um tempo de transiente,tanto x1 quanto x2 permaneerão estaionários no ângulo de π (180 graus), por um tempo in�nito.Já na Figura (3.7), om f0 entre 4,28 a 6,42 , após um tempo de transiente , as hastes alternarão asposições em torno de π, ora x1 = (π−∆x1) e x2 = (π−∆x2), ora x1 = (π+ ∆x1) e x2 = (π+ ∆x2),4Valores desritos nas análises dos diagramas foram obtidos diretamente dos grá�os, ampliando-se a esala daprojeção.



3.6 Pontos Fixos do MRDP 30onde ∆x1 e ∆x2 são as diferenças das aberturas de x1 e x2 em torno de π.Vemos na seqüênia, em f0 ≈ 6, 42, uma segunda bifuração, forquilha para o diagrama daFigura (3.3), e transrítia para os diagramas das Figuras (3.2), (3.4) e (3.5), também serão demons-tradas estas bifurações. Logo após temos bifurações de dupliação de período, que ulminam numaasata de dupliação de período, e em f0 ≈ 6, 75 oasionam o iníio do �aos�, onde identi�amosas duas bandas do atrator aótio. Na primeira bifuração de dupliação de período, em f0 ≈ 4, 28,riou-se duas faixas de estabilidades, (0 < x1,2 < π) e (π < x1,2 < 2π), que podem ser identi�adaspela Figura (3.7). Observa-se que as iterações, para valores de x1 e x2, alternam-se entre as duasfaixas. Na região aótia, observamos que as iterações ontinuam nesta alternânia, o que leva à for-mação das duas bandas aótias. Em f0 ≈ 6, 85 vemos que as duas bandas subitamente se fundem,provoado pelo surgimento da �rise�.Além do ramo prinipal, veri�a-se nos diagramas, órbitas periódias que nasem repentina-mente, bifuram em asata de dupliação de período, tornam-se aótias, entram em rise (olisãodo atrator aótio om uma órbita periódia instável) e desapareem repentinamente. Como exem-plo, entre f0 ≈ 3, 43 a f0 ≈ 3, 84, vemos órbitas periódias de período-4, que nasem de bifuraçõessela-nó (Seção 2.3.5). Estas órbitas são oriundas da multiestabilidade que o MRDP apresenta, pois,para um sistema de alta dimensionalidade omo o MRDP, podemos ter a oexistênia de múlti-plos atratores, e omo geramos os diagramas de bifurações usando muitas ondições iniiais (250ondições iniiais aleatórias), ertas ondições iniiais são atraídas por estes atratores, onde órbitasperiódias estáveis nasem via bifuração sela-nó. Estes atratores são destruídos em razão da �rise�(disutiremos sobre rise nas próximas seções). Veri�amos a oexistênia de outras órbitas perió-dias que nasem em função desta multiestabilidade, mas om pequeno domínio nos diagramas debifurações (apresentam-se omo aglomerados de pontos alinhados).3.6 Pontos Fixos do MRDPVamos deduzir as expressões neessárias para obtermos os pontos �xos, ou órbitas periódiasde período-1. O ponto �xo no MRDP é de�nido por:
x1(n+1) = x1(n) = x∗1 ,
x2(n+1) = x2(n) = x∗2 ,
y1(n+1) = y1(n) = y∗1 ,
y2(n+1) = y2(n) = y∗2 .Apliando no MRDP, na forma matriial, obtemos:

X
∗ = M.Y∗ + X

∗ − 2πN , (3.66)
Y

∗ = L.Y∗ + G(X∗) , (3.67)onde :
N =

(

n1

n2

) ,



3.6 Pontos Fixos do MRDP 31é o vetor número de rotações da haste1 e da haste2, respetivamente, onde n1,2 ∈ Z. Aresentamoseste vetor para termos um múltiplo de 2π, que x∗1 e x∗2 estão inrementados, antes de serem oloadosno intervalo [0, 2π[. Da expressão (3.66), obtemos:
Y

∗ = 2πM−1.N . (3.68)Calulando a matriz inversa de M, teremos a expressão para y∗1 e y∗2:
(

y∗1

y∗2

)

= 2π

(

2, 376023935790 −0, 724899619371

−0, 724899619371 1, 651124316420

)(

n1

n2

) . (3.69)Da expressão (3.67), temos:
G(X∗) = (I2 − L).Y∗ , (3.70)inserindo as expressões (3.47) e (3.69) na expressão (3.70), teremos:

G(X∗) = −AνMY
∗ = −2πAνN . (3.71)A matriz Aν �ou de�nida omo:

Aν =

(

− (ν1 + ν2) ν2

ν2 −ν2

)

=

(

−2 1

1 −1

) ( pois : ν1 = ν2 = 1) , (3.72)hegamos então à expressão para x∗1 e x∗2:
(

sen x∗1

sen x∗2

)

=
2π

f0

(

2
√

2 −
√

2

−1 1

)(

n1

n2

) . (3.73)omo: | sen x1,2| ≤ 1, temos então que:
|2n1 − n2| ≤ f0

2π
√

2
, (3.74)

|n2 − n1| ≤ f0

2π
. (3.75)Portanto n1 e n2 devem satisfazer às expressões (3.74) e (3.75). Analisando as expressões dos pontos�xos, observamos:

• Da expressão (3.69), vemos que as soluções para y∗1 e y∗2 são únias e dependem diretamente de
n1 e n2, respetivamente.

• Da expressão (3.73), x∗1 e x∗2 não terão soluções únias pois:
sen (α) = sen (π − α),
sen (π + α) = sen (2π − α) = − sen (α),
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2
.

• Das expressões (3.74) e (3.75), omo n1 e n2 são números inteiros, as soluções restringem f0em intervalos om múltiplos de 2π
√

2 ou 2π.
Pontos �xos para : 0 < f0 < 2π 5

|2n1 − n2| <
1√
2

⇒ |2n1 − n2| = 0 ,
|n2 − n1| < 1 ⇒ |n2 − n1| = 0 ,lembrando que n1 e n2 são números inteiros. Solução : (n1 = 0 ; n2 = 0)

{

n1 = 0

n2 = 0
⇒























x∗1 = arcsen(0)

x∗2 = arcsen(0)

y∗1 = 0

y∗2 = 0

⇒























x∗1 = 0, π

x∗2 = 0, π

y∗1 = 0

y∗2 = 0

,portanto :
(x∗1, x

∗
2, y

∗
1, y

∗
2)(n1 = 0 ; n2 = 0) =























(0; 0; 0; 0)

(0; π; 0; 0)

(π; 0; 0; 0)

(π; π; 0; 0)

. (3.76)
Pontos �xos para : 2π ≤ f0 < 2π

√
2

|2n1 − n2| < 1 ⇒ |2n1 − n2| = 0 ,
|n2 − n1| <

√
2 ⇒ |n2 − n1| =

{

0

1
,Soluções : (n1 = 0 ; n2 = 0) 6 , (n1 = 1 ; n2 = 2) , (n1 = −1 ; n2 = −2) .

{

n1 = 1

n2 = 2
⇒























x∗1 = arcsen(0)

x∗2 = arcsen
(

2π
f0

)

y∗1 = 5, 819641402

y∗2 = 16, 19396145

⇒























x∗1 = 0, π

x∗2 = arcsen
(

2π
f0

)

,
(

π − arcsen
(

2π
f0

))

y∗1 = 5, 819641402

y∗2 = 16, 19396145

,5Como f0 < 2π, o sinal de �menor ou igual� das expressões (3.74) e (3.75) foram troados por �menor�.6(n1 = 0 ; n2 = 0) será solução para qualquer intervalo, om f0 > 0.
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{

n1 = −1

n2 = −2
⇒























x∗1 = arcsen(0)

x∗2 = arcsen
(

−2π
f0

)

y∗1 = −5, 819641402

y∗2 = −16, 19396145

⇒























x∗1 = 0, π

x∗2 = −arcsen
(

2π
f0

)

,
(

π + arcsen
(

2π
f0

))

y∗1 = −5, 819641402

y∗2 = −16, 19396145

,teremos então:
(x∗1, x

∗
2, y

∗
1, y

∗
2)(n1 = 1 ; n2 = 2) =











































[

0; arcsen
(

2π
f0

)

; 5, 819641402; 16, 19396145
]

[

0;
(

π − arcsen
(

2π
f0

))

; 5, 819641402; 16, 19396145
]

[

π; arcsen
(

2π
f0

)

; 5, 819641402; 16, 19396145
]

[

π;
(

π − arcsen
(

2π
f0

))

; 5, 819641402; 16, 19396145
]

,
(x∗1, x

∗
2, y

∗
1, y

∗
2)(n1 = −1 ; n2 = −2) =











































[

0; −arcsen
(

2π
f0

)

; −5, 819641402; −16, 19396145
]

[

0;
(

π + arcsen
(

2π
f0

))

; −5, 819641402; −16, 19396145
]

[

π; −arcsen
(

2π
f0

)

; −5, 819641402; −16, 19396145
]

[

π;
(

π + arcsen
(

2π
f0

))

; −5, 819641402; −16, 19396145
]

.
Pontos �xos para : 2π

√
2≤ f0 < 4π

|2n1 − n2| <
√

2 ⇒ |2n1 − n2| =

{

0

1
,

|n2 − n1| < 2 ⇒ |n2 − n1| =

{

0

1
,Soluções: 









(n1 = 0;n2 = 0) (n1 = 1;n2 = 2) (n1 = −1;n2 = −2)

(n1 = 0;n2 = 1) (n1 = 1;n2 = 1) (n1 = 2;n2 = 3)

(n1 = 0;n2 = −1) (n1 = −1;n2 = −1) (n1 = −2;n2 = −3)

.
{

n1 = 0

n2 = ±1
⇒























x∗1 = arcsen(∓2π
√

2
f0

)

x∗2 = arcsen
(

±2π
f0

)

y∗1 = ∓4, 55678639

y∗2 = ±10, 37432004

⇒



























x∗1 = ∓arcsen
(

2π
√

2
f0

)

,
(

π ± arcsen
(

2π
√

2
f0

))

x∗2 = ±arcsen
(

2π
f0

)

,
(

π ∓ arcsen
(

2π
f0

))

y∗1 = ∓4, 55678639

y∗2 = ±10, 37432004

,
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{

n1 = ±1

n2 = ±1
⇒























x∗1 = arcsen(±2π
√

2
f0

)

x∗2 = arcsen(0)

y∗1 = ±10, 37432004

y∗2 = ±5, 819641402

⇒























x∗1 = ±arcsen
(

2π
√

2
f0

)

,
(

π ∓ arcsen
(

2π
√

2
f0

))

x∗2 = 0, π

y∗1 = ±10, 37432004

y∗2 = ±5, 819641402

,
{

n1 = ±2

n2 = ±3
⇒























x∗1 = arcsen(±2π
√

2
f0

)

x∗2 = arcsen
(

±2π
f0

)

y∗1 = ±16, 19396145

y∗2 = ±22, 01360285

⇒



























x∗1 = ±arcsen
(

2π
√

2
f0

)

,
(

π ∓ arcsen
(

2π
√

2
f0

))

x∗2 = ±arcsen
(

2π
f0

)

,
(

π ∓ arcsen
(

2π
f0

))

y∗1 = ±16, 19396145

y∗2 = ±22, 01360285

.
Segue-se a mesma análise para intervalos superiores.Observando os diagramas de bifurações das Figuras (3.2) e (3.3), vemos que a dinâmiado RDP �a restrita no intervalo 0 < f0 < 2π

√
2, estudaremos então o RDP neste intervalo. Para

n1 = 0 e n2 = 0, não há restrição de intervalo para f0. No intervalo 2π < f0 < 2π
√

2, temos tambémomo solução n1 = ±1 e n2 = ±2. Para este par de rotações, temos omo solução em Y:
(

y∗1

y∗2

)

(n1=±1;n2=±2)

=

(

±5, 81964140

±16, 19396145

) . (3.77)Valores de y1 e y2 próximos dos expostos em (3.77), somente são veri�ados para f0 apósa rise (em torno de 6,85). Oorre que, na geração dos dados para os diagramas de bifurações,utilizamos omo ondições iniiais, x1(0) e x2(0) esolhidas aleatoriamente, e y1(0) = 0 e y2(0) = 0.Para estas ondições iniiais, f0 não onsegue aelerar as hastes para valores de y1 e y2 próximos de(3.77). Para obtermos nos diagramas as órbitas referentes a n1 = ±1 e n2 = ±2, deveríamos teromo ondições iniiais de y1(0) e y2(0) valores superiores, em módulo, aos dados em (3.77). Comooptamos em �xar as ondições iniiais em y1(0) = 0 e y2(0) = 0, podemos �xar o vetor N para :
N =

(

n1

n2

)

=

(

0

0

) . (3.78)3.7 Órbitas Periódias do MRDPQueremos agora obter expressões que possibilitem enontrar as órbitas periódias do MRDPde período qualquer (órbitas de período-P). Para isto, vamos deduzir expressões referentes às órbitasperiódias de período-1 (já obtidas), depois de período-2, e assim por diante, até podermos veri�-ar uma possível oerênia entre o período e as expressões enontradas. Neste estudo, não iremosonsiderar o vetor N, isto é, n1 = 0 e n2 = 0. Vamos utilizar, à prinípio, expressões em formatomatriial.
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X

∗ = M.Y∗ + X
∗ , (3.79)

Y
∗ = L.Y∗ + G(X∗) . (3.80)Obtemos então, para Período-1 7:
Y

∗ = 0 , (3.81)
(L− I2).Y

∗ + G1 = 0 , (3.82)onde:
G1 = f0





1√
2

sen v(1)1

sen v(1)2



 , (3.83)
V1 =

(

v(1)1

v(1)2

)

= X
∗. (3.84)Órbitas de Período-2

X(1) = M.Y∗ + X
∗ , (3.85)

Y(1) = L.Y∗ + G(X(1)) = L.Y∗ + G(M.Y∗ + X
∗) , (3.86)

X(2) = M.Y(1) + X(1) = X
∗ , (3.87)

Y(2) = L.Y(1) + G(X(2)) = L.Y(1) + G(X∗) = Y
∗ , (3.88)Obtemos então, para Período-2:

(L + I2).Y
∗ + G2 = 0 , (3.89)

(L2 − I2).Y
∗ + L.G2 + G1 = 0 , (3.90)onde:

G2 = f0





1√
2

sen v(2)1

sen v(2)2



 , (3.91)
V2 =

(

v(2)1

v(2)2

)

= M.Y∗ + X
∗ . (3.92)7Observe que as expressões para período-1 simpli�aram om n1 = 0 e n2 = 0
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X(2) = M.Y(1) + X(1) = M.(L + I2).Y

∗ + X
∗ + M.G2 , (3.93)

Y(2) = L.Y(1) + G(X(2)) = L
2.Y∗ + L.G2 + G[M.(L + I2).Y

∗ + X
∗ + M.G2] , (3.94)

X(3) = M.Y(2) + X(2) = X
∗ , (3.95)

Y(3) = L.Y(2) + G(X(3)) = L.Y(2) + G(X∗) = Y
∗ . (3.96)Obtemos então, para Período-3:

(L2 + L + I2).Y
∗ + (L + I2).G2 + G3 = 0 , (3.97)

(L3 − I2).Y
∗ + L

2.G2 + L.G3 + G1 = 0 , (3.98)onde:
G3 = f0





1√
2

sen v(3)1

sen v(3)2



 , (3.99)
V3 =

(

v(3)1

v(3)2

)

= M.G2 + (L + I2).M.Y∗ + X
∗ . (3.100)Órbitas de Período-4

(L3 + L
2 + L + I2).Y

∗ + (L2 + L + I2).G2 + (L + I2).G3 + G4 = 0 , (3.101)
(L4 − I2).Y

∗ + L
3.G2 + L

2.G3 + L.G4 + G1 = 0 , (3.102)onde:
G4 = f0





1√
2

sen v(4)1

sen v(4)2



 , (3.103)
V4 =

(

v(4)1

v(4)2

)

= (L + I2).M.G2 + M.G3 + (L2 + L + I2).M.Y∗ + X
∗ . (3.104)Órbitas de Período-5

(L4 + L
3 + L

2 + L + I2).Y
∗ + (L3 + L

2 + L + I2).G2 + (L2 + L + I2).G3 +

+(L + I2).G4 + G5 = 0 , (3.105)
(L5 − I2).Y

∗ + L
4.G2 + L

3.G3 + L
2.G4 + L.G5 + G1 = 0 , (3.106)onde:

G5 = f0





1√
2

sen v(5)1

sen v(5)2



 , (3.107)
V5 =

(

v(5)1

v(5)2

)

= (L2 + L + I2).M.G2 + (L + I2).M.G3 + M.G4 +

+(L3 + L
2 + L + I2).M.Y∗ + X

∗ . (3.108)



3.7 Órbitas Periódias do MRDP 37Órbitas de Período-PObservando os resultados obtidos, vemos que, a partir do período-3, as expressões modi�amde maneira padronizada, onforme aumentamos o período. Iniiamos de�nindo as matrizes:
X

∗ =

(

x∗1

x∗2

) , (3.109)
Y

∗ =

(

y∗1

y∗2

) , (3.110)
Gi = f0





1√
2

sen v(i)1

sen v(i)2



 (i=1,2,3,...) , (3.111)
Vi =

(

v(i)1

v(i)2

) . (3.112)De�nimos a matriz Vi omo :
V1 = X

∗ , (3.113)
V2 = M.Y∗ + X

∗ , (3.114)
V3 = M.G2 + (L + I2).M.Y∗ + X

∗ , (3.115)
Vi =

i−3
∑

k=1

{[(

i−k−2
∑

m=1

L
m

)

+ I2

]

.M.G(k+1)

}

+ M.G(i−1) +

+

[(

i−2
∑

j=1

L
j

)

+ I2

]

.M.Y∗ + X
∗ , (3.116)

(i = 4, 5, 6...) .Por �m, obteremos as órbitas periódias usando as expressões:
• Para período-1 (P = 1) :

Y
∗ = 0 , (3.117)

G1 = 0 , (3.118)
• Para período-2 (P = 2) :

(L + I2).Y
∗ + G2 = 0 , (3.119)

(L2 − I2).Y
∗ + L.G2 + G1 = 0 , (3.120)
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• Para período-P (P > 2) :

[(

P−1
∑

i=1

L
i

)

+ I2

]

.Y∗ +
P−2
∑

j=1

{[(

P−j−1
∑

k=1

L
k

)

+ I2

]

.G(j+1)

}

+ GP = 0 , (3.121)
(

L
P − I2

)

.Y∗ +

P−1
∑

i=1

[

L
(P−i).G(i+1)

]

+ G1 = 0 . (3.122)Obtemos, analitiamente, os pontos �xos ou órbitas periódias de período-1 na seção-3.6,om n1 = 0 e n2 = 0. Utilizamos, para isto, as expressões (3.117) e (3.118). Órbitas periódiasde período-2 em diante, representadas pelas expressões (3.119) até (3.122), somente são possíveisobtê-las utilizando métodos numérios, onde pretendemos resolver um sistema de quatro equaçõesom quatro inógnitas (x∗1, x
∗
2, y

∗
1, y

∗
2), dado por:

f(x∗1, x
∗
2, y

∗
1, y

∗
2) = 0 ,

g(x∗1, x
∗
2, y

∗
1, y

∗
2) = 0 ,

h(x∗1, x
∗
2, y

∗
1, y

∗
2) = 0 ,

t(x∗1, x
∗
2, y

∗
1, y

∗
2) = 0 .Pretendemos então enontrar as raízes do problema. Como o sistema de equações envolve equaçõesnão lineares, o método mais reomendado para enontrar estas raízes é pelo �método de Newton-Raphson�. Outro método reomendado é o �método de Broyden�, também onheido por métododa seante multidimensional [18℄, o qual foi utilizado neste trabalho. Este método oferee algumasvantagens em relação ao método de Newton-Raphson, prinipalmente por não neessitar diretamentedas derivadas das expressões e por ter uma rápida onvergênia.3.8 Estabilidade das Órbitas Periódias do MRDPPara alularmos a estabilidade de uma órbita periódia de período-P , utilizamos a expressão:

DG(P ) =

P−1
∏

j=0

DG(x1(j), x2(j), y1(j), y2(j)) . (3.123)sendo DG(P ) a matriz resultante do produto de P-matrizes Jaobianas avaliadas nos pontos perió-dios. Seja ξi um dos autovalores desta matriz, onde: i = (1, 2, 3, 4), e ξi ∈ C. A órbita periódiaserá:
• �Estável�: se todos os autovalores têm módulos menores que 1,
• �Instável�: se um ou mais autovalores têm módulos maiores que 1.De�nimos omo �d� a quantidade de autodireções, então:
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• ds - Quantidade de direções estáveis (assoiados aos autovalores om módulos menores que 1),
• du - Quantidade de direções instáveis (assoiados aos autovalores om módulos maiores que 1).Numa matriz 4× 4 não simétria, omo é a matriz Jaobiana do MRDP desrita em (3.65),somente é possível obter os autovalores fazendo uso de métodos numérios, omo o �Método deHessenberg� (vide [18℄), ou por meio de software matemátio, omo o �Maple�.Para órbitas de período-1, om n1 = 0 e n2 = 0, onseguimos obter analitiamente os pontos�xos:

(x∗1, x
∗
2, y

∗
1, y

∗
2)(período-1) =























(0; 0; 0; 0)

(0; π; 0; 0)

(π; 0; 0; 0)

(π; π; 0; 0)

. (3.124)

Figura 3.8: Autovalores do ponto �xo (π; π; 0; 0) om |ξ1| ≥ |ξ2| ≥ |ξ3| ≥ |ξ4|.Destes pontos �xos, somente o ponto (π; π; 0; 0) é estável. Na Figura (3.8) vemos omo osautovalores do ponto (π; π; 0; 0) evoluem quando inrementamos o parâmetro f0. Vemos que, em
f0 ≈ 4, 2781 , o ponto �xo (π; π; 0; 0) bifura (um dos autovalores tem módulo igual a 1), e emseguida deixa de ser estável (um autovalor om módulo maior que 1). Em f0 ≈ 8, 1104, o ponto �xo
(π; π; 0; 0) ganha uma segunda direção instável. Temos então:

• 0 < f0 < 4, 2781 : ds=4 , du=0,
• 4, 2781 < f0 < 8, 1104 : ds=3 , du=1,
• f0 > 8, 1104 : ds=2 , du=2.



3.9 Bifurações 403.9 BifuraçõesNa seção 2.3.5 do apítulo 2 vimos que uma bifuração de uma órbita periódia é lassi�adapela análise dos autovalores da matriz dada na expressão (3.123), quando o maior autovalor8, emmódulo, vale um. Analisando os pontos referentes às bifurações, vemos:
• f0 ≈ 4, 2781 : O autovalor ξ1 da órbita de período-1, referente ao ponto �xo (π; π; 0; 0), é:
ξ1 ≈ −1. Isto signi�a que temos uma bifuração de dupliação de período, o que pode serveri�ado pela Figura (3.7), onde a seqüênia de iteradas alternam em torno de x1,2 = π.

• f0 ≈ 6, 4188 : Da órbita de período-2, nos pontos :
(x1 = 2, 236116; x2 = 1, 556696; y1 = 2, 025529; y2 = 3, 874401),
(x1 = 4, 047069; x2 = 4, 698289; y1 = −2, 025529; y2 = −3, 874401).temos: ξ1 ≈ 1. Nos diagramas (x1 × f0), (y1 × f0) e (y2 × f0), veri�amos que neste pontotemos uma bifuração transrítia, e em (x2×f0) uma bifuração forquilha. Podemos omprovaresta análise visualizando os diagramas de bifuração. Na Figura (3.2), vemos que, em x1, aórbita, até então estável, é interrompida (torna-se instável), e uma nova órbita estável nase,o que arateriza uma bifuração transrítia. Na Figura (3.3), em x2, vemos que a órbita,até então estável, é interrompida, e duas novas órbitas estáveis nasem. Tratam-se de órbitasperiódias de período-2, ou seja, período idêntio ao anterior à bifuração, o que pode serveri�ado iterando os pontos no MRDP, onde o ramo inferior que nase em x2 = 4, 698289 fazpar om o ramo inferior que nase em x2 = 1, 556696, e um segundo par de órbitas é formadopelos ramos superiores.

• f0 ≈ 6, 6642 : Temos dois pares de pontos de órbitas de período-2:
(x1 = 2, 185354; x2 = 1, 273780; y1 = 2, 266751; y2 = 3, 800807),
(x1 = 4, 097831; x2 = 4, 415373; y1 = −2, 266751; y2 = −3, 800807).e
(x1 = 2, 185354; x2 = 1, 867810; y1 = 2, 266751; y2 = 3, 800807),
(x1 = 4, 097831; x2 = 5, 009405; y1 = −2, 266751; y2 = −3, 800807).Para ambos os pares, temos : ξ1 ≈ −1. Isto implia a oorrênia da bifuração de dupliaçãode período assoiada aos pares. Temos então para o primeiro par quatro órbitas de período-4e para o segundo par também quatro órbitas de período-4.

• Em seguida, teremos a asata de bifuração de dupliação de período, que ulminará no Caos.8Vamos onsiderar os autovalores ordenados pelos seus módulos, om: |ξ1| ≥ |ξ2| ≥ |ξ3| ≥ |ξ4|.
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Figura 3.9: Detalhe da bifuração sela-nó de período-4.Sobre as órbitas que nasem repentinamente, vemos na Figura (3.9) uma parela do diagramade bifuração x2 × f0, em vermelho, sobreposto pela �gura das órbitas periódias de período-4, empreto, obtidas numeriamente. As órbitas de período-4 em preto não foram distintas entre estáveise instáveis, mas podemos veri�ar que onde oorrem oinidênias nos traçados das órbitas, tratam-se de órbitas estáveis, e onde temos somente as urvas em preto, tratam-se das órbitas instáveis.Visualizamos que em f0 ≈ 3, 4282, nasem duas órbitas, uma estável e outra instável, temos entãouma bifuração sela-nó. Isto é omprovado alulando-se o maior autovalor, em módulo, referente àórbita periódia de período-4, nos pontos:
(x1 = 4, 187111; x2 = 4, 991454; y1 = −0, 772526; y2 = −1, 074048),
(x1 = 3, 582539; x2 = 4, 075532; y1 = −1, 513901; y2 = −3, 518862),
(x1 = 2, 096074; x2 = 1, 291731; y1 = 0, 772526; y2 = 1, 074048),
(x1 = 2, 700646; x2 = 2, 207654; y1 = 1, 513901; y2 = 3, 518862).obtemos para esta órbita, nestes pontos: ξ1 ≈ 1, o que arateriza a bifuração sela-nó.



3.10 Expoentes de Lyapunov a Tempo In�nito 423.10 Expoentes de Lyapunov a Tempo In�nitoApresentamos nesta seção os resultados obtidos estudando os expoentes de Lyapunov atempo in�nito. Para o MRDP, não é possível alular os expoentes de Lyapunov analitiamente,�zemos então o uso de métodos numérios, onde utilizamos o método desenvolvido por A. Wolf et.al. [19℄. Este método, a prinípio, foi desenvolvido para álulos dos expoentes de Lyapunov para�uxos, mas om as devidas adaptações (foi onsiderado ∆t = 1) feitas pelo professor Dr. SérgioR. Lopes, da Universidade Federal do Paraná - UFPR, tornou-se possível alular os expoentes deLyapunov para mapas.

Figura 3.10: Expoentes de Lyapunov a tempo in�nito do MRDP om λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4.Na seção 2.6 vimos a expressão (2.23) para o álulo dos expoentes de Lyapunov de umsistema N-dimensional. Observamos na expressão que o tempo tende para o in�nito (n→ ∞), onde,no álulo numério, usamos omo alternativa iterar o mapa por um tempo longo. A Figura (3.10)foi obtida om 250 ondições iniiais aleatórias para x1 e x2, om y1 = 0 e y2 = 0, onsiderando umtransiente de 2000 iteradas e alulando os expoentes para o tempo de n = 50000. Como resultado�nal obtivemos a média de ada expoente de Lyapunov, ordenados omo se segue: λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4.Repetimos este proesso para ada valor de f0, de f0(inicial) = 3 até f0(final) = 9, om passo de 0,01.Do grá�o da Figura (3.10), observamos:
• f0 ≈ 6, 7469 : λ1 torna-se positivo e o sistema apresenta-se aótio. Este parâmetro india oiníio do Caos,
• f0 ≈ 7, 9642 : λ2 torna-se positivo, e o sistema apresenta Hiperaos.



3.11 Crise 43De�nimos então dois parâmetros:
• f0(Caos) ≈ 6, 7469 : Parâmetro do �iníio do aos�,
• f0(Hipercaos) ≈ 7, 9642 : Parâmetro do �hiperaos�.3.11 CriseVemos na Figura (3.9), um exemplo de �rise de fronteira�, quando o atrator aótio, oriundoda multiestabilidade que o MRDP apresenta, sofre a olisão om uma órbita instável, que naseu deuma bifuração sela-nó, olisão esta que oorre na fronteira da baia deste atrator. Observa-se nesta�gura, que após a rise, o atrator deixa de existir, araterístia de uma rise de fronteira.Analisando os ramos prinipais dos diagramas de bifurações, Figuras (3.2), (3.3), (3.4) e(3.5), vemos que em f0 ≈ 6, 85 as duas bandas do atrator aótio subitamente se fundem, dandoindíio da presença de �rise interior�. Para enontrar o valor do parâmetro responsável pela rise,de maneira mais a�nada, utilizamos o seguinte proedimento:
• Iniiamos om f0 = 6, 855, aima do valor aproximado da rise, e iteramos o MRDP,
• Usamos um transiente de 89000 iteradas, e eram onsideradas as 1000 iteradas seguintes,
• Deste valor de f0, deresemos om um passo iniial de 10−4, a proura do parâmetro onde asiteradas �assem restritas ao atrator, ou seja, fora da rise,
• Enontrado este parâmetro provisório, somamos ele om o passo adotado, ou seja, retornamoso parâmetro para a região da rise,
• Reomeçamos novamente a pesquisa, utilizando agora um passo dividido por dez (10−5), atéhegarmos ao passo �nal de 10−8.Adotamos um tempo de transiente su�iente para assegurar que as iteradas estivessem exlusivamenteno atrator, o que nos motivou a esolha de um transiente alto. O valor enontrado do parâmetroresponsável pela rise foi:
• f0(Crise) ≈ 6, 8542515 : Parâmetro do �iníio da rise�.Podemos observar os efeitos da rise analisando o espaço de fase, om f0 �xo. Vemos naFigura (3.11) o espaço de fase x1 × x2 para diversos parâmetros f0, tendo omo base 1000 ondiçõesiniiais, tempo de transiente de 79900, e 100 tempos aptados, e om o parâmetro f0 �xado em:a)f0 = 6, 8542515; b)f0 = 6, 8545515; )f0 = 6, 8552515 e d)f0 = 6, 8562515. Em a), om o parâmetrodo iníio da rise, observa-se somente a presença das duas bandas do atrator aótio. De b) até d),dentro da rise, vemos que o espaço de fase é rivado por órbitas não periódias e que não pertenemao atrator aótio, e a quantidade destas órbitas aumenta gradativamente onforme aumenta-se o
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Figura 3.11: Espaço de fase de x1×x2, om: a)f0 = 6, 8542515; b)f0 = 6, 8545515; )f0 = 6, 8552515;d)f0 = 6, 8562515.parâmetro f0 na rise. Nota-se que gradualmente o atrator aótio é inorporado por estas órbitasnão periódias, até não podermos mais distingui-lo no espaço de fase9.Na Figura (3.12) vemos as séries temporais da variável x2. Estas séries foram rodadas de
n = 0 até o tempo n = 1000, onde utilizamos uma ondição iniial pertenente ao atrator aótio.Queremos analisar nestas séries o tempo de permanênia do sistema no atrator. Foram analisadasséries para três parâmetros: a)f0 = 6, 8542515, b)f0 = 6, 8572515 e )f0 = 6, 8592515. Na primeirasérie, om f0 do iníio da rise, podemos veri�ar que as iteradas alternam entre as duas bandasdo atrator aótio em x2, om a série exibindo um omportamento aótio únio, onde as iteradasalternam exlusivamente entre as duas bandas. Já na segunda série, om f0 na rise, observa-seque em um dado instante, n ≈ 170, oorrem iteradas fora do atrator, om a série aótia sendointerrompida por um �estouro� (�burst�), originando uma nova seqüênia aótia, e, em n ≈ 260, asiteradas retornam ao atrator, voltando também a série aótia anterior ao estouro. Vemos que natereira série, aumentando o parâmetro na rise, os estouros são mais freqüentes, e observa-se queo intervalo entre os estouros não é �xo. A estes estouros aleatórios denominamos de �intermitêniainduzida pela rise� ([20℄, seção 8.3), que é uma araterístia da �rise interior�.Nestas intermitênias o tempo médio entre os estouros deai exponenialmente ([20℄, seção8.3), onforme aumenta-se o parâmetro em relação ao parâmetro rítio da rise, ou seja, o tempo9Existem ertas faixas de parâmetros em que as órbitas não periódias desapareem, retornando a periodiidade.A estas faixas de parâmetros hamamos de janelas periódias.
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Figura 3.12: Série temporal de x2 om: a)f0 = 6, 8542515; b)f0 = 6, 8575515; )f0 = 6, 8592515.

Figura 3.13: Lei de potênia do tempo médio da rise om: f0c = 6, 85425150 e γ = 1, 358médio entre os estouros obedee a uma �lei de potênia�, representada pela expressão:
< τ >∼ (f0 − f0c)

−γ =⇒ log10 < τ >= −γ log10(f0 − f0c) . (3.125)onde γ é hamado de expoente rítio da rise, e f0c = f0(Crise) = 6, 85425150. Vemos Na Figura



3.11 Crise 46(3.13) o grá�o log-log do tempo médio entre os estouros, < τ >, versus (f0 − f0c). Obtemos omoresultado:
• γ = 1, 358 : Expoente rítio.Veri�amos que a rise obedee uma lei de potênia, om o expoente rítio de γ = 1, 358. Sobreeste valor, não enontramos nas literaturas espeí�as alguma indiação sobre o valor do expoenterítio, para um mapa 4-dimensional omo é o MRDP. Em [20℄ seção 8.3, ita-se que, para um mapaunidimensional, temos γ = 0, 5, e que mapas om dimensões superiores terão γ maior que este valor.

Figura 3.14: Espaço de fase x1 × x2 e órbitas instáveis até período-8, om f0 = 6, 85325150.Como vimos, a rise que oorre em f0 = 6, 85425150 é uma rise interior, isto signi�a queexiste uma órbita instável que olide om o atrator aótio dentro da baia de atração. Mas oorreque:
• Os diagramas de bifurações mostram somente as órbitas estáveis e o atrator aótio, devemosentão obter as órbitas instáveis por outros meios. Órbitas de período-1 podem ser obtidasanalitiamente, mas para períodos superiores somente é possível obtê-las via álulo numério,fazendo uso das expressões (3.119) até (3.122). O problema é que estas expressões vão setornando extensas om o aumento do período,
• Como o MRDP é ummapa 4-dimensional, analisar órbitas em diagramas de bifurações torna-seuma tarefa não muito preisa, pois os diagramas forneem informações da evolução de somenteuma variável ontra o parâmetro de ontrole, isto é, uma órbita que aparenta olidir om oatrator no diagrama x1 × f0, pode não estar olidindo om o atrator no diagrama x2 × f0.
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Figura 3.15: Espaço de fase x1 × x2 e órbitas instáveis até período-8, om f0 = 6, 85425150.

Figura 3.16: Espaço de fase x1 × x2 e órbitas instáveis até período-8, om f0 = 6, 85625150.A solução adotada foi gerar espaços de fase em x1 ×x2, �xando o parâmetro f0 nos valores em tornoda rise. Para os mesmos valores de f0, obtivemos os onjuntos das órbitas periódias instáveis, deperíodo-1 até período-8. Desta maneira, podemos observar a �gura do atrator aótio no espaço
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x1 × x2, e as órbitas periódias instáveis rivando este plano. Nas Figuras (3.14), (3.15) e (3.16)vemos uma das bandas do atrator aótio e as órbitas instáveis ortando o espaço de fase. Vemosque tanto o atrator omo as órbitas instáveis evoluem om o aumento de f0. Destaamos nestas�guras a órbita que suspeitamos ser a responsável pela rise, onde observamos, em f0 = 6, 85425150,a olisão do atrator om esta órbita. É uma órbita de período-6, om três estágios desta órbitaortando o atrator da �gura e outros três estágios ortando a segunda banda que não aparee nesta�gura. Como dissemos, trata-se de uma suspeita pois não podemos a�rmar om erteza absoluta seresta a órbita responsável pela rise, mas, até o período-8, foi a órbita om maior indiativo de olisãoom o atrator. Os pontos desta órbita, om f0 = 6, 85425150, são:

(x1 = 1, 92252398;x2 = 1, 17775536; y1 = 2, 76765656; y2 = 3, 37606668),
(x1 = 3, 98780228;x2 = 4, 12919038; y1 = −2, 04053603; y2 = −3, 23137124),
(x1 = 2, 30674931;x2 = 1, 43407781; y1 = 2, 21878041; y2 = 4, 57297991),
(x1 = 4, 36066063;x2 = 5, 10543035; y1 = −2, 76765671; y2 = −3, 37606579),
(x1 = 2, 29538244;x2 = 2, 15399592; y1 = 2, 04053810; y2 = 3, 23136791),
(x1 = 3, 97643515;x2 = 4, 84910660; y1 = −2, 21877989; y2 = −4, 57298189).Destaamos que esta órbita possui somente uma direção instável (du = 1), e este detalheserá importante na onlusão do estudo à respeito da �Variabilidade da Dimensão Instável�.3.12 VDISabemos que após o parâmetro do regime aótio, f0(Caos) = 6, 7469, temos um atratoraótio om órbitas periódias instáveis nele imerso, onde identi�amos que estas órbitas periódiaspossuem uma direção instável, du = 1. Mas podemos veri�ar a existênia de órbitas periódias omduas direções instáveis, d

u = 2, fora deste atrator.

Figura 3.17: Autovalores do ponto �xo (0; 0; 0; 0) om |ξ1| ≥ |ξ2| ≥ |ξ3| ≥ |ξ4|.
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Figura 3.18: Autovalores do ponto �xo (0; π; 0; 0) om |ξ1| ≥ |ξ2| ≥ |ξ3| ≥ |ξ4|.

Figura 3.19: Autovalores do ponto �xo (π; 0; 0; 0) om |ξ1| ≥ |ξ2| ≥ |ξ3| ≥ |ξ4|.Analisando os módulos dos autovalores da matriz Jaobiana de algumas órbitas, veri�amosa existênia de órbitas instáveis om du = 2. Vemos nas Figuras (3.17) e (3.18), que as órbitas
(0; 0; 0; 0) e (0; π; 0; 0) possuem dois autovalores om módulo maior que um, portanto du = 2, antesmesmo da oorrênia do aos. Já na Figura (3.19), a órbita (π; 0; 0; 0) terá d

u = 2 próximo dohiperaos. Na Figura (3.20) temos a órbita (0;±arcsen(2π
f0

);±5, 81964;±16, 19396)(n1=±1;n2=±2) omduas direções instáveis antes da rise.Reproduzimos na Figura (3.21), o espaço de fase x1×x2 om os pontos �xos para o parâmetro
f0 = 9, 0, onde vemos nos pontos em vermelho as órbitas instáveis om uma direção instável ortandoo espaço de fase, e em preto as órbitas instáveis om duas direções instáveis, e ao lado do ponto aindiação do par de rotações n1 e n2. Observa-se que, enquanto o atrator aótio para f0 = 9, 0tem dois expoentes de Lyapunov positivos, algumas órbitas instáveis mergulhadas no atrator temsomente uma direção instável [8℄. Os pontos representados na Figura (3.21) estão desritos na tabela
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Figura 3.20: Autovalores do ponto �xo (0;±arcsen(2π
f0

);±5, 81964;±16, 19396)(n1=±1;n2=±2).

Figura 3.21: Estabilidade dos pontos �xos em f0 = 9, 0, para diversos pares de n1 e n2.(3.1). Vimos, na seção 2.8, a de�nição da �Variabilidade da Dimensão Instável�, VDI, onde desta-amos que o melhor indiador da presença da VDI seria a análise do segundo expoente de Lyapunova tempo ��nito� (λ2(n)). Caso este expoente, a tempo ��nito�, apresente �utuações em torno dezero, a quantidade de direções instáveis variará entre du = 1 e du = 2.Para obter os expoentes de Lyapunov a tempo �nito, iniiamos iterando o mapa a partirda ondição iniial (x1(0) = 0, 2; x2(0) = 0, 2; y1(0) = 0; y2(0) = 0), e após um transiente de 1000iteradas, alulamos os expoentes de Lyapunov a tempo �nito a ada intervalo de n iteradas, maisespei�amente, λ2(15) para n = 15 10. No �nal, obtivemos um número grande de expoentes λ2(n).10Esolhemos n = 15 por ser um valor próximo do utilizado em trabalhos anteriores (em [15℄ utilizou-se n = 10), e



3.12 VDI 51
n1 n2 x1 x2 y1 y2 du0 0 0 0 0 0 20 0 π 0 0 0 20 0 π π 0 0 20 0 0 π 0 0 21 2 0 0,77278470 5,81964141 16,19396145 21 2 π 0,77278470 5,81964141 16,19396145 21 2 π 2,36880796 5,81964141 16,19396145 21 2 0 2,36880796 5,81964141 16,19396145 2-1 -2 0 5,51040061 -5,81964141 -16,19396145 2-1 -2 π 5,51040061 -5,81964141 -16,19396145 2-1 -2 π 3,91415927 -5,81964141 -16,19396145 2-1 -2 0 3,91415927 -5,81964141 -16,19396145 20 1 4,87188583 0,77278470 -4,55467864 10,37432004 20 1 4,55289213 0,77278470 -4,55467864 10,37432004 10 1 4,55289213 2,36880796 -4,55467864 10,37432004 10 1 4,87188583 2,36880796 -4,55467864 10,37432004 20 -1 1,41129948 5,51040061 4,55467864 -10,37432004 20 -1 1,73029318 5,51040061 4,55467864 -10,37432004 10 -1 1,73029318 3,91437735 4,55467864 -10,37432004 10 -1 1,41129948 3,91437735 4,55467864 -10,37432004 21 1 1,41129948 0 10,37432004 5,81964141 21 1 1,73029318 0 10,37432004 5,81964141 11 1 1,73029318 π 10,37432004 5,81964141 11 1 1,41129948 π 10,37432004 5,81964141 2-1 -1 4,87188583 0 -10,37432004 -5,81964141 2-1 -1 4,55289213 0 -10,37432004 -5,81964141 1-1 -1 4,55289213 π -10,37432004 -5,81964141 1-1 -1 4,87188583 π -10,37432004 -5,81964141 22 3 1,41129948 0,77278470 16,19396145 22,01360285 22 3 1,73029318 0,77278470 16,19396145 22,01360285 12 3 1,73029318 2,36880796 16,19396145 22,01360285 12 3 1,41129948 2,36880796 16,19396145 22,01360285 2-2 -3 4,87188583 5,51040061 -16,19396145 -22,01360285 2-2 -3 4,55289213 5,51040061 -16,19396145 -22,01360285 1-2 -3 4,55289213 3,91415927 -16,19396145 -22,01360285 1-2 -3 4,87188583 3,91415927 -16,19396145 -22,01360285 2Tabela 3.1: Estabilidade dos pontos �xos em f0 = 9, 0



3.12 VDI 52Podemos extrair a média de λ2(n), onde de�nimos a distribuição de probabilidade de λ2(n) omo
P(λ2(n)) , tal que P(λ2(n))dλ2(n) é a probabilidade de λ2(n) estar entre λ2(n) e λ2(n) + dλ2(n):

< λ2(n) >=

∫ +∞
−∞ λ2(n)P(λ2(n)) dλ2(n)
∫ +∞
−∞ P(λ2(n)) dλ2(n)

= λ2(∞) , (3.126)isto é, a média de λ2(n) nos fornee λ2 para tempo in�nito, onde temos também:
λ2(∞) = lim

n→∞
λ2(n) . (3.127)

Figura 3.22: Distribuições de probabilidades de λ2(15).Podemos aproximar a distribuição de probabilidade do expoente λ2(n), para um determi-nado f0, através de álulo numério, representando-o por meio de histogramas. Teremos nesteshistogramas o eixo horizontal representando o valor de λ2(n), e no eixo vertial a distribuição de pro-babilidade P(λ2(n)). Normalmente nos histogramas veríamos olunas loalizadas no respetivo valorde λ2(n), ujas alturas simbolizam a sua distribuição de probabilidade, mas nos histogramas aquigerados destaamos somente o ontorno sobre as olunas, failitando assim a visualização de diversoshistogramas. A Figura (3.22) foi obtida para alguns valores de f0, utilizando 1200000 expoentes
λ2(15). Observa-se que os parâmetros f0 plotados estão após a rise, e todos apresentam parelaspositivas. O parâmetro f0 = 7, 50 tem pequena parela positiva, isto porque este parâmetro estápróximo de uma janela periódia. Vemos em destaque o parâmetro f0 = 7, 96, onde a sua distribuiçãode probabilidade tem o formato de sino, ou seja, uma urva gaussiana, e está entrado em zero. Umaque forneesse histogramas om suaves urvaturas (para n > 30 os histogramas são pios aguçados).



3.12 VDI 53distribuição de probabilidade que possui uma urva gaussiana entrada em zero, representa igualprobabilidade para a obtenção de λ2(n) om valores positivos omo para valores negativos. Quando
λ2(n) apresenta igual probabilidade para valores positivos e negativos, temos a �máxima �utuação�de λ2(n) em torno de zero, e assoiamos a essa máxima �utuação à oorrênia da hamada �VDImáxima�.Explorando mais o expoente de Lyapunov λ2(n) a tempo �nito, podemos alular a �fraçãodos valores positivos de λ2(n)� ([4℄, [13℄), φ(λ2(n)), a partir da expressão:

φ(λ2(n)) =

∫ +∞
0

P(λ2(n)) dλ2(n)
∫ +∞
−∞ P(λ2(n))dλ2(n)

. (3.128)

Figura 3.23: Fração dos valores positivos de λ2(15).A Figura (3.23) representa a fração φ(λ2(15)), obtida numeriamente. Usamos o seguinteproedimento para gerar esta �gura:
• Para um determinado f0, alulamos os expoentes de Lyapunov a tempo �nito, e somamos osvalores, em módulo, dos expoentes λ2(15);
• Numa segunda soma, somamos somente os valores dos expoentes λ2(15) positivos;
• A fração φ(λ2(15)) para este f0 será a divisão da soma total dos valores de λ2(15) positivos pelasoma total dos valores dos módulos de todos os λ2(15) alulados.



3.12 VDI 54A fração φ(λ2(15)) fornee informações primordiais para a análise da VDI, ujo omportamento, oma evolução do parâmetro f0, implia:
• Se para um determinado valor do parâmetro f0 obtermos φ(λ2(15)) = 0, signi�a que não houveoorrênia de λ2(15) positivos, ou as oorrênias foram pratiamente nulas, o sistema entãonão apresenta VDI;
• O valor do parâmetro f0 para o qual oorre o limiar para valores de φ(λ2(15)) (omeça a surgirfração positiva), é o responsável pelo �iníio da VDI�, será o f0(V DI);
• Quando 0 < φ(λ2(15)) < 1, signi�a que o sistema apresenta VDI;
• Quando φ(λ2(15)) = 0, 5, implia que metade das oorrênias dos λ2(15) possuirá valores positi-vos, e omo onseqüênia, a outra metade om valores negativos, o que signi�a igual proba-bilidade de termos du = 1 ou du = 2. Temos então a máxima �utuação de λ2(15) em tornode zero, indiando que o sistema apresenta a �VDI máxima�, e o parâmetro responsável será
f0(V DImax).Analisando agora a Figura (3.23), vemos que:

⋆ - Em f0 ≈ 6, 8542 omeça a surgir expoentes positivos, onde onluímos ser este o valor doparâmetro do iníio da VDI;
⋆ - Após este valor do parâmetro, a fração φ(λ2(15)) sobe gradualmente, e subitamente, entre 7,00 a7,50, a fração omeça a osilar om valores próximos de zero, mas sempre aima de zero, ondeobservamos janelas periódias;
⋆ - Em f0 ≈ 7, 51, a fração tem uma subida abrupta, e após este valor do parâmetro, volta a resergradualmente;
⋆ - Em f0 ≈ 7, 9632 temos φ(λ2(15)) = 0, 5, o que signi�a VDI máxima, sendo então o valor doparâmetro f0(V DImax);
⋆ - Em f0 ≈ 8, 18 temos uma queda seguida de uma subida abrupta de φ(λ2(15)), o que leva a rertratar-se de uma janela periódia.De�nimos então dois parâmetros:

• f0(V DI) ≈ 6, 8542 : Parâmetro do �iníio da VDI�,
• f0(V DImax) ≈ 7, 9632 : Parâmetro da �VDI máxima�.



3.13 Análise dos resultados 553.13 Análise dos resultadosNo iníio do desenvolvimento deste trabalho sobre a dinâmia do RDP, tínhamos propostoobter resultados à respeito dos valores relevantes à ompreensão do omportamento deste sistemadinâmio. Obtivemos os seguintes valores de parâmetros:
• f0(Caos) ≈ 6, 7469 : Parâmetro do iníio do aos,
• f0(Hipercaos) ≈ 7, 9642 : Parâmetro do hiperaos,
• f0(Crise) ≈ 6, 8542515 : Parâmetro do iníio da rise,
• f0(V DI) ≈ 6, 8542 : Parâmetro do iníio da VDI,
• f0(V DImax) ≈ 7, 9632 : Parâmetro da VDI máxima.Vemos nas Figuras (3.24), (3.25) e (3.26) a loalização dos valores dos parâmetros rítiosno diagrama de bifuração x2 × f0.

Figura 3.24: Loalização dos parâmetros f0(Caos) e f0(Hipercaos) no diagrama de bifuração x2 × f0.Observamos que o valor do parâmetro do iníio da rise apresenta um número de asassigni�ativas maior que os valores dos outros parâmetros. Isto se justi�a pelo fato de termos obtidoeste valor por álulo numério, variando o passo de inremento, onseguindo om isto um valor omsete asas após a vírgula. Os outros valores foram obtidos lendo diretamente os grá�os, e a preisão�a restrita à resolução grá�a, om o máximo de quatro asas após a vírgula.
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Figura 3.25: Loalização do parâmetro f0(Crise) no diagrama de bifuração x2 × f0.

Figura 3.26: Loalização dos parâmetros f0(V DI) e f0(V DImax) no diagrama de bifuração x2 × f0.Veri�amos que, dentro da preisão numéria, o valor enontrado para o parâmetro do hi-peraos é aproximadamente igual ao valor do parâmetro da VDI máxima. Analisando este resul-tado, vemos que, no hiperaos, o segundo expoente de Lyapunov a tempo in�nito torna-se positivo,
λ2(∞) > 0. Como no parâmetro da VDI máxima o segundo expoente de Lyapunov a tempo �nito,
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λ2(n) om n = 15, �utua em torno de zero om igual probabilidade para valores positivos e negativos(vide Figura 3.22), ou seja, em média, < λ2(n) >→ 0, se apliarmos a expressão (3.127) teremosque, no parâmetro da VDI máxima, limn→∞λ2(n) = 0, que é exatamente a transição do hiperaos.Em outro resultado, veri�amos que o valor do parâmetro responsável pelo iníio da riseé, dentro da preisão numéria, aproximadamente igual ao valor do parâmetro do iníio da VDI.Destaamos, porém, que a órbita instável de período-6 que olide om o atrator dentro da baiade atração, e que suspeitamos ser a responsável pelo iníio da rise interior, possui somente umadireção instável (du = 1). Esta órbita, portanto, não é a responsável pelo iníio da VDI, pois paratal oorrênia ela deveria possuir duas direções instáveis (du = 2). Fia então em aberto a órbitainstável que seja responsável pelo iníio da rise interior e do iníio da VDI.Apesar de não termos enontrado a órbita que indique o iníio da rise e que possua duasdireções instáveis, portanto seja responsável também pelo iníio da VDI, podemos expliar o fato darise e VDI terem, dentro da preisão numéria, aproximadamente o mesmo parâmetro de nasimento,fazendo a seguinte dedução:

• A partir do parâmetro do iníio do aos, veri�amos a existênia de um atrator aótio omduas bandas, e órbitas instáveis om uma direção instável (du = 1) nele imerso;
• Veri�amos também a existênia de órbitas periódias instáveis om duas direções instáveis(du = 2), que observando-as no espaço de fase, identi�amos que elas não pertenem ao atratoraótio;
• No parâmetro responsável pelo iníio da rise, as bandas do atrator aótio fundem-se, e tornamtodo espaço de fase uma banda aótia únia;
• Como todo espaço de fase tornou-se um atrator aótio, as órbitas instáveis om duas direçõesinstáveis estão agora mergulhadas neste novo atrator aótio (estamos supondo que o novoatrator aótio inorporou as órbitas instáveis om duas direções instáveis), provoando omisto o nasimento da VDI, neste mesmo parâmetro;
• Nessa análise, estamos supondo que o nasimento da rise induziu o nasimento da VDI.Conluímos então que o MRDP apresenta VDI, e esta VDI leva a rer que nase em virtudedo nasimento da rise. Conluímos também que, quando o MRDP apresenta o hiperaos, temos aoorrênia da VDI máxima.



Capítulo 4Conlusões e Trabalhos FuturosEstudamos neste trabalho um sistema que apresentou omplexidade na sua dinâmia. Ve-ri�amos a di�uldade em obter órbitas de alta periodiidade, onde nos limitamos até as órbitasperiódias de período-8. Por meio dos expoentes de Lyapunov a tempo in�nito, obtivemos o pa-râmetro referente ao aos (f0(Caos) = 6, 7469), quando o primeiro expoente (λ1) torna-se positivo.Utilizando ainda os expoentes de Lyapunov a tempo in�nito, obtivemos o parâmetro do hiperaos(f0(Hipercaos) = 7, 9642), quando o segundo expoente (λ2) torna-se positivo.No estudo da rise, vimos fortes indíios de se tratar de uma rise interior, proveniente daolisão de uma órbita periódia instável dentro da baia de atração do atrator aótio. Utilizandoálulos numérios, obtivemos o parâmetro de transição para a rise (f0(Crise) = 6, 8542515). Veri�-amos que esta rise provoa uma intermitênia, denominada por intermitênia induzida pela rise,ujo tempo médio da fase laminar desta intermitênia deai exponenialmente, obedeendo a umalei de potênia (expoente rítio γ = 1, 358).Identi�amos no MRDP a presença da VDI, analisando o omportamento do segundo ex-poente de Lyapunov a tempo �nito (λ2(n) ), onde observamos que o mesmo apresenta �utuaçãoem torno de zero. Por meio da fração dos valores positivos do segundo expoente de Lyapunov atempo �nito, obtivemos o parâmetro do iníio da VDI (f0(V DI) = 6, 8542), quando a fração omeça aapresentar valores positivos, e o parâmetro da VDI máxima (f0(V DImax) = 7, 9632), quando a fraçãotem valor 0,5 (igual probabilidade em obter expoentes positivos e negativos).Analisando os resultados obtidos, veri�amos que, dentro da preisão numéria, o parâmetroreferente ao hiperaos está próximo ao valor enontrado para a VDI máxima. Este resultado de ertaforma era esperado, pois, para o hiperaos, temos que o segundo expoente de Lyapunov a tempoin�nito torna-se positivo, ou seja, o valor do parâmetro quando o segundo expoente de Lyapunov forigual a zero mara esta passagem (após este parâmetro, este expoente terá valor positivo), e paraa VDI máxima, temos a �utuação máxima do segundo expoente de Lyapunov a tempo �nito emtorno de zero, ou seja, a média do segundo expoente a tempo �nito será igual a zero (lembrando quea média de λ2(n) será o valor de λ2(∞)). Conluímos que, na presença da VDI, quando o sistemaapresenta omportamento hiperaótio implia na oorrênia da VDI máxima.Observando os parâmetros do iníio da rise e do iníio da VDI, identi�amos que, dentro da58



59preisão numéria, ambos possuem parâmetros aproximadamente iguais. Em nossos estudos, identi-�amos uma órbita instável de período-6 omo sendo suspeita de provoar a rise interior (esta órbitaolide om o atrator aótio dentro da baia de atração), mas no álulo de sua estabilidade veri�-amos que a mesma possui somente uma direção instável, esta órbita portanto não é a responsávelpelo iníio da VDI (para iniiar a VDI, esta órbita deveria ter duas direções instáveis). Numa análiseparalela, observamos a existênia de órbitas periódias om duas direções instáveis que, vistos noespaço de fase, não pertenem ao atrator aótio, onde identi�amos neste atrator, órbitas periódiasom uma direção instável. Mas no parâmetro do iníio da rise, todo espaço de fase torna-se o atratoraótio, inorporando om isto as órbitas periódias om duas direções instáveis, sendo este o gatilhopara o iníio da VDI (lembrando que para oorrer VDI devemos ter órbitas periódias mergulhadasno atrator aótio, om quantidades de direções instáveis diferentes). Nesta visão, estamos supondoque a VDI e a rise possam possuir o mesmo parâmetro de surgimento, dentro da preisão numéria,e que a VDI do MRDP oorre em função da rise.Destaamos que, neste trabalho, alguns álulos e resultados foram obtidos para orroboraros trabalhos realizados anteriormente. Nestes asos, prouramos obter de forma mais preisa osvalores até então onheidos. Colaboramos neste trabalho om alguns resultados originais, ondedestaamos o trabalho realizado para a obtenção das órbitas periódias de período qualquer, desritona seção 3.7. Outro trabalho original refere-se ao estudo detalhado da rise no MRDP (a obtençãodo parâmetro de nasimento, o estudo da lei de potênia do tempo médio da rise, e o estudo daórbita periódia responsável pela rise). Temos também, omo trabalho original, a obtenção dosparâmetros referentes à VDI (iníio e �utuação máxima), onde �zemos uso do grá�o da fração dosvalores positivos do segundo expoente de Lyapunov a tempo �nito.Para trabalhos futuros, podemos itar a possibilidade de obter órbitas periódias instáveis deperíodo superior a 8, e assim veri�ar outras órbitas pertenentes ao atrator aótio om dimensãoinstável igual a dois, entre o aos e o hiperaos. Neste trabalho prouramos propor uma relação entrea rise e a VDI, podemos então estudar outros sistemas dinâmios para omparar tais resultados.
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