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RESUMO

O advento da computagdo € fundamental ao desenvolvimento da Estatistica; a Computa-
¢do viabilizou modelos estatisticos, impulsionou a pesquisa e permitiu a distribuicdo de bibliotecas
em larga-escala. Nao obstante, a ciéncia Estatistica transmutou a Computagao, transformando-na
em um elemento intransponivel da sociedade moderna. Esta dissertacao € mais um evento
dessa amdlgama préspera. Modelos Multivariados de Covariancia Linear Generalizada € uma
familia de modelos estatisticos, postulada pelos pesquisadores Wagner Bonat e Bent Jgrgensen,
que universaliza o Modelo Linear Generalizado (GLM) para a anélise multivariada de dados
dependentes. Esta dissertacdo se prop0s a implementar e publicar esse modelo estatistico para a
linguagem Python em cdédigo aberto, como uma biblioteca. Como resultado, o cédigo fonte
estd disponivel em: https://github.com/jeancmaia/mcglm e a biblioteca pode ser
visualizada no PyPI, o principal repositério de software da linguagem Python, através do link:
https://pypi.org/project/mcglm/. A biblioteca Python mcglm foi implementada
nas normas da programagao orientada a objetos, amparada nos principios do acronimo SOLID,
de Robert C. Martin. O desenvolvimento do cédigo foi conduzido por testes unitérios, perfazendo
em uma cobertura de mais de noventa e um por cento. Visando uma fécil adesdo a bibilioteca, as
interfaces de treinamento e andlise replicam o padrio da biblioteca stat smodels, a principal
ferramenta para anélises estatisticas na linguagem Python. Como objeto desta dissertacdo, os
usudrios da linguagem Python tornam-se aptos a acessar a um modelo estatistico inovador,
oportunamente testado e plenamente extensivel. A biblioteca mcglm amplia a lista de algoritmos
estatisticos existentes na linguagem Python e ajuda a promover o aprendizado estatistico para
os usudrios desta linguagem, uma das mais expressivas da década.

Palavras-chave: Modelo Estatistico. MCGLM. Python. Regressao.



ABSTRACT

The advent of computing is pivotal in the history of Statistics; Computing enabled
statistical models, boosted research and enabled large-scale distribution of libraries. Nevertheless,
Statistical science has transmuted Computing, transforming it into an insurmountable element of
modern society. This dissertation is one more event in this thriving amalgamation. Multivariate
Covariance Generalized Linear Models is a family of statistical models postulated in 2015 by
researchers Wagner Bonat and Bent Jgrgensen. This family of models proposes an extension to
the Generalized Linear Model (GLM) for multiple dependent data. This dissertation proposed
to implement and publish this statistical model for the Python language in an open way, as a
library. As a result, the source code is available at: https://github.com/jeancmaia/mcglm and
the library can be viewed on PyPI, the main Python language software repository, via the link:
https://pypi.org /project/mcglm/. The Python mcglm library was implemented in the norms of
Object Oriented programming, supported by the principles of the acronym SOLID, by Robert C.
Martin. Code development was driven by unit testing, yielding over ninety-two percent coverage.
Aiming at an easy accession to the library, the training and analysis interfaces replicate the
standard of the statsmodels library, the main tool for statistical analysis in the Python language.
As the object of this dissertation, Python language users become able to access an innovative
statistical model, timely tested and fully extensible. The mcglm library expands the list of
statistical algorithms existing in the Python language and helps to promote statistical learning for
users of this language, one of the most expressive of the decade.

Keywords: Statistical Model. MCGLM. Python. Regression.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Datado do inicio do século XIX e controverso quanto a real autoria, o método de
estimagdo dos minimos quadrados estabeleceu uma proposta de otimizacao (Stigler, 1981). De
acordo com o teorema de Gauss-Markov (Hallin, 2014), a estimacao resultante dos minimos
quadrados € 6tima e ndo-enviesada sob condi¢des lineares de valores continuos. Esse método de
otimizagdo € aplicado pelo modelo estatistico regressao linear (Galton, 1886), que viabiliza a
andlise explicativa entre varidveis independentes e uma varidvel dependente. Os pressupostos
desse modelo sdo a inerente linearidade; a indepéndencia dos componentes da varidvel resposta;
erro gaussiano com média O e variancia constante.

As trés premissas da regressao linear foram abordadas por intimeras propostas estatisticas
ao longo dos anos, visando a sua expansdo; encontra-se, por fim, dados com peculiaridades que
suplantam essas restri¢des, como dados de contagem ou limitados. O pressuposto gaussiano foi
pautado no século XX, para a anélise em dados limitados, reais positivos assimétricos e contagem
(Postelnicu, 2011; Kaufmann e Schering, 2014; Kateri, 2014). Os modelos lineares generalizados
(GLM) propunham uma solu¢ao unificada de expansao a regressao linear, permitindo a andlise
de varidveis resposta pertencentes a familia exponencial (Nelder e Wedderburn, 1972; Miiller,
2004). O GLM ¢ uma solucao robusta e amplamente utilizada na andlise estatistica e em solugoes
preditivas.

O pressuposto de dependéncia foi abordado por outras postulagdes estatisticas. Casos
emblematicos da aplicacdo desses modelos, como ajuste em séries temporais e dados espaciais, sao
desafios populares da estatistica. Expansdes notdrias sdo as Equacdes de Estimacao Generalizadas
(GEE) (Liang et al., 1992), Modelos Generalizados Aditivos (GAM) (Hastie e Tibshirani, 1986),
Modelos Mistos (Verbeke et al., 2014), Modelos Mistos Generalizados e Copulas (Krupskii e
Joe, 2013; Masarotto e Varin, 2012). Do meio das mais recentes postulacdes, reside o modelo
Multivariado de Covariancia Linear Generalizada (MCGLM), objeto desta dissertacao.

A familia de modelos estatisticos Multivariados de Covariancia Linear Generalizada
(MCGLM) (Bonat e Jgrgensen, 2016a) se caracteriza pela sua notdvel versatilidade. O MCGLM
pode ajustar dados gaussianos ou nao-gaussianos, univariados ou multivariados, independentes
ou ndo-independentes. Esse traco € oriundo da estimagdo baseada em pressupostos de dois
momentos e da descomplicada especificacao dos cinco componentes fundamentais do modelo:
preditor linear via matriz de delineamento, funcao de ligacdo, fun¢ao de variancia, funcdo ligacao
de covariancia e o preditor linear matricial.

Como uma proposta de ferramenta para andlise estatistica unificada, o MCGLM
permite a afericdo dos coeficientes de regressao e testes de hipotese, medidas de qualidade
de ajuste, métricas para comparacdo de modelos, andlise dos pardmetros de dispersdao com
intervalos de confianga e coeficientes de correlacdo entre respostas para a andlise multivariada.
Estabelecendo-se portanto, como uma proposta de solu¢cdo unificada para andlise de dados.

E fundamental pontuar a computaciio e o seu papel fundamental na viabilidade e
disseminacdo dos modelos estatisticos postulados. As andlises sdo suportadas integralmente
por operacdes computacionais; inicia-se com o manuseio dos dados, geralmente registrados em
arquivos de dados, e a andlise estatistica € conduzida com um pacote ou biblioteca de c6digos,
que faz a ingestdao de software pré-desenvolvido na plataforma do usudrio. Dessa forma, os
pesquisadores e profissionais das dreas Estatistica e Ciéncia da Dados acessam prontamente
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aos modelos estatisticos disponiveis. Linguagens distintas possuem termos Uinicos para essas
bases de cddigo adiciondveis; A linguagem R chamamos de pacotes, e bibliotecas a Python.
Parte significativa dessas bases de cdédigo foi desenvolvida de modo aberto, permitindo o
desenvolvimento colaborativo, livre e continuo.

A linguagem R € consenso entre os estatisticos e pesquisadores, sendo a principal
escolha para andlise estatistica. Nao obstante, a linguagem Python, consolidada na aplicacio de
modelos de aprendizado de maquina com foco na mineracao de dados (Agha e Haider, 2014), tem
ganhado notoriedade nessa tarefa; a biblioteca stat smodels (Seabold e Perktold, 2010) € um
dos expoentes no fomento da aplicacdo de modelos estatisticos em Python. Nesta dissertacao,
buscamos cooperar para o avanco do aprendizado estatistico na linguagem Python com a
primeira biblioteca de c6digo aberto da familia de modelos estatisticos MCGLM.

1.2 OBJETIVOS

Esta dissertacdo implementa a primeira biblioteca de c6digo aberto do MCGLM para a
linguagem Python, chamada mcglm. Ela aprovisiona um ambiente completo para a andlise
estatistica com o suporte do modelo MCGLM, permitindo a aferiacdo dos parametros de regressao,
de dispersao, intervalos de confianga, teste de hipdtese e a andlise residual. Por fim, a biblioteca
estd hospedada no repositério PyP I e pode ser instalada com o suporte de um gerenciador de
bibliotecas, como pip ou conda.

Como um dos pilares do projeto, aplicamos a programacgao orientada a objetos no
desenvolvimento da biblioteca, o que trouxe legibilidade e escalabilidade ao cédigo base.
Ademais, como um objetivo ancilar, a biblioteca oferece uma interface de treinamento acessivel
e familiar, herdando o padrdo da stat smodels e implementando métodos auxiliares para a
especificacdo do modelo.

O MCGLM esté disponivel aos usudrios da linguagem R pelo pacote mcglm (Bonat,
2016), também de cédigo aberto. Essa versdo R do modelo guiou o desenvolvimento deste
projeto, especialmente para a validacao dos cdlculos executados pela biblioteca.

Os tracos fundamentais do MCGLM o colocam em uma posi¢do promissora para
a andlise estatistica; um modelo versatil, unificado e hédbil. O uso apropriado da biblioteca
¢ demonstrado pelos exemplos nesta dissertacdo, juntamente a sua polivaléncia, através da
unicidade dos casos.

1.3 CONTRIBUICOES

Essanova biblioteca da linguagem Pyt hon aprovisiona a primeira interface para andlise
estatistica com o suporte do modelo MCGLM, no padrao do pacote stat smodels. Nossa
contribui¢do viabiliza um novo caminho de andlise na linguagem Python, criando um ambiente
alternativo aos profissionais da estatistica, familiarizados com a linguagem R.

Esta dissertacdo visa promover a linguagem Python o aprendizado estatistico através
da implementacdo de uma familia de modelos vanguardista, além da aplicacdo adequada
do paradigma da orientagdo a objetos no desenvolvimento de modelos estatisticos. Dada a
versatilidade do modelo, esta dissertacdao pode servir como um guia disseminador e unificado da
andlise estatistica em Python.
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1.4 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Nos capitulos seguintes, esta dissertacdo discorre pelos modelos estatisticos existentes na
linguagem Python, o modelo MCGLM e seu desenvolvimento e a aplicagdo do modelo em dois
exemplos. No segundo capitulo, uma revisdo dos modelos estatisticos em Python. No terceiro
capitulo, a apresentagdo completa do modelo MCGLM. No quarto capitulo, a apresentacdo da
interface da nova biblioteca mcglm da linguagem Python. No quinto capitulo, a arquitetura de
software aplicada ao desenvolvimento. No sexto capitulo, a apresentacao de uma simulagao
para a avaliacdo das estimativas. No sétimo capitulo, a apresentacdo de duas andlises estatisticas
realizadas com a biblioteca mcglm. O ultimo capitulo € dedicado a um panorama da dissertacao.
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2 MODELOS ESTATISTICOS E SOFTWARE

O advento computacional € fundamental ao desenvolvimento estatistico. Dentre muitos
motivos, elenca-se dois: acesso rapido e confidvel a modelos estatisticos publicados via c6digo
aberto; a viabilidade de modelos, resultantes da alta capacidade matemaética concebida pelo
processamento computacional.

O impacto do software de c6digo aberto € indubitdvel na economia e na cultura. Estima-
se uma contribuicao atual ao Produto Interno Bruto europeu de 60 a 95 bilhdes (Wachs et al.,
2022). Devido ao inerente ambiente colaborativo e de fécil validacdo, os projetos t€m ganhado
notoriedade pela confiabilidade.

A principal plataforma global de publicacdo de cédigo aberto € o GitHub, que no ano
de 2020 reportou mais de 60 milhdes de novos repositérios (Trujillo et al., 2022). Devido as suas
funcionalidades, o Git Hub € um ambiente de facil adesdo, colaboracao e compartilhamento de
conhecimento. Outras ferramentas para hospedagem de codigo sdo GitLab e Bitbucket.

Muitos dos modelos estatisticos estdo acessiveis via codigo aberto. Cabe ao usudrio
a escolha da linguagem de programacdo e avaliagdo das biliotecas, ou pacotes, existentes.
Atualmente, a linguagem R € consenso entre os pesquisadores e académicos da estatistica,
entretanto a linguagem Pyt hon é uma opcdo vidvel.

2.1 A COMPUTACAO VIABILIZA O APRENDIZADO ESTATISTICO

Denomina-se estimador pontual o método aferidor das estimativas otimizadas de um
modelo estatistico. Esse cdlculo pode ser exaustivo, inclusive para os modelos mais incipientes.
O consolidado método dos minimos quadrados (Stigler, 1981), que possui uma solucao fechada,
pode se tornar invidvel sem o suporte de operacdOes computacionais. Segue uma notacao
matemadtica com a solucao analitica desse algoritmo.

Seja X uma matriz de covaridveis; seja y o vetor com a variavel resposta; 8 o vetor
de parametros de regressdo. A solugdo fechada do método dos minimos quadrados pode ser
descrita:

B=X"x)""x"y.

Em sua formulagdo inicial, os modelos lineares generalizados aplicam o algoritmo
minimos quadrados generalizados, ou minimos quadrados reponderados iterativo. Esse algoritmo
necessita das derivadas de primeira e segunda ordem, em um processo iterativo, para o ajuste
completo (De Luca et al., 2017). Sem o auxilio computacional, € relativamente invidvel.

Em 1919, R.A Fisher publicou um de seus trabalhos mais iconicos. Com o suporte
dos Modelos Mistos, ele analisou a correlagdo entre relativos na suposicdo de heranca de
Mendelian (Fisher, 1919). Apesar desse caso emblemdtico, os modelos mistos tornaram-
se plenamente vidveis apenas com o advento da computacdo e incluindo estimacdo sob as
perspectivas frequentistas (Breslow e Clayton, 1993) e bayesianas (Fahrmeir e Lang, 2001).

Fica evidente que os softwares estatisticos sao fundamentais na consolidacdo e dissemi-
nacdo do aprendizado estatistico.
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2.2 MODELOS ESTATISTICOS E LINGUAGENS DE PROGRAMACAO

A linguagem de programacao R € consenso no estudo estatistico académico (Ihaka e
Gentleman, 1996) e proporciona um ambiente em expansao, caracterizado pelo inerente ciclo de
criagdo de pacotes de cddigo aberto e disponibilizacdo no CRAN (Comprehensive R Archive
Network) (Bommarito e Bommarito, 2021). A linguagem propicia aos usudrios um ambiente
vivaz, cooperante e expansivel.

Pacotes de codigo aberto, compilados e publicados no CRAN, podem ser rapidamente
instalados em ambientes locais ou remotos para a utilizacdo. A linguagem R disponibiliza
o comando install.packages para a adesdo de bibliotecas hospedadas no repdsitorio.
A politica de hospedagem de pacotes estd bem descrita na documentacdo do CRAN https:
//cran.r—-project.org/.

A histéria dos modelos estatisticos na linguagem Python € recente e se confunde com
o lancamento do projeto stat smodels (Seabold e Perktold, 2010). Python € a escolha mais
popular para o desenvolvimento de modelos escaldveis de aprendizado de mdquina e mineragao
de dados, tanto cldssico quanto profundo. As bibliotecas de c6digo aberto permitiram a rapida
difusdo da linguagem no desenvolvimento de Ciéncia de Dados; destacam-se: scikit—-learn
(Pedregosa et al., 2011), tensorflow (Abadi et al., 2015), pytorch (Paszke et al., 2019).
Essas bibliotecas diferem da stat smodels em muitos aspectos, sobretudo na relacdo com as
estimativas. Se as bibliotecas de Ciéncia de Dados possuem a atribui¢do irrestrita da busca dos
parametros otimizados, a biblioteca estatistica pormenoriza essas estimativas via intervalos de
confianga e testes de hipotese.

PyPT € o principal repositdrio de software para a linguagem Python, contando com
mais de 350 mil projetos e mais de 3 milhdes de publicagdes. Pacotes de cddigo aberto compilados
e publicados no PyP I podem ser rapidamente instalados em ambientes locais ou remotos para a
utilizacdo. Python possui algumas opcdes para gestao de bibliotecas, como: pip e conda.
No site da plataforma, € possivel encontrar a documentacdo definitiva https://pypi.org/.

2.3 BIBLIOTECAS ESTATISTICAS EM PYTHON

A biblioteca statsmodels oferece ferramentas para andlise estatistica em uma
interface acessivel e consolidada. A lista de modelos estatisticos implementados € extensiva
e notdria pelo ajuste eficiente sob postulacdes frequentistas. As bibliotecas numpy (Harris,
2020) e scipy (Virtanen, 2020) sdo fundamentais para o desenvolvimento da stat smodels.
A primeira oferece métodos para manipulagdo e operagdo em vetores € matrizes. A ultima
implementa distribui¢des de probabilidade, testes estatisticos, métodos de otimizacdo, fungdes
de correlacdo e outras operacdes. Ambas bibliotecas distribuem suas opera¢des em chamadas a
linguagem C (Behnel et al., 2011).

Programacio Probabilistica é um tema em ascensio na linguagem Python. E possivel
a especificacdo de modelos como problemas de inferéncia bayesianos (Meent et al., 2018).
Destaca-se as bibliotecas: PyMC (Salvatier et al., 2016), pyro (Bingham et al., 2018), PyStan
(Carpenter et al., 2017), and yaps (Baudart et al., 2018). Muitos modelos estatisticos prescritos
sob preceitos cldssicos podem ser rescritos por postulacdes bayesianas, mas diferem em muitas
propriedades estatisticas.

2.3.1 Biblioteca Statsmodels

A biblioteca, langada em 2010, implementa métodos para andlises estatisticas e econo-
metria em Python, de modo aberto. A época, o projeto almejava a adequacao dos usuarios
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das linguagens R, Stata, SAS, SPSS, NLOGIT, GAUSS ou MATLAB e a viabilidade de um
novo ambiente para pesquisa e desenvolvimento na drea de econometria (Seabold e Perktold,
2010). Desde a criacdo foram mais de dezenas de versdes da biblioteca, apontando a estabilidade
e consolidagdo da ferramenta.

A pégina da biblioteca possui uma documenta¢do compreensiva para incutir na interface
da biblioteca e na usabilidade geral dos endpoints - as classes que implementam os modelos da
biblioteca, tais como OLS para regressao linear e GLM para os modelo linear generalizado. Cada
modelo estatistico possui o seu préprio endpoint € o ajuste envolve trés passos: Instanciacio de
um objeto, a partir da classe que implementa o modelo desejado; a chamada do método fit ();
afericdo das estimativas através do método summary () ou dos atributos do objeto criado. O
site da bilioteca € https://www.statsmodels.org/stable/index.html

A statsmodels aprovisiona interfaces para modelos estatisticos, analise de séries
temporais, analise de sobrevivéncia, entre outros. No repertério de modelos estatisticos,
encontra-se: Regressdo Linear, ANOVA, Modelo Linear Generalizado, Equacdes de Estimacgao
Generalizadas (Liang et al., 1992), Modelos Generalizados Aditivos (Hastie e Tibshirani, 1986),
Modelos Mistos (Verbeke et al., 2014), Modelos Mistos Generalizados e Copulas (Krupskii e
Joe, 2013; Masarotto e Varin, 2012). Esses modelos implementam ajustes baseados no método
de méxima verossimilhanga, respaldado no paradigma frequentista.

2.3.2 Bibliotecas PyMC, Pyro, PyStan e YAPS

A biblioteca PyMC oferece um ambiente completo para a implementacao de modelos
estatisticos bayesianos através de Programacdo Probabilistica (Meent et al., 2018). Sob a
perspectiva bayesiana, muitos modelos estatisticos sao vidveis, como Regressao Linear, Modelo
Linear Generalizado, Modelos Mistos e Copulas.

A biblioteca Py ro € uma plataforma de desenvolvimento de Programacdo Probabilistica
escaldvel (Bingham et al., 2018). Pyro oferece os melhores algoritmos para ajuste de modelos,
inclusive a inferéncia variacional.

As bibliotecas PyStan e YAPS permitem a implementagdo de Programacao Probabi-
listica em Python via interface ao St an (Carpenter et al., 2017), paradigma popular em outras
linguagens como em R. Para além do preceito bayesiano, no stan também € possivel especificar o
modelo estatistico nos modelos classicos.

2.4 ESCOPO DE COMPARACAO

Ha vérias 6timas opcdes para o desenvolvimento probabilistico na linguagem Python.
A estimagdo bayesiana, oferecida pelas bibliotecas PyMC, Py ro, Py St an divergem do paradigma
frequentista adotado pela biblioteca st at smodels e agora, a mcglm. Estimagdo bayesiana e
a programacao probabilistica ndo residem no escopo comparativo desta dissertacao.
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3 MODELOS MULTIVARIADOS DE COVARIANCIA LINEAR GENERALIZADA

O Modelo Multivariado de Covariancia Linear Generalizada (MCGLM) € uma proposta
extensiva a0 GLM que permite o ajuste multivariado em dados nao independentes. A seguir,
desenvolvemos o enredo histdrico fundacional do MCGLM.

3.1 INTRODUCAO

A regressao linear € um dos primeiros modelos estatisticos postulados (Galton, 1886;
Stigler, 1981). O modelo também € abordado na literatura cldssica de aprendizado de maquina
devido a sua resiliéncia para predicao (Ardeshir et al., 2021; Alkemade et al., 2022). Esse
modelo busca analisar uma varidvel resposta a partir de uma ou mais varidveis explicativas, cuja
notacdo matematica € referenciada como uma matriz de covaridveis X e um vetor resposta y,
respectivamente. O vetor de parametros S resultante associa multiplicadores as covaridveis na
operacdo linear. E possivel medir a relevincia estatistica das covaridveis via teste de hipétese,
onde o mais popular € o teste de Wald (Wald, 1943; de Freitas e Bonat, 2022).

Para o diagnéstico de ajuste do modelo, sua indexagdo e comparagao entre modelos,
utiliza-se as métricas R?, R? ajustado e a andlise residual (Li et al., 2020). A regressao linear
possui trés pressupostos: a linearidade; a indepé€ndencia dos componentes de y; erro gaussiano
com média 0 e homocedasticidade.

Nelder e Wedderburn (1972) publicaram uma proposta extensiva unificada a regressao
linear, os modelos lineares generalizados (GLM). Os modelos lineares generalizados suplantam
uma das restricdes no modelo linear, a gaussianidade. Como muitos problemas na natureza nao
podem ser representados pela distribui¢do gaussiana, os GLMs ganharam ampla adesao pela
versatilidade. Nesse modelo estatistico, a varidvel resposta € modelada como uma distribuigcao
de probabilidade pertencente a familia exponencial. A lista de distribuicdo de probabilidade
possiveis sdo: Poisson, para dados de contagem; Gamma, para dados reais positivos € assimétricos;
Binomial, para dados limitados, entre outros.

Além das covaridveis e da varidvel resposta, os usudrios do modelo linear generalizado
devem especificar as fun¢des de ligacdo e variancia, ou um modelo de probabilidade pertencente
a familia exponencial. Elas sdo responsdveis pela transformacio ao suporte desejado e a
especificacdo do estimador de mdxima verossimilhanca (Miura, 2011). Na literatura cldssica
de aprendizado de maquinas, um dos GLMs mais populares aplica a fun¢do de ligacao logit,
alcunhado como regressao logistica.

O diagnéstico do ajuste € vidvel pela andlise residual ou envelope de modelos (Moral
etal., 2017). A comparagdo entre modelos € possivel pelas métricas akaike information criterion
e bayesian information criterion, entre outras (Bhattacharya e Burman, 2016). Os pressupostos
dos modelos lineares generalizados: independéncia dos componentes da resposta; linearidade
sob a func¢do de ligacdo; resposta modelada por uma distribui¢c@o de probabilidade pertencente a
familia exponencial.

Como mencionado, 0o MCGLM universaliza o GLM. Em uma postulacio heterodoxa, a
de dois momentos, este modelo € especificado em um férmula inicial ao MCGLM. Seja Y um
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vetor resposta N x 1, X a matriz de delineamento N x k e 8 um vetor de regressdao k x 1. A
especificacdo de dois momentos do GLM:

p=g ' (XB),
T = V(i p)? (rol)V (1 p)?,

E(Y)
Var(Y)

onde g(-) é a funcdo de ligacdo, V(u; p) = diag(¥(u; p)), € uma matrix diagonal cujas
as entradas sdo resultantes da aplicacdo da funcdo de variancia ¢(; p) aplicada aos valores do
vetor u. A matrix / denota uma metriz identidade N x N, 1y € p sdo os parametros de dispersao
€ 0 power.

O modelo de equagdes de estimagdo generalizadas (GEE) (Liang et al., 1992) expande a
familia dos modelos lineares generalizados, permitindo o ajuste em dados com componentes
longitudinais, com foco nos parametros de regressdao. O GEE devota-se ao ajuste da distribuicao
marginal da resposta. A primeira expansdo das GEEs em relacdo as GLMs € o uso da proposta de
equacdo de estimagdo Quasi-likelihood (Wedderburn, 1974), que suplanta a necessidade
de especificacdo de uma distribuicdo de probabilidade. A dependéncia dos componentes da
varidvel resposta € especificada por uma matriz de correlagdo. Portanto, além da especificacao
das covaridveis, funcao ligacdo e fun¢ao de variancia, o GEE exige uma matriz de correlagao.

O GEE possibilita o ajuste de algumas estruturas de correlagdo bem estabelecidas:
Independence, M-dependence, Exchangeable e Auto Regressivo. Essa op¢ao define a matriz de
correlacdo e a fungdo de variancia, simultaneamente. Fica a critério do usudrio a especificacdo da
estrutura mais adequada ao problema. O GEE implementa pressupostos de dois momentos para
a inferéncia, combinando o algoritmo Fisher Scoring (Jennrich, 1969; Widyaningsih et al., 2017)
para os parametros de regressdo e estimacdo de momentos para os pardmetros de dispersao.

A postulacao do MCGLM propde uma nova familia de modelos estatisticos, combinando
e expandindo solucdes propostas pelos modelos GLM e GEE.

3.2 O MODELO

O MCGLM (Bonat e Jgrgensen, 2016a) universaliza o modelo linear generalizado,
permitindo ajuste multivariado e respostas nao independentes, com foco nos parametros de
regressao e dispers@ao. O modelo pode ser ajustado em varios tipos de dependéncia, como:
longitudinal, espacial e espaco-temporal. O modelo estatistico € baseado em suposi¢des de dois
momentos e define mecanismos distintos para média e variancia. O processo de estimag¢do aplica
algoritmos de otimizagdo e equacdes de estimagdo para cada momento.

O processo integrado de otimizagao do algoritmo combina os ajustes da média e da vari-
ancia; primeiramente, para o ajuste da média, o MCGLM implementa a funcdo Quasi-score
(Wedderburn, 1974) e o método de otimizagdo Fisher Scoring (Jennrich, 1969; Widyaningsih
et al., 2017); para a variancia, o MCGLM implementa a fun¢do de estimacdo de Pearson e o
algoritmo de otimizacdo Chaser (Jgrgensen e Knudsen, 2004). Os dois ajustes compde o ciclo
unitdrio da otimizagdo, que € completado em seu ponto otimizado.

O MCGLM ¢ ajustado via uma especificacdao de cinco componentes: uma matriz de
delineamento para o preditor linear, fun¢do de ligagdo, fun¢do de variancia, preditor linear
matricial e uma funcdo de ligacdo de covariancia. Cada resposta deve possuir seu grupo de
parametros.
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3.3 ESPECIFICACAO DO MODELO

Seja Yyxr = {Y1,...,Yr} amatriz com as varidveis resposta € Myxg = {ft1, ..., Up}
a correspondente matriz de valores esperados. Seja X, a matriz de variancia e covariancia da
resposta r, com r=[1,..,R]. Similarmente, seja X a matriz de correlacdo entre respostas. A matriz
X, denota as covaridveis da varidvel resposta r e 8, o vetor com os pardmetros de regressdo. A
especificacio de dois momentos do MCGLM (Bonat e Jgrgensen, 2016b) é definida por:

E(Y) = M={g;'(X1B)),....8% (XrBr)},
Var(Y) = C=2Xp g Xp,

o componente C € calculado por vias do produto Kronecker generalizado Xp g X, =
Bdiag(il, L LER)(E ® I)Bdiag(if, e ii) (Martinez-Beneito, 2013). A matriz £, denota
uma matriz triangular inferior resultante da decomposi¢do Cholesky de X,. O operador Bdiag
pormenoriza uma matriz bloco diagonal e I denota uma a matrix identidade N X N. Para o
vetor de valores esperados, a operacio g, (-) é uma funcio de ligacio usual dos modelos lineares
generalizados. A matrix X, € definido por:

T, =V, p) Q)Y (H,: pr)7

onde V(u,; p,) = diag(9(u,; pr)) é uma matrix diagonal, cujas entradas sdo definidas por meio
da func¢do de variancia ¢ aplicada ao vetor u. p, € o parametro de poténcia e T, 0 parametro de
dispersao.

Finalmente, a matriz (t,), chamado de preditor linear matricial (Anderson, 1973;
Pourahmadi, 2000; Bonat e Jgrgensen, 2016a), descreve a covariancia.

h(Q(Tr)) = TrOZrO +--- TrDZrD, (31)

onde h(-) é a funcdo de ligacdo de covariancia. As matrizes Z especificam a dependéncia; o
caso independente € descrito por uma matriz diagonal. Como descrito em Bonat e Jgrgensen
(2016a), varios modelos para dados dependentes podem ser especificados pelas matrizes Z,
como a regressao linear; modelo linear generalizado; modelos mistos; modelos médias moveis;
modelos autoregressivos condicionados; entre outros.

3.4 ESTIMACAO E INFERENCIA

O modelo MCGLM ¢ ajustado via equagdes de estimagao, usando suposicoes de
primeiro e segundo momentos (Jgrgensen e Knudsen, 2004). Esses pressupostos deri-
vam dois grupos de pardmetros § = (B',47)". Nessa notagdo, B = (B{.....Bp)" e
A= (,01,...,,OR(R_D/Q,p],...,pR,‘rlT,...,‘z'ITe T denotam K X 1 e Q X 1 os vetores com
os parametros de regressao e dispersdo, respectivamente.

Seja Y = (YT, YR Te M= (ul, . pp)T os vetores empilhados da matriz
resposta Yyxg € a matriz de valores esperados Myxg, respectivamente.

A fun¢do Quasi-score (Liang e Zeger, 1986) adaptada para os parametros de
regressao

yp(B.A) =DTCI (Y - M),



20

onde D = VgM é uma matriz NR X K, e Vg denota o operador gradiente. As matrizes sensitivity
e variability K X K de yg sdo respectivamente descritas:

Sg=E(Vgyp) =-D'C'D e Vg=Var(yg)=D"C'D.

Ao segundo momento, a fun¢do de estimacdo de Pearson, definida pelos componentes:

'J’,li(ﬂ,/l) :tr(W/L‘(rTr_C)) , para i=1,...,0,

onde Wy, = —8C7'/dA; e r =Y — M foi adaptado aos pardmetros de dispersio.
A entrada (7, j) da Q X Q matriz sensitividade da i, € dado por:

0
S/lij =E (a—/lllﬁ,lj) = —tr (W,{iCW,le) .

A entrada (i, j) da Q X Q matriz variabilidade de i, € dado por:

NR
Va,;, = Cov(ya, ¥a,) = 2tr(Wy,CW,,C) + Z k,(4)(WA,-)11(WA,)11,
=1

onde kl(4) denota a quarta cumulante de Y.

Bonat e Jgrgensen (2016b) propuseram o cdlculo das matrizes de sensitividade e
variabilidade cruzadas, que combinam as covariancias de B e A. As matrizes conjuntas de
sensitividade e variabilidade de g € ;4 sdo calculadas por:

_(Sg Spa (Ve Vi
Se_(S,w S,l.) © Va_(V,{ﬁ V.

O modelo implementa o algoritmo Chaser modificado proposto para resolver o sistema
de equagdes ¥ g = 0 e Y, = 0 (Jgrgensen e Knudsen, 2004), definido por:

ﬁ(i+1) = ﬁ(i) _ Sﬁllﬂﬂ(ﬂ(i)a/l(i))
A0 = 20 o8y (BD, 20), (3.2)
Um novo termo a equacao do segundo momento, o funing a, para auxiliar no ajuste do
segundo momento. Esse termo € uma constante controladora para a atualizagdao dos pardmetros
A.
Seja 6 =( [?T, /iT)T o estimador da equacgdo de estimacdo de 6, a distribuicdo assintdtica
de 6 é:
0 ~N(6.J,"),

onde J 51 € o inverso da matriz de Godambe (Hwang e Basawa, 2011),

Tt =8,'Ves, T,

onde S;T = (S;l)T. Para mais detalhes, ver Bonat e Jgrgensen (2016a).
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3.5 MEDIDAS DE QUALIDADE DE AJUSTE

Em anélise de dados, métricas de comparacdao de modelos s@ao fundamentais para a
escolha e definicdo dos componentes do modelo. No caso GLM, as métricas de critério de
informacao como Akaike e Bayesian information criterion sio comumente utilizadas para escolha
desses componentes; no MCGLM, adaptamos-no para produzir métricas semelhantes. Carey VJ
(2011) propos a pseudo log-verosimilhanga gaussiana, dada por:

R 1 ~ A Ae N
plogLik(0) = —NT log(27) — > log|C|- (Y -M)'C 1(y - M),

onde NR é o numero de observacdes, M ¢ C denotam o vetor de valores esperados e a matriz de
covariancias estimadas.

Usamos a pseudo log verosimilhanga gaussiana para calcular duas estatisticas similares
as métricas Akaike e Bayesian information criterion. A pseudo versdao de Akaike information
criterion é dada por:

pAIC(0) = 2(P + Q) — 2plogLik(8).

Enquanto que a pseudo versdao Bayesian information criterion é dada por:
pBIC(0) = logNR(P + Q) — 2plogLik(8).

3.6 COMPONENTES DO MODELO

A funcio de ligacao de covariancia A (-) € descrita por Chiu TYM (1996). Para citar
alguns exemplos populares: identity, inverse and exponential-matrix.

A funcdo de variancia é fundamental ao MCGLM, pois define a distribui¢do marginal
de uma varidvel resposta. Para destacar algumas escolhas usuais, a funcdo de variancia power
€ especialista no trato de dados continuos e fundamenta a familia de modelos de distribuicao
Tweedie. De acordo com (Jgrgensen, 1987, 1997), essa familia possui seus casos emblemaéticos:
Gaussiano (power = 0), Gamma (power = 2) e Gaussiano Inverso (power = 3). Para a andlise de
dados limitados, a fun¢do de varidncia extended binomial é uma escolha usual. Para o ajuste
de dados de contagem, a func¢ao de dispersao apresentada por (Jgrgensen, 2015), denominada
Poisson-Tweedie é flexivel para capturar modelos notdveis, como: Hermite (power = 0), Neyman
Type A (power = 1), Binomial Negativa (power = 2) and Gaussiana Poisson-inverse (power = 3).
A tabela a seguir sumariza as funcdes de variancia citadas:

Nome da funcao Férmula
power/Tweedie V(:pr) = up,
binomial V(.;pr)=pPr(1 = pu,)Pr

Poisson-Tweedie V(.;p)=pu+u,

Tabela 3.1: Tabela com funcdes de variancia

No MCGLM, o usudrio especifica a dependéncia através das matrizes de dependéncia
Z, fundamentando o perfil flexivel do modelo. Muitos dos cldssicos modelos estatisticos sao
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replicdveis através da especificacdo das matrizes Z. Para incutir na especificacdo destas matrizes,
esta secao demonstra trés casos emblemadticos, para datasets com trés observagdes.
3.6.1 Simetria composta ou permutdvel

A estrutura permutdvel de efeitos adiciona um efeito randémico para cada individuo,
mantendo o efeito fixo (Verbeke et al., 2010). O preditor linear matricial € especificado abaixo.

1 00 111
Q(t)=1|0 1 0|+ |1 1 1f.
0 01 1 11

3.6.2 Nao-estruturado

O modelo ndo-estruturado adiciona efeitos randomicos aos pares de individuos, mantendo
o efeito fixo. A formula abaixo demonstra o preditor linear matricial.

1 00 010 0 01 00O
QT)=17%|0 1 Of+7|1 0 Of+7m|0 O Of[+7|0 O 1 (3.3)
0 01 0 00 1 00 010

3.6.3 Médias Moveis

O modelo médias méveis permite o ajuste em séries temporais. Fica a critério do
usudrio a escolha do niimero de ordens de avaliac@o da série (Feller, 1957). O preditor linear
matricial a seguir demonstra janela de tamanho 2.
010
1 01
010

Mais exemplos de dependéncias foram pormenorizados em Bonat e Jgrgensen (2016a).

1 00 0 01
Q(T) =170 010 + 71 + 1 0 0 0f. (34)
0 01 1 00
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4 BIBLIOTECA PYTHON

A biblioteca mcglm, objeto desta dissertagdo, visa aprovisionar uma interface para
a andlise estatistica suportada pelo modelo estatistico MCGLM, no padrdo da biblioteca
statsmodels (Seabold e Perktold, 2010). Devido a interface consolidada entre os praticantes
de andlise estatistica em Python, espera-se que os usudrios instilem celeremente no uso da
biblioteca.

Essa implementagdo do Python visa replicar os cédlculos do pacote R mcglm (Bonat,
2018) e os testes unitdrios validam as respostas esperadas entre as bibliotecas das funcionalidades
principais; o c6digo tem noventa € um por cento de cobertura de testes unitdrios. A Figura
4.1 demonstra a execu¢dao do mapeamento da cobertura de testes com a biblioteca coverage.
O codigo fonte da biblioteca Python e o site para o PyP I estdo disponiveis em: https:
//github.com/jeancmaia/mcglme https://pypi.org/project/mcglm/.

26 passed in 4.78s ====
(master_thesis) jean@pop-os:~/dev/Github/mcglm$ poetry run coverage report

Name Stmts  Miss Cover
mcglm/ init_ .py 7 0 100%
mcglm/dependencies. py 51 6 88%
mcglm/mcglm. py 484 78 84%
mcglm/mecglmcattr. py 252 21 92%
mcglm/meglmmean. py 1) 0 100%
mcglm/mcglmvariance. py 36 0 100%
mcglm/utils.py 20 0 100%
tests/ init .py 0 0 100%
tests/test dependencies.py 31 0 100%
tests/test mcglm.py 286 0 100%
TOTAL 1222 105 91%

Figura 4.1: Cobertura de testes do c6digo

4.1 BIBLIOTECAS ESTRUTURAIS

Essa biblioteca € vidvel devido as notdveis bibliotecas de programacao cientifica da
linguagem Python. Além da mencionada statsmodels, as bibliotecas numpy (Harris,
2020) e scipy (Virtanen, 2020) sdo utilizadas pela mcglm. Esta secdo descreve a contribuicdo
das bibliotecas estruturais no desenvolvimento deste projeto.

A biblioteca numpy € consenso a programacao cientificaem Python; abrangendo desde
o desenvolvimento de projetos pessoais até populares bibliotecas de aprendizado de maquinas
em Python. Para a biblioteca mcglm, o numpy contribui com a defini¢do e manipulagdo de
matrizes. As operacdes matriciais fundamentais do mcglm, como soma, multiplicagcdo, produto
Hadamard, inversdo e decomposicao Cholesky, sao realizadas com operacdes implementadas
pelo numpy. Pdgina da biblioteca: https://numpy.org/.

A biblioteca scipy € fundamental ao desenvolvimento cientifico em Python. Ela
prové operagoes eficientes em linguagem Cython; além de integracao nativas com os pacotes
BLAS e LAPACK, pacotes cldssicos que implementam operagdes de algebra linear, decomposicao
espectral e minimos quadrados (Anderson et al., 1990).

O scipy € fundamental a0 mcglm em dois momentos. Pela API completa para opera-
coes de algebra linear e pela interface para manipulacdo e opera¢des em matrizes esparsas. Um
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exemplo € o método block diag éutilizado no mcglm para a geragdao de matrizes bloco diago-
nal. As operagdes em matrizes esparsas trouxeram eficiéncia ao célculo de derivadas da matriz C,
que serd detalhado no préximo capitulo. Durante o desenvolvimento do projeto, foi possivel obser-
var ganhos computacionais relevantes apos a migracao para scipy . sparse. Sites dos métodos
mencionados https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/linalg.html
ehttps://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/sparse.html.

A biblioteca mcglm utiliza de dois importantes componentes da biblioteca
statsmodels: as fungdes de ligacdo e a classe GLMResults. O primeiro caso, as funcoes
de ligacao sdo parametrizadas em muitos algoritmos estatisticos do st at smodels, como GLM
e GEE. Ao mcglm, as fungdes de ligacdo desempenham papel crucial no cdlculo do primeiro
momento; as op¢oes disponiveis na biblioteca refletem as atuais disponiveis no stat smodels.
A classe GLMResults implementa o objeto de saida do treinamento, identificavel pelo iconico
relatério sumdrio. A biblioteca mcglm implementa a classe MCGLMResults para ajustar o
GLMResults a apresentacdo necessdria ao ajuste do modelo estatistico MCGLM. Pagina com
as funcdes de ligacdo https://github.com/statsmodels/statsmodels/blob/
main/statsmodels/genmod/families/links.py.

4.2 PROGRAMACAO ORIENTADA A OBJETOS

Orientacdo a objetos € um paradigma de programagdo que permite a especificacio
de sistemas complexos em mddulos abstraidos e extensiveis. Os objetos sdo definidos por
classes, operagdes e atributos. Entre as praticas mais comuns para comunicagao entre objetos,
destacam-se a heranca, polimorfismo, abstracao e encapsulamento (Yilmaz et al., 2019).

Os principios ao desenvolvimento de aplicacdes orientadas a objeto sdo apontadas pelo
acronimo SOLID. O primeiro principio é de abertura e fechamento; os componentes devem
ser implementados permitindo expansao, mas nao permitindo modificacdes dos componentes
existentes. O segundo principio € o da substituicdo; os componentes podem ser substituidos,
sem danos, se as interfaces forem mantidas. O terceiro principio € a dependéncia inversa; os
componentes sdo dependentes das fungdes e abstragdes, ao invés das implementacdes concretas.
Finalmente, o principio da segregacao por interface, apenas os componentes relevantes devem
ser carregados (Martin, 2017).

A biblioteca mcglm foi implementada sob o paradigma da orientacdo a objetos e os
preceitos dos principios SOLID. Apesar da complexidade inerente do modelo estatistico, o
codigo oferece razodvel legibilidade aos desenvolvedores e rdpida extensibilidade ao codigo base.

4.3 BIBLIOTECA MCGLM

A biblioteca mcg1m aprovisiona a primeira interface para andlise estatistica com suporte
do modelo MCGLM em Python, condicionado pela especificacdo de cinco componentes:
funcao de ligacao, funcdo de variancia, preditor linear, funcdo de covariancia de ligacdo e o
preditor matricial linear.

4.3.1 Distribuicao das classes

A Figura 4.2 apresenta a separacao dos arquivos do mcglm. O arquivo _init_.py
estabelece a indexagdo dos arquivos; mcglm.py hospeda as classes MCGLM, MCGLMPa-
rameters ¢ MCGLMResults; o arquivo dependencies.py implementa os métodos para
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geracdo de matrizes de dependencias; mcglmcattr.py implementa a classe MCGLMCAt-
tributes; mcglmmean.py e mcglmvariance.py implementam as classes MCGLMMean e
MCGLM Variance; ut i1s.py implementa métodos auxiliares as classes.

~ mcglm
® _init__.py
dependencies.py

LUB

mcglm.py
mcglmecattr.py

LUB

mcglmmean.py
mcglmvariance.py
utils.py

LU U

Figura 4.2: Apresentacdo da biblioteca mcglm

4.3.2 Interface da biblioteca

A documentagdo da classe, escrita via docstrings, descreve os parametros fundamentais
para construcao de objetos.

Listagem 4.1: Cédigo Python para exibicio dos pardmetros da biblioteca MCGLM.

from mcglm import MCGLM
print (MCGLM.__doc_ )

Listagem 4.2: Documentacdo da biblioteca MCGLM.

MCGLM class that implements MCGLM algorithm. (Bonat, Jorgensen 2015)

It extends GLM for multi-responses and dependent components by fitting
second-moment adjustment.

Args:

endog : array_like
endog is a matrix with outcome variables. In case of multiple
responses, the user must concatenate responses as one single
numpy array. You might concantenate with method concat of Numpy
library.

exog : array_like
A dataset with the endogenous matrix in a Numpy fashion.
Since the library doesn’t set an intercept by default, the
user must add it. In the case of multiple responses, the user
must pass the design matrices as a python list.

z : array_like
List with matrices components of the linear covariance matrix.

link : array_like, string or None
Specification for the link function. The MCGLM library
implements the following options: identity, logit, power,
log, probit, cauchy, cloglog, loglog, negativebinomial. In the
case of None, the library chooses the identity link. In

multiple responses, user must pass values as list.
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variance : array_like, string or None
Specification for the variance function. The MCGLM library
implements the following options: constant, tweedie, binomialP,
binomialPQ, power, geom_tweedie, poisson_tweedie. In the case
of None, the library chooses the constant link. In multiple
responses, user must pass values as list.

offset : array_like or None
Offset for continuous or count. In multiple responses, user
must pass values as list.

ntrial : array_like or None
ntrial for binomial responses. In multiple responses, user
must pass values as list.

power_fixed : array_like or None
Parameter that allows estimation of power when variance
functions is either tweedie, geom_tweedie or poisson_tweedie.
In multiple responses, user must pass values as list.

maxiter : float or None
Number max of iterations. Defaults to 200.

tol : float or None
Threshold of minimum absolute change on parameters. Defaults
to 0.0001.

tuning : float or None
Step size parameter. Defaults to 0.5.

weights : array_like or None
Weight matrix. Defaults to None.

O argumento endog € um vetor, ou uma matriz, com as realizacdes da varidvel
resposta e o argumento exog define as covaridveis relativas as respostas, através das matrizes de
delineamento. Os dois argumentos replicam o padrao de nomes da biblioteca st at smodels.
No caso de multiplas respostas, endog e exog devem ser definidas via listas Python. O
argumento z estabelece as matrizes de dependéncia, definidas em estruturas de numpy array.

Os argumentos link e variance definem as funcdes de ligacdo e varian-
cia. As ligacdes disponiveis sao identity, logit, power, log, probit, cauchy,
cloglog, loglog, negativebinomial e inverse power; as opg¢Oes disponiveis
para variancia sdo: constant, BinomialP, BinomialPQ, tweedie, geom tweediee
poisson_ tweedie; aexcegdo dos trés ultimos, as escolhas sdo usuais nos modelos lineares
generalizados. Tweedie € modelo de distribuicdo de probabilidade que pode emular alguns
modelos pertencentes a familia de dispersao exponencial, condicionada a escolha do parametro
power. Poisson Tweedie ¢ um modelo que adiciona a uma variavel aleatéria Poisson, efeitos
aleatérios parametrizados por uma distribuicao Tweedie; € um modelo adequado ao ajuste de
dados de contagem. Tweedie Geometrica ¢ um modelo de probabilidade que € gerado a partir da
soma geométrica de realizacdes Tweedie.

Portanto, a escolha da tupla para as fungdes de ligacdo e variancia € uma tarefa
conceituada aos usudrios do modelo linear generalizado. Casos estandardizados sdo: identity
e constant para dados continuos; 1og e power definido em 2 para dados reais positivos de
cauda longa; 1ogit, loglog, cauchy ou cloglog para o caso de dados limitados; 1og e
tweedie definido em 1 para o caso de valores inteiros/contagem. Os valores padrio para as
funcoes de ligacdo e variancia sdo identity e constant, escolhas adequadas a um ajuste
gaussiano e variancia constante.

O argumento of fset € dedicado a varidveis resposta dos tipos continuas e contagem.
O pardmetro ntrial se refere ao nimero de ensaios de uma varidvel resposta do tipo binomial.
Finalmente, power fixed indica ao algoritmo a otimizacdo do parametro power, apenas
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védlido para os casos de variancia tweedie, geom_tweedie e poisson_ tweedie. O
parametros sdo definidos via listas, em caso de multiplas respostas.

4.3.3 Um objeto ajustado

Com um objeto devidamente instanciado, € possivel iniciar o processo de ajuste do
modelo através do método f£it (), que retorna um objeto da classe MCGLMResults. Esse
objeto possui dois métodos: summary (), que € o relatério com as estimativas e métricas de
qualidade de ajuste, e 0 anova (), o teste ANOVA para covaridveis categoricas.

Métodos Descricao
summary () Relatério completo com as informacdes do ajuste.
anova () Teste ANOVA para varidveis categdricas.

Tabela 4.1: Tabela com os métodos de MCGLMResults

Outros atributos de um objeto ajustado sdo tteis na rotina de utilizagdo da biblioteca. O
atributo mu registra o vetor de valores esperados; pearson_residuals registra o vetor de residuos
normalizados de Pearson; aic, bic e loglikelihood sdao as conhecidas métricas comparativas de
modelos, para citar algumas.

4.3.4 Meétodos auxiliares

Além disso, os usudrios podem usar métodos auxiliares para a defini¢ao do preditor
linear matricial, ou matrizes de dependéncia, com a biblioteca mcglm. Os métodos que
estdo disponiveis sob os chamadores: mc_id (), mc_mixed (), mc_ma (). Os métodos
implementam o caso independente, modelos mistos e médias méveis.

4.3.5 Exemplo de aplicacao da biblioteca

import pandas as pd
df = pd.DataFrame ([])

df(’id’1 = [1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2]
df ["time’] = [1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4]

Os componentes do preditor linear matricial, por exemplo, para médias méveis de
primeira ordem MA(1) é dado por:

Listagem 4.3: Criagd@o das matrizes de depéndencia do MCGLM.

Zz0 = mc_id(data)
721 = mc_ma (id="1id’, time=’'time’, data=df, order=1)

4.3.6 Instalacdo da Biblioteca

A biblioteca estd disponivel no repositério Pypi e pode ser facilmente instalado pelo
gestor de pacotes pip usando o comando:

Listagem 4.4: Instalacao da biblioteca MCGLM.

pip install mcglm

Aditivamente, o codigo fonte pode ser acessado no GitHub pela url: https://
github.com/jeancmaia/mcglm.
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5 ARQUITETURA DE SOFTWARE E IMPLEMENTACAO

O diagrama UML da Figura 5.1 apresenta a arquitetura de software da bibliotecamcglm,
desenvolvida sob o paradigma da orientacdo a objetos. A classe principal MCGLM possui o
método fit () para acionar o ajuste do modelo, onde os seus parametros devem ser passados
na instanciacao do objeto. A implementacdo do modelo estatistico na linguagem Python
reside em seis classes: MCGLM, MCGLMMean, MCGLMVariance, MCGLMCAttributes,
MCGLMParameters e MCGLMResults.

MCGLMCAttributes

c_complete(mu, power, rho, tau)
c_inverse(mu, power, rho, tau, full response)

™~

MCGLMMean MCGLMVariance

calculate mean features(link, beta, X, offset) generate sensitivity(c_intermediate_components, W)
update beta(beta, W, power, rho, tau) update_covariates(mu_attributes, rho, power; tau, W, dispersion, mu)

MCGLMResults

betas_vcov : list
bse

link

loglikehood
model : NoneType

mu
normalized cov_params : list, ndarray

MCGLM MCGLMParameters paic
df model pﬁ_rams : ndarray, NoneType
df resid pbic

£t generate var variability(w, c_inv, ¢_val, c_comp) gﬁ;f:g rgf:;[due

power_vcov : list
pvalues

scale : int
tvalues

variance

veov

anova(indexes_covariates, covariate name)
summary(yname, xname, title, alpha)

Figura 5.1: UML - arquitetura de software

As classes da biblioteca possuem atribui¢des delimitadas e refletem os principais
componentes do framework MCGLM, descrito no capitulo anterior. A Figura 5.2 detalha a relacdo
operacional inter-classes.

mcglm.utils

mcglm.dependencies meglm.mcglmcattr

mecglm.mcglmmean mecglm.meglmvariance
mcglm.mcglm

Figura 5.2: Python arquivos e classes
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5.1 CLASSE MCGLM

A classe fundamental da biblioteca € a MCGLM, que prové a interface de treinamento e
acesso as estimativas resultantes do modelo. Essa classe deve ser instanciada pelo usudrio para a
execugdo do treinamento. A seguir, um exemplo demonstrando o uso da biblioteca mcglm.

Listagem 5.1: Demonstrag@o do uso da biblioteca mcglm.

from mcglm import MCGLM, mc_id

mcglm = MCGLM (
endog=y,
exog=X,
z=[mc_id (X) ],
link="1log",
variance="power"
power=2

mcglmresults = mcglm.fit ()
mcglmresults.summary ()

A classe MCGLM herda as classes MCGLMMean e MCGLMVariance, que serao pro-
priamente descritas neste capitulo. O método principal _init (), chamado no momento
de instanciacdo do objeto, possui duas atribui¢des: Definir os métodos passados via pa-
rametro como atributos da classe e calcular os valores iniciais otimizados com o método
_calculate_static_attributes (). Esse método inicia com a defini¢do dos valores
padrdao que ndo foram especificados pelo usudrio como identity e constant, caso as
funcgdes de ligacdo e variancia ndo sejam especificadas. Finalmente, o método gera os vetores
iniciais de regressdo, tau e rho. O primeiro possui a dimensao do nimero de covaridaveis. O
vetor t au possui dimensao igual ao nimero de matrizes Z passadas e representa 0s parametros
de dispersdao. rho € o vetor para o retorno dos coeficientes de correlagdo entre as respostas,
sua dimensao € calculada com o suporte do script Python abaixo, implementado na biblioteca
principal.

Listagem 5.2: Célculo do tamanho do vetor de dispersao.

rho = list ()
for _ in range (int (n_targets * (n_targets - 1) / 2)):
rho.append (0)

O método fit () executa o ajuste do modelo caso a instanciacdo do modelo seja
completada com sucesso. O método executa quatro tarefas: execu¢do do método fit (), que
implementa o ajuste do framework MCGLM; o parseamento do histérico das matrizes de regressao
e dispersdo; cdlculo das métricas: pseudo-loglikelihood, akaike information criterion e bayesian
information criterion; fim da execug¢do com o retorno de objeto da class MCGLMResults, que
serd detalhado neste capitulo.

O método £it () implementa o ajuste de dois momentos do framework estatistico
MCGLM. Inicialmente, o método update optimal dispersion () é chamado para o
cdlculo dos valores iniciais otimizados para os vetores de regressao e dispersdo, calculados a
partir de estimativas de modelos lineares generalizados que compartilham da mesma funcao
de ligacao. O vetor com as estimativas resultantes € usado como o vetor inicial para o modelo
mcglm e o parametro de dispersdo, acessado pelo attributo scale, € definido como o primeiro
valor no vetor tau gerado. A seguir, o método update optimal dispersion (), que
busca o vetor otimizado.
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Listagem 5.3: Método responsdvel pelo vetor otimizado.

def _ update_optimal_dispersion (self) :
"""Update optimal dispersion method calculates optimal values for
regression parameters and the dispersion. It harnesses the GLM API of
statsmodels for calculating those values.
mmrn
def logit_est (endog, exog, offset):
"""For the Logit link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
nmmn

return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def loglog_est (endog, exog, offset):
"""For the LogLog link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn

return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def cloglog_est (endog, exog, offset):
"""For the CLogLog link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn

return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def cauchy_est (endog, exog, offset):
"""For the Cauchy link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
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offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn

return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def probit_est (endog, exog, offset):
"""For the Cauchy link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn

return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def identity_est (endog, exog, offset=None):
"""For the Identity link function, the method adjusts a OLS. It
retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn

return mdl_results.params, mdl_results.scale

def log_est (endog, exog, offset):
"""For the Log link function, the method adjusts a GLM with Tweedie
(power=1) family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmrn

return mdl_results.params, mdl_results.scale

def power_est (endog, exog, offset):
"""For either the Power or Reciprocal link function, the method
adjusts a GLM with Tweedie (power=2) family. It retrieves the
parameters specified.
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Args:
endog (array-like): outcome variable.
exoqg (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.

mmrn

return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def negative_binomial_est (endog, exog, offset):
"""For the Negative Binomial link function, the method adjusts a
GLM with Tweedie (power=2) family. It retrieves the parameters
specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn

return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

first_estimation = {
"logit": logit_est,
"identity": identity_est,
"power": power_est,
"log": log_est,
"probit": probit_est,
"cauchy": cauchy_est,
"cloglog": cloglog_est,
"loglog": loglog_est,
"negativebinomial": negative_binomial_est,
"inverse_power": log_est,
"reciprocal": power_est

Ap6s o cdlculo dos valores iniciais otimizados, o método fit () atua-
liza o vetor de dispersdo, com as varidveis rho, power e tau com o método
_create dispersion vector (). O vetor de dispersdo pode ndao receber os valo-
res de power, caso o usudrio nao demande a busca do power otimizado, e pode nao receber o
rho, para o ajuste em uma resposta. O vetor de dispersao registra os valores de acordo com a
especificacdo do capitulo anterior.

Finalmente, o método estd pronto para iniciar o ajuste de dois momentos, o atributo
_max_iter define o total maximo de iteracdes para a busca das estimativas. No processo
iterativo, primeiro e segundo momentos sao ajustados ordenadamente. O primeiro momento
¢ ajustado com o auxilio da funcdo update beta (), especificado pela classe MCGLMMean,
enquanto que o segundo momento € ajustado pelo método update covariances (), im-
plementado na classe MCGLMVariance. Ao fim, o método _check stop_criterion()
avalia a parada na iteragdo corrente, retornando positivo caso o ajuste dos parametros seja inferior
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ao atributo _tol. A seguir, a implementacdo do método de otimizacdo do mcglm, com as
chamadas aos dois métodos de otimizacao.

Listagem 5.4: Secdo com o método de otimiza¢do do modelo MCGLM.

for iter in range(self._max_iter):
# First moment
(
new_regression,
quasi_score,
mean_sensitivity,
mean_variability,
) = self.update_beta(regression, W, power, rho, tau)
regression_historical.append (new_regression)

# Second moment
mu_attributes, mu, mu_derivatives = self.calculate_mean_features(
self._link, new_regression, self._X, self._offset

new_dispersion,

c_inverse,

c_values,

c_derivatives_componentes,

var_sensitivity,
) = self.update_covariances (

mu_attributes, rho, power, tau, W, dispersion, mu
)

dispersion_historical.append (new_dispersion)

regression, dispersion, rho, power, tau = self._ iteration_update (
new_regression, new_dispersion, rho, power, tau

if self.__ check_stop_criterion/(

regression_historical, dispersion_historical

break

A execucdo € finalizada com os cdlculos das matrizes de variancia e covariancia,
sensitividade e variabilidade, com o auxilio da classe MCGLMParameters e o parseamento do
vetor de dispersdo para o retorno adequado a instanciacdo da classe MCGLMResults.

5.2 CLASSE MCGLMMEAN

A classe MCGLMMean € responsdvel pelo tratamento do primeiro momento e dos
parametros de regressdao. Os dois principais métodos da classe sdo: update_ beta ()
e calculate mean features (), na qual o fluxo para atualizagdo dos paramétros
de regressio € plenamente desenvolvido. As fungdes de ligacdo foram importadas
do pacote statsmodels https://github.com/statsmodels/statsmodels/blob/
main/statsmodels/genmod/families/links.py.

As opg¢oes de funcdo de ligacao disponiveis sdo: logit, identity, power, log,
probit, cauchy, cloglog, loglog, negativebinomial e inverse power. Por
fim, a classe possui uma relacdo de heranca com a classe MCGLMAttributes.

O método calculate mean features () calcula o vetor resposta esperado e a
sua derivada de primeira ordem. O primeiro componente € calculado pelo inverso da fungao
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ligacdo, aplicado a operagdo linear entre o vetor de estimativas de regressdo corrente € as
covaridveis. O segundo é a multiplicagdo da matriz de covaridveis e a inversa da fungao de
ligacdo. A seguir, os principais métodos da classe MCGLMMean, com a operacao linear e o
método de otimizacao.

Listagem 5.5: Métodos fundamentais da classe MCGLM com as operacdes de predicdo linear e otimizagdo.

class MCGLMMean (MCGLMCAttributes) :

mmn

MCGLMMean is the class for the first moment adjustment within MCGLM
inference. It handles lifecycle completely, ranging from mu and
derivatives to quasi-likelihood calculations.

This class has two interfaces: ’‘calculate _mean features’ which calculates
mu attributes, and ’‘update_beta’ that applies quasi-likelihood estimation
and retrieves a new beta.

This class implements the Estimating Equation Quasi-score (Wedderburn,
1974) and the second-order optimization algorithm (Jennrich, 1969) and
(Widyaningsih et al., 2017).

References
Wedderburn, R. W. M. (1974). Quasi-likelihood functions, generalized
linear models, and the Gauss—-Newton method. Biometrika, 61(3) 439-447.

Jennrich, R. I. (1969). A Newton-Raphson algorithm for maximum likelihood
factor analysis. Psychometrika, 34.

widyaningsih, P., Saputro, D. e Putri, A. (2017). Fisher scoring method
for parameter estimation of geographically weighted ordinal logistic
regression (gwolr) model. Journal of Physics: Conference Series,
855:012060.

mmn

def _ init_ (self):
super (MCGLMCAttributes, self)._ init_ ()

def _ get_link_function(self, link: str):
"""Check whether the 1link function is available

Parameters
link : str
A link function
Returns
statsmodels.genmod.families.links : a corresponding object for the
link function.
mmrn
assert link in AVAILABLE_LINK_FUNCTIONS, (
f"The link function " + str(link) + " isn’t available"

def _ linear_predictor(self, X, beta):
"""Method linear predictor applies linear operation between
covariances
and the regression parameters.
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Parameters
X : array_like
Design matrix with covariances
beta : array-like
Regression parameters
Returns

array_like : The calculated output vector.

mmrn

def _link_function_attributes/(
self, link: str, beta: np.array, X: np.array, offset: int = 0

"""A protected method for calling the ___1link function_attributes

Parameters
link : str
Link function.
beta : array_like
Regression Parameters.
X : array_like
Matrix with covariances.
offset : (int, optional)
Offset add value. Defaults to 0.
Returns

dict : Dict value with the mean and its derivatives.

mmrn

def _ link_ function_attributes(
self, link: str, beta: np.array, X: np.array, offset: int = 0

"""The method ___1link function_attributes calculates the vector of
expected values and its derivatives. It returns data as dictionary

Parameters
link : str
Link function.
beta : array-like
Regression Parameters.
X : array-like
Matrix with covariances.

offset : int, optional
Offset add value. Defaults to 0.
Returns

dict : Dict value with the mean and its derivatives.

mmrn

def calculate_mean_features(self, link, beta, X, offset):
"""Base method to calculate every attribute related to the mean.
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Parameters
link : str
Link function.
beta : array-like
Regression Parameters.
X : array-like
Matrix with covariances.

offset : int, optional
Offset add value. Defaults to 0.
Returns

tuple : Mean attributes, the raw mean and its derivatives.

mmrn

def update_beta(self, beta, W, power, rho, tau):
"""The method update_beta takes the current beta, leverages the
quasi-likelihood estimator to calculate the next regression parameters

Parameters
beta : array-like
Regression Parameters.
W : array-like
Weight matrix
power : float
Power parameter
rho : float
Correlation parameters
tau : float
Dispersion pardmeters.
Returns
tuple : A tuple with the new regression parameters, the

quasi-score parameter, sensitivity and the variability matrix.
mmn

O método update beta () recebe um vetor de regressdo e entrega 0 novo vetor
atualizado. O método executa quatro passos: calculo do valor esperado e sua derivada com o
método calculate mean () ; cdlculo da matriz inversa de C com o método c_inverse ()
da classe MCGLMCAttributes; aplicagdao da equacdo de estimacdo Quasi-score, imple-
mentado no método _quasi_score () ; execucdo do passo de otimizacdo com o método de
otimizacdo Fisher Score, implementado no método update fisher score().

O método quasi_ score () implementa o método Quasi—-score com operacoes
matriciais numpy. O método retorna o valor de score e as matrizes sensitividade e variabilidade.
A seguir, o c6digo do método de otimizagdo Quasi-score.

Listagem 5.6: Implementac¢do do método de estimador de quasi-verossimilhanca.

def _ guasi_score(self, mu_derivative, c_inverse, y, mu, W):
"""ouasi-score functions are estimating equations for the Maximum
Likelihood Estimator (Wedderburn, 1974). This method harnesses the
Numpy backbone to produce a classic method of statistical models.

Parameters
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mu_derivative : array-like
First-order derivatives of means.
c_inverse : array-like

Inverse of C matrix
y : array-like

A vector with outcome variable.
mu : array-like

A vetor with mean parameters.
W : array-like

A matrix of weights.

Returns

tuple : A tuple with score, sensitivity and variability.

mmrn

O método _update_ fisher score () usadamatriz de sensitividade e do score
para atualizar o vetor de regressdo. A implementacdo do método reflete a especificacao
matemadtica do otimizador, moldado em operacdes numpy. O método segue descrito abaixo:

Listagem 5.7: Método para otimizag@o dos parametros de regressao.

def _ update_fisher_score(self, sensitivity, score, beta):
"""A private method that implements the second-order optimization
algorithm Fisher-scoring.

Parameters

sensitivity : array-like
Sensitivity matrix

score : array-like
Quasi-score output.
beta : array-like

Regression parameters.

Returns

array-like : New regression vector.
mmrn

5.3 CLASSE MCGLMVARIANCE

A classe MCGLMVariance possui a atribuicdo da atualizacdo dos parametros de
dispersdo. Os componentes de C sdo fundamentais a execugdo, por isso a classe possui uma
relacdo de heranga com a classe MCGLMCAttributes.

O método update covariances () € responsdvel por arquitetar a execucdo de
atualizacdo do vetor de dispersdo. A atualizagdo do vetor de dispersao € conquistada em
quatro etapas: calculo dos atributos da matriz C através do método c_complete (), que serd
devidamente explanado na secdo do MCGLMCAttributes; aplicacdo da equacdo de estimagao
de Pearson; aplicacdo do algoritmo de otimizacdo Chaser; retorno dos atributos gerados.

O método pearson _estimating equation () implementa a equacdo de esti-
macdo de Pearson. A equacdo demanda inimeras operagOes matriciais entre as derivadas da
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matriz C, inverso da matriz C, residuo e a matriz W. Apds a geracdo dos valores da equacao
de estimac¢do, o método de otimizacao chaser estd pronto para executar seu ajuste. A seguir, o
codigo com a funcdo de estimacdo Pearson.
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Listagem 5.8: A classe MCGLMVariance.

class MCGLMVariance (MCGLMCAttributes) :

mmwn

The MCGLMVariance class handles the second optimization of the MCGLM

second-moment assumptions, therefore, the step for variance. It implement

every step of Variance within the scope of the MCGLM algorithm, using many
attributes to be specified as attributes. A general class must inherit
this MCGLMVariance and leverages its methods properly. MCGLM is in charge
of setting the fundamental python attributes and modules orchestration for
a complete mcglm adjustment.

The variance step on the optimization sketch boils down to Pearson
estimating equations and the chaser algorithm for optimization. The latter
uses tuning to set the step size of each iteration.

Heavy operations regarding C components, pivotal to the chaser
optimization step, are Implemented on the MCGLMAttricutes class, inherited

here. The method _c_complete, the one that crafts all of the three
attributes thoroughly, 1is comprehensive for the variance calculation 1in

this class.
mmn

def _ init_ (self):
super (MCGLMCAttributes, self).__init__ ()

def update_covariances(self, mu_attributes, rho, power, tau, W,
dispersion, mu) :
"""The method update covariances implements a cycle of iteration for
the second-moment estimation, the variance.

Parameters
mu_attributes : dict
A dict with mean and derivatives.
rho : array_type
Parameters of correlation.
power : float
A parameter for Power Tweedie distribution.
tau : float
Dispersion parameters.
W : array_type
A weight matrix.
dispersion : array-type
A vector with dispersion parameters.
mu : array_type
A vector with mean parameters.
Returns
tuple: A tuple with new vector of dispersion vector, atributes of

matrix C, sensitivity.
mmrn

def _ chaser_step(self, score, sensitivity):
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"""The protected method chaser step calculates the step for a
optimization step.

Parameters
score : array_type
A vector with quasi-score values.

sensitivity : array_ type
The sensitivity matrix.
Returns

array_type: The absolute change to operate on vector.

mmn

def _ pearson_estimating_equation(self, mu, W, c_inverse, c_derivative):
"""The estimating equation for the dispersion parameters.

Parameters
mu : array_type
A vetor with mean parameters
W : array_type
A weight matrix
c_inverse : array_type
The inverse of C Matrix

c_derivative : array_type
The derivatives of C Matrix
Returns

tuple : a tuple with score, sensitivity matrix and the matrix C

normalized by Pearson.
mmrn

def core_pearson(self, c_component, c_inverse, residue, W):
"""The protected method core pearson handles the inner-components of
Pearson estimation equations operations.

Parameters
c_component : array_type
A matrix with components of C.
c_inverse : array_type
The inverse of matrix C.
residue : array_type
The difference between mean and an outcome variable.
W : array_type
A weight matrix.
Returns

array_type : A matrix with the core pearson.
mmn

@staticmethod
def generate_sensitivity (c_intermediate_components, W) :
"""The method to create the sensitivity matrix.
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Parameters
c_intermediate_components : array_type
Intermediate components of C matrix.
W : array_type
A weight matrix.
Returns

array_type : A sensitivity matrix

mmrn

O método chaser step () usado vetor score e da matriz de sensitividade para
a atualizagdo dos valores de dispersdo. O parametro funing, definido na instancia¢ao do objeto
MCGLM estabelece o tamanho do passo adicionado a cada execucdo. O cddigo a seguir registra a
implementa¢do do método.

Listagem 5.9: Algoritmo de otimiza¢do Chaser.

def _ chaser_step(self, score, sensitivity):
return self._tuning % solve(sensitivity, score)

5.4 CLASSE MCGLMCATTRIBUTES

A classe MCGLMCAttributes € responsavel pelos cdlculos atrelados as matrizes
de C, apontada como a variancia na especificacdo do MCGLM. Inegavelmente, essa classe
implementa as operagdes mais complexas computacionalmente do ajuste do modelo. Os
métodos c_inverse () e c_complete () sdo utilizados pelas classes MCGLMMean e
MCGLMVariance respectivamente. O utltimo método compde a resposta do primeiro com a
matrix C e suas derivadas.

O método c_inverse () cria interface de interacdo para a geracao do inverso de C.
O passo-a-passo €: criagdo do Q(7); criacdo do X, juntamente com a decomposi¢cdo Cholesky;
criacdo do X entre respostas; geracdo da matriz C inversa.

O método responsavel pela criagdo da matriz Q(7) é 0 _generate omega (), que
aplica a operacao preditor linear matricial especificada no MCGLM entre 0os componentes tau
e Z. Em posse de Q(7), é possivel construir o componente X, com o suporte do método
_calculate_sigma (). O método estd descrito abaixo.

Listagem 5.10: Algoritmo de otimizagdo Chaser.

def _generate_omega(self, tau):
"""Base method to calculate derivatives related to correlation
parameters.

Parameters
tau : list
List with dispersion parameters
Returns
list : the results of matrix linear sum between tau and dependence
matrices.

mmn
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A funcdo de variancia € aplicada no calculo dos componentes da matriz . O método
retorna os valores do sigma bruto, do resultado da decomposi¢cao Cholesky e o inverso dessa
decomposicdo. A biblioteca usa dos métodos cholesky () e inv () do pacote numpy para a
execugdo. No cendrio de variancia constant, o X bruto assume o valor do Q integralmente.
Para os cendrios da variancia pertencente a lista: tweedie, binomialP, binomialPQ,
power, o célculo do X bruto € resultante da operagdo sandwich entre o Q e a raiz da fungdo
de variancia aplicada aos valores esperados. Finalmente, para os casos de poisson_ tweedie
ou geom_tweedie, o X bruto segue a operacdo do caso anterior com a adi¢do da matrix
diagonal com os valores esperados. Pagina com as operagdes de dlgebra linear numpy:
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.linalg.html.

Listagem 5.11: Método para operacgdes no o.

def _calculate_sigma (
self, mu, power, omega, variance, Ntrial, covariance="identity"

"""Base method to calculate sigma

Parameters
mu : array_like
A vector with expected values.
power : float
A power parameter.
omega : array_like
The omega resulted matrix.
variance : str
The variance function.
Ntrial : int
The number of trial. Parameter for Binomial distribution.
Returns

array_like : A matrix with Sigma values.

mmn

A matriz de varidncia-covariancia entre respostas € calculado pela criacao de uma matriz
diagonal com os valores do vetor rho.

A matrizinversade C € calculadapelométodo _generate c_inverse_and blocks().

Os parametros utilizados pelo método sdo: A decomposi¢do cholesky do varidncia-covariancia;
o inverso dela; e o variancia-covariancia entre respostas. Esse método conta com o auxilio de
dois métodos terceiros: block diag (), do scipy, paraa criacdo de matrizes bloco diagonal
e kron () do numpy, para o produto Kronecker. O método prepara a execugao construindo
duas matrizes bloco diagonal, a partir das matrizes sigma chol e sigma chol inv; gera
a matrix inversa da X entre respostas; obtém o inverso de C aplicando a multiplicagdo encadeada
de matrizes, descrito na sequéncia. A seguir, o c6digo desse método.

Listagem 5.12: Método que gera o inverso da Matriz C.

def _ generate_c_inverse_and blocks (
self,
sigma_chol,
sigma_chol_inv,
sigma_between,
diagonal_matrix,
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"""Base method to calculate derivatives related to correlation
parameters.

Parameters
sigma_chol : array_ like
The sigma matrix decomposed by Cholesky.
sigma_chol_inv : array_ like
The inverse of sigma matrix decomposed by Cholesky.
sigma_between : array_ like
The inner-matrix among sigmas.

diagonal_matrix : array_ like
A diagonal matrix.
Returns

array like : A matrix with derivatives related to the C Matrix.

mmrn

Esse método calcula os trés componentes de C: inverso de C, derivadas de C e o C
bruto. Foi produzido para suportar o ajuste do segundo momento.

Ap06s gerar o C inverso com o método _generate_ c_inverse (), descrito na
subsecdo anterior, a matriz derivada de C € obtida pelo cdlculo da derivada do sigma e derivida
de C. A matriz C bruta é gerada no fim do processo. Segue o método que implementa todos os
componentes de C:

Listagem 5.13: Método para processar os métodos da matriz C.

def c_complete(self, mu, power, rho, tau):
mmrn
A method to generate the whole 1list of C components, explicitly made
for the variance treatment step. This method interacts with sigma and
omega crafting practices, passing the list of each parameter.

Parameters
mu : array_like
A vetor with mean parameters.
power : float
Power parameter.
rho : float
Correlation parameter.
tau : float
Dispersion parameter.
Returns

tuple : A tuple with every component of C.

mmrn

Ométodo _generate sigma derivatives () geraasderivadasde o. O cdlculo
€ semelhante ao calculo do o, adicionado a um tratamento especial ao power, caso o usuario
requisite o ajuste do power. O cdlculo envolve a operacdo sanduiche power com o Q, raiz
da variancia nos valores esperados e a sua derivada. O método € apresentado a seguir.

Listagem 5.14: Método com o célculo das derivadas de o.

def _calculate_sigma_derivatives(
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self, mu, power, variance, z, power_fixed, Ntrial, omegas,
covariance="identity"

mmn

Base method for computing variance-covariance matrix, based on
variance function and omega matrix. This method will implement for
cases where covariance 1is equal to identity, and variance falls in the
list:

[’ constant’, ’tweedie’, ’‘binomialP’, ’binomialPQ’, ’power’,
’geom_tweedie’, ’poisson_tweedie’]

Parameters
mu : array_like
A vector with expected values.
power : float
A power parameter.

variance : Str
The variance function.
z : list

The 1ist with z matrices for dependencies specification.
power_fixed : boolean

The specification of power estimation.
Ntrial : int

The number of trial. Parameter for Binomial distribution.
omegas : list

a list with omegas.
mmn

O método generate derivative c() calcula a derivada da matriz
C. Esta operacdo faz uso de matrizes esparsas para aprimoramento de perfor-
mance https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.
sparse.csr_matrix.html.

No fim, a matriz C com suas derivadas € retornada como uma matrix numpy padrao.
O primeiro passo € calcular as derivadas da £ decomposta pela operacdo Cholesky através do
método _derivative cholesky (). E um cdlculo iterativo, operacionalizado por cada
matriz da derivada de X, gerando matrizes diagonais e finalizando com a multiplicacdo com a
matriz X Cholesky. O pés-operatorio envolve a construcao de matrizes bloco diagonal da matriz
Cholesky, implementado no método _mc_transform list bdiag().

Listagem 5.15: Método para célculo das derivadas Cholesky.

def _ derivative_cholesky(self, d_sigma, inv_chol, chol):

As derivadas da matriz C sdo calculadas pela operacdo sanduiche power entre as
matrizes: sigma-entre-respostas, a matriz bloco diagonal derivada sigma cholesky e a matrix
bloco diagonal X cholesky. Finalmente, para o caso de mais de uma resposta, calcula-se e
adiciona-se a derivada dos rho a matriz C derivada com o método _derivative rho ().

5.5 CLASSE MCGLMPARAMETERS

A abordagem frequentista leva a um comportamento assintético gaussiano dos para-
metros. A classe MCGLMParameters calcula a matriz de varidncia-covariancia, permitindo a
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aferi¢do das propriedades assintéticas dos estimadores e, por consequéncia, teste de hipdtese e
intervalo de confianga para cada parametro.

O principal método da classe é 0 parameters attributes (). O método
usa parametros como: residuos, derivadas dos valores esperados, matriz de pesos W, score,
sensitividade e variabilidade da funcdo Quasi-score, e os atributos da matriz C. Retorna a matriz
de variancia/covariancia, sensitividade e variabilidade. Com esses componentes, € possivel
delimitar os parametros resultantes da estimagao.

Listagem 5.16: A classe MCGLMParameters implementa os cdlculos das estimativas.

class MCGLMParameters:
"""According to MCGLM specification, grounded for frequentist inference
traits, the estimation of resulting parameters converge asymptotically to
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a gaussian distribution with tuple mean-variance = (actual parameters,
inverse of matrix Godambe). This property allows the calculation of
pivotal traits regarding the parameters, such as: hypothesis testing and
confidence interval.

This class implements every method related to this trait.
mmwn

@staticmethod

def _parameters_attributes/(
resid,
mu_deriv,
WI
quasi_score,
mean_sens,
mean_varia,
c_inv,
Cy
c_deriv,
var_sensi,
"""The parameters of MCGLM converge assymtoptically to a Normal
Distribution. This trait allows some statistical inferences as
hypothesis testing, confidence interval and so on. This method crafts
three important matrices: Varcov: variance covariance matrix,
joint_inv_sensitivity: inverse sensitivity, and joint_variability: the
joint variability distribution.

mmn

def _mc_cross_sensitivity (cov_product, columns_size):

def generate_var_variability(res, w, c_inv, c_val, c_comp) :

def _calculate_variability (product, inv_C, C, res, W):

def _mc_variability(sensitivity, we, k4, w):

def _covprod(a, w, res):
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def _mc_cross_variability(cov_product, inv_cw, res, d):

5.6 CLASSE MCGLMRESULTS

Um ajuste de modelo bem-sucedido retorna um objeto da classe MCGLMResults,
responsavel por manipular e apresentar os parametros para a andlise estatistica. Visando repli-
car o consolidado padrao do statsmodels de relatério, a classe herda de GLMResults
https://www.statsmodels.org/dev/generated/statsmodels.genmod.
generalized_linear_model.GLMResults.html.

A classe MCGLMResults disponibiliza uma lista extensa de métodos: aic, bic,
loglikelihood, vcov, tvalues, pvalues, mu, pearson_residual, anova €
summary.

5.6.1 Meétodos para avaliacao de modelo

Os atributos aic, bic e loglikelihood possibilitam avaliagdo do ajuste pelas
métricas pseudo akaike information, pseudo bayesian information e pseudo loglikelihood.

Listagem 5.17: Métodos principais da classe MCGLMResults.

def _ p_log_likelihood(self, endog, mu, c_values, c_inverse):

mimn

Gaussian Pseudo-loglikelihood

mmwn

def _ p aic(self, pseudo_loglike, degrees_of_freedom) :

mmn

pseudo Akaike Information criterion

mmwn

def _ p bic(self, pseudo_loglike, degrees_of_freedom, length_endogenous) :

mmwn

pseudo Bayesian Information criterion

mimn

5.6.2 Atributos para testes de hipdtese

O atributo vcov registra a matrix de variancia/covariancia calculada. tvalues
apresentam a estatistica z € 0 pvalues, os p—values da estatistica z.

5.6.3 Me¢étodo para andlise da resposta esperada

O atributo mu retorna o vetor esperado ajustado pelo modelo. Os residuos de Pearson
gera o residuo normalizado de Pearson para andlise de residuos.

Listagem 5.18: Método para célculo dos residuos de Pearson.

@property
def pearson_residuals (self):

mimwn
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Pearson residuals. The Pearson residuals are defined as
(‘endog' - 'mu‘)/sqrt (VAR('mu'‘)) where VAR is the distribution
specific variance function. See statsmodels.families.family and
statsmodels.families.varfuncs for more information.

mmwn

5.6.4 Relatério Sumario

Os modelos estatisticos disponiveis na biblioteca st at smodels geram o emblematico
relatério sumdrio para compilagdo dos parametros estimados. Devido a sua padronizagao e
clareza, a biblioteca mcglm implementa 0 mesmo modelo.

5.6.5 Métodos para matrizes de dependéncia

A biblioteca possui trés métodos para auxiliar nas matrizes de dependéncia Z: mc_id (),
mc_mixed () emc_ma (). Esses métodos criam as matrizes dependéncia para os casos de
dados independentes, modelos mistos e médias méveis. Todavia, o uso desses métodos nao é
obrigatdrio, e o usudrio pode especificar as matrizes de forma particular.
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6 SIMULACOES COM A BIBLIOTECA MCGLM

Este capitulo apresenta sessdes de simulagdo para aferir a fidedignidade da biblioteca
mcglm. As fungdes de variancia BinomialP e tweedie sdo validadas através de realizacOes
dos modelos Binomial, Gamma, Gaussiano Inverso e Compound Poisson-Gamma, onde o
parametro power também € estimado. Os scripts Python utilizados neste capitulo sdo
apropriadamente especificados.

Seja um vetor resposta Y resultante de realizacdes independentes de um modelo
pré-especificado, tendo o vetor u como os parametros de média e o pardmetro de dispersao
constante ¢. Para estabelecer uma notagdo matematica, ¥; ~ Tw,(y;, ¢) para a modelo Tweedie,
Y; ~ B(10, u;) para a modelo Binomial e g(u;) = n; = x;8. Além disso, definimos trés parametros
de regressao By, 81 € B2, definidos em (2; 0,8; -1,5) para Tweedie e (0,8; 1; -1,5) para Binomial,
duas covaridveis, a primeira € uma sequéncia entre -1 a 1, condicionada pelo tamanho amostral,
e uma varidvel categorica de dois niveis, gerada aleatoriamente, com p definido em 0,5. O vetor
u € calculado por meio da operacdo linear entre covaridveis e parametros de regressdo. Por fim,
o parametro power € vital para o Tweedie emular sua distribui¢do semelhante a algum EDM, a
familia de dispersao exponencial; validamos quatro valores candidatos para o power (1,01; 1,5;
2; 3), que geram distribui¢des de probabilidade distintos. Para o caso Binomial, executamos a
simulacdo para dez ensaios. Esta simulacdo avalia as estimativas pelo viés, consisténcia e taxa de
cobertura, em diferentes tamanhos de amostra, para mil simulacdes.

Valida-se quatro tamanhos de amostra: 100, 250, 500 e 1000; trés niveis de variancia
para cada tamanho amostral, gerados usando coeficiente de variagcdo igual a 15%, 50% e 80%,
respectivamente. Portanto, para power definido em 1,01, os parametros de dispersao sao (1,5;
15; 40); para power definido em 1,5, os parametros de dispersao sao (0,2; 2; 5,5); para power
definido em 2, os parametros de dispersao sao (0,023; 0,25; 0,65); para power definido em
3, os parametros de dispersdo sao (0,0003; 0,0034; 0,0083). No caso Binomial, analisamos a
autenticidade do pardmetro de dispersao ao valor 1.

Realizamos simula¢des de Tweedie para valores de poténcia 1,01 e 1,5, com auxilio
da biblioteca tweedie; para os valores de poténcia 2 e 3, utilizamos a biblioteca scipy.
Finalmente, para Binomial, a biblioteca scipy. Para todas as simula¢des, pretendemos validar
se o parametro de dispersdo ¢, e os parametros de regressao correspondem aos valores finais. As
urls sdo, para o tweedie,ahttps://pypi.org/project/tweedie/ eao scipy,a
https://scipy.org/.

O script Python a seguir cria as simulacdes a partir dos pardmetros n_sim como
nimero de simulagdes; sample size como tamanho da amostra; dispersion como o
parametro de dispersdo; power como o parametro de poténcia. As simulacdes Tweedie e
Binomial t€m seus proprios grupos de parametros para definir o vetor u e a configuragao do
modelo mcglm. O método get 1ink especifica e implementa completamente.

Listagem 6.1: Script Python gerador das simulagdes.

def generate_model_simulation/(
n_sim: int,
sample_size: int,
dispersion: float,
power: float,
covariatel : np.array,
covariate2 : np.array,
beta_0 : float,




)
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beta_1 : float,

beta_2 : float,

model_type : str,

power_fixed : bool = True
-> dict:

mmwn

The method generate _model simulation runs out simulations for a specific
configuration of model and parameters.

mmn

def model_simulation (model_type, mu, dispersion, sample_size, power=None)
mmrn
Base method to trigger a random variable realization of sample size
as "sample size"; expected value as "mu"; dispersion as "dispersion"
and model type as "model_ type".
mmrn
if model_type == "tweedie":
return tweedie.tweedie (mu=mu, p=power, phi=dispersion)
.rvs (sample_size)
elif model_type == "gamma":
shape = 1 / dispersion
scale_g = mu * dispersion
return gamma.rvs (shape, scale=scale_g, size=sample_size)
elif model_type == "invgauss":
mu_ig = mu * dispersion
return invgauss.rvs(mu_1ig, scale= 1 /dispersion, size=sample_size)
elif model_type == "binomial":
return binom.rvs (p=mu, size=sample_size)

def get_link (model_type : str):
if model_type == "binomial":
return {"object_link": Logit (),
"link": "logit",
"variance": "binomialP"}
else:
return {"object_link": Log(),
"link": "log",
"variance": "tweedie"}

historical_data = {"betaO": [],
"betal": [1,
"beta2": [1],
"dispersion": [],
"betaO_confidence_interval": [],
"betal_confidence_interval": [],
"beta?2_ confidence_interval":[],
"dispersion_confidence_interval":[],
"power_confidence_interval":[],
"power": []}

model_conf = get_link (model_type)

eta = beta_0 + beta_l * covariatel + beta_2 * covariate2
mu = model_conf["object_link"].inverse (eta)

for _ in range(n_sim):
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y = model_simulation (model_type=model_type,
mu=mu,
dispersion=dispersion,
sample_size=sample_size,
power=power)
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data = pd.DataFrame ({"y": y, "covl": covariatel, "cov2": covariate2})
data["cov2"] = datal["cov2"].astype("str")
X = dmatrix ("~ covl + cov2", data, return_type="dataframe")

# Z specification
Z = [mc_id(data) ]

# Model fitting

mcglm = MCGLM (
endog=datal"y"],
exog=X,
z=7,
link=model_conf["1link"],
variance=model_conf["variance"],
power=power if power_fixed else 2.5,
power_fixed=power_fixed,
ntrial=1,

mcglmresults = mcglm.fit ()

beta_0_cinf, beta_2_cinf, beta_1_cinf, dispersion_cinf, power_cinf

parser_estimates (mcglmresults.summary () .as_csv())

historical_data["betaO"].append (beta_0_cinf[0])

historical_data["betal"].append(beta_1_cinf[0])

historical_data["beta2"].append(beta_2_cinf[0])

historical_data["dispersion"].append(dispersion_cinf[0])
[

historical_data["power"].append (power_cinf[0])

historical_data["betaO_confidence_interval"].append (
(beta_0_cinf[1l] <= beta_0) & (beta_0_cinf[2] >= beta_0))
historical_data["betal_confidence_interval"].append (
(beta_1 _cinf[l] <= beta_1l) & (beta_l cinf[2] >= beta_1l))
historical_data["beta2_confidence_interval"].append(
(beta_2_cinf[l] <= beta_2) & (beta_ 2 cinf[2] >= beta_2))
historical_data["dispersion_confidence_interval"].append (
(dispersion_cinf[l] <= dispersion) & (dispersion_cinf[2] >=
dispersion))
historical_data["power_confidence_interval"].append(

(power_cinf[l] <= power) & (power_cinf[2] >= power))

return historical_data

A seguir, o método que orquestra as simulacdes nas condi¢des estabelecidas.

Listagem 6.2: Script Python orquestrador das simulacdes.

betas_tweedie = {"beta_0": 2, "beta_1": 0.8, "beta_2": -1.5}
betas_logit = {"beta_0": 1, "beta_1": 0.7, "beta_2": -1.8}

n_sim = 1000




def dump_json(json_name_file : str, log_simulation : dict):
loc_file = "log/" + json_name_file + ".json"
with open(loc_file, "w") as fh:
Json.dump (log_simulation, fh)

for simulation_conf in [
{"power": 1.01,
"dispersion":[1.5, 15, 40],
"model_type":"tweedie",
"regression_parameter": betas_tweedie},
{"power": 1.5,
"dispersion":[0.2, 2, 5.5],

"model_type": "tweedie",
"regression_parameter": betas_tweedie},
{"power": 2,
"dispersion":[0.023, 0.25, 0.65],
"model_type": "gamma",
"regression_parameter": betas_tweedie},
{"power": 3,
"dispersion":[0.0003, 0.0034, 0.0083],
"model_type": "invgauss",
"regression_parameter": betas_tweedie},
{"power": 1,
"dispersion":[1],
"model_type": "binomial",
"regression_parameter": betas_logit}
1:
regression_parameters = simulation_conf["regression_parameter"]
for dispersion in simulation_conf["dispersion"]:
report = "- Simulation report - "

for sample_size in [250, 500, 750, 1000]:

covariatel = np.arange (
-1.0, 1.0, 1 / (sample_size / 2)
)

covariate2 = np.random.choice ([0, 1], size=sample_size)
simulation = {"n_sim": n_sim,
"sample_size": sample_size,
"dispersion": dispersion,
"power": simulation_conf["power"],
"covariatel": covariatel,
"covariate2": covariate?2,
"beta_0":regression_parameters|["beta_0"],
"beta_1": regression_parameters["beta_1"],
"beta_2": regression_parameters["beta_2"],
"model_type": simulation_conf["model_type"]}
log_simulation = generate_model_simulation (x+*simulation)
dump_json ("power_"+ str(simulation_conf["power"]) +
" " 4+ "n_sim_ " + str(n_sim) +
" " + "dispersion_" + str(dispersion) +
" " 4+ "sample_size_" + str(sample_size), log_simulation)

histogram_log_simulation (log_simulation,
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power=simulation_conf ["power"],
sample_size=sample_size,
dispersion=dispersion,
beta_0O=regression_parameters|["beta_0"],
beta_l=regression_parameters|["beta_1"],
beta_2=regression_parameters|["beta_2"]
)
report += "\n" + coverage_analysis (log_simulation,
dispersion, sample_size,
n_sim, simulation_conf["power"])

6.1 BINOMIAL

A Figura 6.1 apresenta as estimativas resultantes de mil simulacdes para o modelo
Binomial. Esta secao apresenta a convergéncia dos parametros de regressao e dispersao via os
graficos do tipo boxplot, e a analise de cobertura dos parametros via gréficos de linha.

Binomial Simulation

Beta_0as 0.8 Beta_1as 1 Beta_ 2 as-1.5 Dispersion as 1
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Figura 6.1: Resultado da simulagcdo Binomial

E possivel verificar a consistente e progressiva convergéncia aos parametros reais, sob o
aumento do tamanho amostral, e a cobertura satisfatoria dos intervalos de confianca, ao redor
95% para a maioria das estimativas.

6.2 TWEEDIE E POWER DEFINIDO EM 1,01

As Figuras 6.2, 6.3 e 6.4 apresentam as estimativas resultantes das trés sessoes de
mil simula¢des, com paradmetros de dispersao distintos, € o power inicial em 1,01. Esta secao
apresenta a convergéncia dos parametros de regressao e dispersao via os graficos do tipo boxplot,
e a analise de cobertura dos parametros via grificos de linha.

E possivel verificar a consistente convergéncia aos pardmetros reais, inclusive o power,
e a 6tima cobertura dos intervalos de confianga, ao redor 95% para a maioria das estimativas.

6.3 TWEEDIE E POWER DEFINIDO EM 1,5

As Figuras 6.5, 6.6 e 6.7 apresentam as estimativas resultantes das trés sessoes de
mil simulacdes, com pardmetros de dispersao distintos, € 0 power inicial em 1,5. Persiste-se o
padrdo de relatério de simulagdes.

Novamente, € possivel verificar a consistente convergéncia aos parametros reais e a alta
cobertura dos intervalos de confianga, ao redor 95% para a maioria das estimativas.
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Figura 6.2: Resultado da simulacdo Tweedie com power 1,01 e dispersao 1,5.
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Figura 6.3: Resultado da simulacdo Tweedie com power 1,01 e dispersdo 15.

power: 1.01, dispersion: 40
Beta_0 as 2 Beta_l as 0.8 Beta_2 as-1.5 Dispersion as 40 Power as 1.01

y 1000 —{0— g 10001 O y 1000 1 —{— y o0 —— g 10001 ——
A 7504 —O— a 7504 +—O— 4 7504 —O— 4 7504 —{O— | 9 750 +—{O—
g so0q{ —1{— g s001 —13— g s009 +—{O— g so0q +—3— g so0oq{ —{—
-] o ] o o
w250 ——CF——| v 2s0{——{ 33— vV 50— F——| 9 250{—— 33— © 250 {—}——
15 20 25 0 2 -3 -2 -1 25 50 75 05 10 15
Coefficients Coefficients Coefficients Parameter Parameter
Coverage Coverage Coverage Coverage Coverage
0.960 0.95 0.98 1 ]
S 2 0.94 & & % 0.951
v B v v 4 v 4 v
3 0.955 2 : 0.94 : 0.96 £ 0.901
® # 0921 # 2 #
0.950 4 / \ , . 0.93 - . . 0.94 - . . [0 F: 1 A
500 1000 500 1000 500 1000 500 1000 500 1000
Sample Size Sample Size Sample Size Sample Size Sample Size
Figura 6.4: Resultado da simulacdo Tweedie com power 1,01 e dispersao 40.
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Figura 6.5: Resultado da simulagdo Tweedie com power 1,5 e dispersdo 0,2.
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power: 1.5, dispersion: 2
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Figura 6.6: Resultado da simulagdo Tweedie com power 1,5 e dispersdo 1,8.
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Figura 6.7: Resultado da simulagdo Tweedie com power 1,5 e dispersao 5,2.

6.4 TWEEDIE E POWER DEFINIDO EM 2

As Figuras 6.

8, 6.9 e 6.10 apresentam as estimativas resultantes das trés sessoes de

mil simulagdes, com parametros de dispersao distintos, € o power inicial em 2. Persiste-se o
padrao de relatério de simulagdes.
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Figura 6.8

power: 2, dispersion: 0.023
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: Resultado da simulacdo Tweedie com power 2 e dispersao 0,023.

E possivel verificar a consistente convergéncia aos paramétros reais e a 6tima cobertura

dos intervalos de confi

anga, ao redor 95% para a maioria das estimativas.
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power: 2, dispersion: 0.25
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Figura 6.9: Resultado da simulacdo Tweedie com power 2 e dispersdo 0,25.
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Figura 6.10: Resultado da simulagdo Tweedie com power 2 e dispersdo 0,65.

6.5 TWEEDIE E POWER DEFINIDO EM 3

As Figuras 6.11, 6.12 e 6.13 apresentam as estimativas resultantes das trés sessoes de
mil simulagdes, com pardmetros de dispersao distintos, € o power inicial em 3. Persiste-se o
padrdo de relatério de simulagdes.

power: 3, dispersion: 0.0003

Beta_0 as 2 Beta_1as 0.8 Beta_2 as-1.5 Dispersion as 0.0003 Power as 3
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Figura 6.11: Resultado da simulacdo Tweedie com power 3 e dispersdao 0,0003.

Os parametros de regressao e power se aproximam para todos os valores de dispersao.
Esta converge no cendrio alto de variancia, entretanto, para os dois menores valores de dispersao,
apesar das estimativas proximas, os valores ndo capitulam ao intervalo de confianca. A menor
variancia reside na borda, incorrendo no efeito de borda.
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power: 3, dispersion: 0.0034

Beta 0 as 2 Beta_1as 0.8 Beta_2 as -1.5 Dispersion as 0.0034 Power as 3
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Figura 6.12: Resultado da simulacdo Tweedie com power 3 e dispersdao 0,0034.
power: 3, dispersion: 0.0083
Beta_0 as 2 Beta_1as 0.8 Beta 2 as-1.5 Dispersion as 0.0083 Power as 3
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Figura 6.13: Resultado da simula¢do Tweedie com power 3 e dispersdo 0,0083.

Replicamos as simulagdes com o pardmetro power fixo; foi possivel observar a auséncia
de vies e consisténcia nos coeficientes de regressdo e parametros de dispersdo, a medida o
aumento do tamanho amostral.
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7 ANALISE ESTATISTICA COM A BIBLIOTECA MCGLM

Esta sec¢@o apresenta a aplicagdo pratica do MCGLM em duas andlises com a biblioteca
mcglm, objeto desta dissertacdo. Os exemplos a seguir fazem alusdo a flexibilidade do framework
estatistico e a acessivel interface do modelo mcglm.

7.1 ANALISE DE PRIVACAO DE SONO

z

O conjunto de dados sleepstudy € um estudo de privacdo de sono. https:
//www.rdocumentation.org/packages/lmed/versions/1.1-26/topics/
sleepstudy.

O estudo visa analisar a influéncia da privacdo de sono no tempo de reag@o geral de um
grupo de individuos. No dia zero, os pacientes tiveram sua quantidade habitual de sono. A partir
desse dia, eles foram restringidos a trés horas de sono por noite. As observagdes representam o
tempo médio didrio de reacdo em uma bateria individual de testes.

Uma abordagem promissora € o ajuste por meio de modelos de efeito de dois niveis,
como modelos mistos. A biblioteca mcglm é adequada para conduzir essa andlise estatistica.
O trecho de c6digo abaixo importa a biblioteca mcglm, bem como pandas, matplotlib,
seaborn e patsy para construir as matrizes de delineamento.

Listagem 7.1: Primeira parte do c6digo com a importacdo das bibliotecas.

import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns

from mcglm import MCGLM, mc_mixed, mc_id
from patsy import dmatrix

O trecho abaixo produz um gréfico de todos os individuos ao longo dos dias de estudo.

Listagem 7.2: Leitura de dados com o pandas e exibi¢do grafica dos dados com seaborn.

sleepstudy = pd.read_csv(’sleepstudy.csv’)

sns.lineplot (x="Days’, y=’Reaction’, hue=’Subject’, data=sleepstudy)
plt.legend (bbox_to_anchor=(1.05, 1), loc=2, borderaxespad=0.)

O gréfico resultante da geracdo da visualizagdo € apresentado na Figura 7.1.

Pela Figura 7.1, os individuos sob andlise se comportam de formas distintas. Alguns
usudrios sentem o efeito da privagao do sono, diferentemente de outros. Entretanto, em linhas
gerais, hd acréscimo no tempo de resposta na adicdo de dias em privagdo; os dias de privacao
parecem influenciar no tempo de reagdo.

Avangando na andlise estatistica, prosseguimos para a construcao da matriz de delinea-
mento e matrizes de dependéncias:

Listagem 7.3: Construc¢do das matrizes de delineamento e dependéncia.

X = dmatrix ('~ Days’, sleepstudy, return_type="dataframe")
7 = [mc_id(sleepstudy)] + mc_mixed(formula=’'~ 0 + Subject / Days’,
data = sleepstudy)
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Figura 7.1: Tempo de reacdo dos individuos ao longo dos dias

Enfim, podemos fazer o ajuste do modelo MCGLM com a biblioteca mcglm. Na
instanciacdo do objeto, a varidvel resposta € passada como o atributo endog, a matriz de
delineamento como o atributo exog e as matrizes de dependéncia z. Como os parametros
link e variance nao foram definidos, a biblioteca aplica os valores padrao: identitye
constant.

A formula especificada na construcdo das matrizes Z emula o mcglm como um modelo
misto de intercepts e slopes aleatorios.

Listagem 7.4: Ajuste do modelo MCGLM.

mcglm = MCGLM (
endog=sleepstudy[’Reaction’],
exog=X,
z=7

)

mcglmresults = mcglm.fit ()

O método sumdrio apresenta as estimativas resultantes do ajustes do modelo.

Listagem 7.5: Relatério sumdrio do MCGLM.

Multivariate Covariance Generalized Linear Model

Dep. Variable: Reaction No. Iterations: 20

Model: MCGLM No. Observations: 180

link: identity Df Residuals: 174

variance: constant Df Model: 6

Method: Quasi-Likelihood Power—-fixed: True

Date: Thu, 30 Jun 2022 PAIC: 1583.94

Time: 14:49:00 pBIC: 1603.1

pLogLik: -785.9704

coef std err z P>|z| [0.025 0.975]

Intercept 251.4051 6.632 37.906 0.000 238.406 264.404
Days 10.4673 1.502 6.968 0.000 7.523 13.412
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dispersion_1 654.9420 70.624 9.274 0.000 516.521 793.363
dispersion_2 565.5150 264.67 2.137 0.033 46.753 1084.277
dispersion_3 32.6820 13.560 2.410 0.01e 6.105 59.259
dispersion_4 11.0550 42.948 0.257 0.797 -73.121 95.231

O cabecalho do relatdrio traz informagodes sobre parametros do mcglm, caracteristicas
do modelo e medidas de ajuste. Os valores padrdao para fun¢do de ligacdo e variancia sao
identity e constant, o que neste caso, faz com que o algoritmo se comporte como um
modelo misto gaussiano. Além disso, as medidas de adequacdo pAIC, pBIC e pLogLik sdo
boas informacdes para reter: 1583,94, 1603,1 e -785,97.

A secdo com os parametros de regressdo reporta os parametros de efeitos fixo. O
intercept definido em valor 251,40 alude ao tempo médio de resposta no dia 0, em segundos.
Além disso, o valor Days em 10,46 alude a alteragdo total do tempo de resposta a cada mudanca
unitdria em Dias, para sujeitos com efeitos aleatério definido em 0. Além disso, pelo p—value
resultante do teste de Wa 1d, podemos concluir que os dias sdo estatisticamente significativos no
modelo estatistico para a andlise do tempo de reacao.

Os parametros de dispersao descrevem os efeitos aleatdrios dentro dos individuos ao
longo dos dias. O primeiro parametro de dispersao € a variacao envolvendo todos os pontos, sua
estimativa em 654,94. O segundo parametro de dispersdo € a variagcdo entre todos os intercepts,
565,51. O terceiro parametro de dispersao € a variancia das inclinac¢des, calculado em 32,68. O
quarto parametro de dispersdo € a covariancia entre intercepts e inclinacdes, calculado em 11,05.

Além disso, a correlagdo pode ser calculada através da férmula simples: a quarta
dispersado dividida pela raiz quadrada da multiplicacdo entre a segunda e a terceira. A correlagdao
¢ de 0,0812.

A andlise residual é uma maneira de avaliar a qualidade do ajuste. O c6digo abaixo
aproveita o atributo pearson_residuals para a andlise.

Listagem 7.6: Andlise residual com a biblioteca mcglm

plt.scatter (mcglmresults.mu, mcglmresults.pearson_residuals)
plt.xlabel ("mu’)
plt.ylabel ('pearson residuals’)
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Figura 7.2: Diagrama de dispersdo dos valores esperados e os residuos de Pearson.

Os resultados da Figure 7.2 revela residuos préximos a homogeneidade.
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7.2 ANALISE DE TRATAMENTO DE SOJA

Soya € um conjunto de dados que registra um experimento da Universidade Federal
da Grande Dourados, em Dourados, Mato Grosso do Sul, Brasil. O experimento coletou dados
sobre diferentes tratamentos de potassio, &gua e blocos, todas varidveis categoricas, para
cultivo em solo controlado. As varidveis resposta a serem analisadas sdo: tamanho do grio, total
de sementes e percentual de vagens vidveis. A seguir, 0o MCGLM analisa essas trés respostas
em um ajuste, demonstrando a flexibilidade do modelo em trés tipos diferentes de respostas:
continua, contagem e limitados. O trecho de c6digo para ler os dados:

Listagem 7.7: Leitura da base de dados com o pandas e criag@o da varidvel resposta.

soya = pd.read_csv (’soya.csv’)

soya[’viablePeas’] = soyal[’viablepeas’] / soyal[’totalpeas’]

seeds viablePeas

17.5 |
15.0

Figura 7.3: Histogramas das varidveis resposta

Os histogramas da Figura 7.3 ajudam na andlise geral de distribuicdo das varidveis
resposta.

As varidveis de andlise grain, seeds e viablePeas sdo continuas, contagens e li-
mitadas/binomiais, respectivamente. Trés modelos de probabilidade sugeridos sdo: Gaussiano,
PoissoneBinomial, conforme aespecificacdo do modelo. Para tal, as escolhas para a fun¢ao
link sao: identity, loge logit; para a funcdo variance sdo: constant, tweedie e
binomialP. Finalmente, o parimetro nt rial recebe uma lista preenchida com dois valores
vazio e o total de vagens.

Listagem 7.8: Secdo de ajuste das trés varidveis resposta.

mcglm = MCGLM (

endog=[soyal[’grain’], soyal[’seeds’], soyal[’viablepeasP’]],
exog=[X, X, X],

z=[[mc_id(soya)], [mc_id(soya)], [mc_id(soya)ll,
link=["identity’, ’'log’, ’logit’],

variance=[’constant’, ’'tweedie’, ’'binomialP’],
ntrial=[None, None, soyal[’totalpeas’].values]

)

mcglmresults = mcglm.fit ()

O objeto retornado pode construir o relatério summary () com as trés andlises das
respostas e uma andlise de correlacdo entre as respostas. Por legibilidade, essa andlise descreve
cada resposta separadamente.

A resposta do grao foi ajustada com os parametros padrdo, identity e constant,
similar a uma regressao linear. Entre as covariaveis bloco, 4gua e potdssio, pelo teste de Wald,
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os niveis de potdssio sdo estatisticamente significantes para o modelo; quanto maior o nivel de
potdssio, maior o tamanho do grdo. A variacdo € constante em 5,862.

Listagem 7.9: Sumdrio do treinamento para a variavel tamanho de graos.

Multivariate Covariance Generalized Linear Model

Dep. Variable: grain No. Iterations: 10
Model: MCGLM No. Observations: 75
link: identity Df Residuals: 55
variance: constant Df Model: 20
Method: Quasi-Likelihood Power-fixed: True
Date: Fri, 14 Oct 2022 PAIC: 448 .21
Time: 09:45:15 PBIC: 516.53
pLogLik: -204.1064
coef std err z P>|z]| [0.025 0.975]
Intercept 14.2456 1.218 11.699 0.000 11.859 16.632
block[T.ITI] 1.1324 0.880 1.286 0.198 -0.593 2.858
block[T.III] -0.7801 0.880 -0.886 0.376 -2.506 0.946
block[T.IV] -1.5492 0.880 -1.760 0.078 -3.275 0.176
block[T.V] -2.3871 0.880 -2.711 0.007 -4.113 -0.661
water [T.50] 2.1661 1.531 1.415 0.157 -0.835 5.167
water[T.62.5] 2.5404 1.531 1.659 0.097 -0.460 5.541
pot[T.120] 11.7898 1.531 7.701 0.000 8.789 14.790
pot [T.180] 11.8633 1.531 7.749 0.000 8.863 14.864
pot [T.30] 6.7895 1.531 4,435 0.000 3.789 9.790
pot [T.60] 10.3978 1.531 6.792 0.000 7.397 13.399
water[T.50] :pot [T.120] 2.2543 2.165 1.041 0.298 -1.989 6.498
water[T.62.5]:pot [T.120] 5.5828 2.165 2.578 0.010 1.339 9.826
water[T.50] :pot [T.180] 1.2096 2.165 0.559 0.576 -3.034 5.453
water[T.62.5]:pot[T.180] 9.2389 2.165 4.267 0.000 4.995 13.483
water[T.50] :pot [T.30] 0.1067 2.165 0.049 0.961 -4.137 4.350
water[T.62.5] :pot [T.30] -1.8678 2.165 -0.863 0.388 -6.112 2.376
water[T.50] :pot [T.60] 2.6034 2.165 1.202 0.229 -1.640 6.847
water[T.62.5]:pot [T.60] 3.3586 2.165 1.551 0.121 -0.885 7.602
coef std err z P>|z| [0.025 0.975]

dispersion_1 5.8620 1.671 3.508

A andlise residual da Figura 7.4 revela um bom ajuste geral.

A covaridvel semente € um varidvel de contagem. Uma maneira direta e candnica
de modela-la € via Poisson. Duas, das trés covaridveis, sdo estatisticamente significativas na
semente: potdssio, para todos os niveis; e bloco para o nivel V.

Listagem 7.10: Sumadrio do treinamento para a varidvel contagem de graos.

Multivariate Covariance Generalized Linear Model

Dep. Variable: seeds No. Iterations: 10

Model: MCGLM No. Observations: 75
link: log Df Residuals: 55
variance: tweedie Df Model: 20
Method: Quasi-Likelihood Power-fixed: True
Date: Fri, 14 Oct 2022 PAIC: 448.21

Time: 09:45:15 pPBIC: 516.53
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Figura 7.4: Residuos de Pearson para o peso dos graos
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pLogLik: -204.1064

coef std err z P>|z| [0.02 0.975]
Intercept 4.8074 0.066 73.099 0.000 4.679 4.936
block[T.IT] -0.0182 0.039 -0.469 0.639 -0.094 0.058
block[T.IIT] -0.0330 0.039 -0.845 0.398 -0.110 0.044
block[T.IV] -0.1066 0.040 -2.678 0.007 -0.185 -0.029
block[T.V] -0.1262 0.040 -3.154 0.002 -0.205 -0.048
water[T.50] 0.1322 0.084 1.579 0.114 -0.032 0.296
water[T.62.5] 0.1864 0.083 2.255 0.024 0.024 0.348
pot [T.120] 0.3672 0.079 4.620 0.000 0.211 0.523
pot [T.180] 0.2945 0.081 3.649 0.000 0.136 0.453
pot [T.30] 0.2980 0.081 3.695 0.000 0.140 0.456
pot [T.60] 0.3444 0.080 4.312 0.000 0.188 0.501
water[T.50] :pot[T.120] 0.1159 0.108 1.076 0.282 -0.095 0.327
water[T.62.5]:pot [T.120] 0.0698 0.107 0.653 0.514 -0.140 0.279
water[T.50] :pot [T.180] 0.2905 0.108 2.697 0.007 0.079 0.502
water[T.62.5]:pot [T.180] 0.2166 0.107 2.022 0.043 0.007 0.426
water[T.50] :pot [T.30] 0.0425 0.110 0.386 0.699 -0.173 0.258
water[T.62.5] :pot [T.30] -0.1372 0.111 -1.241 0.215 -0.354 0.080
water[T.50] :pot [T.60] 0.1161 0.108 1.073 0.283 -0.096 0.328
water[T.62.5]:pot [T.60] 0.0902 0.107 0.842 0.400 -0.120 0.300

coef std err z P>|z]| [0.025 0.975]
.429 5.035 0.000 1.320 3.004

dispersion_1 2.1620 0

A andlise residual da Figura 7.5 revela um bom ajuste.

A covaridvel ViablePeas € limitada, com N ensaios. Entre as covaridveis, apenas o

nivel de potassio 30 e o nivel de d4gua 50 sdo estatisticamente significativos ao modelo.

Listagem 7.11: Sumario do treinamento para a varidvel percentual de vagens vidveis.

Multivariate Covariance Generalized Linear Model

Dep. Variable: viablePeas No. Iterations: 10
Model: MCGLM No. Observations: 75
link: logit Df Residuals: 55
variance: binomialP Df Model: 20
Method: Quasi-Likelihood Power—-fixed: True
Date: Fri, 14 Oct 2022 PAIC: 448.21
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Figura 7.5: Pearson residuals para a varidvel contagem de graos.
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Time 09:45:15 pPBIC: 516.53
pLogLik: -204.1064

coef std err z P>|z| [0.025 0.975]
Intercept -0.8360 0.197 -4.242 0.000 -1.222 -0.450
block[T.II] -0.4383 0.188 -2.329 0.020 -0.807 -0.070
block[T.IIT] -0.1671 0.183 -0.914 0.361 -0.525 0.191
block[T.IV] -0.1877 0.183 -1.023 0.306 -0.547 0.172
block[T.V] -0.2926 0.187 -1.564 0.118 -0.659 0.074
water[T.50] 0.5675 0.218 2.604 0.009 0.140 0.995
water[T.62.5] 0.2414 0.219 1.102 0.271 -0.188 0.671
pot [T.120] -3.3915 0.597 -5.682 0.000 -4.561 -2.222
pot [T.180] -3.6309 0.685 -5.300 0.000 -4.974 -2.288
pot [T.30] -1.8455 0.329 -5.601 0.000 -2.491 -1.200
pot [T.60] -3.1518 0.541 -5.826 0.000 -4.212 -2.091
water[T.50] :pot [T.120] 0.6881 0.672 1.024 0.306 -0.629 2.005
water[T.62.5]:pot [T.120] -0.8358 0.910 -0.918 0.358 -2.620 0.948
water[T.50] :pot [T.180] 1.2730 0.735 1.732 0.083 -0.167 2.713
water[T.62.5]:pot [T.180] 0.0683 0.842 0.081 0.935 -1.581 1.718
water[T.50] :pot [T.30] -0.2773 0.425 -0.653 0.514 -1.110 0.555
water[T.62.5]:pot[T.30] 0.8046 0.400 2.013 0.044 0.021 1.588
water[T.50] :pot [T.60] 0.4598 0.622 0.739 0.460 -0.760 1.680
water[T.62.5]:pot [T.60] 0.6312 0.630 1.002 0.316 -0.604 1.866

coef std err z P>|z]| [0.025 0.975]
.245 5.293 0.000 0.817 1.777

dispersion_1 1.2970 0

A Figura 7.6 apresenta os residuos de Pearson do ajuste binomial.
Pela biblioteca mcglm, € possivel experimentar valores diferentes para fun¢des de

ligacdo e variancia.

Os trés ultimos componentes rhos se referem ao coeficiente de correlagao entre as
respostas. Figura7.7. rhol correlaciona tamanho de grio e contagem de sementes; possui uma
considerdvel correlacdo de 0,63. rho2 e rho3 representam a correlagiao entre tamanho de
grao e ervilhas vidveis, contagem de sementes e ervilhas vidveis, respectivamente. Ambas as
correlacdes sdo baixas.
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Figura 7.6: Pearson residuals para viablePeas

coef
rho_1 0.6368
rho_2 0.0695
rho_3 0.0878

std err
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Figura 7.7: Rhos report para as trés respostas

0.975]
0.847
0.295
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8 COMENTARIO FINAIS

Esta dissertacdo apresentou a primeira implementacdo do modelo MCGLM em Python,
uma estrutura estatistica flexivel para ajuste em uma ampla variedade de dados. A biblioteca
mcglm estende o statsmodels. Ele fornece uma excelente interface para acessar parametros
estimados juntamente com medi¢des de qualidade do treinamento.

A biblioteca mcglm € uma nova alternativa para andlises estatisticas na linguagem
Python, passivel de publicagio na biblioteca st at smodels como uma nova API. E um novo
capitulo do desenvolvimento estatistico na linguagem Python e na Ciéncia De Dados.

Limitacdes conhecidas envolvem a impossibilidade de escolhas para a fun¢do de ligagao
da covaridncia, como inverse e exponencial matricial, afinal apenas a fungdo
ident ity estd disponivel; o c6digo ndo possui suporte para processamento paralelo escaldvel;
apenas trés das multiplas op¢des de dependéncias foram implementadas. Para delimitar o escopo
desta biblioteca, priorizamos a implementacao exclusiva da func¢do de ligagdo da covariancia
identity, que permite o ajuste de inimeros modelos, elencados nesta dissertacdo. Em adigao,
dada a flexibilidade do cédigo, resultante da aplicacdo da orientacdo a objetos, outras funcdes de
ligacdo podem ser implementadas sem fric¢do no futuro.

Uma meta dessa biblioteca, e uma diferenca em relacdo ao pacote da linguagem R
existente, € o desenvolvimento orientado a objetos. Com o software concluido, fica evidente
a adequacao da filosofia de desenvolvimento a produ¢do de modelos estatisticos. A bilioteca
possui uma implementacao legivel, extensivel, independente e testdvel; atributos desejaveis no
desenvolvimento de modelos estatisticos.

Assumindo os tragos principais do modelo MCGLM, as ferramentas estatisticas mais
similares sioos Modelos MistoseCopulas,exceto pelacapacidade de andlise em multiplas
respostas. Como atividade futura, € possivel uma andlise comparativa entre as ferramentas
estatisticas, explorando diferentes ajustes de modelos em estruturas de dependéncias unicas.
Como a biblioteca stat smodels implementa os modelos complementares, Python € um
ambiente adequado para a realizacdo desta andlise.
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APENDICE A - BASE DE CODIGO DA BIBLIOTECA MCGLM

Nesta se¢do, apresentamos a implementagdo em Python da biblioteca mcglm. Ela serve
como guia fundamental ao desenvolvimento objeto desta dissertacdo e como um apéndice ao
capitulo "Arquitetura de Software e Implementacao". Destacamos classes e métodos fundamentais
da biblioteca.

A biblioteca mcglm divide-se nas implementagdes das classes: MCGLM, MCGLMMean,
MCGLMVariance, MCGLMCAttributes, MCGLMParameters e MCGLMResults.
Abaixo, os c6digos completos dessas implementagdes.

Listagem A.1: Classe MCGLM.

class MCGLM (MCGLMMean, MCGLMVariance) :
_do c_ = mimn
MCGLM class that implements MCGLM stastical models. (Bonat, Jorgensen 2015)

It extends GLM for multi-responses and dependent components by fitting
second-moment assumptions.

Parameters

endog : array_like
1d array of endogenous response variable. In case of multiple
responses, the user must pass the responses on a list.

exog : array_like
A dataset with the endogenous matrix in a Numpy fashion. Since the
library doesn’t set an intercept by default, the user must add it. In
the case of multiple responses, the user must pass the design matrices
as a python 1ist.

z : array_like
List with matrices components of the linear covariance matrix.

link : array_ like, string or None
Specification for the link function. The MCGLM library implements the
following options: identity, logit, power, log, probit, cauchy,
cloglog, loglog, negativebinomial. In the case of None, the library
chooses the identity link. In multiple responses, user must pass
values as list.

variance : array_like, string or None
Specification for the variance function. The MCGLM library implements
the following options: constant, tweedie, binomialP, binomialPQ,
geom_tweedie, poisson_tweedie. In the case of None, the library
chooses the constant link. In multiple responses, user must pass
values as list.

offset : array_like or None
Offset for continuous or count. In multiple responses, user must pass
values as list.

Ntrial : array_ like or None
Ntrial for binomial responses. In multiple responses, user must pass
values as 1list.

power_fixed : array_like or None
Parameter that allows estimation of power when variance functions 1is
either tweedie, geom tweedie or poisson_tweedie. In multiple
responses, user must pass values as list.

maxiter : float or None
Number max of iterations. Defaults to 200.




45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100

101

tol : float or None

Threshold of minimum absolute change on paramaters.
float or None

tuning

Step size parameter. Defaults to 0.5.

welghts
Weight matrix.

Examples

array_like or None

Defaults to None.

>>> import statsmodels.api as sm
>>> data = sm.datasets.scotland.load()
>>> data.exog = sm.add_constant (data.exoqg)

>>> model = sm.GLM(data.endog, data.exog, z=[mc_id(data.exoqg)],

>>> model_results

>>> model_results.
.pearson_residuals
>>> model_results.
>>> model_results.
>>> model_results.

>>> model_results

MCGLM is a brand new model,

link="1log", variance="tweedie",
power=2, power_fixed=False)

= model.fit ()
mu

aic
bic
loglikelihood
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Defaults to 0.0001

which provides a solid statistical model for

fitting multi-responses non-gaussian, dependent, or independent data base

on second-moment assumptions.

will drive the overall behavior of the model.

For more details,
mmn

def _ init_ (
self,
endog,
exog,
Z,
link=None,
variance=None,
offset=None,
ntrial=None,
power=None,

check articles and documentation provided.

power_fixed=None,

maxiter=50,
tol=0.001,
tuning=1,
weights=None,

super (MCGLM, self)._ _init_ ()

self. max_iter

self._tol = tol

self._tuning =
self._weights

self._n_targets

= maxiter

tuning
weights

= None

When a user instantiates an mcglm object,
she must specify attributes such as link, variance, and z matrices;
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149
150
151
152
153
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self._n_obs = None
self._X = None
self._y_values = None
self._y_names = None
self._z = None
self._ntrial = None
self._tau_initial = None
self. beta_initial = None
self. rho_initial = None
self._offset = None
self._link = None
self._variance = None
self._power_fixed = None

self._power_initial = None

self._n_targets,
self._n_obs,
self._X,
self._y_values,
self._y_names,
self._z,
self._ntrial,
self._tau_initial,
self._beta_initial,
self._rho_initial,
self._offset,
self._link,
self._variance,
self._power_fixed,
self. _power_initial,
) = self._ calculate_static_attributes/(
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endog, exog, link, variance, z, offset, power, power_fixed, ntrial

@property
def df model (self):
"""Calculates the degree of freedom for the model."""
return len(self._beta_initial[0]) + len(self._tau_initiallO0])

@property

def df resid(self):
"""Calculates the degree of freedom for the model residuals."""
return self._n_obs - self.df_model

def @ calculate_static_attributes(
self, endog, exog, link, variance, z, offset, power, power_fixed,
ntrial

"""Base method to warm up the pivotal artifacts for model training.

fulfills the None with default values, sets the power value, and
creates the base vectors.

Args:
endog (list or np.array): _description_
exog (list or np.array): _description_
link (list): _description_

variance (list): _description_

It
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178
179
180
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183
184
185
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187
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217

z (list): _description_

offset (list): _description_
power (list): _description_
power_fixed (list): _description_
ntrial (list): _description_

mmrn

def initial_power (variance) :
if variance in [
"binomialP",
"tweedie",
"geom_tweedie",
"poisson_tweedie",
"constant",

return 1
elif variance == "binomialPQ":
return (1, 1)
else:
return 0
n_targets = len(exog) if isinstance(exog, list) else 1
n_obs = exog[0].shape[0] if n_targets > 1 else exog.shape[0]
set_offset = offset is None
set_link = link is None
set_variance = variance is None
set_power_fixed = power_fixed is None
set_power = power is None
tau = list ()
beta = list ()
rho = list ()

offset_list = list()
link_list = 1list ()
variance_list = list ()
power_fixed_list = list ()
power_list = list ()
y_values = list ()

y_names = list ()

if n_targets == 1:
X = [exoqg]
y_values = [endog.values]
y_names = [endog.name]
z = [z]
ntrial = [ntrial]
tau = [[0 for i in range(len(z[0]))]]
beta = [np.ones (X[0].shape[l])]
rho = 0

offset_list = [None] if set_offset else [offset]

link_list = ["identity"] if set_link else [link]

variance_list = ["constant"] if set_variance else [variance]
power_fixed_list = [True] if set_power_ fixed else [power_fixed]

power_list = [initial_power (variance_1list[0])]
[power]

if set_power else
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else:

X = exog

if not set_offset:
offset_list = offset

if not set_link:
link_list = link

if not set_variance:
variance_list = variance

if not set_power_fixed:
power_fixed_list = power_fixed

if not set_power:
power_list = power

for index in range (n_targets):
tau.append ([0 for i in range(len(z[index]))])
beta.append([np.ones (exog[index] .shapel[l])])
y_values.append (endog[index] .values)
y_names.append (endog[index] .name)

if set_offset:
offset_list.append (None)
if set_link:
link_list.append("identity")
if set_variance:
variance_list.append("constant")
if set_power_fixed:
power_fixed_list.append (True)
if set_power:
power_list.append(initial_power (variance[index]))

rho = 1list ()
for _ in range(int (n_targets * (n_targets - 1) / 2)):
rho.append (0)

return (
n_targets,
n_obs,
XI
np.concatenate (y_values, axis=None),
y_names,
Zy
ntrial,
tau,
beta,
rho,
offset_1list,
link_1list,
variance_list,
power_ fixed_ list,
power_list,

def fit (self):
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"""The interface to run the inference for MCGLM statistical model."""

(
regression_historical,
dispersion_historical,
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residue,
varcov,
joint_inv_sensitivity,
joint_variability,
n_iter,
mu,
rho,
tau,
power,
parameters_target,
c_inverse,
c_values,

) = self._fit ()

regression_parameters = regression_historical[-1]

dispersion_parameters

p_log_likelihood = self._ p_log_likelihood/(
self._y_values, mu, c_values, c_inverse

)

dispersion_historical[-1]

aic = self._p_aic(p_log_likelihood, self.df_model)
bic = self.__p_bic(p_log_likelihood, self.df_model, len(self.

_y_values))

return MCGLMResults (
normalized_var_cov=abs (varcov),
nobs=self._n_obs,
n_targets=self._n_targets,
y_names=self._y_names,
regression=regression_parameters,
dispersion=parameters_target,
n_iter=n_iter,
residue=residue,
rho=rho,
tau=tau,
power=power,
link=self._1link,
variance=self._variance,
power_fixed=self._power_fixed,
p_log_likelihood=p_log_likelihood,
aic=aic,
bic=bic,
df_resid=self.df_resid,
df_model=self.df_model,
mu=mu.reshape (self._n_targets, -1),
y_values=self._y_values,
X=self._X,
ntrial=self._ntrial,

def _ p log_likelihood(self, endog, mu, c_values,

mmrn

Gaussian Pseudo-loglikelihood

mmrn

def gauss(residue, det_sigma, inv_sigma) :
import math

c_inverse):
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size_residue = len(residue)

dens = (
-1 * (size_residue / 2) * np.log(2 * math.pi)
- 0.5 x det_sigma
- (residue.T % inv_sigma * residue)

)

return dens.mean ()

residue = endog - mu
det_sigma = slogdet (block_diag(c_values)) [1]
log_likelihood = gauss(
residue=residue, det_sigma=det_sigma, inv_sigma=c_inverse

return log_likelihood

def _ p _aic(self, pseudo_loglike, degrees_of_ freedom):

mmrn

pseudo Akaike Information criterion

mmrn

return round (2 * degrees_of_ freedom - 2 * pseudo_loglike, 2)

def _ p _bic(self, pseudo_loglike, degrees_of_freedom, length_endogenous) :

mmrn

pseudo Bayesian Information criterion

mimn

return round (
degrees_of_freedom * np.log(length_endogenous) - 2 =
pseudo_loglike, 2

def fit(self):
"""This method implements the core inference for MCGLM, by all the
means of the two-moment assumptions."""
W = (
np.diag(np.ones (len(self._y_values)))
if self._weights is None
else self._weights

regression_historical = []
dispersion_historical [1]

# To a warm up the start
self.__update_optimal_dispersion()

rho = self._rho_initial
tau = self._tau_initial
power = self._power_initial

# Setting up
regression = np.array(self._beta_initial)
dispersion = np.array(self.___create_dispersion_vector (rho, power, tau)

regression_historical.append(regression)
dispersion_historical.append(dispersion)
for iter in range(self._max_iter):

# First moment
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new_regression,

quasi_score,

mean_sensitivity,

mean_variability,
) = self.update_beta(regression, W, power, rho, tau)
regression_historical.append(new_regression)

# Second moment

mu_attributes, mu, mu_derivatives = self.calculate_mean_features (

self._link, new_regression, self._X, self._offset

new_dispersion,
c_inverse,
c_values,
c_derivatives_componentes,
var_sensitivity,
) = self.update_covariates(
mu_attributes, rho, power, tau, W, dispersion, mu

dispersion_historical.append(new_dispersion)
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regression, dispersion, rho, power, tau = self._ _iteration_update

new_regression, new_dispersion, rho, power, tau
)
if self.__check_stop_criterion(
regression_historical, dispersion_historical

break

residue = self._y_values - mu

varcov,
joint_inv_sensitivity,
joint_variability,

) = MCGLMParameters._parameters_attributes(
residue,
mu_derivatives,
W,
quasi_score,
mean_sensitivity,
mean_variability,
c_inverse,
c_values,
c_derivatives_componentes,
var_sensitivity,

parameters_target = self._ _get_dispersion_parameters (mu,
dispersion)

return (
regression_historical,

rho, tau,
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dispersion_historical,
residue,

varcov,
joint_inv_sensitivity,
joint_variability,

str (iter),

mu,

rho,

tau,

power,
parameters_target,
c_inverse,

c_values,

def _ get_dispersion_parameters(self, mu, rho, tau, dispersion):

covariances = dispersion.tolist ()

if self._n_targets == 1:
rho = np.array([rho])
elif self._n_targets > 1:

rho = np.array([covariances.pop(0) for _ in range(len(rho))])
parameters_target = 1list ()
for index in range(self._n_targets):
power_mu = {
"power": self._power_initial[index]

if self._power_fixed[index]
else covariances.pop (0),

"mu": mu[index * self._n_obs : (index + 1) % self._n_obs],

size_parameters = (
len(taulindex]) if self._power_ fixed[index] el

[index])
)
scale_output = {
"scalelist": [
round (covariances.pop (0), 3) for _ in range

(size_parameters)

parameters_target.append ({**scale_output, *xpower_mu})
return parameters_target
def _ check_stop_criterion(self, regression_historical,
dispersion_historical) :
regression_lift = abs(regression_historical[-2] - regression_historical
[-11)
dispersion_lift = abs(dispersion_historical[-2] - dispersion_historical
[-11)
for position in range(len(regression_lift)):
if np.all(regression_lift[position] < self._tol) and np.all(

se len(tau
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dispersion_lift < self._tol

return True
return False

def _ iteration_update(self, new_regression, new_dispersion,
tau) :

if self._n_targets == 1:
if self._power_ fixed[O0]:
return new_regression, new_dispersion, rho, power,
[new_dispersion]
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rho, power,

)t

else:
return new_regression, new_dispersion, rho, [new_dispersion
[0]], [new_dispersion[l:].tolist ()]
if (isinstance(rho, 1list)) or (isinstance(rho, np.ndarray)
new_rho = new_dispersion[0 : len(rho)]
stack_index = len (rho)
else:
new_rho = new_dispersion[0]
stack_index =1
new_power = list ()

new_tau = list ()
for position in range(len(tau)):
# power section
if self._power_fixed[position]:
new_power.append (power [position])
else:
new_power.append (new_dispersion[stack_index])
stack_index += 1

# tau section.

additions = 0

temp_tau = list ()

for index in range(len(tau[position])):
temp_tau.append (new_dispersion[stack_index + index])
additions += 1

stack_index += additions

new_tau.append (temp_tau)

return new_regression, new_dispersion, new_rho, new_power,

def _ create_dispersion_vector(self, rho, power, tau):
covariance = list ()

if self._n_targets > 1:
if isinstance(rho, 1list):
covariance.extend (rho)
else:
covariance.append (rho)
for n_outputs in range(len(tau)) :
if not self._power_fixed[n_outputs]:
covariance.append (power [n_outputs])
covariance = covariance + taul[n_outputs]
return covariance

new_tau
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def _ update_optimal_dispersion(self):
"""Update optimal dispersion method calculates optimal values for
regression parameters and the dispersion. It harnesses the GLM API of
statsmodels for calculating those values."""

def logit_est (endog, exog, offset):
"""For the Logit link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:

tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn
mdl = GLM(endog, exog, family=sm.families.Binomial (),
offset=o0ffset)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def loglog_est (endog, exog, offset):
"""For the LogLog link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn
mdl = GLM(endog, exog, family=sm.families.Binomial (LogLog()),
offset=o0ffset)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def cloglog_est (endog, exog, offset):
"""For the CLogLog link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmrn
mdl = GLM(
endog, exog, family=sm.families.Binomial (CLogLog()),
offset=o0ffset
)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params.values, mdl_results.scale
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def cauchy_est (endog, exog, offset):
"""For the Cauchy link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn
mdl = GLM(endog, exog, family=sm.families.Binomial (cauchy()),
offset=o0ffset)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def probit_est (endog, exog, offset):
"""For the Cauchy link function, the method adjusts a GLM with
Binomial family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn
mdl = GLM(endog, exog, family=sm.families.Binomial (probit()),
offset=o0ffset)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def identity_est (endog, exog, offset=None):
"""For the Identity link function, the method adjusts a OLS. It
retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn
mdl = sm.OLS (endog, exog, offset=offset)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params, mdl_results.scale

def log_est (endog, exog, offset):
"""For the Log link function, the method adjusts a GLM with Tweedie
(power=1) family. It retrieves the parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.
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Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.
nmmn
mdl = GLM(
endog, exog, family=sm.families.Tweedie (var_power=1l),
offset=o0ffset
)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params, mdl_results.scale

def power_est (endog, exog, offset):
"""For either the Power or Reciprocal link function, the method
adjusts a GLM with Tweedie (power=2) family. It retrieves the
parameters specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn
mdl = GLM(
endog, exog, family=sm.families.Tweedie (var_power=2),
offset=o0ffset
)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

def negative_binomial_est (endog, exog, offset):
"""For the Negative Binomial link function, the method adjusts a
GLM with Tweedie (power=2) family. It retrieves the parameters
specified.

Args:
endog (array-like): outcome variable.
exog (array-like): independent variables.
offset (int): shift on response variable.

Returns:
tuple: regression parameters, dispersion parameter.
mmn
mdl = GLM(
endog, exog, family=sm.families.Tweedie (var_power=2),
offset=offset
)
mdl_results = mdl.fit ()
return mdl_results.params.values, mdl_results.scale

first_estimation = {
"logit": logit_est,
"identity": identity_est,
"power": power_est,
"log": log_est,
"probit": probit_est,
"cauchy": cauchy_est,
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"cloglog": cloglog_est,

"loglog": loglog_est,

"negativebinomial": negative_binomial_est,
"inverse_power": log_est,

"reciprocal": power_est,

for target in range(self._n_targets):

self._beta_initial[target], dispersion = first_estimation]
self._link[target]
1
self._y_values|
target x self._n_obs : target x self._n_obs + self._n_obs
]l
self._XJ[target],
self._offset[target],
)

self._tau_initial[target] [0] = dispersion

Listagem A.2: Classe MCGLMMean.

AVAILABLE_LINK_FUNCTIONS = {

"logit": Logit (),

"identity": Power (power=1.0),
"power": Power(),

"log": Log (),

"probit": probit (),

"cauchy": cauchy (),
"cloglog": CLogLog(),
"loglog": LogLog(),

"negativebinomial": NegativeBinomial (),
"inverse_power": inverse_power (),
"reciprocal": Power (),

class MCGLMMean (MCGLMCAttributes) :

mmrn

MCGLMMean is the class for the first moment adjustment within MCGLM
inference. It handles lifecycle completely, ranging from mu and
derivatives to quasi-likelihood calculations.

This class has two interfaces: ’calculate _mean_ features’ which
calculates mu attributes, and ’update_beta’ that applies
quasi-likelihood estimation and retrieves a new beta.

This class implements the Estimating Equation Quasi-score (Wedderburn,
1974) and the second-order optimization algorithm (Jennrich, 1969) and
(Widyaningsih et al., 2017).
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def _ init_ (self):
super (MCGLMCAttributes, self)._ _init__ ()

def _ get_link_function(self, link: str):
"""Check whether the link function is available

Parameters
link : str
A link function
Returns
statsmodels.genmod.families.links : a corresponding object for
the 1link function.
mmn
assert link in AVAILABLE_LINK_FUNCTIONS, (
f"The link function "™ + str(link) + " isn’t available"
)
return AVAILABLE_LINK_FUNCTIONS.get (link.lower ())

def _ linear_predictor(self, X, beta):
"""Method linear predictor applies linear operation between
covariates and the regression parameters.

Parameters
X : array_like
Design matrix with covariates
beta : array-like
Regression parameters
Returns

array_like : The calculated output vector.

mmn

return np.dot (X, beta)

def _1link function_attributes(
self, link: str, beta: np.array, X: np.array, offset: int = 0

"""A protected method for calling the __ link function attributes

Parameters
link : str
Link function.
beta : array like
Regression Parameters.
X : array_like
Matrix with covariates.
offset : (int, optional)
Offset add value. Defaults to 0.
Returns
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dict : Dict value with the mean and its derivatives.

mmrn

return self._ link_function_attributes(link, beta, X, offset)

def _ link_ function_attributes(
self, link: str, beta: np.array, X: np.array, offset: int = 0

"""The method ___1ink function attributes calculates the vector of
expected values and its derivatives. It returns data as dictionary

Parameters
link : str
Link function.
beta : array-like
Regression Parameters.
X : array-like
Matrix with covariates.

offset : int, optional
Offset add value. Defaults to 0.

Returns

dict : Dict value with the mean and its derivatives.
mmn
link_func = self._ _get_link_ function(link.lower ())
eta = self._ _linear_ predictor (X, beta)
if offset is None:

offset = 0

eta = eta + offset

mu = link_func.inverse (eta)
deriv = X x link_func.inverse_deriv (eta) [:, None]
return dict (mu=mu, deriv=deriv)

def calculate_mean_features(self, link, beta, X, offset):
"""Base method to calculate every attribute related to the mean.

Parameters
link : str
Link function.
beta : array-like
Regression Parameters.
X : array-like
Matrix with covariates.
offset : int, optional)
Offset add value. Defaults to 0.
Returns

tuple : Mean attributes, the raw mean and 1its derivatives.

mmrn

mu_attributes_per_response = list (

map (self._ link_ function_attributes, link, beta, X, offset)
)
mu = np.array (

list (

itertools.chain(
* [mu_value.get ("mu") for mu_value in
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mu_attributes_per_response]

)

d = block_diag(
* [mu_value.get ("deriv") for mu_value in
mu_attributes_per_response]

)

return mu_attributes_per_response, mu, d

def update_beta(self, beta, W, power, rho, tau):
"""The method update_beta takes the current beta, leverages the
quasi-likelihood estimator to calculate the next regression
parameters.

Parameters
beta : array-like
Regression Parameters.
W : array-like
Weight matrix
power : float
Power parameter
rho : float
Correlation parameters
tau : float
Dispersion parameters.
Returns
tuple : A tuple with the new regression parameters, the
quasi-score parameter, sensitivity and the variability matrix.
mmrn
mu_attributes, mu, derivative_mu = self.calculate_mean_ features(
self._link, beta, self._X, self._offset
)

c_inverse = self.c_inverse (mu_attributes, power, rho, tau)

score, sensitivity, variability = self._ quasi_score(
derivative_mu, c_inverse, self._y_values, mu, W

)

new_beta = self._ _update_fisher_ score(sensitivity, score, beta)
return new_beta, score, sensitivity, variability

def _ update_fisher score(self, sensitivity, score, beta):
"""A private method that implements the second-order optimization
algorithm Fisher-scoring.

Parameters
sensitivity : array-like
Sensitivity matrix
score : array-like
Quasi-score output.
beta : array-like
Regression parameters.

Returns
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array—-like : New regression vector.
mmn
linear_system = solve(sensitivity, score)
index = 0

adjusted_betas = []

for beta_value in beta:
adjusted_betas.append(linear_system[index : index + len
(beta_value) ])
index += len (beta_value)

adjusted_betas = np.array(adjusted_betas)

new_beta = beta - adjusted_betas

return new_beta

def _ gquasi_score(self, mu_derivative, c_inverse, y, mu, W):
"""Quasi-score functions are estimating equations for the Maximum
Likelihood Estimator (Wedderburn, 1974). This method harnesses the
Numpy backbone to produce a classic method of statistical models.

Parameters
mu_derivative : array-like
First-order derivatives of means.
c_inverse : array-like
Inverse of C matrix
y : array-like
A vector with outcome variable.
mu : array-like
A vetor with mean parameters.
W : array-like
A matrix of weights.

tuple : A tuple with score, sensitivity and variability.

mmn

residue = y - mu

mu_derivative_transpose = mu_derivative.transpose()
mu_derivative_and_c = np.dot (mu_derivative_transpose, c_inverse)

score = np.dot (np.dot (mu_derivative_and_c, W), residue)
sensitivity = np.dot (np.dot (-mu_derivative_and_c, W),
mu_derivative)

variability = np.dot (np.dot (mu_derivative_and_c, Wxx2),
mu_derivative)

return (score, sensitivity, variability)

Listagem A.3: Classe MCGLMVariance.

class MCGLMVariance (MCGLMCAttributes) :

mmmn
The MCGLMVariance class handles the second optimization of the MCGLM

second-moment assumptions, therefore, the step for variance. It implement
every step of Variance within the scope of the MCGLM algorithm, using man
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attributes to be specified as attributes. A general class must inherit
this MCGLMVariance and leverages 1its methods properly. MCGLM is in charge

of setting the fundamental python attributes and modules orchestration for

a complete mcglm adjustment.

The variance step on the optimization sketch boils down to Pearson
estimating equations and the chaser algorithm for optimization. The latte.
uses tuning to set the step size of each iteration.

Heavy operations regarding C components, pivotal to the chaser
optimization step, are Implemented on the MCGLMAttricutes class, inherite
here. The method _c_complete, the one that crafts all of the three
attributes thoroughly, 1is comprehensive for the variance calculation 1in
this class.

mmwn

def  init_ (self):
super (MCGLMCAttributes, self).__init__ ()

def update_covariates(self, mu_attributes, rho, power, tau, W, dispersion

mu) :
"""The method update covariates implements a cycle of iteration for
the second-moment estimation, the variance.
Parameters
mu_attributes : dict
A dict with mean and derivatives.
rho : array_type
Parameters of correlation.
power : float
A parameter for Power Tweedie distribution.
tau : float
Dispersion parameters.
W : array_type
A weight matrix.
dispersion : array-type
A vector with dispersion parameters.
mu : array_type
A vector with mean parameters.
Returns
tuple: A tuple with new vector of dispersion vector, atributes of
matrix C, sensitivity.
mmrn
c_inverse, c_derivative, c_values = self.c_complete(
mu_attributes, power, rho, tau
)
(
pearson_score,
sensitivity,
c_intermediate_components,
) = self.__pearson_estimating_equation (mu, W, c_inverse, c_derivative)
step = self.___chaser_step(pearson_score, sensitivity)
new_covariates = dispersion - step

return (

s
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new_covariates,

c_inverse,

c_values,
c_intermediate_components,
sensitivity,

def _ chaser_step(self, score, sensitivity):
"""The protected method chaser step calculates the step for a
optimization step.

Parameters
score : array_type
A vector with quasi-score values.
sensitivity : array_type
The sensitivity matrix.
Returns

array_type: The absolute change to operate on vector.

mmrn

return self._tuning % solve(sensitivity, score)

def _ pearson_estimating_equation(self, mu, W, c_inverse, c_derivative)
"""The estimating equation for the dispersion parameters.

Parameters
mu : array_type
A vetor with mean parameters
W : array_ type
A weight matrix
c_inverse : array_type
The inverse of C Matrix
c_derivative : array_type
The derivatives of C Matrix
Returns
tuple : a tuple with score, sensitivity matrix and the matrix C
normalized by Pearson.

mmrn

residue = self._y_values - mu
c_pearson = [np.dot(c_inverse, d_c) for d_c in c_derivative]

pearson_score = [
self.__core_pearson (matrix_component, c_inverse, residue, W)
for matrix_component in c_pearson

1

sensitivity = self.generate_sensitivity(c_pearson, W)

return (pearson_score, sensitivity, c_pearson)

def core_pearson(self, c_component, c_inverse, residue, W):
"""The protected method core_pearson handles the inner-components of
Pearson estimation equations operations.

Parameters
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c_component : array_type
A matrix with components of C.
c_inverse : array_type
The inverse of matrix C.
residue : array_type
The difference between mean and an outcome variable.
W : array_ type
A weight matrix.
Returns

array_type : A matrix with the core pearson.

mmrn

weighted_c_components = np.dot (c_component, W)
sum_diagonal = np.sum(np.diag(weighted_c_components))
residue_inv_C = np.dot (c_inverse, residue)
core_pearson = np.subtract (

np.dot (np.dot (residue.transpose (), weighted_c_components),
residue_inv_C),
sum_diagonal,

)

return core_pearson

@staticmethod
def generate_sensitivity(c_intermediate_components, W) :
"""The method to create the sensitivity matrix.

Parameters
c_intermediate_ components : array_type
Intermediate components of C matrix.
W : array_type
A weight matrix.
Returns

array_type : A sensitivity matrix

mmn

sensitivity = np.array([])

for position_row in range (len(c_intermediate_components)):
transpose_matrix_position = (
c_intermediate_components|[position_row].copy () .transpose()
)
transpose_matrix_position = np.dot (W, transpose_matrix_position)
for position_col in range (len(c_intermediate_components)) :

sensitivity = np.append (
sensitivity,
—-np.sum (

np.multiply (
transpose_matrix_position,
c_intermediate_components[position_col],

)I
)
sensitivity = sensitivity.reshape (
len(c_intermediate_components), len(c_intermediate_components)
)

return sensitivity

&9
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Listagem A.4: Classe MCGLMCAttributes.

class MCGLMCAttributes:

mmn

The class "MCGLMCAttributes" has the sake of calculating every C
operations, used on throughout adjustments of mean and variance. This
class has two interfaces, "c_inverse" and "c_complete"; one for each of
two adjustment steps of MCGLM.

The interface "c_inverse" crafts only inverse C, and the "c_complete" add
its derivatives and other features onto response. A Quasi-likelihood
estimation needs only the inverse of "C" matrix. Therefore c_inverse save
computational resources by avoiding unnecessary operations on mean step
adjustment.

mimn

def c_inverse(self, mu, power, rho, tau, full_response=False):
mmrn
A method to generate only the inverse of the C matrix, explicitly made
for the mean treatment step. This method interacts with sigma and
omega amenities by list of each parameter.

Parameters
mu : array_like
A vetor with mean parameters.
power : float
Power parameter.
rho : float
Correlation parameter.
tau : float
Dispersion parameter.

Returns

array_like or tuple : The inverse of C matrix and its components.
mmrn
c_inverse = self._ _generate_c_inverse (mu, power, rho, tau,

full_response)
return c_inverse

def c_complete(self, mu, power, rho, tau):
mmrn
A method to generate the whole list of C components, explicitly made
for the variance treatment step. This method interacts with sigma and
omega crafting practices, passing the list of each parameter.

Parameters
mu : array_like
A vetor with mean parameters.
power : float
Power parameter.
rho : float
Correlation parameter.
tau : float
Dispersion parameter.
Returns
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tuple : A tuple with every component of C.
mmrn
(
diagonal_matrix,
omega,
sigma_raw,
sigma_chol,
sigma_chol_inv,
sigma_between,
sigma_between_derivative,
sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_inv_block_matrix,
c_inverse,
) = self.__generate_c_inverse (mu, power, rho, tau, full_response=True)

sigma_derivatives = self._ _generate_sigma_derivatives (omega, mu, power

core_matrix = np.kron(sigma_petween, diagonal_matrix)
sigma_chol_block_matrix_transpose = sigma_chol_block_matrix.transpose (
c_derivatives = self.__generate_derivative_c/(
sigma_chol,
sigma_chol_inv,
sigma_derivatives,
core_matrix,
sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_block_matrix_ transpose,
sigma_between_derivative,
diagonal_matrix,
self._n_targets,
)
c_values = self._ _generate_c_values(
sigma_between,
diagonal_matrix,
sigma_chol_block_matrix_transpose,
sigma_chol_block_matrix,

return c_inverse, c_derivatives, c_values

def _ generate_c_inverse(self, mu, power, rho, tau, full_response=False):

"""This method generates and retrieves the inverse of the C matrix,
which is a pivotal component of the quasi-score calculation.
Notwithstanding the mentioned, this method crafts many important
artifacts throughout the time as omega, sigma, sigma Cholesky, the
inverse of Cholesky sigma, sigma among responses, sigma block diagonal
matrix alongside its inverse.

Owing to the previously mentioned worthy artifacts crafted by the
method, it can retrieve either only the c¢ inverse matrix or all
artifacts. The former is helpful for the method _c_inverse, whereas
the former is for _c_complete.

Parameters
mu : array-like
A vetor with mean parameters.
power : float
Power parameter.
rho : float
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Correlation parameter.
tau : float
Dispersion parameter.
Returns

array_like : A matrix with the inverse matrix of C.
mimn

diagonal_matrix = diagonal (self._n_obs, np.ones(self._n_obs))

omega = self._generate_omega (tau)
build_sigma = map (
self._calculate_sigma,
mu,
power,
omega,
self._variance,
self._ntrial,
)
sigma_raw, sigma_chol, sigma_chol_inv = self._ parser_sigma
(build_sigma)

sigma_between, sigma_between_derivative = self._sigma_between_values (
rho=rho, n_resp=self._n_targets

)

raw_c_components = self._ generate_c_inverse_and blocks (
sigma_chol, sigma_chol_inv, sigma_between, diagonal matrix

sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_inv_block_matrix,
c_inverse,

) = self._ parser_c_inverse (raw_c_components)

if not full_ response:
return c_inverse
else:
return (
diagonal_matrix,
omega,
sigma_raw,
sigma_chol,
sigma_chol_inv,
sigma_between,
sigma_between_derivative,
sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_inv_block_matrix,
c_inverse,

def _ generate_sigma_derivatives (self, omega, mu, power) :
"""Base method to generate derivatives related to sigma.

Parameters
omega : array-like
The omega matrix.
mu : array-like
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A vetor with mean parameters.
power : float
The power parameter.
Returns

_type_: _description_

mimn

build_sigma = map (
self._calculate_sigma_derivatives,

mu,
power,
self._variance,
self._z,

self._power_fixed,
self._ntrial,
omega,

sigma_derivative = self._ _parser_sigma_derivatives (build_sigma)
return sigma_derivative

def _ generate_derivative_c(
self,
sigma_chol,
sigma_chol_inv,
sigma_derivatives,
core_matrix,
sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_block_matrix_transpose,
sigma_between_derivative,
diagonal_matrix,
n_target,

"""Base method to generate derivatives related to C matrix.

Parameters
sigma_chol : array_like
Sigma matrix decomposed by the Cholesky operation.
sigma_chol_inv : array_ like
Inverse sigma matrix decomposed by the Cholesky operation.
sigma_derivatives : array_like
Derivatives related to the Sigma.
core_matrix : array_ like
An intermediate matrix for Sigma operation
sigma_chol_block_matrix : array_like
A block diagonal matrix with all Sigmas.
sigma_chol_block_matrix_transpose : array_like
The transpose matrix of a block diagonal matrix with all
Sigmas.
sigma_between derivative : array_like
The deriviatives between sigmas.
diagonal_matrix : array_like
A diagonal matrix.
n_target : 1int
Total outcome variables.
Returns
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array_like : A matrix with derivatives related to the C Matrix.

mmrn

if n_target == 1:

core_matrix_csr = sigma_between_derivative

sigma_chol_block_matrix_csr = sigma_chol_block _matrix

sigma_chol_block _matrix_transpose_csr = csr_matrix(
sigma_chol_block_matrix_transpose

)

sigma_between_derivative_csr = sigma_between_derivative

else:

core_matrix_csr = csr_matrix(core_matrix)

sigma_chol_block_matrix_csr = csr_matrix(sigma_chol_block_matrix)

sigma_chol_block_matrix_transpose_csr = csr_matrix(
sigma_chol_block_matrix_ transpose

)

sigma_between_derivative_csr = []

for sigma in sigma_between_derivative:
sigma_between_derivative_csr.append(csr_matrix (sigma))

diagonal_matrix_csr = csr_matrix(diagonal_matrix)

list_d_chol_sigma = 1list(
map (
self._derivative_cholesky,
sigma_derivatives,
sigma_chol_inv,
sigma_chol,

)
bdiag_d_chol_sigma = 1list(
map (
self._mc_transform_list_bdiag,
list_d_chol_sigma,
list (range (n_target)),
[n_target for _ in range (n_target + 1)],

)
bdiag_d_chol_sigma_csr = []
for sigmas in bdiag_d_chol_sigma:
bdiag_d_chol_sigma_csr.append([csr_matrix (sigma) for sigma in
sigmas])
if n_target == 1:
bdiag_d_chol_sigma_csr = bdiag_d_chol_sigma_csr[0]
dc = [
mc_sandwich_power_csr (
core_matrix_csr,
d_chol_sigma,
sigma_chol_block_matrix_transpose_csr,
) .toarray ()
for d_chol_sigma in bdiag_d_chol_sigma_csr
]
D_C = d_c
else:
bdiag_d_chol_sigma = list(itertools.chain(xlist
(bdiag_d_chol_sigma_csr)))
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dc = [
mc_sandwich_power_csr (
core_matrix_csr,
d_chol_sigma,
sigma_chol_block_matrix_transpose_csr,
) .toarray ()
for d_chol_sigma in bdiag_d_chol_sigma
]
d_c_rho = self.__derivative_rho(
sigma_between_derivative_csr,
sigma_chol_block_matrix_csr,
sigma_chol_block_matrix_transpose_csr,
diagonal_matrix_csr,
)
D_C = d_c_rho + d_c
return D_C

def _ generate_c_values(
self,
sigma_between,
diagonal_matrix,
sigma_chol_block_matrix_transpose,
sigma_chol_block_matrix,

"""hbase method to generate the C matrix.

Parameters
sigma_between : array_like
Matrix with inner values among sigmas.
diagonal_matrix : array like
A diagonal matrix.

sigma_chol_block_matrix transpose : array_like
The transpose matrix of a block diagonal matrix with all
Sigmas.

sigma_chol _block _matrix : array_like
A block diagonal matrix with all Sigmas.
Returns

array_like : A matrix with derivatives related to the C Matrix.

mmrn

kron_middle = np.kron(sigma_between, diagonal_matrix)

c_computation = np.dot (
np.dot (
sigma_chol_block_matrix_transpose,
kron_middle,
)I
sigma_chol_block_matrix,
)

return c_computation

def _ derivative_rho(
self,
d_sigmab,
sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_block_matrix_transpose,
core_matrix,
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"""Base method to calculate derivatives related to correlation
parameters.

Parameters
d_sigmab : array_like
Matrix with inner values among sigmas.
sigma_chol_block_matrix : array_like
A block diagonal matrix with all Sigmas.
sigma_chol_block _matrix transpose : array_like
The transpose matrix of a block diagonal matrix with all

Sigmas.
core_matrix : array_like
A diagonal matrix.
Returns
array_like : A matrix with derivatives related to the C Matrix.

mmrn

def multiplication_matrix(
sigmab,
sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_block_matrix_transpose,
core_matrix,

kron_matrix = kron(sigmab, core_matrix)
return (sigma_chol_block_matrix_transpose.dot (kron_matrix)) .dot (
sigma_chol_block_matrix

return |

multiplication_matrix(
sigmab,
sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_block_matrix_transpose,
core_matrix,

) .toarray ()

for sigmab in d_sigmab

def _generate_omega(self, tau):
"""Base method to calculate derivatives related to correlation
parameters.

Parameters

tau : list
List with dispersion parameters

Returns
list : the results of matrix linear sum between tau and dependence
matrices.

mmrn

omega = []

for target in range(self._n_targets):
omega.append (mc_matrix_linear_predictor (tau=taul[target], z=self._z
[target]))
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return omega

def _ generate_c_inverse_and_blocks (
self,
sigma_chol,
sigma_chol_inv,
sigma_between,
diagonal_matrix,

"""Base method to calculate derivatives related to correlation
parameters.

Parameters
sigma_chol : array_ like
The sigma matrix decomposed by Cholesky.
sigma_chol_inv : array_like
The inverse of sigma matrix decomposed by Cholesky.
sigma_between : array_like
The inner—-matrix among sigmas.

diagonal_matrix : array_like
A diagonal matrix.
Returns

array_like : A matrix with derivatives related to the C Matrix.

mmrn

sigma_chol_block_matrix = block_diag(xsigma_chol)
sigma_chol_inv_block_matrix = block_diag(xsigma_chol_inv)

try:

ls_sigma_diagonal = inv (sigma_between)
except Exception as e:

ls_sigma_diagonal = np.array([[1]])
C_inverse = np.dot (

np.dot (

sigma_chol_inv_block_matrix,
np.kron(ls_sigma_diagonal, diagonal_matrix),
)

sigma_chol_inv_block_matrix.transpose(),

return (
sigma_chol_block_matrix,
sigma_chol_inv_block_matrix,
C_inverse,

def _calculate_sigma (
self, mu, power, omega, variance, Ntrial, covariance="identity"

"""Base method to calculate sigma

Parameters
mu : array_like
A vector with expected values.
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power : float

A power parameter.
omega : array_like

The omega resulted matrix.
variance : str

The variance function.
Ntrial : int
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The number of trial. Parameter for Binomial distribution.

Returns

array_like : A matrix with Sigma values.

mmrn

if isinstance (variance, 1list):

variance = variance[0]
if variance == "constant":
sigma_raw = omega
sigma_chol = cholesky(sigma_raw) .T
sigma_chol_inv = inv(sigma_chol)
elif variance in ["tweedie", "binomialP", "binomialPQ"]:
if variance == "tweedie":
variance = "power"
variance_components = self.__generate_variance (

variance_type=variance, mu=mu.get ("mu"), power=power,
Ntrial=Ntrial

)

sigma_raw = mc_sandwich (
omega,
variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),

)

sigma_chol = cholesky(sigma_raw) .T
sigma_chol_inv = inv(sigma_chol)
elif variance in ["poisson_tweedie", "geom_tweedie"]:
diagonal_value = [mu.get ("mu") %% 2, mu.get ("mu")][
variance == "poisson_tweedie"
]
variance_components = self._generate_variance (

variance_type="power", mu=mu.get ("mu"), power=power,
Ntrial=Ntrial
)

sigma_raw = diagonal (len (mu.get ("mu")), diagonal_value) + np.dot (

np.dot (variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),

variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
)
sigma_chol = cholesky(sigma_raw) .T
sigma_chol_inv = inv(sigma_chol)
return dict (
sigma_raw=sigma_raw, sigma_chol=sigma_chol,
sigma_chol_inv=sigma_chol_inv

def _calculate_sigma_derivatives(
self, mu, power, variance, z, power_fixed, Ntrial, omegas,
covariance="identity"

omega) ,
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mmrn

Base method for computing variance-covariance matrix, based on
variance function and omega matrix. This method will implement for
cases where covariance 1is equal to identity, and variance falls in
list:

[’constant’, ’tweedie’, ’binomialP’, ’binomialPQ’, ’power’,
’geom_tweedie’, ’poisson_tweedie’]

Parameters
mu : array_like
A vector with expected values.
power : float
A power parameter.
variance : str
The variance function.
z : 1list
The 1ist with z matrices for dependencies specification.
power_fixed : boolean
The specification of power estimation.
Ntrial : int
The number of trial. Parameter for Binomial distribution.
omegas : 1list
a list with omegas.
mmrn
if isinstance (variance, list):
variance = variance[0]
sigma_derivative = None

if variance == "constant":
sigma_derivative = z

elif variance in ["tweedie", "binomialP", "binomialPQ"]:
variance_type = variance if variance != "tweedie" else "power"

variance_components = self._ generate_variance (
variance_type=variance_type, mu=mu.get ("mu"), power=power,
Ntrial=Ntrial
)
sigma_derivative = [
mc_sandwich (
d_omega,
variance_components.get ("variance_sqrt_output"),
variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
)
for d_omega in z
]

if not power_fixed:

if variance in ["tweedie", "binomialP"]:
sigma_derivative_power = mc_sandwich_power (
omegas,

variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
variance_components.get
("derivative_variance_sqgrt_power"),

)

sigma_derivative.insert (0, sigma_derivative_power)

#sigma_derivative.append (sigma_derivative power)
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elif variance == "binomialPQ":
sigma_derivative_p = mc_sandwich (
omegas,

variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
variance_components.get ("derivative_variance_sqgrt_p"),
)
sigma_derivative_g = mc_sandwich (
omegas,
variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
variance_components.get ("derivative_variance_sqgrt_qg"),
)
sigma_derivative = [
sigma_derivative,
sigma_derivative_p,
sigma_derivative_qg,
]
elif variance in ["poisson_tweedie", "geom_ tweedie"]:
variance_components = self._ _generate_variance (
variance_type="power", mu=mu.get ("mu"), power=power,
Ntrial=Ntrial
)
sigma_derivative = [
mc_sandwich (
d_omega,
variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
)
for d_omega in z
]
if not power_fixed:
sigma_derivative_power = mc_sandwich_power (
omegas,
variance_components.get ("variance_sqgrt_output"),
variance_components.get ("derivative_variance_sqrt_power"),
)
sigma_derivative.insert (0, sigma_derivative_power)
return dict (sigma_derivative=sigma_derivative)

def _sigma_between_values(self, rho, n_resp):
def forcesymmetric (sigmab) :

sigmab_t = sigmab.transpose()

sigmabsymmetric = np.matmul (sigmab_t, sigmab_t.transpose())

diagonal_value = sigmabsymmetric.diagonal ()

if np.max(diagonal_value) == np.min(diagonal_value) :
return sigmabsymmetric

else:
sigmabsymmetric = sigmab
sigmabsymmetric[np.triu_indices (n_resp, k=1)] = rho

return sigmabsymmetric
"""sigma between method computes between for sequence calculations.

It responds out with 2-position-tuple with sigma between and its
derivative.
mmn
if n_resp == 1:
return (1, 1)
else:
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sigmab = diagonal (n_resp, np.full (n_resp, 1))

sigmab[np.tril_indices(n_resp, k=-1)] = rho
sigmab = forcesymmetric (sigmab)
d_sigmab = self._mc_derivative_sigma_between (n_resp=n_resp)

return (sigmab, d_sigmab)

@lru_cache (maxsize=64)
def _mc_derivative_sigma_between (self, n_resp):

list_derivatives = 1list ()

position = list (combinations (range (n_resp), 2))

n_par = int (n_resp * (n_resp - 1) / 2)

for index in range (n_par):
derivative = np.zeros((n_resp, n_resp))
derivative[position[index] [0], position[index][1]] =1
derivative[position[index][1], position[index][0]] =1

list_derivatives.append (derivative)
return list_derivatives

def _ derivative_cholesky(self, d_sigma, inv_chol, chol):
def faux(d_sigma, inv_chol, chol, inv_chol_transpose):

csr_d_sigma_matrix = csr_matrix(d_sigma)
csr_inv_chol matrix = csr_matrix (inv_chol)
csr_inv_chol_transpose_matrix = csr_matrix (inv_chol_transpose)

matrix_operations csr_inv_chol_matrix.dot (csr_d_sigma_matrix)
matrix_operations = matrix_operations.dot
(csr_inv_chol_transpose_matrix)

matrix_operations = tril (matrix_operations)
matrix_operations = matrix_operations.toarray ()
diagonal_indices = np.diag_indices_from(matrix_operations)

matrix_operations[diagonal_indices] = (
matrix_operations[diagonal_indices] / 2
)

return np.dot (chol, matrix_operations)

cholesky_element = []
inv_chol_transpose = inv_chol.transpose()
for derivative in d_sigma:
if not isinstance (derivative, list):
cholesky_element.append (
faux (derivative, inv_chol, chol, inv_chol_transpose)
)
else:
for der in derivative:
cholesky_element.append (
faux (der, inv_chol, chol, inv_chol_transpose)

if isinstance (derivative, list):
cholesky_element.reverse ()
return cholesky_element

def _ mc_transform_list_bdiag(self, list_mat, response_number,
number_of_labels) :
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def build block_diag(value, response_number) :
block_value block_diag(value)

matrix_base = np.zeros(

(
block_value.shape[0] * number_of_ labels,
block_value.shape[l] % number_of_labels,

lower = block_value.shape[0] * response_number
upper = block_value.shape[l] + block_value.shape[l] =
response_number
matrix_base[lower:upper, lower:upper] = block_value
return matrix_base
output = [build_block_diag(d_chol, response_number) for d_chol in
list_mat]

return output

def _generate_variance (

self, variance_type: str, mu: np.array, power: int = 1, Ntrial: 1list =
1

) :
return self._ generate_variance(variance_type, mu, power, Ntrial)

def _ generate_variance(self, variance_type, mu, power=1, Ntrial=1):
"""Method to apply the variance function on the mean values.

Parameters
variance_type : array_like
Type of variance
mu : array_like
A vector with expected values.
power : float
A power parameter.
Ntrial : int
The number of trial. Parameter for Binomial distribution.
Returns

array_like : A matrix with Sigma values.
mimn
if variance_type == "power":
return self._ power_variance (mu, power)
elif variance_type == "binomialP":
return self._ _binomialp_variance (mu, power, Ntrial)
elif variance_type == "binomialPQ":
return self._ binomialpg variance (mu, power, Ntrial)

def _ power_variance(self, mu, power):
mu_power = mux*power
sgrt_mu_power = np.sqgrt (mu_power)
n_len = len (mu)

variance_sqgrt_output = diagonal (n=n_len, values=sgrt_mu_power)
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derivative_variance_sqgrt_power = diagonal (

n=n_len, values=((mu_power x np.log(mu)) / (2 x sgrt_mu_power))
)
derivative_variance_sqgrt_mu = (mu *x (power — 1) =* power) / (2 =*

sqgrt_mu_power)

return dict (
variance_sqgrt_output=variance_sqgrt_output,
derivative_variance_sqgrt_power=derivative_variance_sqrt_power,
derivative_variance_sqgrt_mu=derivative_variance_sqrt_mu,

def _ binomialp_variance (self, mu, power, ntrial):
constant = 1 / ntrial
mu_power = mux*power
mu_powerl = (1 - mu) ** power
mulmu = constant * (mu_power *x mu_powerl)
sgrt_mulmu = np.sqgrt (mulmu)
n_len = len (mu)
variance_sqgrt_output = diagonal (n=n_len, values=sgrt_mulmu)
derivative_variance_sqgrt_power = diagonal (
n=n_1len,
values=(np.log(l — mu) » mulmu + np.log(mu) * mulmu) / (2 =*

sgrt_mulmu),
)
derivative_variance_sqgrt_mu = (

constant x (mu_powerl x (mu *x (power — 1)) x power)

— constant * (((1 — mu) % (power — 1)) % mu_power * power)
) / (2 % sgrt_mulmu)

return dict (
variance_sqgrt_output=variance_sqrt_output,
derivative_variance_sqrt_power=derivative_variance_sqrt_power,
derivative_variance_sqgrt_mu=derivative_variance_sqrt_mu,

def _ binomialpg variance(self, mu, power, ntrial):

constant = 1 / ntrial
p = power[0]
g = power([1l]

mu_p = mu**p

mul_g = (1 - mu) **x g

mu_p_mu_g = mu_p * mul_g

mulmu = mu_p_mu_g * constant

sgrt_mulmu = np.sqgrt (mulmu)

n_len = len (mu)

denominatorl = 2 x sgrt_mulmu

denominator2 = denominatorl % ntrial

variance_sqgrt_output = diagonal (n=n_len, values=sgrt_mulmu)

derivative_variance_sqgrt_p = diagonal (
n=n_len, values=(mu_p_mu_g * np.log(mu)) / denominator2
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derivative_variance_sqgrt_g = diagonal (
n=n_len, values=(mu_p_mu_g * np.log(l - mu)) / denominator?2

derivative_variance_sqgrt_mu = (

constant * (mul_g *» (mu *x (p — 1)) * p)

— constant x* ((1 — mu) *x (g — 1) * mu_p * q)
) / denominatorl

return dict (
variance_sqrt_output=variance_sqgrt_output,
derivative_variance_sqgrt_p=derivative_variance_sqgrt_p,
derivative_variance_sqgrt_g=derivative_variance_sqgrt_qg,
derivative_variance_sqgrt_mu=derivative_variance_sqrt_mu,

def _ parser_sigma(self, build_sigma_map) :
"""varser method for _calculate_sigma output attributes
Args:

build _sigma_map (list): a 1list with dicts, with sigmas
mmrn
list_sigmas = [
[
build_sigma_iteration.get ("sigma_raw"),
build_sigma_iteration.get ("sigma_chol"),
build_sigma_iteration.get ("sigma_chol_inv"),
]

for build_sigma_iteration in build_sigma_map

sigma_raw = [sigmas[0] for sigmas in list_sigmas]
sigma_chol = [sigmas[l] for sigmas in list_sigmas]
sigma_chol_inv = [sigmas[2] for sigmas in list_sigmas]

return (sigma_raw, sigma_chol, sigma_chol_inv)

def _ parser_sigma_derivatives (self, sigma_derivatives_map) :
list_sigmas = [
[build_sigma_iteration.get ("sigma_derivative") ]
for build_sigma_iteration in sigma_derivatives_map
]
sigma_derivative = [sigmas[0] for sigmas in list_sigmas]
return sigma_derivative

def _ parser_c_inverse(self, raw_c_components):

sigma_chol_block_matrix = raw_c_components[0]
sigma_chol_inv_block_matrix = raw_c_components[1]
c_inverse = raw_c_components[2]

return (sigma_chol_block_matrix, sigma_chol_inv_block_matrix,
c_inverse)
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Listagem A.5: Classe MCGLMParameters.

class MCGLMParameters:

"""According to MCGLM specification, grounded for frequentist inference
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traits, the estimation of resulting parameters converge asymptotically to

a gaussian distribution with tuple mean-variance = (actual parameters,
inverse of matrix Godambe). This property allows the calculation of

pivotal traits regarding the parameters, such as: hypothesis testing and

confidence interval.

This class implements every method related to this trait.

mimwn

@staticmethod
def _parameters_attributes(
resid,
mu_deriv,
W,
quasi_score,
mean_sens,
mean_varia,
c_inv,
CI
c_deriv,
var_sensi,

"""The parameters of MCGLM converge assymtoptically to a Normal
Distribution. This trait allows some statistical inferences as

hypothesis testing, confidence interval and so on. This method crafts

three important matrices: Varcov: variance covariance matrix,
joint_inv_sensitivity: inverse sensitivity, and joint_variability:
J y

joint variability distribution."""

variance_variability = MCGLMParameters.generate_var_variability(
resid, W, c_inv, c¢, c_deriv

inv_cw = np.dot (c_inv, W)

s_cov_beta = MCGLMParameters._mc_cross_sensitivity(
cov_product=c_deriv,
columns_size=len (quasi_score),

v_cov_beta = MCGLMParameters._mc_cross_variability(
cov_product=c_deriv,
inv_cw=inv_cw,
res=resid,
d=mu_deriv,

pl = np.append(mean_varia, v_cov_lbeta.transpose(), axis=0)

p2 = np.append(v_cov_beta, variance_variability, axis=0)
joint_variability = np.append(pl, p2, axis=1)

inv_J_beta = inv (mean_sens)

inv_S_beta = inv_J_beta

inv_S_cov = inv(var_sensi)

mat0 = np.zeros((s_cov_beta.shape[l], s_cov_beta.shape[0]))

cross_term = mc_sandwich (s_cov_beta, —-inv_S_cov, 1inv_S_ beta)

the
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pl = np.append(inv_S_beta, cross_term, axis=0)
p2 = np.append(mat0, inv_S_cov, axis=0)
joint_inv_sensitivity = np.append(pl, p2, axis=1)

varcov = mc_sandwich (

joint_variability, Jjoint_inv_sensitivity, joint_inv_sensitivity.

transpose ()

return (
varcov,
joint_inv_sensitivity,
joint_variability,

def _mc_cross_sensitivity (cov_product, columns_size):
nrow = len(cov_product)
return np.zeros ((nrow, columns_size))

def generate_var_variability(res, w, c_inv, c_val, c_comp):

return MCGLMParameters._calculate_variability(
product=c_comp,
inv_C=c_inv,
C=c_val,
res=res,
W=w,

def _calculate_variability (product, inv_C, C, res, W):
n_par = len (product)
we = [np.dot (product[index], inv_C) for index in range (n_par) ]

k4 = resxx4 - 3 x np.diag(C) #** 2

sensitivity = MCGLMVariance.generate_sensitivity (product, W=Wx=x2)

W = np.diag(w).flatten ()
variability = MCGLMParameters._mc_variability (sensitivity, we,
return variability

def _mc_variability(sensitivity, we, k4, w):

variability = np.array([])
for position_row in range (len (we)) :

wi = np.diag(we[position_row])
for position_col in range (len (we)):
wj = np.diag(we[position_col])

k4_operation = np.sum(k4d * wi * w *x wj * W)

variability = np.append/(
variability,
-2 x sensitivity.item((position_row, position_col)) +
k4_operation,

return variability.reshape ((len(we), len(we)))

k4,

106

W)




120
121

122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141

AW

31
32
33

107

def _covprod(a, w, res):
calculation_sandwich = np.dot (np.dot (res, w), res)
calculation_residue = np.dot (res.transpose(), a)
product = np.dot (calculation_sandwich, calculation_residue)
return product

def _mc_cross_variability(cov_product, inv_cw, res, d):

wlist = [np.dot (cov, inv_cw) for cov in cov_product]
a = np.dot (d.transpose (), inv_cw)

n_beta = a.shapel[0]

n_cov = len (cov_product)

cross_variability = []

for cov in range (n_cov):

for beta in range (n_beta):
cross_variability.append (
MCGLMParameters._covprod(a[beta, :], wlist[cov], res)

)

cross_variability = np.array(cross_variability) .reshape(n_cov, n_beta)

T

return cross_variability

Listagem A.6: Classe MCGLMResults.

class MCGLMResults (GLMResults) :

"""MCGLM Class for generating and manipulating results of mcglm training.
The main output goes by the method summary (), the classical statsmodels
output. Therefore, the user can access the attributes "aic", "bic" e
loglikelihood.

Args:
GLMResults: Class of statsmodels library for presenting results of GLM

mimwn

def _ init_ (
self,
normalized_var_cov,
nobs,
n_targets,
y_names,
regression,
dispersion,
n_iter,
residue,
rho,
tau,
power,
link,
variance,
power_fixed,
p_log_likelihood,
aic,
bic,
df_resid,
df_model,
mu,
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y_values,

XI
ntrial,

) :
self._normalized_var_cov = normalized_var_cov
self._nobs = nobs
self._n_targets = n_targets
self._y_names = y_names
self._regression = regression
self._dispersion = dispersion
self. n_iter = n_iter
self._residue = residue

self._rho = rho
self._tau = tau

self._power_list = power
self._link_list = link

self. variance_list = wvariance
self._power_fixed_list = power_fixed

self._p_log_likelihood
self._p_aic = aic
self. _p_bic = bic

p_log_likelihood

self. df _resid = df_resid
self._df_model = df_model
self._mu_value = mu
self._y_values = y_values
self. X =X
self. ntrial = ntrial
self.params = None
#self.bse = None
self._use_t = False
self.model = None
@property

def aic(self):
return self._p_aic

@property
def bic(self):
return self._p_bic

@property
def loglikelihood(self):
return self._p log likelihood

@property
def bse (self):

"""The standard errors of the parameter estimates."""

if (not hasattr(self, "cov_params_default")) and (
self.normalized_cov_params is None
) :
bse_ = np.empty(len(self.params))
bse_[:] = np.nan
else:
bse_ = np.sqgrt(np.diag(self.normalized_cov_params))

return bse_

@property
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def tvalues(self):

mmrn

Return the t-statistic for a given parameter estimate.
mmn

return self.params / self.bse

@property
def mu(self):
return self. _mu_value

@property
def pvalues(self):
"""The two-tailed p values for the t-stats of the params."""
if self.use_t:
df_resid = getattr(self, "df_resid _inference", self._df_ resid)
return stats.t.sf(np.abs(self.tvalues), df_resid) = 2
else:
return stats.norm.sf (np.abs(self.tvalues)) * 2

@property

def pearson_residuals(self):
mmrn
Pearson residuals. The Pearson residuals are defined as
(‘endog' - '‘mu‘)/sqrt (VAR('mu‘)) where VAR is the distribution
specific variance function. See statsmodels.families.family and

statsmodels.families.varfuncs for more information.
mimn

residuals = []
if self._n_targets == 1:
mu = [self.mu]
else:
mu = self.mu.reshape(self._n_targets, -1)

for index in range(self._n_targets):
residue = (
self._y values[index * self._nobs : index % self._nobs + self.
_nobs]
- mu[index]

variance = None

if self._variance_list[index] in ("binomialP", "binomialPQ"):
variance = self._ variance_list[index]

else:
variance = "power"

variance_sqgrt_output = (

MCGLMCAttributes ()

._generate_variance (
variance,
mu [index],
self._power_list[index],
self. ntrial[index],

)

.get ("variance_sqgrt_output")

residuals.append (residue / np.diag(variance_sqgrt_output))
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return residuals
@property
def vcov(self):

return self.normalized_cov_params

def anova (
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self, indexes_covariates=[[1l, 2, 2, 2, 2]], covariate_name=[["x1",
"XZ"JJ
) :

total_anovas = list ()

for position_target in range(self.model.n_targets):
dispersion = self.model.dispersion[position_target] ["scalelist"]
[1:].copy()
dispersion_vcov = self._dispersion_vcov|[position_target][1l:, 1:].
copy ()

covariates_positions = [
list (j) for i, J in groupby (indexes_covariates
[position_target])

]

covariates_names = covariate_name|[position_target]

index = 0

index_name = 0

anovas = list ()

for covs in covariates_positions:

current_cov = np.array (dispersion[index : index + len(covs)])
current_vcov = dispersion_vcov|
index : index + len(covs), index : index + len(covs)

try:

solve_vcoc = inv (current_vcov)
except Exception as e:

solve_vcoc = current_vcov

chi_square = np.dot (
current_cov.transpose (), np.dot (solve_vcoc, current_cov)
)
df = len(covs)
pvalue = ncx2.pdf (chi_square, df, nc=0)

index += len(covs)
anovas.append (

{

"covariate_name": covariates_names[index_name],
"chi_square": round(chi_square, 4),

"df": df,

"pvalue": round(pvalue, 4),

index_name += 1
total_anovas.append (anovas)
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return total_anovas

def = add _table_two_columns (
self, summ, yname="output", xname=None, title=None, alpha=0.05

top_left = [
("Dep. Variable:", None),
("Model:", ["MCGLM"]),
("link:", [self.link]),
("variance:", [self.variance]),
("Method:", ["Quasi-Likelihood"]),
("Date:", None),
("Time:", None),

top_right = [

"No.
"No.

Iterations:",

[self._n_iter]),

Observations:",

[self._nobs]),

"Df Residuals:",

[self._df_resid]),

"Df Model:", [self._df_model]),

[self.power_fixed]),

'"oAIC", [self.paic]),
"pBIC", [self.pbicl),

(
(
(
(
("Power—-fixed:",
(
(
("pLogLik", [round(self._p_log_likelihood, 4)1),

if hasattr(self, "cov_type"):
top_left.append(("Covariance Type:", [self.cov_typel))

if title is None:
title = "Multivariate Covariance Generalized Linear Model"

summ.add_table_2cols(
self,
gleft=top_left,
gright=top_right,
yname=yname,
xXname=xname,
title=title,
)
summ.add_table_params (
self, yname=yname, xname=xname, alpha=alpha, use_t=self.use_t

return summ

def _ add_dispersion(self, summ, title=None, alpha=0.05):
summ.add_table_params (

self,

alpha=alpha,

xname=["dispersion_" + str(i + 1) for i in range(len(self.
params)) ],

use_t=self.use_t,

return summ
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def _ _add_power(self, summ, alpha=0.05):
summ.add_table_params (

self,

alpha=alpha,

xname= [
"power_" + (str(i + 1) if len(self.params) > 1 else "")
for i in range(len(self.params))

] 4

use_t=self.use_t,

return summ

def _ add_rho_section(self, summ, alpha=0.05):

self.normalized_cov_params = self._rho_vcov
self.params = np.array(self._rho) if isinstance(self._rho, int)
self._rho

if isinstance(self._rho, (np.ndarray, np.generic)):
summ.add_table_params (

self,
alpha=alpha,
xname= [
"rho_" + (str(i + 1) if len(self.params) > 1 else "")

for i in range(len(self.params))

1,
use_t=self.use_t,

if hasattr(self, "constraints"):
summ.add_extra_txt (
[
"Model has been estimated subject to linear "
"equality constraints."

)

return summ

def summary (self, yname=None, xname=None, title=None, alpha=0.05):
mmrn
It generates the summary report as the sketch of classical
"statsmodels" library. The summary shows all parameters found
thoroughly, for each response.
mmrn
self._dispersion_vcov = []
self.betas_vcov = []
self. _rho _vcov = []
self.power_vcov = []

index_position = 0
cov_params = self._normalized_var_cov

if self._n_targets == 1:
self._rho_vcov = np.array([np.nan])
mu = [self.mu]

else:
mu

self.mu

for index in range(self._n_targets):
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n_betas = len(self._regression[index])
self.betas_vcov.append (
cov_params [
index_position : index_position + n_betas,
index_position : index_position + n_betas,

)

index_position += n_lbetas

if self._n_targets > 1:

self._rho_vcov = cov_params|
index_position : index_position + len(self._rho),
index_position : index_position + len(self._rho),

index_position += len(self._rho)
for index in range(self._n_targets):

if self._power_ fixed_ list[index]:
self.power_vcov.append(np.array ([np.nan]j))

else:
self.power_vcov.append (
np.array (
cov_params [
index_position : index_position + 1,
index_position : index_position + 1,

)

index_position += 1
n_dispersion = len(self._dispersion[index]["scalelist"])

self._dispersion_vcov.append (
cov_params [
index_position : index_position + n_dispersion,
index_position : index_position + n_dispersion,

index_position += n_dispersion
self.scale = 1
smry = Summary ()

for target_index in range(self._n_targets):
exog_names = self._X[target_index].columns.tolist ()
y_name = self._y_names[target_index]

self.link = self._link_list[target_index]

self.variance = self._variance_list[target_index]
self.power_fixed = self._power_fixed_list[target_index]
self.params = self._regression|[target_index]

self.normalized_cov_params = self.betas_vcov|[target_index]
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self.loglikehood = self._p_log_likelihood
self.paic = self._p_aic
self.pbic = self._p_bic

smry = self.__add_table_two_columns (smry, yname=y_name,
xname=exog_names)

self.params = np.array(self._dispersion[target_index] ["scalelist"])

self.normalized_cov_params = self._dispersion_vcov|[target_index]

#self.bse = np.sqrt (np.diag(self.normalized _cov_params))

smry = self.__add_dispersion (smry)
self.params = np.array([self._dispersion[target_index] ["power"]])
self.normalized_cov_params = self.power_vcov[target_index]
smry = self._add_power (smry)
smry = self._ _add_rho_section (smry)

return smry




