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Onde hd encontros numerosos.

Depois? Nao posso adivinhar.

(J.R.R. Tolkien)



RESUMO

O estudo de agoes e coagoes de algebras de Hopf em algebras é um dos objetivos
centrais da teoria das algebras de Hopf desde os anos setenta. Mais recentemente, em
2016, Batista, Caenepeel e Vercruysse introduziram uma generalizacao de algebras de
Hopf, chamada categorias de Hopf. Assim, é natural se perguntar se as definigoes e
resultados ja conhecidos para acoes e coagoes de algebras de Hopf, podem também ser
generalizados para categorias de Hopf. Em 2018, Caenepeel e Fieremans dao algumas
respostas neste sentido ao desenvolverem uma teoria de Galois para categorias de Hopf,
porém varias questoes permanecem ainda em aberto. Neste trabalho, usando a acao
adjunta de uma algebra de Hopf como inspiragao, conseguimos obter uma definicao de
acao para categorias de Hopf. Como consequéncia obtivemos uma ac¢ao adjunta para
categorias de Hopf, um produto smash que mostramos ser extensao de Galois de acordo
com a teoria de Caenepeel e Fieremans, e uma conexao com a teoria cléssica envolvendo
acoes por grupodides. Por fim, um teorema de dualidade foi construido para categorias de
Hopf unindo as teorias desenvolvidas até aqui.

Palavras-chave: categoria de Hopf; produto smash; teoria de Galois; grupoides.



ABSTRACT

The study of actions and coactions of Hopf algebras on algebras has been one of the
central goals of the theory of Hopf algebras since the 1970s. More recently, in 2016, Ba-
tista, Caenepeel and Vercruysse introduced a generalization of Hopf algebras, called Hopf
categories. Thus, it is natural to ask whether the definitions and results already known
for actions and coactions of Hopf algebras, can also be generalized to Hopf categories.
In 2018, Caenepeel and Fieremans provide some answers in this regard by developing a
Galois theory for Hopf categories, however several questions remain open. In this work,
using the adjoint action of a Hopf algebra as inspiration, we were able to obtain a defi-
nition of action for Hopf categories. As a consequence, we managed to obtain an adjoint
action for Hopf categories, a smash product which we showed to be a Galois extension
according to the theory of Caenepeel and Fieremans, and a connection with the classical
theory involving actions by groupoids. Finally, a duality theorem has been constructed
for Hopf categories, unifying the theories developed so far.

Keywords: Hopf category; smash product; Galois theory; groupoids.
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INTRODUCAO

A teoria de Galois e suas generalizagoes tém ocupado geragoes de matematicos
desde a obra de Evariste Galois, publicada em 1846, que explicava a inexisténcia de uma
formula geral para obter as raizes de um polindmio de grau 5 ou superior. Dada uma
extensao de corpos E D F'| seu grupo de Galois Gal(E|F') é o grupo de F-automorfismos de
E, isto é, é o grupo dos automorfismos de E que fixa os elementos de F'. Um dos principais
resultados obtidos por Galois é a existéncia, sob algumas hipoteses, de uma bijecao entre
os subcorpos de E que contém F e os subgrupos do grupo de Galois Gal(E|F); essa
bijegao é chamada de correspondéncia de Galois. Como consequéncia, mostrou-se que as
equacoes polinomiais que podem ser resolvidas por radicais sao precisamente aquelas cujo
grupo de Galois ¢é soluvel (o grupo de Galois da equagao polinomial f(X) = 0, em que
f(X) tem coeficientes em F', é o grupo de Galois do corpo de decomposi¢ao do polindémio
f(X) sobre F'). Posteriormente Chase, Harrison e Rosenberg (|10], 1965) estenderam a
teoria para abarcar extensoes de anéis comutativos, obtendo uma nova correspondéncia
de Galois neste contexto.

No final dos anos 60, o estudo das agoes e coacoes das algebras de Hopf comecou
a ser desenvolvido na teoria das algebras de Hopf, podemos citar por exemplo o artigo
de Heyneman e Sweedler de 1969 (|18]) onde foi dada a defini¢gdo de H-modulo algebra.
Isso possibilitou mais tarde, que a teoria de Galois fosse ampliada para incluir algebras
nao comutativas no lugar de anéis comutativos, e algebras de Hopf no lugar de grupos,
levando as extensoes Hopf-Galois de algebras (]23], 1981).

A passagem de uma teoria de Galois com base em acoes de grupos para uma
teoria de Galois com base em coacgoes de algebras de Hopf esta implicita no trabalho de
Chase, Harrison e Rosenberg e foi inicialmente desenvolvida em [11], mas a conexao entre
grupos e algebras de Hopf é mais profunda. Pode-se considerar algebras de Hopf em cate-
gorias monoidais trancadas arbitrarias, e deste ponto de vista um grupo é simplesmente
uma algebra de Hopf na categoria dos conjuntos. Na literatura é possivel encontrar este
conceito de algebras de Hopf em categorias monoidais trancadas ja no inicio da década
de 90 em artigos de Majid [25] e [26] que ainda citam preprints anteriores.

Esta abordagem categorica de dlgebras de Hopf tem sido utilizada mais recente-
mente, por exemplo, no artigo de Caenepeel e Lombaerde (|7], 2006) é mostrado que as
Hopf G-coélgebras, introduzidas por Turaev em [39], sdo algebras de Hopf em uma catego-
ria monoidal trancada chamada categoria de Turaev. Assim, essa abordagem categorica
nos permite ver varias estruturas como sendo algebras de Hopf na categoria monoidal
apropriada.

Batista, Caenepeel e Vercruysse prosseguiram com esta abordagem categorica
das algebras de Hopf em [5] (2016), onde introduziram o conceito de categoria de Hopf.
Essa estrutura inclui outros objetos matemaéticos, além das algebras de Hopf, tais como:
grupoides, que é uma categoria de Hopf quando a categoria monoidal inicial é a dos
conjuntos; as categorias k-lineares (ou k-categorias) quando a categoria monoidal inicial
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¢ a dos k-modulos; e as Hopf G-algebras, uma nogao dual das Hopf G-coalgebras.

Logo na sequéncia em 2018, Caenepeel e Fieremans desenvolveram uma teoria
de Galois para as categorias de Hopf k-lineares no seu artigo [8]. Entretanto, neste
artigo, apenas duas construcoes de extensao de Galois foram dadas: uma que é a propria
categoria de Hopf no caso k-linear ser uma extensao de Galois de seus coinvariantes, esta
na verdade sendo uma consequéncia direta do teorema fundamental para moédulos de Hopf
desenvolvido em [5]; e a segunda é a generalizagao do resultado de Ulbrich que diz que
uma extensao de Galois sobre a dlgebra de grupo é uma algebra fortemente graduada.

Além disso, alguns dos resultados ja conhecidos para as algebras de Hopf neste
contexto de agoes e coacoes, nao puderam ser generalizados para as categorias de Hopf
somente por meio do estudo desenvolvido nos trabalhos [5] e [8]. Mais especificamente,
quanto a teoria de agoes desenvolvida em [8] ela foi baseada na agao de uma categoria de
Hopf dual e nao de uma categoria de Hopf, nao fornecendo construgoes gerais de agoes. Os
proprios autores de [8] mencionam ao final que falta um vinculo com a teoria ja existente
de agbes de grupodides em algebras, desenvolvida por Bagio e Paques em [4] e Paques e
Tamusiunas em [33|. (Caenepeel e Fieremans avancam neste sentido posteriormente em
9]).

Neste trabalho, conseguimos desenvolver uma teoria de agoes de categorias de
Hopf. Por meio dessa teoria, foi possivel obter uma agao de uma categoria de Hopf que
imita a acao adjunta de uma algebra de Hopf. Também obtemos uma noc¢ao de produto
smash envolvendo uma categoria de Hopf, anédloga a versao existente entre uma algebra
de Hopf H e uma H-modulo algebra, e que sera extensao de Galois no sentido apresentado
por [8], acrescentando mais uma construcao de extensdao de Galois aquelas ja dadas na
literatura. Tudo isso culminou em um teorema de dualidade para categorias de Hopf.
Além disso, conseguimos obter varios resultados que mostram a relacao existente entre a
teoria de acoes aqui desenvolvida com a teoria de agoes de grupodides.

Introduzimos no capitulo 1 as defini¢oes e resultados existentes para uma algebra
de Hopf usual (k-algebra de Hopf, onde k é um corpo), com enfoque nas definigdes de agao
e coagao de uma algebra de Hopf em uma k-algebra, no produto smash associado a uma
acao e também nas extensoes Hopf-Galois. Ao final desse capitulo, os principais resultados
de extensoes Hopf-Galois quando a algebra de Hopf tem dimensao finita, nos fornecem a
motivagao necesséaria para o tltimo resultado do capitulo 4, o qual foi apresentado por [8]
como aplicagao da sua definicao de extensao de Galois dual, uma versao de extensao de
Galois que usa uma categoria de Hopf dual.

O capitulo 2 tem como objetivo apresentar a versao categorica dos principais
objetos de estudo, buscando preparar terreno para as categorias de Hopf. Assim, sao
introduzidas as categorias monoidais e categorias monoidais trancadas que nos permitem
definir uma algebra de Hopf em uma categoria monoidal trancada qualquer. Com isso, a
algebra de Hopf usual tratada no capitulo 1, se torna apenas um caso particular deste,
quando a categoria ¢é a dos k-espacgos vetoriais. Veremos que varios resultados conhecidos
para algebras de Hopf usuais podem ser tratados de maneira categorica, com uma simples
generalizagao do seu tratamento através dos morfismos envolvidos. A dificuldade esta em
fazer as demonstragoes dos resultados, ja que em uma categoria arbitraria nao podemos
supor que morfismos sao funcoes e nao podemos avaliar morfismos em elementos, por
isso varias demonstracoes sao feitas aqui de maneira original por meio de diagramas. O
diagrama permite formas diferentes de leitura, o que facilita seu entendimento, assim
como d& ao trabalho um aspecto visual mais agradéavel.

Um recurso importante para provar resultados que envolviam muitas composicoes
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de morfismos, no capitulo 2 e nos capitulos subsequentes, foi o uso de diagramas de cordas.
Por exemplo, os diagramas de cordas estao por tras da demonstracao da Proposicao 2.2.7.
Assim, apesar de cordas nao aparecerem explicitamente nesta tese, elas foram usadas de
maneira a intuir a composicao de morfismos que deveria ser efetuada nas demonstracoes.
Algumas referéncias em que diagramas de cordas aparecem no contexto de algebras de
Hopf e serviram de base tedrica sao [25] e [41].

O capitulo 3 tem como objetivo apresentar as categorias de Hopf e as categorias
de Hopf duais, baseado no artigo [5]. Optamos por um ponto de vista que focasse no que
fosse necessario ao estudo, assim resultados sobre 2-categorias e 2-equivaléncias foram
omitidos ou sao citados superficialmente. Uma das demonstra¢oes mais bonitas usando
diagramas é dada nesse capitulo, no resultado em que mostramos que a V-categoria oposta
é uma V-categoria (3.1.6). Incrementamos alguns resultados a respeito de categorias
(duais) opostas que foram necessérios nos resultados do capitulo 5. Também separamos
uma secao para falar da correspondéncia entre categorias de Hopf e categorias de Hopf
duais dada por [5], que existe quando estamos na categoria dos k-modulos projetivos
finitamente gerados. Os resultados desta secao sao fundamentais para construirmos o
teorema de dualidade no capitulo final.

No capitulo 4 a teoria de agoes para categorias de Hopf foi desenvolvida. O ponto
de partida foi usar a acao adjunta de uma algebra de Hopf, apresentada no capitulo 1
para uma algebra de Hopf usual (1.1.4), e no capitulo 2 para o caso de uma algebra
de Hopf sobre uma categoria monoidal trangada arbitraria (2.41). A anélise deste caso
particular mostrou primeiramente que, se quiséssemos uma versao analoga de acao adjunta
para uma V-categoria de Hopf, entao uma definicao de A-moéddulo, quando A é uma V-
categoria, diferente daquela dada por [5] precisava ser formulada. Isso motivou a definigao
de A-modulo diagonal, e na sequéncia, a definicao de acao de uma categoria de Hopf em
uma algebra da categoria diagonal que chamamos de acao diagonal.

A defini¢ao obtida de modulo diagonal, nao é um caso isolado na literatura, pois
um C-moédulo quando C é uma k-categoria dado por [12] é um caso particular desta defi-
nigao. Agoes de uma categoria em um conjunto dado por [24] e a¢oes de um grupdide em
um conjunto dado por [33] também podem ser vistas como modulos diagonais, neste caso
obtivemos uma equivaléncia entre as categorias onde estas agoes sao os objetos das cate-
gorias. Ja a definicao de acao diagonal nos permite descrever a relagao existente com as
agoes de grupodides em algebra dada por [33], respondendo desse modo, ao questionamento
deixado em aberto por Caenepeel e Fieremans em [8].

A acao adjunta que foi a inspiragao inicial para a definicao de acao diagonal, nos
permitiu a construcao de um exemplo geral: Mostramos que existe uma agao de uma
V-categoria de Hopf H de classe X nos seus objetos diagonais (H,).cx, que generaliza
a acao adjunta no sentido de que se tivéssemos uma éalgebra de Hopf (categoria de Hopf
com um objeto) o caso anterior (2.41) seria obtido.

Ainda no capitulo 4, dedicamos uma secao a definir um produto smash A#H de
uma algebra A na categoria diagonal e uma categoria de Hopf H, que é generalizacao do
produto smash visto em 2.2.5, e provamos que A#H é uma V-categoria.

Também dedicamos uma se¢ao as coagoes de categorias de Hopf, neste caso o que
fizemos foi generalizar a definigao de comodulo categoria dada em [8] para uma categoria
monoidal trancada V' arbitraria. Foi possivel mostrar que existe uma coagao da categoria
de Hopf no produto smash criado e que, além disso, se a categoria de Hopf for k-linear,
esse produto smash ¢ uma extensao de Galois no sentido dado por [8].

Na segunda parte do capitulo 4 (segao 4.2) apresentamos, para efeito de compara-
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¢ao, a teoria de ac¢ao desenvolvida por [8] que usa uma categoria de Hopf dual. Essa teoria
leva a um produto smash chamado produto smash cluster que é essencialmente diferente
do que apresentamos anteriormente, a comecar por ser um cluster, o que fornece mais um
indice para os calculos. Também leva a uma outra nogao de extensao de Galois chamada
extensao de Galois dual. Conseguimos estender varios resultados de [§8], originalmente
restritos & Vecg-categorias (duais), para V-categorias e categorias de Hopf duais sobre
uma categoria monoidal trancada )V arbitraria.

No capitulo 5 a teoria desenvolvida de acao de categorias de Hopf juntamente com
as coagoes de categorias de Hopf e a teoria de a¢ao desenvolvida por [8], foram reunidadas
para produzir um teorema de dualidade para categorias de Hopf. Na primeira secao do
capitulo 5, debatemos sobre como relacionar médulo categorias com comoédulo categorias.
E aqui que varios resultados obtidos no capitulo 3 precisam ser aplicados. Ja na secdo
2 do capitulo 5 o teorema ¢é apresentado, tendo como inspiragao o teorema de dualidade
para algebras de Hopf de dimensao finita dado por Van der Bergh [42].

E interessante observar como a construciao vai sendo feita, encaixando vérios
resultados obtidos ao longo dos capitulos deste trabalho como pegas de um quebra-cabeca.
Ao final este resultado da uma relacao entre as duas nog¢oes de extensao de Galois dadas
por [8].

Ao longo de todo o texto buscou-se indicar em cada defini¢ao, exemplo, proposicao
ou teorema, a principal referéncia utilizada. Com isso, queremos dar o devido crédito aos
autores consultados, bem como destacar os resultados alcangados por meio deste estudo.
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Capitulo 1
PRE-REQUISITOS

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, alguns exemplos e resultados
existentes na literatura para uma &algebra de Hopf usual. Por isso, fixemos algumas
notagoes: k é um corpo, H é uma k-algebra de Hopf com multiplicacao m, unidade 7,
comultipliacao A, counidade ¢ e a antipoda de H seré denotada por S. Representaremos
por Id o morfismo identidade.

Vamos nos ater aqueles resultados estritamente relacionados com os capitulos
subsequentes deste estudo, para demais defini¢coes ou resultados relativos a algebras de
Hopf, os livros [14], [29] e [34] podem ser consultados.

1.1 ACOES E COACOES DE ALGEBRAS DE HOPF

Nesta secao introduziremos acoes e coacoes de uma k-algebra de Hopf em uma
algebra, bem como o produto smash. Alguns exemplos sao apresentados com o objetivo
de ilustrar de que forma as defini¢oes e propriedades podem ser aplicadas.

As principais referéncias desta se¢ao sao os livros [14] e [29].

Defini¢ao 1.1.1 ([14]|). Seja H uma dlgebra de Hopf (ou uwma k -dlgebra). Um H-
mddulo a esquerda é um par (A,v) onde A € um k-espago vetorial ev: H Q@ A — A
¢ uma aplicagao k-linear, com v(h® a) = h-a para h € H, a € A, tal que os sequintes
diagramas comutam:

HeHo A ~HoA (11 ko A—"". HoA (12
m@ld v N v
H®A A A
ou seja, para todo h,g € H,a € A temos:
(hg)-a=h-(g-a) ly-a=a.

Definigao 1.1.2 ([14]). Seja H uma dlgebra de Hopf (ouk-bidlgebra). Dizemos que H age
em uma k-dlgebra A ou que A é uma H-mddulo dlgebra a esquerda, se as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

i) A € um H-mddulo o esquerda.
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ii) h-(ab) => (hy-a)(hy-b), para todo h € H,a,b € A.
iti) h-14 =e(h)lya, para todo h € H.

Uma observacao interessante sobre a definicao de H-moédulo algebra é que se H
é algbera de Hopf, o item iii) pode ser visto como uma consequéncia dos itens i) e ii).
Naturalmente, ambas as defini¢oes acima podem ser feitas a direita.

Definigao 1.1.3 ([29]). Seja A um H-mddulo & esquerda. Os invariantes de H em A
sao dados pelo conjunto:

AP ={ac A|h-a=¢e(h)a,Vhec H}.

Se A ¢ H-moédulo algebra a esquerda entdo A é k-subélgebra de A e é dita
algebra de invariantes.

Exemplo 1.1.4 (Agao adjunta, [14]). Qualquer dlgebra de Hopf H age em si mesma pela
acao adjunta definida por:

hel=> IlS(h) (1.3)

Nesse caso, a dlgebra de invariantes é H = Z(H) (centro de H).

Vejamos que de fato, a aplicacao dada por:

v:HQH — H
h@l v h-l=> hil S(hy)

¢ uma acao de H em H.
Note que v pode ser escrita como a composicao das aplicagoes k-lineares:

v=mo(m®S8)o(Ild®T)o (A Id)

onde 7: H® H — H® H é o morfismo twist dado por 7(h ® g) = g ® h. Portanto, v é
aplicagao k-linear.
Sejam h,g,l € H temos:

vim@Id)(h@g®l)=(hg-1) = Y (hg)il S((hg)2), (A émorfismo de k-algebras)
= Z higil S(hago), (S é antimorfismo de algebras)
= ) gl S(g2)S(ho)

= h (Yl Se)

= h-(g-l)=v(ldov)(h®@g®l)
e ainda,

Logo, H ¢ um H-moédulo a esquerda com a agao adjunta.
Verifiquemos agora o item ii) da Defini¢ao 1.1.2:
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Do g)ha ) = 3T hg S(ha)hsl S(ha)
= Z hig €(ha)l S(hs)
— Z hig 1 S(e(ha)hs)

= Zhl(gl) S(hs)
= h-(gD).

Por fim, o item iii) da Definigdo 1.1.2 é facilmente verificado:
h - 1H = hllH S(hg) = 6(]1)1}]

Portanto, H ¢ um H-moédulo élgebra.
Agora vejamos que HT = Z(H). Seja g € H| entdo para todo h € H temos:

hg=> hie(ha)g = hige(ha) = hig S(ha)hs = (h1-g)ha = e(h1)g ha=gh

ou seja, g € Z(H). Por outro lado, se g € Z(H), entao para todo h € H temos:

heg=> higS(hy) = mS(ha)g = e(h)g.

Logo g € H" e concluimos que a &lgebra de invariantes, neste caso, ¢ o centro de H.

Exemplo 1.1.5 ([14]). Seja G um grupo arbitrdrio que age por k-automorfismos numa
k-dlgebra A, isso significa que existe 1b um morfismo de grupos tal que

VG — Autg(A), Y(g)(a)=g-a, Vge G,ac A

Entao, A € kG-madulo dlgebra, definindo v através da propriedade universal do
produto tensorial, usando 1. Note que, nesse caso,

A =facAlg-a=a, Vgec G} =A®

€ a subdlgebra dos elementos fixados por G. Deste exemplo vem o nome “invariantes”.
Analogamente, [29] (p.41) nos diz que também vale a volta desta afirmagao, ou
seja, se A é kG-mddulo dlgebra, entio G atua em A por k-automorfismos.

Definicao 1.1.6 ([29]). Seja A uma H-mddulo dlgebra a esquerda. Entdo o produto
smash de A por H, denotado por A#H, é como k-espaco vetorial A#H = A® H, e
denotamos um elemento a @ h como a#th. Além disso, A#H tem a sequinte operagao de
multiplicagcao dos seus elementos, para a,b € A e h,g € H:

(a#h)(b#g) = > a(hy - b)F#hag.

Observacao 1.1.7. Note que se considerarmos a multiplicacao acima como o operador
m?  A#H @ A#H — A#H, entdo podemos defini-lo por meio da composicdao de opera-
dores, conforme o diagrama a sequir:
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m#

A#H @ A#H A#H

Id®ATId®Id mAimH

1d®Id®T®1d Ideveld®ld
—_— —_—

AQH®HR®A®H AH®A®H®H ARA®H®H

Logo, o produto de elementos de A#H estd bem definido nos geradores desse
espaco e, ainda, € k-linear jd que todos os operadores envolvidos sao k-lineares.

Proposicao 1.1.8 (|14]). A#H € uma k-dlgebra.

Demonstracao. Por definicao, A#H = A® H como k-espaco vetorial e temos uma opera-

¢ao, que é k-linear, a qual define o poduto em A#H. Logo, para concluirmos que A#H é

uma k-algebra basta mostrarmos que este produto é associativo e que existe uma unidade.
De fato, para a,b,c € A e h,g,l € H temos:

(a#th)(0#9)) () = (3 alhe - b)##hag) (c#)
> a(hy - b) ((hag)s - ©) #(hag)al
= Za(hl b)(h2 - (g1 - ¢))#hsgal
> a(hy - (b(gr - ©))#hagol
adh
afth

Z b(g1 - ¢) 92l>

(adth)
(agth) ((b#g)(c#1)) ,

portanto, a multiplicacao é associativa.
A unidade de A#H é 1,41y, ja que paraa € A e h € H, temos:

(a#th)(La#tly) =D alhy - 1a)#tholy = > as(ln)latthy = > a#te(ln)hy = afth

e ainda,

(La#ly)(ath) = 1a((Lu)r - @)#(1y)2h = a#th,
Portanto, A#H é uma k-algebra. m
Proposicao 1.1.9 ([14]). As aplicagoes

0 A— A#H Vv H— A#H
a+— a#ly h —— 14#h

sao aplicacoes injetivas de k-dlgebras.

Demonstracao. E claro que ambas as aplicacoes sio k-lineares. Sejam a,b € A,

p(a)p(b) = (a7 1) (b#1y) = a(ly - b)#1uly = ab#ly = p(ab)

e ainda, p(1la) = 1a#1ly = lagn. Logo, ¢ é morfismo de k-algebras.
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Tomando h,g € H temos

Y(h)(g) = (La#th)(1a#tg) = La(hy - 1a)#hog = e(h1)1a#hog = 1a#thg = ¥ (hg)

e Y(ly) = 1a#1y = Llagpy. Logo ¥ também é morfismo de k-algebras.
A injetividade dos morfismos segue do fato de que 1y, assim como 14 sao linear-
mente independentes sobre k. O

O resultado a seguir é um caso particular de um mais forte que envolve um
produto smash definido a partir de uma agao fortemente interna (|16, Teorema 4.2.8).
Aqui vamos nos ater ao caso particular da acao fortemente interna ser a acgao adjunta, ja
que este é o caso de interesse neste estudo.

Proposigao 1.1.10 ([16]). Dada H uma k-dlgebra de Hopf, H é uma H-mddulo dlgebra
pela agao adjunta conforme Exemplo 1.1.4. Nesse caso, H#H ~ H @ H como dlgebras.

Demonstra¢ao. Sabemos que H#H = H ® H como k-espago vetorial, defina:

v : H#H — H® H
h®k— hky ® ko

e vejamos que ¢ é um morfismo de algebras. Sejam a,b, h,g € H temos:

¢ ((a#h)(b#g)) = ¢ (a(hi - b)#hag)

a(hy - 0)(hag)1 @ (hag)2
a(h1bS(h2))hsgr @ hago
ahib e(ha)g1 @ hags
ahibgy @ hago

= (ah1 ® h2)(bg1 @ g2)

= pla®h)p(b®g)

e ainda,

e(lppn) =e(lp ®1y) =1y @ 1y = lygn

logo, ¢ ¢ morfismo de dlgebras.
Vejamos agora que 1 é morfismo inverso de ¢, onde 1 é definido por:

v H® H — H#H
h&k— hS(k) ® k.

De fato, sejam h,k € H,
(o) (h @ k) =p(hki ® ko) = hk1S(k2) ® k3 = he(kr) @ ks =h @ k
e também
(o) (h @ k) = p(hS(k1) @ ka) = hS (ki )k @ ks = he(ky) @ ks = h @ k.

Portanto, ¢ é um isomorfismo de &lgebras. O
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Até aqui, citamos apenas a agao de uma algebra de Hopf H. Agora vamos definir
uma coagao, mas antes precisamos da definicao de H-comoédulo.

Definicao 1.1.11 ([14]). Seja H uma dlgebra de Hopf (ou uma k-codlgebra). Um H-
comddulo a direita é um par (A, p) onde A € um k-espaco vetorial e p: A — AR H é
uma aplicagao k-linear, que denotamos por p(a) = > ay®a; € AQH, tal que o0s sequintes
diagramas comutam.:

A e A®H (1.4) A—L Ao H (1.5)
P 1d®A o 1d®e

ou seja, para todo a € A temos:

Z(ao)o ® (ap)1 ® a1 = Z ap ® (a1)1 @ (a1)2 e Zaoe(al) = a.

Exemplo 1.1.12 ([29]). Seja G um grupo, A é kG-comddulo a direita se e somente se A
€ um modulo G-graduado.

De fato, se A é kGG-comodulo & direita, entao pela definicao acima, A é um k-
espago vetorial e existe uma aplicacao p que é k-linear e satisfaz os diagramas (1.4) e
(1.5). Defina A, = {a € A| p(a) = a® g} para cada g € G.

Podemos escrever p(a) = Y ;a, ® g, para a € A. Usando (1.4) obtemos para

qualquer a € A:
Y ageg=> play) @y,
g g

logo p(ay) = a, ® g. Ou seja, a, € A,.

Usando (1.5) temos 3 age(g) = a, entdo Y a, = a para qualquer a € A.

Agora se zg ay = 0, aplicando p obtemos que a, = 0 para todo g € GG. Portanto
A = DyecAy.

Reciprocamente, se A ¢ modulo G-graduado, basta definir p(a,) = a, ® g para
todo a, € A,.

Definicao 1.1.13 ([14]). Seja H uma dlgebra de Hopf (ou k-bidlgebra). Dizemos que
H coage em uma k-dlgebra A ou que A é uma H-comddulo dlgebra a direita, se as
sequintes condigcoes sao satisfeitas:

i) A é um H-comddulo a direita.
ii) > (ab)o ® (ab); = > apby ® a1by, para todo a,b € A.
i) p(la) =14 ® Ly.

Note que na Defini¢ao 1.1.13, dizer que as condigoes ii) e iii) sao validas é equi-
valente a dizer que p é morfismo de algebras.

Também pode-se mostrar que, se H é uma algebra de Hopf, o item iii) é uma
consequéncia dos itens i) e ii), assim como ocorre na definigao 1.1.2.
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Definicao 1.1.14 ([29]). Seja A um H-comddulo a direita. Os coinvariantes de H em
A sao dados pelo conjunto:

Al =fa e Alpla) =a®1y}.

Se A ¢ uma H-comddulo algebra a direita, entdao A®H ¢ k-subalgebra de A,
chamada algebra de coinvariantes de A.
A seguir, apresentamos o exemplo mais elementar de H-como6dulo dlgebra.

Exemplo 1.1.15 ([14]). Qualquer dlgebra de Hopf H é H-comddulo dlgebra a direita (e
a esquerda) com p = A. E, neste caso, H? =kly.

De fato, os diagramas da definicao de H-como6dulo se tornam os diagramas de
coassociatividade e counidade quando p = A, assim o item i) da Definigdo 1.1.13 é satis-
feito. Ja os itens ii) e iii) seguem de A ser morfismo de dlgebras. Portanto, toda algebra
de Hopf H é H-comodulo élgebra (na verdade, é suficiente que H seja bidlgebra).

Agora vejamos que H" =kl. Seja h € HH | entao pela definicdo de coinva-
riantes e sabendo que p = A obtemos:

h®1:Zh1®h2.

Aplicando ¢ ® Id a ambos os lados e usando o isomorfismo canonico k ® H ~ H encon-
tramos h = (h)1ly, ou seja, h € kly. Por outro lado, se h € kly entdo h = aly com
a €k, logo

ou seja, h € H®H . Portanto H®" = k1.
A proposicao a seguir nos da outro exemplo de H-comodulo dlgebra a direita.

Proposigao 1.1.16 ([14]). O produto smash A#H é uma H-comddulo dlgebra a direita
com

p: A#H — A#H R H
a#th — Y (a#thy) @ hy
e ainda, (A#H)H = A#kly ~ A.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.1.8, A#H é k-algebra, e é claro que p conforme dado
é k-linear. Vejamos que A#H é H-comodulo a direita, para a € A,h € H temos:

(Id® A) o pla#th) = (Id®A) (Z(a#hl) ® hg)
= ) (a#h) ® Alhy)
= Y (a#h) @ hy© by
= > pla#h) @ hy

= (p®I1d) (Z(a#hl) ® hg)
= (p®1d)o p(a#th)
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e ainda,

(1de)oplatth) = (Id@e) (Y (afh) ©hs) = (atthi) © (ha)
= ) (a#hiz(hy)) ® 1y = adth.
Logo, A#H é H-como6dulo a direita.

Vejamos agora que o item ii) da Definigdo 1.1.13 ¢é satisfeito. Para a,b € A e
h,g € H temos

p((a#h)(btta) = p (D alhn - D)##hag)
= ) (a(hy - D)#hag1) @ gy
— Z(a#hl)(b#g1)®hzgz

= <Z(a#h1) ® h2> (Z(b#gl) ® 92)

= plasth)p(bhg).

Por fim, vejamos o item iii) da Defini¢ao 1.1.13,

pP(Lagn) = p(la##ly) = 1a#lg @ 1y = lapn @ 1.

Portanto, A#H é H-comoédulo algebra a direita.
Busquemos agora os coinvariantes de A#H. Suponha que a#h € (A#H)®“H,
entao

a#th @ Ly = plagth) =Y (ath) @ ho.

Aplicando Id ® € ® Id e usando os isomorfismos canénicos obtemos:
a#e(h)lH = G#S(hl)hg = a#h

Logo a#h € A#kly.

A inclusao contréaria é imediata pois p(a#ly) = a#ly ® 1y, para a € A. Assim
obtemos (A#H)®H = A#kly.

Para finalizar, A#kly ~ A segue de 1.1.9, ja que ¢ é morfismo de k-algebras
injetivo e I'm(yp) = A#kly. Portanto, (A#H )" = A#kly ~ A. O

Exemplo 1.1.17 ([14]). Seja G um grupo e A uma k-dlgebra G-graduada , ou seja,
A = ®yeqAy soma direta de espagos vetorias, com AyA, C Agy, para todo g,h € G.
Entao A é kG-comddulo dlgebra com

p:A— ARKG p(a):Zag®g
geG
onde a = dec aq, ag € Ay quase todos sendo zero. Além disso, os coinvariantes neste

caso sao dados por A°C = A, onde 1 é o elemento neutro de G.

Vejamos que A é kG-comoddulo algebra. Ja vimos em 1.1.12 que A é kG-comodulo
< A 6 modulo G-graduado. Assim, s6 precisamos mostrar que as equagoes ii) e iii) de
1.1.13 sao validas.
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Sejam a,b € A, por um lado temos

plab) = 3 (ab), @ g

geG

mas a = ) o0, b=> b, eentioab =73  ;,ab, onde a,a, € Ay & 1y = g.

Logo:
ab = Z azb, = Z (Z agylby) .

z,yeG geG \yeqG

€Ay

Como a decomposi¢ao na soma direta ¢ de maneira tnica, temos (ab), = >
Portanto temos:

plab) = Z(ab)g ®g = Z (Z agy1by) ®g= Z azby ® ry

by,

yea gy~

gelG geG \yeG z,yeG
= O a0x)d b,@y) = pla)p(®b).
zelG yeG

Como 14 € Ay, o que pode ser observado em [30] (Proposigao 1.1.1), entao p(14) = 14 ®1,
onde 1 é o elemento neutro do grupo G e 1 = 1. Segue que A é kG-comodulo algebra.
Agora, vejamos que A““C = A,. E claro que se a € A, entdo a € A“*C.

Tome entdo a € A“Y temos que p(a) = a ® 1. Mas a = >4 g, €ntao pla) =
Zg ay ® g. Assim devemos ter a = a; € A;.

Observagao 1.1.18 ([29], p. 41). A wvolta do Exemplo 1.1.17 também € vdlida, ou seja, se
A € kG-comadulo dlgebra, entio A € dlgebra G-graduada. Parte disso jd foi demonstrado
no Exemplo 1.1.12, o restante é consequéncia dos itens ii) e i) da Defini¢ao 1.1.13.

A proposicao a seguir nos diz que no caso de H ter dimensao finita, as ac¢oes e
coacoes estao naturalmente relacionadas.

Proposicao 1.1.19 ([14], p.244). Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e A
uma k-dlgebra. Entao A é uma H-comddulo dlgebra (a direita), se e somente se, A € uma
H*-mddulo dlgebra (o esquerda). Além disso, nesse caso temos também A* = At
Demonstragao. (ideia) Seja dimy H = n com {ey, ..., e, } base de H e {e], ..., e} } base dual
de H*. Suponha que A é uma H-comodulo dlgebra, entao A se torna uma H*-moédulo
algebra definindo a agao por

f-a:Zaof(al), VfeH"aec A.

Reciprocamente, se A é uma H*-moédulo algebra, entao A é uma H-comddulo
algebra com:

p(a):Zej'a@)ei, VacA
i=1
[

Observacao 1.1.20. Note que na Proposi¢ao 1.1.19, como a dimensao de H ¢ finita,
podemos trocar H por H* e usar H** ~ H.
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Exemplo 1.1.21 ([14]). Vimos no Exemplo 1.1.17 que A é kG-comddulo dlgebra com
pla) = Zg ag ®g. Se considerarmos G um grupo finito, entao podemos usar a proposi¢ao
anterior 1.1.19 para obter que A é (kG)*-mddulo dlgebra.
De fato, considerando {¢, : g € G} base dual de (kG)*, entdo a agdo € definida
por:
¢h~a:Za9 on(g) = ap, Va:Zag €A a,€ A,
9

g

Assim ¢, - A C Ay, ou seja, {¢,} atua como projecoes.
Note que se comegarmos com essa a¢io de (kG)* em A, com A uma dlgebra G-
graduada, obtemos através da Proposi¢ao 1.1.19, a mesma coa¢ao p dada inicialmente de

kG em A.
Também podemos ver que A“C = A; = ARG,

1.2 EXTENSOES DE GALOIS

Nesta secao apresentaremos o conceito de extensao de Galois de uma k-algebra
por uma k-algebra de Hopf, que engloba o conceito de extensoes de Galois para corpos,
conhecido como caso classico da teoria de extensoes.

Veremos também os principais resultados que mostram que, sob algumas con-
digoes, existem equivaléncias com uma comoddulo algebra ser uma extensao de Galois.
Entre estes, se destaca o teorema de estrutura de Schneider para moédulos de Hopf que
caracteriza extensoes Hopf-Galois fielmente planas por meio de uma equivaléncia entre
categorias.

A principal referéncia nesta segao foi [29].

Definigao 1.2.1 ([29], [37]). Sejam H uma dlgebra de Hopf e A uma H-comddulo dlgebra
a direita com coagao p: A — A® H. Dizemos que A é uma H-extensao de Galois de
Al (4 direita), ou que a extensio A" C A é H-Galois a direita, se a aplicagdo

B:A@uon A— AR H, Bla®b)=(a®1)pb) =Y aby @b
¢ bijetiva.

Definigao 1.2.2 ([37]). Se A é uma H-extensao de Galois de k, entao dizemos que A é
um objeto de Galois (a direita).

Observacgao 1.2.3. A aplicagao B € morfismo de A-bimaodulos e de H-comaodulo a direita.

E claro que A ® geon A € A-mddulo & direita e & esquerda através do produto de
A a direita e a esquerda, respectivamente. FEssa mesma aplicacao vale para A ® H ser
A-maodulo a esquerda, porém para ser A-mddulo a direita deve-se usar que A é H-comaodulo:

(a®h)-d = aay @ ha)

Para a estrutura de H-comddulo usa-se a estrutura de H-comddulo de A e de H,
respectivamente, entao A Q yeou A € H-comddulo a direita com:

p(a®b)zza®bo®b1
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e AQ H é H-comddulo o direita com:
pla®h) = Za®h1®h2.

As verificacoes dessas afirmagoes sao bastante diretas e serdo omitidas.

A seguir veremos alguns exemplos de extensoes de Galois. O primeiro exemplo
mostra que a definicao de extensao de Galois dada acima, inclui o caso de extensoes de
Galois para corpos.

Exemplo 1.2.4 ([14], [36]). Considere G um grupo finito que age por k-automorfismos
em um corpo E D k. Pelo Exemplo 1.1.5 sabemos que E é kG-maodulo dlgebra, o que pela
Proposi¢ao 1.1.19, é equivalente a dizer que E é (kG)*-comddulo dlgebra.

Assim, se considerarmos G = {g1,...,9n.} C kG € {p1,....,pn} C (kG)* sua base
dual, a coagao de (kG)* em E € dada por:

p: E— F® (kG

ar—>Zgi-a®pi.

=1

Além disso, temos por 1.1.5 e 1.1.19 que E¢ = E*¢ = E°&S)"  Assim, pela
Definicdao 1.2.1, E ¢ (kG)*-extensio de Galois de E¢ .= F, se a aplicacdo

B: E®rE — E® (kG)*

a®b»—>2a(gi~b)®pi
i=1

for bijetiva.

No sentido cldssico, E/F ¢ dita uma extensdao de Galois se F = EY com G sendo
o grupo de Galois, ou equivalentemente, se [E : F] = |G|.

Assim, supondo que E/F € uma extensao de Galois no sentido cldssico, entao
como |G| = n podemos fixar {uy, ..., u,} uma base de E sobre F. Desse modo, todo elemento
w € E®p E pode ser escrito como w =Y [ x; @ u; com x; € E. Se w € ker(f), entao

0=pBw) =Y x;(g; - u;) @ p;,

mas {p;} € um conjunto linearmente independente, logo Zj zj(gi - uj) = 0, para todo i.
Esse somatorio ser igual a 0 € equivalente a um sistema de equagoes homogéneo n por n:

gi-ur gi-uz -+ gi-Up T
g2-uUp ga-Uz -+ g2 Up €2

: . = 0.
gn U1 Gp- U2 -+ (Gp-Up T,

Se o sistema acima possui solu¢ao nao-trivial, entao o determinante da matriz
(gi - u;)i; € zero. Mas também é zero o determinante da matriz transposta, ou seja, o
sistema abaizo possui solugao nao-trivial:
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gr-uy ga2-uUr - Gn-Ul T
gl.u2 92.u2 PR gn.u2 xQ

) . ) = 0.
g1 Up G2 Up - Gn * Un T

Ou seja, existem by, b, ..., b,, nao todos nulos, tais que E;LZI bi(g; - wi) = 0 para
todo i. Isso contradiz o teorema de Dedekind [20], ji que 1,92, ..., gn SGo linearmente
independentes. Logo, x; = 0 para todo j e € injetora.

Para concluir que € sobrejetora, basta ver que 3 € F-linear e dimp(E ®@p E) =
dimp(E @ (kG)*) = n?.

Reciprocamente, supondo que B € bijetiva, entio dimp(E ®@p E) = dimp(FE ®
(kG)*). Mas dimp(E®p E) = [E : F]? e dimp(E® (kG)*) = [E : F||G|, entdo [E : F] =
|G| e seque que E/F € extensao de Galois.

O proximo exemplo, que na verdade é um resultado feito primeiro por Ulbrich
em 1981, relaciona as extensoes de Galois com as graduagoes. Vimos no Exemplo 1.1.17
e na observagao subsequente que:

A é kG-comodulo dlgebra < A é algebra G-graduada.

e que no caso de A ser kG-comoédulo algebra, seus coinvariantes sao dados por A“*¢ = A;.
Tendo isso em mente, o resultado a seguir nos da uma condicao necesséria e
suficiente para A ser kG-extensao de Galois de A;.

Teorema 1.2.5 (|29], p. 126). Ay C A é kG-Galois se, e somente se, A é fortemente
graduada, isto €, AyA, = Ay, para todo x,y € G.

Exemplo 1.2.6 (|14]). Seja H uma dlgebra de Hopf, pelo Exemplo 1.1.15 sabemos que
todo H ¢ H-comddulo dlgebra com coacao dada por A e que H®" = kly. Entdo, H €
H-extensao de Galois de k.

De fato, vejamos que a aplicacao
g HRH —H®H
(h®g) — Zhg1®92

¢ bijetiva. Defina o: H® H — H ® H por a(h® g) = > hS(g1) ® g2 e vejamos que « &
inversa de f3.

(aof)(h®@yg)=a (Zhgl ®g2> =Y hgiS(g2) @gs =Y he(g) @ g2 =h@g

(Boa)h@g) =8 (D hS(g)@g) =D hS(g)g @ g5 = he(gr) @ g2 = h @ g.

Logo a = 37! e portanto, 3 é aplicacao bijetiva.

Este tltimo exemplo faz parte de um resultado mais forte, dado por [37] que diz
que dada H uma bidlgebra, H é algebra de Hopf se, e somente se, a extensao kly C H
é H-Galois. Além disso, este exemplo nos diz que toda algebra de Hopf é um objeto de
Galois, conforme a Defini¢ao 1.2.2.
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O proximo exemplo apresenta céalculos bastante semelhantes ao que acabamos
de apresentar, porém ele foi a inspiragao para um importante resultado no capitulo 4
(Teorema 4.1.55). Assim a repeticao de alguns detalhes é justificada.

Exemplo 1.2.7 ([14]). Seja A uma H-mddulo dlgebra a esquerda, o Exemplo 1.1.16 dd
uma estrutura de H-comddulo dlgebra o direita para A#H e, neste caso, (A#H)®H =
A#kly ~ A. Vejamos que A#H ¢é H-extensao de Galois de A, ou seja, que a aplicacao

B A#H @4 A#H — (A#H)® H
(a#th) @4 (b#g) = > _(a#th)(b#g)o ® (b#gh

€ bijetora. Note que, como o produto tensorial é sobre A, A#H € A-mddulo a direita e
A-modulo a esquerda pela agao induzida do morfismo de dlgebras ¢ dado em 1.1.9, entao

(a#h) @ (btg) = (a#th)(b#1u) © (La#tg) = (alhy -b)#hs) @ (1a#tg), ou seja, € suficiente
definir B em elementos da forma (a#h) @ (1a#g).
Logo, consideremos

B((a#th) ® (La#g)) = a#h)(1a#ag) ® go
a(hy - 1a)#h2g1) @ go
ag(h1)1a)#h2g1) @ go

a#hgl) (%9 gs

>
>
> (
>

e vejamos que « definida por:

a((a#th) ® g) = > (a#hS(91)) @ (1a#ge)

€ a inversa de (3.
De fato,

(a0 B)((atth) ® (Latkg)) = o (Y (atthg) ® )
> (a#hg18(g2)) © (1a#gs)

> (a#he(gr) @ (1attos)
(a#th) @ (1a4#£9)

(Boa)(ath) @g) = 6 (D (a#hS(9) @ (Latgy) )
= Z(a#h3(91)92)®93

= Z(a#hE(gl))®92
= (a#h)®g.

Portanto, A#H ¢ uma extensao H-Galois de A.

Se H ¢é de dimensao finita, a Proposi¢ao 1.1.19 nos diz que uma H-moédulo algebra
a esquerda é o mesmo que uma H*-comodulo dlgebra a direita, entao podemos falar de uma
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H*-extensao de Galois. A seguir apresentamos um importante resultado que apresenta
varias condi¢oes equivalentes para este caso.

Teorema 1.2.8 ([29], p.133). Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e A uma
H-modulo dlgebra a esquerda. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1) A C A ¢ extensio H*-Galois;

2) a) A aplicacao m : A#H — Endan(A), onde Endau(A) é o conjunto dos endo-
morfismos de A como A™-mddulo & direita, definida por w(a#h)(b) = a(h - b)
€ um isomorfismo de dlgebras, e

b) A é um A”-mdédulo a direita projetivo finitamente gerado;
3) A € gerador na categoria dos A#H-mddulos a esquerda.

4) Para qualquer A#H-mddulo a esquerda M, considere A au M como A4 H-mddulo
a esquerda com acao de A#H sobre A induzida por w. Entdao a aplicacao

b AR M7 — M
a@m +—— a-m

€ um isomorfismo de A# H-mddulo a esquerda.

Queremos chamar atengao para o seguinte ponto: o Teorema 1.2.8 pode ser usado
para obter um teorema de dualidade para algebras de Hopf de dimensao finita.

De fato, vimos no Exemplo 1.2.7 que A#H é extensao H-Galois de A. Supondo
que H seja uma algebra de Hopf de dimensao finita, entao H* é também algebra de Hopf
de dimensao finita e, sendo A# H uma H-como6dulo algebra a direita (Proposi¢ao 1.1.16),
entdao podemos usar a Proposicao 1.1.19 para obter que A#H é H*-mo6dulo algebra a
esquerda com agao definida por:

f - (a#th) = a#thy f(hy). (1.6)

Assim, o teorema de dualidade que apresentamos a seguir é uma consequéncia de
1) = 2), trocando A por A#H e H* por H:

Teorema 1.2.9 ([42], Teorema de Dualidade para Algebras de Hopf). Seja H uma k-
dlgebra de Hopf de dimensao finita e seja A uma H-mddulo dlgebra a esquerda. Entao
existe um isomorfismo entre as dlgebras (A#H)#H* e Enda(A#H).

No artigo de Blattner e Montgomery [6], com as adequagoes necessarias, foi apre-
sentado um teorema de dualidade para algebras de Hopf arbitrarias. Aqui nao vamos
adentrar nesse caso, visto que para o que faremos no ultimo capitulo deste trabalho, a
versao para dimensao finita é suficiente para comparacao.

Ainda sobre o Teorema 1.2.8, ha extensoes dele para coacgoes de algebras de
Hopf que nao necessariamente tém dimensao finita, como o resultado de Schneider que
apresentaremos mais adiante. Para enunciar este resultado, precisamos observar que a
categoria de modulos sobre o produto smash A#H* coincide com a categoria de (H, A)-
modulos de Hopf; vejamos a seguir como identificar estas categorias.

Definicao 1.2.10 (|29]). Seja A uma H-comddulo dlgebra a direita com morfismo p :
A— A® H. Entao M é um (H, A)-mddulo de Hopf a direita se:
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i) M é um H-comddulo & direita via 6 : M — M ® H;
it) M é um A-mdodulo o direita.

iii) Para todom € M ea € A,
d(m-a) = Zmo cag @ myay.

Denotamos por M# a categoria dos (H, A)-mo6dulos de Hopf. Analogamente
temos 4 M trocando no item ii) da defini¢do acima direita por esquerda e também
podemos definir ? M4 e ff M pedindo que A seja uma H-comoédulo dlgebra a esquerda.

Proposicao 1.2.11 ([29]). Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao
1) MY = gy M
2) MY = Mayn-

Demonstragao. 1) Seja M € 4up+M, temos como hipotese que A ¢ H*-modulo &l-
gebra a esquerda pela definicao do produto smash. Pela Proposicao 1.1.19, A é
H-comddulo algebra a direita com p(a) = > ef-a® e;, onde {e;}; é uma base de
H e {ef}, ¢ base dual de H*.

Além disso, usando os morfismos de algebras dados em 1.1.9, temos que:

— M é A-modulo a esquerda pela acao: a-m = (a#ly) -me

— M é H*-modulo a esquerda por: h* - m = (1a4#h*) - m.
Este tltimo item implica pela Proposi¢ao 1.1.19 que M é H-comddulo a direita com
estrutura dada por: d(m) =1 (la#el) - m®e;.
Vejamos que vale a compatibilidade para todo m € M e a € A:

n

Sla-m) = 0((a#tly)-m) =Y (Latte;) - [(a#ly-) - m] @ ex

= Y (e - a#lef)s) m@ ey

k=1

= > (e} adte]) m@ee;
12

= S (e; - a#tly) - [(Lael) - m] @ ere;
2

= E a0~m0®a1m1.

Logo, M € ;M.

Por outro lado, se comecarmos com M € 4M* entdo A ¢ H-comodulo algebra a
direita por hipotese, e portanto A ¢ H*-moddulo algebra a esquerda (por 1.1.19).

Também temos que M tem estrutura de A-moédulo a esquerda e de H-comodulo a
direita entao pela Proposicao 1.1.19, M também é H*-moédulo & esquerda por:

h*-m = Zmoh*(ml).
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Assim, M é A#H*-mo6dulo a esquerda por:
(a#h™) -m = Za ~mg h*(my).

2) Suponha que M € M 444+, entdo de modo analogo ao item 1), usando a Proposigao
1.1.9, temos:

— M é A-modulo a direita por m-a =m - (a#1y-)

— M é H*-moédulo a direita por m - h* = m - (14#h*).

Definimos a a¢ao de H* a esquerda em M via: h* - m = m - (14#S*(h*)), onde &*
é a antipoda de H*, vamos omitir aqui a verificao de que M é H*-mddulo com essa
aplicagao. Entao, novamente por 1.1.19 obtemos que M ¢é H-comodulo a direita

CcOoIm:
n

d(m) = Zef M e = Zm (1a#S™(€])) ® ey
i=1

i=1
Para verificar a compatibilidade usa-se a seguinte equivaléncia dada por [13] para
todo h* € H*:

d(m - a) :Zmo-a0®m1a1<:>h*-(m-a) :Z(hi-m)(h;-a).

Por outro lado, tomando M € M¥ | entao M sera um A# H*-mo6dulo a direita por:
m - (a#th*) = S(h*) - (m - a)

onde S é a inversa da antipoda de H*.
m

A seguir apresentamos o teorema de estrutura para modulos de Hopf de Schneider,
este teorema caracteriza extensoes Hopf-Galois fielmente planas por meio de equivaléncias
entre categorias, uma delas sendo a categoria dos moédulos de Hopf.

Teorema 1.2.12 ([38]). Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva e A uma H-
comddulo dlgebra a direita com B = A®H . Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1) a) BC A é H-Galois a direita e

b) A € fielmente plano como B-mddulo a esquerda (a direita);
2) o funtor Mg — MH dado por M — M ®@p A é uma equivaléncia.
3) o funtor gM — 4 MY dado por M+ A®p M € uma equivaléncia.

Usando teoria da descida (descent theory), Schauenburg apresenta em [37]| a
equivaléncia 1) < 2) do teorema acima, fazendo uma demonstragdo mais direta e sem
exigir a dimensao finita de H.

Os resultados acima parecem ter inspirado alguns dos resultados dados em [§|
para categoria de Hopf (dual), mas em particular gostariamos de estabelecer uma ligagao
com a Proposi¢ao 6.2 de [8], que sera o tltimo resultado apresentado na se¢ao 4.2.1 deste
trabalho. Por isso, concluimos este capitulo com a seguinte observacao:
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Observacao 1.2.13. Considerando H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, o teorema
de Schneider 1.2.12 nos dd a equivaléncia:

1) a) B C A ¢ H-Galois a direita e

b) A € fielmente plano como B-mddulo o esquerda (a direita);

0

3) o funtor pM —4 M dado por M — A @p M ¢ uma equivaléncia. com
B = A = AH",
A Proposicao 1.2.11 nos dd

AMP = 4y M

E ainda, o Teorema 1.2.8 trocando-se H por H* no seu enunciado nos dd a
sequinte equivaléncia:
1) AH" C A € extensao H-Galois;

0

2) a) A aplicagao 7 : A#H* — Endyu(A) € um isomorfismo de dlgebras, e

b) A é um A" -médulo a direita projetivo finitamente gerado.

Juntando estes resultados, para H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, A
uma H-comddulo dlgebra & direita e B = A", obtemos que os itens (I) e (II) abaizo sdo
equivalentes:

(1) a) A aplicagio 7 : A#H* — Endg(A) € um isomorfismo de dlgebras,
b) A é um B-mddulo a direita projetivo finitamente gerado e

c) A € fielmente plano como B-mddulo 4 esquerda (a direita);

(II) o funtor pM — app=M € uma equivaléncia.
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Capitulo 2

ALGEBRAS DE HOPF EM
CATEGORIAS MONOIDAIS

Este capitulo introduzira os conceitos de categorias monoidais e categorias tran-
cadas, o que permitira estender o conceito de algebra de Hopf usual, para uma algebra
de Hopf em uma categoria monoidal trancada. Dessa forma, uma k-algebra de Hopf sera
um caso particular quando a categoria em questao é a dos k-espacos vetorias.

A dificuldade em trabalhar com essas versoes mais gerais de algebras de Hopf
surge do fato de que todas as demonstracoes precisam ser feitas em termos de morfismos,
nao mais em termos de elementos. Por exemplo, a notacao de Sweedler que é bastante
vantajosa no caso de uma algebra de Hopf usual, aqui nao pode ser utilizada. Buscando
contornar essa dificuldade, varias demonstracoes foram feitas usando-se diagramas.

As principais referéncias deste capitulo foram [22] e [1].

2.1 ALGEBRAS DE HOPF EM CATEGORIAS MO-
NOIDAIS

Nesta secao comecamos apresentando uma categoria monoidal, exemplos e princi-
pais propriedades, em seguida, definimos algebra e coalgebra em uma categoria monoidal
e mais alguns exemplos sao dados.

Para definirmos uma bialgebra, e posteriormente uma algebra de Hopf, em uma
categoria monoidal é necessario que exista uma tranca, por isso definimos uma categoria
monoidal trangada. Varios resultados anélogos as bidlgebras (e/ou édlgebras de Hopf) usu-
ais sao dados, sempre com as demonstragoes adaptadas usando composicao de morfismos
ou diagramas.

Definigao 2.1.1 ([22]). Uma categoria monoidal V = (V,®,1,a,l,r) consiste de
i) uma categoria V,
it) um funtor @ :V xV — V chamado produto tensorial,
iii) um objeto I de V) chamado unidade,

w) a=aspc: (A®B)®C — A® (B®C) é um isomorfismo natural chamado
associador,
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V) l=1lp: ITQA—Aer=ry: AR — A sao isomorfismos naturais chamados
de unidade a esquerda e unidade a direita, respectivamente,

tal que para todo A, B, C, D objetos de V os sequintes diagramas, conhecidos como
diagrama do pentdgono ¢ diagrama do tridngulo, comutam:

(A® B)® (C ® D) (2.1)
AA®B,C,D QA B,CQD
A®B ®C B® C®D
R A®ap,c,D
(A (B®(C)) e A®(BeC)® D)
(A®I)® B ALk A® (I ® B) (2.2)
rAQB ARlp
A®B

Observacao 2.1.2. Note que nos diagramas acima estamos chamando o morfismo idy :
A — A simplesmente por A. Em geral, nao hd confusao com essa identificagio e faremos
uso dela no decorrer do texto.

Para detalhar um pouco mais o significado dos isomorfismos naturais apresentados
na definicao, e que serao utilizados posteriormente, faremos a seguinte observacao.

Observagao 2.1.3. 1) O associador a ser um isomorfismo natural significa que para
cada A, B,C objetos da categoria V, temos um isomorfismo

CZA7B70(A®B)®C—>A®(B®C)

tal que, se tivermos morfismos f : A — A", g : B — B eh : C — C' entao o
sequinte diagrama comuta:

(A®B)@ C —222 . A (B® C) (2.3)

(feg)®h f®(g®h)

(A/®B/)®O/é14l (B/®Cl>

[l / / !’
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2) Do mesmo modo, as unidades a esquerda e a direita serem isomorfismos naturais,
significa que temos uma colegiao de isomorfismos, para cada objeto A da categoria
V:

la:IT®A— A ra: A1 — A

tal que se tivermos um morfismo f : A — A’ os sequintes diagramas comutam:

ToA— 4 (2.4) Al ——"——A (2.5)
I®f f fer f
[ A Al Al —————A

Al

Definicao 2.1.4 (|22]). Uma categoria monoidal é dita estrita quando os isomorfismos
aapc, la era sao identidades para todo A, B,C objetos em V. Neste caso, teremos:

(AB)@(C=A®(BR(C)=ABRC e IA=A=A®I
A seguir apresentamos alguns exemplos de categorias monoidais.

Exemplo 2.1.5. A categoria dos conjuntos, denotada por Sets € uma categoria monoidal.
O produto tensorial é o produto cartesiano de conjuntos e o objeto unidade € dado pelo
conjunto unitdrio {x}. O associador € dado pela cole¢ao de isomorfismos naturais
CLXVY’ZZ(XXY)XZ —>X><(Y><Z>
((,9),2) — (z,(y,2))

com X,Y,Z conjuntos, x € X, y€Y ez e Z. FE as unidades a esquerda e a direita sao
dadas, respectivamente, por:

Ix : {*s}xX — X ry: X x{x} — X

(x,2) — = (r,%) —

Exemplo 2.1.6. A categoria dos mddulos (4 esquerda) sobre um anel comutativo k,
denotado por (M € uma categoria monoidal. O produto tensorial € o produto tensorial
usual sobre k e o objeto unidade da categoria € o anel k. O associador € dado por:
CLL7M7NI(L®]€M)®]€N — L®k(M®kN)
(@m)en — [®(Mm®n)

com L, M, N k-mddulos (a esquerda), | € Lym € M en € N. E as unidades a esquerda
e a direita sao dadas, respectivamente, por:

Iy k@ M — M rvy MRk — M
A®m — Am mePA — Am

para \ € k. Analogamente temos a categoria dos k-mddulos a direita denotada por M.

Exemplo 2.1.7. Um caso particular do anterior, é tomar um corpo k ao invés de um
anel comutativo, entao temos a categoria dos k-espacos vetoriais, denotado por Vecy.
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Exemplo 2.1.8 (|15], p.44). Seja G um mondide (ou um grupo), a categoria dos espagos
vetoriais G-graduados € uma categoria monoidal, denotada pork —Vecqs. Nesse caso, um
objeto ¢ um k-espago vetorial V com uma decomposicao V = ©gyeq V,; € 0s morfismos sao
dados por morfismos k-lineares que preservam a graduacao, ou seja, um morfismo

[V=eV,—W=eW,

geG

tal que f(V,) C W, para todo g € G. O produto tensorial nessa categoria é definido por

VeaW),= & (V,W,)

z,yeG
TY=g
_ . ) k,seg=e
e o objeto unidade € I = @yeqly onde 1y = O,seg#e

O associador e as unidades sao dados de maneira andloga ao caso Vecy. Assim,
basta verificar que os isomorfismos k-lineares ayyw, ly e ry preservam a graduagao.
No caso do associador ayyw, tomamos x em (U V) ® W),, entao

szzj®wj em que z; @ w; € (U V), ® Wy, com a;b; = g.
J

_ J J J J
Por sua vez, z; = ), u] @ v} em que u] @ v} € U,

@ Vi, ;, com ¢;;d; j = aj. Assim

_ J J ) b —

T = g ( E u; ® vi> ® w; com cada termo em U, . @ Vy, . @ Wy, e ¢; ;d; jbj = g.

j i

Como o associador ja € k-linear podemos suprimir os somatorios e considerar x = (u ®
v) @w onde uw € Uy, v €V, ew €W, com abc = g. Desse modo,

avvw () =apyw(u®@v)@w)=u® (vew) e U, ® (V, @ W.).

Como U, @ (V, ® W,) € subespago de (U @ (V& W))ape, entao temos ayyvw(xz) € (U ®
(V@ W)),, como queriamos mostrar.

No caso da unidade esquerda (a direita é andlogo), queremos ver que ly((I ®
V)g) CV,, tomamos entao x € (I @V),,

T=y 1 ®u;em quer; ®v; € 1y, ® Vi, comah; =g
i

k,sea; =e
0,sea; #e
¢ nulo e nos resta somente o caso a; = e, portanto obtemos r; @ v; € k@ V. Novamente,
como ly € k-linear podemos considerar x = A®@v com A €k ev € V,, entao

mas, conforme vimos acima, 1,, = { . Logo, se a; # e o termo do somatdrio

lv(z) =ly(A®@v) =X v eV, jaqueV, ék-subespaco.

Exemplo 2.1.9. A categoria dos R-bimddulos com R um anel, é uma categoria monoidal,
que serd denotada por Bimodg. O produto tensorial e a unidade sao como no Exemplo
2.1.6, assim como o associador. As unidades a esquerda e a direita sao as triviais:
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lMZR®RM — M TMZM®RR — M
A®m +— Am meA — mA

para N € R, m € M onde M é um R-bimaodulo.

Exemplo 2.1.10. Dada H uma k-bidlgebra, (ou uma k-dlgebra de Hopf) a categoria dos
H-modulos a esquerda denotada por g M, é uma categoria monoidal. Os morfismos nesta
categoria sao os morfismos de H-mdodulos. O produto tensorial é o produto tensorial sobre
k, ja que dados A e B H-mddulos a esquerda, temos que A @y B € H-mddulo a esquerda
([29], p. 14) com ag¢ao dada por:

vagp : HOA®QB — A® B
h@a@br—h-(a®b)=> (hi-a)® (hy-D).

A unidade € a mesma da categoria Vecy, e neste caso, € facil ver que k é H-mddulo com
ag¢ao dada por: h-1y = e(h)1lk. O associador aa pc € as unidades a esquerdaly e a direita
ra $Go 0s mesmos da categoria Vecy, assim jd sao isomorfismos k-lineares, basta verificar
que sao morfismos de H-mddulos. No caso do associador, tomando h € H, a € A, b€ B,
c € C temos:

Vassac) © (H®aipc)(h®(a@b)®@c) = h-(a® (b®@c))
= ) (h-a)@(hy- (b@c))
= > (h-a)@[(hy-b) @ (s - )]
= aanc (Yl -a) @ (b )] © (s 0))

= aipc (Z(m (a®D)® (hs - c))
= 0AaA,B,C (h((a@b)@c))
= aaBc O VusBec (h®(a®b)®c).

No caso da unidade & esquerda (a4 direita € andlogo), temos:
VA O (H@lA)(h® 1k®a) = h- (1]kCL) = Lk(ha)
L1 ® (h- ) = La(t @ (D e(h)hz - a))

_ (Z(g(hmk ® (hs - a))) — 1, (Z(hl 1) ® (hs - a))
= lu(h-(lx®a)) =140 hga(h @ 1y @ a).

Exemplo 2.1.11. Dada H uma k-bidlgebra, a categoria dos H-comddulos a direita de-
notada por M*, é uma categoria monoidal. Os morfismos nesta categoria sio morfismos
de H-comaodulos. O produto tensorial é o produto tensorial sobre k, jd que dados A e B
H-comddulos a direita temos que A®y B é H-comddulo a direita ([29], p. 14) com coagao
dada por:

p(a®b) = Za()@bg ®albl.

O objeto unidade € k que é H-comddulo a direita com coagao definida por p(1ly) =
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Iy ® 1g.

O associador aa pc e as unidades a esquerda Ly e a direita vy $Go 0s mesmos
da categoria Vecy, assim basta verificar que sao morfismos de H-comaodulos. Tomando
a € Abe B,ceC temos:

pasBac) © aapc((@®b) ®c) = pagpec)(a® (b®c))
= Z ap @ (bo ® co) @ ay(bicy)

= (aapc® H) (Z(ao ® by) ® ¢y ® (a1b1)01>
= (aapc® H)opuspec((a®b) ®c).

Logo, as p.c € isomorfismo de H-comoddulos. Também temos:

(pola)(lxy®a)) = p(lka) = Z lxao ® a; = Z lxap ® 1gaq
= (la®H) (Zlk®ao®1HG1>Z((ZA®H)op)(1k®a).

Portanto, 14 € isomorfismo de H-comddulos. Para r € andlogo.

Observacao 2.1.12. Note que o Exemplo 2.1.8 € um caso particular do Fxemplo 2.1.11,
para H = kG. Ja que, vimos no Exemplo 1.1.12 que V' é um k-espago vetorial G-graduado,
se e somente se, V é um kG-comaodulo a direita.

O exemplo a seguir difere dos demais por ser um exemplo de categoria monoidal
estrita.

Exemplo 2.1.13 (|2]). Fizemos uma categoria C, End(C) € uma categoria cujos objetos
sao funtores F' : C — C e 0s morfismos sao as transformagoes naturais. Desse modo, o
morfismo identidade para um objeto F' € a transformacao natural identidade idp : F — F,
e a composicao € dada pela composicao vertical das transformacoes naturais. A categoria
(End(C),®, Idc) € uma categoria monoidal estrita, com o produto tensorial definido por:

® : End(C) x End(C) — End(C)
(G,F) — GoF
(6,0) — PBra

onde F,G : C — C sao funtores, o, [ sao transformac¢oes naturais com * sua com-
posi¢ao horizontal. A werificacao de que ® € de fato um funtor serd omitida, mas
pode ser consultada em [2]. Note que agcr, lp e rr serdo identidades jd que valem:
(HoG)oF=Ho(GoF),idecoF =F e Foide=F, portanto a categoria é monoidal
estrita.

A proxima proposi¢ao nos da uma relagao entre o associador e as unidades em
uma categoria monoidal.

Proposicao 2.1.14 ([22| p.23 e [1] p.7). Em uma categoria monoidal (V,®,1,a,l,1), o0s
sequintes diagramas comutam:
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QA,B, T ar A,B

(A® B)® RBRI) ([RA)S ® (A® B)
N % M %

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que o diagrama (2.6) comuta mostrando primeiro que o
diagrama

(A9 B)®I)® tapa0D (A® (B®I))® D (2.8)
%\ /'5
(A® B)® D

comuta para quaisquer objetos A, B, D em V. A ideia de mostrar a comutatividade do
diagrama incluindo um objeto a direita, de acordo com [1], vem do fato de que o objeto
unidade no diagrama do tridngulo (2.2) esta entre dois objetos.

Note que a flecha superior no diagrama (2.8) é um dos lados do diagrama do
pentdgono (2.1). Deste modo, construimos o préximo diagrama tomando como base
(contorno externo) o diagrama do pentagono com C' = [ e posicionamos no canto inferior
esquerdo o diagrama (2.8) o qual queremos provar ser comutativo.

(A9B)®(I®D)

((A®B)®I)®D

aa,B,1®D

A®(T‘B ®D)

(A®(B®I))®D AR((BRI)®D)

QA,BRI,D
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Observe que no diagrama acima, o contorno externo comuta ja que é o diagrama
do pentagono e na parte interna todos os diagramas, exceto o diagrama (2.8), comutam
usando a naturalidade de a e o diagrama do triangulo conforme indicado. Note que
no triangulo superior direito usamos o fato de idagp = ids ® tdg. Para concluir que
(2.8) comuta, basta adicionar o fato de que a4 g ¢, ra, 4 sdo isomorfismos para quaisquer
objetos A, B, C'. Em composi¢ao de morfismos temos:

(A®rp) ®D) o (aapr® D) =

= a0 (A®(rg®D))oaaperp o (aap® D)

= aZ}B’D 0o (A® (B®Ip))o(A®app)oaapsrp© (aapsr ® D)

= (A®B)®Ip)oay'p op o (A®aprp)oaspsrpo (aapr ® D)

= (rage® D)o aZéBLD o aZ}B’I@)D o(A®aprp)oaaperp° (aapr®D)
rag @ D.

Portanto, (2.8) comuta.

No proximo diagrama vamos usar o (2.8) no lado esquerdo agora com D = I, pois
sabemos que comuta para qualquer objeto D. Do lado direito, vamos obter o diagrama
(2.6) o qual queremos mostrar que comuta.

T(ARB)®I

(AeB)@Il)®I1 (A B)® I

AQ(B®I)

TAR(B®I)

A®TB
O por (2.5)

(AR B)® I e A®B
Assim para ver que (2.6) comuta, basta observar que o diagrama externo comuta
pela naturalidade de r e que r4 é isomorfismo para qualquer objeto A. Em composicao
de morfismos:

(A@’I"B)OCLAB,] = (A®TB)OTA®(B®I)O(aA,BJ@[)OT(_Al@B)@[

= Tagpo (A®7rp)®@1) o (aapr®1) 0T ioper
= TagB © (Taep ® )0 71(7141®B)®I

= TAxB

Portanto o diagrama (2.6) comuta.
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A demonstracao do diagrama (2.7) é totalmente anéloga. O

A proposigao a seguir nos da relagoes entre os morfismos unidade a direita e a
esquerda e a unidade da categoria.

Proposicao 2.1.15 ([1], p.8). Valem as sequintes igualdades para qualquer objeto A de
uma categoria monoidal V:

1) iga=1®14 2) ragr =ra®1 3) lr=rr
Demonstragao. 1) Note que pela naturalidade de [ (2.4), temos a comutatividade do
seguinte diagrama:
[oloA— e I®A
IRl la
I®A A

la

ou seja, lg 0ljga =1lao (I ®14). Como o morfismo I4 é um isomorfismo, obtemos
entao ljoa = I ® 4.

2) Analogo ao item 1).
3) Usando o diagrama (2.7) com A = B = [ obtemos:

ar, 1,1

I®I])® ®UI®I)

I®l

mas pelo que fizemos no item 1), a seta do lado direito l;4; = I ®[;. Agora, usando
o diagrama do triangulo (2.2) para A = B = I, obtemos:

ar, 1,1

I®I I®I

Ie®l

Com isso, conseguimos a seguinte igualdade I[; @ [ = ljgroarr; = (I ®ly)oarr; =
rr @ 1.

Por fim, usando a naturalidade de r dada por (2.5) temos:
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IIol—" o]
Il Ir
I®l I

rr

A seta superior deste diagrama pode ser trocada por r; ® I, ja que pelo item 2)
temos ryg; = 17 ® I, além disso, pelo calculo anterior ao diagrama i; ® I =r; ® [,
sendo ainda, isomorfismos. Portanto, r; = [;.

O

Em categorias monoidais podemos generalizar o que conhecemos como algebra.

Definicao 2.1.16 ([1]). Seja V = (V,®, 1,a,l,r) uma categoria monoidal. Uma dlgebra
em V € uma tripla (A, m,n), onde A é um objeto em V, m: AQA— Aen:1— A sio
morfismos em V, chamados multiplicacao e unidade de A respectivamente, tal que os
sequintes diagramas comutam:

(A A)® A A A®(A® A) A® A
n®A A®n
mRA A®m I®A m A®I
A@A— A  A®A x /
(2.9) A

Vejamos a seguir alguns exemplos de algebras em categorias monoidais.

Exemplo 2.1.17 ([1]). O objeto unidade I € uma dlgebra na categoria V. De fato, defina
a multiplicacao m : I @ I — I porl; e a unidade n: I — I como o morfismo identidade
em I. Entao os diagramas (2.9) e (2.10) sao verificados como seque:

Il e Ie(el) R
\ O por n®1 Ien
m@1 1 ®]&I®mtl—®ll Il m I®1
Il m I o Il x /
1

No digrama da esquerda, usamos o diagrama do tridngulo (2.2) e em sequida, a
Proposi¢ao 2.1.15 item 3) que nos dda l; = r;. Enquanto que no diagrama da direita, basta
usar somente 2.1.15 item 3).

Exemplo 2.1.18 ([1]). Se V = Vec, uma dlgebra em V é uma k-dlgebra usual. Basta
notar que se A € uma dlgebra em Vecy, entao A € k-espago vetorial e os morfismos m en
serao k-lineares. Definindo a multiplica¢ao de elementos de A como m(a ® b) = ab, para
a,b e A e aunidade de A n(ly) = 14 entdo o diagrama (2.9) nos dd a associatividade da
multiplica¢io e o diagrama (2.10) a propriedade da unidade.
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Por outro lado, se A é uma k-dlgebra com multiplicagao m(a,b) = ab e uni-
dade 14, € também uma dlgebra em Vecy. De fato, sendo a multiplicacao k-bilinear, a
propriedade universal do produto tensorial nos dd uma unica aplicagao k-linear tal que
m(a ® b) = ab, e sendo a multiplicagdo associativa, o diagrama (2.9) comuta. Sendo o
corpo k a unidade da categoria neste caso, n € dado porn(ly) = 14 e portanto, o diagrama
(2.10) também comuta.

Exemplo 2.1.19. No Ezemplo 2.1.10 vimos que a categoria dos H-mddulos yM € uma
categoria monoidal, sendo uma subcategoria de Vecy. Assim uma dlgebra nessa categoria
¢, antes de qualquer coisa, uma dlgebra em Vecy. Portanto, existem os morfismos m e
k-lineares tais que os diagrama (2.9) e (2.10) sao comutativos. Além disso, se A é uma
dlgebra na categoria dos H-mddulos, entao A € um H-mddulo e os morfismos m e n sao
morfismos de H-mddulos. Logo os sequintes diagramas comutam.:

Ho Ag A—Hem He A Hok—"" _HeA
7 v 13 v
A@A— A Kk . A

onde p define a acao de H em A® A, v define a acao de H em A e & define a agdao de
H em k.
Em elementos, a comutatividade do diagrama da esquerda significa que, dados
a,be AeheH:
(vo(H®m))(h®a®b) = (mopu)(h®a®b)

o que, considerando a defini¢ao de j dada no Exemplo 2.1.10, implica:

he(ab) = Y (h1-a)(hy-D)

que € exatamente o item ii) da Defini¢ao 1.1.2.
Jd o diagrama da direita, para h € H nos fornece:

v(h®@n(lk) = n(¢(h® L))

0 que nos dd o item i) da Defini¢ao 1.1.2:
h- 1A = E(h)lA.

Logo, concluimos que uma dlgebra na categoria gM € uma H-mddulo dlgebra.
Por outro lado, uma H-mdodulo dlgebra é dlgebra na categoria monoidal dos H-
maodulos, basicamente fazendo o caminho inverso.

Exemplo 2.1.20. No Ezemplo 2.1.11 vimos que a categoria dos H-comddulos M ¢
uma categoria monoidal. Uma dlgebra nessa categoria é wuma H-comaodulo dlgebra, ja que
0s morfismos multiplicacao e unidade deverao ser morfismos de H-comaodulos. Por outro
lado, € facil ver que uma H-comaodulo dlgebra é uma dlgebra na categoria dos H-comaodulos.

Dado G um grupo e A uma k-algebra graduada de tipo GG, vimos no Exemplo
1.1.17 que A é kG-comddulo algebra. O exemplo acima nos diz que também podemos ver



43

A como uma &lgebra na categoria M*C.

Exemplo 2.1.21 ([7]). Se V = Sets, uma dlgebra é um mondide.

De fato, se A é uma dlgebra em Sets, entao A é um conjunto juntamente com duas
fungoesm : AXA — Aen:{x} = A tal que os diagramas (2.9) e (2.10) comutam. Logo,
usando a comutatividade destes diagramas, obtemos que m € uma opera¢ao associativa e
n(x) € o elemento neutro do conjunto. Portanto, A é um mondide.

Reciprocamente, dado A um mondide temos uma operacao . : A X A — A que €
associativa e um elemento neutro e € A. Assim, basta definir m(a,b) = a.b e n(x) =e e
obtemos uma dlgebra em Sets.

A seguir, define-se uma coéalgebra em uma categoria monoidal.

Definigao 2.1.22 ([1]). Seja V uma categoria monoidal. Uma codlgebra em V é uma
tripla (C,A,¢), onde C é um objeto em V, A : C — C @ C ec:C — I sao morfismos
em V, chamados de comultiplicagcao e counidade de C respectivamente, tal que os
sequintes diagramas comutam:

C 2 C®C C
it \
. et ®C A C®lI
cCeC (CRC)®C~—7 Ce((Cx0) e®C C®e
Asd LleNeXe] C®C

Vejamos a seguir alguns exemplos de coalgebras.

Exemplo 2.1.23. O objeto unidade I € uma codlgebra na categoria V. Basta definir
A=1"=r;" ee=1. A demonstracio seque de modo andlogo ao Ezemplo 2.1.17.

Exemplo 2.1.24. Quando V = Vecy, uma codlgebra € uma k-codlgebra usual.

Exemplo 2.1.25 ([7]). Em Sets, uma codlgebra é um conjunto X, juntamente com duas
fungoes A: X — X x X ec: X — {x} que sao unicamente determinadas.

De fato, a aplica¢ao € sé pode ser definida como £(x) = *, para todo v € X. A
principio nao sabemos como o morfismo A deve ser definido, mas sabemos que A(x) =
(y,2) € X x X. Entao usando a comutatividade do diagrama (2.12), obtemos:

(ex X)oA)(z) = I'(x) (X xe)oA)(z) = ry'(z)
(*72:) = (*,.I‘) (yu*) = (CL’,*)
z =z y =
Logo, A(z) = (z,x), para todo z € X.

Por outro lado, se tomarmos um conjunto qualquer X e definirmos A(z) = (z, x)
e e(x) = x para todo x € X, obtemos uma codlgebra em Sets.

Podemos definir morfismo de algebras e morfismo de coalgebras em uma categoria

V.

Definicao 2.1.26 ([1]). Sejam (A, ma,na) e (B,mp,np) dlgebras em uma categoria mo-
noidal V. Dizemos que f : A — B € um morfismo de dlgebras se f é um morfismo
em V tal que os sequintes diagramas sao comutativos:
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AA—T . BeB  (213) A ! B (2.14)
ma me na

nB
A - B !

Definicao 2.1.27 ([1]). Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) codlgebras em uma categoria
monoidal V. Dizemos que f : C — D é um morfismo de codlgebras se f é um
morfismo em V tal que os sequintes diagramas sao comutativos:

C ! D (2.15) C ! D (2.16)
Ac Ap co

ep
C&C——e—=D®D !

Podem existir em uma categoria monoidal, objetos que sejam &lgebras e tam-
bém codlgebras, neste caso teriamos um objeto H = (H, mpg, Ny, Ay, en). Se pedirmos,
além disso uma compatibilidade destas estruturas, teremos uma bialgebra em V, que sera
definida mais adiante.

Essa compatibilidade é estabelecida ao pedirmos que my e ng sejam morfismos
de coalgebras, (ou equivalentemente, que Ay e ey sejam morfismos de algebras). Um
problema que surge disso, é que precisamos dar uma estrutura de coélgebra (e de algebra)
para H ® H, o que s6 terd sentido se a categoria monoidal tiver uma tranca, é o que
veremos na sequéncia.

Definigao 2.1.28 ([22], [1]). Uma trancga para uma categoria monoidal V é um isomor-
fismo natural o : @ = o', onde I' : V XV — V xV é o funtor flip definido nos
objetos como I'(A, B) = (B, A). Isso significa que para todo A, B objetos de V, existe um
isomorfismo

UABIJ4Q§£3——%£3®,4

tal que o sequinte diagrama comuta para quaisquer morfismos f : A— A, g: B — B':

OAB

A® B B A (2.17)
f®g g f
A ® B = B & A

Al B

Além disso, os sequintes diagramas devem comutar, para quaisquer A, B, C
objetos de V:
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(BoA)®C—22. Bo (A C) (2.18)
oa,B®C B®oa,c
(A B)®C B®(C®A)
A B,C ap,Cc,A
A® (B®C) WS (BeC)® A
A®(C®B)—2"_ (A% ) B) (2.19)
A®op,c oA,c®B

(A®B)®C C® (A B)

JA®B,C

Em geral, quando nos referirmos aos diagramas (2.18) e (2.19), estaremos utili-
zando a observacao a seguir, ja que na maior parte deste texto fixaremos uma categoria
monoidal estrita.

Observacao 2.1.29. Note que no caso da categoria monoidal V ser estrita, o diagrama
(2.18) nos diz que:

gapac =(B®oac)o(oap®C)

e o diagrama (2.19) nos diz que:

Oagpc = (0ac®@B)o(A®op)

Definicao 2.1.30 ([22]). Uma categoria monoidal trancada é um par (V,o) onde V
¢ uma categoria monoidal e o € uma tranca.

Definicao 2.1.31 (|22], [1]). Uma categoria monoidal trancada é dita simétrica se para
quaisquer objetos A, B de V tivermos opa = (cap)”".

Alguns exemplos de categorias monoidais trangadas (e simétricas) sao:

Exemplo 2.1.32 ([1]). A categoria monoidal (Vecy, ®y, k) € naturalmente trangada com
o morfismo twist Tyw : VW — W @V dado por 7(v® w) = w ®@v. Essa categoria é
ainda simétrica.
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Exemplo 2.1.33 ([1]). A categoria monoidal (Sets, x,{*}) € trancada com a tran¢a dada,
para cada X,Y, pelo morfismo oxy : X xY =Y x X, dado por: oxy(z,y) = (y,z).
Essa categoria é também simétrica.

A proxima proposicao nos fornece propriedades interessantes da tranga com re-
lacao a associatividade e as unidades:

Proposigao 2.1.34 (|22] p.33). Em uma categoria monoidal trancada, os sequintes dia-
gramas comutam:

A1 At I®A  (2.20) I®A 7 Aol (221
T4 Ia la T4
A A
(AR C)® B
A® (C® B) (C®A)® B
pd RS
A®(B®O0O) C®(A® B)
(A B)®C C®(B®A)
U%\ %
(BeA) e C (C®B)® A
;>>\\ //é;;
B®(A®C) (BoC)o A
B® (C® A)

(2.22)

Demonstra¢ao. Para mostrar que o diagrama (2.20) comuta, vamos usar uma estratégia
parecida com a utilizada na demonstracao de (2.6). Vamos comegar mostrando que o
seguinte diagrama comuta:

I®0a, 1

RA®I) ® ([ ®A)

(2.23)
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Tomando como diagrama externo o diagrama (2.18) com B = C' = I, podemos
construir o diagrama a seguir posicionando (2.23) no canto superior direito:

ar A1

I®A) eIl

I®(A®]I)

AQrr O por rI®A
(2.17)
A(I@])— (IR ®A

Usando a comutatividade dos diagramas internos, conforme demarcado no dia-
grama acima, a comutatividade do diagrama externo, e ainda, usando que a4 pc € 045
sao isomorfismos para quaisquer objetos A,B,C, concluimos que o diagrama (2.23) co-
muta.

No proximo diagrama, vamos posicionar o diagrama (2.23) do lado esquerdo, e o
diagrama que queremos mostrar a comutatividade, do lado direito:

[®(A®]) el Ael
O por
1®0 A, 1 (2.4) TA, T
I®(I®A)) l I®A A
roa (2.20)
O por (2.4) L
I®A A

la

Assim, ja que o contorno externo do diagrama comuta devido & naturalidade de
[, usando a comutatividade dos diagramas internos demarcados acima, e ainda, usando
que [4 é isomorfismo para qualquer objeto A, obtemos que (2.20) comuta.

A demonstragao de que o diagrama (2.21) comuta é totalmente analoga ao que
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fizemos, e portanto, sera omitida.
Para o diagrama (2.22), construimos trés diagramas internos por meio das setas
tracejadas, conforme diagrama a seguir:

(A®C)® B
GV WB
A® (C® B) (C®A)®B
A% \\ XA’\?
AN O por
A® (B®CO) N (2.18) C®(A®B)
\\ Opor \\\

(A® B)® C . (@217) . C® (B A)
\ ;X’B@C \\ /
oA BRC \\ \\ ac,B,A

N N
(BeA)oC %£§ o (CoB) @A
N
B®(A®C) (BC)® A
Bm\\ A
B®(C®A)

Como cada um dos diagramas internos comuta, entao o diagrama externo também comuta.

]

Observacao 2.1.35. Note que no caso da categoria monoidal ser estrita, os diagramas
(2.20) e (2.21) nos dizem que:
O'AJ:AIULA (2.24)

Os corolarios a seguir nos fornecem duas relacao entre as trancas, que podem ser
obtidas a partir do diagrama (2.22), em uma categoria monoidal estrita. Mais adiante, no
capitulo 3, vamos utilizar o resultado a seguir para mostrar que A° é uma V-categoria.

Corolario 2.1.36 (|22]). Seja (V,0) uma categoria monoidal estrita trancada. Entdo o
sequinte diagrama comuta:

oa,BRC

A®B®C

BRA®C (2.25)

A®opB,.c OB®A,C

ARC®B——C®BR®A

OA,CQB
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Demonstracao. Usa-se (2.19) do lado direito e (2.18) na parte inferior do diagrama, lem-
brando que como a categoria é estrita a associatividade se torna a identidade e, assim, é
omitida do diagrama como pode-se observar abaixo:

0a,BRC B®oa,c

O por
A®op,c (2.25) TBaAC (2.19)¢7B,C®A
AC@B—""">C®B®A
O por
0'A,C®B (218)

CRA®RB

Para concluir que (2.25) comuta basta acrescentar que o contorno externo do diagrama ¢
o diagrama (2.22). O

A proxima propriedade da tranga é bastante semelhante com a dada em (2.25),
ela serd necessaria no capitulo 3 para mostrar que C? é uma V-categoria dual.

Corolario 2.1.37. Seja (V, o) uma categoria monoidal estrita tran¢ada. Entao o sequinte
diagrama comuta:

OA,BRC

A®B®C BoC®A (2.26)
TAQB,C oB,c®A
CRA®RB C®B®A

C®oa,B

Demonstragao. De fato, basta construir os diagramas no lado superior e no lado esquerdo
usando as propriedades das trangas (2.18) e (2.19), respectivamente. Depois disso, basta
notar que o diagrama externo se torna o diagrama (2.22).

B A®C
O por | Bgoa,c
(2.18)
A BoC 22 . BeCo A
O por OAQB,C (226) oB,c®A
(2.19)
ARC®B =y CRA®B Cornn CB® A
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Observacao 2.1.38. Com as propriedades de categorias monoidais apresentadas até aqui
foi possivel perceber que no caso de a categoria monoidal ser estrita, os cdlculos (e diagra-
mas) podem ser mais concisos. Por isso, nas demonstragoes dos demais resultados vamos
considerar uma categoria monoidal estrita.

Fazer isso nao oferece prejuizo aos nossos resultados, tendo em vista o resultado
classico de que toda categoria monoidal € monoidalmente equivalente a uma categoria
monoidal estrita. A demonstragao deste resultado pode ser vista com detalhes em [1] ou

em [2].

O préximo resultado mostra que produto tensorial de algebras em uma categoria
V também é algebra nesta categoria e, apesar de [1] oferecer a demonstragao por meio da
composi¢ao dos morfismos, apresentamos aqui uma opgao de demonstragao original por
meio de diagramas. Este recurso de demonstragao por diagramas sera bastante utilizado
no decorrer do texto, assim neste primeiro exemplo de utilizacao, as duas opcoes de
demonstracao serao apresentadas.

Proposicao 2.1.39 ([1]). Sejam A = (A,ma,na) e B = (B,mpg,np) dlgebras em uma
categoria monotidal estrita trancada V. Entao o produto tensorial A ® B € também uma
algebra em V com multiplicacao:

Magp = (Ma®@mp)o(AQRopa®B): AR BRA®B — AR B

e unidade
NawB =Na®@np: 1 — A® B.

Demonstra¢ao. Vamos verificar que os diagramas (2.9) e (2.10) comutam. Como estamos
usando a categoria estrita, teremos (A ® B) ® C = A® (B ® C), por isso escrevemos
simplesmente A ® B ® C' sem parénteses. Também teremos A® [ = I ® A = A para
qualquer objeto A da categoria V.

O diagrama a seguir prova que (2.9) é comutativo, pois a comutatividade dos
diagramas construidos internamente, levam a comutatividade do diagrama externo, que é
exatamente o diagrama (2.9) para este caso. A demonstra¢ao por meio da composigao de
morfismos é dada na sequéncia, ela também pode auxiliar a ler a demonstracao por meio
do diagrama, apesar de o diagrama oferecer mais de uma opgao de leitura.



gV

g8V IOV gV
/E@«Qﬁ/@wgﬁfw@.—u .HOQ O ;\Q@«lﬂb@«\\
gV OV
(672) (L1°2)
FugVw 10d RIURY @V 10d ) gV @TwuRVuw
TRV IV RV
ordIUTOP T ®% /m%gg oV ordIUTDP
1od () \ / 1od O
a9V ggRAV RV RV o0y Ry mew gV RgRIgRIV IV Ry QIoVw
gRGRVIV ' dory \&@En@m\%
(1r2) (81°7) IRV eIV OV
1od ) 1od ¢ \
M®<.m~b®< k«:@ﬂﬁb@? m®<®M®<hm€®<
g7V g ® / -
,\mgwﬁﬁ\@@%\\omuﬁgm‘w@@ 1od O m®«1mb®¢~®m®a\/
VgV VgV gV

IV uRg Ry
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Agora faremos o mesmo céalculo dado pelo diagrama, porém escrevendo a compo-
sicao dos morfismos. Iniciamos pela composicao das setas superior e a direita do diagrama
anterior:

Maep 0 (A® B® magp) = (por definigao)
= (ma®@mp)o(ARopa®@B)o(AR B®ma®@mp)o(A®BR ARopa® B)

(.

~~

(2.17)
= (mA ®mB)o(A® my ® B® mB) O(A® OB,A®A KB ® B)O(A®B ®A® 0B,A ®B)

. J/

(2.9)

= (mA®mB)O(mA®A®mB®B)O(A®O'B,A®A®B®B)O(A® B®A®0'B,A®B)

-

(2.18)
= (ma®@mp)o(ma®AR@mp® B)o(ARA® op s @®BRB)o(A® 0p4 ®ARB®B)o
(A BRA®op.a® B)
= (ma®@mp)o(mas ®A@mp @B)o(ARA® op s @BRIB)o(ARARB® 04 ® B)o

S

-~

(2.19)
(AR 0p4 ® B® A® B)
= (ma®@mp)o(my @ ARmp® B)o(A® A® opgpa @ B)o(A®opa®@B®AR®DB)

.

(21,7)
= (ma®@mp)o(A®opa®@B)o(ma@mpRA®B)o(A®opas®B® AR B)
= Magp ° (Migp ® A® B)

assim obtemos a composigao das setas inferior e a esquerda do diagrama e mostramos que
o diagrama (2.9) comuta.

Agora verifiquemos (2.10). O diagrama que deve ser mostrado novamente esta
posicionado na parte exterior do diagrama a seguir, assim basta notar que todos os dia-
gramas internos comutam.

AR B® A® B
A®Qop,A®B A®BRNAgB=AQBRNA®NE
O por
(2.17)
O por A®na®Beng A®op @I
MmagB definicio ARARBRB<~——"-AQRI®B®I AB®I

O por
(2.10)

A®B
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Escrevendo o que fizemos acima através da composi¢ao dos morfismos, temos:

Mmagp © (A® B®nagp) = (mA®mB)O(A®0'B,A®B)O(A®B®77A®7732
(2.17)
= (ma®@mp)o(ARNs®@BRng)o(A® opI)

(2.10) (2.24)

= A®B

O diagrama da unidade & esquerda é analogo. Portanto, A ® B ¢é algebra em V. m

Um poduto tensorial de duas codlgebras também pode ser uma coalgebra, que é
o que veremos a seguir. Os célculos sao anélogos aos de algebra e portanto, faremos a
demonstracao usando apenas os diagramas.

Proposicao 2.1.40 ([1]). Sejam C = (C,A¢,ec) e D = (D, Ap,ep) codlgebras em uma
categoria monoidal estrita trancada V. Entao o produto tensorial C' ® D € também uma
codlgebra em V com comultiplicagao:

Acop = (C®0cp@D)o(Ac®Ap):CR®D —CD®C®D

e counidade
EcoD —Ec ®ED : C®D—1.

Demonstrag¢ao. Vamos verificar que os diagramas (2.11) e (2.12) comutam usando dia-
gramas. Comecamos pelo diagrama da counidade, parte a direita (a esquerda é analogo):

C®D

O por

(2.12)
O por
AC@D deﬁnigao C®C®D®D C®€C®D®€D C®I®D®I C®O’] DRI C®D®I
O por
2 17
C®oc,p@D C®D®ecgp=CRDRec®ep
CRDRC®D

O diagrama da coassociatividade também comuta:



ARDOADIRA®D aEDeImoy A®DOqDD

/ oedIuyop \
Q@Q@Q@Qnoéo/ 1od () \\Q@@q v®oVv

- AXD0XAXXADDXDD

\

aARIVoRHVARD aARAVoRTRNVD aeavoyH

\

APAXDXADDXD

(L12)
1od ¢

(81°7)

a®aeoeI o) 10d ) a®I®aLorHeH

a®oveRa®y ARTRDRIR TR (612)  ogetosmpen ARTRD® D avoy

10d ¢
ordIuyep / \ ordIUYep
1od Q@Q@Qd@ob@o/ »\%3@0@04 1od ()

AXAAXDDDXD

IyeOV®a®n (LT°2) IyRARIVED (TT°2) ayRoV

10d ¢ 10d ¢
AXAPDXD
>
as

Q®O<

a®o¥d®p 0
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Portanto, C'® D é uma coalgebra em V. O]

Veremos a seguir um exemplo de uma categoria monoidal, construida a partir de
uma categoria monoidal trangada V), que sera de grande importancia para definirmos uma
categoria de Hopf posteriormente.

Proposicao 2.1.41 ([5]). Seja (V,®,1,0) uma categoria monoidal estrita trancada e
considere C(V) a categoria cujos objetos sao as codlgebras em V e 0s morfismos sao o0s
morfismos de codlgebras em V. Entao C(V) é uma categoria monoidal.

Demonstragao. Primeiramente, note que C()) é subcategoria da categoria original V', com
mesma composicao e identidade. Vejamos que com o mesmo produto tensorial e unidade
da categoria monoidal V, C(V) é uma categoria monoidal. Pela Proposi¢ao 2.1.40 temos
que o produto tensorial de codlgebras ¢ uma coalgebra. Se tomarmos f : C' — D e
g : F — F morfismos de codlgebras, entao f ® g : C ® F — D ® F é morfismo de
coalgebras em V. De fato, isso pode ser observado pelos diagramas a seguir:

C®E &9 D®F

O por (2.15)

AE D

fef®g®y

por CRCRERQE DRIDRFQF

O por (2.17)

CRERCQRFE YTy DOF®D®F

f®g

CoF D®F

O por

ecRE=ECQEER (2.16)  per=ecnBer

1
Por fim, o objeto unidade I de V é uma coélgebra conforme Exemplo 2.1.23.
Portanto, C(V) ¢ uma categoria monoidal. O

De forma analoga a proposicao anterior, pode-se obter a partir de uma categoria
monoidal trangada V', uma nova categoria A()) das algebras e morfismos de algebras
em V. Esta categoria monoidal A()) terd um papel importante posteriormente quando
definirmos uma categoria de Hopf dual.
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Proposigao 2.1.42. Seja (V, ®, I,0) uma categoria monoidal estrita trangada e considere
A(V) a categoria cujos objetos sao as dlgebras em V e os morfismos sao 0s morfismos de
dlgebras em V. Entao A(V) é uma categoria monoidal.

Agora voltamos a um objetivo mais imediato, pois com as proposi¢oes 2.1.39 e
2.1.40 temos o necesséario para definirmos uma bidlgebra em uma categoria ).

Definicao 2.1.43 ([1]). Seja (V,®,1,0) uma categoria monoidal tran¢ada. Uma bidl-
gebra em V é uma quintupla H = (H,m,n, A, ¢) tal que (H,m,n) é uma dlgebra em V,
(H,A,e) é uma codlgebra em V e A e € sao morfismos de dlgebras.

Da mesma forma que ocorre com bialgebras usuais, a condi¢ao de que A e ¢

sao morfismos de algebras é equivalente a condi¢ao de que m e n sejam morfismos de
codlgebras, isso é o que mostra a proposigao a seguir.

Proposigao 2.1.44 ([1], [14]). Seja (H,m,n, A, &) um objeto em V categoria monoidal
estrita trangada, de modo que (H,m,n) seja dlgebra e (H, A, ¢) seja codlgebra. Entao as
sequintes condig¢oes sao equivalentes:

1) A e e sao morfismos de dlgebras;

2) m en sio morfismos de codlgebras.

Demonstracao. A e € serem morfismos de algebras implica na comutatividade dos seguin-
tes diagramas:

HoH-—" H 2 ~H®H H 2 S H®H (2.28)
ARQA mem n nen
HoHoHOH—p ———HoHo Ho I 1
(2.27)
H c I (2.30)
HoH—2 Il (2.29)
77 =
I
H I

£

Mas note que os dois diagramas acima a esquerda mostram também que m é
um morfismo de codlgebra, enquanto que os dois diagramas a direita mostram que 7 é
morfismo de coalgebra.

Dessa forma é evidente a equivaléncia entre as duas afirmacoes.

]

Lema 2.1.45 ([7]). Sejam (A,m,n) uma dlgebra e (C,A,e) uma codlgebra em uma ca-
tegoria monoidal V. Entao o conjunto Homy(C, A) é um mondide com multiplicagao

frg=mo(f®g)oA  para f,g€ Homy(C,A)

e elemento neutro noe.
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Demonstrag¢ao. Primeiramente, note que f* g € Homy,(C, A). Vejamos que a multiplica-
¢ao definida dessa forma é associativa pelo diagrama a seguir:

ARC

C—2 .0wC CoC) o0 Y2 (Ao A)gA—" AgA—" -4
A O por ac,c,c O por aa A A O por m
(2.11) l (2.3) l (2.9)

A linha superior do diagrama é o produto (f x g) * h, enquanto que o restante
do contorno externo representa f x (g * h). Como os diagramas internos comutam e a é
isomorfismo natural, concluimos que (f * g) x h = f * (g * h).

Agora, vejamos que 7 o £ é o elemento neutro para essa operagao. Note que
noe € Homy(C, A), entdo para qualquer f € Homy(C, A) temos o seguinte diagrama:

c A o019 ggp4—m A

Na primeira linha do diagrama temos f*(no¢), entdo como os diagramas internos
comutam e r é um isomorfismo natural, obtemos que f * (noe) = f. Analogamente,
obtem-se (noe)* f = f.

O

Definicao 2.1.46. O produto x dado no lema anterior é chamado produto de convo-
lucao.

Com isso, podemos definir agora uma algebra de Hopf em uma categoria V.

Definicao 2.1.47 (|7]). Seja H = (H,m,n, A, &) uma bidlgebra em uma categoria mo-
notdal trancada V. Se o morfismo identidade de H tem wuma inversa S pelo produto

convolugao em Homy(H, H), entao (H,m,n,A,e,S) é chamada uma dlgebra de Hopf
e S € sua antipoda.

Assim, em uma dlgebra de Hopf o sequinte diagrama comuta:
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HeH H HoH (2.31)
S®H 77%5 H®S
H&H—— H — H®H

Vejamos a seguir alguns exemplos de algebras de Hopf em categorias monoidais
trancadas.

Exemplo 2.1.48. SejaV = (Veck, ®,k, 7). Uma dlgebra de Hopf em 'V é uma dlgebra de
Hopf usual e temos varios exemplos na literatura, como pode ser consultado em [14]. Um
exemplo particular de dlgebra de Hopf usual que podemos citar € a dlgebra de grupo kG de
um grupo G em que a multiplicacao é induzida pelo grupo, a unidade € o elemento neutro
de G, a comultiplicagio é dada por A(g) = g ® g, a counidade €(g) = 1x e a antipoda
S(g) = g~ para todo g € G.

Exemplo 2.1.49 ([7]). Seja V = (Sets, x,{*},0). Uma dlgebra de Hopf H em V ¢
um grupo. De fato, ja vimos em 2.1.21 que uma dlgebra em Sets é um mondide e em
2.1.25 que uma codlgebra em Sets é um conjunto com A e e unicamente definidos. E
facil verificar que uma bidlgebra em Sets é um mondide (H,m,n, A, e) com A e e sendo
os definidos em 2.1.25, jd que basta verificar que A e € sao morfismos de dlgebras. Por
fim, assumindo que H € uma dlgebra de Hopf, existe uma antipoda S, entao devemos ter
para todo h € H:

(mo(Sx H)oA)(h) =(noe)(h) = (mo(HoS)oA)(h)
S(Wh =e= hS(h)

ou seja, todo h € H possui um inverso dado por S(h), portanto H é um grupo. Por outro
lado, dado um grupo H podemos dar a ele estrutura de dlgebra de Hopf definindo cada
morfismo conforme o esperado.

Exemplo 2.1.50 (|7]). Em [7] é introduzida a categoria de Turaev e entdao, mostra-se
que uma dlgebra de Hopf nessa categoria é uma Hopf G-codlgebra, estrutura introduzida
por Turaev em [39]. Aqui vamos apresentar as definicoes e dar uma ideia sobre a forma
como 1isso € feito, para mais informacgoes sobre uma Hopf G-codlgebra o livro de Turaev
[40] também pode ser consultado.

Uma categoria de Turaev, denotada por Ty, € a categoria dada por:

e Objetos: sao pares M = (X, M) onde X é um conjunto e M = (M,).ex € uma
familia de k-maodulos indexados por X ;

e Morfismos: um morfismo entre dois objetos M e N = (Y, N) € um par ¢ = (f,¢)
onde [ Y — X € uma fungio e v : (@, : My Ny)yey € uma familia de
aplicacoes lineares indexadas por Y ;

e Composicao: Sejam os morfismos ¢ : M — N ey = (9,¢) : N — P = (Z,P),
f =

entao a composi¢ao € definida por: 1o (f_o G, (V2 0 0g(2))zez);

Essa categoria é ainda uma categoria monoidal simétrica da forma como se es-
peraria que fosse:
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e Produto tensorial: M @ N = (X xY, (M, ® Ny)(x,y)eXxY);
e Unidade: I = ({x},k);

e Tranga: oy n = (0y.x,T), onde oy x € a tranga da categoria Sets e T € a familia
de morfismos twist: (T(yq) : My @ Ny — Ny @ My)y0)ey xx -

Uma Hopf G-codlgebra € definida como uma familia de k-dlgebras H = (Hy)4ec
indexadas pelo grupo G, juntamente com familias de aplicagoes lineares: A = (A, :
Hy, — Hy ® Hp)gne, € - Hi = keSS = (S 1 Hy-1 — Hy)geq, tal que Ag), e € sao
morfismos de dlgebras e as sequintes condigoes sao satisfeitas para todo g, h,l € G :

(Ag,h ® Hl) @) Agh,l = (Hg ® Ah,l) (] Ag,hl
(Hy®@e)oAy1= Hy =(e® Hy)oAy,
mg o (Sy ® Hy) o Ag-1 g =ngoe=myo (Hy;®S,) oAy 41

onde my € 1y sao as aplicacoes de multiplicacao e unidade em H,.

Pode-se mostar que H = (G, H) é uma dlgebra de Hopf em T}, se e somente se,
G € um grupo e H é uma Hopf G-codlgebra. Para isso, usa-se o sequinte funtor mondoidal
forte trancado:

F T, — Sets™ (2.32)
M=(X,M)—X

Um funtor monoidal leva dlgebras em dlgebras, um funtor monoidal forte leva codlge-
bras em codlgebras, enquanto que um funtor monoidal forte trancado, leva bidlgebras em
bidlgebras e dlgebras de Hopf em dlgebras de Hopf.

Assim, tomando H = (G, H) uma dlgebra de Hopf em Ty, obtemos através do
funtor F' que G € uma dlgebra de Hopf em Sets, ou seja, € um grupo. As demais veri-
ficacoes necessdarias pra concluir que H € uma Hopf G-codlgebra basta usar as defini¢oes
dos morfismos envolvidos.

Para mais detalhes sobre essa construgao, o artigo [7] pode ser consultado. Nesse
artigo, também ¢é apresentada uma nocao dual de Hopf G-codlgebra que € chamada de
Hopf G-dlgebra, a qual também pode ser vista como sendo uma dlgebra de Hopf em uma
categoria monoidal adequada, nesse caso na categoria de Zunino.

A seguir veremos algumas propriedades da antipoda, baseadas nas propriedades
existentes em uma algebra de Hopf usual conforme [14], (p. 153) e nas que foram feitas
para categorias de Hopf no artigo [5] (p. 1180).

Proposicao 2.1.51. Seja H uma dlgebra de Hopf em uwma categoria monoidal estrita
trancada V. Entao valem as sequintes igualdades:

1)
Som:mo(S®S)OUH,H (233)

2)
Son=n (2.34)

3)
AoS=oyno(S®S)oA (2.35)
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4)
coS=c¢ (2.36)

Demonstracao. 1) Denote f = mo(S®S)ooy g e g=Som. Note que f,g € Homy(H®
H,H),onde H® H é coalgebra em V conforme 2.1.40 e H sendo algebra de Hopf é algebra
em V, entao o Lema 2.1.45 pode ser usado. Vamos mostrar que f = g por meio da
composi¢ao de morfismos, o mesmo caminho pode ser acompanhado através do diagrama
na sequéncia que também fornece a mesma demonstragao.

f= fx(nocugn) por (2.1.45)
= mo(feH)o(H®H®n)o(H®H®e®e)oAygn

J

(2.29)

= mo(f@®H)o(HR®H®n)o(H®H®e)o(H® H®m)oAggn
)

(.

~—

J

-~

2.31
(H®H®H®S)o (HRH @ A)o(HRH @ m)oAngn

- i

o —~

= mo(f® H)o(H® H®m)

(2.27)
= mo(f@H)o(HXH®m)o(HRHR®H®S)o(H® H®m®m)o

~

por definicio
(H® H ® Apon) © Ausgn
(2.11)
= mo(f@H)o(HRH®m)o(HR®H®m®@ H)o(H®H®H®H®g)o

(Aper @ H® H) oApgn

(& J

= mo(Ham)o(fodmeH)o(HRH®HR®H®g)o(HRoyy®H®H®H)o

(ARA®H®H)oAggn
= mo(Hm)o(Hdm®g)o(fRHR®H®H®H)o(HRoyy®H®H®H)o

J

(ARA®H®H)oApen
= mo(H@m)o(Hom®g)om@HRHQH® H)o(S®RS®H® H®H ® H)o

J

(29)
(cnn®HOHRH®H) o (H@oyp®HOH® H)o(A®A® H® H)o Aysp

J

(2.19)
= mo(H®glo(m@H®H)o(m®HR®H®H)o(m® HR®H ®H®H)o

(.

(2.9)
(SOSOHOHRXHRH)o (opgpn®@HQHRH)o(AQARH®H)o Apgn

. J

(2.17)
= mo(H®g)lo(m®@H®H)o(m®H®H®H)o
(HImRHRHRXH)o(0gepn@®HIHQH)o(SOHRS®H®H®H)o

S

(2.17)
(ARAR®H®H)o Apen
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= mo(H®glo(m®HR@H)o(m®H®H®H)o(ogy®H®H®H)o
MmeHeHRH@H)o(S@H®S®H®H®H)o (AR A®H® H)oApan
(2?51)
= mo(H®g)o(m®H®H)o(m®H®H®H)o
(onp@H@H®H)om@HOH@H®H)o(l®S®H@H®H)o

J

(2.‘1r7)
(E@A@H@H)OAH@)H
= mo(H®glo(m®HRKRH)o((m®HRKHRH)o(Hn®H®H®H)o

J

(2.10)
(orp@HOHRH)(IRSOHRHRH)o(e®@A®H®H)o Apgy

J

(2.24)
= mo(H®glo(c@mHRH)o(HRISR®HR®HRH)o(HRA®H® H)Apgy

(. /

(2.31)
= mo(H®glomM®H®H)o(e®e® H®H)oAgen por (2.1.45)
= (nochen)xg=y9

Portanto a equagao (2.33) ¢ valida. O mesmo caminho pode ser feito através do
diagrama a seguir:
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H

®
m®~.~<
HOH~—5— HOH®H p— HOHO [~ HOHOHOH
|
HOHOV®?
HYOHQwW AﬁMNV 1od @ e
HOHOHOHX] HOHOHOH®]
/ . _
\ 7 m®m®m®~:b/ m®m®%®w®~
- HOH®H®H (01°g) 10d @& momepeien  (;17) & H @ @S
1od % 1d Q m®m®ﬂ®m®:
HOOHE: ) HOHOHOHOH -2 o goneoHO 0 (16
(6°2) 10d & m®m®mﬂ®s®m (L1°¢) 10d O m®m®~w®m®s MMMNO
HOHIHXH® -~
mm Hogon e HOHOHOT O G = BT S H S H SO
®Qﬂ®m O@umqmwﬁ E@E@EW@@%@% Ahﬁ.mv =
w  H®H o m®w~®~.~ _ 10d HOOOHIHRQXMH®H 10d Q)  HOHOHRSOH®S
m®ﬂ®x HOHOHQH®/S y@b@%ﬁ
HOHOHRHOH HEOHOHEHEH o awmv HOHOHOHOHOH
Heubnen bRHOHOH®H odo 7~
e Omwﬁﬂmwﬁ 1od @ \E@E@E Ho®
= HOHOH Heg oy HOH S HO s [ OH O HOHOHOH omw%ww_u HoHbYEY
_WeHTH venen (L272) Jmm@m@mq/
m®~w®w~/ (1¢7¢) 10d HOH®H 10d Q  mengepeny . i HOH®H®H
m%x :®m®f h\m®m®m\ amw //E@E@f () ed /
I0
H®H [OH® [ T HOH®H®H Moy
X ap'1°g 10d O %/

H®H
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2) Para ver que n = S o1 basta usar o diagrama abaixo:

I H
O por (2.30)
nem porH - 1

O por

2 (2.31)
_ S®H O por |
= H®H H®H (2.10) |~

H®n
H®I
I ! H S H = H
4) Vejamos que ¢ = € o § através do diagrama seguinte:
H £ 1
S O por (2.30) >
A I Z oo por /-
(2.29
O por
(2.31) "
O por H®S
eQH
I®H
H = H S H : I

3) De modo analogo ao que foi feito no item 1), definimos h = AoS e j = oppyo
(S®S8)oA. Nesse caso, h,j € Homy(H, H® H), onde H sendo algebra de Hopf é
coalgebra em V e H® H ¢é algebra em V conforme 2.1.39, entao o Lema 2.1.45 pode

ser usado. Mostramos com o diagrama seguinte que h = j.



H®H

H®

: o
H®Hwy \Y4
HOHOHOH< (o — [OH® H T HOH®H=o——H®H
g@S%ﬁ@E
_ (1€¢) 10d
[IQHIHKIHKSH HROTQHQHKSH VOHRH
~®w®$®m®mn\m;b®m®m% % /
IOHOHOH®H (L17) peegenen  (g1g) 10d Q HOHQH®H ()
A 1od () 11°¢
SSHEHOHOH oo Aé%\ 0d 0
(g HOHOHOHOH Hepogongen VOHSH®H
10d O 4®E®~W®E®E (L177) 10d m®<®%®m®m (11°¢) 10d
HOHOHOHOHQ [ O HOHOHOHOH enenanen HOHSHOHEH
(11°2) w@%@ﬁ&ﬁ.@m@m oBSTUTOp m®_<®:
senvscnenon 104 Q JOIOHOHOHOH 10d Q  HOHOH~ (e H®H~—5
A@tu@h@g (QHOHRHRH B .ﬁ®<,_v®m
gopgegegeiey Ol wweysyenen HOHOHOHRH
T 10d HOHOHOH® W
IME mb®m®@ oedruyep 1od Om@h _ V®H
s oedIuyep _
SUBHOH 4 M\®m®m®m®m®@®A|m®<®%®mm_o~&®mm®m®m®wm®m®m®/ﬁ
A\m®m8®m®m @m.mv E®Q®S m®m®</
HOOQH®H Am Nv t0d O HOOOHOHW 1od () HOH®H QM.NV 1od ) HOHQH
OH® &l HOHS? (®
\ k HEv 1o0d Q " / \ _m
HSHw HOH®H®H T HOH®] H®H
f\% ¢ 1'g 10d O /
r

H

H



65

]

2.2 ACOES E COACOES DE ALGEBRAS DE HOPF
EM CATEGORIAS MONOIDAIS

Dada a importancia de agoes e coacoes para este trabalho, vamos refazer nesta
secao algumas defini¢oes e resultados da secao 1.1, agora no contexto de categorias mo-
noidais. Apesar das generalizacoes feitas aqui serem bastante 6bvias, a maior parte nao
foi encontrada na literatura.

Vamos fixar nesta se¢ao V sendo uma categoria monoidal estrita trangada, mas
lembre-se que, conforme observado em 2.1.38, nao precisamos pedir que a categoria seja
estrita. Considerar a categoria monoidal estrita facilita a demonstracao dos resultados
sem invalida-los para o caso da categoria ser monoidal.

Defini¢ao 2.2.1 ([1]). Seja H uma dlgebra de Hopf em V (ou uma dlgebra). Um H-
mddulo a esquerda emV é um par (A, «) onde A € um objeto emV ea: HRA — A
€ um morfismo em V, tal que os sequintes diagramas comutam:

HeoHo A" HoA (237 I0A—"" HeoA (2.38)
HQo « N @
He A A A

(67

Definigao 2.2.2. Seja H dlgebra de Hopf em uma categoria V (ou uma bidlgebra). Dize-
mos que H age em uma dlgebra A deV ou que A € uma H-modulo dlgebra a esquerda
em V, se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i) A € um H-mddulo a esquerda em V;
ii) Os diagramas a sequir sao comutativos:

H®@m

HoA® A

Ho A a A (2.39)

ApQARA ma

H@H@A@AWH@)A@H@A a®a A®A
H®I e H® A (2.40)
H E€H I nA A

Com estas defini¢coes podemos generalizar a agao adjunta dada em 1.1.4 para uma
algebra de Hopf em V.
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Definigao 2.2.3. Seja H = (H,m,n,A,&,S8) uma dlgebra de Hopf em uma categoria
monoidal estrita trancada V. A a¢ao adjunta de H € dada pela composi¢ao de morfismos

a=mo(mH)o(HRH®S)o(HR®oypy)o(A® H) (2.41)

Vejamos a seguir que de fato a definido acima é uma agao de H em si mesma. A
demonstracao foi feita baseada nos calculos do Exemplo 1.1.4 para o caso de uma algebra
de Hopf usual, porém foi feita de maneira original com o uso dos diagramas.

Proposicao 2.2.4. Qualquer dlgebra de Hopf H ¢ uma H-maodulo dlgebra em V pela a¢ao
adjunta o definida por (2.41).

Demonstrag¢ao. Comegamos mostrando que « definido por (2.41) faz de H um H-moédulo

a esquerda em V. A ideia foi situar o que que queremos mostrar na parte externa do

diagrama, e usando as comutatividades dos diagramas internos, que comutam devido as

propriedades indicadas em cada um deles, obter a comutatividade do diagrama desejado.
Comegamos mostrando que o diagrama (2.38) comuta:

n®H

I'eH H®H
- O por (2.28) /@H/
I@loH nenelt HoHoH®H
1®0or 1 O por (2.17) H®op o
[oH®I neten HeoHoH
O por
definica
IRH@n O por (2.34) HRH®RS ermeao a
- IToHoH—""" . HeHeH
O por
(2.10)  bm
O por (2.10)
e (2.24) HoH
H = H

Também o diagrama (2.37) comuta:
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0

H H®H
ordIUYeP
1od ¢ H®V
H®H How HOHXQH SOHBH HOHQH rr—— HOH®H WOH
HOWR = HRWS [ (L12) 0d Q  wepen
(62)
10d () m®m®m®mw®m®m®EM®M®M®mm?i@tﬁ@ﬁ@ﬁ@ﬁ HOHSQH
HOHOWRH = HOHRWRF Qﬁ.mv od Q) pgeusgoy
oedIuyop oedIuygop
10d ¢ HSH m®m®m®m®%mm®m®mmm®m®m®m®k&m®m,mb@®~&®m®m®m HEWOH 1od ¢
0 HOw o e HOSOHOHIH QANV 10d Q = 0R H
HOHOH HOHOHOHLQH SOHYHOH®H HOHOHSQH
(¢g) 10d O
SOOOH H'H b®:®m? ®H «G@ﬁ/ SRHOHRH
HXOHKRQH R HBw HOHOHOHROH HOHOHOHOH HOHRXHSH
H'HO® 7)) 10d H'H®HOQ Q[ admv ° HHoQQHQH HHOQHQH
(L12) Q (81°¢) 1od O
v®m®m HowU HOHYHOH®H < HOHOHOHOH E@E@Eﬁ
X@q (L22) w0d O HOVEY H <®m/

H®w

H®H®H
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Logo, H ¢ um H-moédulo a esquerda com a acao adjunta. Verifiquemos agora que
o diagrama (2.40) comuta.

H&n

H - H®I Ho H
: /A®H/
H®H = HoH®QH
H®S ;/.HXS@%{@%H,H
HoH 2" poHe H a$§H®H®H
€ H®omy. 1 O por \H®O'HH HQH®S O por «@
l (2.17) definicao
H®H Henen HoH®H
\ O por
= (2.10) meH
e (2.24) HoH
I H

n

E por fim, verifiquemos que o diagrama (2.39) comuta.
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0

H
/ oedrugep 1od () oo
s o HOHOH~—goey HOHOH~——— HOH O H
6'C
1od é\ %

HOH HOHOH®H (21g) 104 HOH®H mww

}
o®
. %m@s@gom@m@%m@m T HOHOH®OH wereH
m®m®m®m®y®~® QH (212)
@ [OQ O
HOHOH®H HOHOHOH®H gepgerogey TN =
‘Ho / »
E@S%E@S&@@S@%ﬁ gﬂ\mwﬁmv od 0 H®H mb®m/
HOHOHOHRIHOH HOHROIQH® H <— HOHOHKSQH HOHQHKSH
Nw 7)) 10d ANH.NV 10d A TOH Ho@ [T
@O SOHOH j SOHOH (1€72) @ OO m®<em®m pmw w
m®m®m®m®m@%@ﬁ@m@%@m®ﬁ%ﬁ®ﬁ@@§%®ﬁ®ﬂ®ﬁ®m
opdIugep (61°¢) 10d H®H m®_m®§®m (L1g) 10d @ men m_®mb® HOHOVOH  gopoveoH
d
10d Q) H'Ho®®H Ho® [f NMﬂ@m®M®m®m&%®m®<®@®m®m®m®m :H.Nv A vm® blvs
11°¢
m®mfm®mc®a (L12) 10d OA/%E@QQS@@N 1od @ 1od ()
\ /
@«@E@M@N@#%EEE@M@E@M@E PP T— m®M®M®m®m
\m®<®m®q == m®m_m®<
HOHOHOH p— HOHOHOH Sgpay

H®H

W

HOHOH
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Portanto, H é uma H-moédulo algebra em V com a acao adjunta definida pela
igualdade (2.41). O

A seguir redefinimos um produto smash em uma categoria monoidal estrita tran-
cada V.

Definicao 2.2.5. Seja A uma H-mddulo dlgebra a esquerda em V. Entao o produto
smash de A e H na categoria V, denotado por A#H, € o objeto A#H = A® H junta-

mente com um morfismo m* dado pela composicio de morfismos

m? . A#H @ A#H — A#H
m* = (ma@my)o(ARa@HRH) o (AQH®@op @ H)o (A AR A® H)

Note que a definicao dada em 1.1.6 se torna um caso particular deste, quando
YV = Vecg. Veremos a seguir, outro resultado que também pode ser generalizado para o
produto smash.

Proposicao 2.2.6. O produto smash A#H € uma dlgebra em V.

Demonstracao. Por definicao, A#H = A® H ¢ um objeto em V e m* ¢ um morfismo em
V. Vejamos que o diagrama (2.9) comuta. Neste caso, como a visualizagdo do diagrama
ficaria prejudicada devido ao ntimero de componentes dos tensores envolvidos, faremos a
demonstracao da associatividade usando a composi¢ao dos morfismos.

m* o (A#H @ m*) = (por defini¢ao)
= [(ma®@my)o(ARa@HQ@H) o (AR HRoygs®@H)o(ARA®RA® H)|o
[A®H® ((ma @ mp)o(A® a @HRH)o(AQH® o4 @H)o(A® A @ A®H))]
= mMa®@H)o(A®a®@mpy)o(AQH®oga@H)o (AR HRH®mu® H)o

N S

(2.17)
(AOHOH®A®a@mp)o(AQHRHRXARHQoysQH)o(ARAR® AQARARH)
= Mma®@H)o(A®a®@mpy)o(ARHImMAa@HQH)o(AR H ® 0 apa @ H) o

~ J

(2:39)
(A9HRH®A®a@mpy)o(AQHOHRARH®oy s H)o(AQARARARARH)
= Ma@H)o(Admy@H)o(ARa®a®@H)o(AQHRoys®A®H)o
(AARARARmy)o (AR H ®opapa@H)o (A®H®H®A®a®my)o

. S/

(2.17)
(AHOHRAXHRogaQH)o(ARARARAR AR H)
(ma@H)o(A®ma®@ H)o(A®a®@a®@H)o(ARH®oga®@A®H)o
(AR HRH®A®a®@mpy)o(A® HR® HQ opagnes @ my) o
(ARARHRAXIHRogAaQH) o (ARARARAR AR H)

(ma®@ H)o(A@ma@ H)o(ARa® AR H)o(A® HR AR [ao (H® a)|®@H)o
N
(2.37)
(ARH®@ogs@HR@AQRmpg)o (AR H® H ® o apnsa @ My) 0
(AARHRARH R0 aQH) o (ARARARAR AR H)
= ma®@H)o(A@msu@H)o(ARa®a®H)o(ARH®ARmy@A®H)o
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(ARH®@oygs@ HIA® [myo(H @ mpy)])o(A® H® H® oy asnss @H @H)o
~~ —

~ J

(2.9) (2.18)

ADARHRAXHRogaQH)o(ARARARAR® AR H)

ma@H)o(A@ma@ H)o(ARa®@a®H)o(ARHR®AQ@my @ AR my) o

AR HRAQH®HRA@mg @ H)o(AQH®opa®H®A®H®H®H)o

ARHRHRA®opypuga ®H @ H) o (ARHRXHQ@0oga®@H®@oya® H)o
~——

(2.18)

(AQ[A® H)o A|lRARARA® H)
~—_———
(2.11)

(ma®@H)o(A@ma®@ H)o(A® A®a®@my)o(ARa®@myg@A® H®H)o

J

(
(
(
(

(2.0
(A HRAQH®H®A®@my® H) o
(A®H®A®H®H® [(ona® H)o(H®opa)| ®H) o

[ J

(2.19)
(ARHRAQHQogn@HQA® H)o
(A H® [(cga®@ H)o(H®oya)|@HOH®A®H)o

J

(2?1’9)
(ARHOARAXHROHRAQH) o (ARARARARARH)
(MA@ H)o(ma@ARH) o (AR A®a®@mpy)o(A®a®@myp®@ARH®H)o
(ARHRARHRHRARmy@H)o(AQHRARH ® H® opgua® H)

J

(2.17)
(AHRARHRoygy @HRARH)o (AQH @opegna@H@HRARH)o
(ARHOARAQHROHRAQRH) o (ARARARARARH)

(ma®@ H)o(ARa@H)o(ma®@HRA@mpy)o(ARa®@my AR H®H)o
(ARHRARHRHR@RopsQ@H) o (ARHRARHRIHIMyp@ARH)o

(AHRAQHQRoyg@HRAQRH)o(ARHRARHRIHRARARH)o
(AOHQ0opena@HRAQH)o(AQHOAQARHQAQH )0 AQA RAQHQARH)

v

(2.17)
(ma®@H)o(ARa@H)o(ma®@HRA@mpg)o(A®a®H®oya® H)o
(AQHRA@[(mg@mpu)o(HRogng @H)o (ARA)RA®H)o

(. J/

(2.27)
(AH®Rops@HR®AR®H)o(ARARARHR® AR H)
(ma@mp)o(ARa@HRH)o(ARH®oga@H)o(ARARA®H)o
(Mma@mpRARH)o(ARa®HRXHRARH)o(ARH®opa®@H®A®H)o
(ARAR®RAQH®AQ H)
m?o[((ma @ mpy)o(A® a ®HRH)o(ARH®oy 4 @H)o(ARA®R AQH))R AR H|
m* o (m* ® A#H)

Logo, m# o (A#H @ m*) = m#* o (m¥ @ A#H).

Agora, defina o morfismo unidade n# : I — A#H como n* = 14 ® ny. Vejamos

que o diagrama (2.10) comuta através do diagrama seguinte.
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ms®v~

10d ¢
®m®§®w~ ey ey

Hu@g®

HOOgO[OV

(z1°2)
10d @

I®HRV

(0v'2)

Hugy®y  H®H®QV
10d @

HROHXROQY

| (o)
d

Y e gen IVEERS pevepoy

m®§H®m®< QH.NV

7 1od ¢

191 HOV R ro o goy

S

HOVLRHQHRV

- /

HROVOHRIHIV

HRVOHOQH RV

[ pay  CPNP

HOVRVRV

H#V

oedIuyop
10d ()

#E

e oy <X eroyerdf—foyererer
(8¢°2)
10d () .
HRHROQQY Ahﬁmv
@@ht@ts .HOQ O
HOHQVIOHIY LRV HUGHUGVL
OWWYD o ey (82°2) HOV®[®]
1od () Tod O
oedIUYAP
HOVOHRHRY 10d O H#Y @1

HOVRVIV

HH#VQO#YV




73

Portanto, A# H é uma &lgebra na categoria V. O]

O proximo resultado nos mostra que o isomorfismo de algebras visto em 1.1.10
pode ser também considerado nesse contexto de categorias. Para isso, levaremos em conta
os seguintes resultados ja abordados no capitulo 2: sabemos pela Proposi¢ao 2.2.4 que
qualquer algebra de Hopf H é uma H-modulo dlgebra em V pela agao adjunta definida em
(2.41) e, dessa forma, H#H é uma algebra em V (Proposigao 2.2.6); também sabemos
que H ® H é uma algebra (por 2.1.39), assim enunciamos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.7. Seja H uma dlgebra de Hopf em V e considere H uma H-mddulo
dlgebra pela acao adjunta. Entao existe um morfismo de dlgebras de H#H em H ® H e
este morfismo € um isomorfismo em V.

Demonstragao. Defina ¢ : H#H — H ® H como a composi¢ao de morfismos em V:

e vejamos que ¢ é morfismo de dlgebras em ).

(’Oom#:

= mM@H)o(HA)o(m@m)o(HRa®@ H® H)o(H®H®oyy® H)o
(H®A®H®H)

= mM@H)o(m®H®H)o(HRH® (Aom))o(HRa® H® H)o

——
(2.27)

(H®H®Qopp@H)o( HRA® H®H)
m@H)o(m@mem)o(HOIHRHRogg®H)o(HRH®A®A)o
(Hoa@H®RH) o HOH®oyn@H)o(HRA® H®H)
= m@H)o(m@meam)o(HomOHQogg®H)o(Hom®H®A®A)o
(HIH®HRSQH®H)o(HRHQopy®H®H)o
(HOIA®HQH®H)o(HRH®opy@H)o(HRA®H® H)
(Mm@ H)o(m@ma@m)o(HemH@ogg@H)o(HIm®H®A®H® H)o
(HO®HHRS®H®H®H)o(HRH® [(ogu®@H)o(HQopu)®H® H)o

(. J

(2?59)
(HIAQRHQH®H®H)o(HRARHQ®A)
= ([mo(me@m)o(Hom® H® H)o(H®m® H® H® H)|®m)o

(. >

(2.9)
(HO®HRHRS®H@opyu @H) o HRHR®HR®HRARH®H)o
(HOH®openu @H@H) o HOIARHOH®H®H)o (HOA®H®A)

J

(2.11)
= (mH)o(Hdm@H)o(HRH®m® H)o(H®m®m® H®m)o
(HO®HRHRS®H@opyu @H) o HRH®HR®HRARH®H)o
(HOH®opeua@H®H)o(HOHRIANRHRH®H)o(HRA®H®A)

(. J

(2.17)
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m@H)o(Hom®H)o(HRH®m® H)o(Hm® H® H®m)o
(HOoHH®mo(S®H)|@H®HRH) o(H®XH®HRH®H®@oygy® H)o
(HoH®H®[(HRA)A@H® H)o(H® H®ogy @HRH)o(HRARH® A)
T onm
m@H)o(Hom®H)o(HRH®m® H)o(Hm® H® H®m)o
(HoH®H®mo(S®H)o AJoH®H®H)o(H®H®H®H®@oy® H)o
(2731)

(HIHXHRARHR®H)o(HRIH®ogn ®HRH)o(HRAR®H®A)
m@H)o(HomH)o(HRH®m® H)o(Hm®n® H®m)o
(HoHRH®:eRogu@H)o(HRH®H®A®H®H)o
(
(

HoH®@opyu @®H®H)o(HRA®H®A)
mH)o(Hom®@H)o(HRH ®[mo(n® H)®H)o(H®m®I® H®m)o
(2.10)
(HOXHRHRIQogg@H) o HRHRHR[(c®@H)oA]®H ® H) o
(2.12)
(H®H®@opn@H®H)o(HA®H®A)
(me@H)o(Hom®H)o(H®m®H®m)o

S

(2.9
(HOH®H®@oyg®H)o(HOH oy ®HQH)o(H®A®H®A)

J/

(2.18)
(me@m)o(m@HRXHRH) o(HRHOM®H®H)o (H®H®oypgu @ H)o

- i

(2.17)

(HA® H®A)
(m@m)o(HR®opg@H)o(m®HIM®H)o(HRA®H®A)
Mmugm © (¢ ® ¢).

Além disso,

pon® = (meH)o(H®A)o(n®n)

" J/
-~

(2.28)

= mM@H)o(n®@ H®H)o(l @n®n)

N J

(2.10)
= NQN="NHeH-

Logo, ¢ é morfismo de &lgebras em V.
Agora, defina v : H ® H — H#H como a composi¢ao de morfismos em V:

YV=mH)o(HRS®H)o(H®A)

e vejamos que ¢ ¢é isomorfismo em ) com morfismo inverso dado por .
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hop = MRH)o(HRS®H)o(HRA)o(m® H)o(H®A)
= moH)omeH@H)o(Ho HoS® H)o(He HaA)o(H®A)

~/ (.

(2.9) (2.11)
= (m®H)oéH@m@H)o(H@H@S@H)O(H®A®HZO(H®A)
(2.31)
= (m®H)o(H®n®HZo£H®€®H)o(H®AZ
(2.10) (2.12)
= H®H
e também,

potp = MRH)o(HRA)o(m@ H)o(HRS® H)o(H®A)
= moH)omeH@H)o(HoS®@H®H)o(HoH®A)o (H®A)

J (. J
~ N~

(2.9) (2.11)
= (m@H)o(Hom®H)o(H®S®H®H)o(H®A®H)o(H®A)
(2.31)
= (m@H)o(HoneH)o(H®we® H)o(H®A)
(2.10) (2.12)
= H®H.
Portanto H#H e H ® H sao algebras isomorfas em V. [

Observacao 2.2.8. Na demonstracao anterior nao mostramos que 1) € morfismo de dl-
gebras, porém isso ocorre como uma consequéncia do que jd foi mostrado. De modo geral,
sew: A — B € um morfismo de dlgebras em uma categoria V e ) : B — A € o morfismo
wnwerso de @, entao ¢ também € morfismo de dlgebras. A demonstragao em detalhes sobre
esse fato € feita no capitulo 3, em 3.1.12, para V-X-funtores. Para ver que vale nesse
caso, basta lembrar que se tivermos uma V-categoria com um unico objeto, um V-X -funtor
€ um morfismo de dlgebras.

Vejamos agora as defini¢oes relativas a uma coacao de uma algebra de Hopf em
uma categoria V.

Definicao 2.2.9 (|1]). Seja H uma dlgebra de Hopf em V (ou uma codlgebra). Uma H -
comddulo a direita em V € um par (A, p) onde A € um objeto emV ep: A — AR H
€ um morfismo em V, tal que os sequintes diagramas comutam:

A £ A®H (2.42) A P Ao H (2.43)
P ARA R A®e
Ao H Ao H®H

pQH ARIT
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Defini¢ao 2.2.10. Seja H dlgebra de Hopf em V (ou uma bidlgebra). Dizemos que H
coage em uma dlgebra A em V ou que A € uma H-comddulo dlgebra a direita em V),
se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i) A € um H-comddulo a direita em V;

it) Os diagramas a sequir sao comutativos:

A®A oA A 7 A®H (2.44)
pRP mA®mp
AH®RA® H Aoon ST ARA®H®H
I 1 A ? A®H (2.45)
- NAONH
I®l

Note que os diagramas (2.44) e (2.45) comutarem é equivalente a dizer que p é
morfismo de algebras.
O proximo exemplo é generalizacao do Exemplo 1.1.15.

Exemplo 2.2.11. Qualquer bidlgebra H em V € uma H-comddulo dlgebra a direita (e a
esquerda) em V com p = A. Isso é imediato visto que os diagramas (2.42) e (2.43) sdo
os diagramas (2.11) e (2.12) (um dos lados) respectivamente, quando p = A. Como A €
morfismo de dlgebras, os diagramas (2.44) e (2.45) comutam.

A proposicao seguinte é generalizacao da Proposi¢ao 1.1.16.

Proposicao 2.2.12. O produto smash A#H definido em 2.2.5 é uma H-comddulo dlgebra
a direita com p=A® A.

Demonstragao. Ja temos da Proposicao 2.2.6 que A#H é algebra, vejamos que A#H ¢
um H-comoddulo a direita em V. Usando que p = A ® A os diagramas (2.42) e (2.43) se
tornam

A#H Aea A#H @ H A#H — 292 _aupgeoH
AQA A#HRA h A#HQ®e
A#H @ H—— = A#H @ H® H A#H & T

Como o diagrama da esquerda comuta por (2.11) e o da direita comuta por (2.12),
temos que A#H é H-comddulo a direita em V.
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Vejamos agora que o diagrama (2.45) comuta. Usando os dados que temos, o que
queremos mostrar é o contorno externo do diagrama a seguir, entao basta usar a defini¢ao
de n* e que A ¢ morfimo de algebras para concluir que o diagrama que queremos comuta.

ARA

— " A4H A#H @ H

77A®77H/
/ O por
(2.14)

7 @NE=nANH N H

l

Iel

Por fim, vejamos que o diagrama (2.44) comuta usando diagramas:



H® O#V

vy =dJd

H#V

EE@#E

/

Huw@Hw®Y w

/

oedrugep 10d ()

HOH® ®<§

HOHQHH#VQHH#YV

E@ﬁ@ﬁ@ﬁ@ @E@ﬁ@ﬁ@ﬁ@%
Hw@HwWey HRHOHRHROQY HOOQH®V HoQ gy
e
HOHRHROH ®m& HOH HOQY®HRH QY HRH#V Ho@ ey
HH HORHRY®Y Mmﬁww MMMWW
HOHRXHOHKIV HOH HOQRYQHRY HOIHIHOVROHRHXY
MMN HOHHoR Y HOHOHRHOV®Y  HOHOHOHOV®HRY HOHEY HoHDHEY HOHH#V @ HOHH#YV
Aﬁ@/m%\fm@mc@m@«\ %@ﬁ%
HOHRIHRQHRQV HOHRHYRY QY HOHRHVRYQ®H®Y @@N@ﬁ@ﬁ@ﬂ
y@md%\s (L1°g) 10d m®m®<®d:<®m®<
venver y@h@v\@ﬂ@m@m@s@%@bﬂ@E@?@EMWE%E@E@%E@T@E@E@f mww "
- V@%mqg
HOHRV IV HROHRIVOHIV HRVROHIHIOV

e
—

HYHX0QY

HQV'HoQ RV

oedruygep 10d ()

T~

#E

HH#V @ H#V



Portanto, A#H é H-comoédulo algebra a direita.
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Capitulo 3

CATEGORIAS DE HOPF

Neste capitulo vamos apresentar nosso principal objeto de interesse que sao as
categorias de Hopf, hé& varios resultados que podem ser estendidos para essa estrutura a
partir do que sabemos para uma algebra de Hopf em uma categoria monoidal trangada V
que apresentamos no capitulo anterior.

Os contetdos apresentados aqui tem como origem principalmente a referéncia
[5]. Algumas propriedades foram sendo acrescentadas, visando formar uma base para os
resultados que serao apresentados nos capitulos subsequentes.

3.1 CATEGORIAS DE HOPF

Nesta secao mostraremos como sao construidas as definicoes de modo a obter
uma generalizagao da definicao de algebra de Hopf em uma categoria monoidal trancada,
chamada de categoria de Hopf. Esta nocao foi introduzida por Batista, Caenepeel e
Vercruysse em [5], e por isso, esta é a principal referéncia neste capitulo. Em geral vamos
considerar a categoria } como uma categoria monoidal estrita, com base na observagao
ja feita em 2.1.38.

Definicao 3.1.1 ([5]). Sejam dadas (V,®,1) uma categoria monoidal estrita e X uma
classe arbitrdria, vamos construir uma nova categoria monoidal denotada por V(X).

Nesta nova categoria, um objeto M é uma familia de objetos em V indexados por
X x X:

M = (Mx,y>:r,y€X-

Sendo M e N objetos em V(X), um morfismo ¢ : M — N consiste de uma
familia de morfismos @y, : My, — Ny, em V indexados por X x X. A composicao de
morfismos e o morfismo identidade sao os esperados.

O produto tensorial € dado por um funtor e : V(X) x V(X) — V(X), no qual
M e N ¢ definido pela formula:

(MoN),, =M, ®N,,.
Sep: M — M et : N— N sao morfismos em V(X), o @1 € definido por:
(P OV)ay = Puy @ Vuy

e 0 objeto unidade € J = (Jyy)zyex, com Jy,, =1, para todo z,y € X.
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Tendo esta categoria monoidal em mente, que sera estrita ja que é construida
sobre uma categoria monoidal estrita, podemos definir uma categoria enriquecida sobre
V ou simplesmente uma V-categoria.

Definigao 3.1.2 (|5]). Seja V uma categoria monoidal estrita. Uma V-categoria A con-
siste de uma classe X e um objeto A € V(X)) juntamente com duas classes de morfismos
em V:

i) os morfismos multiplicagio m = My, , : Ay, @ Ay, — A, . definidos para cada
z,y,z € X;

ii) os morfismos unidade 10, : Jy, =1 — A, , definidos para cada v € X,
tais que as sequintes condi¢oes de associatividade e unidade sao satisfeitas:
Myt © (Azy @My 2t) =My 210 (May . @ ALy) = m?c,y,z,t (3.1)
My © (e @ Agy) = Azy = Mayy 0 (Azy @ 1y) (3.2)
ou seja, 0s sequintes diagramas devem comutar, para todo x,y,z,t € X:

Az,y@my, 2 ¢
T oy

Ay @A, QA Ay ® Ay I®A,, = A,y = A, @1

Ma,y,zQAz ¢ May,y,t Ne®@Az,y Mooy Mgy Az, y @y

Ar,z X Az,t

mz,z,t Aw)t ACE"’E ® Ax’y A‘r’y ® Ayvy

Escrevemos |A| = X para indicar que X é a classe subjacente a V-categoria A.

Observagao 3.1.3. 1) Note que se A é uma V-categoria entdao, cada A,, € uma dl-
gebra na categoria V com multiplicagao associativa my , , e unidade 1,.

2) Em particular J, o objeto identidade da categoria V(X), € uma V-categoria com a
multiplicagao e unidade sendo morfismos identidade. Isso € apenas uma generaliza-
¢ao do Exemplo 2.1.17.

Proposicao 3.1.4 (|5]). Se V = Sets, entao uma V-categoria de classe subjacente X ¢é
uma categoria usual.

Demonstragao. De fato, dada uma Sets-categoria A com |A| = X, tomamos a classe X
como a classe de objetos da categoria e para x,y € X, o conjunto dos morfismos de x
para y ¢ definido por Homy(z,y) = A, .. Desse modo, para f € Homyu(z,y) = Ay, €
g € Homa(y,z) = A, , definimos a composi¢ao g o f como a multiplica¢do m. . (g, f).
Como o diagrama (3.1) deve comutar, temos a composi¢ao associativa. Por fim, para
cada objeto  em X temos um morfismo identidade em Homa(z,z) = A, ., basta definir
id, = n.(*), pois o diagrama (3.2) deve comutar.

Por outro lado, dada uma categoria usual e fazendo o caminho inverso, obtemos
uma Sets-categoria. Note que a definicao de categoria usada aqui é a que considera Hom
como conjunto. O

Um dos casos particulares mais interessantes de V-categoria ocorre quando V =
M., por isso temos um nome especifico para esse caso.
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Definicao 3.1.5 (|5]). Se V = My, ou seja, a categoria monoidal € a dos k-mddulos a
direita com k anel comutativo. Entao uwma V-categoria é chamada categoria k-linear.

Na proxima proposi¢ao obtemos uma nova V-categoria a partir de uma dada, e,
apesar desta V-categoria ter sido apresentada em [5], a demonstragdo por diagramas é
original deste trabalho.

Proposicao 3.1.6. Sejam (V,®, 1,0) uma categoria monoidal estrita trangada e A uma
V-categoria com classe subjacente X e morfismos multiplicagao e unidade conforme a
Definigao 3.1.2. Entao a familia A% = (AZ))eyex = (Ayw)oyex, juntamente com os
morfismos:

op _ . op op _ 5 — AODP
mx,y,z - mZﬂJ,ﬂC © O-Ay,wyAz,y . A:v,y ® Ay,z - Ayﬂf ® Azy AZ,SU - A;L’,z

e Nk =n, € uma V-categoria.

. . o o . .
Demonstragao. Vamos verificar que mg, . e ng? satisfazem as equagoes (3.1) e (3.2) usando
diagramas. A estratégia utilizada foi a mesma ja usada no capitulo anterior: Construimos
o diagrama que queremos mostrar a comutatividade no contorno externo, na parte interna
vamos obtendo diagramas que comutam, por meio de propriedades que estao referenciadas

em cada um deles. Com isso, podemos concluir que os diagramas desejados comutam.



83

1Az

w,&

QNH

&o

do

N fi‘x
&OAT\ ® &Qv\

T Ay

oed1UYLP
1od ¢

iy caiiy g,

Tz

(1¢) 10d Q

&,mv\ ® mhﬁ\

f (et
H@M\@\MNQE

(L1'g) 10d O

Az nu®e m«\

oedrugep 1od ()

&m«\@wﬁ\

xR 2R ? wa\

HSJ\ ® mbwv\ ® NJJ\

Py o

v Ty

QT@NJ\@H@

\/

oedrugop 1od ()

Zyiaiay

(L1'2) Bgo\\\\\\\\

Nﬁ\@&@a\@@

ety ghtzy g

z¢ e @,NT.O@&. \;\

(czz) SQQ////////

z «ﬁ@a_aaus

oedIUGSP
10d ()

AT Al

QN\N

® on\

1'z z‘x
&Dd\ ® doV

z
N ov\®u ‘A HE

2'z z‘h fAi‘x
a0V @ “aoV @ oV



84

A itz iz Tz
doV & doV doV/ ® doV




85

Portanto, A°? é uma V-categoria. m

Definicao 3.1.7 ([5]). A V-categoria A®? dada na proposi¢io anterior é chamada V-
categoria oposta.

Observacao 3.1.8. As V-categorias podem ser organizadas em uma 2-categoria ,Cat.
No artigo [5| sao dadas as defini¢oes que permitem verificar esta afirmagao, dentre elas
estd a definicao de V-funtor que serd dada na sequéncia. Aqui neste trabalho faremos
uso desta nota¢ao apenas para citarmos resultados de [5], para maiores detalhes sobre
2-categorias a referéncia [21] pode ser consultada.

Daremos a seguir a definicao de V-funtor, ja que faremos uso posteriormente. De
maneira informal, podemos dizer que um V-funtor ¢ um morfismo de V-categorias, pois
ele generaliza um morfismo de algebras.

Definicao 3.1.9 ([5]). Sejam A e B duas V-categorias com |Al = X e |B| =Y. Um
V-funtor f : A — B consiste dos sequintes dados: uma funcao f : X — Y e morfismos
em V:

Jey i Aey — By(@), 1)

tais que os sequintes diagramas comutam para todo x,y,z € X:

T,Y, 2 Nz
Avy ® Ay - A I Ava (3.4)
Jo,y®fy,= S,z Nf(x) fee
By f(x)

Bia).fw) @ Brw).f@) mrmgoars Branfe)
(3.3)

Um caso particular de V-funtor é o V-X-funtor, que é quando a classe subjacente
X é fixada e f é a identidade nos objetos, conforme a definicao a seguir.

Definigao 3.1.10 ([5]). Sejam A e B duas V-categorias ambas com classe subjacente X.
Um V-funtor f : A — B € dito um V-X-funtor se f(z) =z, V2 € X.

Tendo essa nogao de morfismo de V-categorias, podemos também dar uma nocao
de isomorfismo para V-categorias de classe X.

Definicao 3.1.11. Sejam A e B duas V-categorias de classe subjacente X. Se existe um
V-X-funtor f : A — B tal que f,, € um isomorfismo em V para todo x,y € X, entdao
dizemos que as V-categorias A e B sao tsomorfas.

Se A e B sao V-categorias isomorfas, é intuitivo pensar que existe um V-X funtor
inverso g : B — A. No resultado a seguir, que generaliza a Observacao 2.2.8, veremos
que isso ocorre de fato.

Proposicao 3.1.12. Sejam A e B duas V-categorias isomorfas conforme a Defini¢cao
3.1.11. Entao ewxiste um V-X-funtor g : B — A tal que, para cada x,y € X, f1.,0 Gzy =
Bwvy € gm,y © fCD,y = szy'
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Demonstracao. A definigao de V-categorias isomorfas implica na existéncia de um V-X-
funtor f : A — B tal que cada f,, ¢ isomorfismo em V), assim essa definicao implica
também na existéncia de uma familia de morfismos em V:

Gy Bry = Auy

tal que fy 40092y = Biy € guy© foy = Azy paratodo z,y € X. O que precisamos verificar
¢ que g : B — A definido pela familia (g,,)syex ¢ um V-X-funtor. Note que sendo f
um V- X-funtor, os diagramas (3.3) e (3.4) comutam, ou seja, as seguintes igualdades sao
validas:

A B
f%Z © mx,y,z = m:):,y,z © (fw,y ® fyaz)

A _ B
fewomy = n;.
As igualdades acima sao equivalentes a:
A _ B
gw,z o fq:,z o m;y}y,z - gw,z o mz,y7z o (fx,y ® fy,z)
A B
g:p,x o fx,m o 77x = gll?,z © nx :

Como f,, ¢ um isomorfismo em V, com morfismo inverso g, ,, para cada z,y € X,
as igualdades acima sao equivalentes a:

mﬁ,y,z © (ga:,y & gy,z) = Gz2© miy,z O (fay ® fy,2> © (gm,y & gy,z)
77;04 = Jzaz© 7757

ou seja, as seguintes equacgoes sao validas para todo x,y, z € X:

mf,y,z © (g%y ® gy7z) = g:c7z © mf,y,z
Jax © 775 - 77:;:4
Portanto, g é V-X-funtor. O]

Agora voltando a pensar na definicao de V-categoria, que vimos ser de certo modo,
uma generaliza¢ao de uma algebra em V., queremos buscar uma nog¢ao que generalize uma
coalgebra em V. Lembrando que o objetivo é obter uma generalizacao para uma algebra
de Hopf. Assim, nosso proximo exemplo apresenta uma coalgebra na categoria V(X).

Exemplo 3.1.13. Considere a categoria monoidal V(X) dada no inicio deste capitulo.
Uma codlgebra nesta categoria € uma familia A = (Ayy)zsyex, com Ay, objeto em V para
cada x,y € X, juntamente com morfismos Ny, 1 Ay y — Apy @ Apy epy: Agy — 1, tal
que os diagramas (2.11) e (2.12) comutam para cada x,y € X, ou seja, (Azy, DuysEny) €
codlgebra em V para cada x,y € X. Assim, uma codlgebra (A, A, &) em V(X) nada mais
é que uma familia de codlgebras em V.

Considerando o exemplo acima, o proximo lema é uma consequéncia direta da
Proposicao 2.1.40.

Lema 3.1.14. Sejam V uma categoria monoidal estrita trancada e (A, A, &) uma codl-
gebra em V(X). Entao A,, ® A, . € uma codlgebra em V para todo x,y,z € X com
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comultiplicacao e counidade dadas, respectivamente, por:

6r,y,z - (Ax,y ® O-Axyy®Ay’z ® Ay,z) o (Am,y ® Ay,z)

Eryz = Eay @ Ey:

Podemos ter uma V-categoria A onde cada A, , seja uma coalgebra, mas somente
isso ainda nao é suficiente para generalizar uma bidlgebra. Devemos, de algum modo
anélogo, ter os morfismos m,, . € 7, dados na definicao de V-categoria como “morfismos de
coalgebras”. Para isso precisamos da seguinte definicao que, para fazer sentido, necessita
a estrutura de coalgebra de A, , ® A, . dada no lema anterior.

Dada V uma categoria monoidal estrita trangada, vimos na Proposicao 2.1.41
que obtemos uma nova categoria monoidal C(V), entao obtemos uma C(V)-categoria, com
base na Definicao 3.1.2:

Defini¢ao 3.1.15 ([5]|). Seja V uma categoria monoidal estrita trangada. Uma C(V)-
categoria A consiste de uma classe |A| = X e uma familia de codlgebras A, , emV para
todo x,y € X, juntamente com morfismos de codlgebras my, . : Az, @ Ay, — A, e
Ne : Jow =1 — Ay, satisfazendo as igualdades (3.1) e (3.2).

Em outras palavras, uma C(V)-categoria ¢ uma V-categoria A onde os A, , sdo
coélgebras e os morfismos m,, . e 1, sao morfismos de coalgebras para todo z,y,z € X.
No caso em que a categoria V = My, uma C(My)-categoria também pode ser chamada
de categoria semi-Hopf k-linear ([8]). O termo ‘semi-Hopf’ pode ser justificado pelas
observagoes e definicao seguintes.

Observagao 3.1.16. Note que uma C(V)-categoria com um objeto € uma bidlgebra em V.
Assim, na notagao dada acima, (Azz, My gu, Moy Daw,Exz) € uma bidlgebra em V, para
todo x € X.

Vimos em 3.1.6 que podemos obter uma V-categoria oposta a partir de uma
V-categoria. Podemos nos perguntar entao se a partir de uma C(V)-categoria também
obtemos uma C(V)-categoria oposta de modo anélogo. E isso que veremos a seguir.

Proposicao 3.1.17. Sejam (V,®,1,0) uma categoria monoidal estrita simétrica e A
uma C(V)-categoria de classe subjacente X e morfismos my,, . € n, conforme a Defini¢do
3.1.15. Entdo a V-categoria oposta AP € uma C(V)-categoria.

Demonstracao. Ja vimos em 3.1.6 que A°? é uma V-categoria. Agora temos, além disso,
que (A%, Ay .,€y.) ¢ uma codlgebra em V para cada r,y € X e que P é morfismo de

codlgebras, ja que 7P = n,. S0 precisamos verificar que mg¥ ¢ morfismo de coélgebras

para todo z,y, z € X. Isso é feito através do diagrama a seguir:
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op
m.
op op ©Y.E op
Axay ® Ay7z A‘T:Z
\ O por /
Ay,zyAzy\iieﬁnigéo Mz,y,x
Ay s @Az y Az’y & Ay@
\ O por (2.17)
O por
y:E ®Ayz ®Azy ®A2y AZ,y@A%I (3 1 15)
AAgZ”y(X)AZI’JZ O por UAy @Ay, Az y®Azy Az,x
definicao \
O por ®
Ay 2®0ay 4,A,, OAzy Az y®04, 4 Ay o QAyx
OAy,a:Azy @0 Ay 2,4z y O por Mz,y,a@Mzy,0
definicao
op op op op op op
Amvy ® Ayvz ® Axvy ® Ayvz vaz ® Axvz

op op
Mz y,z @My,

Em ® usamos o seguinte:

(AZ,y ® O_Az,yyAy,a: ® Ay,l‘) © EUAy,z®Ay,z7Az,y®Az,yZ =

(2.18)
= (szy ® O-Az,y7Ay,x ® Ay,x) © (Az,y ® \O-Ay,x®Ay,x7Az,y) © (?-Ay,w@)Ay,vaz,y/ ®A27y)
(2:19) (2:19)
- ® O-Az y,A ® Ay :E) © (AZ Yy ® [(O-Ay,z,Az,y ® Ayﬂf) © (A ® UAy z,A )]) ©

(A
([(UAy e, Azy ® AZ/ 93) (A X & O—Ay z,Az, )] ® Az,y)
\( 2y © 0.y 4y & Ayz) o (szy ®0Ay Ay @ Ay,af)lo(Az,y ® Ays ® JAy,gc,Az,y> o

NV
V é categoria monoidal simétrica

(O-Ay,x,Az y ® Ay#ﬂ ® AZ y) ° (Ay@‘ ® O-Ay,at,Az,y ® AZ,?J)

= (0ayad., ®0a,,.4.,)0 (Aya®0a,,4., @A)

Portanto, A’ é uma C(V)-categoria. O

Definigao 3.1.18. A C(V)-categoria A°P da proposicao anterior é chamada C(V)-categoria
oposta.

Observagao 3.1.19. As C(V)-categorias, assim como as V-categorias, podem ser orga-
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nizadas em uma 2-categoria cyyCat, e como tal, temos uma definicao de C(V)-funtor.

Definicao 3.1.20 ([5]). Um C(V)-funtor entre duas C(V)-categorias A e B é um V-
funtor f A — B tal que todo f,, : Avy — Bf),fo) € wm morfismo de codlgebras em
V.

Assim como no caso de V-X-funtor que ja definimos (3.1.10), também podemos

definir C(V)-X-funtor:

Definicao 3.1.21 ([5]). Sejam A e B duas C(V)-categorias ambas com classe subjacente
X. Um C(V)-funtor f : A— B € dito C(V)-X-funtor se f(x) =z, para todo v € X.

Também podemos definir de forma anéloga ao que fizemos para V-categorias
(Definigao 3.1.11), um isomorfismo de C(V)-categorias:

Definigao 3.1.22. Sejam A e B duas C(V)-categorias de classe subjacente X. Se existe
um C(V)-X-funtor f : A — B tal que f,, € um isomorfismo em V para todo x,y € X,
entao dizemos que as C(V)-categorias A e B sao isomorfas.

Ja mostramos em 3.1.12 que se A e B sao C(V)-categorias isomorfas conforme
a defini¢ao acima, entao existe um V-X-funtor g : B — A tal que f,, 0 gsy = By €
G2y © foy = Agzy. Mas além disso, nesse caso cada f,, é morfismo de codlgebras o que
implica que g, , = f,. z} é também um morfismo de coalgebras. Portanto, a Defini¢ao 3.1.22
implica na existéncia de um C(V)-X-funtor inverso g : B — A.

Agora, estamos prontos para apresentar a definigdo que generaliza uma algebra
de Hopf.

Definigao 3.1.23 ([5]). Seja V uma categoria monoidal estrita trangada. Uma V-categoria
de Hopf ¢ uma C(V)-categoria A com um morfismo S : A — A em V(X), tal que as
sequintes condigoes sao satisfeitas para todo x,y € X:

My gz © (Apy @ Spy) 0Dy y =N 065y Auy = Ay (3.5)

Myzy © (Sey ® Azy) 0Apy =1y 0esy t Avy — Ayy, (3.6)

Isso significa que os sequintes diagramas comutam para todo x,y € X:

Ay z,y A;v,y
Ay ®Ayy Apy ® Agy
Sey®@Ag,y / \ Ag y®Sz,y
Aye @ Apy ——> o ey < Ay ® Ay

Observagao 3.1.24. 1) Note que esta é uma generalizagio de uma dlgebra de Hopf,
pois uma V-categoria de Hopf com um objeto € uma dlgebra de Hopf em V.

2) No caso de V = My, chamamos a My-categoria de Hopf de categoria de Hopf
k-linear. Aqui justifica-se o nome categoria semi-Hopf k-linear dado a uma C(My,)-
categoria, jd que € como se tivéssemos ‘quase’ uma categoria de Hopf.
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3) AsV-categorias de Hopf também podem ser vistas como uma 2-categoriayHopfCat,
onde yHopfCat ¢ uma 2-subcategoria plena de ¢n)Cat.

Um exemplo de V-categoria de Hopf é dado na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.1.25 (|5]). Em V = Sets, uma V-categoria de Hopf é o mesmo que um
grupdide (uma categoria em que todo morfismo € um isomorfismo).

Demonstragao. Vejamos que uma Sets-categoria de Hopf é um grupodide. Na Proposicao
3.1.4 vimos que uma Sets-categoria A com classe subjacente X é uma categoria usual,
sendo X a classe dos objetos da categoria, o conjunto A, , = Homa(y, ), my, .(a,b) =
aobparaa € A,y ebe Ay, en,(x) =id,. Além disso, no Exemplo 2.1.25 vimos que
uma coalgebra em Sets ¢ um conjunto C com duas fungoes definidas por A(c) = (¢, c)
e €(c) = *, para todo ¢ € C. Logo uma C(Sets)-categoria é uma categoria usual com
fungoes A, , e €,, definidas de forma tnica, conforme dado acima, para cada A, ,,.

Falta investigarmos o morfismo S : A — A° dado na definicao de V-categoria de
Hopf. Para todo z,y € X, S, : A,, — A, deve satisfazer as equagdes (3.5) e (3.6),
entdo seja a € A, ,, = Homy(y, x), temos:

(Maye 0 (Aey ®Sey) 0 Asy)(a) = (12 0&zy)(a)
(Mayz 0 (Ary @ Sy))a,a) = mu(x)
aoS,,(a) = id,

(Myay © (Sey @ Aszy) 0 Agy)a) = (ny0cry)(a)
(My 2y © (Sey @ Azy))(a,a) = ny(*)
Spyla)oa = id,.

Ou seja, todo morfismo a é isomorfismo sendo S, (a) seu morfismo inverso. Por-
tanto, A é um grupoéide.

Agora dado um grupéide GG, temos uma classe de objetos X e conjuntos de mor-
fismos Homg(y, ) para objetos z,y em X, que podemos denotar por G,,. Para cada
g € G,y existe g7' € G, tal que go g™ = id, e g7t o g = id,. Assim, define-se
Siy ¢ Guy — Gy por S, y(g9) = g~' e ja temos as propriedades (3.5) e (3.6) satis-
feitas. Além disso, ja haviamos visto na Proposi¢ao 3.1.4 que uma categoria usual é
Sets-categoria. Acrescentando as funcoes A, , e €,, que sao as Unicas possiveis de serem
definidas conforme o Exemplo 2.1.25, temos que uma categoria usual é uma C(Sets)-
categoria.

Portanto um grupoéide é uma Sets-categoria de Hopf.

O

Em [5] temos um resultado (Proposi¢ao 3.11) que nos garante que um funtor
monoidal forte F' : V — W, induz um bifuntor F' : ¢y Cat — ¢ow)Cat e também um
bifuntor F' : yHopfCat — ywHopfCat. Assim, usando este resultado, podemos obter

outro exemplo de categoria de Hopf.

Exemplo 3.1.26 (|5]). Sabe-se que o funtor linearizag¢io L : Sets — My é um funtor
monoidal forte que leva um conjunto Y em um k-mddulo livre de base Y. Assim, usando
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a Proposi¢ao 3.11 de [5] temos que grupdides, que sao categorias de Hopf em Sets pela
Proposicao 3.1.25, sao levados pelo bifuntor L em categorias de Hopf k-lineares.

Mais precisamente, seja G um grupoide e G, o conjunto de morfismos dey em x,
entio L(G) = A com cada A, = kG, ou seja, A é uma familia de k-mddulos com cada
A,y sendo um k-modulo livre de base G ,. Os morfismos multiplicagcao e unidade sao os
de G estendidos linearmente. Para cada v,y € X, kG, € codlgebra com A, ,(9) = g® g
ecry(9) =1 para g € G.,. E por fim, a antipoda é dada por S, ,(9) =g ' € Gy ..

Apresentamos na Proposicao 2.1.51 varias propriedades da antipoda de uma &l-
gebra de Hopf em uma categoria V. Queremos agora expandir essas propriedades para
um morfismo & de uma V-categoria de Hopf. E claro que as seguintes equacoes ja sao
validas:

Sp20Myzs = Mpz20(Sea®Sp2)004,, 4, (3.7)
Se20Me = Mo (3.8)
Npp 08z = 0ayyden ©(Seo®Ssz) 0Ny (3.9)
ErxOSea = Ezg (3.10)

jaque (Az 2, My, Moy Du g, Exzy Su ) € uma algebra de Hopf em V, quando consideramos
a V-categoria com um tnico objeto. No préximo lema veremos que as equagoes (3.7) e
(3.9) valem para uma variedade maior de indices.

Proposicao 3.1.27 ([5]). Seja A uma V-categoria de Hopf. Entao as sequintes afirmagoes
valem para todo x,y,z € X:

Sz,z OMgygy,z=Mzyax© (Sy,z & S:c,y) o O—Azyy,Ayyz (311)

0 (Spy ®Spy) 0 Ayy (3.12)

Demonstrac¢ao. Vamos mostrar aqui a 1gualdade (3.11), j& que a demonstragao de (3.12)
¢ analoga e pode ser consultada em |[5].

Mesmo a demonstragao de (3.11) é analoga a que fizemos para mostrar (2.33),
mas agora deve-se tomar cuidado com os indices que sao usados.

Assim, denote por f = m. . 0 (S, ® Spy) 004, ,.4,. € POr § = Sp. 0 Mgy €
vejamos que f = g. De fato, para todo x,y,z € X temos:

AyzOSxy_UA

yzv

f : f o (Aiﬂ,y ® Ay,Z ® gz,y,z> o 5(17,y,2§

- mz,x,x o (Az,x ® nac) o f o (Adf,y ® Ay,z ® 81’7?!,2) © 6337?/72
M © (f @My) 0 (Apy ® Ay ® Exyz) 004y -

N——

(3.1.15)
= M0 (f @) 0 (Ary ® Ay @ (€02 0May2)) 0 Oay
= m;, T, T (f ® Am :z:) (A;t,y ® Ay,z ® (77:10 o 5:13,2)) o (A:r,y ® Ay,z ® m%yyz) © 590:3/72

N—_——
(3.5)
= me T, (f ® Am x) (Am,y ® Ay,z & m:}c,z,x) S (Aac,y ® Ay,z & A:r,z & Sx,z) o
(A:c,y X Ay,z ® (Ax,z o mx,y,z)) o 6x7y,z
—_——————

(3.1.15)
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= Mopa0 (f®Apz)o (Auy @Ay, @My zz)o (Apy @ Ay @ Mgy . @ (Spz 0Myy2y))o
=g
\(Aw ® Ay, ®0py.)0 Ory,z
(3.1.14)
= Mg 0(f®Arz)0(Ay @Ay, @My sa) 0 (Asy @Ay, @My, DA, ;)0
(Apy @Ay, @Ay @Ay, ®9) 0 (04y. ®Asy @Ay .) 004y
—~—
(3.1.14)
= Mupe©(Are @Myg) o (fOMyy.®A )0 (Ay®A, @A, ®A,.®g)o

*

(vay ® O-Az,y7Ay,Z ® Ayvz ® Al’,y ® Ay,2> © (Aw»y ® Ayvz ® szy ® Ayvz) © dr,y,z = %

Note que, usando a defini¢ao de f, x pode ser escrito como:

((mz,y,w © (Sy,z ® Sﬂmy) © O-Az,y7Ay,z) & Mgy, @ q).

Entao separando a tranca desta composicao, a igualdade acima se torna:

x = Mz g © (Az,x X mx,z,x) o ((mz,y,x o (Sy,z X S:c,y)) X My,y,~ ® g) o
(O'A%y,Ay’z X Az,y X Ay,z X Am,y X Ay,z) o (Az,y X O-Ax,y,A X Ay,z X Aa:,y X Ay,z) o

J/
-~

(2.19)

Y,z

(Apy @A, @A, @A) 004y
Agora propriedade (2.19) nos diz que o seguinte diagrama é comutativo:

Ax,y ® Ay,z ® Ax,y

/

Away®o-Az,quy,z O-Az,yaAy,z®Aw,y

ACL‘,y ® Ax,y ® Ay,z Ay,z ® Al‘,y ® A$,y

TAz,y®Ax,y,Ay,z

entao podemos escrever % como:

- mz7x7$ o (AZ7$ ® mx,z,x) o (AZ7.'13 ® mCC7y,Z ® g) o<mz,y7x ® Aﬁ,y ® Ay,Z ® A.’E,y ® Ay7z> o
(3:1)
(Sy: ®@Sey ®Ary ® Ay ®Ary ® Ay ;) 0 (O-Az,y®Az,y7Ay,z ® Ay @Ay ® A ;)0

J/

(2.17)
(AZ‘,’y ® Ay,z ® A$,y ® A:th) o 5$,y72
= Mez00(May: ® 9)o(Megy ® Ay ® Agy @ Ay2)o(Meye @ Ay @Ay @A, ®A,)o

-

(3.1)
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(Cayo@Asydey @Ay, @ Ary ® Ay ;)0 (Soy @ Ary @Sy, ® Ay, ®Ayy ® Ay ) 0
Doy @Ay ® Ay © Ayz) 000y,
= M0 (As: ®9) 0 (May,. ® Ayy ® Ay ) 0 (Meyy ® Ay, @Ay y @Ay )0
(Aey @y oy @ Ay @ Azy @ Ay 2) 0 (04, 000,,.4., © Ayz @ Ay ® Ay ) 0
(2.17)
(Say ® Ay @Sy ® Ay ® Azy ® Ay2) 0 (B @ Ay ® Ay @ Ay 2) 00z,
= M0 (As: ®9) 0 (May,. ® Ayy ® Ay ) 0 (Meyy ® Ay, @ Ayy @A) 0
(0a,4., ® Ay ® Ay ® Ay ) 0
((My0,y0(Say @Az y) 0Dy y) @5y R A @Ay ®Ay2)0(Asy @Ay ;R Ay @Ay 2) 005y,

. S

(3:6)
= M...0(A.®9)o0 (mz,y,z ® Ayy ® Ayz) © (mz,y,y ® Ay, Q@ Ay ® Ay,Z) °
(UAy,yaAz,y ®Ay @Ay ®Ay )0 (M @Ay @A @Ay ®Ay.)0

v

(2.17)
(I ® Sy’z ® Ay,z ® Az,y ® A'y’2>o(8ﬂf7'y ® Ay,z ® A:L',y ® Ay7z)05:r,y7z
- mZ,Z,fL'o(AZ,Z ® g) o (mz7y,z ® Ax,y ® Ay,z)o((mz,ghy o (Az,y ® ny)) ®4y,z ® A:E,y®Ay,Z) o

J

(32)
(01,4,, Q4 @A QA .)0(IRS, . QA . QA QA )0 (cry @A, @A QA )00y
(2.24)
= Mzz20 (Az,z ® 9) © (5x,y ® (mz,y,z © ('Sy,z ® Ay,Z) © Ay,Z) ®Azy ® Ay,Z) 0 0zy,2

(. J

(3.6)
- mz,z,x o (AZ7Z ® g) o (nZ ® A.’E,y ® Ay,Z) o <€$,y ® gy,z ® Am,y ® Ay,Z) o (5$7y,2
— mZ,Z7$ o (7727 ® Az,x) O([ ® g) o <5$,y,z ® Ax,y ® Ay,Z) o 5$,y72

(3.2) (3.1.14)

[l

A nogao de V-categoria de Hopf pode ser dualizada. Para isso precisamos dualizar
também a nogao de V-categoria.

Definig¢ao 3.1.28 ([5]). Seja V uma categoria monoidal estrita. Uma V-categoria dual
C consiste de uma classe |C| = X e um objeto C' € V(X), juntamente com duas classes
de morfismos em V:

Dyy. 1 Cpr—Cry @Cy e €p:Cpp — 1

definidos para cada x,y,z € X, tais que as sequintes condi¢oes de coassociatividade e
counidade sao satisfeitas:

(Aaz,y,z ® CZ,U) o Ax,z,u - (Cx,y ® Ay,Z,’LL) o Az,y,u (3‘13)

(62 ® Cry) 0 Dypy = Cryy = (Cry ®€y) 0 Ay yy (3.14)

ou seja, 0s sequintes diagramas devem comutar, para todo x,y, z,u € X :
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Az,z,'u, z x,
Auyra NS Youn c2@Cay / \ o
Cx’y®c’uCz,y®Ay,z,quy®Cyz®Czu Iy®I
Observacao 3.1.29. 1) Note que se C' € uma V-categoria dual, entao cada C,,, € uma

codlgebra na categoria V com comultiplicagao A, ., e counidade &,.

2) Assim como as V-categorias, as V-categorias duais também podem ser organizadas
em uma 2-categoria ¥ Cat.

A seguir vamos mostrar que podemos obter uma V-categoria dual a partir de uma
dada.

Proposigao 3.1.30. Sejam (V,®, I, 0) uma categoria monoidal estrita trang¢ada e C uma
V-categoria dual com classe subjacente X e morfismos A, . e €, conforme Definigao
8.1.28. Entao CP = (CF )syex = (Cyu)eyex, juntamente com os morfismos:

AP = 00,0, 0 Duya s OF. = Co — CZ @ O, = Cyy © Cy

7y z
e e? = ¢, € uma V-categoria dual.

Demonstragao. Vamos verificar que A e e satisfazem as equacoes (3.13) e (3.14)
usando diagramas.



95

n‘z Z‘A itz
&ob ® &ob ® &ob

n‘z @4@ &DD

Nf@b@& \_UUQN 200

&hNQ“NFSQb

\TNDFN :O.D@H f

oedrugop 10d ()

/\

(922)
1od ¢
niz z'hi‘w O‘WU:\HmQ—U x‘fi \T
&QD@ Roq .HOQ O ® ® H{WO@@FNU“N“SUU
\ (L1'g) 10d Q
z¢ nHRT ‘hie 2y

¢

fi‘z ®N§D®&a

Hi.@.mﬁNO@N,SUb

&N\M‘O ® thD ® N:;D

H(.TNQ@%@Q

@iND ® Nib

oedrugop 10d ()

n‘f fi‘x
&Ob ® &Db

fi‘z 3<®&$@
T fin r:Ob
(L12)
1od ¢
i oedIuyap .
Tl hiziny D ® 1od O doV
(€1°¢) 10d O
x A S
thrﬁq

n'z 'z
&eb X &cb

n‘z‘c
Qoq

QED
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fi fi‘x
&0m® &Ob

oedIuyap
1od ¢

A‘fi‘x
Roq

fitx
&ob

Atz‘x
Roq

oedIuyap
1od ¢
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Portanto, C'? é uma V-categoria dual.
O

Definicao 3.1.31. A V-categoria dual C°? dada na proposicdo anterior serd chamada
V-categoria dual oposta.

Observacao 3.1.32. Note que, apesar dos diagramas na demonstracdo anterior serem
bastante semelhantes aos que foram feitos em 3.1.6, e os morfismos definidos lembrarem
a definicao de codlgebra cooposta dada em [5], o que fizemos agui € diferente, visto que
parte de uma V-categoria dual.

Agora dada V uma categoria monoidal estrita trangada, a categoria A(V) é uma
categoria monoidal conforme Proposicio 2.1.42. E, na verdade, uma subcategoria de V
onde os objetos sao algebras em )V e os morfismos sao morfismos de algebras. Assim
podemos obter uma A(V)-categoria dual, com base na Definigao 3.1.28:

Definigao 3.1.33. Seja V uma categoria monoidal estrita trangada. Uma A(V)-categoria
dual C consiste de uma classe |C| = X e uma familia de dlgebras (Cyy, My, Nzy) €em VY
para todo x,y € X, juntamente com morfismos de dlgebras A, . : Cp, — C,,, @ C, , €
er 1 Cpp —> I satisfazendo as igualdades (3.13) e (3.14).

Em outras palavras, uma A(V)-categoria dual é uma V-categoria dual C' onde
os C;, sao élgebras e os morfismos A, , . e £, sao morfismos de éalgebras para todo
x,y,z € X. No caso em que a categoria V = My, uma A(My)-categoria dual é também
chamada de categoria semi-Hopf k-linear dual ([§]).

Observagao 3.1.34. Note que uma A(V)-categoria dual com um objeto € uma bidlgebra
em V, ou seja, para cada © € X, (CypyMy gy Ny zy Dy zzy €2) € uma bidlgebra em V.

Vejamos a seguir um resultado relacionado & Proposicao 3.1.30, esta proposigao
estabelece que a partir de uma V-categoria dual podemos construir uma V-categoria dual
oposta, mas agora temos a defini¢ao de A(V)-categoria dual, entdo a questdo que surge
¢é: Podemos construir uma A(V)-categoria dual oposta a partir de uma A(V)-categoria
dual? E a resposta é sim, de forma analoga ao que foi feito para C(V)-categoria oposta
em 3.1.17.

Proposicao 3.1.35. Sejam (V,®,1,0) uma categoria monoidal estrita simétrica e C
uma A(V)-categoria dual com classe subjacente X e morfismos A, . € €, conforme a
Defini¢ao 3.1.33. Entao a V-categoria dual oposta C? é uma A(V)-categoria dual.

Demonstragao. Ja temos do Lema 3.1.30 que C? é uma V-categoria dual, também temos,

para cada x,y € X, que (Cg{)y, My 2, Ny) € Uma algebra em V. Assim basta verificar que

op L . “ . . .
A% . ¢ morfismo de algebras para todo x,y,z € X. E isso que faremos a seguir por meio

de diagramas:
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op op
Aw,y,z@)Az,y,z

op op
Cx,z ® Caz,z

O por /

Ay a®Dzy,0 deﬁm(;a,o 0C2,y,0y,2®0Cz y,Cy,z

i

Cz,y ® Cy,a: ® Cz,y ® Cy,a:

Czay®acy,r,cz,y®cy@ 1’/ Z®Ucz ,y,Cy, :c®CZ Y
O por &
Mz 0C2,y®Cz,y, Cy z®Cy,x deﬁmgao Megh,ecy?
O por
3.11.)33 e Cya ® Cy 2 ®Cry ®Cry
O por 2.17 \
Chy ®Cy, x My, 2 @M,y

Az,y,z O pOr Cz 2 Cy
/ definicio \

op op op
C. C%Z/ ® CZ%Z

T,z op
’ AZly,z

Em ® usamos o seguinte:

(00.,80. 4.0y200,.) 2(Cay ® 00, ,.0., @ Cya) =

(2.18)
- (Oy@ ® O-Cz,y®cz,yycy,x) o (O-Cz,y®cz,yycy,x ®Oy7$) © (szy ® O-Cy,aracz,y ® Cy@)
-~ 7 N -~ 7
(2.19) (2.19)

- (Cy,x ® [(O-Cz,yycy x ® CZ y) O(CZ ) ® O-Cz,y’cy,zﬂ)o ([(O-Cz,yycy,z ® Cz,y)o<CZ,y ® O-Cz,yycy,z)]
®Cy )0 (Cyy ® oc c., ®C )

Y, Ty

- (Cy@ ® O-Cz,yycy,x ® Oz,y) (Cy,w ® C&y ® O-Cz,yycy,x) © (O-Cz,yvcy,ac ® szy ® Cy@) o
gcz,y ® O-Cz,yycy,z ® Cy,l") © (CZ,y ® O-Cy,17cz,y ® Cy»zz

Vv
V é categoria monoidal simétrica

= (Cya®oc.,c,. ®C.y)o(0c.,.0pe @0, ,.Cp)-

Portanto concluimos que C? ¢ uma A(V)-categoria dual. ]

Definigao 3.1.36. A A(V)-categoria dual C? da proposi¢ao anterior é chamada A(V)-
categoria dual oposta.

Na proxima definicao dualizamos a definicao de V-categoria de Hopf, conforme

Coy @ G @ Oy @ O
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apresentada em [5], com uma pequena corregao: faz-se necessario que C seja A(V)-
categoria dual, nao somente V-categoria como dado.

Definicao 3.1.37 ([5]). Seja C' uma A(V)-categoria dual. Entao C é uma V-categoria
de Hopf dual se existem morfismos Sy, : Cy, — Cp, em V, tal que as sequintes
condigoes sao satisfeitas para todo x,y € X:

My © (Cory @ Spyy) © DNy = Nuy © € (3.15)
My 0 (Syz ®Cya) 0Ny ys =1y 06, (3.16)
Ou seja, os sequintes diagramas comutam para todo x,y € X :

Az Az

C‘r7y ® Cy7w Cx’m Cx71~ Cx’y ® C ?Z
X /
Sy,2@Cy .z I Co,y®Sz,y
Ny,x Nz,y
Cyzx ® Cyzx My, z Cy,ﬂﬁ thy Mg,y Cx’y ® C{E,y

Observagao 3.1.38. Note que, assim como uma V-categoria de Hopf, uma V-categoria
de Hopf dual também € uma generaliza¢ao de uma dlgebra de Hopf, pois wma V-categoria
de Hopf dual com um objeto é uma dalgebra de Hopf em V.

3.2 CORRESPONDENCIA ENTRE CATEGORIAS DE
HOPF E CATEGORIAS DE HOPF DUAIS

Nesta secao veremos que existe uma correspondéncia entre categorias de Hopf
e categorias de Hopf duais, ao menos no caso particular em que V é a categoria dos k-
modulos projetivos finitamente gerados. Esta correspondéncia foi descrita na segao 5.2
de [5] que é a principal referéncia aqui.

Veremos também que podemos usar essa correspondéncia para criar uma nova,
juntando os opostos definidos na se¢ao anterior.

Comecamos essa se¢ao fixando a categoria V = (Mi ,®, k), a categoria dos mo-
dulos projetivos finitamente gerados sobre um anel comutativo k. Esse tipo de categoria
nos permite assumir algumas propriedades, entre elas a existéncia de uma base projetiva
para cada um dos seus objetos, isso pode ser estabelecido através do resultado a seguir:

Proposicao 3.2.1 ([35]). Um k-mddulo M ¢ projetivo se, e somente se, existem familias
{m; :i € I} de elementos de M e {f; : M — k :i € I} de aplicagoes k-lineares tais que:

1) para cada m € M quase todos fi(m)=0;
2) para cadam € M, m =73, film)m,.

Nesse caso, M ¢é gerado por {m;;i € I} e se o conjunto de indices I for finito,
entao M é um k-médulo projetivo finitamente gerado.
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Além disso, ha um funtor covariante (_)* : ./\/l£ — Miol’ que leva um moédulo M
em seu dual M* = Homy(M, k) e um morfismo k-linear f : M — N no seu transposto
f*: N* — M* definido por f*(g) = go f para g € N*. Assim, dado M um k-mddulo
projetivo finitamente gerado, M* é também um k-moédulo projetivo finitamente gerado,
e conforme a proposicao acima, temos uma base dual finita de M dada pela familia de
elementos {(m;, f;) € M X M*} = » satisfazendo:

domilfumy=m e 3 filfom)=f (3.17)

para todo m € M e f € M* ([8]).

Note que usamos a notacao (, ) para indicar que uma fun¢ao de M* esta sendo
aplicada em um elemento de M, ou seja, para qualquer f € M* e m € M, vamos escrever
(f,m) ao invés de f(m). Essa notacao sera utilizada a partir daqui para facilitar a
visualizacao.

Sendo M* também um k-modulo projetivo finitamente gerado, temos definido
M** = Homy(M*, k), que podemos mostrar ser isomorfo a M, assim como no caso de
espacos vetoriais de dimensao finita ([19]). Apesar deste ser um resultado bastante co-
nhecido, nao encontramos uma demonstracao na literatura especificamente para o caso
de k-moédulos projetivos finitamente gerados, assim vejamos a seguir:

Proposicao 3.2.2. Seja M um k-mddulo projetivo finitamente gerado. Entao existe um
isomorfismo linear entre M e M**

Demonstracao. Defina:

b M —s M*™
m—(m): M* — k

g~ (g,m)

Para todo m,n € M, \ € k e para todo g € M* temos:

(W(Am+n),g) = (g, m+n) = Ng,m)+ (g,n) = \(m),g) + (¢(n), g)
= (Mp(m) +9(n), g).

Logo, ¥(Am 4+ n) = A(m) + ¢(n), para todo m,n € M, X\ € k, o que mostra que ¢ é
k-linear.

Considere agora a familia de elementos {(m;, f;) € M x M*},—, _, base dual
finita de M e vejamos que 1 é um isomorfismo.

Suponha que ¥(m) = 0, entdo para todo g € M*, (¥(m),g9) = (g,m) = 0.
Em particular, isso deve valer para todo f; entdao f;(m) = 0 e usando (3.17) temos:
m =Y . m;(fi,m) =0, o que mostra que v ¢ injetor.

Vejamos que 1) é sobrejetor. Seja ¢ € M**, entao para todo g € M* temos:

(0, 9) = <30,Zfi<g,mi>> por (3.17)
= Z<%fi><9ami>

)
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= Z<% fi){(mi), g)

7

= D Wl fi) mi). )

i

= (¥ (Z(% fi) mi) .9)-

%

Isso mostra que para todo ¢ € M** existe um elemento > (¢, f;) m; em M tal

que ¢ =¥ (>, (¢, fi) m;), ou seja, 1 & sobrejetor.
Portanto, 1) é um isomorfismo k-linear. O]

Agora voltamos ao funtor (_)* que comentamos antes da proposi¢ao. De acordo
com [5], esse funtor é uma equivaléncia de categorias e faz parte do seguinte funtor mo-
noidal forte:

((—)*7 $o, 902) : (Miv ®, k) — (M£0p7 ®Op7 k)

Vejamos como sao definidos g e 3. g : k — k* deve ser um isomorfismo em
./\/l£0p, ou seja, ¢ um isomorfismo g : k* — k em ./\/lf:, entao definimos po(f) = f(1x)
para todo f € k*.

Ja o isomorfismo natural ¢y @ ®% o ((_)* (_)*) = ()" o ®, deve ser um
isomorfismo em Mg"p: (M, N) : M* @ N* — (M ® N)* para cada M, N k-modulos
projetivos finitamente gerados, ou equivalentemente, um isomorfismo em /\/liz

po(M,N): (M ® N)* — N*"®@ M*

para cada M, N k-mo6dulos projetivos finitamente gerados. Assim, definimos ¢o(M, N) =
1~ onde ¢ é a seguinte aplicacao ja conhecida:

t: N“@M*— (M ® N)*

(L(n* @m*),m®@n) = (n",n)(m*, m)

e sua inversa ¢ dada por:

v Hu) = Z(u, m; @ nj)n; @ m;
1,
com {(m;,m;) € M x M*} e {(n;,nj) € N x N*} as bases duais finitas de M e N,
respectivamente.
Note que, apesar das bases duais de M e N nao serem tnicas, a inversa de uma
aplicacao k-linear é, e portanto, a definicao de ¢5 independe das bases duais finitas usadas.
Em [5] (Teorema 5.3) usa-se o funtor monoidal forte ((__)*, o, 2) para induzir

o . ! . .
uma 2-equivaléncia entre as 2-categorias: , sCat e MiCat. Mais ainda, se partirmos do
r=e

funtor (_)* trocando ./\/l,’: por C (./\/li) obtemos uma 2-equivaléncia entre as 2-categorias:
cM i)Cat e AMDCqat (Teorema 5.5, [5]). Essa 2-equivaléncia pode ser completada com a

antipoda de modo a gerar uma correspondéncia entre as Mi—categorias de Hopf e as Mﬁ-
categorias de Hopf duais (Teorema 5.6, [5]). A seguir apresentamos o principal resultado
decorrente dessas ideias.
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Teorema 3.2.3 (|5]). Seja ./\/l£ a categoria dos k-mddulos projetivos finitamente gerados,
com k um anel comutativo. Temos uma 2-equivaléncia:

 Cat —AM) Cat

(

Mais ainda, com essa 2-equivaléncia, Mﬁ—categom’as de Hopf correspondem a
Mg-categom'as de Hopf duais.

Demonstrag¢ao. Daremos aqui uma descricao explicita dessa 2-equivaléncia a nivel dos
objetos.

Dada A uma ./\/lg—categoria de Hopf, entdo temos A = (A, ;). yex uma familia de
k-mo6dulos projetivos finitamente gerados, em que para cada =,y € X, (Azy, DuysExy)
é coalgebra. Temos também os morfismos k-lineares, que também sao morfismos de
coalgebra:

My gz Agy @Ay, — Ay,

etk — Ay,

satisfazendo os diagramas (3.1) e (3.2) para todo x,y, z € X. E ainda, temos os morfismos
k-lineares
Soy i Avy = Ay

tal que as condigoes (3.5) e (3.6) sao satisfeitas para todo =,y € X.
A /\/li—categoria de Hopf dual correspondente é: C' = (C, )z yex, com Cp,y =
A . Para cada z,y € X, C,, ¢ uma k-algebra com:

e multiplicacao: m$, = = A; , o, que em elementos ¢ dada pela convolugao oposta:

(cd,a) = (c,a()(d,an), para todoc,d € Cpy,a € Ay,

e unidade dada por 1, , = ¢, ,

A comultiplicacao ¢ dada pela familia de morfismos A, . : C,, = Cpy ® Cy
definida por A, . = @3 0om}, . Assim, denotando para ¢ € C,., Dy y.(C) = Cpy) @
C(2,5,2), Podemos caracterizar essa aplicagao por

(cawy) 0)(C2y,2),a) = {(c,ab), para todoc € C,.,a € A, ,,be A, ,.

As aplicagoes counidade ¢, : C, , — k sao dadas por £,(c) = (¢, 1, ) e a antipoda
Typy:Cyo— Cypy & dada por T, = S*
Por outro lado, se comegarmos com C uma M{—categoria de Hopf dual, entao a
./\/li—categoria de Hopf correspondente é A = (A, )z yex, com A, = Cy . Cada A,y ¢
uma k-coalgebra com:

e comultiplicacao: Ai = 9 0om; ., ou seja, para a € A, , temos:

Y@
Af’y(a) = Z(a, cicj)a; @ a;,
,J

onde {(¢;,a;) € Cyp X Ayylfi=1,..n} € uma base dual finita do k-moédulo projetivo
Cya-
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e counidade ¢, ,(a) = (a,1,,).

A multiplicacao é dada pela familia de morfismos: m£y7Z c Ay ® A, — A, definida
por: mj;"w = A, . o, que em elementos significa que

<ab> C> = <CL, 0(27y7$)> <b, CLZ,y>

para todoa € A, ,,, b€ Ay, ece C,,.
A unidade é dada por 7,(1;) = 1, = €.
Por fim, a antipoda S, : A,y — Ay, ¢ dada por S, , =T, com T, : Cppy —

(. sendo a antipoda na Mﬁ—categoria de Hopf dual C.
[

No teorema anterior descrevemos explicitamente como, no caso de V = Mg, po-
demos levar uma V-categoria de Hopf em uma V-categoria de Hopf dual, e vice-versa, mas
note que também podemos fazer esssa correspondéncia entre V-categorias e V-categorias
duais, ou entre C(V)-categorias e A(V)-categorias duais, apenas restringindo aos sujeitos
adequados de cada defini¢ao. Independente de qual for o caso, para nos referenciarmos a
essa correspondéncia vamos utilizar uma notagao especial: *.

Definigao 3.2.4 (NOTACAO). Se A ¢ uma Mﬁ—categom’a de Hopf, A* é a Mi—categorz’a
de Hopf dual correspondente pela 2-equivaléncia do Teorema 3.2.3. Do mesmo modo, se
C € uma /\/li—categoria de Hopf dual entao C* € a Mﬁ—categom'a de Hopf correspondente
por 3.2.3.

Vimos na se¢ao anterior que podemos ter uma C(V)-categoria oposta (Proposi¢ao
3.1.17) e também uma A(V)-categoria dual oposta (Proposi¢ao 3.1.35), veremos a seguir
que ainda temos uma correspondéncia entre as estruturas se tomarmos os opostos de
ambas. A seguir vamos proceder com dois lemas em que, basicamente, vamos juntar
as informagoes sobre categorias opostas com a correspondéncia anterior. Apesar destes
dois lemas serem bastante imediatos, vamos detalhar as estruturas envolvidas, de modo
a serem facilmente consultadas no teorema subsequente.

Lema 3.2.5. Sejam V = /\/l£ e A uma C(V)-categoria de classe subjacente X. Entao A*°P
¢ uma A(V)-categoria dual.

Demonstragao. Seja A uma Q(Mg)—categoria de classe X, entao temos:
e A= (Az,y)ac,yGX;
o (A, Ay, Esy) € codlgebra em Mg;

© My, Apy®A, . = Ay, en,  k— A, sao morfismos de codlgebras satisfazendo
(3.1) e (3.2).

Conforme notagao dada acima, A* é a A(V)-categoria dual correspondente por
3.2.3, entao:

o A= (A;g;)x,yeX;

e cada A ¢ algebra em ./\/li com multiplicagao: Ay . o e unidade: 1;34; = Ey.2;
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A*

x )

A*
A7 wgomzwe@

s e) = (e, 1,,) para e € Ar,

Por fim, A*? é a A(V)-categoria dual oposta de acordo com 3.1.35 com:

AP = (Aa: y) YEX

£ 2z 2 f IR =z * : . .
cada A} & algebra em M; com multiplicagao: A} o e unidade: €, ,;

AxOP A* A*oP A%
° A z,Y,2 O.A'Z z7A; © A zZ,Y,T UAy z?A* o ()02 o mx JY,Z [§ E:I — Sx .

O

Lema 3.2.6. Sejam V = ./\/l,]; e C' uma A(V)-categoria dual de classe subjacente X. Entao
C*P € uma C(V)-categoria.

Demonstragao. Seja C' uma A(Mi)—categoria dual de classe X, entao temos:

o (= (Ox,y)x,yEX;

e Nyy.:Cp, = Chy®Cy, e, =C,, — ksao morfismos de algebras satisfazendo
(3.13) e (3.14).

Agora, C* é a C(V)-categoria correspondente por 3.2.3, entao:
o "= (bek,z)%yex;

e cada Cj , é uma coélgebra em ./\/l 1> com comultiplicacao: ¢y o m,,* e counidade:
<my7f> <f7 y:v> pa‘rafe yg:;
o m . =Nyaoven (1) =

Por fim, C*? é a C(V)-categoria oposta de acordo com 3.1.17 com:

° C*op - (C* )z,yGX;

x?y

e cada (7, & uma coalgebra em /\/l , com comultiplicacao: ¢y o m,,* e counidade:
<y1"f> <f’ $y> .‘pa‘ra‘jﬂE $y;

*O0p *
e mE T =mC  ooes

o * cxop c*
T,Y,% 2,Y,T cy - Ax7y’z °Lo O—C;,zﬂc’;,z € /r]x - 77;1} !

z,Y’Y,2

]

Os dois lemas anteriores constroem uma nova A())-categoria dual, e uma nova
C(V)-categoria, respectivamente; tomando o objeto correspondente pelo Teorema 3.2.3 e
em seguida o oposto. Isso nos leva a seguinte pergunta: hé alguma diferenca no objeto
final, se tomarmos primeiramente o oposto e em seguida o objeto correspondente por
3.2.3? E o que respondemos no resultado a seguir.

Proposigao 3.2.7. Seja V = ./\/l,’:
1) Se A é uma C(V)-categoria, entao AP* é a A(V)-categoria dual A*P;

2) Se C' é uma A(V)-categoria dual, entao CP* é a C(V)-categoria C*°P.
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Demonstragao. 1) Primeiramente note que podemos obter uma A(V)-categoria dual
A°P* considerando a C(V)-categoria oposta A% conforme 3.1.17 e em seguida con-
siderando a A(V)-categoria dual correspondente por 3.2.3. E facil ver que A%* =
(A5, )zyex, onde cada A} & algebra em ./\/l£ com mesma multiplicacao e mesma
unidade de A*; também 2" = 4", O que da um pouco de trabalho e que
vamos detalhar aqui ¢ a verificagio de que A2 = AL De fato, seja f € A%,
temos por um lado:

AL = (pao (M2 = 02 (Mg 00a,.0,,) ()

N

E(Ay,ngz,y)*
- Z«mx,y,z © O-Ay,szac,y>*(f)’ a/:liJ’z & a§7y>ff7y ® f’iy’Z

i7j

- Z<f7 (mw,y,z o O-Ay,zyAx,y)<a’Ly’z ® a?’y>>ff’y ® f7,y7z
i,J

= Y {faa) e
i,J

onde {(a”, f") € Ay. x As _}e{(a]”, [;7) € Apy x A}, } s@0 bases duais finitas
de A, . e A, ,, respectivamente.

Por outro lado,

AL = (0ay s, 0 @20mb, ) (f)
= O'A;,Z,A;‘z’y(SOZ (m;,y,z(f)))
—

€(Az,y®Ay,2)*

= ong, (Z<mz,y,z<f>7 a3 © ) 17 ® f] )
%,
= DA e g

Y]
Portanto, as A(V)-categorias duais A?* e A*P sdo as mesmas.

2) De forma andloga.
[l

Os lemas 3.2.5 e 3.2.6 nos dao uma outra forma de correspondéncia entre C(V)-
categorias e A(V)-categorias, quando V = /\/l,’: No primeiro, partimos de uma C(V)-
categoria e obtemos uma A(V)-categoria, e no segundo temos uma forma de fazer o
caminho inverso. Assim, a pergunta natural que surge é, se aplicarmos na sequéncia os
dois lemas anteriores, obteremos uma C(V)-categoria isomorfa a original?

Teorema 3.2.8. Seja A uma C(V)-categoria comV = ML, Considere C' a A(V)-categoria
dual A*? e B a C(V)-categoria C**P. Entao A e B sao C(V)-categorias isomorfas.

Demonstra¢ao. Como A e B sao C(V)-categorias, vamos mostrar que existe um C(V)-
funtor ( : A — B e que para cada z,y € X, (3, : Ayy — By, ¢ um isomorfismo em ./\/li,
de acordo com a Defini¢ao 3.1.22.
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Mas note que pelos lemas 3.2.5 e 3.2.6 acima, para cada z,y € X temos:
Boy = Cry = Ay

e, além disso, cada A,, ¢ k-mddulo projetivo finitamente gerado, entao ja temos um

isomorfismo k-linear ¢, , : A;, — A}, de acordo com 3.2.2, dado por:

<C:v,y(a)ag> = (g,a>

para todo a € A, g € A} .

Vejamos que (,, ¢ morfismo de coélgebras, ou seja, que Aﬁy 0Cuy = (Coy®Cuy)o
Af,y e que 557 y O Gy = 52?,;;- Para a € A, ,, usando as descri¢oes dos morfismos dados nos
lemas 3.2.5 e 3.2.6 temos para todo z,y € X:

(Af,y 0 (py)(a) = (p20 mf,y* 0 (ry)(a)
(w20 (A7, 01)" 0 Cuy)la)
— al(AL, 00 (Coala)).

-~

€(A;,®A43 )"

Considere entao {(f;"’, ¢;"") € A;, x A}, } base dual finita de A}, temos:

(A7, 0 Gy)(a) = ¢2((A7, 00) (Coy(a)))
= D (AL, 00 (Geyl@), [V @ [7) 657 @ 67"

= D {Goala), (AL, 0 )(FTY @ 7)) 677 @ 6"
1,7 ng’y

= D (A, o) ([ @ [7Y),a) ¢7Y @ ¢

= D W@ £, Ary(a)) 65 @ ¢

= D (P a) (Y a) 7Y @ 67

J

= D () g @Y (7 a) 67
= D (Coylar), [7Y) 657 @Y (o (ha)) (7)) 67Y por (3.17)

Cry(ar) ® G ylaz)
= [(Coy ® Cay) 0 AL ) (a).

Também temos, para todo a € A, ,:

(ery 0 Goa)(@) = (Coyla),15,) = (Goyla),ny) = (e, 0).

Logo, temos que (;, ¢ morfismo de coalgebras para todo z,y € X.
A

Vejamos que ¢ : A — B é de fato um V-funtor, ou seja, que ¢, . omy, . =

mB, 0y ® () € Cowont = nP para todo z,y,2 € X. Sejam a € A,,, b€ A, e

x7y7z
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entao:

mmyz (Cmy®Cyz))(a®b),g>

AL, o d(oes, 05 (Goyla) © G2 (D)), 9)

(0as .45, 0p20my )" 01)(Cyz(b) ® Guyla)), g)
Oas oz, O p2omy, ) (1(Gy:(b) ® Cuyla))), g)
L(Cy,z( )®Cx,y( ) (0az 4z, 0 p20my, . )(g))
UGy (0) ® Cayla)), (oa; _az (02( Mg, .(9) )
—E

E(Az,y®Ay,z)*

(e(Gyx(0) @ Cay(@)), 05 a5, <Z<mz,y,z<g>, 0 @ al?) [} ® ff’y> )

.3

)

com {(a;”, fV) € Apy x Ay} e {(a)7, [{7) € A, . x A _} as bases duais finitas de A, ,

e A, ., respectivamente.

Por fim, seja g € A

= (UG=(0) ® Goy(a), ) _(m3, . (9), a7 @ af™) 7Y @ f]7)

1,J

= D {miya(9), a7 ® a)®) (UG (0) @ Coy(@)), £ @ f77)
= D (ml,.(9), a7 ® ) (G (b), f1 ) (Gog @), )
= (m},.(9), ) _al*{f",a) @ Z aj”(f;*,0))  por (3.17)

(m3y,:(9), 0 ©b)
(9, M5y (0 ® b))
(Cos(miy -(a ® D)), g)
((Coe omiy )@ @), g).

entao

xT,xr?

(k) g) = S (L), g) = (2, 9) = (2. 9) = (9, Loww) = (Goo(la), 9)

= ((Gowom) (i), 9).

Portanto, ( : A — B é um C(V)-funtor e podemos concluir que A e B sao
C(V)-categorias isomorfas.

O

Este dltimo teorema pode parecer estranho num primeiro momento, afinal, por-
que usar opostos em uma correspondéncia que ja estava estabelecida? Porém, veremos
na secao 5.1 em que buscamos correspondéncias entre modulos e comoddulos, que este
isomorfismo sera fundamental.
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Capitulo 4

ACOES E COACOES DE
CATEGORIAS DE HOPF

Neste capitulo temos como objetivo definir agoes e coagoes para V-categorias de
Hopf, que sejam de alguma maneira analogas ao que fizemos na segao 2.2 pra algebras
de Hopf em uma categoria monoidal trancada. Vamos analisar as defini¢oes ja existentes
na literatura, principalmente as dadas nos artigos [5] e [8], em que temos definigdes de
modulo e comddulo envolvendo V-categorias. Além disso, temos também um produto
smash chamado produto smash cluster ¢ uma definigao de extensao de Galois em [§].

4.1 ACOESE COACOES DE CATEGORIAS DE HOPF

Vamos dividir essa secao em quatro subsecoes: na primeira vamos obter uma
definicao de acao da categoria de Hopf, por meio dessa definicao obteremos um produto
smash que serd o tema da segunda subsecao. Ja a terceira subse¢ao se limitara a coagao
de uma categoria de Hopf e com essa definicao de coagao obter-se-4 uma extensao de
Galois, tema da quarta subsecao.

4.1.1 Acoes de categorias de Hopf

Dada uma algebra de Hopf H, sabe-se que H atua nela mesma por uma acao
adjunta, conforme Exemplo 1.1.4 e, de modo mais geral, conforme (2.41). Queremos
determinar de forma analoga, uma acao adjunta para uma categoria de Hopf. No artigo
[5] temos uma definicdo de modulo sobre uma V-categoria, porém ela ndo se mostra
adequada para alcancar esse objetivo.

Nessa secao definiremos um modulo diagonal, o que nos permite obter a defi-
nicao de acao diagonal de uma categoria de Hopf e consequentemente nos fornece uma
agao adjunta para uma V-categoria de Hopf analoga aquela dada em (2.41). Também
mostraremos de que forma esta agao diagonal se relaciona com outras defini¢oes de acoes
existentes, como no caso da acao de grupodide em conjunto, e da acao de grupodide em
algebra.

Iniciemos com a definigdo de modulo sobre uma V-categoria dada por [5]:

Definicao 4.1.1 ([5]). Seja A uma V-categoria. Um A-mddulo a esquerda é um objeto
M € V(X) juntamente com uma familia de morfismos 1 = 1y, .+ Ayy ® My, — M, .
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em V tal que as sequintes condigoes de associatividade e unidade valem para x,y,z,u € X:

Va0 (Aay @ Yy zu) = Yoz © (Mayz @ M) (4.1)
Vaay © (e @ Myy) = My, (4.2)
ou seja, 0s sequintes diagramas comutam:
Apy® Ay ® M., 222050 4, @ M, 19 My, —"20 e Ay © My,
Maz,y,z2 @Mz v Yzyu > Yz,z,y
Az © My, T M, M,

Vamos comecar analisando qual deveria ser a forma da familia de morfismos, para
que tivéssemos uma acao adjunta em uma categoria de Hopf, e se a Defini¢ao 4.1.1 pode
ser aproveitada para esse objetivo.

De agora em diante, H denotara uma V-categoria de Hopf, ou uma C(V)-categoria
nos casos em que isso é suficiente. Assim, fixemos H uma V-categoria de Hopf; H =
(Hyy)zyex € uma familia de objetos da categoria V indexados por X x X e uma acao
de H em H deve ser dada por uma familia de morfismos, cuja fonte ¢, a principio, um
objeto da forma H,, ® H,,, com z,y,z,w € X (ou H,, ® H,,,, se quisermos utilizar a
definigao conhecida 4.1.1).

Lembre-se que em (2.41), a acdo adjunta « foi definida através da composi¢ao
dos morfismos:

a=mo(mM@H)o(HRIH®S)o(H®opnu)o(A® H).

De modo analogo, podemos aplicar no lugar de A, o morfismo A,, : H,, —
H,,® H,,, ja que H,, é codlgebra em uma categoria de Hopf, para todo z,y € X. A
tranca o deve ser a tranca da categoria monoidal trancada V na qual a categoria de Hopf
estd definida. No lugar da antipoda & podemos usar o morfismo S, : H,, — Hy,, e
por fim, o morfismo multiplicacao my, . : H,, ® H,, — H, ., para todo z,y,2 € X ao
invés de m. Ou seja, a possivel acao adjunta para uma categoria de Hopf seria a familia

da composi¢ao dos morfismos:
mx,y,z < (mx,y,w & Hy,x) o (Hx,y ® Hz,w ® Sx,y) o (Hz,y ® O-Hz,y®HZ,w) o (Ax,y ® Hz,w)-

Porém, ao utilizar esses morfismos, alguns indices devem ser adequados, como
pode ser observado no diagrama a seguir:
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Az,y®Hz,w
Hz,y X Hz,w

Hm,y ® Hm,y & Hz,w

Hl?,y@O—Hz,y@Hz,w

Hz,y®Hz,w®Sz,y
_ >

H,,®H,, ®H,, H,,®H,,®H,,

Ma,y,w@Hy o sey==2

Hm w & Hy,yc

)

Mz,y,x Sew:y

Hm,:p

Note que mesmo que partissemos do objeto fonte da acao H,, ® H,,, como na
Defini¢ao 4.1.1, ainda assim, obterfamos que w = y e chegarfamos num objeto H, , ao
invés de H,, como requer essa definicao.

Portanto, para generalizar a acao adjunta para uma categoria de Hopf parece ser
necessario definir uma familia de morfismos de H,, ® H,, em H, ., o que nos motiva a
modificar a defini¢ao de A-mo6dulo dada em |[5].

Além disso, essa forma dos indices remete a uma acao ‘diagonal’ nos objetos. Ja
existem algumas defini¢oes na literatura ([8]) que envolvem essa ideia de ser ‘diagonal’;
essas defini¢oes sao necessarias, em particular, na secao 4.2 sobre produto smash cluster,
mas optamos por apresenté-las aqui para utilizar o que for possivel delas na nova definigao
de agdo. Assim, baseadas nas definigdes de [8| para a categoria V = Vecy, temos:

Definigao 4.1.2. Uma categoria diagonal, denotada por D(X) € a categoria onde
0s objetos sao familias de objetos em V indexados por X, ou seja, M = (M,).ex com
M, €V, é objeto de D(X). E um morfismo f em D(X) entre dois objetos M e N é uma
familia de morfismos f, : M, — N,, indexados por X.

Se V = M, denotamos uma categoria diagonal por Di(X) (/8]).

Definicao 4.1.3. Uma dlgebra em D(X) € uma familia de dlgebras A = (Az)zex em V
mdezadas por X.

Observacao 4.1.4. Note que:

1) Uma categoria diagonal é uma categoria monoidal, com produto tensorial definido
nos objetos por (M @ N), = M, ® N, e objeto unidade J = (J;)zex, com J, =1
para todo x € X ;

2) Uma dlgebra em D(X) € uma dlgebra na categoria monoidal D(X) (Defini¢ao 2.1.16).

Definicao 4.1.5 ([8]). Se A é uma dlgebra em Dy(X), A pode ser vista como uma catego-
Ay, sex =y
{0}, sex #y

ria k-linear da sequinte forma: A, , = . A € dita entao uma categoria

k-linear diagonal.
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Como D(X) ¢ uma categoria monoidal, podemos definir um modulo nessa cate-
goria, conforme a Definicao 2.2.1:

Definigao 4.1.6. Seja A uma dlgebra em D(X). Um A-mddulo a esquerda é um
objeto N € D(X) tal que todo N, é A,-mddulo a esquerda. Em outras palavras, é um
A-mddulo a esquerda em D(X).

Se V = My, denota-se por sDi(X) a categoria dos A-mddulos a esquerda em
Dr(X) e morfismos A-lineares a esquerda ([8]).

A Definigao 4.1.6 para o caso V = Vg é dada por [8], que chama esses modulos de
modulos diagonais. Aqui ndao vamos chamar esses moédulos dessa forma, pois reservamos o
termo ‘diagonal” para uma nova definicao de modulo que apresentaremos a seguir. Nesta
nova defini¢ao, é uma V-categoria que age em um objeto de D(X), entao dois indices
variam nos morfismos.

Definicao 4.1.7. Seja A uma V-categoria. Um A-modulo diagonal a esquerda é um
objeto M em D(X), junto com uma familia de morfismos em V

gy Apy @ My, — M,
tal que as sequintes condigoes de associatividade e unidade valem para todo z,y,z € X
Uy © (Apy ® Q) = Qg 0 (M, @ M); (4.3)

ou seja, 0s sequintes diagramas comutam para todo x,y,z € X:

Az Ay, 2 T x
Apy ® Ay, @ M, 20202 0 @ M, [oM, "% 4, M,
mx,y,z®Mz Qg y N g,z

Qg z
Também podemos definir morfismos entre A-modulos diagonais:

Definicao 4.1.8. Sejam M e N dois A-mddulos diagonais a esquerda. Entao um mor-
fismo f: M — N em D(X) € dito um morfismo de A-mddulos diagonais a esquerda
se o sequinte diagrama comuta para todo x,y € X:

M

Ayy ® My, — 2+ M, (4.5)
Azy®fy fa
Ay, ® N, N,

X,y

As duas defini¢oes acima nos permitem definir uma nova categoria:

Definigao 4.1.9. Seja A uma V-categoria de classe subjacente X. A categoria dos
A-modulos diagonais a esquerda ¢ a categoria na qual os objetos sao A-mddulos
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diagonais a esquerda e os morfismos sao dados pelos morfismos de A-mddulos diagonais
a esquerda. Denotaremos essa categoria por ADMod(X).

De modo analogo, podemos definir a categoria dos A-mo6dulos diagonais a direita,
usando como objetos a versao de A-modulos diagonais a direita:

Definigao 4.1.10. Seja A uma V-categoria. Um A-mddulo diagonal a direita é um
objeto M € D(X), junto com uma familia de morfismos em V

Oyt My ® Ay y — M,

tal que os sequintes diagramas comutam para todo x,y,z € X:

az‘,y®Ay,z Mz@"?z
M,® A, @A, M,® A, M, ® 1 M, ® Az,
Mz®mz,y,z Qy, z N Qg x
M, ® A, — M, M,

Neste trabalho usaremos A-moédulos diagonais & esquerda, asim, quando citarmos
apenas um A-modulo diagonal, é a versao a esquerda que se refere.

Um caso particular da Definicao 4.1.7 sao os C-modulos quando C é uma k-
categoria. As k-categorias foram inicialmente estudadas por Mitchell em [27] e [28] e s@o
casos particulares de V-categorias. Cibils e Solotar em [12| também usam k-categorias em
uma versao que se assemelha mais a nossa definicao de V-categoria, porém considera k
corpo. Assim, se V = Vec, com k corpo, uma V-categoria é uma k-categoria e a definicao
de A-moédulo diagonal se torna a definicdo de C-modulo dada inicialmente em [28].

O mesmo pode ser feito, com pequenas adaptagoes, ao considerarmos V = M,
com k anel comutativo, ou seja uma categoria k-linear (definigdo dada em 3.1.5). Vejamos
a seguir com mais detalhes:

Definicao 4.1.11 ([27], [12]). Seja k um anel comutativo. Uma k-categoria é uma
categoria C com uma classe de objetos Cy e cada conjunto de morfismos Cy, de um objeto
x para um objeto y € um k-maodulo a direita. Além disso, a composicao de aplicacoes de
C € k-bilinear e cada conjunto de endomorfismos C,, € uma k-dlgebra associativa.

Em [27] é afirmado que uma k-categoria é uma categoria enriquecida sobre a
categoria de k-modulos. A seguir veremos a demonstracao dessa afirmagao.

Proposigao 4.1.12 (|27]). Uma categoria k-linear é uma k-categoria.

Demonstracao. Dada A uma categoria k-linear, ou seja, A é uma M,-categoria com
classe subjacente X, podemos proceder como na Proposicao 3.1.4, entao vemos A como
uma categoria sendo X sua classe de objetos. Para cada par z,y de objetos, temos um
k-moédulo a direita A, , dos morfismos de y em . A multiplicacao m,, . que ¢ k-linear
define a composi¢ao dos morfismos, que por consequéncia serd k-bilinear e 7, sera um
morfismo k-linear que define o morfismo identidade. Juntando a isso os diagramas (3.1)
e (3.2) obtemos que A, , ¢ k-algebra associativa. Portanto A ¢ k-categoria.

Por outro lado, tendo uma k-categoria basta fazer o caminho inverso e obtemos
uma categoria k-linear. O
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Definicao 4.1.13 ([28], [12]). Seja C uma k-categoria. Um C-mddulo & esquerda M
¢ uma colegao de k-mddulos { M, }rec, munido de uma agao a esquerda dos k-mddulos de
morfismos de C, dado por aplicagoes de k-modulos C,, @i M, — M, onde a imagem de
fyz ® my € denotada por f, , m,, verificando os ariomas usuais:

fZ,y(gy,:L‘ mx) = (fz,y gy,:c)mx (46)

Como C ser uma k-categoria é o mesmo que ser uma categoria k-linear, é evidente
que a definicao acima é um caso particular de 4.1.7, basta identificar a notacao utilizada.
Também podemos ver, de acordo com [12], um moédulo sobre uma k-categoria C como um
funtor k-linear de C na categoria dos k-modulos.

No caso de V = Sets, sabemos que uma Sets-categoria é uma categoria usual,
conforme Proposigao 3.1.4. A seguir buscaremos relacionar a definigao dada de A-mddulo
diagonal, com a defini¢cao encontrada na literatura de uma acao de uma categoria em um
conjunto.

Definicao 4.1.14 ([24]). Sejam C uma categoria e M um conjunto. Uma agao da
categoria C em M (a esquerda) é determinada por uma fungio p : M — C° e pela
aplica¢ao

0 CprM—>M
(a,m) — a-m,

onde Cg X, M = {(a,m) € C x M | d(a) = p(m)}, tal que as sequintes condi¢oes sao
satisfeitas:

pla-m) = r(a) (4.8)
a-(b-m) = (ab)-m (4.9)
idp(m) mo o= M (4.1 )

para todo a,b morfismos da categoria C e m € M, desde que a composi¢ao e as agoes
envolvidas existam.

Observacao 4.1.15. Na definicao acima, C° ¢ a classe de objetos da categoria C, d € a
aplicagao ‘domain’ e r é a aplicagao ‘range’, assim dado wm morfismo a :y — z, d(a) =y
er(a) =uz.

Também temos na literatura a definicao de morfismo entre a¢oes de uma categoria
num conjunto.

Definigao 4.1.16 ([24]). Sejam 0 : Cqg x, M — M e ¥ : By x, N — N aplicagoes que
definem, juntamente com as fungoes pM e pV, agoes da categoria C no conjunto M e da
categoria B no conjunto N, respectivamente. Um morfismo de agoes de categorias é
um par (F, f) dado por um funtor F' : C — B e uma func¢ao f: M — N satisfazendo as
sequintes condigoes:

i) pN(f(m)) = F(p™(m)), para todo m € M;

i) Se (a,m) € Cg x, M, entao f(0(a,m)) =I(F(a), f(m)).
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Se C =B e F ¢ o funtor identidade, entao podemos trocar o par (F, f) por f e,
neste caso, dizemos que f € um C-homomorfismo.

Definicao 4.1.17. Seja C uma categoria. Definimos a categoria das agoes da cate-
goria C num conjunto , como a categoria onde os objetos sao acgoes de C num conjunto
e 0s morfimos sao os C-homomorfismos. Denotamos essa categoria por ¢Sets.

Proposicao 4.1.18. Se A é uma Sets-categoria (categoria usual), entao a categoria dos
A-mddulos diagonais € equivalente a categoria das acoes da categoria A num conjunto.

Demonstragao. Comegamos definindo um funtor F': 4DMod(X) — aSets nos objetos.
Suponha que N = {N,},cx é uma familia de conjuntos que ¢ um A-modulo
diagonal, com A uma Sets-categoria com classe subjacente X.

Defina o conjunto M, := {(n,x);n € N,} para cada z € X, isso faz com que
M, N M, =0, se x # y e obtemos o conjunto M := |J M,, uma unido disjunta de
zeX

conjuntos. Defina F'(N) := M e vejamos que, deste modo, temos uma agao da categoria
Aem M.

Pela forma com que M foi construido, p : M — X fica bem definido com p(m) =
x, para cada m € M, e ainda, M, = p~!(z), para cada z € X. Para definir 6, tome
(a,m) € Ay x, M com a:y — x, entdo devemos ter y = p(m), ou seja m € M,. Logo,
m = (n,y) com n € N,. Como ja temos por hipétese uma familia o, : A, X Ny, = N,
podemos entao definir

O(a,m) = (g (a,n), x),

para cada a € A, , e m = (n,y) € M,.

Como oy ,(a,n) € N, por defini¢ao, entao teremos 6(a, m) € M,, ou seja p(a -
m)) =z = r(a). Assim, a equagao (4.8) ¢ imediatamente satisfeita.

Para verificar a equacao (4.9), tome a € A,,, b € A, ., de modo que ab € A, .,
entdo m € M., ou seja, m = (n, z) com n € N,. Usando a equagdo (4.3) temos:

a-(b-m)=a-(ay.(b,n),y) = (a0, (b,n)), ) = (ap,s(ab,n), ) = (ab) -m

Por fim, para verificar (4.10), seja m € M,, entdo m = (n,x) com n € N, e
usando (4.4), temos:

idpm) - M = (g 2(idy, 1), ) = (Qgo(N2(x), 1), 2) = (n,2) = m.

Portanto, temos uma acgao da categoria A no conjunto M.

Agora, vejamos como definir F' nos morfismos. Seja ¢ : N — N’ um morfismo
de A-moédulos diagonais, entao temos uma familia de fungoes ¢, : N, — N., tal que o
diagrama (4.5) comuta para todo x,y € X. Precisamos definir F'(¢) : F(N) — F(N') de
modo que F'(p) seja um A-homomorfismo.

Da primeira parte, ja temos que F(N) =M e F(N') = M’ onde:

M = U M, com M, ={(n,z);n € N,}
zeX
M = U M. com M. ={(n,z);n € N_}.

zeX

Assim, definimos F(p) := f: M — M’ com f(m) = f(n,x) = (¢.(n),z) € M,

x?
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para todo m € M,. Vejamos que f é A-homomorfismo. Para todo m € M, temos:

P (f(m)) = pM (pu(n), ) = x = p"(m).

Além disso, se (a,m) € Aq x, M, ou seja se a € A,, e m € M,, com m =
(n,y),n € Ny, entdo:

f(@(a,m)) = f(ozi\{y(a,n),x) = (wl(ai\{y(avn))vx) por (45>

(@iv,; o (Agy X 0y)(a,n), )

= (a(a,¢,(n)), z)
= J(a, (py(n),y))
= q- ((py(n),y) =a- f(n,y)

= a- f(m)="9(a, f(m)).

Logo, f é um A-homomorfismo. Pode-se verificar também que F' preserva com-
posicoes e identidades das categorias.

Agora, vamos definir um funtor L : 4Sets — sDMod(X). Suponha que temos
uma ag¢ao de A em um conjunto M e que p: M — X é uma fungao. Podemos descrever
o conjunto M através de p da seguinte forma: defina M, = p~'(z) para x € X, entdo
M = |J M, e essa unido ¢ disjunta.

: Agora note que a aplicagao acao ¢ ¢ definida no conjunto Ay x, M, assim dado
um par (a,m) € Ay X, M com o morfismo a : y — = na categoria A, entdo a € A,, e
a condicao d(a) = p(m) nos da que (a,m) € A,, x M,. Além disso, usando a condigao
(4.8) temos p(a - m) =r(a) = x, para (a,m) € A,, X M,, e portanto, a - m € M,. Desse
modo, definindo N = {M, },ex € agy : Ay y X M, — M, por oy, (a,m) = a-m, obtemos
a familia de fungoes da Defini¢ao 4.1.7. Nos resta apenas verificar que as equagoes (4.3)
e (4.4) sao validas.
Dados a e b morfismos da categoria A e m € M de modo que a condi¢ao (4.9)
faca sentido, entao conforme visto acima, devemos tomar a € A,, e b € A, . de modo
que ab € A, . e m € M,. Entao de (4.9) segue que

a-(b-m)=(ab)-m
=  agyla,o.(b,m)) =a,.(ab,m)

= oy 0 (Ary X oy )(a,b,m) =y, 0 (Mg, X M,)(a,b,m)
logo a equagao (4.3) é valida. Por fim, a condigdo (4.10) com m € M, nos fornece:
idp(m) - M = Qg o (idy, M) = Qg z(Ny X My)(x,m) =m

logo a equagao (4.4) é valida.

Mostramos assim que dada uma acdo da categoria A num conjunto M = J M,,
xT
entao {M,}.cx € um A-modulo diagonal.

Definamos agora o funtor L nos morfismos. Seja f : M — M’ um A-homomorfismo,
precisamos definir L(f) : L(M) — L(M') de forma que L(f) seja um morfismo de A-
modulos diagonais. Como L(f) deve ser morfismo em D(X), defina para cada x € X,
L(f)z := ¢z : M, — M. como sendo ¢,(m) = f(m), para todo m € M,. Vejamos que
¢, estd bem definida, ou seja, que f(m) € M., para todo m € M,. De fato, como f é
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A-homomorfismo, temos
pM f(m) = pM(m) Vme M.

Assim, pela construcdo feita, se m € M,, pM(m) = x = p™ f(m), ou seja f(m) € M.
Falta verificar que o diagrama (4.5) comuta para todo z,y € X. De fato, para
todo a € A, m € M, temos:

Yz 0z ya,m) = @y(0(a,m)) = f(f(a,m)) item ii) de 4.1.16
= 79(017 f(TTL)) = ax,y(aa f(m))

= agyla,py(m)) = azyo (Asy X @y)(a,m).

Logo, L(f) ¢ um morfismo em 4DMod(X). Também pode-se verificar que L
preserva composicoes e identidades da categoria.

Vejamos agora que existe um isomorfismo natural 7 : 1,paeax) — L. Dado
um A-médulo diagonal N = {N,},cx, precisamos definir % : N — LF(N) de modo que

n™ seja um morfismo de A-modulos diagonais. Conforme vimos acima, F(N) é uma agio

da categoria A no conjunto M com M =J,.x M, e M, = {(n,x);n € N} e L(F(N)) ¢
o A-moédulo diagonal P = {M,},ex e ol (a,m) = 0(a, m), para todo a € A,, e m € M,
Assim, definimos 7" como a familia de funcdes:

ny o+ Ny — M,
n— (n,z).

E claro que Y ¢ uma funcdo bijetora, ja que para cada m € M,, m = (n,z) com
n € N, e entao podemos definir nivfl : M, — N, como sendo nivfl(m) =n.

Vejamos que 7 é morfismo de A-modulos diagonais. Para a € A,, e n € N,
temos:

ny ooy (an) = (ag,(an)z)

0(a,m), (com m =
al ya,m) = al W

af (@, (n))

gy © (Auy X )@, ).

Por fim, para que 7 seja um isomorfismo natural, falta verificarmos que para cada

morfismo de A-moédulos diagonais f : N — @ e para todo z € X, o seguinte diagrama
comuta:

(n,v))
a, (n,y))

ny
N, (LFN), = M,

fa (LEf)x

Nz

Vejamos qual é o morfismo dado por L(F(f)). Seja f um morfismo de A-mo6dulos
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diagonais, entao temos uma familia de funcgoes f, : N, — @Q,, e como vimos acima,
F(f): Upex Mz = U,ex Re ¢ um A-homomorfismo dado por F(f)(m) = (f.(n),z) para
todom = (n,x) € M,. Também conforme o que fizemos acima, L(F'(f)) sera um morfismo
de A-moédulos diagonais, entao temos uma familia de fung¢ées L(F(f)), : M, — R, dada
por (L(F(f)))z(m) = F(f)(m) = (f.(n),z) para todo m = (n,z) € M,.

Assim, dado n € N,, temos:

(LEf)s 0oy (n) = (LF f)z(n,2) = (fo(n), x) = ng(fa(n)).

Portanto, concluimos que 7 é um isomorfismo natural.

Vejamos agora que existe um isomorfismo natural € : F'L — 1,5, Dada uma
acdo da categoria A num conjunto M, precisamos definir M : FL(M) — M de modo que
eM seja um A-homomorfismo. Conforme vimos nas defini¢oes dos funtores F' e L, L(M)
¢ um A-modulo diagonal dado pela familia {M, }.cx, enquanto que F(L(M)) = P onde
P ¢ a unido disjunta de P,, com P, = {(m,x);m € M,}. Assim, definimos ¢ (p) = m,
para cada p = (m,x) € P,.

E claro que €M & uma bijecao, pois MM P pode ser definida por
SM_l(m) = (m, z) para todo m € M,.

Vejamos que €™ é um A-homomorfismo. De fato, para todo p € P, p € P, para
algum x € X, entao p = (m,x) com m € M, e temos:

P (M () = pM(m) =z = p"(p).
Além disso, se (a,p) € A, xq P, ou seja, se a € A, e p= (m,y) € P, entdo

e¥(0(a,p) = £ (aay(a,m), x) = azy(a,m) = azy(a,e" (p)) = ¥(a,e" (p)).

Por fim, dado f : M — @ um A-homomorfismo, vejamos que o seguinte diagrama
comuta:

eM

P =FL(M) M=, .y M,
FL(f) /
R=FL(Q) Q=U,ex @z

Da forma com que definimos os funtores F' e L, sabemos que para um A - homo-
morfismo f dado, L(f) ¢ uma familia de fungoes L(f), : M, — Q. com L(f).(m) = f(m)
para todo m € M,. Enquanto que F(L(f)) : P — R é um A-homomorfismo, onde
P = U,ex Pes R = U,ex Re com P, = {(m,z);m € M,} e R, = {(¢,2);q € Q,}. E

(
ainda, (F(L(f)))(p) = (F(L(f)))( z) = (f(m),z), para todo p = (m, ) € P,.
Assim, para p € P, com p = (m, x), temos:

Co FL(f)(p) = £9(f(m),z) = f(m) = (™ (p)).

Logo, € ¢ um isomorfismo natural e concluimos que as categorias 4 DMod(X) e
aSets sao equivalentes. ]

Se tomarmos na Definicao 4.1.7 uma Sets-categoria de Hopf, entao também po-
demos relacionar a nossa definicao de moédulo diagonal com a de agao de um grupodide em
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um conjunto dada inicialmente por Gilbert em [17]. Vejamos a seguir:

Definigao 4.1.19 ([17], [33]). Uma ag¢ao de um grupdide G num conjunto nao
vazio M € uma colegao vy de subconjuntos My = M, de M e bijegoes vq - My — My,
g € G, tal que:

i) Ve € a aplicagio identidade Idy;. de M, para todo e € GY;

ii) g © Yu(m) = ygn(m), para todo g,h € G tal que gh existe e para todo m € My =
Mgny-1.

Nesse caso, dizemos que M € G-conjunto.
Se, além disso, a unido dos subconjuntos M., com e € G°, é disjunta e igual a
M, entao dizemos que M é um conjunto G-split.

Definigao 4.1.20. Dados dois conjuntos G-split M e N. Um morfismo de conjuntos
G-split consiste de uma funcao f: M — N satisfazendo as sequintes condicoes:

i) f(M,) C Ny para todo g € G;

i) f(yy"(m)) =~y (f(m)), para todo m € My-1.

A seguir, usando as defini¢oes anteriores, definimos a categoria dos conjuntos
G-split. Essa categoria segue a mesma ideia da categoria dos conjuntos G-split finitos
definida em [33], porém no nosso caso o conjunto nao precisa ser finito.

Definicao 4.1.21. Seja G um grupdide. Definimos a categoria dos conjuntos G-split
como a categoria onde 0s objetos sao os conjuntos G-split e os morfismos sao os morfismos
entre conjuntos G-split. Denotamos essa categoria por gSets.

A notagao usada para denotar a categoria acima é a mesma da que usamos
na Defini¢cao 4.1.17 se considerarmos a categoria C sendo um grupoéide. Fazemos isso
intencionalmente, pois mostraremos a seguir que estas categorias sao isomorfas.

A préxima proposicao nos mostra de que forma os G-conjuntos e os conjuntos
G-splits estao relacionados a definicao de médulo diagonal, no caso em que GG é uma Sets-
categoria de Hopf (4.1.7). Veremos que podemos obter uma correspondéncia biunivoca de
G-conjuntos com modulos diagonais. Ja no caso G-split é possivel obter uma equivaléncia
de categorias, isso ocorre porque a acao de categoria em conjunto dada por Lawson,
considerando a categoria C um grupdide G (4.1.14), e a agao de G em um conjunto dada
por Paques e Tamusianas quando o conjunto é G-split (4.1.19), sdo objetos de categorias
isomorfas.

Proposigao 4.1.22. Se G € uma Sets-categoria de Hopf de classe subjacente X, entao:

i) Existe uma correspondéncia biunivoca entre a a¢ao do grupdide G num conjunto
M = UgeG M, e G-maodulos diagonais.

ii) Eziste uma equivaléncia entre as categorias ¢DMod(X) e gSets.

Demonstracao. i) Suponha que temos um G-moédulo diagonal dado pela familia de
conjuntos {M, },ex e pelas funcoes oy, : Gy, X M, — M,. Sabemos de 3.1.25
que uma Sets-categoria de Hopf de classe subjacente X é um grupoide, com X sendo
sua classe de objetos. Vejamos que temos uma agao de G em M com M = . M,.
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De fato, tomando M desta forma, cada M, é um subconjunto de M e podemos
considerar M, = M, = M, conforme a Definicao 4.1.19. Além disso, defina
Vg © Mg — M, como sendo v,(m) = ay(g)r(g-1)(9,m), para todo m € M.
Deste modo, as fungoes v, estao bem definidas.

Agora, a cada objeto x de X temos um morfismo identidade id, associado, que
na Defini¢ao 4.1.19 foi denotado por e, assim temos que 7. : M, — M, é dada
por Ye(m) = g (e,m) = a4 (id,, m) = m, por (4.4). Segue que 7, ¢ a aplicagao
identidade de M, para todo e € G°.

Sejam agora, g € G,,, h € Gy, e m € M,, entao por (4.3) temos:
Qpy 0 (Guy X 0y ) (g, hym) =y, 0 (Myy . x M,)(g, h,m)

e segue que
Vg © Yn(m) = Ygn(m),
para todo m € Mj,-1.

Falta verificarmos que v, ¢ bijecao para todo g € G. Sabemos que para todo g € G,
existe g~ ja que G ¢é grupdide, assim, vejamos que 7,-1 ¢ a fungdo inversa de 7,
para todo g € G. Sejam € My,

Yg-1 0 75(m) = ~4-1,(m) por ii) de 4.1.19
Ye(m) por i) de 4.1.19

m.

Analogamente, tomando m € My, 7, 0 v,-1(m) = v49-1(m) = 7.(m) = m. Logo, v,
sao bijecoes.

Portanto, se tivermos um G-moédulo diagonal dado por { M, }.ex € gy : Gy y X My, —
M, entdo obtemos uma agao do grupdide G em M = |J,.y M, considerando a
colecao de subconjuntos de M sendo M, = M, = M, e as bijegoes vy,(m) =
Qr(g)r(g-1) (g, m), para todo m € My-1.

Agora suponha que temos uma ac¢ao do grupdide G em um conjunto M nao vazio,
entao temos uma colecao de subconjuntos M, = M, 4 e bijecoes v, para cada g € G.
Entéo defina oy (g, m) = 74(m), desse modo, a familia {M;},e¢ ¢ um G-modulo
diagonal & esquerda, ja que os itens 4.3 e 4.4 seguem de forma imediata.

Note que se partimos de um G-modulo diagonal dado por uma familia {M,}.cx,
podemos encontrar uma agao de G em M onde M ¢é a uniao dos conjuntos dessa
familia. Entao, se na sequéncia aplicamos a segunda parte da correspondéncia acima,
obtemos o mesmo modulo diagonal inicial.

Por outro lado, se comegamos com uma agao de G em M = gec My de modo que
temos uma colecao de subconjuntos {M,} de M e bijecoes 7, entao a familia {M,} é
G-moédulo diagonal, assim aplicando a correspondéncia a essa familia obtemos uma
agao de G no conjunto M inicial. Portanto, ha uma correspondéncia biunivoca entre
as duas definic¢oes.

J& vimos na Proposicao 4.1.18, que se A é Sets-categoria, entao as categorias
ADMod(X) e 4Sets sao equivalentes. Vejamos que a categoria dos conjuntos G-split
denotada por gSets é isomorfa a categoria 4Sets quando A é o grupoide G.
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Comegamos mostrando o isomorfismo nos objetos destas categorias. Seja G um
grup6ide e M um conjunto de modo que temos uma acao de G em M dada por
p e 0 conforme a Definicao 4.1.14, entdo usando p obtemos que M = (J .y M,
com M, = p~!(z) para todo x € X = G°. Além disso, usando 6 definimos 7,
como v,(m) = 6(g,m) para todo g € Hom(y,x) e m € My = M,. Assim, as
condigoes i) e ii) da Definigao 4.1.19 seguem das condigoes (4.10) e (4.9) de 4.1.19,
respectivamente. Que os v,’s sao bijecoes, segue da mesma forma que fizemos na
parte i) dessa demonstragao. Portanto M é conjunto G-split.

Para a volta, considere M um conjunto G-split, entao M = |J, . M, e essa uniao
¢é disjunta. Com isso definimos a aplicagao p como na ‘ida’. Também definine-se
(g, m) como y,(m), o que leva as propriedades (4.8), (4.9) e (4.10). Portanto, temos
uma ac¢ao de G em M.

Vejamos ainda que os morfismos nestas categorias sao isomorfos. Seja f : M —
N um G-homomorfismo, entdao pVf(m) = p™(m) para todo m € M. Como
M = ,cx M, entdo m € M, para algum = € X, ou seja, pM(m) = z. Logo,
pN f(m) = x, o que nos leva a f(m) € N, para todo m € M,. Também temos a
propriedade f(6(g,m)) = ¥(g, f(m)) para g € G,, e m € M,, o que é 0 mesmo
que f(yy(m)) = v,(f(m)). Assim, f é um morfismo entre conjuntos G-split. Se
comecarmos com f sendo um morfismo entre conjuntos G-split, da mesma forma, f
é um G-homomorfismo.

Portanto, concluimos que a categoria gSets representa a categoria dos conjuntos
G-split, assim como a categoria das agoes da categoria G num conjunto, quando G
¢ um grupodide.

]

Agora, tendo a Definigao 4.1.7, e lembrando do nosso objetivo de obter uma agao
adjunta para uma categoria de Hopf, definimos:

Definigao 4.1.23. Sejam H uma C(V)-categoria e A = (Ay)zex uma dlgebra em D(X).
Uma ag¢ao diagonal a esquerda de H em A é uma familia de morfismos

gyt Hyy @Ay — Ay,
tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i) A familia de morfismos o, define uma estrutura de H-mdodulo diagonal & esquerda

em A;
it) Os sequintes diagramas sao comutativos, para todo x,y € X :

Hy y@m™y

Qz,y
Hxvy ® Ay ® Ay Hxvy ® Ay Ax
Az y®Ay®Ay mAz

Hyy®H,y @A, ® A H,y® A, @ H,,® A,

A, @ Ay
(4.11)

_—
nyEvy@UHcc,y;Ay@Ay O‘x’y®ax,y
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A.
Hyy®1 Hewon H,,y® A, (4.12)
~ Oy
iy ——— A,

onde mv e nv representam a multiplicacdo e a unidade, respectivamente, na dlgebra Ay,
para cada y € X.

Podemos definir uma ac¢ao diagonal & direita de modo analogo, usando a defini¢ao
de H-modulo diagonal & direita, porém neste trabalho usaremos a versao a esquerda de
acao diagonal.

Antes de apresentarmos um exemplo, faremos algumas observagoes.

Observacao 4.1.24. 1) Sendo H uma C(V)-categoria, é claro que é também uma V-
categoria.

2) Poderiamos pedir H uma V-categoria de Hopf na defini¢ao acima, porém, como nao
foram wutilizadas as aplicagoes S;, da definicao de V-categoria de Hopf, isso nao é
necessario.

3) Note que se H é uma V-categoria, e considerarmos A = (Hyy)rex = (Hi)zex,
entao temos uma familia de dlgebras com multiplicagao my ., e unidade 1, para
cada v € X.

Do mesmo modo que buscamos anteriormente relacionar a definicao de modulo
diagonal dada com as definicoes ja existentes na literatura, também buscaremos relacionar
a definicdo de acdo diagonal dada com definicoes de acdo ja existentes. E claro que no caso
de X ser um conjunto com um tnico objeto, a definigao de agao diagonal 4.1.23 coincide
com a definicao de moédulo algebra dada em 2.2.2. Vejamos a seguir de que forma podemos
relacionar a definicao de agao diagonal com a de acao de grupdide em uma &algebra, para
isso precisaremos definir uma categoria de agoes diagonais.

Definigao 4.1.25. Seja H uma C(V)-categoria e duas agoes diagonais: de H em A =
(Ap)zex € de H em B = (By)zex. Definimos um morfismo diagonal f : A — B como
um morfismo de H-maodulos diagonais, tal que f, : A, — B, € morfismo de dlgebras em
V, para cada x € X.

Definicao 4.1.26. A categoria das agoes diagonais de H € a categoria cujos objetos
sao acoes diagonais de H e os morfismos sao os morfismos diagonais.
Denotamos essa categoria por 4 DAlg(X).

Note que a categoria das acoes diagonais ¢ uma subcategoria da categoria dos
‘H-modulos diagonais (4.1.9).
A seguir apresentamos a definicao de acao de um grupodide em uma algebra:

Definicao 4.1.27 ([3], [33]). Uma ag¢do de um grupdide G em uma k-dlgebra A
¢ uma colegao (3 de ideais Ay = A,q) de A e isomorfismos k-lineares que preservam o
produto By : Ag-r — Ay, g € G, tal que A é um G-conjunto via f3.
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Definigao 4.1.28. Sejam duas acoes de um grupoide G: em uma k-dlgebra A dada pela
cole¢ao ({Agtgec. {8 }gec) € em uma k-dlgebra B dada pela colegio ({By}gec, {82 }geq)-
Entao definimos um morfismo de acgoes de grupoide em dlgebras como sendo um
morfismo de dlgebras f : A — B, satisfazendo as sequintes condigoes:

i) f(A,) C By, para todo g € G;

i) f(ﬁ;‘(a)) = 8P (f(a)), para todo a € Ag-1.

Definicao 4.1.29. Seja G um grupodide. Definimos a categoria das acoes de um

grupoide G em uma k-dlgebra, como a categoria cujos objetos sao acoes de G em uma

k-dlgebra e cujos morfismos sao os morfismos de agoes de grupoide em dlgebras.
Denotamos essa categoria por ¢Alg.

Podemos considerar uma subcategoria de ¢Alg:

Definicao 4.1.30. Seja G um grupoide. Definimos a categoria das agoes unitais de
G, como a categoria onde os objetos sao as acoes de G em uma k-dlgebra A dados pelas
famidlias ({Ag}gec. {Bgtgec), em que cada ideal A, é unital com elemento identidade 1;)
e cada B, € 1somorfismo de dlgebras, chamaremos esses objetos como acoes unitais de
G. Os morfismos sao os morfismos de acgoes de grupoide em dlgebras com uma condi¢ao
a mais a ser satisfeita: f(l;‘) = 15 para todo g € G.

Denotaremos essa categoria por ¢AlgUnit.

Também podemos considerar uma subcategoria de ¢ AlgUnit:

Definicao 4.1.31. Seja G um grupdide. Definimos a categoria das acgoes de G num

produto de dlgebras, como a categoria em que os objetos sao as acoes unitais de G

em uma k-dlgebra A dados pelas familias ({Ag}gec, {Bg}gec), em que A =], .o Ay Os

morfismos sao os morfismos da categoria ¢ AlgUnit, restritos a estes objetos.
Denotamos essa categoria por gAlgProd.

geG

O proximo resultado relaciona as categorias definidas acima com a categoria das
agoes diagonais.

Proposicao 4.1.32. Seja G um grupoide e kG a categoria de Hopf k-linear dada por
3.1.26. Entao:

i) Existe um funtor F da categoria ¢ DAlg(X) na categoria ¢Alg.

it) Existe um funtor L da categoria ¢ AlgUnit em g DAlg(X).

iii) Se G° = X ¢ finito, existe um isomorfismo entre as categorias rgDAlg(X) e
aAlgProd.
Demonstracao. i) Comegamos definindo o funtor F' nos objetos. Suponha que temos

uma agao diagonal a esquerda de kG em A = {A,},cx, entdo temos uma familia
de aplicacoes k-lineares dadas por:

Qpy kGl © Ay —> A,

Considere A =[], Az, entdo A é uma k-algebra e cada A; pode ser considerado
um ideal bilateral de A por meio da inje¢ao canoénica:
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A — [ 4
zeX
a; =a, sex =1

a+— (ay)zex, com { a, =0, sex #1i

Assim, considerando a aplicagao acima, temos uma colecao de ideais: A, = A, =
Apg) de A. Para cada g € Gy, defina g, : Aj-1 — A, como:

By(a) = ay,(g ® a), para todo a € Ay-1,

dessa forma temos que A = [] .y A, ¢ um G-conjunto de modo andlogo & Propo-
si¢ao 4.1.22 1).

Para vermos que a colegao ({A,}seq, {5y} 4ec) nos da uma agao do grupoide G na
k-algebra A, falta verificarmos que 3, preserva produto, para todo g € G. De fato,
sejam g € G,y e a,b € A;1 = A, entao:

Bglab) = azy(g © ab) (4.13)
= apy0 (kG @m™)(g®a®b)  por (4.11)

70 (g ® Qg y)o(kGay @ Ora, 4, @ Ay)o(Ayy ® Ay ® Ay) (9 ® a®b)

"o (auy(9®a) ® agy(g®b))

= By(a)By(b).

mA
mA

Portanto, obtemos uma acao do grupéide G na k-algebra A. Mas note que, além
disso, como cada A, é uma k-algebra, também teremos que /3, perserva unidade:

Be(la,) = auy(g®1a,) (4.14)
Qpy 0 (kGpy ® nAy)(g ® 1g) por (4.12)

= 5z,y(g)77Aw(1k)

= 1xly, =14,.

Agora, definamos o funtor F' nos morfismos. Dadas duas ag¢oes diagonais de H,
uma em A = (A,)zex e outra em B = (B,).cx, de modo que ¢ : A — B seja
um morfismo diagonal. Precisamos definir F'(¢) : A — B, onde A = [[,.v Az
e B = [],cx Be, de modo que F(yp) seja um morfismo de agdes de grupéide em

algebras.

Defina F(¢) = f como f((az)rex) = (vz(az))rex, assim f fica bem definido ja
que ¢,(a,) € B, para cada © € X. Pela forma das algebras A e B e pelo fato de
que cada ¢, ¢ um morfismo de algebras, também teremos que f é um morfismo de
algebras.

Além disso, vendo A, e B, como ideais de A e de B, respectivamente, ¢ claro que
f(A,) C By, para todo g € G.

Por fim, para todo g € G, e a € Aj-1 = A,

fBMa) = fla,(g®a)) = pylal,(g®a))
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ja que aﬁy(g ®a) € A, (e, usando a identificagdo entre os ideais A, e os ideais de
A dada anteriormente). Usando (4.5) temos:

@g(a;‘,y(g ®a)) = af,y o (kGry ® ‘Pg*)(g ® a)
= af (9© ¢g1(a))
= B, (pg-1(a)) = B, (f(a)).

Logo, f(B:(a)) = BP(f(a), para todo a € Ay-1, g € G. Com isso, concluimos que o
funtor F estd bem definido nos morfismos. Pode-se verificar também que F' preserva
composicoes e identidades das categorias envolvidas.

ii) Comegamos definindo o funtor L nos objetos. Suponha que temos uma agao unital
do grupoide G na k-algebra A, entao temos uma colegao de ideais unitais A, = A, ()
de A, o que nos da uma familia de k-algebras {4,}eq-

Também temos isomorfismos de dlgebras 3, : A;-1 — Ay, para cada g € G. Defina
entao ag ,(g®a) = fy(a), paratodo g € G, ea € A, = A -1, e estenda linearmente
para kGy,. Dessa forma, o, ¢ k-linear e segue de A ser um G-conjunto via 3 que
{A,}sec € kG-modulo diagonal a esquerda.

Como f, ¢ morfismo de algebras, para todo g € G, e os A, sao unitais, temos que
By(ab) = Py(a)By(b) para todo a,b € A1 e 69(1‘;,1) = 17, entao igualando os
extremos nas equagoes (4.13) e (4.14), obtemos que os diagramas (4.11) e (4.12),

comutam respectivamente. Portanto, temos uma agao diagonal de kG em {A,} ec-

Agora, vamos definir o funtor L nos morfismos. Seja f um morfismo na categoria
aAlgUnit, entao f : A — B é um morfismo de algebras e temos as a¢oes do grupoide

G em A e em B dadas pelas familias ({Ag}geg,{ﬂ;‘}geg) e ({Bg}geg,{ﬁgB}geg),
respectivamente. Precisamos definir L(f) : L(A) — L(B), de modo que L(f) seja
um morfismo diagonal.

Defina L(f) = ¢ como a familia ¢, : A, — B, definida por ¢,(a) = f(a), para todo
a € A,. Como A, C A paratodo z € X, ja que é ideal de A, e f satisfaz a condicao
f(A;) C B, para todo x € X, ¢, fica bem definido.

Como f é morfismo de algebras, é claro que ¢, é k-linear e preserva a multiplicacao,
para todo x € X. Para garantir que , preserva a unidade precisamos da condigao
f(lg‘) = 15 dada para morfismos da categoria ¢AlgUnit.

Por fim, para concluirmos que ¢ é um morfismo diagonal, precisamos verificar que
o diagrama (4.5) comuta. De fato, para todo z,y € X, g € G, e a € A, temos:

peol (g®a) = @.(B)(a)) = f(B;(a))  porii)4.1.28
B2 (f(a) =al,(g® f(a)) = af (g @ py(a))
= O‘f,y 0 (kGy @ py)(9 ® a).

Portanto, ¢ é morfismo diagonal. Pode-se verificar também que L preserva compo-
sicoes e identidades das categorias envolvidas.

iii) Pelo item i) existe um funtor de pgDAlg(X) em ¢Alg, entdo temos um funtor
F : y¢DAlg(X) — gAlgProd, pois a forma que definimos o funtor F' em i) nos
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da objetos e morfismos de gAlgProd. Do item ii), também ja temos um funtor
L : ¢AlgProd — 1cDAlg(X).

Vejamos que LF =1, .paigx) € F'L =1, 414Prod-

Considere uma acao diagonal de kG em A = (A, ).ex, F'(A) nos da uma agao de G
na dlgebra A =[] ., Ay conforme definido em i), e L(F(A)) nos retorna a mesma
agao de kG em A que tinhamos inicialmente.

Agora seja ¢ : A — B um morfismo diagonal, temos uma familia de morfismo de
algebras ¢, : A, — By, pelo item i), F(p) : A — B é um morfismo de agoes de
grupodide em algebras e além disso, satisfaz a condicao f (1;]4) = 15. Pelo item ii)
L(F(g)) é uma familia de morfismos de algebras e obteremos que L(F'(y)), : Az —
B, & exatamente .. Portanto, LF' =1, .paig(x)-

Considere agora uma acao de G na k-algebra A dada por ({A4,}geq, {5y}ec) de
modo que A = [[ c; Ay, FL(A) nos da novamente o mesmo objeto A tomado
inicialmente.

Se considerarmos um morfismo em ¢ AlgProd, entao temos um morfismo f : A — B
onde A =[],cq Ay e B =[],cq By, entio f estd definido em uma familia (ay)geq-
Pelo item ii) L(f) ¢ uma familia de morfimos de algebras tal que L(f),(a;) = f(a,)
para todo a, € A,. Peloitem i) F/(L(f)) deve estar definido em uma familia (a,).cx
e ainda,

FIL())(az)zex) = (L(f)2(a2))zex = (f(az))eex = f((az)zex)-

A dltima igualdade ¢ vélida porque f é k-linear e X ¢é finito. Logo, FIL =1, a19Prod-

Portanto, as categorias y¢DAlg(X) e ¢AlgProd sao isomorfas.
O

Observagao 4.1.33. Em [32], Flores e Paques estudam ag¢oes de grupdides em dlgebras e
apresentam um teorema de dualidade. Neste artigo encontramos um resultado semelhante
ao que provamos no item i) da Proposi¢do 4.1.32: se G € um grupoide finito entdo agoes
de G em k-dlgebras correspondem a agoes da dlgebra de Hopf fraca kG ([[32], Proposi¢ao

2.2)).

Observacao 4.1.34. Em [9] Caenepeel e Fieremans refazem a teoria de Galois de agoes
parciais de grupdides de Bagio e Paques [4] do ponto de vista da teoria de coanéis.

O préximo resultado mostra uma acao diagonal de uma V-categoria de Hopf H
nela mesma, generalizando a acao adjunta vista em 1.1.4 para k-algebra de Hopf e a versao
dada em (2.41) para um algebra de Hopf em uma categoria monoidal trancada V.

Proposicao 4.1.35. Seja H uma V-categoria de Hopf. Entao a familia de morfismos
gyt Hyy ® Hy — H, dada por:

gy = Mz © (Mayy @ Spy) 0 (Hey ®om, , m,) 0 (Ayy @ Hy)
define uma a¢ao diagonal o esquerda de H em (H,)zex-

Demonstragao. B claro que oy, ¢ uma familia de morfismos em V visto que foi definida
como composicao de morfismos nesta categoria.
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Vejamos que a,, define uma estrutura de H-moédulo diagonal a esquerda em
(H;)zex. Comecemos verificando (4.3), para cada z,y,z € X temos:

am,zo (mm,y,z X Hz) - mm,z,:vo(mac,z,z ® Sx,z)o(H;r,z ® O-nyz,Hz)o(Aa:,z X Hz)o(mac,y,z X Hz)
- mw,z,xo(mx,z,z & Hz,x>o<Hx,z® Hz & Sx,z)o(Hx,z & O-HZ,Z,HZ)O(<A$,ZOm$,y,Z) ®Hz)
~——

3.1.15
- mx,z,x o (m:c,z,z X Hz,x) o (Hx,z & Hz & S:L‘,z) o (Hac,z ® UHI,Z,HZ) o

(((May,> @ Mgy 2) 0 (Hyy & OHyy Hy,. @ Hy.)o(Ary®A,.))®H,)
= mm,z,xo(mx,z,z X Hz,x)o(Hz,z ® Hz ® Sx,z)o(mx,y,z & (UHLZ,HZ o (m:c,y,z ® Hz))) o

J/

(2.17)

(Hpy ® Oty Hy. @ Hy, ® H,)o(Apy®A,,® H,)
= My 220(MazQ@H, )0 (Hy s @H, R85, .)0(May . Q(H.® Myy.)o0m, oH, . H.))O

(Hoy ®0n,,.1,. ® Hy: ® Hy) o (Apy @Ay, @ H)
= My 220 (MazQ@H, 2)0(Myy . QH, (S 0myy..))0(Hey®H, .Q0w, ,oH, ..H.)°

NGl
(3.11)

(Hpy ® OHyyHy. @ Hy . ® H.)o(Ary ®A,.®H,)
= Mgy 0 (Mysy @ H, ) o (Myy, @ H, @ (Myy, 0 (Sy, ®Suy) 00, m,.)) 0

(Hey ® Hy.® 0p, 0n,.,1.)° (Hay® on, 1, OHy .QH,)o(Ary ® Ay, ® H)
= Ma220(Mgz. @ H, )o(Mey . @ H, @M. y,)o(Hyy @ Hy . @ H, ®S,.®S,,)0

S/

~\~
*

(Hz,y ® [(Hy,z Q®H,® UHz,y,Hy,z) © (Hy,z ® O-H:L‘,y®Hy,Z7Hz) © (UHz,y,Hy,z ®H,. ®H.)])o

J/

~~
*k

(Boy ® Ay, @ Hy)

Aqui faremos uma pausa para explicar melhor o que estamos utilizando. Onde
indicamos *, estamos aplicando a equagao (3.1) repetidas vezes, isso pode ser observado
no diagrama a seguir, onde posicionamos no contorno superior e direito o que temos em
*, e 0 lado esquerdo e contorno inferior é o que vamos utilizar na sequéncia.
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mz,y,z®Hz,z®mz,y,z
Hrﬂy®Hy,Z®HZ7Z®HZ7y®Hy@ HZZ‘,Z@HZ,Z@HZ,:E
%ﬂ ,z,z®mz, T ma:,z,z®Hz,z
y My y\\ O por (31)
mz,y,z®Hz,z

Hay®@my . OHz y@Hy o = H,y®H,.QH,, H,.® H,,

Hz,y®Hy,z®mz,y,z Hz,y®my,z,cc

& por O por (3.1)
H{E,y ® Hy’z ® Hz’y ® Hy,x (3‘1> Hx’y ® H T Mz, z,x
Hy y® ®H Hy o ® / Ma,y,x
2,y OMy, 2,y Oy, z z,yOMy,y,x
/ O por (3.1)
Hw)y ® Hyzy ® H »L My ®H nyy ® Hy@ Mz y,x Hm,:v
YUY Y,z 2Ys

O diagrama seguinte explica o que acontece em *x, neste caso, utiliza-se as pro-

priedades das trangas (2.18) e

em %, contorno superior e direito do diagrama, pode ser
pelo contorno esquerdo e inferior.

UHz,y,Hy’z ®Hy,z®Hz,z
Hz7y ®Hy72 ® Hy7z ®Hz7z

(2.19). No diagrama a seguir mostramos que o que temos

trocado pela composicao dada

Hva®szy®o-Hy 2z, Hz 2

yz®Hz y®Hy z®sz

/

O por
Hy,Z®Hm,y®Hz,z®Hy,z (2 19) Hy,:®0He y@Hy,» Hz,z
Hz,y®Hy,z®0'Hy’z,Hz7z Hy,z®0'Hx7y,Hz z®Hy z

OHg,y,Hy, z ® z,z@Hy,z

O por (2.18)

O'Hm,y,Hy,z@Hz,z@Hy,Z

/ O por (2.18)

HZ,y®Hy,Z®HZ,Z®Hy,Z

R

T

yz®Hz 2®Hm y®Hyz

Hy,z®Hz,z®UH;c’y,Hy7z

UHZ,ya(Hy,z@)Hz,z)@Hy,z

Hy,Z®HZ,Z®Hy,Z®Hl',y

Agora usando os dois diagramas acima, prosseguimos:

*

= Maye O (Mayy @ Hyy)o (Hyy@my ., @ Hy,)o

(Hyy®H,.2H,®S,,®S8,,)o0

(Hey ® [(0m, (1, .00.)0H,.) ©

(Hey ®my..®@ H,y ® Hy,)o

(Hw,y ®H,.® UHy,27Hz)])O (Aﬂmy ® Ay, ® H)
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= Mgyaz© (mm,y,y ® Hy,r) © (Hm,y K Myzy @ Hy,a:) o(Hyy®my,..®@H,,®H,,)o
(Hpy®Hy,®H,®H,,®S,,)o0
(Hw,y ® [(Hy,z QH, ®S5,.® Hw,y) © (UHz,y,(Hy,z@)Hz)@Hy,z)]) °

(. J/
-~

(2.17)
(Hx,y Q@ Hyy @ Hy, ® UHy,z,Hz) © (Am,y ®A,.® H)
= Maye © (Maeyy ® Hyy) o (Hey @my .y @ Hyp)o (Hyy®@my,,@H,,®H,,)o
(Hx,y®Hy,Z®HZ® Hz7y®8x7y)o(nyy®0-Hz,y7(Hy,z®Hz)®Hz,y)O
(Hz,y@ Hw,y@Hy,z@Hz@Sy,z)o(Hac,y®Hw,y ®Hy,Z®UHy,z,Hz)O(A:v,y ® Ay,z ®H.)
= Maye O (Mayy ® Hyy) o (Huy @my .y @ Hyp)o (Hyy @ Hy, @ H, )y ®Spy) 0
(Hw,y ® [(my,znz QH,y® Hw,y) © (UHz,y,(Hy,z@)Hz)@Hz,y)]) ©

(. J/

(2T1r7)
(Hw,y@Hw,y@Hyz@Hz@Sy,Z)O(Ha:,y®Hw,y®Hy7Z® UHy,z,Hz)O(A%y ® Ay,z ® HZ)
= mxyyvxo (mx7y7y®Hy7w) © (Hm,y@Hy@Sx,y) © (Hx,y® [(my,Z,y(X)Hw,y) © (O-Hm,y,Hy,z‘@Hz,y)}) ©

J/

(2.17)

(Hey @ Hpyy @my .. @ H,y)o(Hyy @ Hyy @ Hy . @ H, ® Sy ) 0

(Hw,y Q@ Hyy ® Hy, ® UHy,z,Hz) © (Aw,y ®A,.® H.)
= Mgy O (mw,y,y ® Hy,r>O(Hx,y ® Hy ® Sr,y)o (Hw,y ® [(O-Hz,y,Hy>O (Hm,y ® my,z,y)])o

(Hey @ Hypyy @My .. ®Sy2)o(Hey @ Hpyy @ Hy . ® UHy,z,Hz)o(Aw,y ®A,.® H,)
= Mgy 0 (Meyy ®Sey) 0 (Hey ® O-Hx,yyHy) 0 (Agy ® Hy)o (Hyy @my,.,) o0

(H:E,y ® my,z,z ® ‘Sy,z) o (Hz,y ® Hy,z ® O'H%z,Hz) o (Hx,y ® Ay,z ® Hz)
= Qpy o (Hpy®ay.).

Portanto, a equacao (4.3) é valida. Além disso,

Qg g © (nx X Hw) = Mgz © (mw,x,$ ® Sx,x) © (Hx,x ® O-HLL7HL) © ((A%x © 77$) ®H$)
———
3.1.15
= Maaz0 (Meae ®Sen) 0 (Hep ® UHz,z,Hz> o (N ® N, ® H,)
= Mgza© (mx,x,x X Haz,x) o (Hx,x & Hx X Sx,:c) o (77:(: ® Hx & 77:(:) o ([ X O_I,Hz)
~——
(2.24)
= Mgaa© (mz,x,x X Hx,m) o (771 ® Hx ® (Sm,x o 77x>>
——

(3.8)

= Mgaa© (mz,x,x ® H:E,x) o (7]:1: & Ha: ® 7]3:)
(32)
= Mgaraz© (H.t,a: & 7733) - H$,$ - Hz

S

(32)

Logo, a equagao (4.4) ¢ valida. Portanto, ja temos até aqui que A = (H, )zex €
‘H-modulo diagonal.
Agora, vejamos que o diagrama (4.11) comuta. Para todo z,y € X, temos:
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Mg 2,00 (Qay @ Qpy) © (Hyy @ op, 1, @ Hy) o (Ayy @ Hy ® Hy) =
= My © ([Maye © (Mayy ® Sey) 0 (Huy @ o, m,)0(Asy @ Hy)| @ [Myy,.0
(Mayy ® Siy) © (Hey @ 0n, 1) 0 (Bpy ® Hy)]) o (Hyy ® OH, 1, ® Hy) o
(Agy ® Hy ® Hy)
= My © (Maye @ Myya) 0 (Myyy @ Hyy @ myyy ® Hy,)o
(Hay ® Hy ® Sy @ Hyyy ® Hy ® Sy ) © (Hoy ® 011, 1, ® Hoy @ 011, 11,) ©
(Hoy ® Hay @ [(Hy ® Agy) 0 UHz,y»Hyl ®H,)o (\[(Aw,y ® Hw,y)OAx,y]/@Hy ® Hy)
(2.17) (3.1.15)
= Maaw© (Meye @ Maye) 0 (Meyy @ Hyp @My y, @ Hy,)o
(Hey @ Hy @ Sy y @ Hyy @ Hy ® Sy ) 0 (Hyy ® 0mt, i, ® Huy ® 0p,,0m,) ©
(Huy®@Huy®[on, yoH, 1,0 (Dey @ Hy)] @ Hy)o([(Hey ®Asy) oAy, | @ Hy® Hy)
= Myaz 0 (Maye @ Maya) 0 (Myyy @ Hyy @My, ® Hyz)o
(Hay ® Hy ® Sy @ Hypyy ® Hy ® Sy ) 0 (Hoy © Hy @ Hyyy ® Hyy @ 011, ,,11,) ©
(Hypy @ [(OHz,y7Hy ® Hyy ® Hyy) o (Hyy @ JHz,y®Hz,y,Hy)] ®H,) o

(.

(2.19)
(Hx,y ® l(Hm,y ® Afc,y) © Aw,yl®Hy ® Hy) © (Ax,y ®Hy® Hy) = ®.

(3.1.15)

Aqui, devemos dar uma explicagdo mais detalhada sobre o uso de (2.19), ja que
esta propriedade precisa ser utilizada repetidas vezes para se obter a proxima etapa da
equagao. Observe no diagrama a seguir:

Ho y®@0 Hy @ Hy,y, Hy,y

Hx7y®Hx7y®Hx7y®Hyvy Hafvy@Hyay@Hxay@Hxay

O por (2.19)
Hz,y®Hz,y®UHx,y,Hy’y Hz,y®UHw,y,Hy’y®Hz,y
Hyy@Hyyy@Hy @ Hyy
O (Hay® H ) ® oy Hy.y O por (2.19) O por (2.19) O gy gy ®@Hay @ Ha

OHy,y® Hy,y, Hy,y @He,y

Hy7y® Hﬂﬁvy@ Hx7y®Hx7y

Com isso, podemos continuar o calculo em & substituido a composi¢ao do con-



torno superior e direito, pelo morfismo que se encontra do lado esquerdo.

® =

= Maaz O (Meye @ Maeya) 0 (Mayy @ Hyr @ Mgy, @ Hy,)o
(H:my QH, Q8 Q@ Hyy ® Hy® Sx,y) © (Hx,y Q@Hy @ Hyy @ Hyyy ® UHz,y,Hy) ©
(Hx,y ® [O-(Hx,y®Hx,y)®H:c,y7Hy © (A‘Tvy ® H:B»y ® Hy)] ®Hy) © (Hx:y ® vay ® Hy ® Hy>o

N

J/

(Asy ® Hy© Hy)

(2.17)

= Meae © (Maye @ Maeye) 0 (Mayy @ Hyp @ Mgy, @ Hy,)o
(Hw,y®Hy®sﬂc,y®Hx,y®Hy®Sﬂc,y>O (H:c,y Q@Hy® Hyy @ Hyyy ® O-Hac,vay) ©
(Hz,y@Hy@Ar,y@Hx,y@Hy)O(Hx,y®[UHz,y®Hz,y,HyO(Az,y®Hy)}‘g}Hy)o(Az,y@Hy@Hy)

(2.17)

= Moz © (Maye @ Maye) 0 (Mayy @ Hyp @ Mgy, @ Hy,)o
(Hm,y & Hy & Sz,y & Hx,y & Hy & Sz,y) o (Hat,y & Hy & Hz,y & Ha:,y & O-Hw,y,Hy) o
(Hey @ Hy ® Dy @ Hyyy ® Hy)o(Hyy @ Hy @ Ay y ® Hy)o(Hyy ® OHyy Hy @ H,)o

(Apy @ Hy ® H,y)

= Maza© (Mayz @ Maya) © (Mayy @ Hyz @ My yy @ Hyz) o
Vv

J

(3.1)
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(Haz,y ® H, ® [(Sfc,y ® Hz,y) © Az,y] ®H, ® Sw,y) © (Hx,y Q@ H, @ Hyy ® O-H:c,y’Hy> ©
(Hypy @ Hy® Ay yy @ Hy) o (Hyy ® OH, . Hy @ Hy)o(Ayy®H,@H,) =®®.

Aqui novamente, vamos usar um diagrama para mostrar de que forma (3.1) esta

sendo usada.

HI,y@Hy,y®Hy,.’E®Hw,y®Hy’y®H T

He oy ®@Hy,y@my o,y @Hy y@Hy o

HLy@Hy,y@Hy,
Hy oy @Hy,yQ@Hy y@my,y
Hxay ®Hy,y ®

Hz oy ®@my y,y@Hy o

Maz,y,y@Hy @Mz, y,yQHy o

Hz,y@-Hy,y@ y,z@Ha:,y®my,y,z

Hey®@Hy,y@my,z,yQHy &

O por (3.1)

H.,y®H,,QHy,,

Hey@my,y,z

O por (3.1)

Hx7y®Hyay®Hyvx®H$ay®Hyax

Hy y®@my ya@Hy y@Hy » My y, @Mz, y,x
H,,&H, ,@H,,QH,,

Hy y@Hy @My y,x
CH,y®H, ®H,, " W, @ H,,
Hay@ o por (3.1) Mo.za

Hm,y ® Hy,m FT— Hx,m

Hx,y®Hy,z®Hx,y®H T
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Continuando o célculo acima, usamos a composi¢ao do lado esquerdo com a parte
inferior do diagrama que acabamos de apresentar:

P® =
= Myye© (Huy @myyo) o (Hey @My, @ Hyy)(Hyy @ Hy @ Hy @ my ) 0
(Hey®H, ®\[my7x,yo(8x,y ®Hx7y)oAz,yl®Hy ® Spy)o(Hoy @ Hy ® Hyy ® 0, 1,)0
(3:6)
(Hx,y Q@ H,® Ay ® Hy) © (Hw,y ® OH,,H, @ Hy) © (Aw,y ® Hy ® Hy)
= My 0 (Hey @myya) o (Hey @myyy @ Hyy)o (Hyy ® Hy @ Hy @myy.) 0
(Hx,y ® Hy ® [ny o 5:Jc,y] & Hy & 8:v,y) © (Hx,y & Hy ® Hx,y & O'Hz,y,Hy> ©
(Hm,y Q@ Hy® Az y ® Hy) © (Hr,y ® OH,,,H, @ Hy) © (Ax,y ® Hy ® Hy)
= Myya0(Hoy @myy.)o(Hyy @ [myy,0(Hy @n,)] @myy.)o(Hey®@H,@H,®S, )0

(3:2)
(Hm/ ® Hy, ® UHw,vay) © (Hwyy ® Hy ® l(gcc,y & Hx,y) © A:c,yl@Hy) ©

(3.1.15)
(Hx,y ® OH,,,H, @ Hy) © (A:c,y ® Hy ® Hy)
= Mgya© (Hm,y ® My ) © (H:c,y ® Hy @ myy ) O(H:c,y ®H, ® H,®S,;,) o

N J/
-~

(3.1)
(Hﬂmy ® [(Hy ® O-Hx,y7Hy) © (O-H;c,y7Hy ® Hy)]) © (Aw,y ® Hy ® Hy)

. 7
g

(2.18)
= Mgy a0 (Hx,y ®my,y,x) © (Hr,y KMy gy ®Hy,9:) o(Hyy® [(Hy QH, ®Sr,y) OUHx,yﬁHyé@Hy] )o

N

-~

(2.17)

(Ayy ® Hy ® Hy)

= Mayaz© (Hy,y ®my,y7w)10(Ha:,y ®£(my,y,y®Hy,x) OO-Hy,anHy@Hyl) 0(Hay®S:y @ Hy@H,y)o
(3.1) (2.17)

(Azy ® Hy ® Hy)
= mI,y,$ © (mﬁvyzy ® HZ/JE) ° (szy ® O-Hy,szy) © (H%y ® Hyax ® myvyvy) ©

(Hx,y ® Sy ® Hy ® Hy) © (Aw,y ® H, ® Hy)
= My 0 (Mayy @ Hyy)o(Hyy @ \[UHy,z,Hyo(Sr,y ® Hy)l)O<Ax,y ® Hy)o(Hyy ® myy,)

(2.17)

= M0 (Mayy@Hy )0 (Hyy@H,®S, )0 (Hyy ®O-Hz,y7Hy) o(Agy®@Hy)o(Hyy®@my,y.,)

= Qpy 0 (Hayy @myyy).

Logo, o diagrama (4.11) comuta. Por fim, vejamos que o diagrama (4.12) comuta.
Para todo z,y € X temos:

Ay © (Hw,y ® ny) = Mgy © (mx,yvy & Sw,y) © (Hﬂay ® O-Hz,vay) © (Aw,y ® Hy) © (Hw,y ® 77y)
= Mgya© (mw,y,y ® Hy,I)O<Hﬂc,y ® [(Hy ® Sx,y)OUHm,y,Hy])o(Aw,y ® Hy)o<Hw,y ® 77y)

. J/

(2.17)
= Mgy (mw,y,y ® Hy,xZO(HI,y ® [UHy,z,Hyo(Hy,x ® 77y)]>°<[(Hz,y ® Sx,y)ko,y] ®I)

[ J/

(31) (2.17)
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= mm,y,zo<Hx,y ® [my,y,z © (ny ® Hy,m)])o(Hm,y & O-Hy,:cJ)o([(‘Hl':y ® Sr,y) © Ar,y] ®I)
~ ~~ N——
3.2 (2.24)

(3:5)

= 1z © gx,y-
Portanto, conclui-se que «,, define uma acao diagonal & esquerda de H em (H,),ex. O

A proposicao anterior nos d4 uma acgao de categoria de Hopf que ‘imita’ a acao
adjunta de uma &lgebra de Hopf, conforme desejado.

Exemplo 4.1.36. Seja V = Sets. Entao H ser uma V-categoria de Hopf é o mesmo
que ser um grupoide, conforme Proposicao 3.1.25. Neste caso, H,, € o conjunto dos
morfismos de y em x para todo x,y objetos da categoria e Hy, € o grupo de isotropias
do objeto y, entao oy, definida na Proposi¢ao 4.1.35 anterior, se torna uma familia de
fungoes oy + Hyy x Hy — H, definida, para f € H,, e g € H, como:

auy(f,9) = fogo fh.

Isso define uma agio diagonal o esquerda do grupdide H em (H,).ex no sentido da
Definicao 4.1.23.

Além disso, por meio da Proposicio 4.1.22 sabemos que hd uma equivaléncia
entre a categoria de mddulos diagonais e a categoria dos conjuntos G-split, entao também
podemos ver a agao diagonal acima como uma agao do grupdide G no conjunto |,y Ha.

4.1.2 Produto smash e categorias de Hopf

Nesta secao, definimos um produto smash que envolve uma V-categoria de Hopf
(ou uma C(V)-categoria que ja é suficiente), usando morfismos analogos aos da Defini¢ao
2.2.5, isso é possivel gracas a Defini¢ao 4.1.23 dada na segao anterior. Na literatura, mais
especificamente no artigo [8], encontramos outra defini¢ao de produto smash (cluster)
envolvendo categorias de Hopf, porém este difere essencialmente do produto smash que
apresentamos aqui e sera apresentado posteriormente na secao 4.2.

Comegamos definindo um novo produto smash, usando as definigoes da segao
anterior e baseando-se no produto smash definido em 2.2.5 por meio da composicao de
morfismos.

Definicao 4.1.37. Sejam H uma C(V)-categoria e A uma dlgebra em D(X) tal que
a = (Qy)zyex € uma agao diagonal a esquerda de H em A. O produto smash de A e
H, denotado AH#H, é um objeto em V(X) dado por:

(A#H)J:,y - Ax ® Hx,y
Juntamente com uma familia de morfismos em V :
mﬁy,z : (A#H)ﬂﬁay ® (A#H)y,z — (A#H)%Z

definida pela sequinte composicao de morfismos:
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m¥y. = (m" @ Hyz) 0 (A ® uy ® Hoyz) 0 (A ® Hyyy ® Ay ® Mgy) 0 (4.15)

(A ® H.,,® OH, A, @ Hy,z} o(A4, ® Ay ® Ay ® Hy,Z)

O resultado a seguir é anélogo a Proposicao 2.2.6 em que mostramos que o produto
smash ¢ uma algebra na categoria monoidal V; nesse caso, o novo produto smash sera
uma V-categoria.

Proposigao 4.1.38. O produto smash A#H € uma V-categoria.

Demonstra¢ao. Vejamos primeiramente que a multiplicagao definida por (4.15) satisfaz o
diagrama (3.1). Para todo z,y, z,t € X temos:

mfyyvt o (A#H)zy ® mjf,z,t) =
=[(m*®H, ;)0 (Ar @0y, ® Hyy)o(A,@H, @ Ay@my,)o(A,@H, @0y, , 4, @H, )0
(Ax ® AWJ ® Ay ® Hy»t)] © (AI ® Hﬂc,y ® [(mAy ® Hy,t) © (Ay Xy & Hy,t) ©
(Ay® Hy, ® A, ®@my.1) 0 (Ay® Hy, @0m, . 4. ® Hyp) o (A4 @A, ® A, ® H,,)l)
= (MY @ Hypp) o (Ay @ Ay @ Hyy) 0 (A @ Hypy @ Ay @ iy yy) ©
(A ® Hyy @ o, ,4,0(Hey @ mAy)l®Hy7t)o(Aw®Hx7y® Hoy® A, @y, ® Hy,)o
) (2.17)
(A ® Hyy®H,y @A, @Hy, ®A, ® my%t) o
A @Hyy @H, y@AQ Hy .®@0p, 4, OH. 1) 0o (A @Ay @A, A, ®A, @ H, ;)
= (m*®H,,)o(A, ® [0y 0 (Hey ® mAy)l ®Hy1)0 (A @ Hyy @ Ay @ Ay @ My yy) ©
(4.11)
(A: ® Hyy® OH, ., Ay@A, @ Hy,t) o0(A, ® Hyy®H,, @A, Qay,® Hy,t) o
(4, ® Hyy @ Hey ® Ay @ Hy . ® A, ® my,z,t) ©
A ®Hyy @H, y@AQ Hy .®@0n, 4, OH. 1) 0 (A @Ay @A, A, ®A, ® H, ;)
(
(

m ® Hx,t) o(A, ® [mAw © (aﬂmy ® O‘ﬂﬁ,y) © (Hw,y ® oH,,,A, D Ay)] ® Hw,t) ©
A:B®A:p,y®Ay®Ay ®mx,y,t>o(Ax®Hm,y®[O-Hm7y,Ay®Ay O(Hx,y & Ay X ay,z)] ®my,z,t) o

N J/

(2.17)
A, ®@Hyy @H, y@A,@ Hy @0y, 4. @H. )0 (A @A, @A, @A, . @A, ®H.,)
= ©

onde em (2.17) estamos usando a comutatividade do seguinte diagrama:

OHg ,y,AyQ@Hy @Az
>

H,,©A,®H,,® A, A, ®H,.® A, ® H,,

HI»L/@A?J@&%Z Ay®ay,z®Hz,y

Hpy ® Ay ® A,y Ay ® Ay ® Hyy

OHg,y, Ay®@Ay
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Reorganizando os morfismos e usando o diagrama acima, obtemos:

(0 =
= MY @ Hyp)o (A, @m™ @ Hyp) o (A @ py ® A, @ Hyy) 0
Ay @ Hyy @Ay ® gy @ Hyy) o (Ar @ Hyy @ 0, 8, @ Ay @ Hyy) 0
Ay @Dy @Ay @y, @My yy) 0 (Ay ® Hyy @ 0p, ) A,0H, .04, @ Myt) ©
Ar®@Hyy @Hp y®A,Q Hy Q0. 4. QH.1)0(Ae @ Dpy ® A, @A, . @A, @ H. )
m @ Hyy) o (Ae @mA @ Hyy) o (Ap @ Qpy @ Ay @ Hyy) 0
Ar@Hoyy @ Ay ® [0ty 0 (Hay @0ty ) |O Hyy )0 (A @ Ho @0, 4, O Hy s QA QMg ) 0

(43)

(A;@H,y® Hy y®@0p, , A,0(H, .0A,) @My 21)O

A ®Apy @H, y@AQ Hy . @0p, 4, OH. 1) 0 (A @Ay @A, A, . ®A, ® H, ;)
- (mA’” ®Hyt)o (A ® mi @ H.:)o (A ® Qpy @y, @ Hyy) o
(
(

(
(
(
(
(

Ay H, @A, @My . QA @My 1) 0(A@Hy @0y, 4, OH, . 0A, @ Hy y@m,, . ;)0
A ® H:I:,y ® Hx,y & OH, ) Ay@(Hy - ®Az) ®Hy,z ® Hz,t) o
(ﬁs)
(A, @0,y OHy @A, Q@ Hy.Q op, 4. OH. )0 (A @ Ny @ Ay @A, . ® A, @ H.;)
= (" o (A, @m™ )| @H, ) 0 (Ay @ Ay @ s @ Hyy) ©
(2.9)
(Ae @ Hyy @ Ay @My @ A, @ [Myyy 0 (Hyy®@my,.4)]) 0

(.

(31)

(A:p® Hx,y ®(O-Hz,y,Ay® Hy,z®Az® Hx,y & Hy,z)o(Hm,y & Ay ® O'Hz,y,H%Z@AZ & Hy,z>o

(. J/
-~

*

(quy ® O-H:c,yyAy ® Hyvz ® AZ ® Hy:Z) © (nyy ® Hm’y ® Ay ® Hy:Z®O-Hy,z’Az)] ®Hz,t) ©

J/

-~
*

(A: ® [(Afc,y ®Hz,y) © Az,y] R4, @47, @A, ® H.;)=®.

(. J

(3.1.'15)

O proximo diagrama mostra o que usaremos em *, trocaremos esta composi¢ao
pela composicao do lado esquerdo e inferior do diagrama:



Hz,y®Hz,y®Ay®Hy,Z®UHy,z,Az
Hyy®Hy y®Ay@H, . ©H, . ®A,
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H,,®H,,A,&H,,®A,QH,,

UHz,y,Ay ®Hy,z®Hy,z®Az

O por (2.19)
OHg,y®@Hz,y,Ay ®Hy,:®Hy,-®A: Hx,y®Ay ®Hz,y ®Hy,z ®Hy,z ®Az

Ay®Hx7y®Hx’y®Hy7z®Hy7z®Az

Hzyy®Ay®He,y®@Hy -Q0m, ,.A,

H:c,y®Ay®0'szy,Hyyz ®Az

Hz,y®o'Hx’y,Ay ®Hy,z®Az®Hy,z

H,,®A,H,,H, ,®A,QH,,

O por (2.18)

Hz,y®Ay®0'Hx’

JHy, 2z @Az ®QHy,~

H,,®A,®

H,.9H, ,®QA,QH,,

Ay®szy®o'Hx, ,Hy’z®Hy,z®Az

A@H,,@H, . oH,, A, @ H

Ay®Hx,y®Hy,Z®"w®/Hy,z,Az’ Ay@Ha, @ Hy,.

O por (2.19)

A@H,,®H, . H,,0H,.®A,

Hzy®Ay®@Hy, Q0w

Az

Hx’y®Ay®Hy,Z®AZ®Hx7y®Hy7z

UHx7y,Ay ®Hy,z®Az®Hz,y®Hy,z

®0'szy,Az ®Hy,z

Ay @H,,@H, . 9A.QH, ,2H,.

Ay®HI»y®Hy,Z®UHx,y®Hx,y7Az

® =
A

[m? o (m* ® A,)] ® Hay) 0

®ny®A ®ny®asz7Hyz®
®sz®o-ny®ny,Ay®Hyz®Hyz®A ®Hzt)

® [( my®Awy)koy]®A ®A,.®A, ® H. ;)

[ o (m™ ® Ay)] @ Hey) 0

(As
(A
(A
(Az
= (
(Ar ® gy @myy. A, @ Hy, @ Hoy) 0

(A ® ax,y ® ax,z ® Hx,t) <
(Ax®Hacy®Ay®mzyz®Az®mxzt) (Aa:®Hx,y®Ay®Hx7y®
Y,2 ® A ® Hz t) O

Hy,z®Az®mx,y,z ®Hz,t) o

(A X A X ax,z X mac,z,t) o
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(A, ® H,y®A,@H,, @ H,.® \[(AZ ® My y,2) O UH:c,y®Hy,zqu] ®Hy) o
(2.17)
(A2 ®@Hpy®@Ay@ Hyy ®@0p, 1, ®H, . ®A, @ H.;)0
(Az’ Q@ Hyy® l(UHz,y@)Hz,y,Ay) © (Aﬂay & Ay)l ®Ay,z QA ® HZﬂf) ©
(2.17)
(A @A, @A, ®H,,®A, @ H,,)
=(m™ @Hyy)0(Ay @0ty @Hy ) o(Ay@Hy . @A, @My )0 (m™ @ H, . @0y, . 4. ©H. )0
(A, ® Ay y ®£(mcc7y,z X mz,y,z)o(Hx,y ®0om,,H,, . D Hy,Z)O(Axvy & Ay,z)] ®AZ®HZ¢)O

3.:15
A ® €,y ® O-sz A ® Hy,z ® AZ ® HZ,t) o (Ax ® Aaﬁ,y ® Ay ® Hy7z ® AZ ® HZ,t)

(

(m** @ H, 1)0(Ar @0y @Hyp)o(Ay@H,y . @A, @My 1) 0 (A @H, . ®@0w, 4, ®H. )0
(([m 0 (A ® )] @ [Dgz 0y .]) © A, @ Hey) o

([(As ® Hyy @ 0p1, 8, ® Hyo) o (A @Ay @ Ay ® Hy )| ® A, @ H )

(m** @ H,,)o (Ax®axZ®Hm,t)o(Am®Hx,z®Az®mm,z,t)o(Ax®Hx,z®aHz,z,Az®Hz,t)o
(A ® Ay ® A, @ H,y)o(m™ @H, . ® A.®H, )0 (As ® 0y @ My y. ® A,®H, )0
([(Az ® H,y®om,, . &H, 2o (A ® Apy ® A4y ® Hy,z)] ® A, ®@H. ;)

= mf_, o(mf,. ®(A#H)..).

Logo a multiplicacao é associativa.
Vejamos agora a unidade de A#H. Devemos ter uma familia de morfismos em

V:

assim, é natural definirmos para cada = € X,

nt =n' @mn,.

Vejamos que a unidade definida dessa forma, satisfaz a equagao (3.2). De fato, para todo
x,y € X temos

mf,x,y © (Uf ® (A#H)x,y) -
= (mAx ® Hyy) o (Ar ® ape @ Hyy) o (Ap @ Hyp @ Ay @ Mg y) ©
(Ax ® nyx ® O-Hz,zyAz ® Hx,y) o (77AI ® (AZL‘,$ o nI) ®A.’E ® Hx,y)
—_——
3.1.15
= (mAx X Ha:,y) © (Aac ® Ay ® Hz,y) © (AJI ® HSL’J ® AZL’ & mmaxay) ©
(2.17)
= (mAI ® Hx,y) © (Aac Q 0z g @ Hx,y) o (Az‘ ® Hx,x ® A, ® mx@,y) o
(1" @ 0o ® [(As ® 1) © 91,4,] @ Hay)
—
(2.24)
= (mA” ® Ha;’y) o (’UAx X \[O!x@ o (nac ® Az)l®lmz,a:,y © (7735 & Hw,y)l)

-~

(4.4) (3:2)
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= (™ o (0™ © A,)|©H,)
(2.10)

= A, ®H,, = (A#H).,,.

E ainda,

m¥yy o (A#H)ay @nf) =

x’y7y
= (mAw ® Hr,y) 0(A, ® gy @ Hamy) 0(A, ® H,y ® Ay ® m%y,y) ©
(4 ® H,y® [UHz,yvAy © (Hw,y ® nAy)] ®Hy,y) o (A, ® Apy ®I® ny)

(.

(2.17)
= (m* @ Hyy)o (A ® \[O‘x,y o(Hyy® UAy)l ®Hyy) 0 (Ay ® Hyy @ 1 @ Migyy) ©
(4.12)
(A; @ Hyy @ op, 1 @Hyy) 0 (A @ Ayy @ T @1y)
—
(2.24)
= (m* @ Hyy)o(A: ® (n o Eay) ® Hyy) o (A ® Hyy ® \[mx,yvy o (Hypy® ny)l)o
(32)

(A ®Apy @ 1)
= (m* @ Hyy)o (A ® (' o Exy) ® Hyy) 0 (As @ Ayy)
= (\[mAz o(A; ® nt )l QO Hyy)(Ar ® L(gx,y ® Hey) 0 Agyl)

(2.10) (3.1.15)
= A:® Hyy= (A#/H%,y'
Portanto, A#H é uma V-categoria. O

O proximo resultado traz o isomorfismo visto na Proposicao 2.2.7 para o contexto
de categorias de Hopf. Para isso, consideremos H = (H, ). yex uma V-categoria de Hopf,
A = (H,)zex, com H, = H,, para cada z € X e a,, a acao diagonal & esquerda de
‘H em A dada pela Proposicao 4.1.35, de modo que o produto smash A#H esta definido
(4.1.37) e ¢ uma V-categoria (4.1.38). Além disso, vamos usar que e ¢ uma V-categoria,
conforme [5], com

m;:,y,z = (mx,y,z ® m:v,y,z) © (Hx,y ®om,,H,. @ Hy,z)-

Como se tratam de duas V-categorias, precisamos da definicao de isomorfismo
dada em 3.1.11.

Proposicao 4.1.39. Seja H = (H,,)zyex uma V-categoria de Hopf, A = (H,)zex €
Qg a agao diagonal a esquerda de H em A dada pela Proposicao 4.1.35. Entao existe
um isomorfismo entre as V-categorias A#H e H o H.

Demonstragao. Defina ¢ : A#H — H e H como os morfismos em V:

Pay  Hy @ Hyyy — Hyy @ Hy

definidos para cada x,y € X pela composi¢ao:

Py = (mx,%y ® Hﬂ&y) o(H, ® Aarvy)-
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Vejamos que ¢ ¢ um V-X-funtor.

#
SO‘T’Z © mx7yyz -

= My @ Hyp) o (Hy ® Ay ) 0 Mgy @ May,z) 0 (Hy @ 0y ® Hyy @ Hy ) 0
(H; @ Hyyy ® 0, i, @ Hy o) o (Hy @ Ayyy @ Hy @ Hy )
= (M. ®@ Hy2) 0 (Mypa @ He o @ Hy ) 0 (Hy ® Hy @ [Ay 0y .]) 0
3.1.15
(H, ® Qry @ Hyyy ® Hyz) o(H, ® H.,,® OH,,,H, @ Hy,Z) o(H, ® Ay @ Hy ® Hy7Z)
= (Mg @ Hy o) o (Mapga @ Mgy . @My ) o (Hy, ® Hy @ Hyyy @ o, 1, @ Hy )0
(Hy ® Ho @ Dy © Ay 2)0(Hy © sy Oy @ Hy)o(Hy © Hey @ 01 1, © Hye)o

4.1.35
HLL‘ ® Agj7y ® Hy ® Hy,z)

(

= (Maw: @ Hyz) 0 (Mage @Myy . @Myy.) o (He @Myy o ® Hyy @ow, b, @ Hy.)o
(He @ Mgy @ Hyy @ Ngy ® Ay )o(H, @ Hyyy @ Hy ® Sy y ® Hp y ® Hy ) 0
(Hy ® Hyy @ 0, o1, @ Hyyy @ Hy o) o (H, @ Ay @ Hy ® H, y @ Hy )0
(Hy @ Hyy @ o, o, @ Hy )o (Hy, @ A,y @ Hy @ H )

= (Maw: @ Hy2) 0 (Mage @ Mgy @My y.) 0 (Hy @ Myy . @ Hyy @ o, 1, @ Hy ) o
(Hy @ Mypyy @ Hy,® Ay y® Hy @ Hy . )o(H,@H, y@H,® S, y@H, y®@H, @ H, .)o
(H, ® Hyy ® [(UHz,y,Hy ® Hz,y) © (Hx,y ® UHz,y,Hy)] QRH, . ® Hy,Z) ©

(. J/

(2.19)
(H, ® Am,y Q@ Hyy @Hy Q@ Hy, ® Hy,Z)O (H, ® Aamy ® Hy ® Ay,Z)
= ([Ma,2,:0(Ma,2,0 @My 2) 0 (He @My o @ Hy y ® Hy o) 0 (Hy @y y @ Hy n @ Hy y @ Hy )]

(. >

*
@My y,2) © (Hy @ Hpyy @ Hy © Spyy @ Hyy @ OH, ., Hy. @ Hy,.)o
(Hy®@Hpy®@H,® Hy y @A, y@H, .QH,.)o(H,@H,y ® on, oH, 1, @ Hy.® H,.)o
(H, ® Apy®Hyy ® Hy® Hy, ® Hy,Z) o(H,® Apy® Hy® Ayz)

J/

-~

(3.1.15)
= ®.

Em * usamos (3.1) repetidas vezes conforme o diagrama a seguir:
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Hz@ma,y,yQ@Hy o @He,yQHy -
Hy®@Hey@H,QHy @ Hyy@H,

Hw@m:t,y,y@H\% Hw@mx,yyxTHx,y‘@Hy,z

H,®H,,®H,,®H, ,&H, .

He®@ma,y,yQmy 2,y QHy, - H$®Hm7y®Hy@®Hm7z = H,®Q H, ® Hm,y (029 Hy,z
O por L
(31) Hac®mac,y,x®H:t,z Myg,z,c@Mg,y,z
H,®H,,®H,® H, . H,2H,®H, . H,®H,,
Hy®@Hy y@m T,z w,:c,x@Hx,z
(3.1)
Hx@H% My,y,z Hﬁc®mx,m,z H.Z‘ ® H$,Z Mz,x,z
O por (3.1) SUwe

Hm X Hx,z

z
’ Hx®mac,y,z Myg,x,z

e entao, obtemos

= Mgz @ Hy o) o (Hy @My . @ Hy ) o (Hy @ Hyy @ My ® Hy ) 0
(He® My yy @My ey @Hy o @My )0 (He @ Hyy @ Hy @S,y @ Hy y®0p, 1, ©Hy 2 )0
(He®@Hyy@Hy® Hyy @0y @Hy.®H,,.) 0
(Hy ® Hyy ® [on, yom,,, " © (Aey @ Hy)|@H, . © Hyz) 0 (He © Dzy @ Hy ® Ay
(2.17)
= (Mae @ Hy ) o (Hy @ Mgy, @ Hy o) o (Hy @ Hyy @y, @ Hyp) 0
(He ® Mgy @ Hy @ Hy» @ myy,.) 0
(He ® Hyy ® Hy @ [mypy 0 (Suy ® Hey)| ® Hy, ® Hyy @ Hy ) 0
(
(

H,®H,y ® Hy® Hy(y @ Hy oy @ 0y, 1, @ Hy ) 0
H,®H,,®H,® i(Hx,y ® Agy) o Awl ®H,,® H,,)o
(3.1.15)
(Hy ® Hyy ® OH, 1, @ Hy. ® Hy.)o(H, ® Ay @ Hy®A)
= (Mo ® Hy2) o (Hy @ My, @ Hy ) o (Hy @ Hyyy @ My, @ Hy ) 0
(Hy ® Myyy @ Hy @ Hy, @ My,y,.) 0
(Hy ® Hypy @ Hy © Imy,w,y 0 (Say ® Hyy) 0 Aw,yl QHy:® Hey © Hyz) 0
(36)
2@ Hyy @ Hy® Hyy @ 0,y m,. @ Hyo)o(Ha® Hyy® Hy @ Ayyy ®H, - @ Hy )0
H, @ Hyy ®0p,,n, & Hy,® Hy.)o(H, ® Ay @ Hy®Ay,)
My @ Hy) o (Hy @ Mgy @ Hyo) o (Hy @ Hyyy @My, @ Hy ) o
Hy @ My y @m0y ® Hy, @ Myy,2) 0 (He ® Hyy @ Hy @ €4y ® OHy,y,Hy,. @ H,.)o
«® Hpy® Hy® Ay ® Hy.® Hy, )0
H,®@H,y®oq, , n,@H,,®H,.)o(H, ® N, ® Hy® A, .)

(H
(
= (
(
(H
(
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- (me,IE,Z ® HJL’,Z) o (HIE ® miE,y,Z ® HII?,Z) o (HI ® Hil?,y ® [my,y,z o (n'y ® H'y,Z)] ®HIE,Z) o

(-

-~

(3.2)
(He @ My © 1@ Hy, @ Myy,.) o (Hy ® Hyy @ Hy® I @ op, o1, © Hyz)o
(Hy® Hypy® Hy @ [(€3,y ® Hyy) 0 Nyl ®H, . ® Hy )0

(.

(3.;.,15)
(Hm ® Hﬂ%y ® O-H:c,vay ® Hy)z ® Hyz) © (HI ® AI»Z/ ® Hy ® Ayz)
== (mx,fz,Z ® HI,Z) o (H:E ® mm,y,z ® Hx,Z) < (Hx ® mx’y7y ® Hy,Z ® ml’,y,z) o

(. J
-~

(3.1

)
(Hx ® Hx,y ® Hy ® OHy y,Hy,» ® Hy,z) (Hx ® H:v,y ® OHy .y Hy @ Hy,z ® Hy,z) ©

J/

(0]
~

(2.18)

(H: ® Apy @ Hy® Ay )
= (May,z: @ Mayz) 0 (Meay @ Hy, @ Hyy @ Hy ) 0
(Hx ® Hx’y ® myvy»z ® Hxvy ® Hyyz) o (Hx ® Hw7y ® JHI,:WHZJ@H%Z ® Hyvzzo

(2.17)

(Hye ® Ay ©® Hy @ A, )

= (May, ®Myyz) o (Hey ®on, 1, @ Hy:) o (Myay @ Hyy @my,y. ® Hy.)o
(H; ® Ay @ Hy® A )

= m;,y,z 0 (Pry ® Py,z)-

Além disso,

Pz © nf - (mx,m,w X Hx) o (H:c X Az,aj) o (77:1: X nx)

S

(3.115)
(3:2)

Logo, ¢ ¢ um V-X-funtor.
Agora, defina para cada z,y € X o morfismo ¢, : H,, ® H,,, — H, ® H,,,
dado pela composicao de morfismos em V:

Yoy = (mw,yﬂf ® Haay) © (Hx,y ® Szy @ Hx,y) © (Hw,y ® Aw,y)

e vejamos que ¢, , ¢ isomorfismo em V com 1), , seu morfismo inverso para cada
z,y € X.

(m:my,ﬂc ® Hx,y) © (H:my ® Spy @ Hx,y) © (Hx,y ® Ax,y) © (mw,xvy ® Hfmy) ©
(Hy @ Agy)
(mLy,z ® Hyy) 0 (mz,r,y Q Hys ® Hz,y) o(H, ® Hyy @80y ® Hz,y) ©

J

Yoy © Yoy =

(31)
(Ho ® Hyyy @ Agy) 0 (Hy @ Agy)

(3.1.15)
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= (Mg ® Hm,y) o(H,® [mfc,y,m © (Hz,y ® Sr,y) © Ar,y] ®Hm,y) o(H,® Am,y)

(3:5)
(M @ Hyy) 0 (Hy ® 1, ® Hyy) 0 (Hy ® €4y @ Hyy) 0 (H, © A,y
(3.2) (3.1.15)
= H,®H,,.
Pay O Vry = (Mogy @ Hyy)o (Hy ® Agy) o (Myye ® Hyy) o (Hey @ Spy ® Hyy) 0
(Hay @ Agy)
= gmx,z,y ® Hyy) © (May,e @ Hyy @ Hyy) o(Hyy ® Spyy @ Hyy @ Hy ) 0
(31)
SHx,y ® Hyy @ Agy) o (Hey ® A:ay)l
(3.115)
= (Mayy ® Hyy)o(Hyy ® \[mymy 0 (Spy ® Hx7y)oAx,yl®Hx,y)o(Hx,y ® Agy)
(36)
= \(m%y,y ® Hyy) o (Hey @y ® Hx,y)/o\(H%y ® Eay @ Hyy) o (Hey ® Aw,y)j
= H,,®H,,.
Portanto, A#H e H e H sao V-categorias isomorfas. O

Note que ¢ : H @ H — A#H, definido pela familia (1, ), ex na demonstracao
acima, é também V-X-funtor por 3.1.12.

4.1.3 Coacoes de categorias de Hopf

Nesta secao apresentamos uma definicao de coagao de uma categoria de Hopf,
a qual nos permite mostrar que existe uma coacao no produto smash definido na secao
anterior. Usaremos isso na proxima se¢ao, para mostrar que este produto smash é uma
extensao de Galois no sentido definido por [§].

A definigao a seguir é basicamente a defini¢ao de H-comddulo (2.2.9) na categoria
V(X), assim, H aqui serd uma familia de coalgebras.

Definigao 4.1.40. Seja H codlgebra em V(X). Um H-comddulo a direita é um par
(A, p), onde A € um objeto em V(X) e p € dado pela familia de morfismos py, : Ayy —
Apy ® Hyyy em V, tal que os sequintes diagramas comutam para todo x,y € X:

Ay Pry Ayy ® H,,, (4.16) Ay P Ay ® Hyy (4.17)

Pz,y Aa:,y@Aac,y Aac,y®5:c,y

A%y ® H%y T‘ A%y ® H%y ® HQ;’y A%y ® ]

®Hz,y

Assim, A é um H-comodulo a direita se cada (A, ,, psy) € Hyy-comodulo & direita
em V. Pensando desse modo, definimos morfismo de H-comddulos:
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Definicao 4.1.41. Sejam H codlgebra em V(X) e (A,p) e (B,p) dois H-comddulos a
direita. Entao um morfismo f : A — B em V(X) € dito um morfismo de H-comodulos
se o sequinte diagrama comuta para todo x,y € X:

fx,y

A,y B,., (4.18)
Pz,y i)\z,y
Ax,y ® H:I:,y fz,y@Hz,y Bx,y ® H:I:,y

Definigao 4.1.42 (NOTACAO). Denotamos por V(X)) a categoria dos H-comddulos a
direita e morfismos de H-comddulos a direita, com H sendo uma codlgebra em V(X).

Observacao 4.1.43. Note que, a categoria V(X) € uma categoria monoidal conforme
a defini¢io dada em 3.1.1, e apesar de V(X)) ser subcategoria de V(X), ndo podemos
afirmar que € subcategoria monoidal do mesmo modo que o caso 2.1.11 sugere. O problema
ocorre ao tentarmos definir uma familia p para A e B, com (A, p?) e (B, p?) sendo H-
comodulos a direita. Sequindo o que temos do Exemplo 2.1.11 deveriamos ter:

A B
pm,y®pm,y szy®o—Hz,y«Bz,y®HI

Ax,y®Bm,y Ax,y®Hx,y®Bx,y®Hx,y

L’yélx,y®Ba:,y®Ha:,y®Ha:,y

A1y®‘szyy®m?

Ax,y ® Bw,y ® Ha:,y

Mas note que nao temos uma multiplicagao m que faga sentido em H,,, mesmo se con-
siderarmos H sendo uma C(V)-categoria.

Agora, pedindo mais estrutura de H e de A temos a definicao de H-comodulo
categoria:

Definigao 4.1.44. Sejam H uma C(V)-categoria e A uma V-categoria. Dizemos que
H coage em A, ou que A é uma H-comodulo categoria a direita, se as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

i) A é um H-comddulo o direita;

it) Os diagramas a sequir sao comutativos, para todo x,y,z € X :

My, = Px,z
Aac,y ® A%Z Am,z Az,z &® H$7Z

A
Pw,y®py,z mz,y,z®m19yvz

Ax,y ® H‘T,y ® Ay,z ® Hy,z Am,y ® Ay,z ® Hx,y ® Hy,z

(4.19)

Aﬂfyy@o-Hz,yyAy,z ®ny2
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77;64 Px,x
I Ay Apo ® Hy (4.20)

I®I

Estas defini¢oes generalizam a defini¢cao de H-comodulo categoria a direita dada
em [8] (segao 3.1), pois nesta referéncia as definigdes estao restritas a V = Vecy, porém
podemos fazé-las considerando V categoria monoidal trancada qualquer.

Definigao 4.1.45. Sejam H uma C(V)-categoria, e A e B duas H-comddulo categorias a
direita. Entao f : A — B é um morfismo de H-comodulo categorias se f é morfismo
de H-comddulos e € um V-X -funtor.

Definigao 4.1.46 (NOTACAO). Denotamos por V(X)* a categoria dos H-comddulo ca-
tegorias a direita e morfimos de H-comddulo categorias, com H sendo uma C(V)-categoria.

A nocgao de categoria de H-comodulo categorias dada acima serd usada apenas
em um dos resultados do capitulo 5. Por ora, vejamos alguns exemplos.

Veremos a seguir que os resultados de H e A# H serem H-comddulo algebras, que
vimos em 2.2.11 e 2.2.12, respectivamente, podem ser adequados para familias de objetos
e mofismos aqui neste contexto.

Exemplo 4.1.47. Seja H uma C(V)-categoria, € claro que H é uma H-comddulo categoria
com pgy = Ny, de modo andlogo ao que foi feito em 2.2.11. De fato, cada H, , é codlgebra
em V com A, ,, entao H € H-comddulo a direita. Também my.,, . e n, deve ser morfismo
de codlgebras e isso mostra que os diagramas (4.19) e (4.20) sao satisfeitos.

Proposigao 4.1.48. O produto smash A#H definido em 4.1.37 é uma H-comddulo ca-
tegoria a direita com pg, = Ay @ Ay .

Demonstragao. Vimos na Proposi¢ao 4.1.38 que A#H é uma V-categoria. Vejamos que
A#H & um H-comodulo a direita com p dado pela familia de morfismos p,,, = A, @ Ay,
Os diagramas (4.16) e (4.17) se tornam

Az®Az,y Az®Az,y

Az#Hz,y Am#Hx,y ® Hz,y Am#Hx,y Am#Hm,y X Hz,y
Az®Az,y Az#Hz,y®Az,y — AI#H%ZJ@EI,Q
Ax#Hx,y ® Hx,ymAx#Hx,y ® Hx,y ® H;L‘,y ACE#HCC,y ® [

Cada H,, ¢ uma codlgebra em V, entao o diagrama da esquerda comuta por
(2.11) e o da direita comuta por (2.12). Logo, A#H é H-comddulo a direita.

Vejamos que o diagrama (4.19) comuta. Aqui vamos fazer a composi¢ao dos mor-
fismos ao invés do diagrama (como feito em 2.2.12), devido a visualizagao ficar prejudicada
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pelo niimero de componentes dos tensores envolvidos.

przomil, . = (A @ Ay.)o(m™ @ Hy . )o(Ay @ apy @ Hy2) 0 (Ag @ Hyy @ Ay @ Mgy )0
(A ® H,y® OH, Ay @ Hy,Z) o (A, ® Apy @Ay ® Hy,Z)
= (A: ® Aw,z)o(mAw ® mx,y,Z)o(Aw@) Qzy ®Hx7y®Hy,Z)o(Ax®Hw,y X OH, A, ®Hy72)o

(Aq
(Aq
(Aq
(Aq
(m
(A
(Aq

=

3.1.15
® Ay ®A,®H,.)
® My, @ Mgy )0(Ar® Hyy ® OHg,y Hy,- ®Hy72)o(mAI ®A,y @H, . ®H,.)o
® gy @ Hyyy @ Hy, @ Hy o) 0 (Ay @ Hyy ®0p, 0, @ Hy, ® Hy )0
RN, ®A,QA,,)
T QO My @ Mgy ») 0 (As @ gy @ Hyy @ Hy, @ Hyy @ Hy ) 0
c®H,y @A, ®@H,y@op, 1. ®H,.)o0
® Hyy ® [(Ay ® Apy) 0 0H,,4,] OHy ® Hy.)o (A, @ Ay @ Ay ® Ay 2)

(2.17)

A

m* @ My @ Mgy ) O (A: ® Qpy @ Hpyy @ Hy, ® Hy y ® Hy ) 0

(A:E®Hx,y®Ay®H$:y® OHyy,Hy - ®Hy72)o\(Az®Hxvy® OHyy@Hzy, Ay ®Hy’z® Hyvz)o

.

(2.19)

(Ax®Hx,y®Ax,y®Ay®Hz®H )0 (A ©Apy @Ay ®A,)

(m
(4
“

(3115)
A ® My @My y )0 (Az @ gy @ Hyy @ Hy, ® Hyyy @ Hy ) 0
®ny®0-nyAy ®H92®Hmy®H%z)o
w®ny®ny®Ay®‘7szHyz®Hy,Z) (A:v®Hr,y®Hrvy®UHz,y,Ay®Hy,Z®Hy,Z)O

(Aq
(m
(A
(A
(m
(A
(m?

(2.18)

RNy @H,y @A, @Hy, ®Hy,)o (A @A, @A, @A)
@ My @ May,z) 0 (Az ® Ay @ Hyy @ Hy, ® Hyyy @ Hyy ) 0
cQHpy @o0p, 4, @ Hy, @ Hyy @ Hy.)o(Ax® ANy y ®A,Q Hy . ®H, y®H, )0
LQHy®0op, , a0m,. @ Hy 2o (A ® A, ®A,®A, )

A @ Hy e ®Hy ) 0(Ae® 0y ® Mz ® Ho )0 (Ae @ Hoyy @0, 0, @ Hy 2 ® Hy )0
33® Ayy ®Ay® Hy , @My y )0 (A, ®H, y®0n, , A0m,. ® Hy.) o (pry @ py:)
myy . @ Myy.z) © <A$®Hx7y®O’Hxﬁy7Ay®Hy,z ® Hy.) 0 (pry @ py.z).

Vejamos agora que o diagrama (4.20) comuta. Usando os dados que temos, o que

queremos mostrar é o contorno externo do diagrama a seguir, entao basta usar a defini¢ao
de n#* e que 1, ¢ morfimo de codlgebras para concluir que o diagrama que queremos

comuta.
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¥ Ar®@Dg e

I " A H#H,,

Ax#Hx,x X Hx,x

IT®l

Portanto, A#H ¢ uma H-comodulo categoria a direita. O

4.1.4 Extensoes de Galois

Em [8] ¢ apresentada uma defini¢do de extensao de Galois no contexto de cate-
gorias de Hopf, ao menos no caso em que ¥V = Vec. Como exemplo, [8] nos apresenta
duas generalizagoes de casos bem conhecidos que apresentamos na secao 1.2 de extensoes
de Galois para éalgebras de Hopf.

Nesta segao, apresentaremos as definigoes e exemplos de [8] para V = My, na
medida do possivel, e um novo exemplo, pois veremos que o produto smash definido neste
trabalho é uma extensao de Galois.

Fixemos nesta se¢ao V = M, e iniciemos com algumas defini¢oes:

Definicao 4.1.49 ([8]). Seja A uma H-comodulo categoria a direita. Os coinvariantes
de H em A sao dados por B = A°™ € Dy(X), com:

B, = A;;Hm ={a€Aps| prala) =a®1}.

Ou seja, os coinvariantes de H em A formam uma familia de k-mo6dulos indexados
por X, em que a Defini¢ao 1.1.14 pode ser aplicada para cada A, ,. Por isso mesmo, é
facil ver que cada B, é uma k-algebra, de modo que A“* & algebra em Dy (X).

Definigao 4.1.50 ([8]). Sejam H uma C(My,)-categoria e A uma H-comddulo categoria
a direita. Dizemos que A € H-extensao de Galois de B = A" se as aplicacoes

vy Aze ®B, Azy — ALy ® Hyy
a®b — aby® by

sao bijetivas para todo x,y,z € X.

Em [8] a defini¢ao de extensao de Galois acima esta contida em um teorema que
contém varias equivaléncias (Teorema 3.5), aqui vamos usar dessa forma pois é a maneira
mais proxima da definicao dada para o caso usual.

Observagao 4.1.51. Note que 37, poderia ser definido pela composicao de morfismos:

(mz,cc,y ® H.Z‘,y) o (AZ,CC ® pa:,y)
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porém até aqui ainda nao sabemos como definir os coinvariantes B para uma categoria
qualquer V, nem como lidar com o tensor sobre B, caso nao seja um k-mdodulo.

Vejamos a seguir exemplos de extensao de Galois:

Exemplo 4.1.52 ([8|). Seja H uma categoria de Hopf k-linear, vimos no Exemplo 4.1.47
que H € H-comddulo categoria. Além disso, os coinvariantes de H em H sao dados por
B com B, = kl,, para cada x € X, para verificar basta adaptar o que fizemos em
1.1.15. Assim, para verificar que H € H-extensao de Galois de B precisamos verificar se
a aplicacao

cy i H., @ Hyy — H,, ® Hy,

x?y :

dada por: B, = (Megy @ Hyy) o (H,p @ Ayy) € bijetiva para todo x,y,z € X.
Podemos ver, de modo muito semelhante ao que fizemos em 1.2.6, que

ol H.,®H,, — H.,® H,,

x?y :

dada por: of , = (M.y. @ Hyy) o (H,y ® Spy @ Hyy) o (H.yy @ Ay y) € inversa de B,

para cada x,y,z € X:

(
(mz,y @ Hx,y) © (mzmy Q@ Hy, ® Hx,y) O(Hz,x Q@ Hpy ® Spy ® Hx,y) ©

S

(3.1)
(HZ,ZZ' ® H.’E,y ® Al‘,y) o (HZ,$ ® AI,y)l
3.1.15
- (mz,x,x ® Hl’,y) o (Hz,x ® \[mx,y,x o (H.T,y ® SI,y) o Am,yl ®Hx,y> o (HZ,.Z’ ® Am,y)
(3:5)
== sz,x,x ® H.T7y) o (Hz,x ® nx ® HI,y)JOSHZ,I ® gl,y ® Hx,y) o (HZ7JT ® A$7y/)
(3.2) 3.1.15
- Hz,:c ® Haaya
e ainda,
65,@; o a;y =

= (mz,x,y o2y Hm,y) o (Hz,z ® A:p,y) © (mz,y,:p @ Hx,y) © (Hz,y ® S:r,y ® Hx,y) © (Hz,y ® Ax,y)
= \(mz,x,y ® Hyy) o (Mo @ Hyy @ Hyy)o(H,y ® Sy @ Hyyy @ Hyy) ©

S

3.1)
(H.y @ Hoy @ Ngy)(H.y @ Agy)
115

/

3.1.1
= (mz,y,y ® Hw,y) © (sz ® [my,m,y © (Sw,y ® Hftay) © Am,y] ®Hw,y) © (Hz,y &® Aw,y)

N J/

(3:6)
- sz,y7y ® Hyy) o (H.yny @ Hyy)o (H.yy ®@cpy @ Hyy)o (H.y @Ay y)

Y\ S

(3.2) 3.1.15
= H,,® H,,.

Portanto, B;, € bijetiva para todo x,y,z € X e H é H-extensao de Galois de B.
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Note que as familias de morfismos 7, e a; , no exemplo acima lembram muito
as familias ¢, , e 1, ,, respectivamente, que mostramos serem inversas em 4.1.39, por isso
a sequéncia de propriedades usadas na demonstragao é a mesma.

O exemplo anterior é uma das consequéncias do teorema fundamental para mo-
dulos de Hopf dado em [5](Teorema 10.2). Na verdade esse teorema, que apresenta va-
rias equivaléncias, nos permite enunciar um resultado mais forte: Dada H uma C(My)-
categoria, entao H ¢ categoria de Hopf se, e somente se, H & H-extensao de Galois de
B.

Em [8] (Teorema 8.2) temos outro exemplo de extensao de Galois, que ¢ a ge-
neralizagao do resultado de Ulbrich dado em 1.2.5, para enuncié-lo precisamos antes de
algumas definic¢oes:

Defini¢ao 4.1.53 ([8]). Seja G um grupdide e A uma categoria k-linear, ou seja, A é
Vecy-categoria. Dizemos que A é uma categoria k-linear graduada se

Z) A:p,y = @HEGz,yA97 v T,y € X;.
ii) 1, € A, Vo € X, com e, unidade de G, ;
iii) AgA; C Apr, Va,y,2€ X,0€Gyy, TEG,,.

Se tivermos no item iii)
AGAT = AQT,Vl',y,Z € X’ NS Gw,ya T E Gyvz’

entao dizemos que A é uma categoria k-linear fortemente graduada.

Mas, A é uma categoria k-linear graduada se, e somente se, A é kG-comodulo
categoria a direita, onde kG é a categoria de Hopf k-linear dada em 3.1.26, para k um
corpo. Isso é mostrado através de um isomorfismo de categorias em [8] (Proposigao 8.1),
mas ¢ basicamente a generalizacao do que fizemos no Exemplo 1.1.17. Com isso, podemos
enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.1.54 ([8]). Sejam G um grupdide e A uma categoria k-linear graduada. Seja
também B = A“*C q dlgebra na categoria diagonal com B, = A,, para cada v € X.
Entao A € uma kG-extensao de Galois de B se, e somente se, A € fortemente graduada.

Os dois casos apresentados acima, nos fornecem exemplos de extensoes de Galois
no contexto de categorias de Hopf e foram dados em [8]. No proximo resultado, apre-
sentaremos um novo exemplo dessa extensao de Galois que foi inspirado pelo caso usual
de que o produto smash é uma extensao de Galois (Exemplo 1.2.7). Este exemplo s6 foi
possivel trazer para este contexto devido ao produto smash definido nesse trabalho em
4.1.37 e foi um dos nossos objetivos desde o inicio.

Teorema 4.1.55. Seja H uma categoria de Hopf k-linear e A uma dlgebra em Dy (X)
tal que oo = (Qpy)zyex € uma agdo diagonal de H em A. Entao A#H € H-extensio de

Galois de A.

Demonstra¢ao. Vimos em 4.1.48 que A#H ¢ H-comoddulo categoria a direita com p,, =
A, ® A, ,, porém ainda precisamos ver quem sao os coinvariantes de A#H.
Conforme a definigao dada

(A#H)2Hre = {a#th € Ay ® Hyy | poo(a#th) = a#th @ 1}
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assim, o célculo ¢ o mesmo de 1.1.16, e obtemos:
(A#H)Lr = A #k1y, .

Ja o isomorfismo de k-algebras A,#kly, , ~ A,, que é o andlogo ao que é dado
em 1.1.16, segue de uma forma um pouco diferente. Da mesma maneira que foi feito em
1.1.9 temos que existe um morfismo ¢, dado por:

ar—> a#le’z

que é k-linear, sobrejetor e morfismo de k-dlgebras. Ja para mostrar a injetividade, defina
Ty @ Ay ® klg,, — A, como sendo T, = 0y © 04, k1, - Entdo temos 7, 0 ¢,(a) = a
para todo a € A, e, portanto, ¢, é injetora para todo z € X.

Assim podemos usar que para cada x € X:

(AH#H)oe = A #kly, , ~ A,.

z,T

Como esse isomorfismo acima é um isomorfismo de k-algebras para cada x € X, temos
um isomorfismo de algebras na categoria Dy (X):

(A#H)<H ~ A.

Agora, precisamos verificar que a aplicagao seguinte é bijetiva para todo x,y, z €

;,y D(A#HH) 2w @a, (A#FH)wy — (A#FH).y © Hyy,
(a#th) ®a, (b#g) > (a#th)(b#9)o @ (b#9)1-

Mas note que podemos usar notacao de Sweedler aqui, j& que os objetos sao
k-moédulos, e de modo semelhante ao que foi feito em 1.2.7, podemos considerar

sy ((a#h) @ (1a,#9)) = (a#h)(1a,#g1) ® g2 = aFthgr @ g,

paraa€ A.,,he H,, e g e H,,.
Isso pode ser feito porque o modulo é sobre A, e temos:

o (A#HM)., = A, #H,, é A,-modulo a direita via produto smash:
(a#h) - d' = (a#h)(d'#1, )
e

o (A#H),, = A, #H,, ¢ A,-moddulo & esquerda também via produto smash:
a - (a#h) = (' ® 1,.)(afth).
Defina para cada x,y,z € X a aplicacao:

0, AHH., © Hyy — A#H,, © A#H,,
a#th®@g — a#hS.,(91) @ 1a,#9o
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e verifiquemos que ¢} , ¢ a inversa de 3;  para todo x,y,z € X. Sejama € A,, h € H.,
e g € H,, temos:

(90;3, © ;y) ((a#h) @ (1a,#9)) = @fc,y(a#hm ® g2)
= a#hg1Ssy(92) ® 14,#g5 por (3.5)
= a#he,y(g1) ® 1a,#9>
= a#h® 14 #g

(B, 0@l )a#h®g) = B, (a#hS,y(g1) ® 1a,#92)
= a#hS,y(91)g2® g3 por (3.6)
= aftheay(g1) ® g2
= a#h®g.

Portanto A#H é H-extensao de Galois de A. ]

4.2 UMA OUTRA VERSAO DE PRODUTO SMASH

Nesta secao apresentaremos um produto smash jé existente na literatura para este
contexto de categorias de Hopf, chamado produto smash cluster. Este produto smash usa
a nocao de V-categoria dual, e por isso, necessita de uma versao de ‘acao’ diferente da
Defini¢ao 4.1.23 dada na se¢ao anterior. Além disso, decorre desse produto smash outra
defini¢ao de extensao de Galois ([8]), que difere da defini¢ao apresentada em 4.1.50.

A referéncia base desta segao foi [8], em especial a se¢ao 6 desse artigo, porém
nesta referéncia todas as defini¢oes sao dadas sob a categoria Vec,. Aqui, na medida
em que for possivel, as defini¢oes e resultados serao apresentados considerando V uma
categoria monoidal estrita trancada arbitraria. Nos casos em que nao pudermos tomar V
qualquer, assumiremos V = M, a categoria dos k-modulos com k& um anel comutativo.

4.2.1 Produto smash cluster

Nesta primeira subsecao definiremos o produto smash cluster na sua versao a
esquerda, visando principalmente fazer uma comparacao com o produto smash criado
na segao anterior. Além disso, apresentaremos uma extensao de Galois dual e alguns
resultados relacionados a esta nogao, dados por [8], os quais parecem terem sido inspirados
pelos resultados dados na secao 1.2 para extensoes Hopf-Galois.

Comecamos esta secao definindo um cluster e algumas defini¢oes correlatas.

Definigao 4.2.1. Um cluster A com classe subjacente X consiste de uma classe de V-
categorias com classe subjacente X, indexadas por X, isto €, para todo x € X temos uma
V-categoria A”.

No caso de V = My, dizemos que A é um cluster k-linear [8].

Definigao 4.2.2. Sejam A um cluster com classe subjacente X e B um cluster com classe
subjacente Y. Entao um morfismo de clusters f : A — B, € para cada x € X um
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V-funtor f: A* — Bf®) Assim, temos uma fungio f: X — Y e morfismos em V:

xr . T f(x)
fy,z : Ay,z . Bf(yxf(Z)

que satisfazem os diagramas (3.3) e (3.4).

Como para cada z € X temos um V-funtor na definicao acima, podemos definir
um isomorfismo de clusters baseando-se na definicao de isomorfismo de V-categorias dada
em 3.1.11:

Definigao 4.2.3. Sejam A e B clusters de classe subjacente X. Se para cada x € X temos
um V-X-funtor f* : A* — B®, tal que f;, Ay, — B, € um isomorfismo em V para
todo x,y,z € X, entio dizemos que f : A — B é um isomorfismo de clusters.

Note que usando 3.1.12, podemos concluir que para cada x € X, existe um V-
X-funtor inverso ¢* : B* — A”, isso implica a existéncia de um morfismo de clusters
inverso g : B — A.

A seguir apresentamos mais algumas defini¢oes, que sao adaptagoes daquelas
dadas em |[8] feitas para clusters k-lineares na versao a direita.

Definigao 4.2.4. Seja A um cluster. Entao um A-modulo a esquerda é um objeto
M € V(X), junto com morfismos:

wyvzvr : ‘Aay:,Z ® MZ7$ Myv‘x

tais que as sequintes condigoes de associatividade e unidade sao satisfeitas, para todo
x,y, z,u € X:
wy,z,r ° (Aéj,z ® l/Jz,u,m) - ¢y7U,I © (mz,z,u ® MU,SU) (421>

Vyy,z © (77; & Myw) =M, (4.22)

ou seja, 0s sequintes diagramas comutam para todo x,y,z,u € X:

" - Az My @My o .
Ay,z ® Az,u ® Mu,x Ay,z ® MZ@ I'® My,x Aya/ ® M oz
mz,z,u®MuyT ’Z’y,Z,w ~ 'pr,y,z
x
AT @ My, ; M,, M, .
y,u,T

Definicao 4.2.5. Seja A um cluster e sejam M e N A-mddulos a esquerda. Entao um
morfismo de A-mddulos [ : M — N é um morfismo em V(X) que satisfaz a sequinte
propriedade

om0 M =N, (AT ® f..). (4.23)

Observagao 4.2.6. Denotamos por 4M a categoria dos A-mddulos a esquerda e morfis-
mos de A-mddulos, com A um cluster.

Vejamos agora um exemplo de cluster k-linear.

Exemplo 4.2.7 (|8]). Sejam B uma categoria k-linear diagonal, conforme defini¢ao dada
em 4.1.5 ¢ A € My(X) um B-mddulo a direita no sentido da Defini¢ao 4.1.1, ou seja,
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existe uma familia de aplicacoes k-lineares 1y, + Ay y ® B, — Ay, satisfazendo condi-
coes de associatividade e unidade apropriadas.

Com base nesses dados, vamos introduzir um cluster k-linear que chamaremos
de Endg(A). Para cada v € X, devemos definir (Endg(A))* de forma que seja uma
My.-categoria, defina entao:

(Endp(A)), . = Homp, (A, ., Ayz).

Como A, , e Ay, sao By-mdodulos a direita para todo x,y,z € X, essa defini¢ao
faz sentido e, além disso, Homp, (A, ., Ayz) € um k-mddulo. Portanto, para cada v € X
temos uma familia de k-mdodulos indexados por X x X.

Agora precisamos definir a familia de morfismos que dd a multiplicagcio para cada

re X:
my .. (Endp(A))y . @ (Endp(A));, — (Endp(A))y,-
Isto pode ser feito através da composicao de morfismos: mgjzu(f ®g) = fog, pois

se f € Homp, (A, ., Ays) € g € Homp, (Ayu, A, ), entdo existe a composicao f o g e
fog € Homp, (Auz, Ayz). Dessa forma, € claro que mj , , satisfaz a associatividade
(3.1).

Por fim, definimos a familia de morfismos

n, -k — (Endp(A)),

Y.y

como sendo o morfismo identidade em A, .. Isso nos fornece diretamente a igualdade
(3.2).
Portanto, Endg(A) € um cluster k-linear.

O cluster Endg(A) apresentado no exemplo anterior, recebe o nome de endo-
cluster a direita de A.

Se usarmos um B-moddulo & esquerda no exemplo acima, temos o endocluster a
esquerda pEnd(A), que é dado conforme exemplo a seguir:

Exemplo 4.2.8 ([8]). Sejam B uma categoria k-linear diagonal e A € My(X) um B-
modulo a esquerda no sentido da Definicao 4.1.1. Um endocluster a esquerda de A,
denotado por pEnd(A), € um cluster definido como seque:

(BEnd(A));z =g, Hom(A,,, As2).
As aplicacoes de multiplicagao sao dadas pela composicao oposta:

My L0 . Hom(Ayy Ay) @ g, Hom(Ay ., Av) — B, Hom(Ay y, A i)
[ ® gvr— gof

e a unidade de (gEnd(A))%, € a identidade A, .

Y.y

Para definir um produto smash, precisamos ter alguma nog¢ao de agao entre os
objetos envolvidos. No produto smash de A#H definido em 4.1.37, H era uma C(V)-
categoria e A era uma familia de algebras indexadas por X. A nogao de agao usada era a
dada por 4.1.23, que dependia da definigao de modulo diagonal 4.1.7. Aqui veremos que
a diferenca com esse produto smash ja comeca nos objetos envolvidos, pois o papel de H
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seré representado por uma A()V)-categoria dual (lembre-se da Definigao 3.1.33) e o papel
de A seré substituido por uma V-categoria. A defini¢ao a seguir fornece a nogao de ac¢ao
entre estas estruturas, que sera usada no produto smash cluster.

Definigao 4.2.9. Seja C uma A(V)-categoria dual. Uma C-mddulo categoria a es-
querda ¢ uma V-categoria A tal que:

i) (Azy, Vsy) € um Cyy-modulo a esquerda em V, para todo x,y € X ;

ii) Os sequintes diagramas sao comutativos, para todo z,y,z € X :

Oz,z®mz, \Z "pZ,Z
Cx,z ® A:L",y & Ay,z k Cx,z & A:):,z Am,z
Am,y,z®Aac,y®Ay,z My,y,z
Cw7y®0yvz®Ax7y®Ayzzc’z,y®a-cyyz’Az’y®Ay’sz:y®szy®Cy7Z®Ay’Z ¢w,y®¢y,z A%y@Ava
(4.24)
Cpy® 1 Co®iy O,y ® A 4.25
vy ® vy ® Y,y ( : )
~ Yy,y
Cyvy Ey I Ty Ay»y

Algumas observagoes sobre a definicao acima se fazem necessarias:

Observacao 4.2.10. 1) A Definicao 4.2.9 é mais geral do que a dada em [8|, jd que
consideramos a categoria V qualquer. Desse modo, as propriedades foram dadas em
termos de composi¢ao de morfismos, em [8] € firado V = Vecy e entao elas podem
ser vistas em termos de elementos.

2) A propriedade (4.25) foi acrescentada a definigao. Essa corregao foi realizada ba-
seada nas outras definicoes dadas de ‘acao’, como a 4.1.23, e devido aos resultados
que virao na sequéncia que necessitam de (4.25) em suas demonstragoes.

3) Optamos por dar a definicao de C-mddulo categoria a esquerda, ao invés de a di-
reita, porque dessa forma teremos o produto smash cluster de A e C, facilitando a
comparagao com a defini¢ao de produto smash dada anteriormente. No artigo |8] as
versoes a direita destas definicoes sao as mais detalhadas. Vamos expor brevemente
as versoes a direita na secao subsequente.

Tendo a definicao de ‘acao’ acima, podemos apresentar a definicao de produto
smash cluster de uma forma mais abrangente do que aquela apresentada em [8|:

Definigao 4.2.11. Sejam C' uma A(V)-categoria dual e A uma C-mddulo categoria a
esquerda. O produto smash cluster de A e C, denotado A#C' € para cada x € X um
objeto (A#C)* em V(X)) dado por:

(A#C)Z,z = Ay,z X Cz,x
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Juntamente com uma familia de morfismos em V, para cada x € X :
definida pela sequinte composi¢ao de morfismos:

mz,z,u = (my,z,u ® Cy m) © (Ay 2 QU ® mu,r) © (4‘26>
(Ay,z & Cz U ®oc A, ® Cu,x) o (Ay,z & Az,u,x X Az,u & Cu,:c)

U,

Note que m,, ., (com trés indices) indica a multiplicagdo na V-categoria A e m,, ,
(com dois indices) indica a multiplica¢ao na algebra C,, ..
A proposicao a seguir confirma o que o nome produto smash cluster ja sugere.

Proposicao 4.2.12. O produto smash cluster A#C' é um cluster.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que para cada x € X, (A#C)* é uma V-categoria. Come-
gamos mostrando que a composi¢ao de morfismos dada em (4.26) para x fixado, satisfaz
(3.1) para todo y, z,u,t € X. O calculo a seguir é analogo ao que foi feito na demons-
tracao da Proposicao 4.1.38, basta fazer algumas adaptacoes considerando os morfismos
e indices que temos para esse caso.

myzt ((A#C) ® miut) =
= (My.t ®Ciy)o ( e @ Uz @My ) 0 (Ay . ®C.; ®0c,, 4., ®Ciy)o
(Ay: ® D51 @A ®Crz) 0 [Ay: ®Cop @ [(Miur @ Cr) 0 (Asu @ Pug ® Myz) 0
(Ary ® Cut @ OC 2, Aus @ Cra) 0 (Ap @ Nytn @ Ayt @ Ct )]
(My20 @ Crg) o (Ay. @Y. @Mmyz)o(Ay, @C; ® \[Uct,x,Az,t o(Crs ® mz,u,t)l ®Cy )0
(2.17)
(A :RC.;RC DA, @y @My ) 0(Ay . RC, RC ;R A, ,®C Q0c, , 4., DCig)0
(Ay: 8,1, QA @ Ayte ® Ay @ Chy)
= (My,2t ®Cy)0(Ay. ® [Pz 0(C.y ® mzut)l ®C12)0(Ay @ C. @A, @ Ayy ® myg)o
(454)
(Ay: ®C.i ®00, 44,0040, @ Cra) 0 (Ay . DC.; ®Crp @ ALy @Yy @ Myy) 0
(Ay,z®Cz,t®Ot,z®Az,u®cu,t®o-ct,m,z4u7t ®Ct2)0(Ay 00,1 ,QA, @Ay 12 QAL RCy)
= (My,2t ®Cra) 0o (Ay . @ M © (Vou @ Yuy) 0 (Cos ® ¢, 44, @ Aut)] ® Cra) 0
(Ay QA 41 @A, @Ay @My z)0 (Ay,z®0z,t®\[0-0t or Az @At (Ct,x®Az,u®¢u,t)]l®mt,x) °
(2.17)
(Ay,z®Cz,t®Ct,m®Az,u®Cu,t®O_Ct,z,Au7t®Ct,:r)o(Ay,z®Az,t,x®Az,u®Au,t,x @At RCh,)
= o,

onde em (2.17) estamos usando naturalidade da tranga para comutar o seguinte diagrama:
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Uct,z 1AZ,’LL ®Cu,t ®Au,t

Ct,z ® Az,u ® Cu,t ® Au,t Az,u ® Cu,t ® Au,t ® Ct,x
Ct,z®Az,u®¢u,t Az,u®¢u,t®ot,z
Ct,x ® Az,u ® Au,t Az,u ® Au,t ® Ct,x

Uct,zaAz,u®Au,t

©® =
= My ®Cra) 0 (Ay @m0 ® Crz)o(Ay. @Y. ® Ay ® Cyp) 0
(A,.®0C, QA4 ®\[¢u,t 0(Cyut® Py 1)|RCy )0 (A, . RC, & OCy 1 An 0 DCu 1 @ Ay @My )0
(2.37)
(Ay,: ® Cru ® Cup @ OCt 0,4z u®@Cut®Aus O My ) ©
(Ay R0 41 ®C @A, ®Cy 1 ®0¢, ;. 4,,DCta)0(Ay QD 1, QA L @Ayt At RCrg)
= My ®Cra) 0 (Ayz @M ® Cra) o (Ay. @0 @ huy ® Cra) 0
(A .RC, A, @My @Ay @my 5 )0 (A, - RC,u®0¢, 1,4, OCu i@ AL RCi s ® M) O
(Ay: @ Cou ® Cut @ 06,4, 4. u0(Cup8duy) @Cta @ Cia) ©
(2.18)
(Ay DA, 11 RC QA RCy 1 Q0¢, 4, RCtz)0(Ay RN QA QA1 ® AL RCy)
= ([my,e10 (Ay: @M ut)] ®Cs) 0 (Ayz @ Vs @ Puy ® C ) 0

(31)
(Ay,z ® Oz,u ® Az,u ® mu,t ® Au,t ® [mt,z o (Ct,:s ® mt,m)]) o
(3.?33)
(Ay,z®0z,u® [(UC’u’t,Az,u ®Cu,t®Au,t®Ct,a:®Ct,:c)o(cu,t®Az,u® O-C’t’x,Cu,t@Au,z ® Ot,x)o

(Ou,t & O-C't,z,Az,u ® Cu,t ® Au,t ® Ct,a:) o (Cu,t ® Ct,a: ®Az,u®cu,t®o-c’t,g;,z4u,t)] ®Ct,:c)o

v~
*

(Ay,z ® [(Az,u,t ® Ct,a;) o Az,t,x] ®Az,u ® Au,t,:{; ® Au,t ® Ot,z) - @

N J

(3.13)

O proximo diagrama mostra o que usamos em * de maneira analoga ao que foi
feito na Proposicao 4.1.38.



155

Cut®Ct,a®Az u®Cu,t®0¢Cy Ay,
Cu,t X Ct,a: & Az,u X Ou,t & Ot,z X Au,t Ou,t X Ct,;r & Az,u & Ou,t & Au7t & Ot,:v

UCt,l.,Azyu®cu,t®ct,x®14u,t

O por (2.19)

O'Cu’t®Ct7x,A27H®Cu,t®0t,x®z4u,t Cu,t®AZ,’LL®Ct,w®cu,t®ct,z®f4u,t Cuat®0'Ct,9;,Azyu®cu,t®Au,t®Ct,x

Ucu’t Az u ®Ct,z ®Cu,t®ct,z®Au,t Cu,t®Az,u® t,x ®Cu,t ®Uct,z VAt

A ®Cu 1 RC 0,1 QC @ Ay g Cut®A, RC;RC, 1 QA RC 4

Cu,t®Az,u®0'Ct’x,Cu’t®Au,t
O por (2.18)
Ou,t®Az,u®Ou,t®0t,:c®Au,t®Ot,x C“’t®AZ’“®UCt, vCu,t®Au,t®Cfaz

Az u®Cut®0cy ,,C,,  ®CtaQ@Au t = Ou,t®Az,u®Ou,t®Au,t®Ot,z®Ot,x

AZ,U ® Cu,t X Cu,t X Ct,m ® Au,t X Ct,w TCy,1,Az,u®Cut®Aut®Cte®Ct o

Az,u®Cu,t®cu,t®ct,z®0'ct’z,Auyt Az,u®0u,t® u,t®o'Ctyz,Au,t ®Ct,a;

O por (2.19)
Az,u ® Cu,t ® Cu,t ® Ct,a: ® Ct,a: ® Au,t Az,u ® Cu,t ® Cu,t ® Au,t ® Ct,z ® Ct,x

Az,u®cu,t®cu,t®ac’t’z®Ct,z,Au t

Assim, no lugar de x que é a composicao dos morfismos do contorno superior e direito
do diagrama, substituimos pela composicao dos morfismos do lado esquerdo e inferior e

obtemos:
® =

= ([myue 0 (My 20 ® Aut)] @ Cra) o (A @Yo @Yy ® Cry) 0
(Ay:®C, @Ay @Myt @Ayt @Myt 1) 0(Ay . ®C, u® A, ®Cy 1 ®Cy @ Ayt @My ®C 1) 0
(Ay:®C.u®A,  ®Cu® Cut®0¢, ,0C: 2,40 @ Cra)0
(A yz®0zu®Azu®Out®0-Ctm,Cut®Ct;t®Aut®th)
(A e ® Cou® 00, 00 ..,A Zu®0ut®ctz®f4ut®cta:)
(Ay: @ [(Cou @ Aytz) 00z @ Apyy @ Aty @ Ayt @ Ciy)
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= ([myut 0 (Myz0 @ Aur)] ® Cri) 0 (Ay s ® Az @ Yoy @ M) ©

(Ay . @Yoy @My @ Ayy ® Crp ® Cyyp) ©

(A ®C,u® A ®Cuy ® Cuy ® L(Au,t ® My q) © (Uct,xe@()t,w,Au,t)l@Ot,x) o

(2.17)
(A ®C.u® A ®Cut ®0¢, 1,00, ® Cra @ Ay @ Cyy) ©
(A, 0C,u,® [(Ucu,t@)ct,z,Az,u) 0 (Auts®@A,u)]| @ALt: @ Ayt @ Cyy) 0
(2.17)

(Ay: @80z ® A,y ®Cup ® Ay ® Cy )
= (Myur ® Cry) 0 (Ayu @ Yur @ Myz) 0 (My 20 @ Cup @ 06,44, @ Cre) 0

(Ay @Y, ®I(mu,t ®@myz)o(Cuy ® 0C)2,Cus @ Cra)o(Aytze @Ayt a)] @A @ Cyyp)o

(3.1.33)
Ay . ®Cu® 0¢, 1A, OCuz @A ®Ct2)0(Ay @A s @A w® Cue®Au®@C,)
Myt @ Crz) 0 (Ayy @ Yy @ Myy) 0 (A ® Cup @ 0, 4,40, @ Cra) ©
[myzu (Ay @12 0)]| @[ Aptg ©Myz] @ Ay @ Cpy)o
Ay RCu® 00, 4 4., OCuz @Ayt ®Ctz)0(Ay:® Azne @A u® Cup®Au; ®Cig)
= (Myut ® Cry) 0 (Ayy @ Yy @ Myz) 0 (A ® Cup @ 00, 4,40, @ Cra) ©
(Ay @Ayt 2@ AL RCt 5)0(My 2y RCy @Ay 1 RCh 1) 0(Ay . @Y, @My @Ay 1 RCy ) 0

(Ay,:®C,u® 00, ,,4. 0 ®Cuz ®Aut®Cz)0(Ay:® Aruy ®AL 4 ® Cuz®Au 1 ®Ch ;)
vt © (my zu @ (A#C); )
Logo mj _ , satisfaz a equagao (3.1).

Agora, para a unidade de (A#C)”, devemos ter para cada x fixado, uma familia
de morfismos em V:

= m

ny I — (A#C); ,

Definimos entao, de maneira natural, n;’ = 1, ®1, ., para todo y € X, onde 7, é a unidade
na V-categoria A e 7, , ¢ a unidade na édlgebra C,, ,. Vejamos que desa forma, 7 satisfaz
a equagao (3.2).

(my,y,z ® Cz,:v) © (Ay,y R Py, ® mz,:c) © (Ay,y ®Cy; ® 0C; 2,4y, @ C.z)o
(ny ® (Ay,z,z o ny,ﬂ?) ®Ay,z ® CZ,CE)
—
(3.1.33)
= (my,y,z ® Cz,:v)o(Ay,y ® Py . ® mz,x) © (le @ Ny,z @ [(Ay,z ® nz,r> © UI,Ay,z] ® Cz,x)
——
(2.24)

- (my7y,z ® Cz,x) o (ny ® \[wy,z o (ny,z ® Ay,z)l®\[mz,x o (nz,x ® CZ,[L‘)]/)

-

(2.38) (3.1.33)

([ 0 (1, © 4,.)] 8C-.)
(3:2)

= A,.®C., = (A#C):,

E ainda,
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my ..o ((A#C), . ®@n.) =

= (My,:®C.p)o(Ay. @Y., Q@m,,)o0

(Ay: @Ce @00, 4., 0 (Coa ®0:)| ®C:2) 0 (Ayz @ Bzoo @ T R 1)z0)

(2.17)
= (Myz: ® Cop) 0 (Ay: ® [U0:2 0 (Clp ®1:)| @My) 0
(455)
(Ay:®C..®00,,10C.5)0(Ay. QA .. @I DN.,)
——
(2.24)
= (my,z,z ® Cz,:r) © (Ay,z ® [77z © 52] ® imz,x © (Cz,m ® nz,x)l) o (Ay,z ® Az,z,x X I)
(3.?33)

= ([myzz0(Ay: ©n:)]®C.0) 0 (A @ [(£: @ Clp) 0 A, 25 ))

(??3) (37?4)

= A,.®C.. = (A#C), .

Portanto, (A#C')” é uma V-categoria para todo =z € X.

A partir daqui consideraremos ¥V = M.

Definicao 4.2.13 ([8]). Sejam C' uma categoria semi-Hopf k-linear dual e A uma C-
mddulo categoria & esquerda. Entdo definimos a dlgebra diagonal B = A€ como sendo
uma familia de k-mddulos indexados por X, B = (By)zex, onde cada B, € dado por:

B,={a€A,.|c-a={(e,c)a, VceCypy} (4.27)

Note que para cada x esta definigao é a mesma dada em 1.1.3 para os invariantes
de C,, em A, ,. Vejamos a seguir que de fato B ¢ uma algebra.

Proposicao 4.2.14. A dlgebra diagonal é uma dlgebra na categoria Dy(X).

Demonstragao. Vejamos que para cada z € X, B, é uma k-algebra. Como B, C A, , e
(Ayz, My o0, ) € uma k-algebra, basta vermos que my ;. (a®b) € B, para todo a,b € B,
e que 773?(1]6) =1, € Bz

De fato, sejam a,b € B,, para todo ¢ € C, , temos:

¢ - (ab) (V2,2 0 (Coe ® My ) (c®a®b)  por (4.24)
(caa) - @)(Caq -b)  por (4.27)

= (&, C(lxz)> <€xac(2mx)>b
(€zrca :m) (€2 C2,0,2))) ab por (3.14)
(

€z, C) ab

Também, para todo ¢ € C ,,

c-ly=c- (1) = Ypgpo(Copw@n)(c®1y) por (4.25)
= <5ffvc>77x(1k) = <€I,C>1x.
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Portanto, B ¢ uma algebra em Dy (X). O

Como a algebra diagonal B = A® ¢ uma algebra em Dj(X), entdo B é uma
categoria k-linear diagonal conforme 4.1.5. Além disso, sendo A uma M-categoria, A
pode ser vista como B-moédulo a direita com v, ,, = mg,,, entao temos um cluster
k-linear Endg(A) conforme 4.2.7.

Juntando a isso a Proposicao 4.2.12, faz sentido definirmos o morfismo a seguir.

Definigao 4.2.15 ([8]). Sejam C' wuma categoria semi-Hopf k-linear dual, A uma C-
mdodulo categoria ¢ esquerda e B = AC a dlgebra diagonal. Entdo temos um morfismo
candnico de clusters

¢ A#C — Endg(A)

dado pelas formulas

Oyt Ay ®Cop — Homp, (A, ., Ay ) (4.28)
P, (a®c)(d) = a(c-d).

Proposicao 4.2.16. O morfismo ¢ definido por (4.28) é um morfismo de clusters.

Demonstracao. Note primeiramente que a classe subjacente dos dois clusters envolvidos
é X e que, pela forma como ¢ foi definido, ele atua nos elementos de X como identidade.
Assim, de acordo com 4.2.2, precisamos ver que para cada r € X, ¢ : (A#C)* —
(Endg(A))* é um My-X-funtor.

Vejamos que ¢y , estd bem definido. Para todo a € A, ., ¢ € C,, temos que
¢y .(a®c) é uma aplicagao k-linear de A, em A, ., ja que as aplicacoes envolvidas sao
k-lineares. Também ¢y . € k-linear pois ¢ linear em cada entrada do tensor. Falta vermos
somente que goiz(a ® ¢) ¢ morfismo de B,-modulos a direita. Sejam o’ € A,, e b € By,
temos:

(a'b)) por (4.24)
C(1z) - @) (Caa - b)) por (4.27)

e (a®a)dh) = alc-
(

= alc@z) Cl)(<5a:7c(2,x,l‘)>b)
(
(c

= a

= a([ca,z0)(Es, C20))] - @')b  por (3.14)
= a(c-d)b
(y,.(a®c)(a))b.

Verificaremos agora que o diagrama (3.3) comuta, o que nesse caso, significa
mostrar que o diagrama a seguir comuta:

(A#C)2, @ (AH#C)2, Lot (A#C)e,

T T T
@y,z®<pz,u Soy»u

(Endp(A)), . © (Endp(A))7, (Endp(A))y.,

$7Z,U

Note que a multiplicacao na seta superior do diagrama é a multiplicagao definida

m (4.26), enquanto que a multiplicagdo na seta inferior do diagrama ¢ a composic¢ao de
morfismos que foi definida no Exemplo 4.2.7.
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Sejama € A, ,,ceC,,,d €A,,, decC,,ebe A,,, temos entdao

((Pyuomy.)@a®@c®@ad @d))(b) = (py.(alcazu a)® cunc))(b)

= (a(cazm - ) ((c@unc)-b) por 4.2.91i)
( )(cum) - (¢ - D)) por (3.1)

Couz) - (-D))) por (4.24)

yla@c)(a
= #,:(a@9[(¢L,(d @) (D)]
= ((my.uo (). @) (a@c@ad @d))(b).

Y,z

Por fim, verificaremos o diagrama (3.4). Lembre-se que a unidade em (A#C);,
¢ dada por gy, = 1, @ 1., com 1,(1;) = 1, sendo a unidade em A, , e 1, (1) = 1,,
a unidade na algebra C,,. A unidade em (Endp(A)); ,, conforme visto em 4.2.7, é o
morfismo identidade em A, ,. Temos entao para a’ € A, ,:

(ng’y o(l,®1,,))(d) = 1,(1,,-d") por4.2.9 i)
= 1,d" por (3.2)
= d.
Logo ¢y , o (1, ® 1,,) é o morfismo identidade em A, ,. Com isso concluimos que ¢ ¢
morfismo de clusters. O

A seguir definimos uma extensao de Galois dual, na qual a definicao dada em
4.2.3 se faz necessaria:

Definigao 4.2.17 ([8]). Se ¢ definido por (4.28) é um isomorfismo de clusters, entdio
dizemos que A ¢ uma extensdo C-Galois dual (a esquerda) de B = A°.

Os resultados a seguir sao obtidos no artigo [8] (Proposigao 6.2) como uma apli-
cacao do produto smash cluster. Assim, consideraremos aqui V = Vecy, a categoria dos
k-espacos vetoriais.

Proposigao 4.2.18 ([8]). Sejam C uma categoria semi-Hopf k-linear dual, A uma C'-
maodulo categoria a esquerda de modo que, A#C' seja o produto smash cluster de A e C' e
B = A© seja a dlgebra diagonal. Entao, temos um par adjunto de funtores (Fy, Gy) entre
as categorias pD(X) e apcM.

Demonstragao. Lembre-se de 4.1.6 que gDy (X) é a categoria dos B-modulos & esquerda
em Dy(X), e de 4.2.6 que g4xcM é a categoria dos A#C-modulos a esquerda. Daremos
aqui apenas os passos principais da demonstracao.

Comegamos definindo o funtor Fy : gDi(X) — axcM nos objetos. Para cada
N € pD(X) definimos F5(N)yy = Ayy ®p, Ny, entao Fr(N) é um A#C-modulo a
esquerda com

,lvby,z,x : (A#C);z ® FQ(N)Z,CC — FZ(N)y,a:

dado por:
Vy.z((a®c)® (' @n)) =alc-d)@n

para todoa € A, ., ce€ C,,,d € A,, en e N,.
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Agora consideremos o funtor G5 : axcM — pDi(X). Seja M € 4ucM, defini-
mos G5(M) do seguinte modo:

GoM)y={me M, |(l,®c) - m=(ez,cym, VeeCpp} = Mf;“

Precisamos que G3(M), seja um B,-modulo a esquerda. Para ver isso, primeiro note
que M sendo A#C-moédulo a esquerda, entao M é A-mddulo & esquerda via restrigao de

escalares:
wy7z7x : Ay?’z ® Mz7x % My7x

a-m=(@®1,,) -m

onde 1, , ¢ a unidade de C, ,. Como B, C A, ,, tomando a € B,, m € M, ,, a acao acima
nos da que M, , é um B,-modulo & esquerda. Assim, para concluir que Go(M), C M, ,
¢ B,-modulo a esquerda, basta mostrar que: Se b € B, e m € Go(M),, entao b-m €
G (M), ou seja, que Go(M),, é B,-submodulo de M, ,.

Agora daremos uma breve descricao da unidade e a counidade da adjuncao. Para
M € aycM, M FyGo(M) — M é um morfismo em 44cM dado por:

et Agy @p, My — My,
ed (a®p,m)=a-m
Para N € gDi(X), ¥ : N — GoF»(N) é um morfismo em gD (X) definido por:
m o Ne = (Ape @, No), 0 (n) =1, ©p, n.
[

Proposicao 4.2.19 ([8]). Considere os dados da proposicao anterior e o morfismo ¢
dado em (4.28). Se as sequintes condigoes valem:

1) A é uma extensio C-Galois dual (a esquerda) de B = A°;

2) A, € projetivo finitamente gerado como um By-mddulo a direita, para todo x,y €
X;
3) Ay, € By-mddulo a direita fielmente plano para todo x € X,
entio (Fy, Go) € uma equivaléncia adjunta.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado utiliza em grande parte, dados do Teo-
rema 5.4 de [8], entdo daremos aqui apenas uma ideia geral da prova.

O funtor F, é uma composicao de funtores Ro Fy onde F : gD(X) = gpaya)M
¢ definido nos objetos por: Dado N € gDy(X), entao F1(N),, = A,y ®p, Ny, serd um
Endp(4)M-modulo a esquerda por:

f-la®n) = fla) ®p, n

para f € Homp, (A, ., Ays), a € A, en € Ny,
O funtor R : gpaya)M — azcM € o funtor restrigao de escalares via ¢, ou seja,
se M € gna,a)M, entao R(M) = M que se torna A#C-moédulo a esquerda com:

(adtc) -m =gy, (a®@c)-m
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paraa € Ay, c€ C,, em € M,,.

A condigao 1) nos diz que ¢ é um isomorfismo de clusters, e com isso o funtor R
¢ isomorfismo de categorias.

As condigoes 2) e 3) nos fornecem através do Teorema 5.4 de [8], que a counidade
e a unidade da adjungao (Fy, Gy), s@o isomorfismos, onde G; = G5 o R.

Portanto, (Fy, G2) é uma equivaléncia adjunta. ]

Esta proposigao parece generalizar a implicagao (I) = (II) da equivaléncia citada
na Observacao 1.2.13, basta para isso pensar C' como H*.

Observe que a definicao de extensao C-Galois dual foi inspirada pelo isomorfismo
que aparece em (I) a).

4.2.2 Uma breve apresentacao das definicoes a direita

Nesta secao apresentaremos as versoes a direita de algumas das defini¢oes dadas
na secao anterior e que levam a versao do produto smash a direita, por isso a princi-
pal referéncia é também [8]. Serd uma segao breve, visto que tanto definigdes como os
resultados, sao analogos aos da segao anterior. Porém, veremos que estas versoes sao
fundamentais no principal resultado do capitulo 5, por isso merecem uma se¢ao a parte.

Comecamos apresentando a versao a direita da definicao de uma C-moédulo cate-
goria:

Definigao 4.2.20. Seja C' uma A(V)-categoria dual. Uma C-mddulo categoria a di-
reita ¢ uma V-categoria A tal que:

i) (Ayy,Vuy) € um Cypy-modulo a direita em V, para todo x,y € X;

it) Os sequintes diagramas sao comutativos, para todo x,y,z € X :

Mz ,Z®CI,2 w:):,z
Axvy ® Ay7z ® vaz L AZ‘,Z ® CI,Z Ax7z
Az,y®Ay,z®Az,y,z Mz, y,z
Ax7y®Ay7z®vay®Cy7zAzyy®o-Ay’z’cx’y®cy’zAxvy®Ox7y®Ay7z®cyvz szw’y@d}y’z Ax7y®Ayvz
(4.29)
My ®@Cly,y
~ PYy,y
Cyvy Ey [ Ty Ay»y

Esta nocao de ‘acao’ nos fornece outra versao do produto smash cluster:
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Definigao 4.2.21. Sejam C' uma A(V)-categoria dual e A uma C-mddulo categoria a
direita. O produto smash cluster de C e A, denotado C#A € para cada x € X um
objeto (C#A)* em V(X)) dado por:

(C#A)z,z = Cx,y ® Ayz
Juntamente com uma familia de morfismos em V, para cada x € X :
definida pela sequinte composicao de morfismos:

m;z’u = (Cac,y ® myv’%u) © (mx,y ® ¢y,z ® Az,u) o (431)
(Cac,y & O-A%Z,Cz,y & Cy,z & Az,u) o <Cx,y & Ay,z & Az,y,z & Az,u)-

A verificagao de que C#A é cluster é analoga a que foi feita em 4.2.12 e envolve
mostrar que a multiplicagao (4.31) é associativa e que a unidade para cada x € X é dada
pela familia 7, = 7, , @ n,.

A partir daqui considerando V = My, podemos definir uma algebra diagonal de
maneira analoga a Definicao 4.2.13, usando agora a versao de modulo categoria & direita.

Definicao 4.2.22 ([8]). Sejam C' uma categoria semi-Hopf k-linear dual e A uma C'-
modulo categoria a direita. Entao definimos a dlgebra diagonal B = A® como sendo
uma familia de k-mddulos indexados por X, B = (B;).ex, onde cada B, € dado por:

B,={acA,,|a-c=(esc)a, VeceC,}. (4.32)

Sendo B uma algebra em Dy (X) (verificado de forma analoga a 4.2.14) podemos
ver B como uma categoria k-linear diagonal e entao a My-categoria A é um B-modulo
a esquerda com acao dada pela préopria multiplicacao de A. Com isso, o endocluster
a esquerda pEnd(A) definido no Exemplo 4.2.8, pode ser considerado com B sendo a
algebra diagonal definida acima e podemos definir o seguinte morfismo:

Definigao 4.2.23 ([8]). Sejam C' wuma categoria semi-Hopf k-linear dual, A uma C-
mdodulo categoria ¢ direita e B = A a dlgebra diagonal. Entio temos uwm morfismo
candnico de clusters

@ : CH#A — gEnd(A)

dado pelas formulas

(,D;VZ : vay ® Ayvz — BmHom(AJ?,y7 AZ‘,Z) (433)
py-(c®a)d) = (d'-c)a
De forma analoga ao que foi feito na Proposi¢ao 4.2.16, mostra-se que ¢ dado

acima ¢é de fato morfismo de clusters.
Por fim, concluimos esta se¢ao com a seguinte definicao:

Definicao 4.2.24 ([8]). Se ¢ definido por (4.33) € um isomorfismo de clusters. Entao
dizemos que A ¢ uma extensdo C-Galois dual (a direita) de B = A°.
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Capitulo 5

UM TEOREMA DE DUALIDADE
PARA CATEGORIAS DE HOPF

Neste capitulo temos como objetivo responder a seguinte pergunta: E possivel
enunciar um teorema, analogo ao teorema de dualidade para algebras de Hopf, nesse
contexto de categorias de Hopf?

Vimos em 1.2.9, que se H é uma k-algebra de Hopf de dimensao finita e A é uma
H-modulo éalgebra, entao a dlgebra A#H é¢ H*-moédulo algebra e existe um isomorfismo
entre as algebras (A#H)#H* e Ends(A#H). Este resultado é conhecido como teorema
de dualidade de Blattner-Montgomery. Neste capitulo come¢amos pensando em quais
elementos sao necessarios para criar um resultado anélogo neste contexto. Para termos
definido o produto smash A##H conforme 4.1.37, tomamos H uma C()V)-categoria e A
uma algebra em D(X) tal que a = (azy)zyex ¢ uma acao diagonal & esquerda de H em
A. Devemos entao nos perguntar se existe uma ‘acao’ de H* em A#H a esquerda. Mas
que acdo seria essa e o que seria H* neste contexto? E o que precisamos elucidar antes
de qualquer coisa.

Primeiramente H* remete a nocao de dual, neste contexto de categoria de Hopf
temos uma nocao dual através da Definicao 3.1.37 de categoria de Hopf dual. Tomando
Y = /\/l£ a categoria dos k-modulos projetivos finitamente gerados, com k um anel co-
mutativo, existe uma correspondéncia entre V-categorias de Hopf e V-categorias de Hopf
duais bem estabelecida, conforme Teorema 3.2.3. Assim, fixamos V = ./\/l£ , e sendo H
uma C(V)-categoria, parece ser um bom palpite a principio, supor que H* seja dado por
‘H* conforme notacao 3.2.4, que é a A(V)-categoria dual correspondente por 3.2.3.

Agora, vimos que A#H é uma V-categoria por 4.1.38, e temos que H* é uma
A(V)-categoria dual, entao parece ser um bom palpite também pensar que a agao de H*
em A#H seja a dada pela Definicao 4.2.9, ou seja, precisamos mostrar que A#H é uma
H*-modulo categoria a esquerda.

Tendo isso em mente e lembrando que ja mostramos que o produto smash A#H
¢ uma H-comoddulo categoria a direita na Proposicao 4.1.48, parece ser bastante inte-
ressante procurar relacionar H-comoédulo categorias a direita com H*-moédulo categorias
a esquerda, o que generalizaria o resultado 1.1.19. Assim, dividimos este capitulo em
duas segOes, na primeira vamos verificar se existe uma relagao mais geral entre modulos
e comodulos, enquanto que na segunda se¢ao, voltaremos ao nosso raciocinio referente ao
teorema de dualidade.
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5.1 MODULOS E COMODULOS

Inspirados pela busca de um teorema de dualidade para categorias de Hopf, con-
forme descrevemos acima, nesta secao vamos procurar relacionar uma H-comodulo ca-
tegoria a direita (Definigao 4.1.44) & uma C-modulo categoria a esquerda (ou a direita)
(Definigao 4.2.9 ou 4.2.20), ao menos no caso especial em que C' é a A(V)-categoria dual
H*, ou algo parecido.

Comecamos esta secao explicando nosso raciocinio de maneira informal. Consi-
dere L uma H-comoddulo categoria a direita, entao temos uma familia de morfismos:

Pay i Loy — Lyy ® Hyy

e denotamos: p,,(a) = aj ® apy) para a € Ly .

Para termos uma C-moédulo categoria a esquerda, onde C' a principio é H*, pre-
cisamos definir: v, , : Cy, ® L, — Ly,. Do que temos para o caso usual (Proposigao
1.1.19), o mais natural é definir ¥(f ® a) = (f, apj)ajg, que para fazer sentido, a € L, e
feH;, =Cy,=CP. Assim a forma correta para o ¢ é: ¥, : Hy @ Lyy — Lyy, 0
que sugere uma troca nos indices em quem faz o papel de ‘escalares’, pois H; = Cy, e
nao C,, como pensado inicialmente. Voltaremos a comentar este detalhe a seguir.

Definida a forma de 1), precisamos mostrar que L., ¢ H; -modulo a esquerda
para todo z,y € X, porém ja na demonstragao do primeiro diagrama da definicao vemos
que isso nao é possivel. A convoluc¢ao oposta como multiplicacao na correspondéncia de ‘H
para H* parece ser a responsavel por este problema. Dessa forma, o que parece funcionar,
e € o que vamos demonstrar a seguir, é relacionar H-comoédulo categorias a direita com
H*-modulo categorias a direita (Defini¢ao 4.2.20).

Voltando & forma com que ., teve que ser definida, a troca nos indices dos
escalares sugere o uso de H* como o oposto do correspondente dual de H, ou seja, H*?;
que mostramos em 3.2.5 que também é uma A(V)-categoria dual. Usar os escalares desta
forma se torna imprescindivel ao demonstrar que o diagrama (4.29) comuta. Poderiamos
nos perguntar se usar H* sendo H* faria alguma diferenga no resultado, porém vimos
na Proposi¢ao 3.2.7 que HP* = H*P,

A seguir vamos mostrar a relacao existente entre comodulo categoria e modulo
categoria com detalhes, juntando todas as informagoes expostas acima e que tornam isso
possivel.

Proposigao 5.1.1. Sejam V = My, H uma C(V)-categoria com H,, um k-mddulo pro-
jetivo finitamente gerado para cada x,y € X, e L uma H-comodulo categoria a direita.
Entao L é uma H*P-mddulo categoria a direita.

Demonstracao. Seja L uma H-comoddulo categoria a direita, temos uma familia de mor-
fismos:
Pry t Loy — Loy @ Hey

e denotamos: p,,(a) = aj ® ap) para a € Ly .
Vejamos que L ¢ H**-moédulo categoria a direita com ¢, @ Ly, @ Hy  — Ly,
definido por:
Vuyla®@h") = a-h" = (h*, ap))ap).

Note que, H**? é¢ uma A(V)-categoria dual conforme visto em 3.2.5, e iremos usar aqui
as notagoes e morfismos ja estabelecidos.
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Comegamos mostrando que L., é H; -modulo a direita para todo z,y € X.
Sejam a € Ly, g*,h" € H;, entao temos:

[¢z,y 0 (1hpy ® H;’y)](a ®g ®hY) =

9an >(h*,a[0][1 )a[o]“ por (4.16)

g ’a1]2><h*7a1]1>

g @ "), apy, ® a[112>a[01

L( ® h"), xy(a[l)) (0]

( h*), G[1> o] por 3.2.5

= a- (g*h*)
*0p % «
= [y o (Lay ® mf,y N(a®g" @ h")
e ainda, usando que a unidade em H & ¢,, (pelo Lema 3.2.5) e usando (4.17), obtemos
Yoy © (Lay ® Nay)(a® 1) = a1 ) = a- €4y = (€ay, anj)aj) = a

Logo, temos que L, , é H; -modulo a direita para todo z,y € X.
Vamos verificar que o diagrama seguinte, que é o diagrama (4.29) para esse caso,

comuta:
mz»%Z@H; z ww z
* ) * )
Lx,y ® Lyvz ® Hx,z L%Z ® H:v,z LLZ
Lw,y®Lyyz®A£;:}: Mz,y,z
* * * *
L$7y®Lyvz®H ®H LIyy®Hz,y®Lyyz®Hy,z L%y@Ly,z

Y% Lo y®ULy 2, HE ®H;,z Ya,y @Yy, 2

De fato, sejam a € Ly, b € L, ., g* € H} , entao temos:

(V22 0 (May,: @ Hy )(a®@b® g") =
ab) - g

g*, (ab)p))(ab)g por (4.19)

(

( )

( >a 10(0]

= (9*, Mgy (ap] @ bpy))ajo b
(my, (%), an @ bpj)apbe  por 3.2.5
(Lo AL ) (g"), ap) @ bpy)ag by
(¢ (901,2) ® Yiog)> 411) © biaj)ago)bpg
eH: H:,

= (9(1,2) 01129 (2,9.2)+ @111) [0} bo]

~ —
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= (9.0 A1) A0 (901 2 0111 Do)
(a- g(?yz))<b 9(1 z,y)
My © (Vg @ Py 2)](a ®92y$ ®b®glzy))
(Vay @ Vyz) 0 (Lay @op, . mx, @ Hy J(a®@b® glay ) @ G(12y))
My, © Yoy @Py.) 0 (Loy @ 0p, . mp, @ Hy N(a®@b® (omy uz, 0 AL ) (g"))
(¢ ) o

w0y @ Uy2) 0 (Lay @ 0p, gy, @ Hy )0 (Lay @ Ly @ AL (e b g%).

m%y,z °

[
[
[
(M y,- ©

Veremos agora que o diagrama (4.30) comuta, seja g* € Hy,

[Vyyo(ny @ Hy (L ®@g") = 1a,,-g" = (9", 1) 1jg por (4.20)
= (¢",1m,,)1z,, pOr3.2.5

= (7 901y,
ny (L) (el g7)
= (e 9.

Portanto, concluimos que L é uma H*°’-modulo categoria a direita.
m

No resultado acima obtemos uma forma de ir de uma comodulo categoria a direita
para uma modulo categoria a direita; isso nos leva a pensar se vale a volta, ou seja, se
podemos levar uma moédulo categoria a direita para uma comédulo categoria a direita,
afinal no resultado existente para k-algebras de Hopf de dimensao finita (Proposigao
1.1.19), apesar de trocar direita para esquerda, ocorre um se e somente se.

Veremos a seguir, baseado no que ja foi deduzido na Proposicao 5.1.1 e no que
existe para o caso usual (Proposi¢ao 1.1.19), que dada uma C-moédulo categoria a direita
com C' uma A(V)-categoria dual, entao obteremos uma C**?-comodulo categoria a direita,
onde C*? é a C(V)-categoria dada no Lema 3.2.6. Lembre-se que podemos usar C** ou
C°P* ja que a Proposicao 3.2.7 nos diz que sao as mesmas C())-categorias.

Proposigao 5.1.2. Sejam V = My, C uma A(V)-categoria dual com C,, um k-modulo
projetivo finitamente gerado para cada x,y € X, e L uma C-mddulo categoria a direita.
Entao L é uma C*°P-comaddulo categoria a direita.

Demonstracao. Seja L uma C-modulo categoria a direita, entao L é uma V-categoria e
existe para cada x,y € X,

Yay 1 Ly @ Chyy — Ly y

com P, (a®c)=a-cparaa € Ly, e ce Cyy.
Como cada C,, ¢ um k-moédulo projetivo finitamente gerado, existe uma base
dual finita de C,
{(c7",¢7) € Cay x C7 ,}

7

para cada x,y € X.
Vejamos que L é C**P-comodulo categoria a direita com

. *
y vay Lff,y ® CéE,y
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definido por:

Pay(a) = Za i’ @ ¢

7

Comecemos por mostrar que L é C**P-comddulo a direita com p como definido
acima. Seja a € L, ,, temos:

= Za C; 7y®AC*DP(¢Z )

—r

3.2.6

= Za/’ 7y®<gp2omxy>(¢ ’y)
W (Z<m§,y(¢f’y>> ACLRLALL )
7,k
- Saave (ZW, G W>¢k’y®¢$y)
7.k

= e (OGN @ 6 67

- Za-(Z@?%qW)Z )®¢ ® ¢

[(Lay ® AC*OP) o prylla) = (Luy® AC*OP) (Z a ¢’ ® gb?’y)

7,k 7

(3.\1r7)

_ Yoy T,y
Za (V) @ ¢y @ o

4.2.20

= D (@) ¢ ¢’ @)

g,k
- 2 (S aredr) oo
J k

= Y e e
J
_ (puyec: (za cwww)

= [(poy © Cy) © puyl(a)

e ainda,
(Loy @) 0 puyl(@) = (Luy®eh™) (chf’wa’y)
= Za-cf’y®<eﬁ;"‘°,¢f’y>
———

! 3.2.6
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(3.17)
= a- 101,7?! ®1k
——
4.2.20
= a®l,~a

Logo, os diagramas (4.16) e¢ (4.17) comutam ¢ L ¢ C**-comédulo a direita. Ve-
jamos agora que a propriedade (4.19) é satisfeita. Sejam a € L,,, b € L, ., por um lado
temos:

(pw,z © mﬁ,y,z)(a ® b) = px,Z(ab) = Z(ab) : CZE’Z ® QS?Z (5~1)

7

enquanto que, por outro lado, temos:

(m£7yvz ® mg;(ji?) © (vay ® O-C;,vay,z ® O;,Z) © (pz,y ® py,z)(a ® b) -

= (mgy.0mg,2)o(Lay®0c; ,1,.9C;.) ((Z 0’ ® ¢f’y> © (Z b-e;” ® ¢?’Z>>

J
_ L c*op z,y Y,z z,y Y,z
- (mz,y,z ® m:c,y,z) (Za G Rb T ® G ® >

,J

= D (a7 @m, (07 @ ¢vF)

J/

3.2.6

= D (a- G- @A, 0000, 05 (67 © ¢17)

= D (a- G- @A, 0 @) ® 7). (5.2)

.3

Queremos mostrar que (5.1) é igual a (5.2), porém apesar de ambos os lados
serem elementos em L,. ® C; , ainda nao ¢ possivel determinar a igualdade. Desse
modo, consideraremos o seguinte resultado, ja conhecido:

Dados V um k-moédulo e M um k-modulo projetivo finitamente gerado, entao a
aplicacgao:

Y V@M — Homg(M,V)
Y (v f)im)=v(f,m) V feM veV,meM

¢ um isomorfismo.

Como para cada =,z € X, L, , ¢ um k-modulo e C, . ¢ um k-moédulo projetivo
finitamente gerado, vamos usar o resultado citado acima para avaliar a imagem de 1) por
(5.1) e (5.2). Seja ¢ € C, ., entao obtemos em (5.1):
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(& (Z(ab) G ® cbf’z) () = Y ((ab)- ™) (¢, c)

(3.17)
= (ab)-c
~——
(4.29)
= (@ Cray)b coys) (5.3)

Agora avaliando ¢ em (5.2), para ¢ € C,, . obtemos:

W (Z(a )b ) @ AL L 0 l(077 @ af’y)) (c)

i

= D (a-")(b- ™) (AL, 0 ()" © ¢7Y) )
¥

= D (a0 ) ()" © 67", Ary,a(0))
¥

= D (a- )b NG cam) ()7 o)
¥

= (o | DG, cay) VO | DOV ey |)

i J

N 7/ "

(?:f7) (377)
= (CL . C(l’zy))(b . C(Zy,z))' (5.4)

Logo, (5.3) e (5.4) sao iguais para todo ¢ € C, ., ou seja, a imagem de 1) por (5.1)
e (5.2) s@o iguais. Como 1 é um isomorfismo, concluimos que o diagrama (4.19) comuta.
Por fim, vejamos que o diagrama (4.20) comuta:

—_———

(pl’7$ o nil)(lk) = pxﬂf(le,z) = Z 1La;,cc : Cfﬂj ® ¢f7x
L (430)

= > (e ML, ® 67"

1

= 1Lx,rc ® Z<€Ia C;‘D,x>¢?m

7
N

-~

(3.17)
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- 1Lxm ® Ex
S
3.2.6
= 17, @15 (1)
(i @nS™") (1 ® 1)

Portanto, L ¢ uma C**P-como6dulo categoria a direita. m
Podemos juntar os dois resultados anteriores no seguinte corolario:

Corolario 5.1.3. Sejam V = My, H uma C(V)-categoria com cada H,, um k-modulo
projetivo finitamente gerado, e (L, p) uma H-comddulo categoria a direita. Entao (L, p)
é H*P*-comddulo categoria & direita, onde prpy = (Lyy @ Cuy) © puy € C 2 H — HX PP
¢ o C(V)-funtor dado por 3.2.8.

Demonstracao. Seja L uma H-comodulo categoria a direita com a familia de morfismos:

Pay @ Lypy — Lyy @ Hyy
a — aj) @ ap-

Entao L é uma H**’-moédulo categoria a direita pela Proposicao 5.1.1, com:

Yoy Loy ® HYy — Ly,
a®h"— a-h" = (h",ap)ayp).

Mas, L é também C*°P-comoédulo categoria a direita pela Proposigao 5.1.2, onde
C' = H*?, com a familia de morfismos:

-~ . ko
px:y : szy Lmvy ® H:):,y
a 3 § a - Cfvy ® ¢f’y
A

onde {(c;"”,¢;") € C,, x C;,} € uma base dual finita de C, , = H; .
Vejamos que pyy = (Lyy ® (oy) © pay, para todo a € Ly, temos:

Pay(@) = Y a -GV @ ¢

(]

= Z(Cf’y, apy)agp) ® @7
= ag® Y _ (¢, ap) o7

—_————
3.2.8

= ap) & Z<Cm,y(a[1})a ;) ;!

J/

7

(3.17)
ag ® Cay(apy)
(Lm,y ® Cw,y)pac,y(a)-

Ou seja, se L é H-comodulo categoria a direita pela familia de morfismos p, entao
L & também H*P*P-comodulo categoria pela familia p. O
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O corolario acima faz parte, na verdade, de um resultado mais geral:

Proposicao 5.1.4. Sejam H e G duas C(V)-categorias com classe subjacente X e f :
H — G um C(V)-funtor. Entdo existe um funtor F : V(X)* — V(X)9.

Demonstragdao. Lembre-se de 4.1.46 que V(X )™ ¢é a categoria dos H-comodulo categorias
a direita. Suponha que (L, p) seja uma H-comodulo categoria & direita, vamos mostrar
que (L, p) € uma G-comodulo categoria a direita com p definido pela familia de morfismos

Pry * Loy = Loy ® Goy, com pg, =

(Lyy @ foy) © puy. Observe a seguir que todos os

diagramas da definicao de comodulo categoria comutam para esse caso:

L‘/L"y

P,y

Pxy

O por
definicao

Pz,y

Lz,y®fz,y

Lx,y ® G:L‘,y

/

LLE,y ® HCC,y

O por /
definicao /Lx,(g)fx,y
Lyy® H,,
4.1
O por ( 6) Lz,y®A£I,y
O por 3.1.20
pw,y®Hx,y

Lx,y ® Hx,y ® G:z:,y

/

P,y @G,y

O por
definicao

vay ® Gx’y

LCE,y ® Hx,y ® Hx,y

Lo y®AZ,

Lz,y® x y®fz,y

Lw7y®f7€7y®G%y

Pa,y®Ga,y

LCC,y ® Gz‘,y ® Gx,y



L$,y pz,y La:,y ® Gl',y
O por
definicao
Pw\ / o
LI,y ® Hﬂ?,y
O por O por

(4.17)

Lﬁy@ag.y
Lo, ®1
Logo (L, p) é G-como6dulo a direita.
Vejamos agora que o diagrama (4.20) comuta para (L, p):
n Poe
_[ Lm}x LI,.’L’ ® G(E,l’
O por
definicao
z,T Lx,x@fm,w
O por
Lw,x & Hx,m

por 3.1.20

Iel

N

Por fim, vejamos que o diagrama (4.19) comuta para (L, p)
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¢ it ¢
N@U@N T an@@HN

NF\MU ® \T&U ® N,m@ ® \T&\.N

NF\MU ® Nﬁmw\N ® \TRU ® \T&\.N

N,h%@@FH\.@Ni\N@@,H\N
(L12) 20d ©
N,@.m ® \T.&m ® N“mq ® mm.ﬁ\N Ni.k.@NFM\N@m,H.\.@@H\N
N,@h@miqr@hamb®m,aﬂ
0c1T€e
10d ¢
e » » e . ‘ . . oedIUID . )
Nm%gt@Nm%E N@ME@NM%S Nm®NQQ®\MH.m®m&q ~ m—u N@Q@DS@
10d ()
(0z'7) tod O
N,am ® N,H\N 2 fig fi‘zd
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Logo, L é G-comddulo categoria a direita.

Agora, sejam (L, p*') e (M, p™) duas H-comédulo categorias a direitae g : L — M
um morfismo de H-comodulo categorias a direita, vejamos que g : (L, p*) — (M, pM) ¢
um morfismo de G-comodulo categorias a direita. Note que como o funtor muda apenas
a coagao relativa ao comodulo, s6 precisamos verificar que o diagrama (4.18) comuta.
Vejamos por meio do diagrama a seguir:

Gz,
Ly - M,
\pg, - pg{y/
(4.18)

_ O por 9u,y®Ha,y O por _

L M
Pow definicao Lay @ Hay Mzy @ Hay definicao Pow

Lay@fo.y - May@fay
Lx7y ® Gz7y g"E,y@GI,’y M:E7y ® Gm7y
Portanto, existe um funtor F : V(X)* — V(X)Y. O

No caso particular em que G = H*?*” e o C(V)-funtor é ¢ dado em 3.2.8, temos
a nivel de objetos o que foi apresentado no Corolario 5.1.3, que é entao parte do funtor
dado no resultado acima. Além disso, como ¢ nos da um isomorfismo de C(V)-categorias,
podemos afirmar algo a mais sobre o funtor obtido, vejamos a seguir:

Corolario 5.1.5. Sejam V = M;, e H uma C(V)-categoria com cada H,, um k-mddulo
projetivo finitamente gerado. Entdo as categorias My(X)* e Mu(X)™™™ sio equiva-
lentes.

Demonstragao. Considerando o C(V)-funtor ¢ : H — H*P** dado em 3.2.8, pode-
mos usar a Proposigao 5.1.4 que garante a existéncia de um funtor F : M(X)? —
M (X )R

Além disso, H e H*P*? sao C(V)-categorias isomorfas por (, isso implica na
existéncia de um C(V)-funtor inverso (' : H*?** — H, conforme observagao feita apos
a Definigao 3.1.22. Assim a Proposi¢ao 5.1.4 pode ser novamente utilizada para obter um
funtor G : M (X)) — Mu(X)%.

Por fim, ¢ facil ver que FG =1, (xyurorror € GE =154, (x)n. m

O coroléario acima nos mostra que as construcoes dadas nas proposi¢oes 5.1.1 e
5.1.2 sao na verdade inversas. Assim como no caso usual (Proposi¢ao 1.1.19), podemos
enunciar os resultados 5.1.1 e 5.1.2 em um tnico resultado usando um se, e somente se:

Proposicao 5.1.6. Sejam V = My e H uma C(V)-categoria com H,, um k-médulo
projetivo finitamente gerado para cada x,y € X. Entao L é uma H-comodulo categoria a
direita se, e somente se, L é uma H*°P-mddulo categoria a direita.
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Demonstrag¢ao. (=) é a Proposi¢ao 5.1.1;

(<) usa-se a Proposigao 5.1.2 juntamente com o Coroléario 5.1.5. De fato, se L é
H*P-modulo categoria a direita com v, : Ly, ® Hy | — Ly, dado por ¢, ,(a®c) = a-c,
entao vimos em 5.1.2 que L ¢ H*P**-comoddulo & direita com p, ,(a) =, a- ¢ @ ¢,
onde {(c;"*, ;") € Hy , x H;*} ¢ uma base dual finita de H; . Pelo Corolario 5.1.5 entao

7y b
L & H-comodulo categoria & direita com p,, = (L, ® (;;) O Dy [

5.2 TEOREMA DE DUALIDADE

Nesta secao apresentamos o teorema de dualidade para categorias de Hopf. Utili-
zamos como base o teorema de dualidade para algebras de Hopf, ja existente na literatura
e apresentado no Teorema 1.2.9, e obtivemos um raciocinio analogo com os elementos
desenvolvidos neste trabalho no contexto de categorias de Hopf.

Voltemos ao raciocinio feito no inicio deste capitulo, dados H uma C(V)-categoria
e A uma algebra em D(X) tal que a = (@uy)syex ¢ uma agao diagonal & esquerda de
H em A, temos o produto smash A#H conforme Definicao 4.1.37. Sabemos que A#H
¢ uma H-comodulo categoria a direita com p,, = A, ® A,, pela Proposicao 4.1.48.
Pela Proposicao 5.1.1, considerando V = M, e pedindo ainda que cada H,, seja um k-
modulo projetivo finitamente gerado, podemos afirmar que A#H é também H**P-modulo
categoria & direita com v, , : A, ® H,,, ® H; , — A, ® H,, definido por:

¢x,y(a#h ® h*) = <h*, h2>a#h1 = a#(h*, h2>h1.

Note que esta ‘agao’ é analoga aquela usada no teorema de dualidade para algebras
de Hopf de dimensao finita (1.6), com a diferenga de ser uma agao a direita ao invés de a
esquerda. O que obtemos com isso?

Tendo uma V-categoria A#H que é uma H**’-modulo categoria a direita, entao
obtemos um produto smash cluster: H*?#(A#H) conforme Definigao 4.2.21. Esse pro-
duto smash é de fato um cluster (demonstragao anédloga a dada em 4.2.12), e além disso,
definimos a algebra diagonal B = (A#H)%*op em 4.2.22, onde para cada x € X temos:

By = {a#th € Au#tHoo | (adth) - h* = (7", ") (adth), ¥ h* € Hy,},
mas usando a agao ., que obtivemos acima e a counidade de H**? dada em 3.2.5,
podemos escrever B, como:

B, = {a#h € A#H,, | a#t(h* ho)hy = a#(h*, 1,,)h, ¥ b* € H.,}.

Note que todo elemento da forma a#1, , com a € A, pertence a B,, ja que nt &
morfismo de coalgebras.

Outro sujeito precisa ser trazido a este raciocinio: o endocluster & esquerda de
A#H. Sendo B a algebra diagonal definida acima, A#H é um B-moédulo & esquerda no
sentido da Defini¢ao 4.1.1, entao temos um cluster g End(A#%H) conforme Exemplo 4.2.8.

Com isso, temos o morfismo canénico de clusters dado por (4.33):

0 HPH(AFH) — 5 End(A#H) (5.5)
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definido pelas férmulas:

SOZ,Z : H* #(Ay#Hyz) — BxHOm(Aw#Hm,yan#Hr,z)

"E7y

@y (W"#(a#h))(a'#g) = ((d'#9g) - h*)(a#h).

Logo usando a defini¢ao de acao, obtemos:

(D" #(a#h))(a'#g) = ((a'#g) - h*)(adth)
(a'#(h", g2)g1) (a#th)
= (I, g2) (d'#g1)(a#h)
T
= (h",g3) d'(g1 - a) ® gah,

onde g1 - a = oy, (g1 @ a).

Se ¢ é um isomorfismo de clusters, a Defini¢ao 4.2.24 nos diz que A#H é uma
extensao H*P-Galois dual de B. Mas, se isso ocorer, entao ¢ também forneceria um
teorema de dualidade para este contexto, anilogo ao do caso usual (Teorema 1.2.9).
Assim, nosso proximo passo serd buscar condigoes para que ¢ seja um isomorfismo de
clusters.

Usando a Definigao 4.2.3, precisamos definir (27 = de forma que seja inverso de
¢, »» para todo x,y,z € X.

Qg Hom (A9 Hyy, Aot H, ) — Hy FH(Ay#H, ).

Pensando no caso usual, é razoavel pedir que H seja uma categoria de Hopf, para
que exista uma antipoda S dada pela familia de aplicagoes k-lineares: S, : Hy,, — H, 5.
Podemos usar também que para cada z,y € X temos uma base dual finita de H, ,:
{(h, f7Y) € Hyy x Hy b, jé que cada H,,, ¢ um k-mo6dulo projetivo finitamente gerado.
Veremos que pedir isso, que nao é nada muito além do esperado, é o suficiente para provar
0 que nos propomos nesse capitulo.

Enunciamos e provamos a seguir o principal teorema dessa se¢ao: um teorema de
dualidade no contexto de categorias de Hopf. A demonstracao de um teorema de dualidade
para &algebras de Hopf fracas, dado em [31], foi a inspiracdo para a demonstragao dada
aqui.

Teorema 5.2.1. Seja ‘H uma Mi—categom’a de Hopf e A uma dlgebra em Dy(X) tal
que & = (Qyy)zyex define uma agao diagonal de H em A & esquerda. Entdo existe um

isomorfismo de clusters entre H*P#(A#H) e pEnd(A#H) onde B = (.A#’H)H*Op éa

dlgebra diagonal.

Demonstragao. De acordo com o raciocinio desenvolvido neste capitulo, obtivemos ¢ de-
finido em (5.5) que é um morfismo de clusters. Vejamos entdao que para todo z,y, 2, ¢ .
é um isomorfismo k-linear.

Defina para todo z,y, z € X:

QZZ s g, Hom(A,#H, y, Au#H, ) — H;7y#(Ay#Hy7Z)
T+— QiZ(T)

Qo(T) = DD [yt Say (07" )T (LAth™).
i hy
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Tomando h*#(a#h) € Hy ,#(A,#H, ) temos:

(% . oy ) (W #(ah))
= Q7 (g5 (W #(a#th)))
= SO T ROHES (BE) (A (ah) (Lhi™,)
i h;

= SO SR #Sey (B ) (LAREY,) - h*)(a#th)
i h;

~ v

= 30D S () (L) (adth) ()
i hg

4.1‘737
= N A S (B D) Y, a B ) (B )
b 4.1.37
= DD | Seglhi), - (B ) Sy (), HE fi) W BV
b e

J

= SUS T | Sey (W) - (WY, - a) 8, (VDR | (B B2,
7 h;

(43)

= 2D P SealhEV ) att Sy (B2 )Y, B | (7, 1)
i hy

(3:6)

= IO P Yy Ly - a #Sey (BT )RS | (BB,
i hg SN——

(4.4)

= SO S a#S (B (e BEY )T (B BEY)
7 hi

v~

= DD St Suy (VDRI B)(ATLBE)
i h ~

(3.6)

S e ) WA )
i h

= DTN YR (g BV BTV ) H ()
7 h;

= D SIUR BT g (adth)

(3:17)

— Wi #(adth).

Logo Q. oy . = H #(Ay#H,.z).
Também temos para T' € g, Hom(A, #H,y, Au#H, ) e d'#g € A,#H, .



178

(y,- 0 2 )(T)(d'#g) =
= @, .(T))(d'#g)

= @ (ZZff’y#ay#sx,y<hf’y1>>T<1x#hf’y2>) (a'#9)

= ZZ (' #9) - £7) (L #Suy (WY )T (LA#RTY,)
= ZZZ ", o) (0 #91) (L A8y (W) T(LARTY,)
4.1.37
- ZZZ (£ 95) (@ (91 L) # 9aSey (BT )T (L)
(412)

- ZZZ 793 €zy791> <7 92Swy(hf’y1))T(1x#hf’y2)
ZZZ )0 (s 01) 92y (B )T (L AR,

ZZZ . g0) (# 0S2y (12)) T(LAIE)
ZZZ U, 00} 10 (L n o (BT )T (LT,

Podemos escrever: g, = >, Y (", go) por (3.17) e usando a notacao de Swee-
dler e a féormula acima obtemos:

Ny y(92) Zgz®93 ZZ f70 g2 @ by

Assim, a equacao acima se torna:

® = Z(a/#lx,x) (11# ngx,y(QQ))T(lx#g?))

g (3.5)
= S (@ #1en) (Lt ey )T (LiHge)

= (a,#1x7x>(1x#1m,x)T(1x#Z(gac,yagl>g2)
g
= (d'#1,,) T(1,#9)
———

- T((a/z#lx,m)(lm#g))
= T(d'#g).

Logo, ¢y . oYy = p, Hom(A,#H,,, Ac# H, .). Portanto ¢y & um isomorfismo
k-linear para todo x,y,z € X.
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Assim, mostramos que ¢ é um isomorfismo de clusters, conforme Definicao 4.2.3.

]

Como consequéncia do teorema anterior temos:

Corolario 5.2.2. Seja H uma Mi—categom’a de Hopf e A uma dlgebra em Dy(X) tal que
a = (gy)eyex define uma acao diagonal de H em A a esquerda. Entio A#H € uma
extensio H*P-Galois dual (¢ direita) de B = (A#H)™™.

Note que a discussao deste capitulo nos da uma relagao entre as duas nocoes de
extensao de Galois, aquela dada pela Definigao 4.1.50 e a dual dada pela Definicao 4.2.24
(ou 4.2.17 se for a esquerda), ambas definidas em [8]. De fato, ja tinhamos do Teorema
4.1.55 que A#H é H-extensao de Galois dos seus coinvariantes, a0 menos no caso em
que V = M, e H é categoria de Hopf. Nesta secao, pedindo que H seja ./\/li—categoria
de Hopf, obtivemos que A#H é também H*P-extensao de Galois dual & direita da sua
algebra diagonal B.

Na secao 7 de [8], h4 uma discussao sobre como conectar as duas nogoes de
extensao de Galois, passando por outra nocao de produto smash chamada de Koppinen.
Ao final, essa discussao fornece um resultado (Teorema 7.6, [8]) com vérias equivaléncias
e que parece, a principio, poder nos dar o terema da dualidade 5.2.1 de forma direta,
porém nao é bem assim que ocorre.

Vejamos a seguir resumidamente o que foi feito em [8] e que tem relagao direta com
o que fizemos aqui. Um dos resultados (Proposi¢ao 7.4, [8]) lembra a nossa Proposicao
5.1.1, em que obtivemos uma forma de obter uma modulo categoria a partir de uma
comoddulo categoria dada. Em [8], isso também é obtido mas de uma forma um pouco
diferente, vejamos a seguir:

Proposicao 5.2.3 ([8]). Sejam V = My, H uma C(V)-categoria com H,, um k-médulo
projetivo finitamente gerado para cada x,y € X, e A uma H-comddulo categoria a direita.
Entao A°? é uma K°P-maodulo categoria a esquerda com

g-a= (9,a[1]>a[o}

para todo g € Ky, a € A, = A, ;.

Na proposicao acima, A’ é a V-categoria oposta como definido em 3.1.6, no
entanto, K° é diferente de tudo o que definimos neste trabalho, pois K = H* visto na
correspondéncia 3.2.3, mas o op aqui significa apenas que a multiplicacao é composta
com a tranga, do mesmo modo que em A°. Assim, este K° nao ¢ a A(V)-categoria
dual oposta vista no Lema 3.2.5 e que foi usada na Proposigao 5.1.1. Note também que,
diferente da Proposi¢ao 5.1.1 em que obtivemos uma moédulo categoria & direita, nesse
caso, troca-se o lado da acao e obtem-se uma modulo categoria a esquerda.

Se tivermos A? uma K°-modulo categoria a esquerda, entao pela Defini¢ao
4.2.11, temos um produto smash cluster associado AP#K°. Também temos a algebra
diagonal B = A°?"™ ¢ um morfismo canénico de clusters: ¢ : AP#K? — Endg(A®)
conforme as definigdes 4.2.13 e (4.28), respectivamente. Além disso, considerando a cate-
goria ¥V = Vecg como em [8], entdo obtemos que a algebra diagonal B = APET & joual,
como espaco vetorial, aos coinvariantes de H em A, dado por B = A®" e conseguimos
que Endp(A%?) = gEnd(A)”™. Estabelecendo estas relagoes, [8] (Proposigao 7.5) obtem
um isomorfismo de clusters entre o produto smash cluster A?#K° e o de Koppinen,
possibilitando o resultado (Teorema 7.6) que conecta as nogoes de extensao de Galois.
Vejamos a seguir a parte que nos interessa deste resultado:
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Teorema 5.2.4 ([8]). Sejam V = Vecy e H uma C(V)-categoria com cada H,, um k-
espaco vetorial de dimensdo finita. Se A € H-extensio de Galois de B = A, entdo AP
¢ extensio K°P-Galois dual o esquerda de B = APK™ isto €, temos um isomorfismo de
clusters ¢ : APH#KP — Endg(A°) definido por (4.28).

Se A é uma H-comodulo categoria a direita, onde cada A,, € um B,-mddulo &
esquerda projetivo finitamente gerado, entao vale a volta dessa afirmagao.

Note que o Teorema 5.2.4 fornece outra relagao entre a extensao de Galois e
extensao de Galois dual, diferente da que obtivemos. Por meio dele, podemos afirmar
que o oposto do produto smash A#H definido aqui neste trabalho (A#H), é uma
K°-extensao de Galois dual & esquerda de B.

As seguintes observacoes acerca desse resultado merecem atencao aqui:

Observagao 5.2.5. 1) Em [8] a hipétese de que cada A, seja um B,-mddulo a es-
querda projetivo finitamente gerado € omitida, porém isso parece ser necessdrio na
demonstracao de parte do resultado.

2) O teorema em [8] assume que A" = APE” . Temos duas observagies quanto a
isso: A primeira € que, isso € verdade no caso em que H,, € k-espaco vetorial de
dimensao finita, se pensarmos em cada B, somente com a estrutura de k-espago
vetorial. Como subdlgebra, B, é subdlgebra de A, . € B, € subdlgebra de Ag{’z entao
a multiplicagao € a oposta. A sequnda observac¢do, € que mantivemos a categoria
V sendo a dos k-espagos vetoriais como em [8], pois para o caso de um k-modulo
projetivo finitamente gerado, nao consequimos ver como a igualdade poderia ser

valida.
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CONCLUSAO

Com este trabalho foi possivel o desenvolvimento de uma teoria de agoes para
categorias de Hopf. Com isso, complementamos o que j& havia sido desenvolvido por
Batista, Caenepeel e Vercruysse em [5] e por Caenepeel e Fieremans em |[8].

Como resultados secundarios obtivemos as generalizagoes de diversas definicoes e
demonstragoes. Isso ocorreu no capitulo 2 em que desenvolvemos as defini¢oes e resultados
por meio de diagramas para uma categoria monoidal, ou categoria monoidal trancada
(dependendo do caso). Também descrevemos as coagoes de categorias de Hopf a partir
das defini¢oes de [8] para uma categoria monoidal trangada V. E ainda, expandimos a
teoria de ag¢oes para uma categoria de Hopf k-linear dual desenvolvida em [8], nos casos
em que foi possivel.

Como principais resultados obtidos, podemos citar primeiramente a construcao
de uma nova teoria de ac¢oes de categorias de Hopf, fornecendo um exemplo geral de agao
diagonal que estende a acao adjunta de k-algebras de Hopf, e incluindo a construcao de
um produto smash que é uma extensao de Galois como no caso usual. Em segundo lugar,
como grupdides sao exemplos de categorias de Hopf, conseguimos mostrar uma ligacao
da definicao de acao criada com as defini¢oes de acao de grupdides que encontramos na
literatura ([4], [32], [33]).

Por fim, mas nao menos importante do que os resultados ja citados, a obtencao
de um teorema de dualidade para categorias de Hopf. Este teorema fecha uma sequéncia
de véarios resultados que comecaram no capitulo 3 com as definigoes de categorias opostas
e a correspondéncia entre categorias de Hopf e categorias de Hopf duais, e permeia toda a
teoria desenvolvida neste trabalho e nos trabalhos citados. E ainda, o caminho para sua
obtencao nos levou a mais resultados sobre as relagoes existentes entre moédulos e como-
dulos no nivel de categorias de Hopf que aprofunda o trabalho previamente desenvolvido
em [5].
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