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A Estrada segue sempre avante
Da porta onde é seu começo.

Já longe a Estrada vai, constante,
E eu vou por ela sem tropeço,
Seguindo-a com pés morosos,
Pois outra estrada vou achar

Onde há encontros numerosos.
Depois? Não posso adivinhar.

(J.R.R. Tolkien)



RESUMO

O estudo de ações e coações de álgebras de Hopf em álgebras é um dos objetivos
centrais da teoria das álgebras de Hopf desde os anos setenta. Mais recentemente, em
2016, Batista, Caenepeel e Vercruysse introduziram uma generalização de álgebras de
Hopf, chamada categorias de Hopf. Assim, é natural se perguntar se as definições e
resultados já conhecidos para ações e coações de álgebras de Hopf, podem também ser
generalizados para categorias de Hopf. Em 2018, Caenepeel e Fieremans dão algumas
respostas neste sentido ao desenvolverem uma teoria de Galois para categorias de Hopf,
porém várias questões permanecem ainda em aberto. Neste trabalho, usando a ação
adjunta de uma álgebra de Hopf como inspiração, conseguimos obter uma definição de
ação para categorias de Hopf. Como consequência obtivemos uma ação adjunta para
categorias de Hopf, um produto smash que mostramos ser extensão de Galois de acordo
com a teoria de Caenepeel e Fieremans, e uma conexão com a teoria clássica envolvendo
ações por grupóides. Por fim, um teorema de dualidade foi construído para categorias de
Hopf unindo as teorias desenvolvidas até aqui.

Palavras-chave: categoria de Hopf; produto smash; teoria de Galois; grupóides.



ABSTRACT

The study of actions and coactions of Hopf algebras on algebras has been one of the
central goals of the theory of Hopf algebras since the 1970s. More recently, in 2016, Ba-
tista, Caenepeel and Vercruysse introduced a generalization of Hopf algebras, called Hopf
categories. Thus, it is natural to ask whether the definitions and results already known
for actions and coactions of Hopf algebras, can also be generalized to Hopf categories.
In 2018, Caenepeel and Fieremans provide some answers in this regard by developing a
Galois theory for Hopf categories, however several questions remain open. In this work,
using the adjoint action of a Hopf algebra as inspiration, we were able to obtain a defi-
nition of action for Hopf categories. As a consequence, we managed to obtain an adjoint
action for Hopf categories, a smash product which we showed to be a Galois extension
according to the theory of Caenepeel and Fieremans, and a connection with the classical
theory involving actions by groupoids. Finally, a duality theorem has been constructed
for Hopf categories, unifying the theories developed so far.

Keywords: Hopf category; smash product; Galois theory; groupoids.
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INTRODUÇÃO

A teoria de Galois e suas generalizações têm ocupado gerações de matemáticos
desde a obra de Evariste Galois, publicada em 1846, que explicava a inexistência de uma
fórmula geral para obter as raízes de um polinômio de grau 5 ou superior. Dada uma
extensão de corpos E ⊇ F , seu grupo de Galois Gal(E|F ) é o grupo de F -automorfismos de
E, isto é, é o grupo dos automorfismos de E que fixa os elementos de F . Um dos principais
resultados obtidos por Galois é a existência, sob algumas hipóteses, de uma bijeção entre
os subcorpos de E que contém F e os subgrupos do grupo de Galois Gal(E|F ); essa
bijeção é chamada de correspondência de Galois. Como consequência, mostrou-se que as
equações polinomiais que podem ser resolvidas por radicais são precisamente aquelas cujo
grupo de Galois é solúvel (o grupo de Galois da equação polinomial f(X) = 0, em que
f(X) tem coeficientes em F , é o grupo de Galois do corpo de decomposição do polinômio
f(X) sobre F ). Posteriormente Chase, Harrison e Rosenberg ([10], 1965) estenderam a
teoria para abarcar extensões de anéis comutativos, obtendo uma nova correspondência
de Galois neste contexto.

No final dos anos 60, o estudo das ações e coações das álgebras de Hopf começou
a ser desenvolvido na teoria das álgebras de Hopf, podemos citar por exemplo o artigo
de Heyneman e Sweedler de 1969 ([18]) onde foi dada a definição de H-módulo álgebra.
Isso possibilitou mais tarde, que a teoria de Galois fosse ampliada para incluir álgebras
não comutativas no lugar de anéis comutativos, e álgebras de Hopf no lugar de grupos,
levando às extensões Hopf-Galois de álgebras ([23], 1981).

A passagem de uma teoria de Galois com base em ações de grupos para uma
teoria de Galois com base em coações de álgebras de Hopf está implícita no trabalho de
Chase, Harrison e Rosenberg e foi inicialmente desenvolvida em [11], mas a conexão entre
grupos e álgebras de Hopf é mais profunda. Pode-se considerar álgebras de Hopf em cate-
gorias monoidais trançadas arbitrárias, e deste ponto de vista um grupo é simplesmente
uma álgebra de Hopf na categoria dos conjuntos. Na literatura é possível encontrar este
conceito de álgebras de Hopf em categorias monoidais trançadas já no início da década
de 90 em artigos de Majid [25] e [26] que ainda citam preprints anteriores.

Esta abordagem categórica de álgebras de Hopf tem sido utilizada mais recente-
mente, por exemplo, no artigo de Caenepeel e Lombaerde ([7], 2006) é mostrado que as
Hopf G-coálgebras, introduzidas por Turaev em [39], são álgebras de Hopf em uma catego-
ria monoidal trançada chamada categoria de Turaev. Assim, essa abordagem categórica
nos permite ver várias estruturas como sendo álgebras de Hopf na categoria monoidal
apropriada.

Batista, Caenepeel e Vercruysse prosseguiram com esta abordagem categórica
das álgebras de Hopf em [5] (2016), onde introduziram o conceito de categoria de Hopf.
Essa estrutura inclui outros objetos matemáticos, além das álgebras de Hopf, tais como:
grupóides, que é uma categoria de Hopf quando a categoria monoidal inicial é a dos
conjuntos; as categorias k-lineares (ou k-categorias) quando a categoria monoidal inicial
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é a dos k-módulos; e as Hopf G-álgebras, uma noção dual das Hopf G-coálgebras.
Logo na sequência em 2018, Caenepeel e Fieremans desenvolveram uma teoria

de Galois para as categorias de Hopf k-lineares no seu artigo [8]. Entretanto, neste
artigo, apenas duas construções de extensão de Galois foram dadas: uma que é a própria
categoria de Hopf no caso k-linear ser uma extensão de Galois de seus coinvariantes, esta
na verdade sendo uma consequência direta do teorema fundamental para módulos de Hopf
desenvolvido em [5]; e a segunda é a generalização do resultado de Ulbrich que diz que
uma extensão de Galois sobre a álgebra de grupo é uma álgebra fortemente graduada.

Além disso, alguns dos resultados já conhecidos para as álgebras de Hopf neste
contexto de ações e coações, não puderam ser generalizados para as categorias de Hopf
somente por meio do estudo desenvolvido nos trabalhos [5] e [8]. Mais especificamente,
quanto à teoria de ações desenvolvida em [8] ela foi baseada na ação de uma categoria de
Hopf dual e não de uma categoria de Hopf, não fornecendo construções gerais de ações. Os
próprios autores de [8] mencionam ao final que falta um vínculo com a teoria já existente
de ações de grupóides em álgebras, desenvolvida por Bagio e Paques em [4] e Paques e
Tamusiunas em [33]. (Caenepeel e Fieremans avançam neste sentido posteriormente em
[9]).

Neste trabalho, conseguimos desenvolver uma teoria de ações de categorias de
Hopf. Por meio dessa teoria, foi possível obter uma ação de uma categoria de Hopf que
imita a ação adjunta de uma álgebra de Hopf. Também obtemos uma noção de produto
smash envolvendo uma categoria de Hopf, análoga à versão existente entre uma álgebra
de Hopf H e uma H-módulo álgebra, e que será extensão de Galois no sentido apresentado
por [8], acrescentando mais uma construção de extensão de Galois àquelas já dadas na
literatura. Tudo isso culminou em um teorema de dualidade para categorias de Hopf.
Além disso, conseguimos obter vários resultados que mostram a relação existente entre a
teoria de ações aqui desenvolvida com a teoria de ações de grupóides.

Introduzimos no capítulo 1 as definições e resultados existentes para uma álgebra
de Hopf usual (k-álgebra de Hopf, onde k é um corpo), com enfoque nas definições de ação
e coação de uma álgebra de Hopf em uma k-álgebra, no produto smash associado a uma
ação e também nas extensões Hopf-Galois. Ao final desse capítulo, os principais resultados
de extensões Hopf-Galois quando a álgebra de Hopf tem dimensão finita, nos fornecem a
motivação necessária para o último resultado do capítulo 4, o qual foi apresentado por [8]
como aplicação da sua definição de extensão de Galois dual, uma versão de extensão de
Galois que usa uma categoria de Hopf dual.

O capítulo 2 tem como objetivo apresentar a versão categórica dos principais
objetos de estudo, buscando preparar terreno para as categorias de Hopf. Assim, são
introduzidas as categorias monoidais e categorias monoidais trançadas que nos permitem
definir uma álgebra de Hopf em uma categoria monoidal trançada qualquer. Com isso, a
álgebra de Hopf usual tratada no capítulo 1, se torna apenas um caso particular deste,
quando a categoria é a dos k-espaços vetoriais. Veremos que vários resultados conhecidos
para álgebras de Hopf usuais podem ser tratados de maneira categórica, com uma simples
generalização do seu tratamento através dos morfismos envolvidos. A dificuldade está em
fazer as demonstrações dos resultados, já que em uma categoria arbitrária não podemos
supor que morfismos são funções e não podemos avaliar morfismos em elementos, por
isso várias demonstrações são feitas aqui de maneira original por meio de diagramas. O
diagrama permite formas diferentes de leitura, o que facilita seu entendimento, assim
como dá ao trabalho um aspecto visual mais agradável.

Um recurso importante para provar resultados que envolviam muitas composições
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de morfismos, no capítulo 2 e nos capítulos subsequentes, foi o uso de diagramas de cordas.
Por exemplo, os diagramas de cordas estão por trás da demonstração da Proposição 2.2.7.
Assim, apesar de cordas não aparecerem explicitamente nesta tese, elas foram usadas de
maneira a intuir a composição de morfismos que deveria ser efetuada nas demonstrações.
Algumas referências em que diagramas de cordas aparecem no contexto de álgebras de
Hopf e serviram de base teórica são [25] e [41].

O capítulo 3 tem como objetivo apresentar as categorias de Hopf e as categorias
de Hopf duais, baseado no artigo [5]. Optamos por um ponto de vista que focasse no que
fosse necessário ao estudo, assim resultados sobre 2-categorias e 2-equivalências foram
omitidos ou são citados superficialmente. Uma das demonstrações mais bonitas usando
diagramas é dada nesse capítulo, no resultado em que mostramos que a V-categoria oposta
é uma V-categoria (3.1.6). Incrementamos alguns resultados a respeito de categorias
(duais) opostas que foram necessários nos resultados do capítulo 5. Também separamos
uma seção para falar da correspondência entre categorias de Hopf e categorias de Hopf
duais dada por [5], que existe quando estamos na categoria dos k-módulos projetivos
finitamente gerados. Os resultados desta seção são fundamentais para construirmos o
teorema de dualidade no capítulo final.

No capítulo 4 a teoria de ações para categorias de Hopf foi desenvolvida. O ponto
de partida foi usar a ação adjunta de uma álgebra de Hopf, apresentada no capítulo 1
para uma álgebra de Hopf usual (1.1.4), e no capítulo 2 para o caso de uma álgebra
de Hopf sobre uma categoria monoidal trançada arbitrária (2.41). A análise deste caso
particular mostrou primeiramente que, se quiséssemos uma versão análoga de ação adjunta
para uma V-categoria de Hopf, então uma definição de A-módulo, quando A é uma V-
categoria, diferente daquela dada por [5] precisava ser formulada. Isso motivou a definição
de A-módulo diagonal, e na sequência, a definição de ação de uma categoria de Hopf em
uma álgebra da categoria diagonal que chamamos de ação diagonal.

A definição obtida de módulo diagonal, não é um caso isolado na literatura, pois
um C-módulo quando C é uma k-categoria dado por [12] é um caso particular desta defi-
nição. Ações de uma categoria em um conjunto dado por [24] e ações de um grupóide em
um conjunto dado por [33] também podem ser vistas como módulos diagonais, neste caso
obtivemos uma equivalência entre as categorias onde estas ações são os objetos das cate-
gorias. Já a definição de ação diagonal nos permite descrever a relação existente com as
ações de grupóides em álgebra dada por [33], respondendo desse modo, ao questionamento
deixado em aberto por Caenepeel e Fieremans em [8].

A ação adjunta que foi a inspiração inicial para a definição de ação diagonal, nos
permitiu a construção de um exemplo geral: Mostramos que existe uma ação de uma
V-categoria de Hopf H de classe X nos seus objetos diagonais (Hx)x∈X , que generaliza
a ação adjunta no sentido de que se tivéssemos uma álgebra de Hopf (categoria de Hopf
com um objeto) o caso anterior (2.41) seria obtido.

Ainda no capítulo 4, dedicamos uma seção a definir um produto smash A#H de
uma álgebra A na categoria diagonal e uma categoria de Hopf H, que é generalização do
produto smash visto em 2.2.5, e provamos que A#H é uma V-categoria.

Também dedicamos uma seção às coações de categorias de Hopf, neste caso o que
fizemos foi generalizar a definição de comódulo categoria dada em [8] para uma categoria
monoidal trançada V arbitrária. Foi possível mostrar que existe uma coação da categoria
de Hopf no produto smash criado e que, além disso, se a categoria de Hopf for k-linear,
esse produto smash é uma extensão de Galois no sentido dado por [8].

Na segunda parte do capítulo 4 (seção 4.2) apresentamos, para efeito de compara-
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ção, a teoria de ação desenvolvida por [8] que usa uma categoria de Hopf dual. Essa teoria
leva a um produto smash chamado produto smash cluster que é essencialmente diferente
do que apresentamos anteriormente, a começar por ser um cluster, o que fornece mais um
índice para os cálculos. Também leva a uma outra noção de extensão de Galois chamada
extensão de Galois dual. Conseguimos estender vários resultados de [8], originalmente
restritos à V eck-categorias (duais), para V-categorias e categorias de Hopf duais sobre
uma categoria monoidal trançada V arbitrária.

No capítulo 5 a teoria desenvolvida de ação de categorias de Hopf juntamente com
as coações de categorias de Hopf e a teoria de ação desenvolvida por [8], foram reunidadas
para produzir um teorema de dualidade para categorias de Hopf. Na primeira seção do
capítulo 5, debatemos sobre como relacionar módulo categorias com comódulo categorias.
É aqui que vários resultados obtidos no capítulo 3 precisam ser aplicados. Já na seção
2 do capítulo 5 o teorema é apresentado, tendo como inspiração o teorema de dualidade
para álgebras de Hopf de dimensão finita dado por Van der Bergh [42].

É interessante observar como a construção vai sendo feita, encaixando vários
resultados obtidos ao longo dos capítulos deste trabalho como peças de um quebra-cabeça.
Ao final este resultado dá uma relação entre as duas noções de extensão de Galois dadas
por [8].

Ao longo de todo o texto buscou-se indicar em cada definição, exemplo, proposição
ou teorema, a principal referência utilizada. Com isso, queremos dar o devido crédito aos
autores consultados, bem como destacar os resultados alcançados por meio deste estudo.
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Capítulo 1

PRÉ-REQUISITOS

Neste capítulo apresentaremos algumas definições, alguns exemplos e resultados
existentes na literatura para uma álgebra de Hopf usual. Por isso, fixemos algumas
notações: k é um corpo, H é uma k-álgebra de Hopf com multiplicação m, unidade η,
comultipliação Δ, counidade ε e a antípoda de H será denotada por S. Representaremos
por Id o morfismo identidade.

Vamos nos ater àqueles resultados estritamente relacionados com os capítulos
subsequentes deste estudo, para demais definições ou resultados relativos a àlgebras de
Hopf, os livros [14], [29] e [34] podem ser consultados.

1.1 AÇÕES E COAÇÕES DE ÁLGEBRAS DE HOPF
Nesta seção introduziremos ações e coações de uma k-álgebra de Hopf em uma

álgebra, bem como o produto smash. Alguns exemplos são apresentados com o objetivo
de ilustrar de que forma as definições e propriedades podem ser aplicadas.

As principais referências desta seção são os livros [14] e [29].

Definição 1.1.1 ([14]). Seja H uma álgebra de Hopf (ou uma k -álgebra). Um H-
módulo à esquerda é um par (A, ν) onde A é um k-espaço vetorial e ν : H ⊗ A −→ A
é uma aplicação k-linear, com ν(h ⊗ a) = h · a para h ∈ H, a ∈ A, tal que os seguintes
diagramas comutam:

H ⊗H ⊗ A
Id⊗ν ��

m⊗Id

��

H ⊗ A

ν

��
H ⊗ A ν

�� A

(1.1) k⊗ A
η⊗Id ��

∼

��

H ⊗ A

ν

��
A

(1.2)

ou seja, para todo h, g ∈ H, a ∈ A temos:

(hg) · a = h · (g · a) 1H · a = a.

Definição 1.1.2 ([14]). Seja H uma álgebra de Hopf (ou k-biálgebra). Dizemos que H age
em uma k-álgebra A ou que A é uma H-módulo álgebra à esquerda, se as seguintes
condições são satisfeitas:

i) A é um H-módulo à esquerda.
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ii) h · (ab) = ∑
(h1 · a)(h2 · b), para todo h ∈ H, a, b ∈ A.

iii) h · 1A = ε(h)1A, para todo h ∈ H.

Uma observação interessante sobre a definição de H-módulo álgebra é que se H
é álgbera de Hopf, o item iii) pode ser visto como uma consequência dos itens i) e ii).

Naturalmente, ambas as definições acima podem ser feitas à direita.

Definição 1.1.3 ([29]). Seja A um H-módulo à esquerda. Os invariantes de H em A
são dados pelo conjunto:

AH = {a ∈ A | h · a = ε(h)a, ∀ h ∈ H}.

Se A é H-módulo álgebra à esquerda então AH é k-subálgebra de A e é dita
álgebra de invariantes.

Exemplo 1.1.4 (Ação adjunta, [14]). Qualquer álgebra de Hopf H age em si mesma pela
ação adjunta definida por:

h · l =
∑

h1l S(h2) (1.3)

Nesse caso, a álgebra de invariantes é HH = Z(H) (centro de H).

Vejamos que de fato, a aplicação dada por:

ν : H ⊗H → H

h⊗ l �→ h · l =
∑

h1l S(h2)

é uma ação de H em H.
Note que ν pode ser escrita como a composição das aplicações k-lineares:

ν = m ◦ (m⊗ S) ◦ (Id⊗ τ) ◦ (Δ⊗ Id)

onde τ : H ⊗H → H ⊗H é o morfismo twist dado por τ(h⊗ g) = g ⊗ h. Portanto, ν é
aplicação k-linear.

Sejam h, g, l ∈ H temos:

ν(m⊗ Id)(h⊗ g ⊗ l) = (hg · l) =
∑

(hg)1l S((hg)2), (Δ é morfismo de k-álgebras)

=
∑

h1g1l S(h2g2), (S é antimorfismo de álgebras)

=
∑

h1g1l S(g2)S(h2)

= h ·
(∑

g1l S(g2)
)

= h · (g · l) = ν(Id⊗ ν)(h⊗ g ⊗ l)

e ainda,

ν(η ⊗ Id)(1k ⊗ l) = 1H · l = 1H l S(1H) = 1H l1H = l.

Logo, H é um H-módulo à esquerda com a ação adjunta.
Verifiquemos agora o item ii) da Definição 1.1.2:
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∑
(h1 · g)(h2 · l) =

∑
h1g S(h2)h3l S(h4)

=
∑

h1g ε(h2)l S(h3)

=
∑

h1g l S(ε(h2)h3)

=
∑

h1(gl) S(h2)

= h · (gl).

Por fim, o item iii) da Definição 1.1.2 é facilmente verificado:

h · 1H = h11H S(h2) = ε(h)1H .

Portanto, H é um H-módulo álgebra.
Agora vejamos que HH = Z(H). Seja g ∈ HH , então para todo h ∈ H temos:

hg=
∑

h1ε(h2)g =
∑

h1g ε(h2) =
∑

h1g S(h2)h3 =
∑

(h1 · g)h2 =
∑

ε(h1)g h2=gh

ou seja, g ∈ Z(H). Por outro lado, se g ∈ Z(H), então para todo h ∈ H temos:

h · g =
∑

h1g S(h2) =
∑

h1S(h2)g = ε(h)g.

Logo g ∈ HH e concluímos que a álgebra de invariantes, neste caso, é o centro de H.

Exemplo 1.1.5 ([14]). Seja G um grupo arbitrário que age por k-automorfismos numa
k-álgebra A, isso significa que existe ψ um morfismo de grupos tal que

ψ : G → Autk(A), ψ(g)(a) = g · a, ∀ g ∈ G, a ∈ A.

Então, A é kG-módulo álgebra, definindo ν através da propriedade universal do
produto tensorial, usando ψ. Note que, nesse caso,

AkG = {a ∈ A | g · a = a, ∀ g ∈ G} = AG

é a subálgebra dos elementos fixados por G. Deste exemplo vem o nome “invariantes”.
Analogamente, [29] (p.41) nos diz que também vale a volta desta afirmação, ou

seja, se A é kG-módulo álgebra, então G atua em A por k-automorfismos.

Definição 1.1.6 ([29]). Seja A uma H-módulo álgebra à esquerda. Então o produto
smash de A por H, denotado por A#H, é como k-espaço vetorial A#H = A ⊗ H, e
denotamos um elemento a⊗ h como a#h. Além disso, A#H tem a seguinte operação de
multiplicação dos seus elementos, para a, b ∈ A e h, g ∈ H:

(a#h)(b#g) =
∑

a(h1 · b)#h2g.

Observação 1.1.7. Note que se considerarmos a multiplicação acima como o operador
m# : A#H ⊗ A#H → A#H, então podemos defini-lo por meio da composição de opera-
dores, conforme o diagrama a seguir:
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A#H ⊗ A#H

Id⊗Δ⊗Id⊗Id

��

m#
�� A#H

A⊗H ⊗H ⊗ A⊗H
Id⊗Id⊗τ⊗Id �� A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H

Id⊗ν⊗Id⊗Id �� A⊗ A⊗H ⊗H

mA⊗mH

��

Logo, o produto de elementos de A#H está bem definido nos geradores desse
espaço e, ainda, é k-linear já que todos os operadores envolvidos são k-lineares.

Proposição 1.1.8 ([14]). A#H é uma k-álgebra.

Demonstração. Por definição, A#H = A⊗H como k-espaço vetorial e temos uma opera-
ção, que é k-linear, a qual define o poduto em A#H. Logo, para concluirmos que A#H é
uma k-álgebra basta mostrarmos que este produto é associativo e que existe uma unidade.

De fato, para a, b, c ∈ A e h, g, l ∈ H temos:

((a#h)(b#g)) (c#l) =
(∑

a(h1 · b)#h2g
)
(c#l)

=
∑

a(h1 · b) ((h2g)1 · c)#(h2g)2l

=
∑

a(h1 · b)(h2 · (g1 · c))#h3g2l

=
∑

a(h1 · (b(g1 · c)))#h2g2l

= (a#h)
(∑

b(g1 · c)#g2l
)

= (a#h) ((b#g)(c#l)) ,

portanto, a multiplicação é associativa.
A unidade de A#H é 1A#1H , já que para a ∈ A e h ∈ H, temos:

(a#h)(1A#1H) =
∑

a(h1 · 1A)#h21H =
∑

aε(h1)1A#h2 =
∑

a#ε(h1)h2 = a#h

e ainda,

(1A#1H)(a#h) =
∑

1A((1H)1 · a)#(1H)2h = a#h.

Portanto, A#H é uma k-álgebra.

Proposição 1.1.9 ([14]). As aplicações

ϕ : A −→ A#H

a �−→ a#1H

ψ : H −→ A#H

h �−→ 1A#h

são aplicações injetivas de k-álgebras.

Demonstração. É claro que ambas as aplicações são k-lineares. Sejam a, b ∈ A,

ϕ(a)ϕ(b) = (a#1H)(b#1H) = a(1H · b)#1H1H = ab#1H = ϕ(ab)

e ainda, ϕ(1A) = 1A#1H = 1A#H . Logo, ϕ é morfismo de k-álgebras.
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Tomando h, g ∈ H temos

ψ(h)ψ(g) = (1A#h)(1A#g) = 1A(h1 · 1A)#h2g = ε(h1)1A#h2g = 1A#hg = ψ(hg)

e ψ(1H) = 1A#1H = 1A#H . Logo ψ também é morfismo de k-álgebras.
A injetividade dos morfismos segue do fato de que 1H , assim como 1A são linear-

mente independentes sobre k.

O resultado a seguir é um caso particular de um mais forte que envolve um
produto smash definido a partir de uma ação fortemente interna ([16], Teorema 4.2.8).
Aqui vamos nos ater ao caso particular da ação fortemente interna ser a ação adjunta, já
que este é o caso de interesse neste estudo.

Proposição 1.1.10 ([16]). Dada H uma k-álgebra de Hopf, H é uma H-módulo álgebra
pela ação adjunta conforme Exemplo 1.1.4. Nesse caso, H#H 	 H ⊗H como álgebras.

Demonstração. Sabemos que H#H = H ⊗H como k-espaço vetorial, defina:

ϕ : H#H −→ H ⊗H

h⊗ k �−→ hk1 ⊗ k2

e vejamos que ϕ é um morfismo de álgebras. Sejam a, b, h, g ∈ H temos:

ϕ ((a#h)(b#g)) = ϕ (a(h1 · b)#h2g)

= a(h1 · b)(h2g)1 ⊗ (h2g)2

= a(h1bS(h2))h3g1 ⊗ h4g2

= ah1b ε(h2)g1 ⊗ h3g2

= ah1bg1 ⊗ h2g2

= (ah1 ⊗ h2)(bg1 ⊗ g2)

= ϕ(a⊗ h)ϕ(b⊗ g)

e ainda,

ϕ(1H#H) = ϕ(1H ⊗ 1H) = 1H ⊗ 1H = 1H⊗H

logo, ϕ é morfismo de álgebras.
Vejamos agora que ψ é morfismo inverso de ϕ, onde ψ é definido por:

ψ : H ⊗H −→ H#H

h⊗ k �−→ hS(k1)⊗ k2.

De fato, sejam h, k ∈ H,

(ψ ◦ ϕ)(h⊗ k) = ψ(hk1 ⊗ k2) = hk1S(k2)⊗ k3 = hε(k1)⊗ k2 = h⊗ k

e também

(ϕ ◦ ψ)(h⊗ k) = ϕ(hS(k1)⊗ k2) = hS(k1)k2 ⊗ k3 = hε(k1)⊗ k2 = h⊗ k.

Portanto, ϕ é um isomorfismo de álgebras.
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Até aqui, citamos apenas a ação de uma álgebra de Hopf H. Agora vamos definir
uma coação, mas antes precisamos da definição de H-comódulo.

Definição 1.1.11 ([14]). Seja H uma álgebra de Hopf (ou uma k-coálgebra). Um H-
comódulo à direita é um par (A, ρ) onde A é um k-espaço vetorial e ρ : A −→ A⊗H é
uma aplicação k-linear, que denotamos por ρ(a) =

∑
a0⊗a1 ∈ A⊗H, tal que os seguintes

diagramas comutam:

A
ρ ��

ρ

��

A⊗H

Id⊗Δ

��
A⊗H

ρ⊗Id
�� A⊗ A⊗H

(1.4) A

∼
��

ρ �� A⊗H

Id⊗ε

��
A⊗ k

(1.5)

ou seja, para todo a ∈ A temos:∑
(a0)0 ⊗ (a0)1 ⊗ a1 =

∑
a0 ⊗ (a1)1 ⊗ (a1)2 e

∑
a0ε(a1) = a.

Exemplo 1.1.12 ([29]). Seja G um grupo, A é kG-comódulo à direita se e somente se A
é um módulo G-graduado.

De fato, se A é kG-comódulo à direita, então pela definição acima, A é um k-
espaço vetorial e existe uma aplicação ρ que é k-linear e satisfaz os diagramas (1.4) e
(1.5). Defina Ag = {a ∈ A | ρ(a) = a⊗ g} para cada g ∈ G.

Podemos escrever ρ(a) =
∑

g∈G ag ⊗ g, para a ∈ A. Usando (1.4) obtemos para
qualquer a ∈ A: ∑

g

ag ⊗ g ⊗ g =
∑
g

ρ(ag)⊗ g,

logo ρ(ag) = ag ⊗ g. Ou seja, ag ∈ Ag.
Usando (1.5) temos

∑
g agε(g) = a, então

∑
g ag = a para qualquer a ∈ A.

Agora se
∑

g ag = 0, aplicando ρ obtemos que ag = 0 para todo g ∈ G. Portanto
A = ⊕g∈GAg.

Reciprocamente, se A é módulo G-graduado, basta definir ρ(ag) = ag ⊗ g para
todo ag ∈ Ag.

Definição 1.1.13 ([14]). Seja H uma álgebra de Hopf (ou k-biálgebra). Dizemos que
H coage em uma k-álgebra A ou que A é uma H-comódulo álgebra à direita, se as
seguintes condições são satisfeitas:

i) A é um H-comódulo à direita.

ii)
∑

(ab)0 ⊗ (ab)1 =
∑

a0b0 ⊗ a1b1, para todo a, b ∈ A.

iii) ρ(1A) = 1A ⊗ 1H .

Note que na Definição 1.1.13, dizer que as condições ii) e iii) são válidas é equi-
valente a dizer que ρ é morfismo de álgebras.

Também pode-se mostrar que, se H é uma álgebra de Hopf, o item iii) é uma
consequência dos itens i) e ii), assim como ocorre na definição 1.1.2.
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Definição 1.1.14 ([29]). Seja A um H-comódulo à direita. Os coinvariantes de H em
A são dados pelo conjunto:

AcoH = {a ∈ A | ρ(a) = a⊗ 1H}.

Se A é uma H-comódulo álgebra à direita, então AcoH é k-subálgebra de A,
chamada álgebra de coinvariantes de A.

A seguir, apresentamos o exemplo mais elementar de H-comódulo álgebra.

Exemplo 1.1.15 ([14]). Qualquer álgebra de Hopf H é H-comódulo álgebra à direita (e
à esquerda) com ρ = Δ. E, neste caso, HcoH = k1H .

De fato, os diagramas da definição de H-comódulo se tornam os diagramas de
coassociatividade e counidade quando ρ = Δ, assim o item i) da Definição 1.1.13 é satis-
feito. Já os itens ii) e iii) seguem de Δ ser morfismo de álgebras. Portanto, toda álgebra
de Hopf H é H-comódulo álgebra (na verdade, é suficiente que H seja biálgebra).

Agora vejamos que HcoH = k1H . Seja h ∈ HcoH , então pela definição de coinva-
riantes e sabendo que ρ = Δ obtemos:

h⊗ 1 =
∑

h1 ⊗ h2.

Aplicando ε ⊗ Id a ambos os lados e usando o isomorfismo canônico k ⊗H 	 H encon-
tramos h = ε(h)1H , ou seja, h ∈ k1H . Por outro lado, se h ∈ k1H então h = α1H com
α ∈ k, logo

ρ(h) = Δ(α1H) = αΔ(1H) = α1H ⊗ 1H = h⊗ 1H

ou seja, h ∈ HcoH . Portanto HcoH = k1H .

A proposição a seguir nos dá outro exemplo de H-comódulo álgebra à direita.

Proposição 1.1.16 ([14]). O produto smash A#H é uma H-comódulo álgebra à direita
com

ρ : A#H −→ A#H ⊗H

a#h �−→
∑

(a#h1)⊗ h2

e ainda, (A#H)coH = A#k1H 	 A.

Demonstração. Pela Proposição 1.1.8, A#H é k-álgebra, e é claro que ρ conforme dado
é k-linear. Vejamos que A#H é H-comódulo à direita, para a ∈ A, h ∈ H temos:

(Id⊗Δ) ◦ ρ(a#h) = (Id⊗Δ)
(∑

(a#h1)⊗ h2

)
=

∑
(a#h1)⊗Δ(h2)

=
∑

(a#h1)⊗ h2 ⊗ h3

=
∑

ρ(a#h1)⊗ h2

= (ρ⊗ Id)
(∑

(a#h1)⊗ h2

)
= (ρ⊗ Id) ◦ ρ(a#h)
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e ainda,

(Id⊗ ε) ◦ ρ(a#h) = (Id⊗ ε)
(∑

(a#h1)⊗ h2

)
=

∑
(a#h1)⊗ ε(h2)

=
∑

(a#h1ε(h2))⊗ 1k = a#h.

Logo, A#H é H-comódulo à direita.
Vejamos agora que o item ii) da Definição 1.1.13 é satisfeito. Para a, b ∈ A e

h, g ∈ H temos

ρ ((a#h)(b#g)) = ρ
(∑

a(h1 · b)#h2g
)

=
∑

(a(h1 · b)#h2g1)⊗ h3g2

=
∑

(a#h1)(b#g1)⊗ h2g2

=
(∑

(a#h1)⊗ h2

)(∑
(b#g1)⊗ g2

)
= ρ(a#h)ρ(b#g).

Por fim, vejamos o item iii) da Definição 1.1.13,

ρ(1A#H) = ρ(1A#1H) = 1A#1H ⊗ 1H = 1A#H ⊗ 1H .

Portanto, A#H é H-comódulo álgebra à direita.
Busquemos agora os coinvariantes de A#H. Suponha que a#h ∈ (A#H)coH ,

então
a#h⊗ 1H = ρ(a#h) =

∑
(a#h1)⊗ h2.

Aplicando Id⊗ ε⊗ Id e usando os isomorfismos canônicos obtemos:

a#ε(h)1H = a#ε(h1)h2 = a#h

Logo a#h ∈ A#k1H .
A inclusão contrária é imediata pois ρ(a#1H) = a#1H ⊗ 1H , para a ∈ A. Assim

obtemos (A#H)coH = A#k1H .
Para finalizar, A#k1H 	 A segue de 1.1.9, já que ϕ é morfismo de k-álgebras

injetivo e Im(ϕ) = A#k1H . Portanto, (A#H)coH = A#k1H 	 A.

Exemplo 1.1.17 ([14]). Seja G um grupo e A uma k-álgebra G-graduada , ou seja,
A = ⊕g∈GAg soma direta de espaços vetorias, com AgAh ⊆ Agh, para todo g, h ∈ G.
Então A é kG-comódulo álgebra com

ρ : A → A⊗ kG ρ(a) =
∑
g∈G

ag ⊗ g

onde a =
∑

g∈G ag, ag ∈ Ag quase todos sendo zero. Além disso, os coinvariantes neste
caso são dados por AcokG = A1, onde 1 é o elemento neutro de G.

Vejamos que A é kG-comódulo álgebra. Já vimos em 1.1.12 que A é kG-comódulo
⇔ A é módulo G-graduado. Assim, só precisamos mostrar que as equações ii) e iii) de
1.1.13 são válidas.
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Sejam a, b ∈ A, por um lado temos

ρ(ab) =
∑
g∈G

(ab)g ⊗ g

mas a =
∑

x∈G ax, b =
∑

y∈G by e então ab =
∑

x,y∈G axby, onde axay ∈ Ag ⇔ xy = g.
Logo:

ab =
∑
x,y∈G

axby =
∑
g∈G

(∑
y∈G

agy−1by

)
︸ ︷︷ ︸

∈Ag

.

Como a decomposição na soma direta é de maneira única, temos (ab)g =
∑

y∈G agy−1by.
Portanto temos:

ρ(ab) =
∑
g∈G

(ab)g ⊗ g =
∑
g∈G

(∑
y∈G

agy−1by

)
⊗ g =

∑
x,y∈G

axby ⊗ xy

= (
∑
x∈G

ax ⊗ x)(
∑
y∈G

by ⊗ y) = ρ(a)ρ(b).

Como 1A ∈ A1, o que pode ser observado em [30] (Proposição 1.1.1), então ρ(1A) = 1A⊗1,
onde 1 é o elemento neutro do grupo G e 1 = 1kG. Segue que A é kG-comódulo álgebra.

Agora, vejamos que AcokG = A1. É claro que se a ∈ A1 então a ∈ AcokG.
Tome então a ∈ AcokG, temos que ρ(a) = a ⊗ 1. Mas a =

∑
g ag, então ρ(a) =∑

g ag ⊗ g. Assim devemos ter a = a1 ∈ A1.

Observação 1.1.18 ([29], p. 41). A volta do Exemplo 1.1.17 também é válida, ou seja, se
A é kG-comódulo álgebra, então A é álgebra G-graduada. Parte disso já foi demonstrado
no Exemplo 1.1.12, o restante é consequência dos itens ii) e iii) da Definição 1.1.13.

A proposição a seguir nos diz que no caso de H ter dimensão finita, as ações e
coações estão naturalmente relacionadas.

Proposição 1.1.19 ([14], p.244). Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A
uma k-álgebra. Então A é uma H-comódulo álgebra (à direita), se e somente se, A é uma
H∗-módulo álgebra (à esquerda). Além disso, nesse caso temos também AH∗

= AcoH .

Demonstração. (ideia) Seja dimk H = n com {e1, ..., en} base de H e {e∗1, ..., e∗n} base dual
de H∗. Suponha que A é uma H-comódulo álgebra, então A se torna uma H∗-módulo
álgebra definindo a ação por

f · a =
∑

a0f(a1), ∀ f ∈ H∗, a ∈ A.

Reciprocamente, se A é uma H∗-módulo álgebra, então A é uma H-comódulo
álgebra com:

ρ(a) =
n∑
i=1

e∗i · a⊗ ei, ∀ a ∈ A.

Observação 1.1.20. Note que na Proposição 1.1.19, como a dimensão de H é finita,
podemos trocar H por H∗ e usar H∗∗ 	 H.
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Exemplo 1.1.21 ([14]). Vimos no Exemplo 1.1.17 que A é kG-comódulo álgebra com
ρ(a) =

∑
g ag⊗ g. Se considerarmos G um grupo finito, então podemos usar a proposição

anterior 1.1.19 para obter que A é (kG)∗-módulo álgebra.
De fato, considerando {φg : g ∈ G} base dual de (kG)∗, então a ação é definida

por:
φh · a =

∑
g

ag φh(g) = ah, ∀ a =
∑
g

ag ∈ A, ag ∈ Ag.

Assim φg · A ⊆ Ag, ou seja, {φg} atua como projeções.
Note que se começarmos com essa ação de (kG)∗ em A, com A uma álgebra G-

graduada, obtemos através da Proposição 1.1.19, a mesma coação ρ dada inicialmente de
kG em A.

Também podemos ver que AcokG = A1 = A(kG)∗.

1.2 EXTENSÕES DE GALOIS
Nesta seção apresentaremos o conceito de extensão de Galois de uma k-álgebra

por uma k-álgebra de Hopf, que engloba o conceito de extensões de Galois para corpos,
conhecido como caso clássico da teoria de extensões.

Veremos também os principais resultados que mostram que, sob algumas con-
dições, existem equivalências com uma comódulo álgebra ser uma extensão de Galois.
Entre estes, se destaca o teorema de estrutura de Schneider para módulos de Hopf que
caracteriza extensões Hopf-Galois fielmente planas por meio de uma equivalência entre
categorias.

A principal referência nesta seção foi [29].

Definição 1.2.1 ([29], [37]). Sejam H uma álgebra de Hopf e A uma H-comódulo álgebra
à direita com coação ρ : A → A⊗H. Dizemos que A é uma H-extensão de Galois de
AcoH (à direita), ou que a extensão AcoH ⊆ A é H-Galois à direita, se a aplicação

β : A⊗AcoH A −→ A⊗H, β(a⊗ b) = (a⊗ 1)ρ(b) =
∑

ab0 ⊗ b1

é bijetiva.

Definição 1.2.2 ([37]). Se A é uma H-extensão de Galois de k, então dizemos que A é
um objeto de Galois (à direita).

Observação 1.2.3. A aplicação β é morfismo de A-bimódulos e de H-comódulo à direita.
É claro que A ⊗AcoH A é A-módulo à direita e à esquerda através do produto de

A à direita e à esquerda, respectivamente. Essa mesma aplicação vale para A ⊗ H ser
A-módulo à esquerda, porém para ser A-módulo à direita deve-se usar que A é H-comódulo:

(a⊗ h) · a′ = aa′0 ⊗ ha′1

Para a estrutura de H-comódulo usa-se a estrutura de H-comódulo de A e de H,
respectivamente, então A⊗AcoH A é H-comódulo à direita com:

ρ(a⊗ b) =
∑

a⊗ b0 ⊗ b1
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e A⊗H é H-comódulo à direita com:

ρ(a⊗ h) =
∑

a⊗ h1 ⊗ h2.

As verificações dessas afirmações são bastante diretas e serão omitidas.

A seguir veremos alguns exemplos de extensões de Galois. O primeiro exemplo
mostra que a definição de extensão de Galois dada acima, inclui o caso de extensões de
Galois para corpos.

Exemplo 1.2.4 ([14], [36]). Considere G um grupo finito que age por k-automorfismos
em um corpo E ⊇ k. Pelo Exemplo 1.1.5 sabemos que E é kG-módulo álgebra, o que pela
Proposição 1.1.19, é equivalente a dizer que E é (kG)∗-comódulo álgebra.

Assim, se considerarmos G = {g1, ..., gn} ⊆ kG e {p1, ..., pn} ⊆ (kG)∗ sua base
dual, a coação de (kG)∗ em E é dada por:

ρ : E −→ E ⊗ (kG)∗

a �−→
n∑
i=1

gi · a⊗ pi.

Além disso, temos por 1.1.5 e 1.1.19 que EG = EkG = Eco(kG)∗. Assim, pela
Definição 1.2.1, E é (kG)∗-extensão de Galois de EG := F , se a aplicação

β : E ⊗F E −→ E ⊗ (kG)∗

a⊗ b �−→
n∑
i=1

a(gi · b)⊗ pi

for bijetiva.
No sentido clássico, E/F é dita uma extensão de Galois se F = EG com G sendo

o grupo de Galois, ou equivalentemente, se [E : F ] = |G|.
Assim, supondo que E/F é uma extensão de Galois no sentido clássico, então

como |G| = n podemos fixar {u1, ..., un} uma base de E sobre F. Desse modo, todo elemento
w ∈ E ⊗F E pode ser escrito como w =

∑n
1 xj ⊗ uj com xj ∈ E. Se w ∈ ker(β), então

0 = β(w) =
∑
i,j

xj(gi · uj)⊗ pi,

mas {pi} é um conjunto linearmente independente, logo
∑

j xj(gi · uj) = 0, para todo i.
Esse somatório ser igual a 0 é equivalente a um sistema de equações homogêneo n por n:⎡⎢⎢⎢⎣

g1 · u1 g1 · u2 · · · g1 · un
g2 · u1 g2 · u2 · · · g2 · un

...
... . . . ...

gn · u1 gn · u2 · · · gn · un

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

x1

x2
...
xn

⎤⎥⎥⎥⎦ = 0.

Se o sistema acima possui solução não-trivial, então o determinante da matriz
(gi · uj)i,j é zero. Mas também é zero o determinante da matriz transposta, ou seja, o
sistema abaixo possui solução não-trivial:
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⎡⎢⎢⎢⎣
g1 · u1 g2 · u1 · · · gn · u1

g1 · u2 g2 · u2 · · · gn · u2
...

... . . . ...
g1 · un g2 · un · · · gn · un

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

x1

x2
...
xn

⎤⎥⎥⎥⎦ = 0.

Ou seja, existem b1, b2, ..., bn, não todos nulos, tais que
∑n

j=1 bj(gj · ui) = 0 para
todo i. Isso contradiz o teorema de Dedekind [20], já que g1, g2, ..., gn são linearmente
independentes. Logo, xj = 0 para todo j e β é injetora.

Para concluir que β é sobrejetora, basta ver que β é F-linear e dimF (E ⊗F E) =
dimF (E ⊗ (kG)∗) = n2.

Reciprocamente, supondo que β é bijetiva, então dimF (E ⊗F E) = dimF (E ⊗
(kG)∗). Mas dimF (E⊗F E) = [E : F ]2 e dimF (E⊗ (kG)∗) = [E : F ]|G|, então [E : F ] =
|G| e segue que E/F é extensão de Galois.

O próximo exemplo, que na verdade é um resultado feito primeiro por Ulbrich
em 1981, relaciona as extensões de Galois com as graduações. Vimos no Exemplo 1.1.17
e na observação subsequente que:

A é kG-comódulo álgebra ⇔ A é álgebra G-graduada.

e que no caso de A ser kG-comódulo álgebra, seus coinvariantes são dados por AcokG = A1.
Tendo isso em mente, o resultado a seguir nos dá uma condição necessária e

suficiente para A ser kG-extensão de Galois de A1.

Teorema 1.2.5 ([29], p. 126). A1 ⊆ A é kG-Galois se, e somente se, A é fortemente
graduada, isto é, AxAy = Axy, para todo x, y ∈ G.

Exemplo 1.2.6 ([14]). Seja H uma álgebra de Hopf, pelo Exemplo 1.1.15 sabemos que
todo H é H-comódulo álgebra com coação dada por Δ e que HcoH = k1H . Então, H é
H-extensão de Galois de k.

De fato, vejamos que a aplicação

β : H ⊗H −→ H ⊗H

(h⊗ g) �−→
∑

hg1 ⊗ g2

é bijetiva. Defina α : H ⊗H → H ⊗H por α(h⊗ g) =
∑

hS(g1)⊗ g2 e vejamos que α é
inversa de β.

(α ◦ β)(h⊗ g) = α
(∑

hg1 ⊗ g2

)
=

∑
hg1S(g2)⊗ g3 =

∑
hε(g1)⊗ g2 = h⊗ g

(β ◦ α)(h⊗ g) = β
(∑

hS(g1)⊗ g2

)
=

∑
hS(g1)g2 ⊗ g3 =

∑
hε(g1)⊗ g2 = h⊗ g.

Logo α = β−1 e portanto, β é aplicação bijetiva.
Este último exemplo faz parte de um resultado mais forte, dado por [37] que diz

que dada H uma biálgebra, H é álgebra de Hopf se, e somente se, a extensão k1H ⊆ H
é H-Galois. Além disso, este exemplo nos diz que toda álgebra de Hopf é um objeto de
Galois, conforme a Definição 1.2.2.
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O próximo exemplo apresenta cálculos bastante semelhantes ao que acabamos
de apresentar, porém ele foi a inspiração para um importante resultado no capítulo 4
(Teorema 4.1.55). Assim a repetição de alguns detalhes é justificada.

Exemplo 1.2.7 ([14]). Seja A uma H-módulo álgebra à esquerda, o Exemplo 1.1.16 dá
uma estrutura de H-comódulo álgebra à direita para A#H e, neste caso, (A#H)coH =
A#k1H 	 A. Vejamos que A#H é H-extensão de Galois de A, ou seja, que a aplicação

β : A#H ⊗A A#H −→ (A#H)⊗H

(a#h)⊗A (b#g) =
∑

(a#h)(b#g)0 ⊗ (b#g)1

é bijetora. Note que, como o produto tensorial é sobre A, A#H é A-módulo à direita e
A-módulo à esquerda pela ação induzida do morfismo de álgebras ϕ dado em 1.1.9, então
(a#h)⊗ (b#g) = (a#h)(b#1H)⊗ (1A#g) = (a(h1 · b)#h2)⊗ (1A#g), ou seja, é suficiente
definir β em elementos da forma (a#h)⊗ (1A#g).

Logo, consideremos

β((a#h)⊗ (1A#g)) =
∑

(a#h)(1A#g1)⊗ g2

=
∑

(a(h1 · 1A)#h2g1)⊗ g2

=
∑

(aε(h1)1A)#h2g1)⊗ g2

=
∑

(a#hg1)⊗ g2

e vejamos que α definida por:

α((a#h)⊗ g) =
∑

(a#hS(g1))⊗ (1A#g2)

é a inversa de β.
De fato,

(α ◦ β)((a#h)⊗ (1A#g)) = α
(∑

(a#hg1)⊗ g2

)
=

∑
(a#hg1S(g2))⊗ (1A#g3)

=
∑

(a#hε(g1))⊗ (1A#g2)

= (a#h)⊗ (1A#g)

e

(β ◦ α)((a#h)⊗ g) = β
(∑

(a#hS(g1))⊗ (1A#g2)
)

=
∑

(a#hS(g1)g2)⊗ g3

=
∑

(a#hε(g1))⊗ g2

= (a#h)⊗ g.

Portanto, A#H é uma extensão H-Galois de A.

Se H é de dimensão finita, a Proposição 1.1.19 nos diz que uma H-módulo álgebra
à esquerda é o mesmo que uma H∗-comódulo álgebra à direita, então podemos falar de uma
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H∗-extensão de Galois. A seguir apresentamos um importante resultado que apresenta
várias condições equivalentes para este caso.

Teorema 1.2.8 ([29], p.133). Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A uma
H-módulo álgebra à esquerda. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

1) AH ⊆ A é extensão H∗-Galois;

2) a) A aplicação π : A#H → EndAH (A), onde EndAH (A) é o conjunto dos endo-
morfismos de A como AH-módulo à direita, definida por π(a#h)(b) = a(h · b)
é um isomorfismo de álgebras, e

b) A é um AH-módulo à direita projetivo finitamente gerado;

3) A é gerador na categoria dos A#H-módulos à esquerda.

4) Para qualquer A#H-módulo à esquerda M, considere A⊗AHMH como A#H-módulo
à esquerda com ação de A#H sobre A induzida por π. Então a aplicação

φ : A⊗AH MH −→ M

a⊗m �−→ a ·m

é um isomorfismo de A#H-módulo à esquerda.

Queremos chamar atenção para o seguinte ponto: o Teorema 1.2.8 pode ser usado
para obter um teorema de dualidade para álgebras de Hopf de dimensão finita.

De fato, vimos no Exemplo 1.2.7 que A#H é extensão H-Galois de A. Supondo
que H seja uma álgebra de Hopf de dimensão finita, então H∗ é também álgebra de Hopf
de dimensão finita e, sendo A#H uma H-comódulo álgebra à direita (Proposição 1.1.16),
então podemos usar a Proposição 1.1.19 para obter que A#H é H∗-módulo álgebra à
esquerda com ação definida por:

f · (a#h) = a#h1f(h2). (1.6)

Assim, o teorema de dualidade que apresentamos a seguir é uma consequência de
1) ⇒ 2), trocando A por A#H e H∗ por H:

Teorema 1.2.9 ([42], Teorema de Dualidade para Álgebras de Hopf). Seja H uma k-
álgebra de Hopf de dimensão finita e seja A uma H-módulo álgebra à esquerda. Então
existe um isomorfismo entre as álgebras (A#H)#H∗ e EndA(A#H).

No artigo de Blattner e Montgomery [6], com as adequações necessárias, foi apre-
sentado um teorema de dualidade para álgebras de Hopf arbitrárias. Aqui não vamos
adentrar nesse caso, visto que para o que faremos no último capítulo deste trabalho, a
versão para dimensão finita é suficiente para comparação.

Ainda sobre o Teorema 1.2.8, há extensões dele para coações de álgebras de
Hopf que não necessariamente têm dimensão finita, como o resultado de Schneider que
apresentaremos mais adiante. Para enunciar este resultado, precisamos observar que a
categoria de módulos sobre o produto smash A#H∗ coincide com a categoria de (H,A)-
módulos de Hopf; vejamos a seguir como identificar estas categorias.

Definição 1.2.10 ([29]). Seja A uma H-comódulo álgebra à direita com morfismo ρ :
A → A⊗H. Então M é um (H,A)-módulo de Hopf à direita se:
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i) M é um H-comódulo à direita via δ : M → M ⊗H;

ii) M é um A-módulo à direita.

iii) Para todo m ∈ M e a ∈ A,

δ(m · a) =
∑

m0 · a0 ⊗m1a1.

Denotamos por MH
A a categoria dos (H,A)-módulos de Hopf. Analogamente

temos AMH , trocando no item ii) da definição acima direita por esquerda e também
podemos definir HMA e H

AM pedindo que A seja uma H-comódulo álgebra à esquerda.

Proposição 1.2.11 ([29]). Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Então

1) AMH = A#H∗M
2) MH

A = MA#H∗

Demonstração. 1) Seja M ∈ A#H∗M, temos como hipótese que A é H∗-módulo ál-
gebra à esquerda pela definição do produto smash. Pela Proposição 1.1.19, A é
H-comódulo álgebra à direita com ρ(a) =

∑
e∗i · a⊗ ei, onde {ei}ni=1 é uma base de

H e {e∗i }ni=1 é base dual de H∗.

Além disso, usando os morfismos de álgebras dados em 1.1.9, temos que:

– M é A-módulo à esquerda pela ação: a ·m = (a#1H∗) ·m e
– M é H∗-módulo à esquerda por: h∗ ·m = (1A#h∗) ·m.

Este último item implica pela Proposição 1.1.19 que M é H-comódulo à direita com
estrutura dada por: δ(m) =

∑n
i=1(1A#e∗i ) ·m⊗ ei.

Vejamos que vale a compatibilidade para todo m ∈ M e a ∈ A:

δ(a ·m) = δ((a#1H∗) ·m) =
n∑
k=1

(1A#e∗k) · [(a#1H∗) ·m]⊗ ek

=
n∑
k=1

((e∗k)1 · a#(e∗k)2) ·m⊗ ek

=
∑
i,j

(e∗i · a#e∗j) ·m⊗ eiej

=
∑
i,j

(e∗i · a#1H∗) · [(1A#e∗j) ·m]⊗ eiej

=
∑

a0 ·m0 ⊗ a1m1.

Logo, M ∈ AMH .

Por outro lado, se começarmos com M ∈ AMH , então A é H-comódulo álgebra à
direita por hipótese, e portanto A é H∗-módulo àlgebra à esquerda (por 1.1.19).

Também temos que M tem estrutura de A-módulo à esquerda e de H-comódulo à
direita então pela Proposição 1.1.19, M também é H∗-módulo à esquerda por:

h∗ ·m =
∑

m0h
∗(m1).
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Assim, M é A#H∗-módulo à esquerda por:

(a#h∗) ·m =
∑

a ·m0 h
∗(m1).

2) Suponha que M ∈ MA#H∗ , então de modo análogo ao item 1), usando a Proposição
1.1.9, temos:

– M é A-módulo à direita por m · a = m · (a#1H∗)

– M é H∗-módulo à direita por m · h∗ = m · (1A#h∗).

Definimos a ação de H∗ à esquerda em M via: h∗ ·m = m · (1A#S∗(h∗)), onde S∗

é a antípoda de H∗, vamos omitir aqui a verifição de que M é H∗-módulo com essa
aplicação. Então, novamente por 1.1.19 obtemos que M é H-comódulo à direita
com:

δ(m) =
n∑
i=1

e∗i ·m⊗ ei =
n∑
i=1

m · (1A#S∗(e∗i ))⊗ ei

Para verificar a compatibilidade usa-se a seguinte equivalência dada por [13] para
todo h∗ ∈ H∗:

δ(m · a) =
∑

m0 · a0 ⊗m1a1 ⇔ h∗ · (m · a) =
∑

(h∗
1 ·m)(h∗

2 · a).

Por outro lado, tomando M ∈ MH
A , então M será um A#H∗-módulo à direita por:

m · (a#h∗) = S(h∗) · (m · a)

onde S é a inversa da antípoda de H∗.

A seguir apresentamos o teorema de estrutura para módulos de Hopf de Schneider,
este teorema caracteriza extensões Hopf-Galois fielmente planas por meio de equivalências
entre categorias, uma delas sendo a categoria dos módulos de Hopf.

Teorema 1.2.12 ([38]). Seja H uma álgebra de Hopf com antípoda bijetiva e A uma H-
comódulo álgebra à direita com B = AcoH . Então as seguintes afirmações são equivalentes:

1) a) B ⊆ A é H-Galois à direita e

b) A é fielmente plano como B-módulo à esquerda (à direita);

2) o funtor MB → MH
A dado por M �→ M ⊗B A é uma equivalência.

3) o funtor BM →A MH dado por M �→ A⊗B M é uma equivalência.

Usando teoria da descida (descent theory), Schauenburg apresenta em [37] a
equivalência 1) ⇔ 2) do teorema acima, fazendo uma demonstração mais direta e sem
exigir a dimensão finita de H.

Os resultados acima parecem ter inspirado alguns dos resultados dados em [8]
para categoria de Hopf (dual), mas em particular gostaríamos de estabelecer uma ligação
com a Proposição 6.2 de [8], que será o último resultado apresentado na seção 4.2.1 deste
trabalho. Por isso, concluímos este capítulo com a seguinte observação:
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Observação 1.2.13. Considerando H uma álgebra de Hopf de dimensão finita, o teorema
de Schneider 1.2.12 nos dá a equivalência:

1) a) B ⊆ A é H-Galois à direita e
b) A é fielmente plano como B-módulo à esquerda (à direita);

�

3) o funtor BM →A MH dado por M �→ A ⊗B M é uma equivalência. com
B = AcoH = AH∗.

A Proposição 1.2.11 nos dá

AMH = A#H∗M

E ainda, o Teorema 1.2.8 trocando-se H por H∗ no seu enunciado nos dá a
seguinte equivalência:

1) AH∗ ⊆ A é extensão H-Galois;

�

2) a) A aplicação π : A#H∗ → EndAH∗ (A) é um isomorfismo de álgebras, e
b) A é um AH∗-módulo à direita projetivo finitamente gerado.
Juntando estes resultados, para H uma álgebra de Hopf de dimensão finita, A

uma H-comódulo álgebra à direita e B = AH∗, obtemos que os itens (I) e (II) abaixo são
equivalentes:

(I) a) A aplicação π : A#H∗ → EndB(A) é um isomorfismo de álgebras,

b) A é um B-módulo à direita projetivo finitamente gerado e

c) A é fielmente plano como B-módulo à esquerda (à direita);

(II) o funtor BM → A#H∗M é uma equivalência.
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Capítulo 2

ÁLGEBRAS DE HOPF EM
CATEGORIAS MONOIDAIS

Este capítulo introduzirá os conceitos de categorias monoidais e categorias tran-
çadas, o que permitirá estender o conceito de álgebra de Hopf usual, para uma álgebra
de Hopf em uma categoria monoidal trançada. Dessa forma, uma k-álgebra de Hopf será
um caso particular quando a categoria em questão é a dos k-espaços vetorias.

A dificuldade em trabalhar com essas versões mais gerais de álgebras de Hopf
surge do fato de que todas as demonstrações precisam ser feitas em termos de morfismos,
não mais em termos de elementos. Por exemplo, a notação de Sweedler que é bastante
vantajosa no caso de uma álgebra de Hopf usual, aqui não pode ser utilizada. Buscando
contornar essa dificuldade, várias demonstrações foram feitas usando-se diagramas.

As principais referências deste capítulo foram [22] e [1].

2.1 ÁLGEBRAS DE HOPF EM CATEGORIAS MO-
NOIDAIS
Nesta seção começamos apresentando uma categoria monoidal, exemplos e princi-

pais propriedades, em seguida, definimos álgebra e coálgebra em uma categoria monoidal
e mais alguns exemplos são dados.

Para definirmos uma biálgebra, e posteriormente uma álgebra de Hopf, em uma
categoria monoidal é necessário que exista uma trança, por isso definimos uma categoria
monoidal trançada. Vários resultados análogos às biálgebras (e/ou álgebras de Hopf) usu-
ais são dados, sempre com as demonstrações adaptadas usando composição de morfismos
ou diagramas.

Definição 2.1.1 ([22]). Uma categoria monoidal V = (V ,⊗, I, a, l, r) consiste de

i) uma categoria V,

ii) um funtor ⊗ : V × V → V chamado produto tensorial,

iii) um objeto I de V chamado unidade,

iv) a = aA,B,C : (A ⊗ B) ⊗ C −→ A ⊗ (B ⊗ C) é um isomorfismo natural chamado
associador,
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v) l = lA : I ⊗ A −→ A e r = rA : A ⊗ I −→ A são isomorfismos naturais chamados
de unidade à esquerda e unidade à direita, respectivamente,

tal que para todo A, B, C, D objetos de V os seguintes diagramas, conhecidos como
diagrama do pentágono e diagrama do triângulo, comutam:

(A⊗ B)⊗ (C ⊗D)

aA,B,C⊗D

��
((A⊗ B)⊗ C)⊗D

aA⊗B,C,D

��

aA,B,C⊗D

��

A⊗ (B ⊗ (C ⊗D))

(A⊗ (B ⊗ C))⊗D aA,B⊗C,D

�� A⊗ ((B ⊗ C)⊗D)

A⊗aB,C,D

		

(2.1)

(A⊗ I)⊗ B
aA,I,B ��

rA⊗B
��

A⊗ (I ⊗ B)

A⊗lB




A⊗ B

(2.2)

Observação 2.1.2. Note que nos diagramas acima estamos chamando o morfismo idA :
A → A simplesmente por A. Em geral, não há confusão com essa identificação e faremos
uso dela no decorrer do texto.

Para detalhar um pouco mais o significado dos isomorfismos naturais apresentados
na definição, e que serão utilizados posteriormente, faremos a seguinte observação.

Observação 2.1.3. 1) O associador a ser um isomorfismo natural significa que para
cada A,B,C objetos da categoria V, temos um isomorfismo

aA,B,C : (A⊗ B)⊗ C −→ A⊗ (B ⊗ C)

tal que, se tivermos morfismos f : A → A′, g : B → B′ e h : C → C ′ então o
seguinte diagrama comuta:

(A⊗ B)⊗ C
aA,B,C ��

(f⊗g)⊗h

��

A⊗ (B ⊗ C)

f⊗(g⊗h)

��
(A′ ⊗ B′)⊗ C ′

aA′,B′,C′
�� A′ ⊗ (B′ ⊗ C ′)

(2.3)



34

2) Do mesmo modo, as unidades à esquerda e à direita serem isomorfismos naturais,
significa que temos uma coleção de isomorfismos, para cada objeto A da categoria
V:

lA : I ⊗ A → A rA : A⊗ I → A

tal que se tivermos um morfismo f : A → A′ os seguintes diagramas comutam:

I ⊗ A
lA ��

I⊗f

��

A

f

��
I ⊗ A′

lA′
�� A′

(2.4) A⊗ I
rA ��

f⊗I

��

A

f

��
A′ ⊗ I rA′

�� A′

(2.5)

Definição 2.1.4 ([22]). Uma categoria monoidal é dita estrita quando os isomorfismos
aA,B,C, lA e rA são identidades para todo A,B,C objetos em V. Neste caso, teremos:

(A⊗ B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C) = A⊗ B ⊗ C e I ⊗ A = A = A⊗ I.

A seguir apresentamos alguns exemplos de categorias monoidais.

Exemplo 2.1.5. A categoria dos conjuntos, denotada por Sets é uma categoria monoidal.
O produto tensorial é o produto cartesiano de conjuntos e o objeto unidade é dado pelo
conjunto unitário {∗}. O associador é dado pela coleção de isomorfismos naturais

aX,Y,Z : (X × Y )× Z −→ X × (Y × Z)

((x, y), z) �−→ (x, (y, z))

com X, Y, Z conjuntos, x ∈ X, y ∈ Y e z ∈ Z. E as unidades à esquerda e à direita são
dadas, respectivamente, por:

lX : {∗} ×X −→ X

(∗, x) �−→ x

rX : X × {∗} −→ X

(x, ∗) �−→ x

Exemplo 2.1.6. A categoria dos módulos (à esquerda) sobre um anel comutativo k,
denotado por kM é uma categoria monoidal. O produto tensorial é o produto tensorial
usual sobre k e o objeto unidade da categoria é o anel k. O associador é dado por:

aL,M,N : (L⊗k M)⊗k N −→ L⊗k (M ⊗k N)

(l ⊗m)⊗ n �−→ l ⊗ (m⊗ n)

com L,M,N k-módulos (à esquerda), l ∈ L,m ∈ M e n ∈ N . E as unidades à esquerda
e à direita são dadas, respectivamente, por:

lM : k ⊗k M −→ M

λ⊗m �−→ λm

rM : M ⊗k k −→ M

m⊗ λ �−→ λm

para λ ∈ k. Analogamente temos a categoria dos k-módulos à direita denotada por Mk.

Exemplo 2.1.7. Um caso particular do anterior, é tomar um corpo k ao invés de um
anel comutativo, então temos a categoria dos k-espaços vetoriais, denotado por Veck.
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Exemplo 2.1.8 ([15], p.44). Seja G um monóide (ou um grupo), a categoria dos espaços
vetoriais G-graduados é uma categoria monoidal, denotada por k−V ecG. Nesse caso, um
objeto é um k-espaço vetorial V com uma decomposição V = ⊕g∈G Vg e os morfismos são
dados por morfismos k-lineares que preservam a graduação, ou seja, um morfismo

f : V = ⊕
g∈G

Vg −→ W = ⊕
g∈G

Wg

tal que f(Vg) ⊆ Wg, para todo g ∈ G. O produto tensorial nessa categoria é definido por

(V ⊗W )g = ⊕
x,y∈G
xy=g

(Vx ⊗Wy)

e o objeto unidade é I = ⊕g∈G1g onde 1g =

{
k, se g = e
0, se g �= e

.

O associador e as unidades são dados de maneira análoga ao caso Veck. Assim,
basta verificar que os isomorfismos k-lineares aU,V,W , lV e rV preservam a graduação.

No caso do associador aU,V,W , tomamos x em ((U ⊗ V )⊗W )g, então

x =
∑
j

zj ⊗ wj em que zj ⊗ wj ∈ (U ⊗ V )aj ⊗Wbj , com ajbj = g.

Por sua vez, zj =
∑

i u
j
i ⊗ vji em que uji ⊗ vji ∈ Uci,j ⊗ Vdi,j , com ci,jdi,j = aj. Assim

x =
∑
j

(∑
i

uji ⊗ vji

)
⊗ wj com cada termo em Uci,j ⊗ Vdi,j ⊗Wbj e ci,jdi,jbj = g.

Como o associador já é k-linear podemos suprimir os somatórios e considerar x = (u ⊗
v)⊗ w onde u ∈ Ua, v ∈ Vb e w ∈ Wc com abc = g. Desse modo,

aU,V,W (x) = aU,V,W ((u⊗ v)⊗ w) = u⊗ (v ⊗ w) ∈ Ua ⊗ (Vb ⊗Wc).

Como Ua ⊗ (Vb ⊗Wc) é subespaço de (U ⊗ (V ⊗W ))abc, então temos aU,V,W (x) ∈ (U ⊗
(V ⊗W ))g, como queríamos mostrar.

No caso da unidade esquerda (a direita é análogo), queremos ver que lV ((I ⊗
V )g) ⊆ Vg, tomamos então x ∈ (I ⊗ V )g,

x =
∑
j

rj ⊗ vj em que rj ⊗ vj ∈ 1aj ⊗ Vbj , com ajbj = g

mas, conforme vimos acima, 1aj =
{

k, se aj = e
0, se aj �= e

. Logo, se aj �= e o termo do somatório

é nulo e nos resta somente o caso aj = e, portanto obtemos rj ⊗ vj ∈ k⊗Vg. Novamente,
como lV é k-linear podemos considerar x = λ⊗ v com λ ∈ k e v ∈ Vg então

lV (x) = lV (λ⊗ v) = λv ∈ Vg já que Vg é k-subespaço.

Exemplo 2.1.9. A categoria dos R-bimódulos com R um anel, é uma categoria monoidal,
que será denotada por BimodR. O produto tensorial e a unidade são como no Exemplo
2.1.6, assim como o associador. As unidades à esquerda e à direita são as triviais:



36

lM : R⊗R M −→ M

λ⊗m �−→ λm

rM : M ⊗R R −→ M

m⊗ λ �−→ mλ

para λ ∈ R, m ∈ M onde M é um R-bimódulo.

Exemplo 2.1.10. Dada H uma k-biálgebra, (ou uma k-álgebra de Hopf) a categoria dos
H-módulos à esquerda denotada por HM, é uma categoria monoidal. Os morfismos nesta
categoria são os morfismos de H-módulos. O produto tensorial é o produto tensorial sobre
k, já que dados A e B H-módulos à esquerda, temos que A⊗k B é H-módulo à esquerda
([29], p. 14) com ação dada por:

νA⊗B : H ⊗ A⊗ B −→ A⊗ B

h⊗ a⊗ b �−→ h · (a⊗ b) =
∑

(h1 · a)⊗ (h2 · b).

A unidade é a mesma da categoria Veck, e neste caso, é fácil ver que k é H-módulo com
ação dada por: h ·1k = ε(h)1k. O associador aA,B,C e as unidades à esquerda lA e à direita
rA são os mesmos da categoria Veck, assim já são isomorfismos k-lineares, basta verificar
que são morfismos de H-módulos. No caso do associador, tomando h ∈ H, a ∈ A, b ∈ B,
c ∈ C temos:

νA⊗(B⊗C) ◦ (H ⊗ aA,B,C)(h⊗ (a⊗ b)⊗ c) = h · (a⊗ (b⊗ c))

=
∑

(h1 · a)⊗ (h2 · (b⊗ c))

=
∑

(h1 · a)⊗ [(h2 · b)⊗ (h3 · c)]
= aA,B,C

(∑
[(h1 · a)⊗ (h2 · b)]⊗ (h3 · c)

)
= aA,B,C

(∑
(h1 · (a⊗ b)⊗ (h2 · c)

)
= aA,B,C (h · ((a⊗ b)⊗ c))

= aA,B,C ◦ ν(A⊗B)⊗C (h⊗ (a⊗ b)⊗ c) .

No caso da unidade à esquerda (à direita é análogo), temos:

νA ◦ (H ⊗ lA)(h⊗ 1k ⊗ a) = h · (1ka) = 1k(h · a)
= lA(1k ⊗ (h · a)) = lA(1k ⊗

(∑
ε(h1)h2 · a

)
)

= lA

(∑
(ε(h1)1k ⊗ (h2 · a))

)
= lA

(∑
(h1 · 1k)⊗ (h2 · a)

)
= lA(h · (1k ⊗ a)) = lA ◦ νk⊗A(h⊗ 1k ⊗ a).

Exemplo 2.1.11. Dada H uma k-biálgebra, a categoria dos H-comódulos à direita de-
notada por MH , é uma categoria monoidal. Os morfismos nesta categoria são morfismos
de H-comódulos. O produto tensorial é o produto tensorial sobre k, já que dados A e B
H-comódulos à direita temos que A⊗kB é H-comódulo à direita ([29], p. 14) com coação
dada por:

ρ(a⊗ b) =
∑

a0 ⊗ b0 ⊗ a1b1.

O objeto unidade é k que é H-comódulo à direita com coação definida por ρ(1k) =
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1k ⊗ 1H .
O associador aA,B,C e as unidades à esquerda lA e à direita rA são os mesmos

da categoria Veck, assim basta verificar que são morfismos de H-comódulos. Tomando
a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C temos:

ρA⊗(B⊗C) ◦ aA,B,C((a⊗ b)⊗ c) = ρA⊗(B⊗C)(a⊗ (b⊗ c))

=
∑

a0 ⊗ (b0 ⊗ c0)⊗ a1(b1c1)

= (aA,B,C ⊗H)
(∑

(a0 ⊗ b0)⊗ c0 ⊗ (a1b1)c1

)
= (aA,B,C ⊗H) ◦ ρ(A⊗B)⊗C((a⊗ b)⊗ c).

Logo, aA,B,C é isomorfismo de H-comódulos. Também temos:

(ρ ◦ lA)(1k ⊗ a)) = ρ(1ka) =
∑

1ka0 ⊗ a1 =
∑

1ka0 ⊗ 1Ha1

= (lA ⊗H)
(∑

1k ⊗ a0 ⊗ 1Ha1

)
= ((lA ⊗H) ◦ ρ)(1k ⊗ a).

Portanto, lA é isomorfismo de H-comódulos. Para rA é análogo.

Observação 2.1.12. Note que o Exemplo 2.1.8 é um caso particular do Exemplo 2.1.11,
para H = kG. Já que, vimos no Exemplo 1.1.12 que V é um k-espaço vetorial G-graduado,
se e somente se, V é um kG-comódulo à direita.

O exemplo a seguir difere dos demais por ser um exemplo de categoria monoidal
estrita.

Exemplo 2.1.13 ([2]). Fixemos uma categoria C, End(C) é uma categoria cujos objetos
são funtores F : C → C e os morfismos são as transformações naturais. Desse modo, o
morfismo identidade para um objeto F é a transformação natural identidade idF : F → F ,
e a composição é dada pela composição vertical das transformações naturais. A categoria
(End(C),⊗, IdC) é uma categoria monoidal estrita, com o produto tensorial definido por:

⊗ : End(C)× End(C) −→ End(C)
(G,F ) �−→ G ◦ F
(β, α) �−→ β ∗ α

onde F,G : C → C são funtores, α, β são transformações naturais com ∗ sua com-
posição horizontal. A verificação de que ⊗ é de fato um funtor será omitida, mas
pode ser consultada em [2]. Note que aH,G,F , lF e rF serão identidades já que valem:
(H ◦G) ◦ F = H ◦ (G ◦ F ), idC ◦ F = F e F ◦ idC = F , portanto a categoria é monoidal
estrita.

A próxima proposição nos dá uma relação entre o associador e as unidades em
uma categoria monoidal.

Proposição 2.1.14 ([22] p.23 e [1] p.7). Em uma categoria monoidal (V ,⊗, I, a, l, r), os
seguintes diagramas comutam:
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(A⊗ B)⊗ I
aA,B,I ��

rA⊗B

��

A⊗ (B ⊗ I)

A⊗rB




A⊗ B
(2.6)

(I ⊗ A)⊗ B
aI,A,B ��

lA⊗B
��

I ⊗ (A⊗ B)

lA⊗B




A⊗ B

(2.7)

Demonstração. Vamos mostrar que o diagrama (2.6) comuta mostrando primeiro que o
diagrama

((A⊗ B)⊗ I)⊗D
aA,B,I⊗D ��

rA⊗B⊗D
��

(A⊗ (B ⊗ I))⊗D

(A⊗rB)⊗D




(A⊗ B)⊗D

(2.8)

comuta para quaisquer objetos A,B,D em V . A ideia de mostrar a comutatividade do
diagrama incluindo um objeto à direita, de acordo com [1], vem do fato de que o objeto
unidade no diagrama do triângulo (2.2) está entre dois objetos.

Note que a flecha superior no diagrama (2.8) é um dos lados do diagrama do
pentágono (2.1). Deste modo, construímos o próximo diagrama tomando como base
(contorno externo) o diagrama do pentágono com C = I e posicionamos no canto inferior
esquerdo o diagrama (2.8) o qual queremos provar ser comutativo.

(A⊗B)⊗(I⊗D)

aA,B,I⊗D

��

(A⊗B)⊗lD

��

� por (2.2)
� por (2.3)

((A⊗B)⊗I)⊗D

aA⊗B,I,D

��

aA,B,I⊗D

��

rA⊗B⊗D �� (A⊗B)⊗D

aA,B,D

��

A⊗(B⊗(I⊗D))

A⊗(B⊗lD)

��(2.8)
� por
(2.3)

A⊗(B⊗D)
� por
(2.2)

(A⊗(B⊗I))⊗D aA,B⊗I,D

��

(A⊗rB)⊗D

��

A⊗((B⊗I)⊗D)

A⊗aB,I,D

��

A⊗(rB⊗D)

��
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Observe que no diagrama acima, o contorno externo comuta já que é o diagrama
do pentágono e na parte interna todos os diagramas, exceto o diagrama (2.8), comutam
usando a naturalidade de a e o diagrama do triângulo conforme indicado. Note que
no triângulo superior direito usamos o fato de idA⊗B = idA ⊗ idB. Para concluir que
(2.8) comuta, basta adicionar o fato de que aA,B,C , rA, lA são isomorfismos para quaisquer
objetos A,B,C. Em composição de morfismos temos:

((A⊗ rB) ⊗D) ◦ (aA,B,I ⊗D) =

= a−1
A,B,D ◦ (A⊗ (rB ⊗D)) ◦ aA,B⊗I,D ◦ (aA,B,I ⊗D)

= a−1
A,B,D ◦ (A⊗ (B ⊗ lD)) ◦ (A⊗ aB,I,D) ◦ aA,B⊗I,D ◦ (aA,B,I ⊗D)

= ((A⊗ B)⊗ lD) ◦ a−1
A,B,I⊗D ◦ (A⊗ aB,I,D) ◦ aA,B⊗I,D ◦ (aA,B,I ⊗D)

= (rA⊗B ⊗D) ◦ a−1
A⊗B,I,D ◦ a−1

A,B,I⊗D ◦ (A⊗ aB,I,D) ◦ aA,B⊗I,D ◦ (aA,B,I ⊗D)

= rA⊗B ⊗D.

Portanto, (2.8) comuta.
No próximo diagrama vamos usar o (2.8) no lado esquerdo agora com D = I, pois

sabemos que comuta para qualquer objeto D. Do lado direito, vamos obter o diagrama
(2.6) o qual queremos mostrar que comuta.

((A⊗B)⊗ I)⊗ I

aA,B,I⊗I

��

r(A⊗B)⊗I ��

rA⊗B⊗I

��

� por (2.5)

(A⊗ B)⊗ I

aA,B,I

��
rA⊗B

��

� por
(2.8)
(A⊗(B⊗I))⊗I rA⊗(B⊗I)

��

(A⊗rB)⊗I





A⊗(B⊗I)

A⊗rB

��

(2.6)

(A⊗ B)⊗ I rA⊗B

��

� por (2.5)

A⊗ B

Assim para ver que (2.6) comuta, basta observar que o diagrama externo comuta
pela naturalidade de r e que rA é isomorfismo para qualquer objeto A. Em composição
de morfismos:

(A⊗ rB) ◦ aA,B,I = (A⊗ rB) ◦ rA⊗(B⊗I) ◦ (aA,B,I ⊗ I) ◦ r−1
(A⊗B)⊗I

= rA⊗B ◦ ((A⊗ rB)⊗ I) ◦ (aA,B,I ⊗ I) ◦ r−1
(A⊗B)⊗I

= rA⊗B ◦ (rA⊗B ⊗ I) ◦ r−1
(A⊗B)⊗I

= rA⊗B

Portanto o diagrama (2.6) comuta.
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A demonstração do diagrama (2.7) é totalmente análoga.

A proposição a seguir nos dá relações entre os morfismos unidade à direita e à
esquerda e a unidade da categoria.

Proposição 2.1.15 ([1], p.8). Valem as seguintes igualdades para qualquer objeto A de
uma categoria monoidal V:

1) lI⊗A = I ⊗ lA 2) rA⊗I = rA ⊗ I 3) lI = rI

Demonstração. 1) Note que pela naturalidade de l (2.4), temos a comutatividade do
seguinte diagrama:

I ⊗ I ⊗ A
lI⊗A ��

I⊗lA

��

I ⊗ A

lA

��
I ⊗ A

lA
�� A

ou seja, lA ◦ lI⊗A = lA ◦ (I ⊗ lA). Como o morfismo lA é um isomorfismo, obtemos
então lI⊗A = I ⊗ lA.

2) Análogo ao item 1).

3) Usando o diagrama (2.7) com A = B = I obtemos:

(I ⊗ I)⊗ I
aI,I,I ��

lI⊗I
��

I ⊗ (I ⊗ I)

lI⊗I

��
I ⊗ I

mas pelo que fizemos no item 1), a seta do lado direito lI⊗I = I⊗ lI . Agora, usando
o diagrama do triângulo (2.2) para A = B = I, obtemos:

(I ⊗ I)⊗ I
aI,I,I ��

rI⊗I
��

I ⊗ (I ⊗ I)

I⊗lI




I ⊗ I

Com isso, conseguimos a seguinte igualdade lI ⊗ I = lI⊗I ◦ aI,I,I = (I ⊗ lI) ◦ aI,I,I =
rI ⊗ I.

Por fim, usando a naturalidade de r dada por (2.5) temos:
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I ⊗ I ⊗ I
rI⊗I ��

lI⊗I

��

I ⊗ I

lI

��
I ⊗ I rI

�� I

A seta superior deste diagrama pode ser trocada por rI ⊗ I, já que pelo item 2)
temos rI⊗I = rI ⊗ I, além disso, pelo cálculo anterior ao diagrama lI ⊗ I = rI ⊗ I,
sendo ainda, isomorfismos. Portanto, rI = lI .

Em categorias monoidais podemos generalizar o que conhecemos como álgebra.

Definição 2.1.16 ([1]). Seja V = (V ,⊗, I, a, l, r) uma categoria monoidal. Uma álgebra
em V é uma tripla (A,m, η), onde A é um objeto em V, m : A⊗A → A e η : I → A são
morfismos em V, chamados multiplicação e unidade de A respectivamente, tal que os
seguintes diagramas comutam:

(A⊗ A)⊗ A

m⊗A

��

aA,A,A �� A⊗ (A⊗ A)

A⊗m

��
A⊗ A m

�� A A⊗ Am
��

(2.9)

A⊗ A

m

��

I ⊗ A

η⊗A
��

lA
��

A⊗ I

A⊗η
��

rA
��

A
(2.10)

Vejamos a seguir alguns exemplos de álgebras em categorias monoidais.

Exemplo 2.1.17 ([1]). O objeto unidade I é uma álgebra na categoria V. De fato, defina
a multiplicação m : I ⊗ I → I por lI e a unidade η : I → I como o morfismo identidade
em I. Então os diagramas (2.9) e (2.10) são verificados como segue:

(I ⊗ I)⊗ I

m⊗I

��

aI,I,I ��

rI⊗I

��

I ⊗ (I ⊗ I)

I⊗m=I⊗lI

��

� por
(2.2)

I ⊗ I m
�� I I ⊗ Im

��

I ⊗ I

m

��

I ⊗ I

η⊗I
��

lI
��

I ⊗ I

I⊗η
��

rI
��

I

No digrama da esquerda, usamos o diagrama do triângulo (2.2) e em seguida, a
Proposição 2.1.15 item 3) que nos dá lI = rI . Enquanto que no diagrama da direita, basta
usar somente 2.1.15 item 3).

Exemplo 2.1.18 ([1]). Se V = V eck, uma álgebra em V é uma k-álgebra usual. Basta
notar que se A é uma álgebra em V eck, então A é k-espaço vetorial e os morfismos m e η
serão k-lineares. Definindo a multiplicação de elementos de A como m(a⊗ b) = ab, para
a, b ∈ A e a unidade de A η(1k) = 1A então o diagrama (2.9) nos dá a associatividade da
multiplicação e o diagrama (2.10) a propriedade da unidade.
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Por outro lado, se A é uma k-álgebra com multiplicação m(a, b) = ab e uni-
dade 1A, é também uma álgebra em V eck. De fato, sendo a multiplicação k-bilinear, a
propriedade universal do produto tensorial nos dá uma única aplicação k-linear tal que
m(a ⊗ b) = ab, e sendo a multiplicação associativa, o diagrama (2.9) comuta. Sendo o
corpo k a unidade da categoria neste caso, η é dado por η(1k) = 1A e portanto, o diagrama
(2.10) também comuta.

Exemplo 2.1.19. No Exemplo 2.1.10 vimos que a categoria dos H-módulos HM é uma
categoria monoidal, sendo uma subcategoria de V eck. Assim uma álgebra nessa categoria
é, antes de qualquer coisa, uma álgebra em V eck. Portanto, existem os morfismos m e η
k-lineares tais que os diagrama (2.9) e (2.10) são comutativos. Além disso, se A é uma
álgebra na categoria dos H-módulos, então A é um H-módulo e os morfismos m e η são
morfismos de H-módulos. Logo os seguintes diagramas comutam:

H ⊗ A⊗ A
H⊗m ��

μ

��

H ⊗ A

ν

��
A⊗ A m

�� A

H ⊗ k
H⊗η ��

ξ

��

H ⊗ A

ν

��
k η

�� A

onde μ define a ação de H em A ⊗ A, ν define a ação de H em A e ξ define a ação de
H em k.

Em elementos, a comutatividade do diagrama da esquerda significa que, dados
a, b ∈ A e h ∈ H:

(ν ◦ (H ⊗m)) (h⊗ a⊗ b) = (m ◦ μ) (h⊗ a⊗ b)

o que, considerando a definição de μ dada no Exemplo 2.1.10, implica:

h · (ab) =
∑

(h1 · a)(h2 · b)

que é exatamente o item ii) da Definição 1.1.2.
Já o diagrama da direita, para h ∈ H nos fornece:

ν(h⊗ η(1k)) = η(ξ(h⊗ 1k))

o que nos dá o item iii) da Definição 1.1.2:

h · 1A = ε(h)1A.

Logo, concluímos que uma álgebra na categoria HM é uma H-módulo álgebra.
Por outro lado, uma H-módulo álgebra é álgebra na categoria monoidal dos H-

módulos, basicamente fazendo o caminho inverso.

Exemplo 2.1.20. No Exemplo 2.1.11 vimos que a categoria dos H-comódulos MH é
uma categoria monoidal. Uma álgebra nessa categoria é uma H-comódulo álgebra, já que
os morfismos multiplicação e unidade deverão ser morfismos de H-comódulos. Por outro
lado, é fácil ver que uma H-comódulo álgebra é uma álgebra na categoria dos H-comódulos.

Dado G um grupo e A uma k-álgebra graduada de tipo G, vimos no Exemplo
1.1.17 que A é kG-comódulo álgebra. O exemplo acima nos diz que também podemos ver
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A como uma álgebra na categoria MkG.

Exemplo 2.1.21 ([7]). Se V = Sets, uma álgebra é um monóide.
De fato, se A é uma álgebra em Sets, então A é um conjunto juntamente com duas

funções m : A×A → A e η : {∗} → A tal que os diagramas (2.9) e (2.10) comutam. Logo,
usando a comutatividade destes diagramas, obtemos que m é uma operação associativa e
η(∗) é o elemento neutro do conjunto. Portanto, A é um monóide.

Reciprocamente, dado A um monóide temos uma operação . : A × A → A que é
associativa e um elemento neutro e ∈ A. Assim, basta definir m(a, b) = a.b e η(∗) = e e
obtemos uma álgebra em Sets.

A seguir, define-se uma coálgebra em uma categoria monoidal.

Definição 2.1.22 ([1]). Seja V uma categoria monoidal. Uma coálgebra em V é uma
tripla (C,Δ, ε), onde C é um objeto em V, Δ : C → C ⊗ C e ε : C → I são morfismos
em V, chamados de comultiplicação e counidade de C respectivamente, tal que os
seguintes diagramas comutam:

C

Δ

��

Δ �� C ⊗ C

C⊗Δ

��
C ⊗ C

Δ⊗C
�� (C ⊗ C)⊗ C C ⊗ (C ⊗ C)

a−1
C,C,C

��

(2.11)

C

Δ

��

l−1
C

��

r−1
C

��
I ⊗ C C ⊗ I

C ⊗ C

ε⊗C

��

C⊗ε

��

(2.12)

Vejamos a seguir alguns exemplos de coálgebras.

Exemplo 2.1.23. O objeto unidade I é uma coálgebra na categoria V. Basta definir
Δ = l−1

I = r−1
I e ε = I. A demonstração segue de modo análogo ao Exemplo 2.1.17.

Exemplo 2.1.24. Quando V = V eck, uma coálgebra é uma k-coálgebra usual.

Exemplo 2.1.25 ([7]). Em Sets, uma coálgebra é um conjunto X, juntamente com duas
funções Δ : X → X ×X e ε : X → {∗} que são unicamente determinadas.

De fato, a aplicação ε só pode ser definida como ε(x) = ∗, para todo x ∈ X. A
princípio não sabemos como o morfismo Δ deve ser definido, mas sabemos que Δ(x) =
(y, z) ∈ X ×X. Então usando a comutatividade do diagrama (2.12), obtemos:

((ε×X) ◦Δ)(x) = l−1
X (x)

(∗, z) = (∗, x)
z = x

((X × ε) ◦Δ)(x) = r−1
X (x)

(y, ∗) = (x, ∗)
y = x

Logo, Δ(x) = (x, x), para todo x ∈ X.
Por outro lado, se tomarmos um conjunto qualquer X e definirmos Δ(x) = (x, x)

e ε(x) = ∗ para todo x ∈ X, obtemos uma coálgebra em Sets.

Podemos definir morfismo de álgebras e morfismo de coálgebras em uma categoria
V .

Definição 2.1.26 ([1]). Sejam (A,mA, ηA) e (B,mB, ηB) álgebras em uma categoria mo-
noidal V. Dizemos que f : A −→ B é um morfismo de álgebras se f é um morfismo
em V tal que os seguintes diagramas são comutativos:
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A⊗ A
f⊗f ��

mA

��

B ⊗B

mB

��
A

f
�� B

(2.13) A
f �� B

I

ηA

��

ηB

�� (2.14)

Definição 2.1.27 ([1]). Sejam (C,ΔC , εC) e (D,ΔD, εD) coálgebras em uma categoria
monoidal V. Dizemos que f : C −→ D é um morfismo de coálgebras se f é um
morfismo em V tal que os seguintes diagramas são comutativos:

C
f ��

ΔC

��

D

ΔD

��
C ⊗ C

f⊗f
�� D ⊗D

(2.15) C
f ��

εC

��

D

εD

��
I

(2.16)

Podem existir em uma categoria monoidal, objetos que sejam álgebras e tam-
bém coálgebras, neste caso teríamos um objeto H = (H,mH , ηH ,ΔH , εH). Se pedirmos,
além disso uma compatibilidade destas estruturas, teremos uma biálgebra em V , que será
definida mais adiante.

Essa compatibilidade é estabelecida ao pedirmos que mH e ηH sejam morfismos
de coálgebras, (ou equivalentemente, que ΔH e εH sejam morfismos de álgebras). Um
problema que surge disso, é que precisamos dar uma estrutura de coálgebra (e de álgebra)
para H ⊗ H, o que só terá sentido se a categoria monoidal tiver uma trança, é o que
veremos na sequência.

Definição 2.1.28 ([22], [1]). Uma trança para uma categoria monoidal V é um isomor-
fismo natural σ : ⊗ ⇒ ⊗ ◦ Γ, onde Γ : V × V → V × V é o funtor flip definido nos
objetos como Γ(A,B) = (B,A). Isso significa que para todo A,B objetos de V, existe um
isomorfismo

σA,B : A⊗ B −→ B ⊗ A

tal que o seguinte diagrama comuta para quaisquer morfismos f : A → A′, g : B → B′:

A⊗ B
σA,B ��

f⊗g

��

B ⊗ A

g⊗f

��
A′ ⊗ B′

σA′,B′
�� B′ ⊗ A′

(2.17)

Além disso, os seguintes diagramas devem comutar, para quaisquer A, B, C
objetos de V:
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(B ⊗ A)⊗ C
aB,A,C �� B ⊗ (A⊗ C)

B⊗σA,C

��
(A⊗ B)⊗ C

σA,B⊗C

��

aA,B,C

��

B ⊗ (C ⊗ A)

A⊗ (B ⊗ C) σA,B⊗C

�� (B ⊗ C)⊗ A

aB,C,A

��

(2.18)

A⊗ (C ⊗ B)
a−1
A,C,B �� (A⊗ C)⊗ B)

σA,C⊗B

��
A⊗ (B ⊗ C)

A⊗σB,C

��

a−1
A,B,C

��

(C ⊗ A)⊗ B

(A⊗ B)⊗ C σA⊗B,C

�� C ⊗ (A⊗B)

a−1
C,A,B

��

(2.19)

Em geral, quando nos referirmos aos diagramas (2.18) e (2.19), estaremos utili-
zando a observação a seguir, já que na maior parte deste texto fixaremos uma categoria
monoidal estrita.

Observação 2.1.29. Note que no caso da categoria monoidal V ser estrita, o diagrama
(2.18) nos diz que:

σA,B⊗C = (B ⊗ σA,C) ◦ (σA,B ⊗ C)

e o diagrama (2.19) nos diz que:

σA⊗B,C = (σA,C ⊗ B) ◦ (A⊗ σB,C)

Definição 2.1.30 ([22]). Uma categoria monoidal trançada é um par (V , σ) onde V
é uma categoria monoidal e σ é uma trança.

Definição 2.1.31 ([22], [1]). Uma categoria monoidal trançada é dita simétrica se para
quaisquer objetos A,B de V tivermos σB,A = (σA,B)

−1.

Alguns exemplos de categorias monoidais trançadas (e simétricas) são:

Exemplo 2.1.32 ([1]). A categoria monoidal (V eck,⊗k, k) é naturalmente trançada com
o morfismo twist τV,W : V ⊗W → W ⊗ V dado por τ(v ⊗ w) = w ⊗ v. Essa categoria é
ainda simétrica.
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Exemplo 2.1.33 ([1]). A categoria monoidal (Sets,×, {∗}) é trançada com a trança dada,
para cada X, Y , pelo morfismo σX,Y : X × Y → Y × X, dado por: σX,Y (x, y) = (y, x).
Essa categoria é também simétrica.

A próxima proposição nos fornece propriedades interessantes da trança com re-
lação à associatividade e às unidades:

Proposição 2.1.34 ([22] p.33). Em uma categoria monoidal trançada, os seguintes dia-
gramas comutam:

A⊗ I
σA,I ��

rA

��

I ⊗ A

lA

��
A

(2.20) I ⊗ A
σI,A ��

lA

��

A⊗ I

rA

��
A

(2.21)

(A⊗ C)⊗ B

σA,C⊗B

��
A⊗ (C ⊗ B)

a−1
A,C,B

��

(C ⊗ A)⊗ B

aC,A,B

��
A⊗ (B ⊗ C)

A⊗σB,C

��

C ⊗ (A⊗ B)

C⊗σA,B

��
(A⊗ B)⊗ C

aA,B,C

��

σA,B⊗C
��

C ⊗ (B ⊗ A)

(B ⊗ A)⊗ C

aB,A,C

��

(C ⊗ B)⊗ A

aC,B,A

��

B ⊗ (A⊗ C)

B⊗σA,C

��

(B ⊗ C)⊗ A

σB,C⊗A

��

B ⊗ (C ⊗ A)

a−1
B,C,A

��

(2.22)

Demonstração. Para mostrar que o diagrama (2.20) comuta, vamos usar uma estratégia
parecida com a utilizada na demonstração de (2.6). Vamos começar mostrando que o
seguinte diagrama comuta:

I ⊗ (A⊗ I)
I⊗σA,I ��

I⊗rA
��

I ⊗ (I ⊗ A)

I⊗lA




I ⊗ A

(2.23)
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Tomando como diagrama externo o diagrama (2.18) com B = C = I, podemos
construir o diagrama a seguir posicionando (2.23) no canto superior direito:

(I ⊗ A)⊗ I
aI,A,I ��

rI⊗A

��

I ⊗ (A⊗ I)

I⊗σA,I

��

I⊗rA

��
(A⊗ I)⊗ I

σA,I⊗I

  

aA,I,I

��

rA⊗I �� A⊗ I

� por
(2.5)

σA,I �� I ⊗ A

� por
(2.6)

I ⊗ (I ⊗ A)

(2.23)

I⊗lA
��

A⊗ (I ⊗ I)

� por
(2.6)

σA,I⊗I

��

A⊗rI

��

(I ⊗ I)⊗ A

� por
(2.17)

aI,I,A

  

rI⊗A

��

� por
(2.2)

Usando a comutatividade dos diagramas internos, conforme demarcado no dia-
grama acima, a comutatividade do diagrama externo, e ainda, usando que aA,B,C e σA,B
são isomorfismos para quaisquer objetos A,B,C, concluímos que o diagrama (2.23) co-
muta.

No próximo diagrama, vamos posicionar o diagrama (2.23) do lado esquerdo, e o
diagrama que queremos mostrar a comutatividade, do lado direito:

I ⊗ (A⊗ I)

I⊗σA,I

��

lA⊗I ��

I⊗rA

��

� por
(2.4)

A⊗ I

σA,I

��
rA

��

� por
(2.23)

I⊗(I⊗A))
lI⊗A

��

I⊗lA





I⊗A

lB

��

(2.20)

I ⊗ A
lA

��

� por (2.4)

A

Assim, já que o contorno externo do diagrama comuta devido à naturalidade de
l, usando a comutatividade dos diagramas internos demarcados acima, e ainda, usando
que lA é isomorfismo para qualquer objeto A, obtemos que (2.20) comuta.

A demonstração de que o diagrama (2.21) comuta é totalmente análoga ao que
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fizemos, e portanto, será omitida.
Para o diagrama (2.22), construímos três diagramas internos por meio das setas

tracejadas, conforme diagrama a seguir:

(A⊗ C)⊗ B

σA,C⊗B

��
A⊗ (C ⊗ B)

a−1
A,C,B

��

σA,C⊗B

��

(C ⊗ A)⊗ B

aC,A,B

��
A⊗ (B ⊗ C)

A⊗σB,C

��

σA,B⊗C

��

� por
(2.18) C ⊗ (A⊗ B)

C⊗σA,B

��
(A⊗ B)⊗ C

aA,B,C

��

σA,B⊗C
��

� por
(2.17) C ⊗ (B ⊗ A)

(B ⊗ A)⊗ C

aB,A,C

��

� por
(2.18) (C ⊗ B)⊗ A

aC,B,A

��

B ⊗ (A⊗ C)

B⊗σA,C

��

(B ⊗ C)⊗ A

σB,C⊗A

��

B ⊗ (C ⊗ A)

a−1
B,C,A

��

Como cada um dos diagramas internos comuta, então o diagrama externo também comuta.

Observação 2.1.35. Note que no caso da categoria monoidal ser estrita, os diagramas
(2.20) e (2.21) nos dizem que:

σA,I = A = σI,A (2.24)

Os corolários a seguir nos fornecem duas relação entre as tranças, que podem ser
obtidas a partir do diagrama (2.22), em uma categoria monoidal estrita. Mais adiante, no
capítulo 3, vamos utilizar o resultado a seguir para mostrar que Aop é uma V-categoria.

Corolário 2.1.36 ([22]). Seja (V , σ) uma categoria monoidal estrita trançada. Então o
seguinte diagrama comuta:

A⊗B ⊗ C
σA,B⊗C

��

A⊗σB,C

��

B ⊗ A⊗ C

σB⊗A,C

��
A⊗ C ⊗ B σA,C⊗B

�� C ⊗ B ⊗ A

(2.25)



49

Demonstração. Usa-se (2.19) do lado direito e (2.18) na parte inferior do diagrama, lem-
brando que como a categoria é estrita a associatividade se torna a identidade e, assim, é
omitida do diagrama como pode-se observar abaixo:

A⊗ B ⊗ C
σA,B⊗C

��

A⊗σB,C

��

(2.25)

B ⊗ A⊗ C

σB⊗A,C

��

B⊗σA,C ��

� por
(2.19)

B ⊗ C ⊗ A

σB,C⊗A

��
A⊗ C ⊗ B

σA,C⊗B ��

σA,C⊗B

��

� por
(2.18)

C ⊗ B ⊗ A

C ⊗ A⊗ B

C⊗σA,B

��

Para concluir que (2.25) comuta basta acrescentar que o contorno externo do diagrama é
o diagrama (2.22).

A próxima propriedade da trança é bastante semelhante com a dada em (2.25),
ela será necessária no capítulo 3 para mostrar que Cop é uma V-categoria dual.

Corolário 2.1.37. Seja (V , σ) uma categoria monoidal estrita trançada. Então o seguinte
diagrama comuta:

A⊗ B ⊗ C
σA,B⊗C ��

σA⊗B,C

��

B ⊗ C ⊗ A

σB,C⊗A

��
C ⊗ A⊗ B

C⊗σA,B

�� C ⊗ B ⊗ A

(2.26)

Demonstração. De fato, basta construir os diagramas no lado superior e no lado esquerdo
usando as propriedades das tranças (2.18) e (2.19), respectivamente. Depois disso, basta
notar que o diagrama externo se torna o diagrama (2.22).

B ⊗ A⊗ C

B⊗σA,C

��

� por
(2.18)

A⊗ B ⊗ C
σA,B⊗C ��

σA⊗B,C

��

σA,B⊗C

��

A⊗σB,C

��

B ⊗ C ⊗ A

σB,C⊗A

��
A⊗ C ⊗ B

σA,C⊗B
�� C ⊗ A⊗ B

� por
(2.19)

C⊗σA,B

��

(2.26)

C ⊗ B ⊗ A
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Observação 2.1.38. Com as propriedades de categorias monoidais apresentadas até aqui
foi possível perceber que no caso de a categoria monoidal ser estrita, os cálculos (e diagra-
mas) podem ser mais concisos. Por isso, nas demonstrações dos demais resultados vamos
considerar uma categoria monoidal estrita.

Fazer isso não oferece prejuízo aos nossos resultados, tendo em vista o resultado
clássico de que toda categoria monoidal é monoidalmente equivalente a uma categoria
monoidal estrita. A demonstração deste resultado pode ser vista com detalhes em [1] ou
em [2].

O próximo resultado mostra que produto tensorial de álgebras em uma categoria
V também é álgebra nesta categoria e, apesar de [1] oferecer a demonstração por meio da
composição dos morfismos, apresentamos aqui uma opção de demonstração original por
meio de diagramas. Este recurso de demonstração por diagramas será bastante utilizado
no decorrer do texto, assim neste primeiro exemplo de utilização, as duas opções de
demonstração serão apresentadas.

Proposição 2.1.39 ([1]). Sejam A = (A,mA, ηA) e B = (B,mB, ηB) álgebras em uma
categoria monoidal estrita trançada V. Então o produto tensorial A ⊗ B é também uma
álgebra em V com multiplicação:

mA⊗B = (mA ⊗mB) ◦ (A⊗ σB,A ⊗ B) : A⊗ B ⊗ A⊗ B −→ A⊗ B

e unidade
ηA⊗B = ηA ⊗ ηB : I −→ A⊗ B.

Demonstração. Vamos verificar que os diagramas (2.9) e (2.10) comutam. Como estamos
usando a categoria estrita, teremos (A ⊗ B) ⊗ C = A ⊗ (B ⊗ C), por isso escrevemos
simplesmente A ⊗ B ⊗ C sem parênteses. Também teremos A ⊗ I = I ⊗ A = A para
qualquer objeto A da categoria V .

O diagrama a seguir prova que (2.9) é comutativo, pois a comutatividade dos
diagramas construídos internamente, levam a comutatividade do diagrama externo, que é
exatamente o diagrama (2.9) para este caso. A demonstração por meio da composição de
morfismos é dada na sequência, ela também pode auxiliar a ler a demonstração por meio
do diagrama, apesar de o diagrama oferecer mais de uma opção de leitura.
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Agora faremos o mesmo cálculo dado pelo diagrama, porém escrevendo a compo-
sição dos morfismos. Iniciamos pela composição das setas superior e à direita do diagrama
anterior:

mA⊗B ◦ (A⊗ B ⊗mA⊗B) = (por definição)
= (mA ⊗mB) ◦ (A⊗ σB,A ⊗ B) ◦ (A⊗ B ⊗mA ⊗mB)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦(A⊗ B ⊗ A⊗ σB,A ⊗ B)

= (mA ⊗mB)◦(A⊗mA ⊗ B⊗mB)︸ ︷︷ ︸
(2.9)

◦(A⊗ σB,A⊗A ⊗B ⊗ B)◦(A⊗B ⊗ A⊗ σB,A ⊗B)

= (mA ⊗mB)◦(mA ⊗ A⊗mB ⊗ B)◦(A⊗ σB,A⊗A ⊗B ⊗ B)︸ ︷︷ ︸
(2.18)

◦(A⊗ B⊗ A⊗ σB,A ⊗ B)

= (mA ⊗mB)◦(mA ⊗ A⊗mB ⊗ B)◦(A⊗A⊗ σB,A ⊗B⊗B)◦(A⊗ σB,A ⊗A⊗B⊗B)◦
(A⊗ B ⊗ A⊗ σB,A ⊗B)

= (mA ⊗mB)◦(mA ⊗A⊗mB ⊗B)◦(A⊗A⊗ σB,A ⊗B⊗B)◦(A⊗A⊗B ⊗ σB,A ⊗ B)︸ ︷︷ ︸
(2.19)

◦

(A⊗ σB,A ⊗ B ⊗ A⊗B)

= (mA ⊗mB)◦(mA ⊗ A⊗mB ⊗ B)◦(A⊗ A⊗ σB⊗B,A ⊗ B)︸ ︷︷ ︸
(2.17)

◦(A⊗ σB,A ⊗B ⊗A⊗B)

= (mA ⊗mB) ◦ (A⊗ σB,A ⊗ B) ◦ (mA ⊗mB ⊗ A⊗ B) ◦ (A⊗ σB,A ⊗ B ⊗ A⊗ B)

= mA⊗B ◦ (mA⊗B ⊗ A⊗ B)

assim obtemos a composição das setas inferior e à esquerda do diagrama e mostramos que
o diagrama (2.9) comuta.

Agora verifiquemos (2.10). O diagrama que deve ser mostrado novamente está
posicionado na parte exterior do diagrama a seguir, assim basta notar que todos os dia-
gramas internos comutam.
A⊗ B ⊗ A⊗ B

mA⊗B

��

A⊗σB,A⊗B

++

� por
(2.17)

� por
definição A⊗ A⊗ B ⊗ B

mA⊗mB

,,

A⊗ I ⊗ B ⊗ I
A⊗ηA⊗B⊗ηB��

=

$$

A⊗ B ⊗ I

A⊗B⊗ηA⊗B=A⊗B⊗ηA⊗ηB

--

=

..

A⊗σB,I⊗I��

� por
(2.10)

= por
(2.24)

A⊗ B
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Escrevendo o que fizemos acima através da composição dos morfismos, temos:

mA⊗B ◦ (A⊗ B ⊗ ηA⊗B) = (mA ⊗mB) ◦ (A⊗ σB,A ⊗ B) ◦ (A⊗ B ⊗ ηA ⊗ ηB)︸ ︷︷ ︸
(2.17)

= (mA ⊗mB) ◦ (A⊗ ηA ⊗ B ⊗ ηB)︸ ︷︷ ︸
(2.10)

◦(A⊗ σB,I︸︷︷︸
(2.24)

⊗I)

= A⊗ B

O diagrama da unidade à esquerda é análogo. Portanto, A⊗ B é álgebra em V .

Um poduto tensorial de duas coálgebras também pode ser uma coálgebra, que é
o que veremos a seguir. Os cálculos são análogos aos de álgebra e portanto, faremos a
demonstração usando apenas os diagramas.

Proposição 2.1.40 ([1]). Sejam C = (C,ΔC , εC) e D = (D,ΔD, εD) coálgebras em uma
categoria monoidal estrita trançada V. Então o produto tensorial C ⊗D é também uma
coálgebra em V com comultiplicação:

ΔC⊗D = (C ⊗ σC,D ⊗D) ◦ (ΔC ⊗ΔD) : C ⊗D −→ C ⊗D ⊗ C ⊗D

e counidade
εC⊗D = εC ⊗ εD : C ⊗D −→ I.

Demonstração. Vamos verificar que os diagramas (2.11) e (2.12) comutam usando dia-
gramas. Começamos pelo diagrama da counidade, parte à direita (à esquerda é análogo):

C ⊗D

ΔC⊗D

��

ΔC⊗ΔD

++

=

))

=

//

� por
(2.12)

= por
(2.24)

� por
definição C ⊗ C ⊗D ⊗D

C⊗σC,D⊗D

,,

C⊗εC⊗D⊗εD
�� C ⊗ I ⊗D ⊗ I

C⊗σI,D⊗I
�� C ⊗D ⊗ I

� por
(2.17)

C ⊗D ⊗ C ⊗D

C⊗D⊗εC⊗D=C⊗D⊗εC⊗εD

##

O diagrama da coassociatividade também comuta:
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Portanto, C ⊗D é uma coálgebra em V .

Veremos a seguir um exemplo de uma categoria monoidal, construída a partir de
uma categoria monoidal trançada V , que será de grande importância para definirmos uma
categoria de Hopf posteriormente.

Proposição 2.1.41 ([5]). Seja (V ,⊗, I, σ) uma categoria monoidal estrita trançada e
considere C(V) a categoria cujos objetos são as coálgebras em V e os morfismos são os
morfismos de coálgebras em V. Então C(V) é uma categoria monoidal.

Demonstração. Primeiramente, note que C(V) é subcategoria da categoria original V , com
mesma composição e identidade. Vejamos que com o mesmo produto tensorial e unidade
da categoria monoidal V , C(V) é uma categoria monoidal. Pela Proposição 2.1.40 temos
que o produto tensorial de coálgebras é uma coálgebra. Se tomarmos f : C → D e
g : E → F morfismos de coálgebras, então f ⊗ g : C ⊗ E → D ⊗ F é morfismo de
coálgebras em V . De fato, isso pode ser observado pelos diagramas a seguir:

C ⊗ E
f⊗g ��

ΔC⊗E

��

ΔC⊗ΔE

��

� por (2.15)

D ⊗ F

ΔD⊗F

��

ΔD⊗ΔF

��

� por
definição

C⊗C⊗E⊗E

C⊗σC,E⊗E





f⊗f⊗g⊗g �� D⊗D⊗F⊗F

D⊗σD,F⊗F

��

� por
definição

C ⊗ E ⊗ C ⊗ E
f⊗g⊗f⊗g

��

� por (2.17)

D ⊗ F ⊗D ⊗ F

C ⊗ E
f⊗g ��

εC⊗E=εC⊗εE

��

D ⊗ F

εD⊗F=εD⊗εF

��
I

� por
(2.16)

Por fim, o objeto unidade I de V é uma coálgebra conforme Exemplo 2.1.23.
Portanto, C(V) é uma categoria monoidal.

De forma análoga à proposição anterior, pode-se obter a partir de uma categoria
monoidal trançada V , uma nova categoria A(V) das álgebras e morfismos de álgebras
em V . Esta categoria monoidal A(V) terá um papel importante posteriormente quando
definirmos uma categoria de Hopf dual.
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Proposição 2.1.42. Seja (V ,⊗, I, σ) uma categoria monoidal estrita trançada e considere
A(V) a categoria cujos objetos são as álgebras em V e os morfismos são os morfismos de
álgebras em V. Então A(V) é uma categoria monoidal.

Agora voltamos a um objetivo mais imediato, pois com as proposições 2.1.39 e
2.1.40 temos o necessário para definirmos uma biálgebra em uma categoria V .

Definição 2.1.43 ([1]). Seja (V ,⊗, I, σ) uma categoria monoidal trançada. Uma biál-
gebra em V é uma quíntupla H = (H,m, η,Δ, ε) tal que (H,m, η) é uma álgebra em V,
(H,Δ, ε) é uma coálgebra em V e Δ e ε são morfismos de álgebras.

Da mesma forma que ocorre com biálgebras usuais, a condição de que Δ e ε
são morfismos de álgebras é equivalente à condição de que m e η sejam morfismos de
coálgebras, isso é o que mostra a proposição a seguir.

Proposição 2.1.44 ([1], [14]). Seja (H,m, η,Δ, ε) um objeto em V categoria monoidal
estrita trançada, de modo que (H,m, η) seja álgebra e (H,Δ, ε) seja coálgebra. Então as
seguintes condições são equivalentes:

1) Δ e ε são morfismos de álgebras;

2) m e η são morfismos de coálgebras.

Demonstração. Δ e ε serem morfismos de álgebras implica na comutatividade dos seguin-
tes diagramas:

H ⊗H
m ��

Δ⊗Δ

��

H Δ �� H ⊗H

H ⊗H ⊗H ⊗H
H⊗σH,H⊗H

�� H ⊗H ⊗H ⊗H

m⊗m

��

(2.27)

H Δ �� H ⊗H

I

η

��

η⊗η

00 (2.28)

H ⊗H
ε⊗ε ��

m

��

I ⊗ I

=

��
H ε

�� I

(2.29)
H ε �� I

I

η

��

=

11 (2.30)

Mas note que os dois diagramas acima à esquerda mostram também que m é
um morfismo de coálgebra, enquanto que os dois diagramas à direita mostram que η é
morfismo de coálgebra.

Dessa forma é evidente a equivalência entre as duas afirmações.

Lema 2.1.45 ([7]). Sejam (A,m, η) uma álgebra e (C,Δ, ε) uma coálgebra em uma ca-
tegoria monoidal V. Então o conjunto HomV(C,A) é um monóide com multiplicação

f ∗ g = m ◦ (f ⊗ g) ◦Δ para f, g ∈ HomV(C,A)

e elemento neutro η ◦ ε.
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Demonstração. Primeiramente, note que f ∗ g ∈ HomV(C,A). Vejamos que a multiplica-
ção definida dessa forma é associativa pelo diagrama a seguir:

C Δ ��

Δ

��

C ⊗ C
Δ⊗C ��

� por
(2.11)

(C ⊗ C)⊗ C
(f⊗g)⊗h ��

aC,C,C

��

� por
(2.3)

(A⊗ A)⊗ A
m⊗A ��

aA,A,A

��

� por
(2.9)

A⊗ A
m �� A

C ⊗ C
C⊗Δ

�� C ⊗ (C ⊗ C)
f⊗(g⊗h)

�� A⊗ (A⊗ A)
A⊗m

�� A⊗ A

m

22

A linha superior do diagrama é o produto (f ∗ g) ∗ h, enquanto que o restante
do contorno externo representa f ∗ (g ∗ h). Como os diagramas internos comutam e a é
isomorfismo natural, concluímos que (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

Agora, vejamos que η ◦ ε é o elemento neutro para essa operação. Note que
η ◦ ε ∈ HomV(C,A), então para qualquer f ∈ HomV(C,A) temos o seguinte diagrama:

C Δ ��

=

C ⊗ C
f⊗(η◦ε) ��

C⊗ε

��

=

A⊗ A
m �� A

=

� por
(2.12)

C ⊗ I
f⊗k

��

rC

��

A⊗ I

A⊗η

��

rA

��

� por
(2.9)

C
f

��

� por
(2.5)

A

Na primeira linha do diagrama temos f ∗(η◦ε), então como os diagramas internos
comutam e r é um isomorfismo natural, obtemos que f ∗ (η ◦ ε) = f . Analogamente,
obtem-se (η ◦ ε) ∗ f = f .

Definição 2.1.46. O produto ∗ dado no lema anterior é chamado produto de convo-
lução.

Com isso, podemos definir agora uma álgebra de Hopf em uma categoria V .

Definição 2.1.47 ([7]). Seja H = (H,m, η,Δ, ε) uma biálgebra em uma categoria mo-
noidal trançada V. Se o morfismo identidade de H tem uma inversa S pelo produto
convolução em HomV(H,H), então (H,m, η,Δ, ε,S) é chamada uma álgebra de Hopf
e S é sua antípoda.

Assim, em uma álgebra de Hopf o seguinte diagrama comuta:
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H ⊗H

S⊗H

��

HΔ�� Δ ��

η◦ε

��

H ⊗H

H⊗S

��
H ⊗H m

�� H H ⊗Hm
��

(2.31)

Vejamos a seguir alguns exemplos de álgebras de Hopf em categorias monoidais
trançadas.

Exemplo 2.1.48. Seja V = (V eck,⊗, k, τ). Uma álgebra de Hopf em V é uma álgebra de
Hopf usual e temos vários exemplos na literatura, como pode ser consultado em [14]. Um
exemplo particular de álgebra de Hopf usual que podemos citar é a álgebra de grupo kG de
um grupo G em que a multiplicação é induzida pelo grupo, a unidade é o elemento neutro
de G, a comultiplicação é dada por Δ(g) = g ⊗ g, a counidade ε(g) = 1k e a antípoda
S(g) = g−1 para todo g ∈ G.

Exemplo 2.1.49 ([7]). Seja V = (Sets,×, {∗}, σ). Uma álgebra de Hopf H em V é
um grupo. De fato, já vimos em 2.1.21 que uma álgebra em Sets é um monóide e em
2.1.25 que uma coálgebra em Sets é um conjunto com Δ e ε unicamente definidos. É
fácil verificar que uma biálgebra em Sets é um monóide (H,m, η,Δ, ε) com Δ e ε sendo
os definidos em 2.1.25, já que basta verificar que Δ e ε são morfismos de álgebras. Por
fim, assumindo que H é uma álgebra de Hopf, existe uma antípoda S, então devemos ter
para todo h ∈ H:

(m ◦ (S ×H) ◦Δ)(h) = (η ◦ ε)(h) = (m ◦ (H ◦ S) ◦Δ)(h)

S(h)h = e = hS(h)

ou seja, todo h ∈ H possui um inverso dado por S(h), portanto H é um grupo. Por outro
lado, dado um grupo H podemos dar a ele estrutura de álgebra de Hopf definindo cada
morfismo conforme o esperado.

Exemplo 2.1.50 ([7]). Em [7] é introduzida a categoria de Turaev e então, mostra-se
que uma álgebra de Hopf nessa categoria é uma Hopf G-coálgebra, estrutura introduzida
por Turaev em [39]. Aqui vamos apresentar as definições e dar uma ideia sobre a forma
como isso é feito, para mais informações sobre uma Hopf G-coálgebra o livro de Turaev
[40] também pode ser consultado.

Uma categoria de Turaev, denotada por Tk, é a categoria dada por:

• Objetos: são pares M = (X,M) onde X é um conjunto e M = (Mx)x∈X é uma
família de k-módulos indexados por X;

• Morfismos: um morfismo entre dois objetos M e N = (Y,N) é um par ϕ = (f, ϕ)
onde f : Y → X é uma função e ϕ : (ϕy : Mf(y) → Ny)y∈Y é uma família de
aplicações lineares indexadas por Y ;

• Composição: Sejam os morfismos ϕ : M → N e ψ = (g, ψ) : N → P = (Z, P ),
então a composição é definida por: ψ ◦ ϕ = (f ◦ g, (ψz ◦ ϕg(z))z∈Z);

Essa categoria é ainda uma categoria monoidal simétrica da forma como se es-
peraria que fosse:
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• Produto tensorial: M ⊗N =
(
X × Y, (Mx ⊗Ny)(x,y)∈X×Y

)
;

• Unidade: I = ({∗}, k);
• Trança: σM,N = (σY,X , τ), onde σY,X é a trança da categoria Sets e τ é a família

de morfismos twist: (τ(y,x) : Mx ⊗Ny → Ny ⊗Mx)(y,x)∈Y×X .

Uma Hopf G-coálgebra é definida como uma família de k-álgebras H = (Hg)g∈G
indexadas pelo grupo G, juntamente com famílias de aplicações lineares: Δ = (Δg,h :
Hgh → Hg ⊗ Hh)g,h∈G, ε : H1 → k e S = (Sg : Hg−1 → Hg)g∈G, tal que Δg,h e ε são
morfismos de álgebras e as seguintes condições são satisfeitas para todo g, h, l ∈ G :

(Δg,h ⊗Hl) ◦Δgh,l = (Hg ⊗Δh,l) ◦Δg,hl

(Hg ⊗ ε) ◦Δg,1 = Hg = (ε⊗Hg) ◦Δ1,g

mg ◦ (Sg ⊗Hg) ◦Δg−1,g = ηg ◦ ε= mg ◦ (Hg ⊗ Sg) ◦Δg,g−1

onde mg e ηg são as aplicações de multiplicação e unidade em Hg.
Pode-se mostar que H = (G,H) é uma álgebra de Hopf em Tk, se e somente se,

G é um grupo e H é uma Hopf G-coálgebra. Para isso, usa-se o seguinte funtor mondoidal
forte trançado:

F : Tk −→ Setsop (2.32)
M = (X,M) �→ X

Um funtor monoidal leva álgebras em álgebras, um funtor monoidal forte leva coálge-
bras em coálgebras, enquanto que um funtor monoidal forte trançado, leva biálgebras em
biálgebras e álgebras de Hopf em álgebras de Hopf.

Assim, tomando H = (G,H) uma álgebra de Hopf em Tk, obtemos através do
funtor F que G é uma álgebra de Hopf em Setsop, ou seja, é um grupo. As demais veri-
ficações necessárias pra concluir que H é uma Hopf G-coálgebra basta usar as definições
dos morfismos envolvidos.

Para mais detalhes sobre essa construção, o artigo [7] pode ser consultado. Nesse
artigo, também é apresentada uma noção dual de Hopf G-coálgebra que é chamada de
Hopf G-álgebra, a qual também pode ser vista como sendo uma álgebra de Hopf em uma
categoria monoidal adequada, nesse caso na categoria de Zunino.

A seguir veremos algumas propriedades da antípoda, baseadas nas propriedades
existentes em uma álgebra de Hopf usual conforme [14], (p. 153) e nas que foram feitas
para categorias de Hopf no artigo [5] (p. 1180).

Proposição 2.1.51. Seja H uma álgebra de Hopf em uma categoria monoidal estrita
trançada V. Então valem as seguintes igualdades:

1)
S ◦m = m ◦ (S ⊗ S) ◦ σH,H (2.33)

2)
S ◦ η = η (2.34)

3)
Δ ◦ S = σH,H ◦ (S ⊗ S) ◦Δ (2.35)
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4)
ε ◦ S = ε (2.36)

Demonstração. 1) Denote f = m◦(S⊗S)◦σH,H e g = S ◦m. Note que f, g ∈ HomV(H⊗
H,H), onde H⊗H é coálgebra em V conforme 2.1.40 e H sendo álgebra de Hopf é álgebra
em V , então o Lema 2.1.45 pode ser usado. Vamos mostrar que f = g por meio da
composição de morfismos, o mesmo caminho pode ser acompanhado através do diagrama
na sequência que também fornece a mesma demonstração.

f = f ∗ (η ◦ εH⊗H) por (2.1.45)
= m ◦ (f ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ η) ◦ (H ⊗H ⊗ ε⊗ ε)︸ ︷︷ ︸

(2.29)

◦ΔH⊗H

= m ◦ (f ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ η) ◦ (H ⊗H ⊗ ε)︸ ︷︷ ︸
(2.31)

◦(H ⊗H ⊗m) ◦ΔH⊗H

= m◦(f ⊗H)◦(H ⊗H ⊗m)◦(H ⊗H ⊗H ⊗ S)◦ (H⊗H ⊗Δ)◦(H⊗H ⊗m)︸ ︷︷ ︸
(2.27)

◦ΔH⊗H

= m ◦ (f ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗m) ◦ (H ⊗H ⊗H ⊗ S) ◦ (H ⊗H ⊗m⊗m)︸ ︷︷ ︸
por definição

◦

(H ⊗H ⊗ΔH⊗H) ◦ΔH⊗H︸ ︷︷ ︸
(2.11)

= m ◦ (f ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗m) ◦ (H ⊗H ⊗m⊗H)︸ ︷︷ ︸ ◦(H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗ g) ◦
(ΔH⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸ ◦ΔH⊗H

= m ◦ (H ⊗m) ◦ (f ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗ g)︸ ︷︷ ︸ ◦(H ⊗ σH,H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦
(Δ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦ΔH⊗H

= m ◦ (H ⊗m) ◦ (H ⊗m⊗ g) ◦ (f ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸ ◦(H ⊗ σH,H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦
(Δ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦ΔH⊗H

= m◦ (H ⊗m) ◦ (H ⊗m⊗ g)︸ ︷︷ ︸
(2.9)

◦(m⊗H ⊗H ⊗H ⊗H)◦(S ⊗ S ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H)◦

(σH,H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗ σH,H ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.19)

◦(Δ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦ΔH⊗H

= m ◦ (H ⊗ g) ◦ (m⊗H ⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.9)

◦

(S ⊗ S ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (σH⊗H,H ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.17)

◦(Δ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦ΔH⊗H

= m ◦ (H ⊗ g) ◦ (m⊗H ⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H ⊗H) ◦
(H ⊗m⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (σH⊗H,H ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦(S ⊗H ⊗ S ⊗H ⊗H ⊗H) ◦

(Δ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦ΔH⊗H
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= m ◦ (H ⊗ g) ◦ (m⊗H ⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (σH,H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦
(m⊗H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (S ⊗H ⊗ S ⊗H ⊗H ⊗H)◦ (Δ⊗Δ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸

(2.31)

◦ΔH⊗H

= m ◦ (H ⊗ g) ◦ (m⊗H ⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H ⊗H) ◦
(σH,H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (η ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦(I ⊗ S ⊗H ⊗H ⊗H) ◦

(ε⊗Δ⊗H ⊗H) ◦ΔH⊗H
= m ◦ (H ⊗ g) ◦ (m⊗H ⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗ η ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸

(2.10)

◦

(σI,H ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.24)

(I ⊗ S ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (ε⊗Δ⊗H ⊗H) ◦ΔH⊗H

= m◦(H ⊗ g)◦(ε⊗m⊗H ⊗H) ◦(H ⊗ S ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.31)

◦ΔH⊗H

= m◦ (H ⊗ g)◦ (η ⊗H ⊗H) ◦ (ε⊗ ε⊗H ⊗H) ◦ΔH⊗H por (2.1.45)
= (η ◦ εH⊗H) ∗ g = g

Portanto a equação (2.33) é válida. O mesmo caminho pode ser feito através do
diagrama a seguir:
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2) Para ver que η = S ◦ η basta usar o diagrama abaixo:

I

η

��
η⊗η

88

η ��

=

� por (2.30)

H

=

� por
(2.28)

H ε ��

Δ

��

I

� por
(2.31)

η

��

H ⊗H
S⊗H �� H ⊗H

m

99

� por
(2.10)

H ⊗ I

H⊗η

��

I
η �� H S �� H

=

��

= �� H

4) Vejamos que ε = ε ◦ S através do diagrama seguinte:

H
ε ��

ε

��
Δ

88
=

� por (2.30)

I

=

I
η �� H

� por
(2.31)

� por
(2.29)

ε

��

� por
(2.12) H ⊗H

H⊗S ��

ε⊗H

��

H ⊗H

m

�� ε⊗ε

99

I ⊗H

=

��
H = �� H S �� H ε �� I

3) De modo análogo ao que foi feito no item 1), definimos h = Δ ◦ S e j = σH,H ◦
(S ⊗ S) ◦Δ. Nesse caso, h, j ∈ HomV(H,H ⊗H), onde H sendo álgebra de Hopf é
coálgebra em V e H⊗H é álgebra em V conforme 2.1.39, então o Lema 2.1.45 pode
ser usado. Mostramos com o diagrama seguinte que h = j.
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2.2 AÇÕES E COAÇÕES DE ÁLGEBRAS DE HOPF
EM CATEGORIAS MONOIDAIS
Dada a importância de ações e coações para este trabalho, vamos refazer nesta

seção algumas definições e resultados da seção 1.1, agora no contexto de categorias mo-
noidais. Apesar das generalizações feitas aqui serem bastante óbvias, a maior parte não
foi encontrada na literatura.

Vamos fixar nesta seção V sendo uma categoria monoidal estrita trançada, mas
lembre-se que, conforme observado em 2.1.38, não precisamos pedir que a categoria seja
estrita. Considerar a categoria monoidal estrita facilita a demonstração dos resultados
sem invalidá-los para o caso da categoria ser monoidal.

Definição 2.2.1 ([1]). Seja H uma álgebra de Hopf em V (ou uma álgebra). Um H-
módulo à esquerda em V é um par (A,α) onde A é um objeto em V e α : H⊗A −→ A
é um morfismo em V, tal que os seguintes diagramas comutam:

H ⊗H ⊗ A
m⊗A ��

H⊗α

��

H ⊗ A

α

��
H ⊗ A α

�� A

(2.37) I ⊗ A
η⊗A ��

∼

��

H ⊗ A

α

��
A

(2.38)

Definição 2.2.2. Seja H álgebra de Hopf em uma categoria V (ou uma biálgebra). Dize-
mos que H age em uma álgebra A de V ou que A é uma H-módulo álgebra à esquerda
em V, se as seguintes condições são satisfeitas:

i) A é um H-módulo à esquerda em V;

ii) Os diagramas a seguir são comutativos:

H ⊗ A⊗ A
H⊗mA ��

ΔH⊗A⊗A

��

H ⊗ A α �� A

H ⊗H ⊗ A⊗ A
H⊗σH,A⊗A

�� H ⊗ A⊗H ⊗ A
α⊗α

�� A⊗ A

mA

�� (2.39)

H ⊗ I
H⊗ηA ��

∼

��

H ⊗ A

α

��
H εH

�� I ηA
�� A

(2.40)

Com estas definições podemos generalizar a ação adjunta dada em 1.1.4 para uma
álgebra de Hopf em V .
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Definição 2.2.3. Seja H = (H,m, η,Δ, ε,S) uma álgebra de Hopf em uma categoria
monoidal estrita trançada V. A ação adjunta de H é dada pela composição de morfismos

α = m ◦ (m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ S) ◦ (H ⊗ σH,H) ◦ (Δ⊗H) (2.41)

Vejamos a seguir que de fato α definido acima é uma ação de H em si mesma. A
demonstração foi feita baseada nos cálculos do Exemplo 1.1.4 para o caso de uma álgebra
de Hopf usual, porém foi feita de maneira original com o uso dos diagramas.

Proposição 2.2.4. Qualquer álgebra de Hopf H é uma H-módulo álgebra em V pela ação
adjunta α definida por (2.41).

Demonstração. Começamos mostrando que α definido por (2.41) faz de H um H-módulo
à esquerda em V . A ideia foi situar o que que queremos mostrar na parte externa do
diagrama, e usando as comutatividades dos diagramas internos, que comutam devido as
propriedades indicadas em cada um deles, obter a comutatividade do diagrama desejado.

Começamos mostrando que o diagrama (2.38) comuta:

I ⊗H
η⊗H ��

=

��

� por (2.28)

H ⊗H

α

��

Δ⊗H

$$
I ⊗ I ⊗H

η⊗η⊗H ��

I⊗σI,H

��

=

��

� por (2.17)

H ⊗H ⊗H ⊗H

H⊗σH,H

��
I ⊗H ⊗ I

η⊗H⊗η ��

I⊗H⊗η

��

� por (2.34)

H ⊗H ⊗H

H⊗H⊗S

��

� por
definição

I ⊗H ⊗H
η⊗H⊗H ��

=

//

� por
(2.10)

H ⊗H ⊗H

m⊗H

��� por (2.10)
e (2.24) H ⊗H

m

//
H = �� H

Também o diagrama (2.37) comuta:
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Logo, H é um H-módulo à esquerda com a ação adjunta. Verifiquemos agora que
o diagrama (2.40) comuta.

H = ��

ε

��

Δ

��

H ⊗ I
H⊗η �� H ⊗H

α

��

Δ⊗H

��
H ⊗H

H⊗S

��

= H ⊗H ⊗H

H⊗σH,H

��

H⊗S⊗H

$$
H ⊗H

H⊗H⊗η ��

H⊗σH,I

��

H ⊗H ⊗H

H⊗σH,H

//

� por
(2.17) H ⊗H ⊗H

H⊗H⊗S

��

� por
definição

H ⊗H
H⊗η⊗H ��

=

&&

� por
(2.17)

H ⊗H ⊗H

m⊗H

��� por (2.31)
e (2.24)

� por
(2.10)

H ⊗H

m

��
I η

�� H

E por fim, verifiquemos que o diagrama (2.39) comuta.
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Portanto, H é uma H-módulo álgebra em V com a ação adjunta definida pela
igualdade (2.41).

A seguir redefinimos um produto smash em uma categoria monoidal estrita tran-
çada V .

Definição 2.2.5. Seja A uma H-módulo álgebra à esquerda em V. Então o produto
smash de A e H na categoria V, denotado por A#H, é o objeto A#H = A⊗H junta-
mente com um morfismo m# dado pela composição de morfismos

m# : A#H ⊗ A#H −→ A#H

m# = (mA ⊗mH) ◦ (A⊗ α⊗H ⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗H)

Note que a definição dada em 1.1.6 se torna um caso particular deste, quando
V = V eck. Veremos a seguir, outro resultado que também pode ser generalizado para o
produto smash.

Proposição 2.2.6. O produto smash A#H é uma álgebra em V.

Demonstração. Por definição, A#H = A⊗H é um objeto em V e m# é um morfismo em
V . Vejamos que o diagrama (2.9) comuta. Neste caso, como a visualização do diagrama
ficaria prejudicada devido ao número de componentes dos tensores envolvidos, faremos a
demonstração da associatividade usando a composição dos morfismos.

m# ◦ (A#H ⊗m#) = (por definição)
= [(mA ⊗mH) ◦ (A⊗ α⊗H ⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗H)] ◦

[A⊗H⊗ ((mA ⊗mH)◦(A⊗ α⊗H⊗H)◦(A⊗H⊗ σH,A ⊗H)◦(A⊗Δ⊗ A⊗H))]

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗ α⊗mH) ◦ (A⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗H ⊗H ⊗mA ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.17)

◦

(A⊗H⊗H⊗A⊗α⊗mH)◦(A⊗H⊗H⊗A⊗H⊗σH,A⊗H)◦(A⊗Δ⊗ A⊗Δ⊗A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗ α⊗mH) ◦ (A⊗H ⊗mA ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.39)

◦(A⊗H ⊗ σH,A⊗A ⊗H) ◦

(A⊗H⊗H⊗A⊗α⊗mH)◦(A⊗H⊗H⊗A⊗H⊗σH,A⊗H)◦(A⊗Δ⊗A⊗Δ⊗A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗mA ⊗H) ◦ (A⊗ α⊗ α⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ σH,A ⊗ A⊗H) ◦
(A⊗Δ⊗ A⊗ A⊗mH) ◦ (A⊗H ⊗ σH,A⊗A ⊗H) ◦ (A⊗H ⊗H ⊗ A⊗ α⊗mH)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦

(A⊗H ⊗H ⊗ A⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗Δ⊗ A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗mA ⊗H) ◦ (A⊗ α⊗ α⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ σH,A ⊗ A⊗H) ◦
(A⊗H ⊗H ⊗ A⊗ α⊗mH) ◦ (A⊗H ⊗H ⊗ σH,A⊗H⊗A ⊗mH) ◦
(A⊗Δ⊗H ⊗ A⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗Δ⊗ A⊗H)

= (mA ⊗H)◦(A⊗mA ⊗H)◦(A⊗ α⊗ A⊗H)◦(A⊗H ⊗ A⊗ [α ◦ (H ⊗ α)]︸ ︷︷ ︸
(2.37)

⊗H)◦

(A⊗H ⊗ σH,A ⊗H ⊗ A⊗mH) ◦ (A⊗H ⊗H ⊗ σH,A⊗H⊗A ⊗mH) ◦
(A⊗Δ⊗H ⊗ A⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗Δ⊗ A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗mA ⊗H) ◦ (A⊗ α⊗ α⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ A⊗mH ⊗ A⊗H) ◦
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(A⊗H ⊗ σH,A ⊗H⊗A⊗ [mH◦(H ⊗mH)]︸ ︷︷ ︸
(2.9)

)◦(A⊗H ⊗H ⊗ σH,A⊗H⊗A︸ ︷︷ ︸
(2.18)

⊗H ⊗H)◦

(A⊗Δ⊗H ⊗ A⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗Δ⊗ A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗mA ⊗H) ◦ (A⊗ α⊗ α⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ A⊗mH ⊗ A⊗mH) ◦
(A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗ A⊗mH ⊗H)◦(A⊗H ⊗ σH,A ⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗H)◦
(A⊗H ⊗H ⊗ A⊗ σH,H⊗A︸ ︷︷ ︸

(2.18)

⊗H ⊗H) ◦ (A⊗H ⊗H ⊗ σH,A ⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦

(A⊗ [(Δ⊗H) ◦Δ]︸ ︷︷ ︸
(2.11)

⊗A⊗Δ⊗ A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗mA ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.9)

◦(A⊗ A⊗ α⊗mH) ◦ (A⊗ α⊗mH ⊗ A⊗H ⊗H) ◦

(A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗ A⊗mH ⊗H) ◦
(A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗ [(σH,A ⊗H) ◦ (H ⊗ σH,A)]︸ ︷︷ ︸

(2.19)

⊗H) ◦

(A⊗H ⊗ A⊗H ⊗ σH,H ⊗H ⊗ A⊗H) ◦
(A⊗H ⊗ [(σH,A ⊗H) ◦ (H ⊗ σH,A)]︸ ︷︷ ︸

(2.19)

⊗H ⊗H ⊗ A⊗H) ◦

(A⊗H ⊗Δ⊗ A⊗H ⊗H ⊗ A⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗Δ⊗ A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (mA ⊗ A⊗H) ◦ (A⊗ A⊗ α⊗mH) ◦ (A⊗ α⊗mH ⊗ A⊗H ⊗H) ◦
(A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗ A⊗mH ⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗ σH⊗H,A ⊗H)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

(A⊗H ⊗ A⊗H ⊗ σH,H ⊗H ⊗ A⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ σH⊗H,A ⊗H ⊗H ⊗ A⊗H) ◦
(A⊗H ⊗Δ⊗ A⊗H ⊗H ⊗ A⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗Δ⊗ A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗ α⊗H) ◦ (mA ⊗H ⊗ A⊗mH) ◦ (A⊗ α⊗mH ⊗ A⊗H ⊗H) ◦
(A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗mH ⊗ A⊗H) ◦
(A⊗H ⊗ A⊗H ⊗ σH,H ⊗H ⊗ A⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ A⊗H ⊗H ⊗Δ⊗ A⊗H) ◦
(A⊗H⊗σH⊗H,A⊗H⊗A⊗H)◦(A⊗H⊗Δ⊗A⊗H⊗A⊗H)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦A⊗Δ⊗A⊗H⊗A⊗H)

= (mA ⊗H) ◦ (A⊗ α⊗H) ◦ (mA ⊗H ⊗ A⊗mH) ◦ (A⊗ α⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦
(A⊗H ⊗ A⊗ [(mH ⊗mH) ◦ (H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (Δ⊗Δ)]︸ ︷︷ ︸

(2.27)

⊗A⊗H) ◦

(A⊗H ⊗ σH,A ⊗H ⊗ A⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗H ⊗ A⊗H)

= (mA ⊗mH) ◦ (A⊗ α⊗H ⊗H) ◦ (A⊗H ⊗ σH,A ⊗H) ◦ (A⊗Δ⊗ A⊗H) ◦
(mA ⊗mH ⊗ A⊗H)◦(A⊗ α⊗H ⊗H ⊗ A⊗H)◦(A⊗H ⊗ σH,A ⊗H ⊗ A⊗H)◦
(A⊗Δ⊗ A⊗H ⊗ A⊗H)

= m#◦[((mA ⊗mH)◦(A⊗ α⊗H⊗H)◦(A⊗H⊗σH,A ⊗H)◦(A⊗Δ⊗ A⊗H))⊗A⊗H]

= m# ◦ (m# ⊗ A#H)

Logo, m# ◦ (A#H ⊗m#) = m# ◦ (m# ⊗ A#H).
Agora, defina o morfismo unidade η# : I → A#H como η# = ηA ⊗ ηH . Vejamos

que o diagrama (2.10) comuta através do diagrama seguinte.
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Portanto, A#H é uma álgebra na categoria V .

O próximo resultado nos mostra que o isomorfismo de álgebras visto em 1.1.10
pode ser também considerado nesse contexto de categorias. Para isso, levaremos em conta
os seguintes resultados já abordados no capítulo 2: sabemos pela Proposição 2.2.4 que
qualquer álgebra de Hopf H é uma H-módulo álgebra em V pela ação adjunta definida em
(2.41) e, dessa forma, H#H é uma álgebra em V (Proposição 2.2.6); também sabemos
que H ⊗H é uma álgebra (por 2.1.39), assim enunciamos o seguinte resultado:

Proposição 2.2.7. Seja H uma álgebra de Hopf em V e considere H uma H-módulo
álgebra pela ação adjunta. Então existe um morfismo de álgebras de H#H em H ⊗H e
este morfismo é um isomorfismo em V.

Demonstração. Defina ϕ : H#H −→ H ⊗H como a composição de morfismos em V :

ϕ = (m⊗H) ◦ (H ⊗Δ)

e vejamos que ϕ é morfismo de álgebras em V .

ϕ ◦m# =

= (m⊗H) ◦ (H ⊗Δ) ◦ (m⊗m) ◦ (H ⊗ α⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦
(H ⊗Δ⊗H ⊗H)

= (m⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ (Δ ◦m)︸ ︷︷ ︸
(2.27)

) ◦ (H ⊗ α⊗H ⊗H) ◦

(H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗H)

= (m⊗H) ◦ (m⊗m⊗m) ◦ (H ⊗H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗Δ⊗Δ) ◦
(H ⊗ α⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗H)

= (m⊗H) ◦ (m⊗m⊗m) ◦ (H ⊗m⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H ⊗Δ⊗Δ) ◦
(H ⊗H ⊗H ⊗ S ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H ⊗H) ◦
(H ⊗Δ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗H)

= (m⊗H)◦(m⊗m⊗m)◦(H ⊗m⊗H ⊗ σH,H ⊗H)◦(H ⊗m⊗H ⊗Δ⊗H ⊗H)◦
(H ⊗H ⊗H ⊗ S ⊗H ⊗H ⊗H)◦(H ⊗H ⊗ [(σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗ σH,H)]︸ ︷︷ ︸

(2.19)

⊗H ⊗H)◦

(H ⊗Δ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)

= ([m ◦ (m⊗m) ◦ (H ⊗m⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H ⊗H ⊗H)]︸ ︷︷ ︸
(2.9)

⊗m) ◦

(H ⊗H ⊗H ⊗ S ⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦
(H ⊗H ⊗ σH⊗H,H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)︸ ︷︷ ︸

(2.11)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗m⊗H ⊗m) ◦
(H ⊗H ⊗H ⊗ S ⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦
(H ⊗H ⊗ σH⊗H,H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗Δ⊗H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦(H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)
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= (m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H ⊗H ⊗m) ◦
(H⊗H⊗H⊗ [m ◦ (S ⊗H)]⊗H ⊗H ⊗H)◦(H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H)◦
(H ⊗H ⊗H ⊗ [(H ⊗Δ)◦Δ]︸ ︷︷ ︸

(2.11)

⊗H ⊗H)◦(H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H⊗H)◦(H⊗Δ⊗H⊗Δ)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H ⊗H ⊗m) ◦
(H ⊗H ⊗H ⊗ [m ◦ (S ⊗H) ◦Δ]︸ ︷︷ ︸

(2.31)

⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H)◦

(H ⊗H ⊗H ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗ η ⊗H ⊗m) ◦
(H ⊗H ⊗H ⊗ ε⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗H ⊗Δ⊗H ⊗H) ◦
(H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ [m ◦ (η ⊗H)]︸ ︷︷ ︸
(2.10)

⊗H) ◦ (H ⊗m⊗ I ⊗H ⊗m) ◦

(H ⊗H ⊗H ⊗ I ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗H ⊗ [(ε⊗H) ◦Δ]︸ ︷︷ ︸
(2.12)

⊗H ⊗H) ◦

(H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H ⊗m)︸ ︷︷ ︸
(2.9)

◦

(H ⊗H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ σH,H ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.18)

◦(H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)

= (m⊗m) ◦ (m⊗H ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗m⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ σH,H⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.17)

◦

(H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)

= (m⊗m) ◦ (H ⊗ σH,H ⊗H) ◦ (m⊗H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H ⊗Δ)

= mH⊗H ◦ (ϕ⊗ ϕ).

Além disso,

ϕ ◦ η# = (m⊗H) ◦ (H ⊗Δ) ◦ (η ⊗ η)︸ ︷︷ ︸
(2.28)

= (m⊗H) ◦ (η ⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.10)

◦(I ⊗ η ⊗ η)

= η ⊗ η = ηH⊗H .

Logo, ϕ é morfismo de álgebras em V .
Agora, defina ψ : H ⊗H −→ H#H como a composição de morfismos em V :

ψ = (m⊗H) ◦ (H ⊗ S ⊗H) ◦ (H ⊗Δ)

e vejamos que ϕ é isomorfismo em V com morfismo inverso dado por ψ.
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ψ ◦ ϕ = (m⊗H) ◦ (H ⊗ S ⊗H) ◦ (H ⊗Δ) ◦ (m⊗H) ◦ (H ⊗Δ)

= (m⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.9)

◦(H ⊗H ⊗ S ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗Δ) ◦ (H ⊗Δ)︸ ︷︷ ︸
(2.11)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ S ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.31)

◦(H ⊗Δ)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗ η ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.10)

◦ (H ⊗ ε⊗H) ◦ (H ⊗Δ)︸ ︷︷ ︸
(2.12)

= H ⊗H

e também,

ϕ ◦ ψ = (m⊗H) ◦ (H ⊗Δ) ◦ (m⊗H) ◦ (H ⊗ S ⊗H) ◦ (H ⊗Δ)

= (m⊗H) ◦ (m⊗H ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.9)

◦(H ⊗ S ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗Δ) ◦ (H ⊗Δ)︸ ︷︷ ︸
(2.11)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗m⊗H) ◦ (H ⊗ S ⊗H ⊗H) ◦ (H ⊗Δ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.31)

◦(H ⊗Δ)

= (m⊗H) ◦ (H ⊗ η ⊗H)︸ ︷︷ ︸
(2.10)

◦ (H ⊗ ε⊗H) ◦ (H ⊗Δ)︸ ︷︷ ︸
(2.12)

= H ⊗H.

Portanto H#H e H ⊗H são álgebras isomorfas em V .

Observação 2.2.8. Na demonstração anterior não mostramos que ψ é morfismo de ál-
gebras, porém isso ocorre como uma consequência do que já foi mostrado. De modo geral,
se ϕ : A → B é um morfismo de álgebras em uma categoria V e ψ : B → A é o morfismo
inverso de ϕ, então ψ também é morfismo de álgebras. A demonstração em detalhes sobre
esse fato é feita no capítulo 3, em 3.1.12, para V-X-funtores. Para ver que vale nesse
caso, basta lembrar que se tivermos uma V-categoria com um único objeto, um V-X-funtor
é um morfismo de álgebras.

Vejamos agora as definições relativas a uma coação de uma álgebra de Hopf em
uma categoria V .

Definição 2.2.9 ([1]). Seja H uma álgebra de Hopf em V (ou uma coálgebra). Uma H-
comódulo à direita em V é um par (A, ρ) onde A é um objeto em V e ρ : A −→ A⊗H
é um morfismo em V, tal que os seguintes diagramas comutam:

A
ρ ��

ρ

��

A⊗H

A⊗Δ

��
A⊗H

ρ⊗H
�� A⊗H ⊗H

(2.42) A
ρ ��

∼

��

A⊗H

A⊗ε

��
A⊗ I

(2.43)
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Definição 2.2.10. Seja H álgebra de Hopf em V (ou uma biálgebra). Dizemos que H
coage em uma álgebra A em V ou que A é uma H-comódulo álgebra à direita em V,
se as seguintes condições são satisfeitas:

i) A é um H-comódulo à direita em V;

ii) Os diagramas a seguir são comutativos:

A⊗ A
mA ��

ρ⊗ρ

��

A
ρ �� A⊗H

A⊗H ⊗ A⊗H
A⊗σH,A⊗H

�� A⊗ A⊗H ⊗H

mA⊗mH

�� (2.44)

I
ηA ��

∼

��

A
ρ �� A⊗H

I ⊗ I

ηA⊗ηH

;; (2.45)

Note que os diagramas (2.44) e (2.45) comutarem é equivalente a dizer que ρ é
morfismo de álgebras.

O próximo exemplo é generalização do Exemplo 1.1.15.

Exemplo 2.2.11. Qualquer biálgebra H em V é uma H-comódulo álgebra à direita (e à
esquerda) em V com ρ = Δ. Isso é imediato visto que os diagramas (2.42) e (2.43) são
os diagramas (2.11) e (2.12) (um dos lados) respectivamente, quando ρ = Δ. Como Δ é
morfismo de álgebras, os diagramas (2.44) e (2.45) comutam.

A proposição seguinte é generalização da Proposição 1.1.16.

Proposição 2.2.12. O produto smash A#H definido em 2.2.5 é uma H-comódulo álgebra
à direita com ρ = A⊗Δ.

Demonstração. Já temos da Proposição 2.2.6 que A#H é álgebra, vejamos que A#H é
um H-comódulo à direita em V . Usando que ρ = A ⊗Δ os diagramas (2.42) e (2.43) se
tornam

A#H
A⊗Δ ��

A⊗Δ

��

A#H ⊗H

A#H⊗Δ

��
A#H ⊗H

A⊗Δ⊗H
�� A#H ⊗H ⊗H

A#H
A⊗Δ ��

=

��

A#H ⊗H

A#H⊗ε

��
A#H ⊗ I

Como o diagrama da esquerda comuta por (2.11) e o da direita comuta por (2.12),
temos que A#H é H-comódulo à direita em V .
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Vejamos agora que o diagrama (2.45) comuta. Usando os dados que temos, o que
queremos mostrar é o contorno externo do diagrama a seguir, então basta usar a definição
de η# e que Δ é morfimo de álgebras para concluir que o diagrama que queremos comuta.

I
η# ��

��

=

A#H
A⊗Δ �� A#H ⊗H

I

ηA⊗ηH

00

=

��

� por
(2.14)

I ⊗ I

η#⊗ηH=ηA⊗ηH⊗ηH

��

Por fim, vejamos que o diagrama (2.44) comuta usando diagramas:
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A
#
H

⊗
A
#
H

m
#

��

ρ
⊗ρ

��

A
⊗Δ

H
⊗A

⊗H
��

A
⊗Δ

H
⊗A

⊗Δ
H

��

�
po

r
de

fin
iç

ão

A
#
H

ρ
=
A
⊗Δ ��

A
⊗

H
⊗

H
⊗

A
⊗

H
A
⊗H

⊗σ
H

,A
⊗H

�� A
⊗

H
⊗

A
⊗

H
⊗

H

=

A
⊗α

⊗H
⊗H

�� A
⊗

A
⊗
H

⊗
Hm

A
⊗m

H

''

m
A
⊗Δ

H
⊗Δ

H

��

�
po

r
(2

.1
1)

A
⊗H

⊗H
⊗A

⊗H
⊗HA

⊗H
⊗σ

H
,A

⊗H
⊗H

��

A
⊗H

⊗Δ
H
⊗A

⊗H
⊗H

��

A
⊗H

⊗A
⊗H

⊗H
⊗H

A
⊗α

⊗H
⊗H

⊗H
��

A
⊗H

⊗A
⊗Δ

H
⊗H

⊗H

��

A
⊗A

⊗H
⊗H

⊗H
m

A
⊗Δ

H
⊗H

⊗H
��

A
⊗A

⊗Δ
H
⊗H

⊗H

��

A
⊗H

⊗H
⊗H

⊗A
⊗H

⊗H
A
⊗H

⊗σ
H

⊗
H

,A
⊗H

⊗H
))

A
⊗H

⊗H
⊗σ

H
,A

⊗H
⊗H

��

�
po

r
(2

.1
7)

A
⊗H

⊗H
⊗H

⊗H

A
⊗H

⊗σ
H

,H
⊗H

��

A
#
H
⊗H

⊗A
#
H
⊗H

A
⊗H

⊗σ
H

,A
#

H
⊗H

��

A
⊗Δ

H
⊗H

⊗A
⊗H

⊗H

::

A
⊗H

⊗A
⊗H

⊗H
⊗H

⊗H

A
⊗H

⊗A
⊗H

⊗σ
H

,H
⊗H

��

A
⊗A

⊗H
⊗H

⊗H
⊗H

A
⊗A

⊗H
⊗σ

H
,H

⊗H

��

�
po

r
(2

.1
3)

A
⊗H

⊗H
⊗A

⊗H
⊗H

⊗H
�

po
r

(2
.1

8)
A
⊗H

⊗H
⊗A

⊗σ
H

,H
⊗H

��

�
po

r
(2

.1
9)

=

A
⊗
H

⊗
H

⊗
H

⊗
H

A
⊗m

H
⊗m

H

��

A
⊗H

⊗A
⊗H

⊗H
⊗H

⊗H
A
⊗α

⊗H
⊗H

⊗H
⊗H

))

=

A
⊗H

⊗H
⊗A

⊗H
⊗H

⊗H

A
⊗H

⊗σ
H

,A
⊗H

⊗H
⊗H

##

A
⊗
A
⊗

H
⊗
H

⊗
H

⊗
H

m
A
⊗m

H
⊗m

H

!!
A
#
H
⊗A

#
H
⊗H

⊗H
m

#
⊗m

H

��

A
⊗Δ

⊗A
⊗H

⊗H
⊗H

::

�
po

r
de

fin
iç

ão

A
#
H

⊗
H
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Portanto, A#H é H-comódulo álgebra à direita.
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Capítulo 3

CATEGORIAS DE HOPF

Neste capítulo vamos apresentar nosso principal objeto de interesse que são as
categorias de Hopf, há vários resultados que podem ser estendidos para essa estrutura a
partir do que sabemos para uma álgebra de Hopf em uma categoria monoidal trançada V
que apresentamos no capítulo anterior.

Os conteúdos apresentados aqui tem como origem principalmente a referência
[5]. Algumas propriedades foram sendo acrescentadas, visando formar uma base para os
resultados que serão apresentados nos capítulos subsequentes.

3.1 CATEGORIAS DE HOPF
Nesta seção mostraremos como são construídas as definições de modo a obter

uma generalização da definição de álgebra de Hopf em uma categoria monoidal trançada,
chamada de categoria de Hopf. Esta noção foi introduzida por Batista, Caenepeel e
Vercruysse em [5], e por isso, esta é a principal referência neste capítulo. Em geral vamos
considerar a categoria V como uma categoria monoidal estrita, com base na observação
já feita em 2.1.38.

Definição 3.1.1 ([5]). Sejam dadas (V ,⊗, I) uma categoria monoidal estrita e X uma
classe arbitrária, vamos construir uma nova categoria monoidal denotada por V(X).

Nesta nova categoria, um objeto M é uma família de objetos em V indexados por
X ×X:

M = (Mx,y)x,y∈X .

Sendo M e N objetos em V(X), um morfismo ϕ : M −→ N consiste de uma
família de morfismos ϕx,y : Mx,y −→ Nx,y em V indexados por X ×X. A composição de
morfismos e o morfismo identidade são os esperados.

O produto tensorial é dado por um funtor • : V(X) × V(X) → V(X), no qual
M •N é definido pela fórmula:

(M •N)x,y = Mx,y ⊗Nx,y.

Se ϕ : M → M ′ e ψ : N → N ′ são morfismos em V(X), ϕ • ψ é definido por:

(ϕ • ψ)x,y = ϕx,y ⊗ ψx,y

e o objeto unidade é J = (Jx,y)x,y∈X , com Jx,y = I, para todo x, y ∈ X.
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Tendo esta categoria monoidal em mente, que será estrita já que é construída
sobre uma categoria monoidal estrita, podemos definir uma categoria enriquecida sobre
V ou simplesmente uma V-categoria.

Definição 3.1.2 ([5]). Seja V uma categoria monoidal estrita. Uma V-categoria A con-
siste de uma classe X e um objeto A ∈ V(X) juntamente com duas classes de morfismos
em V:

i) os morfismos multiplicação m = mx,y,z : Ax,y ⊗ Ay,z → Ax,z definidos para cada
x, y, z ∈ X;

ii) os morfismos unidade ηx : Jx,x = I → Ax,x definidos para cada x ∈ X,

tais que as seguintes condições de associatividade e unidade são satisfeitas:

mx,y,t ◦ (Ax,y ⊗my,z,t) = mx,z,t ◦ (mx,y,z ⊗ Az,t) = m2
x,y,z,t (3.1)

mx,x,y ◦ (ηx ⊗ Ax,y) = Ax,y = mx,y,y ◦ (Ax,y ⊗ ηy) (3.2)

ou seja, os seguintes diagramas devem comutar, para todo x, y, z, t ∈ X:

Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Az,t
Ax,y⊗my,z,t��

mx,y,z⊗Az,t

��

Ax,y ⊗ Ay,t

mx,y,t

��
Ax,z ⊗ Az,t mx,z,t

�� Ax,t

I ⊗ Ax,y

ηx⊗Ax,y

��

∼ �� Ax,y Ax,y ⊗ I

Ax,y⊗ηy

��

∼��

Ax,x ⊗ Ax,y

mx,x,y

��

Ax,y ⊗ Ay,y

mx,y,y

AA

Escrevemos |A| = X para indicar que X é a classe subjacente à V-categoria A.

Observação 3.1.3. 1) Note que se A é uma V-categoria então, cada Ax,x é uma ál-
gebra na categoria V com multiplicação associativa mx,x,x e unidade ηx.

2) Em particular J , o objeto identidade da categoria V(X), é uma V-categoria com a
multiplicação e unidade sendo morfismos identidade. Isso é apenas uma generaliza-
ção do Exemplo 2.1.17.

Proposição 3.1.4 ([5]). Se V = Sets, então uma V-categoria de classe subjacente X é
uma categoria usual.

Demonstração. De fato, dada uma Sets-categoria A com |A| = X, tomamos a classe X
como a classe de objetos da categoria e para x, y ∈ X, o conjunto dos morfismos de x
para y é definido por HomA(x, y) = Ay,x. Desse modo, para f ∈ HomA(x, y) = Ay,x e
g ∈ HomA(y, z) = Az,y definimos a composição g ◦ f como a multiplicação mz,y,x(g, f).
Como o diagrama (3.1) deve comutar, temos a composição associativa. Por fim, para
cada objeto x em X temos um morfismo identidade em HomA(x, x) = Ax,x, basta definir
idx = ηx(∗), pois o diagrama (3.2) deve comutar.

Por outro lado, dada uma categoria usual e fazendo o caminho inverso, obtemos
uma Sets-categoria. Note que a definição de categoria usada aqui é a que considera Hom
como conjunto.

Um dos casos particulares mais interessantes de V-categoria ocorre quando V =
Mk, por isso temos um nome específico para esse caso.
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Definição 3.1.5 ([5]). Se V = Mk, ou seja, a categoria monoidal é a dos k-módulos à
direita com k anel comutativo. Então uma V-categoria é chamada categoria k-linear.

Na próxima proposição obtemos uma nova V-categoria a partir de uma dada, e,
apesar desta V-categoria ter sido apresentada em [5], a demonstração por diagramas é
original deste trabalho.

Proposição 3.1.6. Sejam (V ,⊗, I, σ) uma categoria monoidal estrita trançada e A uma
V-categoria com classe subjacente X e morfismos multiplicação e unidade conforme a
Definição 3.1.2. Então a família Aop = (Aop

x,y)x,y∈X = (Ay,x)x,y∈X , juntamente com os
morfismos:

mop
x,y,z = mz,y,x ◦ σAy,x,Az,y : Aop

x,y ⊗ Aop
y,z = Ay,x ⊗ Az,y −→ Az,x = Aop

x,z

e ηopx = ηx é uma V-categoria.

Demonstração. Vamos verificar que mop
x,y,z e ηopx satisfazem as equações (3.1) e (3.2) usando

diagramas. A estratégia utilizada foi a mesma já usada no capítulo anterior: Construímos
o diagrama que queremos mostrar a comutatividade no contorno externo, na parte interna
vamos obtendo diagramas que comutam, por meio de propriedades que estão referenciadas
em cada um deles. Com isso, podemos concluir que os diagramas desejados comutam.
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Portanto, Aop é uma V-categoria.

Definição 3.1.7 ([5]). A V-categoria Aop dada na proposição anterior é chamada V-
categoria oposta.

Observação 3.1.8. As V-categorias podem ser organizadas em uma 2-categoria VCat.
No artigo [5] são dadas as definições que permitem verificar esta afirmação, dentre elas
está a definição de V-funtor que será dada na sequência. Aqui neste trabalho faremos
uso desta notação apenas para citarmos resultados de [5], para maiores detalhes sobre
2-categorias a referência [21] pode ser consultada.

Daremos a seguir a definição de V-funtor, já que faremos uso posteriormente. De
maneira informal, podemos dizer que um V-funtor é um morfismo de V-categorias, pois
ele generaliza um morfismo de álgebras.

Definição 3.1.9 ([5]). Sejam A e B duas V-categorias com |A| = X e |B| = Y . Um
V-funtor f : A → B consiste dos seguintes dados: uma função f : X → Y e morfismos
em V:

fx,y : Ax,y −→ Bf(x),f(y)

tais que os seguintes diagramas comutam para todo x, y, z ∈ X:

Ax,y ⊗ Ay,z
mx,y,z ��

fx,y⊗fy,z

��

Ax,z

fx,z

��
Bf(x),f(y) ⊗Bf(y),f(z) mf(x),f(y),f(z)

�� Bf(x),f(z)

(3.3)

I
ηx ��

ηf(x)

��

Ax,x

fx,x

��
Bf(x),f(x)

(3.4)

Um caso particular de V-funtor é o V-X-funtor, que é quando a classe subjacente
X é fixada e f é a identidade nos objetos, conforme a definição a seguir.

Definição 3.1.10 ([5]). Sejam A e B duas V-categorias ambas com classe subjacente X.
Um V-funtor f : A → B é dito um V-X-funtor se f(x) = x, ∀ x ∈ X.

Tendo essa noção de morfismo de V-categorias, podemos também dar uma noção
de isomorfismo para V-categorias de classe X.

Definição 3.1.11. Sejam A e B duas V-categorias de classe subjacente X. Se existe um
V-X-funtor f : A → B tal que fx,y é um isomorfismo em V para todo x, y ∈ X, então
dizemos que as V-categorias A e B são isomorfas.

Se A e B são V-categorias isomorfas, é intuitivo pensar que existe um V-X funtor
inverso g : B → A. No resultado a seguir, que generaliza a Observação 2.2.8, veremos
que isso ocorre de fato.

Proposição 3.1.12. Sejam A e B duas V-categorias isomorfas conforme a Definição
3.1.11. Então existe um V-X-funtor g : B → A tal que, para cada x, y ∈ X, fx,y ◦ gx,y =
Bx,y e gx,y ◦ fx,y = Ax,y.
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Demonstração. A definição de V-categorias isomorfas implica na existência de um V-X-
funtor f : A → B tal que cada fx,y é isomorfismo em V , assim essa definição implica
também na existência de uma família de morfismos em V :

gx,y : Bx,y → Ax,y

tal que fx,y ◦gx,y = Bx,y e gx,y ◦fx,y = Ax,y para todo x, y ∈ X. O que precisamos verificar
é que g : B → A definido pela família (gx,y)x,y∈X é um V-X-funtor. Note que sendo f
um V-X-funtor, os diagramas (3.3) e (3.4) comutam, ou seja, as seguintes igualdades são
válidas:

fx,z ◦mA
x,y,z = mB

x,y,z ◦ (fx,y ⊗ fy,z)

fx,x ◦ ηAx = ηBx .

As igualdades acima são equivalentes a:

gx,z ◦ fx,z ◦mA
x,y,z = gx,z ◦mB

x,y,z ◦ (fx,y ⊗ fy,z)

gx,x ◦ fx,x ◦ ηAx = gx,x ◦ ηBx .

Como fx,y é um isomorfismo em V , com morfismo inverso gx,y, para cada x, y ∈ X,
as igualdades acima são equivalentes a:

mA
x,y,z ◦ (gx,y ⊗ gy,z) = gx,z ◦mB

x,y,z ◦ (fx,y ⊗ fy,z) ◦ (gx,y ⊗ gy,z)

ηAx = gx,x ◦ ηBx ,

ou seja, as seguintes equações são válidas para todo x, y, z ∈ X:

mA
x,y,z ◦ (gx,y ⊗ gy,z) = gx,z ◦mB

x,y,z

gx,x ◦ ηBx = ηAx .

Portanto, g é V-X-funtor.

Agora voltando a pensar na definição de V-categoria, que vimos ser de certo modo,
uma generalização de uma álgebra em V , queremos buscar uma noção que generalize uma
coálgebra em V . Lembrando que o objetivo é obter uma generalização para uma álgebra
de Hopf. Assim, nosso próximo exemplo apresenta uma coálgebra na categoria V(X).

Exemplo 3.1.13. Considere a categoria monoidal V(X) dada no início deste capítulo.
Uma coálgebra nesta categoria é uma família A = (Ax,y)x,y∈X , com Ax,y objeto em V para
cada x, y ∈ X, juntamente com morfismos Δx,y : Ax,y → Ax,y ⊗Ax,y e εx,y : Ax,y → I, tal
que os diagramas (2.11) e (2.12) comutam para cada x, y ∈ X, ou seja, (Ax,y,Δx,y, εx,y) é
coálgebra em V para cada x, y ∈ X. Assim, uma coálgebra (A,Δ, ε) em V(X) nada mais
é que uma família de coálgebras em V.

Considerando o exemplo acima, o próximo lema é uma consequência direta da
Proposição 2.1.40.

Lema 3.1.14. Sejam V uma categoria monoidal estrita trançada e (A,Δ, ε) uma coál-
gebra em V(X). Então Ax,y ⊗ Ay,z é uma coálgebra em V para todo x, y, z ∈ X com
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comultiplicação e counidade dadas, respectivamente, por:

δx,y,z = (Ax,y ⊗ σAx,y⊗Ay,z ⊗ Ay,z) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z)

εx,y,z = εx,y ⊗ εy,z

Podemos ter uma V-categoria A onde cada Ax,y seja uma coálgebra, mas somente
isso ainda não é suficiente para generalizar uma biálgebra. Devemos, de algum modo
análogo, ter os morfismos mx,y,z e ηx dados na definição de V-categoria como “morfismos de
coálgebras”. Para isso precisamos da seguinte definição que, para fazer sentido, necessita
a estrutura de coálgebra de Ax,y ⊗ Ay,z dada no lema anterior.

Dada V uma categoria monoidal estrita trançada, vimos na Proposição 2.1.41
que obtemos uma nova categoria monoidal C(V), então obtemos uma C(V)-categoria, com
base na Definição 3.1.2:

Definição 3.1.15 ([5]). Seja V uma categoria monoidal estrita trançada. Uma C(V)-
categoria A consiste de uma classe |A| = X e uma família de coálgebras Ax,y em V para
todo x, y ∈ X, juntamente com morfismos de coálgebras mx,y,z : Ax,y ⊗ Ay,z → Ax,z e
ηx : Jx,x = I → Ax,x satisfazendo as igualdades (3.1) e (3.2).

Em outras palavras, uma C(V)-categoria é uma V-categoria A onde os Ax,y são
coálgebras e os morfismos mx,y,z e ηx são morfismos de coálgebras para todo x, y, z ∈ X.
No caso em que a categoria V = Mk, uma C(Mk)-categoria também pode ser chamada
de categoria semi-Hopf k-linear ([8]). O termo ‘semi-Hopf’ pode ser justificado pelas
observações e definição seguintes.

Observação 3.1.16. Note que uma C(V)-categoria com um objeto é uma biálgebra em V.
Assim, na notação dada acima, (Ax,x,mx,x,x, ηx,Δx,x, εx,x) é uma biálgebra em V, para
todo x ∈ X.

Vimos em 3.1.6 que podemos obter uma V-categoria oposta a partir de uma
V-categoria. Podemos nos perguntar então se a partir de uma C(V)-categoria também
obtemos uma C(V)-categoria oposta de modo análogo. É isso que veremos a seguir.

Proposição 3.1.17. Sejam (V ,⊗, I, σ) uma categoria monoidal estrita simétrica e A
uma C(V)-categoria de classe subjacente X e morfismos mx,y,z e ηx conforme a Definição
3.1.15. Então a V-categoria oposta Aop é uma C(V)-categoria.
Demonstração. Já vimos em 3.1.6 que Aop é uma V-categoria. Agora temos, além disso,
que (Aop

x,y,Δy,x, εy,x) é uma coálgebra em V para cada x, y ∈ X e que ηopx é morfismo de
coálgebras, já que ηopx = ηx. Só precisamos verificar que mop

x,y,z é morfismo de coálgebras
para todo x, y, z ∈ X. Isso é feito através do diagrama a seguir:
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Aop
x,y ⊗ Aop

y,z

mop
x,y,z ��

Δ
A
op
x,y⊗A

op
y,z

��

σAy,x,Az,y

&&
Δy,x⊗Δz,y

%%

� por
definição

Aop
x,z

Δz,x

��

� por (2.17)

Az,y ⊗ Ay,x

mz,y,x

��

Δz,y⊗Δy,x

��

� por
definição

Ay,x ⊗ Ay,x ⊗ Az,y ⊗ Az,y

Ay,x⊗σAy,x,Az,y⊗Az,y

��

σAy,x⊗Ay,x,Az,y⊗Az,y

//

� por
(3.1.15)

Az,y ⊗ Az,y ⊗ Ay,x ⊗ Ay,x

Az,y⊗σAz,y,Ay,x⊗Ay,x

��

� por �

Az,y ⊗ Ay,x ⊗ Az,y ⊗ Ay,x

mz,y,x⊗mz,y,x

��
Aop
x,y ⊗ Aop

y,z ⊗ Aop
x,y ⊗ Aop

y,z mop
x,y,z⊗mop

x,y,z

��

σAy,x,Az,y⊗σAy,x,Az,y

66

� por
definição

Aop
x,z ⊗ Aop

x,z

Em � usamos o seguinte:

(Az,y ⊗ σAz,y ,Ay,x ⊗ Ay,x) ◦ (σAy,x⊗Ay,x,Az,y⊗Az,y)︸ ︷︷ ︸
(2.18)

=

= (Az,y ⊗ σAz,y ,Ay,x ⊗ Ay,x) ◦ (Az,y ⊗ σAy,x⊗Ay,x,Az,y︸ ︷︷ ︸
(2.19)

) ◦ (σAy,x⊗Ay,x,Az,y︸ ︷︷ ︸
(2.19)

⊗Az,y)

= (Az,y ⊗ σAz,y ,Ay,x ⊗ Ay,x) ◦ (Az,y ⊗ [(σAy,x,Az,y ⊗ Ay,x) ◦ (Ay,x ⊗ σAy,x,Az,y)]) ◦
([(σAy,x,Az,y ⊗ Ay,x) ◦ (Ay,x ⊗ σAy,x,Az,y)]⊗ Az,y)

= (Az,y ⊗ σAz,y ,Ay,x ⊗ Ay,x) ◦ (Az,y ⊗ σAy,x,Az,y ⊗ Ay,x)︸ ︷︷ ︸
V é categoria monoidal simétrica

◦(Az,y ⊗ Ay,x ⊗ σAy,x,Az,y) ◦

(σAy,x,Az,y ⊗ Ay,x ⊗ Az,y) ◦ (Ay,x ⊗ σAy,x,Az,y ⊗ Az,y)

= (σAy,x,Az,y ⊗ σAy,x,Az,y) ◦ (Ay,x ⊗ σAy,x,Az,y ⊗ Az,y)

Portanto, Aop é uma C(V)-categoria.

Definição 3.1.18. A C(V)-categoria Aop da proposição anterior é chamada C(V)-categoria
oposta.

Observação 3.1.19. As C(V)-categorias, assim como as V-categorias, podem ser orga-
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nizadas em uma 2-categoria C(V)Cat, e como tal, temos uma definição de C(V)-funtor.

Definição 3.1.20 ([5]). Um C(V)-funtor entre duas C(V)-categorias A e B é um V-
funtor f : A → B tal que todo fx,y : Ax,y → Bf(x),f(y) é um morfismo de coálgebras em
V.

Assim como no caso de V-X-funtor que já definimos (3.1.10), também podemos
definir C(V)-X-funtor:

Definição 3.1.21 ([5]). Sejam A e B duas C(V)-categorias ambas com classe subjacente
X. Um C(V)-funtor f : A → B é dito C(V)-X-funtor se f(x) = x, para todo x ∈ X.

Também podemos definir de forma análoga ao que fizemos para V-categorias
(Definição 3.1.11), um isomorfismo de C(V)-categorias:

Definição 3.1.22. Sejam A e B duas C(V)-categorias de classe subjacente X. Se existe
um C(V)-X-funtor f : A → B tal que fx,y é um isomorfismo em V para todo x, y ∈ X,
então dizemos que as C(V)-categorias A e B são isomorfas.

Já mostramos em 3.1.12 que se A e B são C(V)-categorias isomorfas conforme
a definição acima, então existe um V-X-funtor g : B → A tal que fx,y ◦ gx,y = Bx,y e
gx,y ◦ fx,y = Ax,y. Mas além disso, nesse caso cada fx,y é morfismo de coálgebras o que
implica que gx,y = f−1

x,y é também um morfismo de coálgebras. Portanto, a Definição 3.1.22
implica na existência de um C(V)-X-funtor inverso g : B → A.

Agora, estamos prontos para apresentar a definição que generaliza uma álgebra
de Hopf.

Definição 3.1.23 ([5]). Seja V uma categoria monoidal estrita trançada. Uma V-categoria
de Hopf é uma C(V)-categoria A com um morfismo S : A → Aop em V(X), tal que as
seguintes condições são satisfeitas para todo x, y ∈ X:

mx,y,x ◦ (Ax,y ⊗ Sx,y) ◦Δx,y = ηx ◦ εx,y : Ax,y → Ax,x; (3.5)

my,x,y ◦ (Sx,y ⊗ Ax,y) ◦Δx,y = ηy ◦ εx,y : Ax,y → Ay,y, (3.6)

Isso significa que os seguintes diagramas comutam para todo x, y ∈ X:

Ax,y ⊗ Ax,y

Sx,y⊗Ax,y

��

Ax,y

εx,y

��

Δx,y�� Ax,y

εx,y

��

Δx,y �� Ax,y ⊗ Ax,y

Ax,y⊗Sx,y

��

I

ηy
��

ηx
��

Ay,x ⊗ Ax,y my,x,y
�� Ay,y Ax,x Ax,y ⊗ Ay,xmx,y,x

��

Observação 3.1.24. 1) Note que esta é uma generalização de uma álgebra de Hopf,
pois uma V-categoria de Hopf com um objeto é uma álgebra de Hopf em V.

2) No caso de V = Mk chamamos a Mk-categoria de Hopf de categoria de Hopf
k-linear. Aqui justifica-se o nome categoria semi-Hopf k-linear dado a uma C(Mk)-
categoria, já que é como se tivéssemos ‘quase’ uma categoria de Hopf.
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3) As V-categorias de Hopf também podem ser vistas como uma 2-categoria VHopfCat,
onde VHopfCat é uma 2-subcategoria plena de C(V)Cat.

Um exemplo de V-categoria de Hopf é dado na proposição a seguir.

Proposição 3.1.25 ([5]). Em V = Sets, uma V-categoria de Hopf é o mesmo que um
grupóide (uma categoria em que todo morfismo é um isomorfismo).

Demonstração. Vejamos que uma Sets-categoria de Hopf é um grupóide. Na Proposição
3.1.4 vimos que uma Sets-categoria A com classe subjacente X é uma categoria usual,
sendo X a classe dos objetos da categoria, o conjunto Ax,y = HomA(y, x), mx,y,z(a, b) =
a ◦ b para a ∈ Ax,y e b ∈ Ay,z e ηx(∗) = idx. Além disso, no Exemplo 2.1.25 vimos que
uma coálgebra em Sets é um conjunto C com duas funções definidas por Δ(c) = (c, c)
e ε(c) = ∗, para todo c ∈ C. Logo uma C(Sets)-categoria é uma categoria usual com
funções Δx,y e εx,y definidas de forma única, conforme dado acima, para cada Ax,y.

Falta investigarmos o morfismo S : A → Aop dado na definição de V-categoria de
Hopf. Para todo x, y ∈ X, Sx,y : Ax,y → Ay,x deve satisfazer as equações (3.5) e (3.6),
então seja a ∈ Ax,y = HomA(y, x), temos:

(mx,y,x ◦ (Ax,y ⊗ Sx,y) ◦Δx,y)(a) = (ηx ◦ εx,y)(a)
(mx,y,x ◦ (Ax,y ⊗ Sx,y))(a, a) = ηx(∗)

a ◦ Sx,y(a) = idx

e

(my,x,y ◦ (Sx,y ⊗ Ax,y) ◦Δx,y)(a) = (ηy ◦ εx,y)(a)
(my,x,y ◦ (Sx,y ⊗ Ax,y))(a, a) = ηy(∗)

Sx,y(a) ◦ a = idy.

Ou seja, todo morfismo a é isomorfismo sendo Sx,y(a) seu morfismo inverso. Por-
tanto, A é um grupóide.

Agora dado um grupóide G, temos uma classe de objetos X e conjuntos de mor-
fismos HomG(y, x) para objetos x, y em X, que podemos denotar por Gx,y. Para cada
g ∈ Gx,y existe g−1 ∈ Gy,x tal que g ◦ g−1 = idx e g−1 ◦ g = idy. Assim, define-se
Sx,y : Gx,y → Gy,x por Sx,y(g) = g−1 e já temos as propriedades (3.5) e (3.6) satis-
feitas. Além disso, já havíamos visto na Proposição 3.1.4 que uma categoria usual é
Sets-categoria. Acrescentando as funções Δx,y e εx,y que são as únicas possíveis de serem
definidas conforme o Exemplo 2.1.25, temos que uma categoria usual é uma C(Sets)-
categoria.

Portanto um grupóide é uma Sets-categoria de Hopf.

Em [5] temos um resultado (Proposição 3.11) que nos garante que um funtor
monoidal forte F : V → W , induz um bifuntor F : C(V)Cat −→ C(W)Cat e também um
bifuntor F : VHopfCat −→ WHopfCat. Assim, usando este resultado, podemos obter
outro exemplo de categoria de Hopf.

Exemplo 3.1.26 ([5]). Sabe-se que o funtor linearização L : Sets → Mk é um funtor
monoidal forte que leva um conjunto Y em um k-módulo livre de base Y . Assim, usando
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a Proposição 3.11 de [5] temos que grupóides, que são categorias de Hopf em Sets pela
Proposição 3.1.25, são levados pelo bifuntor L em categorias de Hopf k-lineares.

Mais precisamente, seja G um grupóide e Gx,y o conjunto de morfismos de y em x,
então L(G) = A com cada Ax,y = kGx,y, ou seja, A é uma família de k-módulos com cada
Ax,y sendo um k-módulo livre de base Gx,y. Os morfismos multiplicação e unidade são os
de G estendidos linearmente. Para cada x, y ∈ X, kGx,y é coálgebra com Δx,y(g) = g⊗ g
e εx,y(g) = 1 para g ∈ Gx,y. E por fim, a antípoda é dada por Sx,y(g) = g−1 ∈ Gy,x.

Apresentamos na Proposição 2.1.51 várias propriedades da antípoda de uma ál-
gebra de Hopf em uma categoria V . Queremos agora expandir essas propriedades para
um morfismo S de uma V-categoria de Hopf. É claro que as seguintes equações já são
válidas:

Sx,x ◦mx,x,x = mx,x,x ◦ (Sx,x ⊗ Sx,x) ◦ σAx,x,Ax,x (3.7)
Sx,x ◦ ηx = ηx (3.8)

Δx,x ◦ Sx,x = σAx,x,Ax,x ◦ (Sx,x ⊗ Sx,x) ◦Δx,x (3.9)
εx,x ◦ Sx,x = εx,x (3.10)

já que (Ax,x,mx,x,x, ηx,Δx,x, εx,x,Sx,x) é uma álgebra de Hopf em V , quando consideramos
a V-categoria com um único objeto. No próximo lema veremos que as equações (3.7) e
(3.9) valem para uma variedade maior de índices.

Proposição 3.1.27 ([5]). Seja A uma V-categoria de Hopf. Então as seguintes afirmações
valem para todo x, y, z ∈ X:

Sx,z ◦mx,y,z = mz,y,x ◦ (Sy,z ⊗ Sx,y) ◦ σAx,y ,Ay,z (3.11)

Δy,x ◦ Sx,y = σAy,x,Ay,x ◦ (Sx,y ⊗ Sx,y) ◦Δx,y (3.12)

Demonstração. Vamos mostrar aqui a igualdade (3.11), já que a demonstração de (3.12)
é análoga e pode ser consultada em [5].

Mesmo a demonstração de (3.11) é análoga a que fizemos para mostrar (2.33),
mas agora deve-se tomar cuidado com os índices que são usados.

Assim, denote por f = mz,y,x ◦ (Sy,z ⊗ Sx,y) ◦ σAx,y ,Ay,z e por g = Sx,z ◦ mx,y,z e
vejamos que f = g. De fato, para todo x, y, z ∈ X temos:

f
(3.1.14)
= f ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ εx,y,z) ◦ δx,y,z

(3.2)
= mz,x,x ◦ (Az,x ⊗ ηx) ◦ f ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ εx,y,z) ◦ δx,y,z
= mz,x,x ◦ (f ⊗ ηx) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ εx,y,z)︸ ︷︷ ︸

(3.1.15)

◦δx,y,z

= mz,x,x ◦ (f ⊗ ηx) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ (εx,z ◦mx,y,z)) ◦ δx,y,z
= mz,x,x ◦ (f ⊗ Ax,x) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ (ηx ◦ εx,z)︸ ︷︷ ︸

(3.5)

) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗mx,y,z) ◦ δx,y,z

= mz,x,x ◦ (f ⊗ Ax,x) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗mx,z,x) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,z ⊗ Sx,z) ◦
(Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ (Δx,z ◦mx,y,z)︸ ︷︷ ︸

(3.1.15)

) ◦ δx,y,z
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= mz,x,x◦ (f ⊗ Ax,x)◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗mx,z,x)◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗mx,y,z ⊗ (Sx,z ◦mx,y,z))︸ ︷︷ ︸
=g

)◦

(Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ δx,y,z) ◦ δx,y,z︸ ︷︷ ︸
(3.1.14)

= mz,x,x ◦ (f ⊗ Ax,x) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗mx,z,x) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗mx,y,z ⊗ Az,x) ◦
(Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ g) ◦ ( δx,y,z︸︷︷︸

(3.1.14)

⊗Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z

= mz,x,x ◦ (Az,x ⊗mx,z,x) ◦ (f ⊗mx,y,z ⊗ Az,x) ◦ (Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ g)︸ ︷︷ ︸



◦

(Ax,y ⊗ σAx,y ,Ay,z ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z = �.

Note que, usando a definição de f, � pode ser escrito como:

((mz,y,x ◦ (Sy,z ⊗ Sx,y) ◦ σAx,y ,Ay,z)⊗mx,y,z ⊗ g).

Então separando a trança desta composição, a igualdade acima se torna:

� = mz,x,x ◦ (Az,x ⊗mx,z,x) ◦ ((mz,y,x ◦ (Sy,z ⊗ Sx,y))⊗mx,y,z ⊗ g) ◦
(σAx,y ,Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (Ax,y ⊗ σAx,y ,Ay,z ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z)︸ ︷︷ ︸

(2.19)

◦

(Δx,y ⊗Δy,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z.

Agora propriedade (2.19) nos diz que o seguinte diagrama é comutativo:

Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y

σAx,y,Ay,z⊗Ax,y

//
Ax,y ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z

Ax,y⊗σAx,y,Ay,z

''

σAx,y⊗Ax,y,Ay,z

�� Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ax,y

então podemos escrever � como:

= mz,x,x ◦ (Az,x ⊗mx,z,x) ◦ (Az,x ⊗mx,y,z ⊗ g)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦(mz,y,x ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦

(Sy,z ⊗ Sx,y ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (σAx,y⊗Ax,y ,Ay,z ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z)︸ ︷︷ ︸
(2.17)

◦

(Δx,y ⊗Δy,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z
= mz,z,x◦(mz,y,z ⊗ g)◦(mz,x,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z)◦(mz,y,x ⊗ Ax,y⊗Ay,z⊗Ax,y⊗Ay,z)︸ ︷︷ ︸

(3.1)

◦
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(σAy,x⊗Ax,y ,Az,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (Sx,y ⊗ Ax,y ⊗ Sy,z ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦
(Δx,y ⊗Δy,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z

= mz,z,x ◦ (Az,z ⊗ g) ◦ (mz,y,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (mz,y,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦
(Az,y ⊗my,x,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (σAy,x⊗Ax,y ,Az,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦

(Sx,y ⊗ Ax,y ⊗ Sy,z ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z
= mz,z,x ◦ (Az,z ⊗ g) ◦ (mz,y,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (mz,y,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦

(σAy,y ,Az,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦
((my,x,y◦(Sx,y⊗Ax,y)◦Δx,y)︸ ︷︷ ︸

(3.6)

⊗Sy,z⊗Ay,z⊗Ax,y⊗Ay,z)◦(Ax,y⊗Δy,z⊗Ax,y⊗Ay,z)◦δx,y,z

= mz,z,x ◦ (Az,z ⊗ g) ◦ (mz,y,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (mz,y,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦
(σAy,y ,Az,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (ηy ⊗ Az,y ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦

(I ⊗ Sy,z ⊗ Ay,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z)◦(εx,y ⊗Δy,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z)◦δx,y,z
= mz,z,x◦(Az,z ⊗ g)◦(mz,y,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z)◦((mz,y,y ◦ (Az,y ⊗ ηy))︸ ︷︷ ︸

(3.2)

⊗Ay,z ⊗ Ax,y⊗Ay,z)◦

(σI,Az,y︸ ︷︷ ︸
(2.24)

⊗Ay,z⊗Ax,y⊗Ay,z)◦(I⊗Sy,z⊗Ay,z⊗Ax,y⊗Ay,z)◦(εx,y⊗Δy,z⊗Ax,y⊗Ay,z)◦δx,y,z

= mz,z,x ◦ (Az,z ⊗ g) ◦ (εx,y ⊗ (mz,y,z ◦ (Sy,z ⊗ Ay,z) ◦Δy,z)︸ ︷︷ ︸
(3.6)

⊗Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z

= mz,z,x ◦ (Az,z ⊗ g) ◦ (ηz ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ (εx,y ⊗ εy,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z
= mz,z,x ◦ (ηz ⊗ Az,x)︸ ︷︷ ︸

(3.2)

◦(I ⊗ g) ◦ (εx,y,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z) ◦ δx,y,z︸ ︷︷ ︸
(3.1.14)

= g.

A noção de V-categoria de Hopf pode ser dualizada. Para isso precisamos dualizar
também a noção de V-categoria.

Definição 3.1.28 ([5]). Seja V uma categoria monoidal estrita. Uma V-categoria dual
C consiste de uma classe |C| = X e um objeto C ∈ V(X), juntamente com duas classes
de morfismos em V:

Δx,y,z : Cx,z −→ Cx,y ⊗ Cy,z e εx : Cx,x −→ I

definidos para cada x, y, z ∈ X, tais que as seguintes condições de coassociatividade e
counidade são satisfeitas:

(Δx,y,z ⊗ Cz,u) ◦Δx,z,u = (Cx,y ⊗Δy,z,u) ◦Δx,y,u (3.13)

(εx ⊗ Cx,y) ◦Δx,x,y = Cx,y = (Cx,y ⊗ εy) ◦Δx,y,y (3.14)

ou seja, os seguintes diagramas devem comutar, para todo x, y, z, u ∈ X:
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Cx,u
Δx,z,u ��

Δx,y,u

��

Cx,z ⊗ Cz,u

Δx,y,z⊗Cz,u

��
Cx,y ⊗ Cy,u Cx,y⊗Δy,z,u

�� Cx,y ⊗ Cy,z ⊗ Cz,u

Cx,x ⊗ Cx,y

εx⊗Cx,y

��

Cx,y
Δx,x,y�� Δx,y,y ��

∼





∼

��

Cx,y ⊗ Cy,y

Cx,y⊗εy

��
I ⊗ Cx,y Cx,y ⊗ I

Observação 3.1.29. 1) Note que se C é uma V-categoria dual, então cada Cx,x é uma
coálgebra na categoria V com comultiplicação Δx,x,x e counidade εx.

2) Assim como as V-categorias, as V-categorias duais também podem ser organizadas
em uma 2-categoria VCat.

A seguir vamos mostrar que podemos obter uma V-categoria dual a partir de uma
dada.

Proposição 3.1.30. Sejam (V ,⊗, I, σ) uma categoria monoidal estrita trançada e C uma
V-categoria dual com classe subjacente X e morfismos Δx,y,z e εx conforme Definição
3.1.28. Então Cop = (Cop

x,y)x,y∈X = (Cy,x)x,y∈X , juntamente com os morfismos:

Δop
x,y,z = σCz,y ,Cy,x ◦Δz,y,x : C

op
x,z = Cz,x −→ Cop

x,y ⊗ Cop
y,z = Cy,x ⊗ Cz,y

e εopx = εx é uma V-categoria dual.

Demonstração. Vamos verificar que Δop
x,y,z e εopx satisfazem as equações (3.13) e (3.14)

usando diagramas.
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Portanto, Cop é uma V-categoria dual.

Definição 3.1.31. A V-categoria dual Cop dada na proposição anterior será chamada
V-categoria dual oposta.

Observação 3.1.32. Note que, apesar dos diagramas na demonstração anterior serem
bastante semelhantes aos que foram feitos em 3.1.6, e os morfismos definidos lembrarem
a definição de coálgebra cooposta dada em [5], o que fizemos agui é diferente, visto que
parte de uma V-categoria dual.

Agora dada V uma categoria monoidal estrita trançada, a categoria A(V) é uma
categoria monoidal conforme Proposição 2.1.42. É, na verdade, uma subcategoria de V
onde os objetos são álgebras em V e os morfismos são morfismos de álgebras. Assim
podemos obter uma A(V)-categoria dual, com base na Definição 3.1.28:

Definição 3.1.33. Seja V uma categoria monoidal estrita trançada. Uma A(V)-categoria
dual C consiste de uma classe |C| = X e uma família de álgebras (Cx,y,mx,y, ηx,y) em V
para todo x, y ∈ X, juntamente com morfismos de álgebras Δx,y,z : Cx,z −→ Cx,y ⊗ Cy,z e
εx : Cx,x −→ I satisfazendo as igualdades (3.13) e (3.14).

Em outras palavras, uma A(V)-categoria dual é uma V-categoria dual C onde
os Cx,y são álgebras e os morfismos Δx,y,z e εx são morfismos de álgebras para todo
x, y, z ∈ X. No caso em que a categoria V = Mk, uma A(Mk)-categoria dual é também
chamada de categoria semi-Hopf k-linear dual ([8]).

Observação 3.1.34. Note que uma A(V)-categoria dual com um objeto é uma biálgebra
em V, ou seja, para cada x ∈ X, (Cx,x,mx,x, ηx,x,Δx,x,x, εx) é uma biálgebra em V.

Vejamos a seguir um resultado relacionado à Proposição 3.1.30, esta proposição
estabelece que a partir de uma V-categoria dual podemos construir uma V-categoria dual
oposta, mas agora temos a definição de A(V)-categoria dual, então a questão que surge
é: Podemos construir uma A(V)-categoria dual oposta a partir de uma A(V)-categoria
dual? E a resposta é sim, de forma análoga ao que foi feito para C(V)-categoria oposta
em 3.1.17.

Proposição 3.1.35. Sejam (V ,⊗, I, σ) uma categoria monoidal estrita simétrica e C
uma A(V)-categoria dual com classe subjacente X e morfismos Δx,y,z e εx conforme a
Definição 3.1.33. Então a V-categoria dual oposta Cop é uma A(V)-categoria dual.

Demonstração. Já temos do Lema 3.1.30 que Cop é uma V-categoria dual, também temos,
para cada x, y ∈ X, que (Cop

x,y,my,x, ηy,x) é uma álgebra em V . Assim basta verificar que
Δop
x,y,z é morfismo de álgebras para todo x, y, z ∈ X. É isso que faremos a seguir por meio

de diagramas:
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Cop
x,z ⊗ Cop

x,z

Δop
x,y,z⊗Δop

x,y,z ��

mz,x

��

Δz,y,x⊗Δz,y,x

��

� por
definição

Cop
x,y ⊗ Cop

y,z ⊗ Cop
x,y ⊗ Cop

y,z

m
C
op
x,y⊗C

op
y,z

��

Cy,x⊗σCz,y,Cy,x⊗Cz,y

��

Cz,y ⊗ Cy,x ⊗ Cz,y ⊗ Cy,x

Cz,y⊗σCy,x,Cz,y⊗Cy,x

��

σCz,y,Cy,x⊗σCz,y,Cy,x

66

� por �
Cz,y ⊗ Cz,y ⊗ Cy,x ⊗ Cy,x

mz,y⊗my,x

��

σCz,y⊗Cz,y,Cy,x⊗Cy,x

//� por
3.1.33 Cy,x ⊗ Cy,x ⊗ Cz,y ⊗ Cz,y

my,x⊗mz,y

%%

� por
definição

Cz,y ⊗ Cy,x

σCz,y,Cy,x

&&

� por 2.17

Cop
x,z Δop

x,y,z

��

Δz,y,x

��

� por
definição

Cop
x,y ⊗ Cop

y,z

Em � usamos o seguinte:

(σCz,y⊗Cz,y ,Cy,x⊗Cy,x)︸ ︷︷ ︸
(2.18)

◦(Cz,y ⊗ σCy,x,Cz,y ⊗ Cy,x) =

= (Cy,x ⊗ σCz,y⊗Cz,y ,Cy,x︸ ︷︷ ︸
(2.19)

) ◦ (σCz,y⊗Cz,y ,Cy,x︸ ︷︷ ︸
(2.19)

⊗Cy,x) ◦ (Cz,y ⊗ σCy,x,Cz,y ⊗ Cy,x)

= (Cy,x ⊗ [(σCz,y ,Cy,x ⊗ Cz,y)◦(Cz,y ⊗ σCz,y ,Cy,x)])◦([(σCz,y ,Cy,x ⊗ Cz,y)◦(Cz,y ⊗ σCz,y ,Cy,x)]

⊗Cy,x) ◦ (Cz,y ⊗ σCy,x,Cz,y ⊗ Cy,x)

= (Cy,x ⊗ σCz,y ,Cy,x ⊗ Cz,y) ◦ (Cy,x ⊗ Cz,y ⊗ σCz,y ,Cy,x) ◦ (σCz,y ,Cy,x ⊗ Cz,y ⊗ Cy,x) ◦
(Cz,y ⊗ σCz,y ,Cy,x ⊗ Cy,x) ◦ (Cz,y ⊗ σCy,x,Cz,y ⊗ Cy,x)︸ ︷︷ ︸

V é categoria monoidal simétrica

= (Cy,x ⊗ σCz,y ,Cy,x ⊗ Cz,y) ◦ (σCz,y ,Cy,x ⊗ σCz,y ,Cy,x).

Portanto concluímos que Cop é uma A(V)-categoria dual.

Definição 3.1.36. A A(V)-categoria dual Cop da proposição anterior é chamada A(V)-
categoria dual oposta.

Na próxima definição dualizamos a definição de V-categoria de Hopf, conforme
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apresentada em [5], com uma pequena correção: faz-se necessário que C seja A(V)-
categoria dual, não somente V-categoria como dado.

Definição 3.1.37 ([5]). Seja C uma A(V)-categoria dual. Então C é uma V-categoria
de Hopf dual se existem morfismos Sx,y : Cy,x → Cx,y em V, tal que as seguintes
condições são satisfeitas para todo x, y ∈ X:

mx,y ◦ (Cx,y ⊗ Sx,y) ◦Δx,y,x = ηx,y ◦ εx (3.15)

my,x ◦ (Sy,x ⊗ Cy,x) ◦Δx,y,x = ηy,x ◦ εx (3.16)

Ou seja, os seguintes diagramas comutam para todo x, y ∈ X:

Cx,y ⊗ Cy,x

Sy,x⊗Cy,x

��

Cx,x
εx

��

Δx,y,x�� Cx,x
εx

��

Δx,y,x �� Cx,y ⊗ Cy,x

Cx,y⊗Sx,y

��

I

ηy,x
��

ηx,y
��

Cy,x ⊗ Cy,x my,x
�� Cy,x Cx,y Cx,y ⊗ Cx,ymx,y

��

Observação 3.1.38. Note que, assim como uma V-categoria de Hopf, uma V-categoria
de Hopf dual também é uma generalização de uma álgebra de Hopf, pois uma V-categoria
de Hopf dual com um objeto é uma álgebra de Hopf em V.

3.2 CORRESPONDÊNCIA ENTRE CATEGORIAS DE
HOPF E CATEGORIAS DE HOPF DUAIS
Nesta seção veremos que existe uma correspondência entre categorias de Hopf

e categorias de Hopf duais, ao menos no caso particular em que V é a categoria dos k-
módulos projetivos finitamente gerados. Esta correspondência foi descrita na seção 5.2
de [5] que é a principal referência aqui.

Veremos também que podemos usar essa correspondência para criar uma nova,
juntando os opostos definidos na seção anterior.

Começamos essa seção fixando a categoria V = (Mf
k ,⊗, k), a categoria dos mó-

dulos projetivos finitamente gerados sobre um anel comutativo k. Esse tipo de categoria
nos permite assumir algumas propriedades, entre elas a existência de uma base projetiva
para cada um dos seus objetos, isso pode ser estabelecido através do resultado a seguir:

Proposição 3.2.1 ([35]). Um k-módulo M é projetivo se, e somente se, existem famílias
{mi : i ∈ I} de elementos de M e {fi : M → k : i ∈ I} de aplicações k-lineares tais que:

1) para cada m ∈ M quase todos fi(m) = 0;

2) para cada m ∈ M , m =
∑

i∈I fi(m)mi.

Nesse caso, M é gerado por {mi; i ∈ I} e se o conjunto de índices I for finito,
então M é um k-módulo projetivo finitamente gerado.
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Além disso, há um funtor covariante ( )∗ : Mf
k → Mfop

k que leva um módulo M
em seu dual M∗ = Homk(M, k) e um morfismo k-linear f : M → N no seu transposto
f ∗ : N∗ → M∗ definido por f ∗(g) = g ◦ f para g ∈ N∗. Assim, dado M um k-módulo
projetivo finitamente gerado, M∗ é também um k-módulo projetivo finitamente gerado,
e conforme a proposição acima, temos uma base dual finita de M dada pela família de
elementos {(mi, fi) ∈ M ×M∗}{i=1,...,n} satisfazendo:∑

i

mi〈fi,m〉 = m e
∑
i

fi〈f,mi〉 = f (3.17)

para todo m ∈ M e f ∈ M∗ ([8]).
Note que usamos a notação 〈 , 〉 para indicar que uma função de M∗ está sendo

aplicada em um elemento de M , ou seja, para qualquer f ∈ M∗ e m ∈ M , vamos escrever
〈f,m〉 ao invés de f(m). Essa notação será utilizada a partir daqui para facilitar a
visualização.

Sendo M∗ também um k-módulo projetivo finitamente gerado, temos definido
M∗∗ = Homk(M

∗, k), que podemos mostrar ser isomorfo a M , assim como no caso de
espaços vetoriais de dimensão finita ([19]). Apesar deste ser um resultado bastante co-
nhecido, não encontramos uma demonstração na literatura especificamente para o caso
de k-módulos projetivos finitamente gerados, assim vejamos a seguir:

Proposição 3.2.2. Seja M um k-módulo projetivo finitamente gerado. Então existe um
isomorfismo linear entre M e M∗∗

Demonstração. Defina:

ψ : M −→ M∗∗

m �−→ ψ(m) : M∗ → k

g �→ 〈g,m〉

Para todo m,n ∈ M , λ ∈ k e para todo g ∈ M∗ temos:

〈ψ(λm+ n), g〉 = 〈g, λm+ n〉 = λ〈g,m〉+ 〈g, n〉 = λ〈ψ(m), g〉+ 〈ψ(n), g〉
= 〈λψ(m) + ψ(n), g〉.

Logo, ψ(λm + n) = λψ(m) + ψ(n), para todo m,n ∈ M , λ ∈ k, o que mostra que ψ é
k-linear.

Considere agora a família de elementos {(mi, fi) ∈ M × M∗}i=1,...,n base dual
finita de M e vejamos que ψ é um isomorfismo.

Suponha que ψ(m) = 0, então para todo g ∈ M∗, 〈ψ(m), g〉 = 〈g,m〉 = 0.
Em particular, isso deve valer para todo fi então fi(m) = 0 e usando (3.17) temos:
m =

∑
imi〈fi,m〉 = 0, o que mostra que ψ é injetor.
Vejamos que ψ é sobrejetor. Seja ϕ ∈ M∗∗, então para todo g ∈ M∗ temos:

〈ϕ, g〉 = 〈ϕ,
∑
i

fi〈g,mi〉〉 por (3.17)

=
∑
i

〈ϕ, fi〉〈g,mi〉
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=
∑
i

〈ϕ, fi〉〈ψ(mi), g〉

=
∑
i

〈ψ(〈ϕ, fi〉 mi), g〉

= 〈ψ
(∑

i

〈ϕ, fi〉 mi

)
, g〉.

Isso mostra que para todo ϕ ∈ M∗∗ existe um elemento
∑

i〈ϕ, fi〉 mi em M tal
que ϕ = ψ (

∑
i〈ϕ, fi〉 mi), ou seja, ψ é sobrejetor.

Portanto, ψ é um isomorfismo k-linear.

Agora voltamos ao funtor ( )∗ que comentamos antes da proposição. De acordo
com [5], esse funtor é uma equivalência de categorias e faz parte do seguinte funtor mo-
noidal forte:

(( )∗, ϕ0, ϕ2) : (Mf
k ,⊗, k) −→ (Mfop

k ,⊗op, k).

Vejamos como são definidos ϕ0 e ϕ2. ϕ0 : k −→ k∗ deve ser um isomorfismo em
Mfop

k , ou seja, é um isomorfismo ϕ0 : k∗ → k em Mf
k , então definimos ϕ0(f) = f(1k)

para todo f ∈ k∗.
Já o isomorfismo natural ϕ2 : ⊗op ◦ (( )∗, ( )∗) =⇒ ( )∗ ◦ ⊗, deve ser um

isomorfismo em Mfop
k : ϕ2(M,N) : M∗ ⊗op N∗ −→ (M ⊗N)∗ para cada M,N k-módulos

projetivos finitamente gerados, ou equivalentemente, um isomorfismo em Mf
k :

ϕ2(M,N) : (M ⊗N)∗ −→ N∗ ⊗M∗

para cada M,N k-módulos projetivos finitamente gerados. Assim, definimos ϕ2(M,N) =
ι−1 onde ι é a seguinte aplicação já conhecida:

ι : N∗ ⊗M∗ −→ (M ⊗N)∗

〈ι(n∗ ⊗m∗),m⊗ n〉 = 〈n∗, n〉〈m∗,m〉

e sua inversa é dada por:

ι−1(u) =
∑
i,j

〈u,mi ⊗ nj〉n∗
j ⊗m∗

i

com {(mi,m
∗
i ) ∈ M × M∗} e {(nj, n∗

j) ∈ N × N∗} as bases duais finitas de M e N,
respectivamente.

Note que, apesar das bases duais de M e N não serem únicas, a inversa de uma
aplicação k-linear é, e portanto, a definição de ϕ2 independe das bases duais finitas usadas.

Em [5] (Teorema 5.3) usa-se o funtor monoidal forte (( )∗, ϕ0, ϕ2) para induzir
uma 2-equivalência entre as 2-categorias: Mf

k
Cat e Mf

kCat. Mais ainda, se partirmos do

funtor ( )∗ trocando Mf
k por C(Mf

k) obtemos uma 2-equivalência entre as 2-categorias:

C(Mf
k)
Cat e A(Mf

k)Cat (Teorema 5.5, [5]). Essa 2-equivalência pode ser completada com a

antípoda de modo a gerar uma correspondência entre as Mf
k-categorias de Hopf e as Mf

k-
categorias de Hopf duais (Teorema 5.6, [5]). A seguir apresentamos o principal resultado
decorrente dessas ideias.
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Teorema 3.2.3 ([5]). Seja Mf
k a categoria dos k-módulos projetivos finitamente gerados,

com k um anel comutativo. Temos uma 2-equivalência:

C(Mf
k)
Cat −→A(Mf

k) Cat

Mais ainda, com essa 2-equivalência, Mf
k-categorias de Hopf correspondem a

Mf
k-categorias de Hopf duais.

Demonstração. Daremos aqui uma descrição explícita dessa 2-equivalência a nível dos
objetos.

Dada A uma Mf
k-categoria de Hopf, então temos A = (Ax,y)x,y∈X uma família de

k-módulos projetivos finitamente gerados, em que para cada x, y ∈ X, (Ax,y,Δx,y, εx,y)
é coálgebra. Temos também os morfismos k-lineares, que também são morfismos de
coálgebra:

mx,y,z : Ax,y ⊗ Ay,z → Ax,z

ηx : k → Ax,x

satisfazendo os diagramas (3.1) e (3.2) para todo x, y, z ∈ X. E ainda, temos os morfismos
k-lineares

Sx,y : Ax,y → Ay,x

tal que as condições (3.5) e (3.6) são satisfeitas para todo x, y ∈ X.
A Mf

k-categoria de Hopf dual correspondente é: C = (Cx,y)x,y∈X , com Cx,y =
A∗
y,x. Para cada x, y ∈ X, Cx,y é uma k-álgebra com:

• multiplicação: mC
x,y = Δ∗

y,x ◦ ι, que em elementos é dada pela convolução oposta:

〈cd, a〉 = 〈c, a(2)〉〈d, a(1)〉, para todo c, d ∈ Cx,y, a ∈ Ay,x

• unidade dada por 1x,y = εy,x

A comultiplicação é dada pela família de morfismos Δx,y,z : Cx,z → Cx,y ⊗ Cy,z
definida por Δx,y,z = ϕ2 ◦ m∗

z,y,x. Assim, denotando para c ∈ Cx,z, Δx,y,z(c) = c(1,x,y) ⊗
c(2,y,z), podemos caracterizar essa aplicação por

〈c(1,x,y), b〉〈c(2,y,z), a〉 = 〈c, ab〉, para todo c ∈ Cx,z, a ∈ Az,y, b ∈ Ay,x.

As aplicações counidade εx : Cx,x → k são dadas por εx(c) = 〈c, 1x,x〉 e a antípoda
Tx,y : Cy,x → Cx,y é dada por Tx,y = S∗

y,x.
Por outro lado, se começarmos com C uma Mf

k-categoria de Hopf dual, então a
Mf

k-categoria de Hopf correspondente é A = (Ax,y)x,y∈X , com Ax,y = C∗
y,x. Cada Ax,y é

uma k-coálgebra com:

• comultiplicação: ΔA
x,y = ϕ2 ◦m∗

y,x, ou seja, para a ∈ Ax,y temos:

ΔA
x,y(a) =

∑
i,j

〈a, cicj〉aj ⊗ ai,

onde {(ci, ai) ∈ Cy,x × Ax,y}{i=1,...,n} é uma base dual finita do k-módulo projetivo
Cy,x.
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• counidade εx,y(a) = 〈a, 1y,x〉.
A multiplicação é dada pela família de morfismos: mA

x,y,z : Ax,y ⊗ Ay,z → Ax,z definida
por: mA

x,y,z = Δ∗
z,y,x ◦ ι, que em elementos significa que

〈ab, c〉 = 〈a, c(2,y,x)〉〈b, c1,z,y〉

para todo a ∈ Ax,y, b ∈ Ay,z e c ∈ Cz,x.
A unidade é dada por ηx(1k) = 1x,x = εx.
Por fim, a antípoda Sx,y : Ax,y → Ay,x, é dada por Sx,y = T ∗

y,x, com Ty,x : Cx,y →
Cy,x sendo a antípoda na Mf

k-categoria de Hopf dual C.

No teorema anterior descrevemos explicitamente como, no caso de V = Mf
k , po-

demos levar uma V-categoria de Hopf em uma V-categoria de Hopf dual, e vice-versa, mas
note que também podemos fazer esssa correspondência entre V-categorias e V-categorias
duais, ou entre C(V)-categorias e A(V)-categorias duais, apenas restringindo aos sujeitos
adequados de cada definição. Independente de qual for o caso, para nos referenciarmos a
essa correspondência vamos utilizar uma notação especial: 
.

Definição 3.2.4 (NOTAÇÃO). Se A é uma Mf
k-categoria de Hopf, A
 é a Mf

k-categoria
de Hopf dual correspondente pela 2-equivalência do Teorema 3.2.3. Do mesmo modo, se
C é uma Mf

k-categoria de Hopf dual então C
 é a Mf
k-categoria de Hopf correspondente

por 3.2.3.

Vimos na seção anterior que podemos ter uma C(V)-categoria oposta (Proposição
3.1.17) e também uma A(V)-categoria dual oposta (Proposição 3.1.35), veremos a seguir
que ainda temos uma correspondência entre as estruturas se tomarmos os opostos de
ambas. A seguir vamos proceder com dois lemas em que, basicamente, vamos juntar
as informações sobre categorias opostas com a correspondência anterior. Apesar destes
dois lemas serem bastante imediatos, vamos detalhar as estruturas envolvidas, de modo
a serem facilmente consultadas no teorema subsequente.

Lema 3.2.5. Sejam V = Mf
k e A uma C(V)-categoria de classe subjacente X. Então A
op

é uma A(V)-categoria dual.

Demonstração. Seja A uma C(Mf
k)-categoria de classe X, então temos:

• A = (Ax,y)x,y∈X ;

• (Ax,y,Δx,y, εx,y) é coálgebra em Mf
k ;

• mx,y,z : Ax,y ⊗Ay,z → Ax,z e ηx : k → Ax,x são morfismos de coálgebras satisfazendo
(3.1) e (3.2).

Conforme notação dada acima, A
 é a A(V)-categoria dual correspondente por
3.2.3, então:

• A
 = (A∗
y,x)x,y∈X ;

• cada A∗
y,x é álgebra em Mf

k com multiplicação: Δ∗
y,x ◦ ι e unidade: 1A

�

x,y = εy,x;
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• ΔA�

x,y,z = ϕ2 ◦m∗
z,y,x e 〈εA�

x , e〉 = 〈e, 1x,x〉 para e ∈ A∗
x,x.

Por fim, A
op é a A(V)-categoria dual oposta de acordo com 3.1.35 com:

• A
op = (A∗
x,y)x,y∈X ;

• cada A∗
x,y é álgebra em Mf

k com multiplicação: Δ∗
x,y ◦ ι e unidade: εx,y;

• ΔA�op

x,y,z = σA∗
y,z ,A

∗
x,y

◦ΔA�

z,y,x = σA∗
y,z ,A

∗
x,y

◦ ϕ2 ◦m∗
x,y,z e εA

�op

x = εA
�

x .

Lema 3.2.6. Sejam V = Mf
k e C uma A(V)-categoria dual de classe subjacente X. Então

C
op é uma C(V)-categoria.
Demonstração. Seja C uma A(Mf

k)-categoria dual de classe X, então temos:

• C = (Cx,y)x,y∈X ;

• (Cx,y,mx,y, ηx,y) é álgebra em Mf
k ;

• Δx,y,z : Cx,z → Cx,y ⊗ Cy,z e εx = Cx,x → k são morfismos de álgebras satisfazendo
(3.13) e (3.14).

Agora, C
 é a C(V)-categoria correspondente por 3.2.3, então:

• C
 = (C∗
y,x)x,y∈X ;

• cada C∗
y,x é uma coálgebra em Mf

k , com comultiplicação: ϕ2 ◦ my,x
∗ e counidade:

〈εC�

x,y, f〉 = 〈f, 1Cy,x〉 para f ∈ C∗
y,x;

• mC�

x,y,z = Δz,y,x
∗ ◦ ι e ηC

�

x (1k) = εx.

Por fim, C
op é a C(V)-categoria oposta de acordo com 3.1.17 com:

• C
op = (C∗
x,y)x,y∈X ;

• cada C∗
x,y é uma coálgebra em Mf

k , com comultiplicação: ϕ2 ◦ mx,y
∗ e counidade:

〈εC�

y,x, f〉 = 〈f, 1Cx,y〉 para f ∈ C∗
x,y;

• mC�op

x,y,z = mC�

z,y,x ◦ σC∗
x,y ,C

∗
y,z

= Δx,y,z
∗ ◦ ι ◦ σC∗

x,y ,C
∗
y,z

e ηC
�op

x = ηC
�

x .

Os dois lemas anteriores constroem uma nova A(V)-categoria dual, e uma nova
C(V)-categoria, respectivamente; tomando o objeto correspondente pelo Teorema 3.2.3 e
em seguida o oposto. Isso nos leva a seguinte pergunta: há alguma diferença no objeto
final, se tomarmos primeiramente o oposto e em seguida o objeto correspondente por
3.2.3? É o que respondemos no resultado a seguir.

Proposição 3.2.7. Seja V = Mf
k.

1) Se A é uma C(V)-categoria, então Aop
 é a A(V)-categoria dual A
op;

2) Se C é uma A(V)-categoria dual, então Cop
 é a C(V)-categoria C
op.
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Demonstração. 1) Primeiramente note que podemos obter uma A(V)-categoria dual
Aop
, considerando a C(V)-categoria oposta Aop conforme 3.1.17 e em seguida con-
siderando a A(V)-categoria dual correspondente por 3.2.3. É fácil ver que Aop
 =
(A∗

x,y)x,y∈X , onde cada A∗
x,y é álgebra em Mf

k com mesma multiplicação e mesma
unidade de A
op; também εA

op�

x = εA
�op

x . O que dá um pouco de trabalho e que
vamos detalhar aqui é a verificação de que ΔAop�

x,y,z = ΔA�op

x,y,z . De fato, seja f ∈ A∗
x,z

temos por um lado:

ΔAop�

x,y,z(f) = (ϕ2 ◦ (mop
z,y,x)

∗)(f) = ϕ2 (mx,y,z ◦ σAy,z ,Ax,y)
∗(f)︸ ︷︷ ︸

∈(Ay,z⊗Ax,y)∗

=
∑
i,j

〈(mx,y,z ◦ σAy,z ,Ax,y)
∗(f), ay,zi ⊗ ax,yj 〉fx,yj ⊗ f y,zi

=
∑
i,j

〈f, (mx,y,z ◦ σAy,z ,Ax,y)(a
y,z
i ⊗ ax,yj )〉fx,yj ⊗ f y,zi

=
∑
i,j

〈f, ax,yj ay,zi 〉fx,yj ⊗ f y,zi

onde {(ay,zi , f y,zi ) ∈ Ay,z ×A∗
y,z} e {(ax,yj , fx,yj ) ∈ Ax,y ×A∗

x,y} são bases duais finitas
de Ay,z e Ax,y, respectivamente.

Por outro lado,

ΔA�op

x,y,z(f) = (σA∗
y,x,A

∗
x,y

◦ ϕ2 ◦m∗
x,y,z)(f)

= σA∗
y,x,A

∗
x,y
(ϕ2 (m

∗
x,y,z(f))︸ ︷︷ ︸

∈(Ax,y⊗Ay,z)∗

)

= σA∗
y,x,A

∗
x,y

(∑
i,j

〈m∗
x,y,z(f), a

x,y
j ⊗ ay,zi 〉f y,zi ⊗ fx,yj

)
=

∑
i,j

〈f, ax,yj ay,zi 〉fx,yj ⊗ f y,zi .

Portanto, as A(V)-categorias duais Aop
 e A
op são as mesmas.

2) De forma análoga.

Os lemas 3.2.5 e 3.2.6 nos dão uma outra forma de correspondência entre C(V)-
categorias e A(V)-categorias, quando V = Mf

k . No primeiro, partimos de uma C(V)-
categoria e obtemos uma A(V)-categoria, e no segundo temos uma forma de fazer o
caminho inverso. Assim, a pergunta natural que surge é, se aplicarmos na sequência os
dois lemas anteriores, obteremos uma C(V)-categoria isomorfa a original?

Teorema 3.2.8. Seja A uma C(V)-categoria com V = Mf
k. Considere C a A(V)-categoria

dual A
op e B a C(V)-categoria C
op. Então A e B são C(V)-categorias isomorfas.

Demonstração. Como A e B são C(V)-categorias, vamos mostrar que existe um C(V)-
funtor ζ : A → B e que para cada x, y ∈ X, ζx,y : Ax,y → Bx,y é um isomorfismo em Mf

k ,
de acordo com a Definição 3.1.22.
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Mas note que pelos lemas 3.2.5 e 3.2.6 acima, para cada x, y ∈ X temos:

Bx,y = C∗
x,y = A∗∗

x,y

e, além disso, cada Ax,y é k-módulo projetivo finitamente gerado, então já temos um
isomorfismo k-linear ζx,y : Ax,y → A∗∗

x,y de acordo com 3.2.2, dado por:

〈ζx,y(a), g〉 = 〈g, a〉

para todo a ∈ Ax,y, g ∈ A∗
x,y.

Vejamos que ζx,y é morfismo de coálgebras, ou seja, que ΔB
x,y ◦ζx,y = (ζx,y⊗ζx,y)◦

ΔA
x,y e que εBx,y ◦ ζx,y = εAx,y. Para a ∈ Ax,y, usando as descrições dos morfismos dados nos

lemas 3.2.5 e 3.2.6 temos para todo x, y ∈ X:

(ΔB
x,y ◦ ζx,y)(a) = (ϕ2 ◦mC

x,y

∗ ◦ ζx,y)(a)
= (ϕ2 ◦ (Δ∗

x,y ◦ ι)∗ ◦ ζx,y)(a)
= ϕ2((Δ

∗
x,y ◦ ι)∗(ζx,y(a))︸ ︷︷ ︸
∈(A∗

x,y⊗A∗
x,y)

∗

).

Considere então {(fx,yi , φx,yi ) ∈ A∗
x,y × A∗∗

x,y} base dual finita de A∗
x,y, temos:

(ΔB
x,y ◦ ζx,y)(a) = ϕ2((Δ

∗
x,y ◦ ι)∗(ζx,y(a)))

=
∑
i,j

〈(Δ∗
x,y ◦ ι)∗(ζx,y(a)), fx,yi ⊗ fx,yj 〉 φx,yj ⊗ φx,yi

=
∑
i,j

〈ζx,y(a), (Δ∗
x,y ◦ ι)(fx,yi ⊗ fx,yj )︸ ︷︷ ︸

∈A∗
x,y

〉 φx,yj ⊗ φx,yi

=
∑
i,j

〈(Δ∗
x,y ◦ ι)(fx,yi ⊗ fx,yj ), a〉 φx,yj ⊗ φx,yi

=
∑
i,j

〈ι(fx,yi ⊗ fx,yj ),Δx,y(a)〉 φx,yj ⊗ φx,yi

=
∑
i,j

〈fx,yi , a2〉〈fx,yj , a1〉 φx,yj ⊗ φx,yi

=
∑
j

〈fx,yj , a1〉 φx,yj ⊗
∑
i

〈fx,yi , a2〉 φx,yi

=
∑
j

〈ζx,y(a1), fx,yj 〉 φx,yj ⊗
∑
i

(ζx,y(h2))(f
x,y
i ) φx,yi por (3.17)

= ζx,y(a1)⊗ ζx,y(a2)

= [(ζx,y ⊗ ζx,y) ◦ΔA
x,y](a).

Também temos, para todo a ∈ Ax,y:

(εBx,y ◦ ζx,y)(a) = 〈ζx,y(a), 1Cx,y〉 = 〈ζx,y(a), εx,y〉 = 〈εAx,y, a〉.

Logo, temos que ζx,y é morfismo de coálgebras para todo x, y ∈ X.
Vejamos que ζ : A → B é de fato um V-funtor, ou seja, que ζx,z ◦ mA

x,y,z =
mB
x,y,z ◦ (ζx,y ⊗ ζy,z) e ζx,x ◦ ηAx = ηBx para todo x, y, z ∈ X. Sejam a ∈ Ax,y, b ∈ Ay,z e
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g ∈ A∗
x,z, então:

〈(mB
x,y,z ◦ (ζx,y ⊗ ζy,z))(a⊗ b), g〉

= 〈(ΔC
x,y,z

∗ ◦ ι)(σC∗
x,y ,C

∗
y,z
(ζx,y(a)⊗ ζy,z(b))), g〉

= 〈((σA∗
y,z ,A

∗
x,y

◦ ϕ2 ◦m∗
x,y,z)

∗ ◦ ι)(ζy,z(b)⊗ ζx,y(a)), g〉
= 〈(σA∗

y,z ,A
∗
x,y

◦ ϕ2 ◦m∗
x,y,z)

∗(ι(ζy,z(b)⊗ ζx,y(a))), g〉
= 〈ι(ζy,z(b)⊗ ζx,y(a)), (σA∗

y,z ,A
∗
x,y

◦ ϕ2 ◦m∗
x,y,z)(g)〉

= 〈ι(ζy,z(b)⊗ ζx,y(a)), (σA∗
y,z ,A

∗
x,y
(ϕ2( m∗

x,y,z(g)︸ ︷︷ ︸
∈(Ax,y⊗Ay,z)∗

))〉

= 〈ι(ζy,z(b)⊗ ζx,y(a)), σA∗
y,z ,A

∗
x,y

(∑
i,j

〈m∗
x,y,z(g), a

x,y
i ⊗ ay,zj 〉f y,zj ⊗ fx,yi

)
〉

com {(ax,yi , fx,yi ) ∈ Ax,y ×A∗
x,y} e {(ay,zj , f y,zj ) ∈ Ay,z ×A∗

y,z} as bases duais finitas de Ax,y

e Ay,z, respectivamente.

= 〈ι(ζy,z(b)⊗ ζx,y(a)),
∑
i,j

〈m∗
x,y,z(g), a

x,y
i ⊗ ay,zj 〉fx,yi ⊗ f y,zj 〉

=
∑
i,j

〈m∗
x,y,z(g), a

x,y
i ⊗ ay,zj 〉 〈ι(ζy,z(b)⊗ ζx,y(a)), f

x,y
i ⊗ f y,zj 〉

=
∑
i,j

〈m∗
x,y,z(g), a

x,y
i ⊗ ay,zj 〉〈ζy,z(b), f y,zj 〉〈ζx,y(a), fx,yi 〉

= 〈m∗
x,y,z(g),

∑
i

ax,yi 〈fx,yi , a〉 ⊗
∑
j

ay,zj 〈f y,zj , b〉〉 por (3.17)

= 〈m∗
x,y,z(g), a⊗ b〉

= 〈g,mA
x,y,z(a⊗ b)〉

= 〈ζx,z(mA
x,y,z(a⊗ b)), g〉

= 〈(ζx,z ◦mA
x,y,z)(a⊗ b), g〉.

Por fim, seja g ∈ A∗
x,x, então

〈ηBx (1k), g〉 = 〈ηC�

x (1k), g〉 = 〈εCx , g〉 = 〈εA�

x , g〉 = 〈g, 1x,x〉 = 〈ζx,x(1x,x), g〉
= 〈(ζx,x ◦ ηAx )(1k), g〉.

Portanto, ζ : A → B é um C(V)-funtor e podemos concluir que A e B são
C(V)-categorias isomorfas.

Este último teorema pode parecer estranho num primeiro momento, afinal, por-
que usar opostos em uma correspondência que já estava estabelecida? Porém, veremos
na seção 5.1 em que buscamos correspondências entre módulos e comódulos, que este
isomorfismo será fundamental.
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Capítulo 4

AÇÕES E COAÇÕES DE
CATEGORIAS DE HOPF

Neste capítulo temos como objetivo definir ações e coações para V-categorias de
Hopf, que sejam de alguma maneira análogas ao que fizemos na seção 2.2 pra álgebras
de Hopf em uma categoria monoidal trançada. Vamos analisar as definições já existentes
na literatura, principalmente as dadas nos artigos [5] e [8], em que temos definições de
módulo e comódulo envolvendo V-categorias. Além disso, temos também um produto
smash chamado produto smash cluster e uma definição de extensão de Galois em [8].

4.1 AÇÕES E COAÇÕES DE CATEGORIAS DE HOPF
Vamos dividir essa seção em quatro subseções: na primeira vamos obter uma

definição de ação da categoria de Hopf, por meio dessa definição obteremos um produto
smash que será o tema da segunda subseção. Já a terceira subseção se limitará à coação
de uma categoria de Hopf e com essa definição de coação obter-se-á uma extensão de
Galois, tema da quarta subseção.

4.1.1 Ações de categorias de Hopf

Dada uma álgebra de Hopf H, sabe-se que H atua nela mesma por uma ação
adjunta, conforme Exemplo 1.1.4 e, de modo mais geral, conforme (2.41). Queremos
determinar de forma análoga, uma ação adjunta para uma categoria de Hopf. No artigo
[5] temos uma definição de módulo sobre uma V-categoria, porém ela não se mostra
adequada para alcançar esse objetivo.

Nessa seção definiremos um módulo diagonal, o que nos permite obter a defi-
nição de ação diagonal de uma categoria de Hopf e consequentemente nos fornece uma
ação adjunta para uma V-categoria de Hopf análoga àquela dada em (2.41). Também
mostraremos de que forma esta ação diagonal se relaciona com outras definições de ações
existentes, como no caso da ação de grupóide em conjunto, e da ação de grupóide em
álgebra.

Iniciemos com a definição de módulo sobre uma V-categoria dada por [5]:

Definição 4.1.1 ([5]). Seja A uma V-categoria. Um A-módulo à esquerda é um objeto
M ∈ V(X) juntamente com uma família de morfismos ψ = ψx,y,z : Ax,y ⊗My,z −→ Mx,z
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em V tal que as seguintes condições de associatividade e unidade valem para x, y, z, u ∈ X:

ψx,y,u ◦ (Ax,y ⊗ ψy,z,u) = ψx,z,u ◦ (mx,y,z ⊗Mz,u) (4.1)

ψx,x,y ◦ (ηx ⊗Mx,y) = Mx,y (4.2)

ou seja, os seguintes diagramas comutam:

Ax,y ⊗ Ay,z ⊗Mz,u
Ax,y⊗ψy,z,u ��

mx,y,z⊗Mz,u

��

Ax,y ⊗My,u

ψx,y,u

��
Ax,z ⊗Mz,u ψx,z,u

�� Mx,u

I ⊗Mx,y
ηx⊗Mx,y ��

∼
//

Ax,x ⊗Mx,y

ψx,x,y

��
Mx,y

Vamos começar analisando qual deveria ser a forma da família de morfismos, para
que tivéssemos uma ação adjunta em uma categoria de Hopf, e se a Definição 4.1.1 pode
ser aproveitada para esse objetivo.

De agora em diante, H denotará uma V-categoria de Hopf, ou uma C(V)-categoria
nos casos em que isso é suficiente. Assim, fixemos H uma V-categoria de Hopf; H =
(Hx,y)x,y∈X é uma família de objetos da categoria V indexados por X × X e uma ação
de H em H deve ser dada por uma família de morfismos, cuja fonte é, a princípio, um
objeto da forma Hx,y ⊗Hz,w, com x, y, z, w ∈ X (ou Hx,y ⊗Hy,w, se quisermos utilizar a
definição conhecida 4.1.1).

Lembre-se que em (2.41), a ação adjunta α foi definida através da composição
dos morfismos:

α = m ◦ (m⊗H) ◦ (H ⊗H ⊗ S) ◦ (H ⊗ σH,H) ◦ (Δ⊗H).

De modo análogo, podemos aplicar no lugar de Δ, o morfismo Δx,y : Hx,y →
Hx,y ⊗ Hx,y, já que Hx,y é coálgebra em uma categoria de Hopf, para todo x, y ∈ X. A
trança σ deve ser a trança da categoria monoidal trançada V na qual a categoria de Hopf
está definida. No lugar da antípoda S podemos usar o morfismo Sx,y : Hx,y → Hy,x, e
por fim, o morfismo multiplicação mx,y,z : Hx,y ⊗ Hy,z → Hx,z, para todo x, y, z ∈ X ao
invés de m. Ou seja, a possível ação adjunta para uma categoria de Hopf seria a família
da composição dos morfismos:

mx,y,x ◦ (mx,y,w ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗Hz,w ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y⊗Hz,w) ◦ (Δx,y ⊗Hz,w).

Porém, ao utilizar esses morfismos, alguns índices devem ser adequados, como
pode ser observado no diagrama a seguir:
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Hx,y ⊗Hz,w
Δx,y⊗Hz,w �� Hx,y ⊗Hx,y ⊗Hz,w

Hx,y⊗σHx,y⊗Hz,w

��
Hx,y ⊗Hz,w ⊗Hx,y

Hx,y⊗Hz,w⊗Sx,y�� Hx,y ⊗Hz,w ⊗Hy,x

mx,y,w⊗Hy,x

��

se y = z

Hx,w ⊗Hy,x

mx,y,x

��

se w = y

Hx,x

Note que mesmo que partíssemos do objeto fonte da ação Hx,y ⊗Hy,w, como na
Definição 4.1.1, ainda assim, obteríamos que w = y e chegaríamos num objeto Hx,x ao
invés de Hx,y como requer essa definição.

Portanto, para generalizar a ação adjunta para uma categoria de Hopf parece ser
necessário definir uma família de morfismos de Hx,y ⊗Hy,y em Hx,x, o que nos motiva a
modificar a definição de A-módulo dada em [5].

Além disso, essa forma dos índices remete a uma ação ‘diagonal’ nos objetos. Já
existem algumas definições na literatura ([8]) que envolvem essa ideia de ser ‘diagonal’;
essas definições são necessárias, em particular, na seção 4.2 sobre produto smash cluster,
mas optamos por apresentá-las aqui para utilizar o que for possível delas na nova definição
de ação. Assim, baseadas nas definições de [8] para a categoria V = V eck, temos:

Definição 4.1.2. Uma categoria diagonal, denotada por D(X) é a categoria onde
os objetos são famílias de objetos em V indexados por X, ou seja, M = (Mx)x∈X com
Mx ∈ V, é objeto de D(X). E um morfismo f em D(X) entre dois objetos M e N é uma
família de morfismos fx : Mx → Nx, indexados por X.

Se V = Mk denotamos uma categoria diagonal por Dk(X) ([8]).

Definição 4.1.3. Uma álgebra em D(X) é uma família de álgebras A = (Ax)x∈X em V
indexadas por X.

Observação 4.1.4. Note que:

1) Uma categoria diagonal é uma categoria monoidal, com produto tensorial definido
nos objetos por (M ⊗ N)x = Mx ⊗ Nx e objeto unidade J = (Jx)x∈X , com Jx = I
para todo x ∈ X;

2) Uma álgebra em D(X) é uma álgebra na categoria monoidal D(X) (Definição 2.1.16).

Definição 4.1.5 ([8]). Se A é uma álgebra em Dk(X), A pode ser vista como uma catego-

ria k-linear da seguinte forma: Ax,y =

{
Ax, se x = y
{0}, se x �= y

. A é dita então uma categoria

k-linear diagonal.
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Como D(X) é uma categoria monoidal, podemos definir um módulo nessa cate-
goria, conforme a Definição 2.2.1:

Definição 4.1.6. Seja A uma álgebra em D(X). Um A-módulo à esquerda é um
objeto N ∈ D(X) tal que todo Nx é Ax-módulo à esquerda. Em outras palavras, é um
A-módulo à esquerda em D(X).

Se V = Mk denota-se por ADk(X) a categoria dos A-módulos à esquerda em
Dk(X) e morfismos A-lineares à esquerda ([8]).

A Definição 4.1.6 para o caso V = V eck é dada por [8], que chama esses módulos de
módulos diagonais. Aqui não vamos chamar esses módulos dessa forma, pois reservamos o
termo ‘diagonal’ para uma nova definição de módulo que apresentaremos a seguir. Nesta
nova definição, é uma V-categoria que age em um objeto de D(X), então dois índices
variam nos morfismos.

Definição 4.1.7. Seja A uma V-categoria. Um A-módulo diagonal à esquerda é um
objeto M em D(X), junto com uma família de morfismos em V

αx,y : Ax,y ⊗My −→ Mx,

tal que as seguintes condições de associatividade e unidade valem para todo x, y, z ∈ X

αx,y ◦ (Ax,y ⊗ αy,z) = αx,z ◦ (mx,y,z ⊗Mz); (4.3)

αx,x ◦ (ηx ⊗Mx) = Mx (4.4)

ou seja, os seguintes diagramas comutam para todo x, y, z ∈ X:

Ax,y ⊗ Ay,z ⊗Mz
Ax,y⊗αy,z ��

mx,y,z⊗Mz

��

Ax,y ⊗My

αx,y

��
Ax,z ⊗Mz αx,z

�� Mx

I ⊗Mx
ηx⊗Mx ��

∼

��

Ax,x ⊗Mx

αx,x

��
Mx

Também podemos definir morfismos entre A-módulos diagonais:

Definição 4.1.8. Sejam M e N dois A-módulos diagonais à esquerda. Então um mor-
fismo f : M → N em D(X) é dito um morfismo de A-módulos diagonais à esquerda
se o seguinte diagrama comuta para todo x, y ∈ X:

Ax,y ⊗My

αM
x,y ��

Ax,y⊗fy

��

Mx

fx

��
Ax,y ⊗Ny

αN
x,y

�� Nx

(4.5)

As duas definições acima nos permitem definir uma nova categoria:

Definição 4.1.9. Seja A uma V-categoria de classe subjacente X. A categoria dos
A-módulos diagonais à esquerda é a categoria na qual os objetos são A-módulos
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diagonais à esquerda e os morfismos são dados pelos morfismos de A-módulos diagonais
à esquerda. Denotaremos essa categoria por ADMod(X).

De modo análogo, podemos definir a categoria dos A-módulos diagonais à direita,
usando como objetos a versão de A-módulos diagonais à direita:

Definição 4.1.10. Seja A uma V-categoria. Um A-módulo diagonal à direita é um
objeto M ∈ D(X), junto com uma família de morfismos em V

αx,y : Mx ⊗ Ax,y → My

tal que os seguintes diagramas comutam para todo x, y, z ∈ X:

Mx ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z
αx,y⊗Ay,z ��

Mx⊗mx,y,z

��

My ⊗ Ay,z

αy,z

��
Mx ⊗ Ax,z αx,z

�� Mz

Mx ⊗ I
Mx⊗ηx ��

∼

��

Mx ⊗ Ax,x

αx,x

��
Mx

Neste trabalho usaremos A-módulos diagonais à esquerda, asim, quando citarmos
apenas um A-módulo diagonal, é a versão à esquerda que se refere.

Um caso particular da Definição 4.1.7 são os C-módulos quando C é uma k-
categoria. As k-categorias foram inicialmente estudadas por Mitchell em [27] e [28] e são
casos particulares de V-categorias. Cibils e Solotar em [12] também usam k-categorias em
uma versão que se assemelha mais a nossa definição de V-categoria, porém considera k

corpo. Assim, se V = V eck com k corpo, uma V-categoria é uma k-categoria e a definição
de A-módulo diagonal se torna a definição de C-módulo dada inicialmente em [28].

O mesmo pode ser feito, com pequenas adaptações, ao considerarmos V = Mk

com k anel comutativo, ou seja uma categoria k-linear (definição dada em 3.1.5). Vejamos
a seguir com mais detalhes:

Definição 4.1.11 ([27], [12]). Seja k um anel comutativo. Uma k-categoria é uma
categoria C com uma classe de objetos C0 e cada conjunto de morfismos Cy,x de um objeto
x para um objeto y é um k-módulo à direita. Além disso, a composição de aplicações de
C é k-bilinear e cada conjunto de endomorfismos Cx,x é uma k-álgebra associativa.

Em [27] é afirmado que uma k-categoria é uma categoria enriquecida sobre a
categoria de k-módulos. A seguir veremos a demonstração dessa afirmação.

Proposição 4.1.12 ([27]). Uma categoria k-linear é uma k-categoria.

Demonstração. Dada A uma categoria k-linear, ou seja, A é uma Mk-categoria com
classe subjacente X, podemos proceder como na Proposição 3.1.4, então vemos A como
uma categoria sendo X sua classe de objetos. Para cada par x, y de objetos, temos um
k-módulo à direita Ax,y dos morfismos de y em x. A multiplicação mx,y,z que é k-linear
define a composição dos morfismos, que por consequência será k-bilinear e ηx será um
morfismo k-linear que define o morfismo identidade. Juntando a isso os diagramas (3.1)
e (3.2) obtemos que Ax,x é k-álgebra associativa. Portanto A é k-categoria.

Por outro lado, tendo uma k-categoria basta fazer o caminho inverso e obtemos
uma categoria k-linear.
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Definição 4.1.13 ([28], [12]). Seja C uma k-categoria. Um C-módulo à esquerda M
é uma coleção de k-módulos {Mx}x∈C0 munido de uma ação à esquerda dos k-módulos de
morfismos de C, dado por aplicações de k-módulos Cy,x ⊗k Mx → My onde a imagem de
fy,x ⊗mx é denotada por fy,x mx, verificando os axiomas usuais:

fz,y(gy,x mx) = (fz,y gy,x)mx (4.6)
1x,x mx = mx. (4.7)

Como C ser uma k-categoria é o mesmo que ser uma categoria k-linear, é evidente
que a definição acima é um caso particular de 4.1.7, basta identificar a notação utilizada.
Também podemos ver, de acordo com [12], um módulo sobre uma k-categoria C como um
funtor k-linear de C na categoria dos k-módulos.

No caso de V = Sets, sabemos que uma Sets-categoria é uma categoria usual,
conforme Proposição 3.1.4. A seguir buscaremos relacionar a definição dada de A-módulo
diagonal, com a definição encontrada na literatura de uma ação de uma categoria em um
conjunto.

Definição 4.1.14 ([24]). Sejam C uma categoria e M um conjunto. Uma ação da
categoria C em M (à esquerda) é determinada por uma função ρ : M → C0 e pela
aplicação

θ : Cd ×ρ M −→ M

(a,m) �−→ a ·m,

onde Cd ×ρ M = {(a,m) ∈ C × M | d(a) = ρ(m)}, tal que as seguintes condições são
satisfeitas:

ρ(a ·m) = r(a) (4.8)
a · (b ·m) = (ab) ·m (4.9)
idρ(m) ·m = m (4.10)

para todo a, b morfismos da categoria C e m ∈ M , desde que a composição e as ações
envolvidas existam.

Observação 4.1.15. Na definição acima, C0 é a classe de objetos da categoria C, d é a
aplicação ‘domain’ e r é a aplicação ‘range’, assim dado um morfismo a : y → x, d(a) = y
e r(a) = x.

Também temos na literatura a definição de morfismo entre ações de uma categoria
num conjunto.

Definição 4.1.16 ([24]). Sejam θ : Cd ×ρ M −→ M e ϑ : Bd ×ρ N −→ N aplicações que
definem, juntamente com as funções ρM e ρN , ações da categoria C no conjunto M e da
categoria B no conjunto N , respectivamente. Um morfismo de ações de categorias é
um par (F, f) dado por um funtor F : C → B e uma função f : M → N satisfazendo as
seguintes condições:

i) ρN(f(m)) = F (ρM(m)), para todo m ∈ M ;

ii) Se (a,m) ∈ Cd ×ρ M , então f(θ(a,m)) = ϑ(F (a), f(m)).
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Se C = B e F é o funtor identidade, então podemos trocar o par (F, f) por f e,
neste caso, dizemos que f é um C-homomorfismo.

Definição 4.1.17. Seja C uma categoria. Definimos a categoria das ações da cate-
goria C num conjunto , como a categoria onde os objetos são ações de C num conjunto
e os morfimos são os C-homomorfismos. Denotamos essa categoria por CSets.

Proposição 4.1.18. Se A é uma Sets-categoria (categoria usual), então a categoria dos
A-módulos diagonais é equivalente à categoria das ações da categoria A num conjunto.

Demonstração. Começamos definindo um funtor F : ADMod(X) → ASets nos objetos.
Suponha que N = {Nx}x∈X é uma família de conjuntos que é um A-módulo

diagonal, com A uma Sets-categoria com classe subjacente X.
Defina o conjunto Mx := {(n, x);n ∈ Nx} para cada x ∈ X, isso faz com que

Mx ∩ My = ∅, se x �= y e obtemos o conjunto M :=
⋃
x∈X

Mx, uma união disjunta de

conjuntos. Defina F (N) := M e vejamos que, deste modo, temos uma ação da categoria
A em M .

Pela forma com que M foi construído, ρ : M → X fica bem definido com ρ(m) =
x, para cada m ∈ Mx e ainda, Mx = ρ−1(x), para cada x ∈ X. Para definir θ, tome
(a,m) ∈ Ad ×ρ M com a : y → x, então devemos ter y = ρ(m), ou seja m ∈ My. Logo,
m = (n, y) com n ∈ Ny. Como já temos por hipótese uma família αx,y : Ax,y ×Ny → Nx,
podemos então definir

θ(a,m) := (αx,y(a, n), x) ,

para cada a ∈ Ax,y e m = (n, y) ∈ My.
Como αx,y(a, n) ∈ Nx por definição, então teremos θ(a,m) ∈ Mx, ou seja ρ(a ·

m)) = x = r(a). Assim, a equação (4.8) é imediatamente satisfeita.
Para verificar a equação (4.9), tome a ∈ Ax,y, b ∈ Ay,z, de modo que ab ∈ Ax,z,

então m ∈ Mz, ou seja, m = (n, z) com n ∈ Nz. Usando a equação (4.3) temos:

a · (b ·m) = a · (αy,z(b, n), y) = (αx,y(a, αy,z(b, n)), x) = (αx,z(ab, n), x) = (ab) ·m

Por fim, para verificar (4.10), seja m ∈ Mx, então m = (n, x) com n ∈ Nx e
usando (4.4), temos:

idρ(m) ·m = (αx,x(idx, n), x) = (αx,x(ηx(∗), n), x) = (n, x) = m.

Portanto, temos uma ação da categoria A no conjunto M .
Agora, vejamos como definir F nos morfismos. Seja ϕ : N → N ′ um morfismo

de A-módulos diagonais, então temos uma família de funções ϕx : Nx → N ′
x, tal que o

diagrama (4.5) comuta para todo x, y ∈ X. Precisamos definir F (ϕ) : F (N) → F (N ′) de
modo que F (ϕ) seja um A-homomorfismo.

Da primeira parte, já temos que F (N) = M e F (N ′) = M ′ onde:

M =
⋃
x∈X

Mx com Mx = {(n, x);n ∈ Nx}

M ′ =
⋃
x∈X

M ′
x com M ′

x = {(n, x);n ∈ N ′
x}.

Assim, definimos F (ϕ) := f : M → M ′ com f(m) = f(n, x) = (ϕx(n), x) ∈ M ′
x,
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para todo m ∈ Mx. Vejamos que f é A-homomorfismo. Para todo m ∈ Mx temos:

ρM
′
(f(m)) = ρM

′
(ϕx(n), x) = x = ρM(m).

Além disso, se (a,m) ∈ Ad ×ρ M , ou seja se a ∈ Ax,y e m ∈ My, com m =
(n, y), n ∈ Ny, então:

f(θ(a,m)) = f(αNx,y(a, n), x) = (ϕx(α
N
x,y(a, n)), x) por (4.5)

= (αN
′

x,y ◦ (Ax,y × ϕy)(a, n), x)

= (αN
′

x,y(a, ϕy(n)), x)

= ϑ(a, (ϕy(n), y))

= a · (ϕy(n), y) = a · f(n, y)
= a · f(m) = ϑ(a, f(m)).

Logo, f é um A-homomorfismo. Pode-se verificar também que F preserva com-
posições e identidades das categorias.

Agora, vamos definir um funtor L : ASets → ADMod(X). Suponha que temos
uma ação de A em um conjunto M e que ρ : M → X é uma função. Podemos descrever
o conjunto M através de ρ da seguinte forma: defina Mx = ρ−1(x) para x ∈ X, então
M =

⋃
x

Mx e essa união é disjunta.

Agora note que a aplicação ação θ é definida no conjunto Ad ×ρ M , assim dado
um par (a,m) ∈ Ad ×ρ M com o morfismo a : y → x na categoria A, então a ∈ Ax,y e
a condição d(a) = ρ(m) nos dá que (a,m) ∈ Ax,y ×My. Além disso, usando a condição
(4.8) temos ρ(a ·m) = r(a) = x, para (a,m) ∈ Ax,y ×My, e portanto, a ·m ∈ Mx. Desse
modo, definindo N = {Mx}x∈X e αx,y : Ax,y ×My → Mx por αx,y(a,m) = a ·m, obtemos
a família de funções da Definição 4.1.7. Nos resta apenas verificar que as equações (4.3)
e (4.4) são válidas.

Dados a e b morfismos da categoria A e m ∈ M de modo que a condição (4.9)
faça sentido, então conforme visto acima, devemos tomar a ∈ Ax,y e b ∈ Ay,z de modo
que ab ∈ Ax,z e m ∈ Mz. Então de (4.9) segue que

a · (b ·m) = (ab) ·m
⇐⇒ αx,y(a, αy,z(b,m)) = αx,z(ab,m)

⇐⇒ αx,y ◦ (Ax,y × αy,z)(a, b,m) = αx,z ◦ (mx,y,z ×Mz)(a, b,m)

logo a equação (4.3) é válida. Por fim, a condição (4.10) com m ∈ Mx nos fornece:

idρ(m) ·m = αx,x(idx,m) = αx,x(ηx ×Mx)(∗,m) = m

logo a equação (4.4) é válida.
Mostramos assim que dada uma ação da categoria A num conjunto M =

⋃
x

Mx,

então {Mx}x∈X é um A-módulo diagonal.
Definamos agora o funtor L nos morfismos. Seja f : M → M ′ um A-homomorfismo,

precisamos definir L(f) : L(M) → L(M ′) de forma que L(f) seja um morfismo de A-
módulos diagonais. Como L(f) deve ser morfismo em D(X), defina para cada x ∈ X,
L(f)x := ϕx : Mx → M ′

x como sendo ϕx(m) = f(m), para todo m ∈ Mx. Vejamos que
ϕx está bem definida, ou seja, que f(m) ∈ M ′

x, para todo m ∈ Mx. De fato, como f é
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A-homomorfismo, temos

ρM
′
f(m) = ρM(m) ∀ m ∈ M.

Assim, pela construção feita, se m ∈ Mx, ρM(m) = x = ρM
′
f(m), ou seja f(m) ∈ M ′

x.
Falta verificar que o diagrama (4.5) comuta para todo x, y ∈ X. De fato, para

todo a ∈ Ax,y,m ∈ My temos:

ϕx ◦ αx,y(a,m) = ϕx(θ(a,m)) = f(θ(a,m)) item ii) de 4.1.16
= ϑ(a, f(m)) = αx,y(a, f(m))

= αx,y(a, ϕy(m)) = αx,y ◦ (Ax,y × ϕy)(a,m).

Logo, L(f) é um morfismo em ADMod(X). Também pode-se verificar que L
preserva composições e identidades da categoria.

Vejamos agora que existe um isomorfismo natural η : 1
ADMod(X) → LF . Dado

um A-módulo diagonal N = {Nx}x∈X , precisamos definir ηN : N → LF (N) de modo que
ηN seja um morfismo de A-módulos diagonais. Conforme vimos acima, F (N) é uma ação
da categoria A no conjunto M com M =

⋃
x∈X Mx e Mx = {(n, x);n ∈ Nx} e L(F (N)) é

o A-módulo diagonal P = {Mx}x∈X e αPx,y(a,m) = θ(a,m), para todo a ∈ Ax,y e m ∈ My.
Assim, definimos ηN como a família de funções:

ηNx : Nx −→ Mx

n �−→ (n, x).

É claro que ηNx é uma função bijetora, já que para cada m ∈ Mx, m = (n, x) com
n ∈ Nx e então podemos definir ηNx

−1
: Mx → Nx como sendo ηNx

−1
(m) = n.

Vejamos que ηN é morfismo de A-módulos diagonais. Para a ∈ Ax,y e n ∈ Ny,
temos:

ηNx ◦ αNx,y(a, n) = (αNx,y(a, n), x)

= θ(a,m), (com m = (n, y))
= αPx,y(a,m) = αPx,y(a, (n, y))

= αPx,y(a, η
N
y (n))

= αPx,y ◦ (Ax,y × ηNy )(a, n).

Por fim, para que η seja um isomorfismo natural, falta verificarmos que para cada
morfismo de A-módulos diagonais f : N → Q e para todo x ∈ X, o seguinte diagrama
comuta:

Nx
ηNx ��

fx

��

(LFN)x = Mx

(LFf)x

��
Qx

ηQx

�� (LFQ)x = Rx

Vejamos qual é o morfismo dado por L(F (f)). Seja f um morfismo de A-módulos
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diagonais, então temos uma família de funções fx : Nx → Qx, e como vimos acima,
F (f) :

⋃
x∈X Mx →

⋃
x∈X Rx é um A-homomorfismo dado por F (f)(m) = (fx(n), x) para

todo m = (n, x) ∈ Mx. Também conforme o que fizemos acima, L(F (f)) será um morfismo
de A-módulos diagonais, então temos uma família de funções L(F (f))x : Mx → Rx dada
por (L(F (f)))x(m) = F (f)(m) = (fx(n), x) para todo m = (n, x) ∈ Mx.

Assim, dado n ∈ Nx, temos:

(LFf)x ◦ ηNx (n) = (LFf)x(n, x) = (fx(n), x) = ηQx (fx(n)).

Portanto, concluímos que η é um isomorfismo natural.
Vejamos agora que existe um isomorfismo natural ε : FL → 1

ASets. Dada uma
ação da categoria A num conjunto M , precisamos definir εM : FL(M) → M de modo que
εM seja um A-homomorfismo. Conforme vimos nas definições dos funtores F e L, L(M)
é um A-módulo diagonal dado pela família {Mx}x∈X , enquanto que F (L(M)) = P onde
P é a união disjunta de Px, com Px = {(m, x);m ∈ Mx}. Assim, definimos εM(p) = m,
para cada p = (m, x) ∈ Px.

É claro que εM é uma bijeção, pois εM
−1

: M → P pode ser definida por
εM

−1
(m) = (m, x) para todo m ∈ Mx.

Vejamos que εM é um A-homomorfismo. De fato, para todo p ∈ P , p ∈ Px para
algum x ∈ X, então p = (m, x) com m ∈ Mx e temos:

ρM(εM(p)) = ρM(m) = x = ρP (p).

Além disso, se (a, p) ∈ Aρ ×d P , ou seja, se a ∈ Ax,y e p = (m, y) ∈ Py, então

εM(θ(a, p)) = εM(αx,y(a,m), x) = αx,y(a,m) = αx,y(a, ε
M(p)) = ϑ(a, εM(p)).

Por fim, dado f : M → Q um A-homomorfismo, vejamos que o seguinte diagrama
comuta:

P = FL(M) εM ��

FL(f)

��

M =
⋃
x∈X Mx

f

��
R = FL(Q)

εQ
�� Q =

⋃
x∈X Qx

Da forma com que definimos os funtores F e L, sabemos que para um A - homo-
morfismo f dado, L(f) é uma família de funções L(f)x : Mx → Qx com L(f)x(m) = f(m)
para todo m ∈ Mx. Enquanto que F (L(f)) : P → R é um A-homomorfismo, onde
P =

⋃
x∈X Px, R =

⋃
x∈X Rx com Px = {(m, x);m ∈ Mx} e Rx = {(q, x); q ∈ Qx}. E

ainda, (F (L(f)))(p) = (F (L(f)))(m, x) = (f(m), x), para todo p = (m, x) ∈ Px.
Assim, para p ∈ P , com p = (m, x), temos:

εQ ◦ FL(f))(p) = εQ(f(m), x) = f(m) = f(εM(p)).

Logo, ε é um isomorfismo natural e concluímos que as categorias ADMod(X) e
ASets são equivalentes.

Se tomarmos na Definição 4.1.7 uma Sets-categoria de Hopf, então também po-
demos relacionar a nossa definição de módulo diagonal com a de ação de um grupóide em
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um conjunto dada inicialmente por Gilbert em [17]. Vejamos a seguir:

Definição 4.1.19 ([17], [33]). Uma ação de um grupóide G num conjunto não
vazio M é uma coleção γ de subconjuntos Mg = Mr(g) de M e bijeções γg : Mg−1 −→ Mg,
g ∈ G, tal que:

i) γe é a aplicação identidade IdMe de Me para todo e ∈ G0;

ii) γg ◦ γh(m) = γgh(m), para todo g, h ∈ G tal que gh existe e para todo m ∈ Mh−1 =
M(gh)−1.

Nesse caso, dizemos que M é G-conjunto.
Se, além disso, a união dos subconjuntos Me, com e ∈ G0, é disjunta e igual a

M , então dizemos que M é um conjunto G-split.

Definição 4.1.20. Dados dois conjuntos G-split M e N . Um morfismo de conjuntos
G-split consiste de uma função f : M → N satisfazendo as seguintes condições:

i) f(Mg) ⊂ Ng para todo g ∈ G;

ii) f(γMg (m)) = γNg (f(m)), para todo m ∈ Mg−1.

A seguir, usando as definições anteriores, definimos a categoria dos conjuntos
G-split. Essa categoria segue a mesma ideia da categoria dos conjuntos G-split finitos
definida em [33], porém no nosso caso o conjunto não precisa ser finito.

Definição 4.1.21. Seja G um grupóide. Definimos a categoria dos conjuntos G-split
como a categoria onde os objetos são os conjuntos G-split e os morfismos são os morfismos
entre conjuntos G-split. Denotamos essa categoria por GSets.

A notação usada para denotar a categoria acima é a mesma da que usamos
na Definição 4.1.17 se considerarmos a categoria C sendo um grupóide. Fazemos isso
intencionalmente, pois mostraremos a seguir que estas categorias são isomorfas.

A próxima proposição nos mostra de que forma os G-conjuntos e os conjuntos
G-splits estão relacionados à definição de módulo diagonal, no caso em que G é uma Sets-
categoria de Hopf (4.1.7). Veremos que podemos obter uma correspondência biunívoca de
G-conjuntos com módulos diagonais. Já no caso G-split é possível obter uma equivalência
de categorias, isso ocorre porque a ação de categoria em conjunto dada por Lawson,
considerando a categoria C um grupóide G (4.1.14), e a ação de G em um conjunto dada
por Paques e Tamusianas quando o conjunto é G-split (4.1.19), são objetos de categorias
isomorfas.

Proposição 4.1.22. Se G é uma Sets-categoria de Hopf de classe subjacente X, então:

i) Existe uma correspondência biunívoca entre a ação do grupóide G num conjunto
M =

⋃
g∈GMg e G-módulos diagonais.

ii) Existe uma equivalência entre as categorias GDMod(X) e GSets.

Demonstração. i) Suponha que temos um G-módulo diagonal dado pela família de
conjuntos {Mx}x∈X e pelas funções αx,y : Gx,y × My −→ Mx. Sabemos de 3.1.25
que uma Sets-categoria de Hopf de classe subjacente X é um grupóide, com X sendo
sua classe de objetos. Vejamos que temos uma ação de G em M com M =

⋃
x∈X Mx.
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De fato, tomando M desta forma, cada Mx é um subconjunto de M e podemos
considerar Mx = Mr(g) = Mg conforme a Definição 4.1.19. Além disso, defina
γg : Mg−1 −→ Mg como sendo γg(m) = αr(g),r(g−1)(g,m), para todo m ∈ Mg−1 .
Deste modo, as funções γg estão bem definidas.

Agora, a cada objeto x de X temos um morfismo identidade idx associado, que
na Definição 4.1.19 foi denotado por e, assim temos que γe : Me −→ Me é dada
por γe(m) = αx,x(e,m) = αx,x(idx,m) = m, por (4.4). Segue que γe é a aplicação
identidade de Me para todo e ∈ G0.

Sejam agora, g ∈ Gx,y, h ∈ Gy,z e m ∈ Mz, então por (4.3) temos:

αx,y ◦ (Gx,y × αy,z)(g, h,m) = αx,z ◦ (mx,y,z ×Mz)(g, h,m)

e segue que
γg ◦ γh(m) = γgh(m),

para todo m ∈ Mh−1 .

Falta verificarmos que γg é bijeção para todo g ∈ G. Sabemos que para todo g ∈ G,
existe g−1 já que G é grupóide, assim, vejamos que γg−1 é a função inversa de γg,
para todo g ∈ G. Seja m ∈ Mg−1 ,

γg−1 ◦ γg(m) = γg−1g(m) por ii) de 4.1.19
= γe(m) por i) de 4.1.19
= m.

Analogamente, tomando m ∈ Mg, γg ◦ γg−1(m) = γgg−1(m) = γe(m) = m. Logo, γg
são bijeções.

Portanto, se tivermos um G-módulo diagonal dado por {Mx}x∈X e αx,y : Gx,y×My →
Mx então obtemos uma ação do grupóide G em M =

⋃
x∈X Mx considerando a

coleção de subconjuntos de M sendo Mx = Mg = Mr(g) e as bijeções γg(m) =
αr(g),r(g−1)(g,m), para todo m ∈ Mg−1 .

Agora suponha que temos uma ação do grupóide G em um conjunto M não vazio,
então temos uma coleção de subconjuntos Mg = Mr(g) e bijeções γg para cada g ∈ G.
Então defina αx,y(g,m) = γg(m), desse modo, a família {Mg}g∈G é um G-módulo
diagonal à esquerda, já que os itens 4.3 e 4.4 seguem de forma imediata.

Note que se partimos de um G-módulo diagonal dado por uma família {Mx}x∈X ,
podemos encontrar uma ação de G em M onde M é a união dos conjuntos dessa
família. Então, se na sequência aplicamos a segunda parte da correspondência acima,
obtemos o mesmo módulo diagonal inicial.

Por outro lado, se começamos com uma ação de G em M =
⋃
g∈GMg de modo que

temos uma coleção de subconjuntos {Mg} de M e bijeções γg, então a família {Mg} é
G-módulo diagonal, assim aplicando a correspondência a essa família obtemos uma
ação de G no conjunto M inicial. Portanto, há uma correspondência biunívoca entre
as duas definições.

ii) Já vimos na Proposição 4.1.18, que se A é Sets-categoria, então as categorias
ADMod(X) e ASets são equivalentes. Vejamos que a categoria dos conjuntos G-split
denotada por GSets é isomorfa a categoria ASets quando A é o grupóide G.
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Começamos mostrando o isomorfismo nos objetos destas categorias. Seja G um
grupóide e M um conjunto de modo que temos uma ação de G em M dada por
ρ e θ conforme a Definição 4.1.14, então usando ρ obtemos que M =

⋃
x∈X Mx

com Mx = ρ−1(x) para todo x ∈ X = G0. Além disso, usando θ definimos γg
como γg(m) = θ(g,m) para todo g ∈ Hom(y, x) e m ∈ Mg−1 = My. Assim, as
condições i) e ii) da Definição 4.1.19 seguem das condições (4.10) e (4.9) de 4.1.19,
respectivamente. Que os γg’s são bijeções, segue da mesma forma que fizemos na
parte i) dessa demonstração. Portanto M é conjunto G-split.

Para a volta, considere M um conjunto G-split, então M =
⋃
x∈X Mx e essa união

é disjunta. Com isso definimos a aplicação ρ como na ‘ida’. Também definine-se
θ(g,m) como γg(m), o que leva às propriedades (4.8), (4.9) e (4.10). Portanto, temos
uma ação de G em M .

Vejamos ainda que os morfismos nestas categorias são isomorfos. Seja f : M →
N um G-homomorfismo, então ρNf(m) = ρM(m) para todo m ∈ M . Como
M =

⋃
x∈X Mx, então m ∈ Mx para algum x ∈ X, ou seja, ρM(m) = x. Logo,

ρNf(m) = x, o que nos leva a f(m) ∈ Nx para todo m ∈ Mx. Também temos a
propriedade f(θ(g,m)) = ϑ(g, f(m)) para g ∈ Gx,y e m ∈ My, o que é o mesmo
que f(γg(m)) = γg(f(m)). Assim, f é um morfismo entre conjuntos G-split. Se
começarmos com f sendo um morfismo entre conjuntos G-split, da mesma forma, f
é um G-homomorfismo.

Portanto, concluimos que a categoria GSets representa a categoria dos conjuntos
G-split, assim como a categoria das ações da categoria G num conjunto, quando G
é um grupóide.

Agora, tendo a Definição 4.1.7, e lembrando do nosso objetivo de obter uma ação
adjunta para uma categoria de Hopf, definimos:

Definição 4.1.23. Sejam H uma C(V)-categoria e A = (Ax)x∈X uma álgebra em D(X).
Uma ação diagonal à esquerda de H em A é uma família de morfismos

αx,y : Hx,y ⊗ Ay −→ Ax,

tal que as seguintes condições são satisfeitas:

i) A família de morfismos αx,y define uma estrutura de H-módulo diagonal à esquerda
em A;

ii) Os seguintes diagramas são comutativos, para todo x, y ∈ X:

Hx,y ⊗ Ay ⊗ Ay
Hx,y⊗mAy

��

Δx,y⊗Ay⊗Ay

��

Hx,y ⊗ Ay
αx,y �� Ax

Hx,y ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗ AyHx,y⊗σHx,y,Ay⊗Ay

�� Hx,y ⊗ Ay ⊗Hx,y ⊗ Ay αx,y⊗αx,y

�� Ax ⊗ Ax

mAx

��

(4.11)
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Hx,y ⊗ I
Hx,y⊗ηAy

��

∼

��

Hx,y ⊗ Ay

αx,y

��
Hx,y εx,y

�� I
ηAx

�� Ax

(4.12)

onde mAy e ηAy representam a multiplicação e a unidade, respectivamente, na álgebra Ay,
para cada y ∈ X.

Podemos definir uma ação diagonal à direita de modo análogo, usando a definição
de H-módulo diagonal à direita, porém neste trabalho usaremos a versão à esquerda de
ação diagonal.

Antes de apresentarmos um exemplo, faremos algumas observações.

Observação 4.1.24. 1) Sendo H uma C(V)-categoria, é claro que é também uma V-
categoria.

2) Poderíamos pedir H uma V-categoria de Hopf na definição acima, porém, como não
foram utilizadas as aplicações Sx,y da definição de V-categoria de Hopf, isso não é
necessário.

3) Note que se H é uma V-categoria, e considerarmos A = (Hx,x)x∈X = (Hx)x∈X ,
então temos uma família de álgebras com multiplicação mx,x,x e unidade ηx para
cada x ∈ X.

Do mesmo modo que buscamos anteriormente relacionar a definição de módulo
diagonal dada com as definições já existentes na literatura, também buscaremos relacionar
a definição de ação diagonal dada com definições de ação já existentes. É claro que no caso
de X ser um conjunto com um único objeto, a definição de ação diagonal 4.1.23 coincide
com a definição de módulo álgebra dada em 2.2.2. Vejamos a seguir de que forma podemos
relacionar a definição de ação diagonal com a de ação de grupóide em uma álgebra, para
isso precisaremos definir uma categoria de ações diagonais.

Definição 4.1.25. Seja H uma C(V)-categoria e duas ações diagonais: de H em A =
(Ax)x∈X e de H em B = (Bx)x∈X . Definimos um morfismo diagonal f : A → B como
um morfismo de H-módulos diagonais, tal que fx : Ax → Bx é morfismo de álgebras em
V, para cada x ∈ X.

Definição 4.1.26. A categoria das ações diagonais de H é a categoria cujos objetos
são ações diagonais de H e os morfismos são os morfismos diagonais.

Denotamos essa categoria por HDAlg(X).

Note que a categoria das ações diagonais é uma subcategoria da categoria dos
H-módulos diagonais (4.1.9).

A seguir apresentamos a definição de ação de um grupóide em uma álgebra:

Definição 4.1.27 ([3], [33]). Uma ação de um grupóide G em uma k-álgebra A
é uma coleção β de ideais Ag = Ar(g) de A e isomorfismos k-lineares que preservam o
produto βg : Ag−1 −→ Ag, g ∈ G, tal que A é um G-conjunto via β.
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Definição 4.1.28. Sejam duas ações de um grupóide G: em uma k-álgebra A dada pela
coleção ({Ag}g∈G, {βAg }g∈G) e em uma k-álgebra B dada pela coleção ({Bg}g∈G, {βBg }g∈G).
Então definimos um morfismo de ações de grupóide em álgebras como sendo um
morfismo de álgebras f : A → B, satisfazendo as seguintes condições:

i) f(Ag) ⊂ Bg, para todo g ∈ G;

ii) f(βAg (a)) = βBg (f(a)), para todo a ∈ Ag−1.

Definição 4.1.29. Seja G um grupóide. Definimos a categoria das ações de um
grupóide G em uma k-álgebra, como a categoria cujos objetos são ações de G em uma
k-álgebra e cujos morfismos são os morfismos de ações de grupóide em álgebras.

Denotamos essa categoria por GAlg.

Podemos considerar uma subcategoria de GAlg:

Definição 4.1.30. Seja G um grupóide. Definimos a categoria das ações unitais de
G, como a categoria onde os objetos são as ações de G em uma k-álgebra A dados pelas
famílias ({Ag}g∈G, {βg}g∈G), em que cada ideal Ag é unital com elemento identidade 1Ag
e cada βg é isomorfismo de álgebras, chamaremos esses objetos como ações unitais de
G. Os morfismos são os morfismos de ações de grupóide em álgebras com uma condição
a mais a ser satisfeita: f(1Ag ) = 1Bg para todo g ∈ G.

Denotaremos essa categoria por GAlgUnit.

Também podemos considerar uma subcategoria de GAlgUnit:

Definição 4.1.31. Seja G um grupóide. Definimos a categoria das ações de G num
produto de álgebras, como a categoria em que os objetos são as ações unitais de G
em uma k-álgebra A dados pelas famílias ({Ag}g∈G, {βg}g∈G), em que A =

∏
g∈GAg. Os

morfismos são os morfismos da categoria GAlgUnit, restritos a estes objetos.
Denotamos essa categoria por GAlgProd.

O próximo resultado relaciona as categorias definidas acima com a categoria das
ações diagonais.

Proposição 4.1.32. Seja G um grupóide e kG a categoria de Hopf k-linear dada por
3.1.26. Então:

i) Existe um funtor F da categoria kGDAlg(X) na categoria GAlg.

ii) Existe um funtor L da categoria GAlgUnit em kGDAlg(X).

iii) Se G0 = X é finito, existe um isomorfismo entre as categorias kGDAlg(X) e
GAlgProd.

Demonstração. i) Começamos definindo o funtor F nos objetos. Suponha que temos
uma ação diagonal à esquerda de kG em A = {Ax}x∈X , então temos uma família
de aplicações k-lineares dadas por:

αx,y : kGx,y ⊗ Ay −→ Ax.

Considere A =
∏

x∈X Ax, então A é uma k-álgebra e cada Ai pode ser considerado
um ideal bilateral de A por meio da injeção canônica:
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Ai −→
∏
x∈X

Ax

a �−→ (ax)x∈X , com
{

ax = a, se x = i
ax = 0, se x �= i

Assim, considerando a aplicação acima, temos uma coleção de ideais: Ax = Ag =
Ar(g) de A. Para cada g ∈ Gx,y, defina βg : Ag−1 −→ Ag como:

βg(a) = αx,y(g ⊗ a), para todo a ∈ Ag−1 ,

dessa forma temos que A =
∏

x∈X Ax é um G-conjunto de modo análogo à Propo-
sição 4.1.22 i).

Para vermos que a coleção ({Ag}g∈G, {βg}g∈G) nos dá uma ação do grupóide G na
k-álgebra A, falta verificarmos que βg preserva produto, para todo g ∈ G. De fato,
sejam g ∈ Gx,y e a, b ∈ Ag−1 = Ay então:

βg(ab) = αx,y(g ⊗ ab) (4.13)
= αx,y ◦ (kGx,y ⊗mAy)(g ⊗ a⊗ b) por (4.11)
= mAx◦(αx,y ⊗ αx,y)◦(kGx,y ⊗ σkGx,y ,Ay ⊗ Ay)◦(Δx,y ⊗ Ay ⊗ Ay)(g ⊗ a⊗ b)

= mAx ◦ (αx,y(g ⊗ a)⊗ αx,y(g ⊗ b))

= βg(a)βg(b).

Portanto, obtemos uma ação do grupóide G na k-álgebra A. Mas note que, além
disso, como cada Ax é uma k-álgebra, também teremos que βg perserva unidade:

βg(1Ay) = αx,y(g ⊗ 1Ay) (4.14)
= αx,y ◦ (kGx,y ⊗ ηAy)(g ⊗ 1k) por (4.12)
= εx,y(g)η

Ax(1k)

= 1k1Ax = 1Ax .

Agora, definamos o funtor F nos morfismos. Dadas duas ações diagonais de H,
uma em A = (Ax)x∈X e outra em B = (Bx)x∈X , de modo que ϕ : A → B seja
um morfismo diagonal. Precisamos definir F (ϕ) : A → B, onde A =

∏
x∈X Ax

e B =
∏

x∈X Bx, de modo que F (ϕ) seja um morfismo de ações de grupóide em
álgebras.

Defina F (ϕ) = f como f((ax)x∈X) = (ϕx(ax))x∈X , assim f fica bem definido já
que ϕx(ax) ∈ Bx para cada x ∈ X. Pela forma das álgebras A e B e pelo fato de
que cada ϕx é um morfismo de álgebras, também teremos que f é um morfismo de
álgebras.

Além disso, vendo Ag e Bg como ideais de A e de B, respectivamente, é claro que
f(Ag) ⊂ Bg, para todo g ∈ G.

Por fim, para todo g ∈ Gx,y e a ∈ Ag−1 = Ay,

f(βAg (a)) = f(αAx,y(g ⊗ a)) = ϕg(α
A
x,y(g ⊗ a))
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já que αAx,y(g ⊗ a) ∈ Ag (e, usando a identificação entre os ideais Ag e os ideais de
A dada anteriormente). Usando (4.5) temos:

ϕg(α
A
x,y(g ⊗ a)) = αBx,y ◦ (kGx,y ⊗ ϕg−1)(g ⊗ a)

= αBx,y(g ⊗ ϕg−1(a))

= βBg (ϕg−1(a)) = βBg (f(a)).

Logo, f(βAg (a)) = βBg (f(a), para todo a ∈ Ag−1 , g ∈ G. Com isso, concluímos que o
funtor F está bem definido nos morfismos. Pode-se verificar também que F preserva
composições e identidades das categorias envolvidas.

ii) Começamos definindo o funtor L nos objetos. Suponha que temos uma ação unital
do grupóide G na k-álgebra A, então temos uma coleção de ideais unitais Ag = Ar(g)

de A, o que nos dá uma família de k-álgebras {Ag}g∈G.

Também temos isomorfismos de álgebras βg : Ag−1 −→ Ag, para cada g ∈ G. Defina
então αx,y(g⊗a) = βg(a), para todo g ∈ Gx,y e a ∈ Ay = Ag−1 , e estenda linearmente
para kGx,y. Dessa forma, αx,y é k-linear e segue de A ser um G-conjunto via β que
{Ag}g∈G é kG-módulo diagonal à esquerda.

Como βg é morfismo de álgebras, para todo g ∈ G, e os Ag são unitais, temos que
βg(ab) = βg(a)βg(b) para todo a, b ∈ Ag−1 e βg(1

A
g−1) = 1Ag , então igualando os

extremos nas equações (4.13) e (4.14), obtemos que os diagramas (4.11) e (4.12),
comutam respectivamente. Portanto, temos uma ação diagonal de kG em {Ag}g∈G.

Agora, vamos definir o funtor L nos morfismos. Seja f um morfismo na categoria
GAlgUnit, então f : A → B é um morfismo de álgebras e temos as ações do grupóide
G em A e em B dadas pelas famílias ({Ag}g∈G, {βAg }g∈G) e ({Bg}g∈G, {βBg }g∈G),
respectivamente. Precisamos definir L(f) : L(A) → L(B), de modo que L(f) seja
um morfismo diagonal.

Defina L(f) = ϕ como a família ϕx : Ax → Bx definida por ϕx(a) = f(a), para todo
a ∈ Ax. Como Ax ⊂ A para todo x ∈ X, já que é ideal de A, e f satisfaz a condição
f(Ax) ⊂ Bx para todo x ∈ X, ϕx fica bem definido.

Como f é morfismo de álgebras, é claro que ϕx é k-linear e preserva a multiplicação,
para todo x ∈ X. Para garantir que ϕx preserva a unidade precisamos da condição
f(1Ag ) = 1Bg dada para morfismos da categoria GAlgUnit.

Por fim, para concluirmos que ϕ é um morfismo diagonal, precisamos verificar que
o diagrama (4.5) comuta. De fato, para todo x, y ∈ X, g ∈ Gx,y e a ∈ Ay temos:

ϕx ◦ αAx,y(g ⊗ a) = ϕx(β
A
g (a)) = f(βAg (a)) por ii) 4.1.28

= βBg (f(a)) = αBx,y(g ⊗ f(a)) = αBx,y(g ⊗ ϕy(a))

= αBx,y ◦ (kGx,y ⊗ ϕy)(g ⊗ a).

Portanto, ϕ é morfismo diagonal. Pode-se verificar também que L preserva compo-
sições e identidades das categorias envolvidas.

iii) Pelo item i) existe um funtor de kGDAlg(X) em GAlg, então temos um funtor
F : kGDAlg(X) → GAlgProd, pois a forma que definimos o funtor F em i) nos
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dá objetos e morfismos de GAlgProd. Do item ii), também já temos um funtor
L : GAlgProd → kGDAlg(X).

Vejamos que LF = 1
kGDAlg(X) e FL = 1

GAlgProd.

Considere uma ação diagonal de kG em A = (Ax)x∈X , F (A) nos dá uma ação de G
na álgebra A =

∏
g∈GAg conforme definido em i), e L(F (A)) nos retorna a mesma

ação de kG em A que tínhamos inicialmente.

Agora seja ϕ : A → B um morfismo diagonal, temos uma família de morfismo de
álgebras ϕx : Ax → Bx, pelo item i), F (ϕ) : A → B é um morfismo de ações de
grupóide em álgebras e além disso, satisfaz a condição f(1Ag ) = 1BG. Pelo item ii)
L(F (ϕ)) é uma família de morfismos de álgebras e obteremos que L(F (ϕ))x : Ax →
Bx é exatamente ϕx. Portanto, LF = 1

kGDAlg(X).

Considere agora uma ação de G na k-álgebra A dada por ({Ag}g∈G, {βg}g∈G) de
modo que A =

∏
g∈GAg, FL(A) nos dá novamente o mesmo objeto A tomado

inicialmente.

Se considerarmos um morfismo em GAlgProd, então temos um morfismo f : A → B
onde A =

∏
g∈GAg e B =

∏
g∈GBg, então f está definido em uma família (ag)g∈G.

Pelo item ii) L(f) é uma família de morfimos de álgebras tal que L(f)x(ax) = f(ax)
para todo ax ∈ Ax. Pelo item i) F (L(f)) deve estar definido em uma família (ax)x∈X
e ainda,

F (L(f))((ax)x∈X) = (L(f)x(ax))x∈X = (f(ax))x∈X = f((ax)x∈X).

A última igualdade é válida porque f é k-linear e X é finito. Logo, FL = 1
GAlgProd.

Portanto, as categorias kGDAlg(X) e GAlgProd são isomorfas.

Observação 4.1.33. Em [32], Flores e Paques estudam ações de grupóides em álgebras e
apresentam um teorema de dualidade. Neste artigo encontramos um resultado semelhante
ao que provamos no item iii) da Proposição 4.1.32: se G é um grupoide finito então ações
de G em k-álgebras correspondem a ações da álgebra de Hopf fraca kG ([[32], Proposição
2.2]).

Observação 4.1.34. Em [9] Caenepeel e Fieremans refazem a teoria de Galois de ações
parciais de grupóides de Bagio e Paques [4] do ponto de vista da teoria de coanéis.

O próximo resultado mostra uma ação diagonal de uma V-categoria de Hopf H
nela mesma, generalizando a ação adjunta vista em 1.1.4 para k-álgebra de Hopf e a versão
dada em (2.41) para um álgebra de Hopf em uma categoria monoidal trançada V .

Proposição 4.1.35. Seja H uma V-categoria de Hopf. Então a família de morfismos
αx,y : Hx,y ⊗Hy → Hx dada por:

αx,y = mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy)

define uma ação diagonal à esquerda de H em (Hx)x∈X .

Demonstração. É claro que αx,y é uma família de morfismos em V visto que foi definida
como composição de morfismos nesta categoria.
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Vejamos que αx,y define uma estrutura de H-módulo diagonal à esquerda em
(Hx)x∈X . Comecemos verificando (4.3), para cada x, y, z ∈ X temos:

αx,z◦ (mx,y,z ⊗Hz) = mx,z,x◦(mx,z,z ⊗ Sx,z)◦(Hx,z ⊗ σHx,z ,Hz)◦(Δx,z ⊗Hz)◦(mx,y,z ⊗Hz)

= mx,z,x◦(mx,z,z ⊗Hz,x)◦(Hx,z⊗Hz ⊗ Sx,z)◦(Hx,z ⊗ σHx,z ,Hz)◦((Δx,z◦mx,y,z)︸ ︷︷ ︸
3.1.15

⊗Hz)

= mx,z,x ◦ (mx,z,z ⊗Hz,x) ◦ (Hx,z ⊗Hz ⊗ Sx,z) ◦ (Hx,z ⊗ σHx,z ,Hz) ◦
(((mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z))⊗Hz)

= mx,z,x◦(mx,z,z ⊗Hz,x)◦(Hx,z ⊗Hz ⊗ Sx,z)◦(mx,y,z ⊗ (σHx,z ,Hz ◦ (mx,y,z ⊗Hz)︸ ︷︷ ︸
(2.17)

)) ◦

(Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z ⊗Hz) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,z,x◦(mx,z,z⊗Hz,x)◦(Hx,z⊗Hz⊗Sx,z)◦(mx,y,z⊗((Hz⊗mx,y,z)◦σHx,y⊗Hy,z ,Hz))◦
(Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z ⊗Hz) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,z,x◦(mx,z,z⊗Hz,x)◦(mx,y,z⊗Hz⊗(Sx,z◦mx,y,z︸ ︷︷ ︸
(3.11)

))◦(Hx,y⊗Hy,z⊗σHx,y⊗Hy,z ,Hz)◦

(Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z ⊗Hz) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,z,x ◦ (mx,z,z ⊗Hz,x) ◦ (mx,y,z ⊗Hz ⊗ (mz,y,x ◦ (Sy,z ⊗ Sx,y) ◦ σHx,y ,Hy,z)) ◦
(Hx,y ⊗Hy,z⊗ σHx,y⊗Hy,z ,Hz)◦(Hx,y⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z⊗Hz)◦(Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,z,x◦(mx,z,z ⊗Hz,x)◦(mx,y,z ⊗Hz ⊗mz,y,x)︸ ︷︷ ︸



◦(Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hz ⊗ Sy,z ⊗ Sx,y)◦

(Hx,y⊗ [(Hy,z⊗Hz⊗ σHx,y ,Hy,z)◦(Hy,z⊗ σHx,y⊗Hy,z ,Hz)◦(σHx,y ,Hy,z⊗Hy,z ⊗Hz)]︸ ︷︷ ︸




)◦

(Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= �.

Aqui faremos uma pausa para explicar melhor o que estamos utilizando. Onde
indicamos �, estamos aplicando a equação (3.1) repetidas vezes, isso pode ser observado
no diagrama a seguir, onde posicionamos no contorno superior e direito o que temos em
�, e o lado esquerdo e contorno inferior é o que vamos utilizar na sequência.
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Hx,y⊗Hy,z⊗Hz,z⊗Hz,y⊗Hy,x
mx,y,z⊗Hz,z⊗mz,y,x ��

Hx,y⊗my,z,z⊗mz,y,x

55
Hx,y⊗my,z,z⊗Hz,y⊗Hy,x

��

� por (3.1)

Hx,z⊗Hz,z⊗Hz,x

mx,z,z⊗Hz,x

��
= Hx,y⊗Hy,z⊗Hz,x

mx,y,z⊗Hz,x ��

Hx,y⊗my,z,x

��

Hx,z ⊗Hz,x

mx,z,x

��

Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hz,y ⊗Hy,x

Hx,y⊗Hy,z⊗mz,y,x

;;

Hx,y⊗my,z,y⊗Hy,x

��

� por
(3.1) Hx,y ⊗Hy,x

mx,y,x

//

� por (3.1)

Hx,y ⊗Hy,y ⊗Hy,x

Hx,y⊗my,y,x

;;

mx,y,y⊗Hy,x

�� Hx,y ⊗Hy,x mx,y,x
��

� por (3.1)

Hx,x

O diagrama seguinte explica o que acontece em ��, neste caso, utiliza-se as pro-
priedades das tranças (2.18) e (2.19). No diagrama a seguir mostramos que o que temos
em ��, contorno superior e direito do diagrama, pode ser trocado pela composição dada
pelo contorno esquerdo e inferior.

Hx,y⊗Hy,z⊗Hy,z⊗Hz,z

σHx,y,Hy,z⊗Hy,z⊗Hz,z
��

Hx,y⊗Hy,z⊗σHy,z,Hz,z

��

Hy,z⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hz,z

Hy,z⊗σHx,y⊗Hy,z,Hz,z

��

Hy,z⊗Hx,y⊗σHy,z,Hz,z

??

=

Hy,z⊗Hx,y⊗Hz,z⊗Hy,z

Hy,z⊗σHx,y,Hz,z⊗Hy,z

55

� por
(2.19)

� por (2.18) Hy,z⊗Hz,z⊗Hx,y⊗Hy,z

Hy,z⊗Hz,z⊗σHx,y,Hy,z

��
Hx,y⊗Hy,z⊗Hz,z⊗Hy,z

σHx,y,Hy,z⊗Hz,z⊗Hy,z

00

σHx,y,Hy,z⊗Hz,z⊗Hy,z

**

σHx,y,(Hy,z⊗Hz,z)⊗Hy,z

��

� por (2.18)

Hy,z⊗Hz,z⊗Hy,z⊗Hx,y

Agora usando os dois diagramas acima, prosseguimos:

� = mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗my,z,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗my,z,z ⊗Hz,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hz ⊗ Sy,z ⊗ Sx,y) ◦
(Hx,y ⊗ [(σHx,y ,(Hy,z⊗Hz)⊗Hy,z) ◦ (Hx,y ⊗Hy,z ⊗ σHy,z ,Hz)])◦ (Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)
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= mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗my,z,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗my,z,z ⊗Hz,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hz ⊗Hz,y ⊗ Sx,y) ◦
(Hx,y ⊗ [(Hy,z ⊗Hz ⊗ Sy,z ⊗Hx,y) ◦ (σHx,y ,(Hy,z⊗Hz)⊗Hy,z)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

) ◦

(Hx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗ σHy,z ,Hz) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗my,z,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗my,z,z ⊗Hz,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y⊗Hy,z⊗Hz⊗Hz,y⊗Sx,y)◦(Hx,y⊗σHx,y ,(Hy,z⊗Hz)⊗Hz,y)◦
(Hx,y⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hz⊗Sy,z)◦(Hx,y⊗Hx,y ⊗Hy,z⊗σHy,z ,Hz)◦(Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗my,z,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hz,y ⊗ Sx,y) ◦
(Hx,y ⊗ [(my,z,z ⊗Hz,y ⊗Hx,y) ◦ (σHx,y ,(Hy,z⊗Hz)⊗Hz,y)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

) ◦

(Hx,y⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hz⊗Sy,z)◦(Hx,y⊗Hx,y⊗Hy,z⊗ σHy,z ,Hz)◦(Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,y,x◦(mx,y,y⊗Hy,x)◦(Hx,y⊗Hy⊗Sx,y)◦(Hx,y⊗[(my,z,y⊗Hx,y)◦(σHx,y ,Hy,z⊗Hz,y)]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

)◦

(Hx,y ⊗Hx,y ⊗my,z,z ⊗Hz,y) ◦ (Hx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hz ⊗ Sy,z) ◦
(Hx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗ σHy,z ,Hz) ◦ (Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x)◦(Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y)◦ (Hx,y ⊗ [(σHx,y ,Hy)◦ (Hx,y ⊗my,z,y)])◦
(Hx,y ⊗Hx,y ⊗my,z,z ⊗ Sy,z)◦(Hx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗ σHy,z ,Hz)◦(Δx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy) ◦ (Hx,y ⊗my,z,y) ◦
(Hx,y ⊗my,z,z ⊗ Sy,z) ◦ (Hx,y ⊗Hy,z ⊗ σHy,z ,Hz) ◦ (Hx,y ⊗Δy,z ⊗Hz)

= αx,y ◦ (Hx,y ⊗ αy,z).

Portanto, a equação (4.3) é válida. Além disso,

αx,x ◦ (ηx ⊗Hx) = mx,x,x ◦ (mx,x,x ⊗ Sx,x) ◦ (Hx,x ⊗ σHx,x,Hx) ◦ ((Δx,x ◦ ηx)︸ ︷︷ ︸
3.1.15

⊗Hx)

= mx,x,x ◦ (mx,x,x ⊗ Sx,x) ◦ (Hx,x ⊗ σHx,x,Hx) ◦ (ηx ⊗ ηx ⊗Hx)

= mx,x,x ◦ (mx,x,x ⊗Hx,x) ◦ (Hx,x ⊗Hx ⊗ Sx,x) ◦ (ηx ⊗Hx ⊗ ηx) ◦ (I ⊗ σI,Hx︸ ︷︷ ︸
(2.24)

)

= mx,x,x ◦ (mx,x,x ⊗Hx,x) ◦ (ηx ⊗Hx ⊗ (Sx,x ◦ ηx)︸ ︷︷ ︸
(3.8)

)

= mx,x,x ◦ (mx,x,x ⊗Hx,x) ◦ (ηx ⊗Hx ⊗ ηx)︸ ︷︷ ︸
(3.2)

= mx,x,x ◦ (Hx,x ⊗ ηx)︸ ︷︷ ︸
(3.2)

= Hx,x = Hx.

Logo, a equação (4.4) é válida. Portanto, já temos até aqui que A = (Hx,x)x∈X é
H-módulo diagonal.

Agora, vejamos que o diagrama (4.11) comuta. Para todo x, y ∈ X, temos:
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mx,x,x ◦ (αx,y ⊗ αx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy ⊗Hy) =

= mx,x,x ◦ ([mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy)◦(Δx,y ⊗Hy)]⊗ [mx,y,x◦
(mx,y,y ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy)]) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy) ◦
(Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,x,x ◦ (mx,y,x ⊗mx,y,x) ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x ⊗mx,y,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦
(Hx,y ⊗Hx,y ⊗ [(Hy ⊗Δx,y) ◦ σHx,y ,Hy ]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Hy)◦ ([(Δx,y ⊗Hx,y)◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

⊗Hy ⊗Hy)

= mx,x,x ◦ (mx,y,x ⊗mx,y,x) ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x ⊗mx,y,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦
(Hx,y⊗Hx,y⊗[σHx,y⊗Hx,y ,Hy ◦(Δx,y⊗Hy)]⊗Hy)◦([(Hx,y⊗Δx,y)◦Δx,y]⊗Hy⊗Hy)

= mx,x,x ◦ (mx,y,x ⊗mx,y,x) ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x ⊗mx,y,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦
(Hx,y ⊗ [(σHx,y ,Hy ⊗Hx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y⊗Hx,y ,Hy)]︸ ︷︷ ︸

(2.19)

⊗Hy) ◦

(Hx,y ⊗ [(Hx,y ⊗Δx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

⊗Hy ⊗Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy ⊗Hy) = �.

Aqui, devemos dar uma explicação mais detalhada sobre o uso de (2.19), já que
esta propriedade precisa ser utilizada repetidas vezes para se obter a próxima etapa da
equação. Observe no diagrama a seguir:

Hx,y⊗Hx,y⊗Hx,y⊗Hy,y

Hx,y⊗σHx,y⊗Hx,y,Hy,y ��

σ(Hx,y⊗Hx,y)⊗Hx,y,Hy,y

��

Hx,y⊗Hx,y⊗σHx,y,Hy,y

//

� por (2.19)

Hx,y⊗Hy,y⊗Hx,y⊗Hx,y

σHx,y,Hy,y⊗Hx,y⊗Hx,y

��

Hx,y⊗Hx,y⊗Hy,y⊗Hx,y

Hx,y⊗σHx,y,Hy,y⊗Hx,y

''

σHx,y⊗Hx,y,Hy,y⊗Hx,y

��

� por (2.19) � por (2.19)

Hy,y⊗Hx,y⊗Hx,y⊗Hx,y

Com isso, podemos continuar o cálculo em � substituido a composição do con-



130

torno superior e direito, pelo morfismo que se encontra do lado esquerdo.

� =

= mx,x,x ◦ (mx,y,x ⊗mx,y,x) ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x ⊗mx,y,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦
(Hx,y ⊗ [σ(Hx,y⊗Hx,y)⊗Hx,y ,Hy ◦ (Δx,y ⊗Hx,y ⊗Hy)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Hy) ◦ (Hx,y ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)◦

(Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,x,x ◦ (mx,y,x ⊗mx,y,x) ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x ⊗mx,y,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y⊗Hy⊗Sx,y⊗Hx,y⊗Hy⊗Sx,y)◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦

(Hx,y⊗Hy⊗Δx,y⊗Hx,y⊗Hy)◦(Hx,y⊗[σHx,y⊗Hx,y ,Hy ◦(Δx,y⊗Hy)]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

⊗Hy)◦(Δx,y⊗Hy⊗Hy)

= mx,x,x ◦ (mx,y,x ⊗mx,y,x) ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x ⊗mx,y,y ⊗Hy,x) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗Δx,y ⊗Hx,y ⊗Hy)◦(Hx,y ⊗Hy ⊗Δx,y ⊗Hy)◦(Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy)◦
(Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,x,x ◦ (mx,y,x ⊗mx,y,x) ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x ⊗mx,y,y ⊗Hy,x)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦

(Hx,y ⊗Hy ⊗ [(Sx,y ⊗Hx,y) ◦Δx,y]⊗Hy ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗Δx,y ⊗Hy) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy ⊗Hy) = �� .

Aqui novamente, vamos usar um diagrama para mostrar de que forma (3.1) está
sendo usada.

Hx,y⊗Hy,y⊗Hy,x⊗Hx,y⊗Hy,y⊗Hy,x
mx,y,y⊗Hy,x⊗mx,y,y⊗Hy,x ��

Hx,y⊗Hy,y⊗my,x,y⊗Hy,y⊗Hy,x

��

Hx,y⊗Hy,y⊗Hy,x⊗Hx,y⊗my,y,x

��

� por (3.1)

Hx,y⊗Hy,x⊗Hx,y⊗Hy,x

mx,y,x⊗mx,y,x

��

=

Hx,y⊗Hy,y⊗Hy,x⊗Hx,y⊗Hy,x

Hx,y⊗Hy,y⊗my,x,y⊗Hy,x

��

Hx,y⊗my,y,x⊗Hx,y⊗Hy,x

��
Hx,y⊗Hy,y⊗Hy,y⊗Hy,y⊗Hy,x

Hx,y⊗Hy,y⊗Hy,y⊗my,y,x

��

Hx,y⊗Hy,x⊗Hx,y⊗Hy,x

Hx,y⊗Hy,x⊗mx,y,x

��Hx,y⊗my,x,y⊗Hy,x

��

Hx,y⊗Hy,y⊗Hy,y⊗Hy,x

Hx,y⊗my,y,y⊗Hy,x

��

� por (3.1)

Hx,y⊗Hy,x⊗Hx,x
mx,y,x⊗Hx,x ��

Hx,y⊗my,x,x

��

Hx,x ⊗Hx,x

mx,x,x

��
Hx,y ⊗Hy,y ⊗Hy,x Hx,y⊗my,y,x

��

� por (3.1)

Hx,y ⊗Hy,x mx,y,x
��

� por (3.1)

Hx,x
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Continuando o cálculo acima, usamos a composição do lado esquerdo com a parte
inferior do diagrama que acabamos de apresentar:

�� =

= mx,y,x ◦ (Hx,y ⊗my,y,x) ◦ (Hx,y ⊗my,y,y ⊗Hy,x)(Hx,y ⊗Hy ⊗Hy ⊗my,y,x) ◦
(Hx,y⊗Hy⊗[my,x,y◦(Sx,y ⊗Hx,y)◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸

(3.6)

⊗Hy ⊗ Sx,y)◦(Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy)◦

(Hx,y ⊗Hy ⊗Δx,y ⊗Hy) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,y,x ◦ (Hx,y ⊗my,y,x) ◦ (Hx,y ⊗my,y,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗Hy ⊗my,y,x) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗ [ηy ◦ εx,y]⊗Hy ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦
(Hx,y ⊗Hy ⊗Δx,y ⊗Hy) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,y,x◦(Hx,y ⊗my,y,x)◦(Hx,y ⊗ [my,y,y◦(Hy ⊗ ηy)]︸ ︷︷ ︸
(3.2)

⊗my,y,x)◦(Hx,y⊗Hy⊗Hy⊗Sx,y)◦

(Hx,y ⊗Hy ⊗ σHx,y ,Hy) ◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗ [(εx,y ⊗Hx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

⊗Hy) ◦

(Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,y,x ◦ (Hx,y ⊗my,y,x) ◦ (Hx,y ⊗Hy ⊗my,y,x)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦(Hx,y ⊗Hy ⊗Hy ⊗ Sx,y) ◦

(Hx,y ⊗ [(Hy ⊗ σHx,y ,Hy) ◦ (σHx,y ,Hy ⊗Hy)]︸ ︷︷ ︸
(2.18)

) ◦ (Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,y,x◦(Hx,y⊗my,y,x)◦(Hx,y⊗my,y,y⊗Hy,x)◦(Hx,y⊗[(Hy⊗Hy⊗Sx,y)◦σHx,y ,Hy⊗Hy ]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

)◦

(Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,y,x◦(Hx,y ⊗my,y,x)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦(Hx,y⊗[(my,y,y⊗Hy,x)◦σHy,x,Hy⊗Hy ]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

)◦(Hx,y⊗Sx,y⊗Hy⊗Hy)◦

(Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x) ◦ (Hx,y ⊗ σHy,x,Hy) ◦ (Hx,y ⊗Hy,x ⊗my,y,y) ◦
(Hx,y ⊗ Sx,y ⊗Hy ⊗Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy ⊗Hy)

= mx,y,x◦(mx,y,y ⊗Hy,x)◦(Hx,y ⊗ [σHy,x,Hy ◦(Sx,y ⊗Hy)]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

)◦(Δx,y ⊗Hy)◦(Hx,y ⊗my,y,y)

= mx,y,x◦(mx,y,y⊗Hy,x)◦(Hx,y⊗Hy⊗Sx,y)◦(Hx,y⊗σHx,y ,Hy)◦(Δx,y⊗Hy)◦(Hx,y⊗my,y,y)

= αx,y ◦ (Hx,y ⊗my,y,y).

Logo, o diagrama (4.11) comuta. Por fim, vejamos que o diagrama (4.12) comuta.
Para todo x, y ∈ X temos:

αx,y ◦ (Hx,y ⊗ ηy) = mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗ Sx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy) ◦ (Δx,y ⊗Hy) ◦ (Hx,y ⊗ ηy)

= mx,y,x ◦ (mx,y,y ⊗Hy,x)◦(Hx,y ⊗ [(Hy ⊗ Sx,y)◦σHx,y ,Hy ]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

)◦(Δx,y ⊗Hy)◦(Hx,y ⊗ ηy)

= mx,y,x◦ (mx,y,y ⊗Hy,x)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦(Hx,y ⊗ [σHy,x,Hy ◦(Hy,x ⊗ ηy)]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

)◦([(Hx,y ⊗ Sx,y)◦Δx,y]⊗ I)
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= mx,y,x◦(Hx,y ⊗ [my,y,x ◦ (ηy ⊗Hy,x)]︸ ︷︷ ︸
3.2

)◦(Hx,y ⊗ σHy,x,I︸ ︷︷ ︸
(2.24)

)◦([(Hx,y ⊗ Sx,y) ◦Δx,y]⊗ I)

= mx,y,x ◦ (Hx,y ⊗ Sx,y) ◦Δx,y︸ ︷︷ ︸
(3.5)

= ηx ◦ εx,y.

Portanto, concluí-se que αx,y define uma ação diagonal à esquerda de H em (Hx)x∈X .

A proposição anterior nos dá uma ação de categoria de Hopf que ‘imita’ a ação
adjunta de uma álgebra de Hopf, conforme desejado.

Exemplo 4.1.36. Seja V = Sets. Então H ser uma V-categoria de Hopf é o mesmo
que ser um grupóide, conforme Proposição 3.1.25. Neste caso, Hx,y é o conjunto dos
morfismos de y em x para todo x, y objetos da categoria e Hy é o grupo de isotropias
do objeto y, então αx,y definida na Proposição 4.1.35 anterior, se torna uma família de
funções αx,y : Hx,y ×Hy −→ Hx definida, para f ∈ Hx,y e g ∈ Hy como:

αx,y(f, g) = f ◦ g ◦ f−1.

Isso define uma ação diagonal à esquerda do grupóide H em (Hx)x∈X no sentido da
Definição 4.1.23.

Além disso, por meio da Proposição 4.1.22 sabemos que há uma equivalência
entre a categoria de módulos diagonais e a categoria dos conjuntos G-split, então também
podemos ver a ação diagonal acima como uma ação do grupóide G no conjunto

⋃
x∈X Hx.

4.1.2 Produto smash e categorias de Hopf

Nesta seção, definimos um produto smash que envolve uma V-categoria de Hopf
(ou uma C(V)-categoria que já é suficiente), usando morfismos análogos aos da Definição
2.2.5, isso é possível graças a Definição 4.1.23 dada na seção anterior. Na literatura, mais
especificamente no artigo [8], encontramos outra definição de produto smash (cluster)
envolvendo categorias de Hopf, porém este difere essencialmente do produto smash que
apresentamos aqui e será apresentado posteriormente na seção 4.2.

Começamos definindo um novo produto smash, usando as definições da seção
anterior e baseando-se no produto smash definido em 2.2.5 por meio da composição de
morfismos.

Definição 4.1.37. Sejam H uma C(V)-categoria e A uma álgebra em D(X) tal que
α = (αx,y)x,y∈X é uma ação diagonal à esquerda de H em A. O produto smash de A e
H, denotado A#H, é um objeto em V(X) dado por:

(A#H)x,y = Ax ⊗Hx,y

juntamente com uma família de morfismos em V :

m#
x,y,z : (A#H)x,y ⊗ (A#H)y,z −→ (A#H)x,z

definida pela seguinte composição de morfismos:
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m#
x,y,z = (mAx ⊗Hx,z) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,z) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗mx,y,z) ◦ (4.15)

(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z)

O resultado a seguir é análogo à Proposição 2.2.6 em que mostramos que o produto
smash é uma álgebra na categoria monoidal V ; nesse caso, o novo produto smash será
uma V-categoria.

Proposição 4.1.38. O produto smash A#H é uma V-categoria.

Demonstração. Vejamos primeiramente que a multiplicação definida por (4.15) satisfaz o
diagrama (3.1). Para todo x, y, z, t ∈ X temos:

m#
x,y,t ◦ ((A#H)x,y ⊗m#

y,z,t) =

= [(mAx⊗Hx,t)◦(Ax⊗αx,y⊗Hx,t)◦(Ax⊗Hx,y⊗ Ay⊗mx,y,t)◦(Ax⊗Hx,y⊗σHx,y ,Ay⊗Hy,t)◦
(Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,t)] ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ [(mAy ⊗Hy,t) ◦ (Ay ⊗ αy,z ⊗Hy,t) ◦
(Ay ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗my,z,t) ◦ (Ay ⊗Hy,z ⊗ σHy,z ,Az ⊗Hz,t) ◦ (Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)])

= (mAx ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗mx,y,t) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ [σHx,y ,Ay ◦(Hx,y ⊗mAy)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Hy,t)◦(Ax⊗Hx,y⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗ αy,z ⊗Hy,t)◦

(Ax ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗my,z,t) ◦
(Ax⊗Hx,y ⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗σHy,z ,Az⊗Hz,t) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

= (mAx ⊗Hx,t)◦(Ax ⊗ [αx,y ◦ (Hx,y ⊗mAy)]︸ ︷︷ ︸
(4.11)

⊗Hx,t)◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗ Ay ⊗mx,y,t) ◦

(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay⊗Ay ⊗Hy,t) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗ αy,z ⊗Hy,t) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗my,z,t) ◦
(Ax⊗Hx,y ⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗σHy,z ,Az⊗Hz,t) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

= (mAx ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗ [mAx ◦ (αx,y ⊗ αx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗ Ay)]⊗Hx,t) ◦
(Ax⊗Δx,y⊗Ay⊗Ay⊗mx,y,t)◦(Ax⊗Hx,y⊗[σHx,y ,Ay⊗Ay ◦(Hx,y ⊗ Ay ⊗ αy,z)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗my,z,t) ◦

(Ax⊗Hx,y ⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗σHy,z ,Az⊗Hz,t) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

= �

onde em (2.17) estamos usando a comutatividade do seguinte diagrama:

Hx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z ⊗ Az

Hx,y⊗Ay⊗αy,z

��

σHx,y,Ay⊗Hy,z⊗Az�� Ay ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗Hx,y

Ay⊗αy,z⊗Hx,y

��
Hx,y ⊗ Ay ⊗ Ay σHx,y,Ay⊗Ay

�� Ay ⊗ Ay ⊗Hx,y
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Reorganizando os morfismos e usando o diagrama acima, obtemos:

� =

= (mAx ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗mAx ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗ Ax ⊗Hx,t) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗ αx,y ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗ Ay ⊗Hx,t) ◦
(Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗ αy,z ⊗mx,y,t) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay⊗Hy,z⊗Ay ⊗my,z,t) ◦
(Ax⊗Hx,y ⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗ σHy,z ,Az⊗Hz,t)◦(Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

= (mAx ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗mAx ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗ Ax ⊗Hx,t) ◦
(Ax⊗Hx,y⊗Ay⊗[αx,y◦(Hx,y⊗αy,z)]︸ ︷︷ ︸

(4.3)

⊗Hx,t)◦(Ax⊗Hx,y⊗σHx,y ,Ay⊗Hy,z⊗Az⊗mx,y,t)◦

(Ax⊗Hx,y⊗Hx,y⊗σHx,y ,Ay⊗(Hy,z⊗Az)⊗my,z,t)◦
(Ax⊗Δx,y ⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗σHy,z ,Az⊗Hz,t) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

= (mAx ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗mAx ⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗ αx,z ⊗Hx,t) ◦
(Ax⊗Hx,y⊗Ay⊗mx,y,z⊗Az⊗mx,y,t)◦(Ax⊗Hx,y⊗σHx,y ,Ay⊗Hy,z⊗Az⊗Hx,y⊗my,z,t)◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay⊗(Hy,z⊗Az)︸ ︷︷ ︸

(2.18)

⊗Hy,z ⊗Hz,t) ◦

(Ax⊗Δx,y ⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗ σHy,z ,Az⊗Hz,t) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

= ([mAx ◦ (Ax ⊗mAx)]︸ ︷︷ ︸
(2.9)

⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗ αx,z ⊗Hx,t) ◦

(Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗mx,y,z ⊗ Az ⊗ [mx,y,t ◦ (Hx,y⊗my,z,t)]︸ ︷︷ ︸
(3.1)

) ◦

(Ax⊗Hx,y ⊗(σHx,y ,Ay⊗Hy,z⊗Az⊗Hx,y ⊗Hy,z)◦(Hx,y ⊗ Ay ⊗ σHx,y ,Hy,z⊗Az ⊗Hy,z)︸ ︷︷ ︸



◦

(Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗Hy,z) ◦ (Hx,y ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z⊗σHy,z ,Az)]︸ ︷︷ ︸



⊗Hz,t) ◦

(Ax ⊗ [(Δx,y ⊗Hx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

⊗Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t) = �.

O próximo diagrama mostra o que usaremos em �, trocaremos esta composição
pela composição do lado esquerdo e inferior do diagrama:
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Hx,y⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗Hy,z⊗Az

Hx,y⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗σHy,z,Az ��

Hx,y⊗σHx,y,Ay⊗Hy,z⊗Hy,z⊗Az

55
σHx,y⊗Hx,y,Ay⊗Hy,z⊗Hy,z⊗Az

��

=

Hx,y⊗Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗Az⊗Hy,z

Hx,y⊗σHx,y,Ay⊗Hy,z⊗Az⊗Hy,z

��

� por (2.19)

Hx,y⊗Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hy,z⊗Az

Hx,y⊗Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗σHy,z,Az

55

σHx,y,Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hy,z⊗Az

??
Ay⊗Hx,y⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hy,z⊗Az

Ay⊗Hx,y⊗σHx,y,Hy,z⊗Hy,z⊗Az

��

Hx,y⊗Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Az⊗Hy,z

Hx,y⊗Ay⊗σHx,y,Hy,z⊗Az⊗Hy,z

��

Hx,y⊗Ay⊗σHx,y,Hy,z⊗Az⊗Hy,z

??
Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗Hx,y⊗Az⊗Hy,z

Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗σHx,y,Az⊗Hy,z

55

� por (2.18)

= Hx,y⊗Ay⊗Hy,z⊗Az⊗Hx,y⊗Hy,z

σHx,y,Ay⊗Hy,z⊗Az⊗Hx,y⊗Hy,z

��

Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hx,y⊗Az⊗Hy,z

Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗σHx,y,Az⊗Hy,z

55
Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Az

Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hx,y⊗σHy,z,Az

;;

Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗σHx,y⊗Hx,y,Az

��

� por (2.19)

Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Az⊗Hx,y⊗Hy,z

� =

= ([mAx ◦ (mAx ⊗ Ax)]⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗ αx,z ⊗Hx,t) ◦
(Ax⊗Hx,y⊗Ay⊗mx,y,z⊗Az⊗mx,z,t)◦(Ax⊗Hx,y⊗Ay⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Az⊗mx,y,z⊗Hz,t)◦
(Ax ⊗Hx,y⊗Ay ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗ σHx,y⊗Hy,z ,Az ⊗Hz,t)◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗Hz,t) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y⊗Hx,y ,Ay ⊗Hy,z⊗Hy,z ⊗ Az ⊗Hz,t) ◦
(Ax ⊗ [(Hx,y ⊗Δx,y) ◦Δx,y]⊗ Ay ⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

= ([mAx ◦ (mAx ⊗ Ax)]⊗Hx,t) ◦ (Ax ⊗ Ax ⊗ αx,z ⊗mx,z,t) ◦
(Ax ⊗ αx,y ⊗mx,y,z ⊗ Az ⊗Hx,z ⊗Hz,t) ◦
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(Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗ [(Az ⊗mx,y,z) ◦ σHx,y⊗Hy,z ,Az ]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

⊗Hz,t) ◦

(Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗Hz,t) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ [(σHx,y⊗Hx,y ,Ay) ◦ (Δx,y ⊗ Ay)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Δy,z ⊗ Az ⊗Hz,t) ◦

(Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

=(mAx⊗Hx,t)◦(Ax⊗αx,z⊗Hx,t)◦(Ax⊗Hx,z⊗Az⊗mx,z,t)◦(mAx⊗Hx,z⊗σHx,z ,Az⊗Hz,t)◦
(Ax ⊗ αx,y⊗[(mx,y,z ⊗mx,y,z)◦(Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z)◦(Δx,y ⊗Δy,z)]︸ ︷︷ ︸

3.1.15

⊗Az⊗Hz,t)◦

(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗Hz,t) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z ⊗ Az ⊗Hz,t)

= (mAx⊗Hx,t)◦(Ax⊗αx,z⊗Hx,t)◦(Ax⊗Hx,z⊗Az⊗mx,z,t)◦(Ax⊗Hx,z⊗σHx,z ,Az⊗Hz,t)◦
(([mAx ◦ (Ax ⊗ αx,y)]⊗ [Δx,z ◦mx,y,z])⊗ Az ⊗Hz,t) ◦
([(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z)]⊗ Az ⊗Hz,t)

= (mAx⊗Hx,t)◦(Ax⊗αx,z⊗Hx,t)◦(Ax⊗Hx,z⊗Az⊗mx,z,t)◦(Ax⊗Hx,z⊗σHx,z ,Az⊗Hz,t)◦
(Ax ⊗Δx,z ⊗ Az ⊗Hz,t)◦(mAx⊗Hx,z⊗ Az⊗Hz,t)◦(Ax ⊗ αx,y ⊗mx,y,z ⊗ Az⊗Hz,t)◦
([(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z)]⊗ Az ⊗Hz,t)

= m#
x,z,t ◦ (m#

x,y,z ⊗ (A#H)z,t).

Logo a multiplicação é associativa.
Vejamos agora a unidade de A#H. Devemos ter uma família de morfismos em

V :
η#x : I −→ (A#H)x,x

assim, é natural definirmos para cada x ∈ X,

η#x = ηAx ⊗ ηx.

Vejamos que a unidade definida dessa forma, satisfaz a equação (3.2). De fato, para todo
x, y ∈ X temos

m#
x,x,y ◦ (η#x ⊗ (A#H)x,y) =

= (mAx ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗ αx,x ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗Hx,x ⊗ Ax ⊗mx,x,y) ◦
(Ax ⊗Hx,x ⊗ σHx,x,Ax ⊗Hx,y) ◦ (ηAx ⊗ (Δx,x ◦ ηx)︸ ︷︷ ︸

3.1.15

⊗Ax ⊗Hx,y)

= (mAx ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗ αx,x ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗Hx,x ⊗ Ax ⊗mx,x,y) ◦
(ηAx ⊗ ηx ⊗ [σHx,x,Ax ◦ (ηx ⊗ Ax)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Hx,y)

= (mAx ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗ αx,x ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗Hx,x ⊗ Ax ⊗mx,x,y) ◦
(ηAx ⊗ ηx ⊗ [(Ax ⊗ ηx) ◦ σI,Ax︸ ︷︷ ︸

(2.24)

]⊗Hx,y)

= (mAx ⊗Hx,y) ◦ (ηAx ⊗ [αx,x ◦ (ηx ⊗ Ax)]︸ ︷︷ ︸
(4.4)

⊗ [mx,x,y ◦ (ηx ⊗Hx,y)]︸ ︷︷ ︸
(3.2)

)
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= ([mAx ◦ (ηAx ⊗ Ax)]︸ ︷︷ ︸
(2.10)

⊗Hx,y)

= Ax ⊗Hx,y = (A#H)x,y.

E ainda,

m#
x,y,y ◦ ((A#H)x,y ⊗ η#y ) =

= (mAx ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗mx,y,y) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ [σHx,y ,Ay ◦ (Hx,y ⊗ ηAy)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Hy,y) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ I ⊗ ηy)

= (mAx ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗ [αx,y ◦ (Hx,y ⊗ ηAy)]︸ ︷︷ ︸
(4.12)

⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ I ⊗mx,y,y) ◦

(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,I︸ ︷︷ ︸
(2.24)

⊗Hy,y) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ I ⊗ ηy)

= (mAx ⊗Hx,y)◦(Ax ⊗ (ηAx ◦ εx,y)⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ [mx,y,y ◦ (Hx,y ⊗ ηy)]︸ ︷︷ ︸
(3.2)

)◦

(Ax ⊗Δx,y ⊗ I)

= (mAx ⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗ (ηAx ◦ εx,y)⊗Hx,y) ◦ (Ax ⊗Δx,y)

= ([mAx ◦ (Ax ⊗ ηAx)]︸ ︷︷ ︸
(2.10)

⊗Hx,y)(Ax ⊗ [(εx,y ⊗Hx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

)

= Ax ⊗Hx,y = (A#H)x,y.

Portanto, A#H é uma V-categoria.

O próximo resultado traz o isomorfismo visto na Proposição 2.2.7 para o contexto
de categorias de Hopf. Para isso, consideremos H = (Hx,y)x,y∈X uma V-categoria de Hopf,
A = (Hx)x∈X , com Hx = Hx,x para cada x ∈ X e αx,y a ação diagonal à esquerda de
H em A dada pela Proposição 4.1.35, de modo que o produto smash A#H está definido
(4.1.37) e é uma V-categoria (4.1.38). Além disso, vamos usar que H•H é uma V-categoria,
conforme [5], com

m•
x,y,z = (mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z).

Como se tratam de duas V-categorias, precisamos da definição de isomorfismo
dada em 3.1.11.

Proposição 4.1.39. Seja H = (Hx,y)x,y∈X uma V-categoria de Hopf, A = (Hx)x∈X e
αx,y a ação diagonal à esquerda de H em A dada pela Proposição 4.1.35. Então existe
um isomorfismo entre as V-categorias A#H e H •H.

Demonstração. Defina ϕ : A#H −→ H •H como os morfismos em V :

ϕx,y : Hx ⊗Hx,y −→ Hx,y ⊗Hx,y

definidos para cada x, y ∈ X pela composição:

ϕx,y = (mx,x,y ⊗Hx,y) ◦ (Hx ⊗Δx,y).
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Vejamos que ϕ é um V-X-funtor.

ϕx,z ◦m#
x,y,z =

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗Δx,z) ◦ (mx,x,x ⊗mx,y,z) ◦ (Hx ⊗ αx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Hy,z)

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (mx,x,x ⊗Hx,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗Hx ⊗ [Δx,z ◦mx,y,z]︸ ︷︷ ︸
3.1.15

) ◦

(Hx ⊗ αx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Hy,z)

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (mx,x,x ⊗mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Hx ⊗Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗Hx ⊗Δx,y ⊗Δy,z)◦(Hx ⊗ αx,y︸︷︷︸

4.1.35

⊗Hx,y ⊗Hy,z)◦(Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z)◦

(Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Hy,z)

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (mx,x,x ⊗mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,x ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗mx,y,y ⊗Hy,x ⊗Δx,y ⊗Δy,z)◦(Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗Hy,z)◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z)◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Hy,z)

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (mx,x,x ⊗mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,x ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗mx,y,y ⊗Hy,x⊗Δx,y⊗Hy,z⊗Hy,z)◦(Hx⊗Hx,y⊗Hy⊗ Sx,y⊗Hx,y⊗Hy,z⊗Hy,z)◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗ [(σHx,y ,Hy ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy)]︸ ︷︷ ︸

(2.19)

⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦

(Hx ⊗Δx,y ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗Hy,z ⊗Hy,z)◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)

= ([mx,x,z◦(mx,x,x⊗mx,y,z)◦(Hx⊗mx,y,x ⊗Hx,y⊗Hy,z)◦(Hx⊗mx,y,y⊗Hy,x⊗Hx,y⊗Hy,z)]︸ ︷︷ ︸



⊗mx,y,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z) ◦
(Hx⊗Hx,y⊗Hy⊗Hx,y⊗Δx,y⊗Hy,z⊗Hy,z)◦(Hx⊗Hx,y ⊗ σHx,y⊗Hx,y ,Hy ⊗Hy,z ⊗Hy,z)◦
(Hx ⊗Δx,y ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)︸ ︷︷ ︸

(3.1.15)

= �.

Em � usamos (3.1) repetidas vezes conforme o diagrama a seguir:
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Hx⊗Hx,y⊗Hy⊗Hy,x⊗Hx,y⊗Hy,z
Hx⊗mx,y,y⊗Hy,x⊗Hx,y⊗Hy,z ��

Hx⊗mx,y,y⊗Hy,x⊗mx,y,z

55
Hx⊗mx,y,y⊗my,x,y⊗Hy,z

��

Hx⊗Hx,y⊗Hy,x⊗Hx,y⊗Hy,z

Hx⊗mx,y,x⊗Hx,y⊗Hy,z

��

� por
(3.1)

Hx⊗Hx,y⊗Hy,x⊗Hx,z

Hx⊗mx,y,x⊗Hx,z

��

Hx⊗Hx,y⊗my,x,z

DD

= Hx ⊗Hx ⊗Hx,y ⊗Hy,z

mx,x,x⊗mx,y,z

��
Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗Hy,z

Hx⊗Hx,y⊗my,y,z

��

Hx⊗Hx⊗Hx,z

mx,x,x⊗Hx,z

��
Hx⊗mx,x,z

DD

Hx ⊗Hx,z

mx,x,z

��

� por
(3.1)

Hx ⊗Hx,z

mx,x,z

//

� por (3.1)

Hx ⊗Hx,y ⊗Hy,z Hx⊗mx,y,z

�� Hx ⊗Hx,z mx,x,z
�� Hx,z

e então, obtemos

� = (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗my,y,z ⊗Hx,z) ◦
(Hx⊗mx,y,y ⊗my,x,y ⊗Hy,z⊗mx,y,z)◦(Hx⊗Hx,y⊗Hy⊗Sx,y⊗Hx,y⊗σHx,y ,Hy,z⊗Hy,z)◦
(Hx⊗Hx,y⊗Hy⊗Hx,y ⊗Δx,y⊗Hy,z⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗ [σHx,y⊗Hx,y ,Hy ◦ (Δx,y ⊗Hy)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗my,y,z ⊗Hx,z) ◦
(Hx ⊗mx,y,y ⊗Hy ⊗Hy,z ⊗mx,y,z) ◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ [my,x,y ◦ (Sx,y ⊗Hx,y)]⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ [(Hx,y ⊗Δx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸

(3.1.15)

⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦

(Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗my,y,z ⊗Hx,z) ◦
(Hx ⊗mx,y,y ⊗Hy ⊗Hy,z ⊗mx,y,z) ◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ [my,x,y ◦ (Sx,y ⊗Hx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸

(3.6)

⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦

(Hx⊗Hx,y ⊗Hy ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z)◦(Hx⊗Hx,y⊗Hy ⊗Δx,y ⊗Hy,z⊗Hy,z)◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗my,y,z ⊗Hx,z) ◦
(Hx ⊗mx,y,y ⊗ ηy ⊗Hy,z ⊗mx,y,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ εx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z)◦
(Hx⊗Hx,y⊗Hy ⊗Δx,y ⊗Hy,z⊗Hy,z)◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)
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= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗ [my,y,z ◦ (ηy ⊗Hy,z)]︸ ︷︷ ︸
(3.2)

⊗Hx,z) ◦

(Hx ⊗mx,y,y ⊗ I ⊗Hy,z ⊗mx,y,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ I ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z)◦
(Hx⊗Hx,y⊗Hy ⊗ [(εx,y ⊗Hx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸

(3.1.15)

⊗Hy,z⊗Hy,z)◦

(Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)

= (mx,x,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,z ⊗Hx,z) ◦ (Hx ⊗mx,y,y ⊗Hy,z ⊗mx,y,z)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦

(Hx ⊗Hx,y ⊗Hy ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z)◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy ⊗Hy,z ⊗Hy,z)︸ ︷︷ ︸
(2.18)

◦

(Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)

= (mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (mx,x,y ⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗Hx,y ⊗my,y,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦ (Hx ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy⊗Hy,z ⊗Hy,z)︸ ︷︷ ︸

(2.17)

◦

(Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)

= (mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (mx,x,y ⊗Hx,y ⊗my,y,z ⊗Hy,z) ◦
(Hx ⊗Δx,y ⊗Hy ⊗Δy,z)

= m•
x,y,z ◦ (ϕx,y ⊗ ϕy,z).

Além disso,

ϕx,x ◦ η#x = (mx,x,x ⊗Hx) ◦ (Hx ⊗Δx,x) ◦ (ηx ⊗ ηx)︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

= (mx,x,x ⊗Hx) ◦ (ηx ⊗Hx ⊗Hx)︸ ︷︷ ︸
(3.2)

◦(I ⊗ ηx ⊗ ηx)

= ηx ⊗ ηx = η•x.

Logo, ϕ é um V-X-funtor.
Agora, defina para cada x, y ∈ X o morfismo ψx,y : Hx,y ⊗ Hx,y −→ Hx ⊗ Hx,y,

dado pela composição de morfismos em V :

ψx,y = (mx,y,x ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗Δx,y)

e vejamos que ϕx,y é isomorfismo em V com ψx,y seu morfismo inverso para cada
x, y ∈ X.

ψx,y ◦ ϕx,y = (mx,y,x ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗Δx,y) ◦ (mx,x,y ⊗Hx,y) ◦
(Hx ⊗Δx,y)

= (mx,y,x ⊗Hx,y) ◦ (mx,x,y ⊗Hy,x ⊗Hx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦(Hx ⊗Hx,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y) ◦

(Hx ⊗Hx,y ⊗Δx,y) ◦ (Hx ⊗Δx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)



141

= (mx,x,x ⊗Hx,y) ◦ (Hx ⊗ [mx,y,x ◦ (Hx,y ⊗ Sx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.5)

⊗Hx,y) ◦ (Hx ⊗Δx,y)

= (mx,x,x ⊗Hx,y) ◦ (Hx ⊗ ηx ⊗Hx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.2)

◦ (Hx ⊗ εx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hx ⊗Δx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

= Hx ⊗Hx,y.

ϕx,y ◦ ψx,y = (mx,x,y ⊗Hx,y) ◦ (Hx ⊗Δx,y) ◦ (mx,y,x ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y) ◦
(Hx,y ⊗Δx,y)

= (mx,x,y ⊗Hx,y) ◦ (mx,y,x ⊗Hx,y ⊗Hx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦(Hx,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗Hx,y) ◦

(Hx,y ⊗Hx,y ⊗Δx,y) ◦ (Hx,y ⊗Δx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

= (mx,y,y ⊗Hx,y)◦(Hx,y ⊗ [my,x,y ◦ (Sx,y ⊗Hx,y)◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.6)

⊗Hx,y)◦(Hx,y ⊗Δx,y)

= (mx,y,y ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗ ηy ⊗Hx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.2)

◦ (Hx,y ⊗ εx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hx,y ⊗Δx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

= Hx,y ⊗Hx,y.

Portanto, A#H e H •H são V-categorias isomorfas.

Note que ψ : H • H → A#H, definido pela família (ψx,y)x,y∈X na demonstração
acima, é também V-X-funtor por 3.1.12.

4.1.3 Coações de categorias de Hopf

Nesta seção apresentamos uma definição de coação de uma categoria de Hopf,
a qual nos permite mostrar que existe uma coação no produto smash definido na seção
anterior. Usaremos isso na próxima seção, para mostrar que este produto smash é uma
extensão de Galois no sentido definido por [8].

A definição a seguir é basicamente a definição de H-comódulo (2.2.9) na categoria
V(X), assim, H aqui será uma família de coálgebras.

Definição 4.1.40. Seja H coálgebra em V(X). Um H-comódulo à direita é um par
(A, ρ), onde A é um objeto em V(X) e ρ é dado pela família de morfismos ρx,y : Ax,y −→
Ax,y ⊗Hx,y em V, tal que os seguintes diagramas comutam para todo x, y ∈ X:

Ax,y
ρx,y ��

ρx,y

��

Ax,y ⊗Hx,y

Ax,y⊗Δx,y

��
Ax,y ⊗Hx,y ρx,y⊗Hx,y

�� Ax,y ⊗Hx,y ⊗Hx,y

(4.16) Ax,y
ρx,y ��

∼
��

Ax,y ⊗Hx,y

Ax,y⊗εx,y

��
Ax,y ⊗ I

(4.17)

Assim, A é um H-comódulo à direita se cada (Ax,y, ρx,y) é Hx,y-comódulo à direita
em V . Pensando desse modo, definimos morfismo de H-comódulos:
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Definição 4.1.41. Sejam H coálgebra em V(X) e (A, ρ) e (B, ρ̂) dois H-comódulos à
direita. Então um morfismo f : A → B em V(X) é dito um morfismo de H-comódulos
se o seguinte diagrama comuta para todo x, y ∈ X:

Ax,y
fx,y ��

ρx,y

��

Bx,y

ρ̂x,y

��
Ax,y ⊗Hx,y fx,y⊗Hx,y

�� Bx,y ⊗Hx,y

(4.18)

Definição 4.1.42 (NOTAÇÃO). Denotamos por V(X)H a categoria dos H-comódulos à
direita e morfismos de H-comódulos à direita, com H sendo uma coálgebra em V(X).

Observação 4.1.43. Note que, a categoria V(X) é uma categoria monoidal conforme
a definição dada em 3.1.1, e apesar de V(X)H ser subcategoria de V(X), não podemos
afirmar que é subcategoria monoidal do mesmo modo que o caso 2.1.11 sugere. O problema
ocorre ao tentarmos definir uma família ρ para A • B, com (A, ρA) e (B, ρB) sendo H-
comódulos à direita. Seguindo o que temos do Exemplo 2.1.11 deveríamos ter:

Ax,y⊗Bx,y

ρAx,y⊗ρBx,y �� Ax,y⊗Hx,y⊗Bx,y⊗Hx,y

Ax,y⊗σHx,y,Bx,y⊗Hx,y
�� Ax,y⊗Bx,y⊗Hx,y⊗Hx,y

Ax,y⊗Bx,y⊗m?

��
Ax,y ⊗ Bx,y ⊗Hx,y

Mas note que não temos uma multiplicação m que faça sentido em Hx,y, mesmo se con-
siderarmos H sendo uma C(V)-categoria.

Agora, pedindo mais estrutura de H e de A temos a definição de H-comódulo
categoria:

Definição 4.1.44. Sejam H uma C(V)-categoria e A uma V-categoria. Dizemos que
H coage em A, ou que A é uma H-comódulo categoria à direita, se as seguintes
condições são satisfeitas:

i) A é um H-comódulo à direita;

ii) Os diagramas a seguir são comutativos, para todo x, y, z ∈ X:

Ax,y ⊗ Ay,z

mA
x,y,z ��

ρx,y⊗ρy,z

��

Ax,z
ρx,z �� Ax,z ⊗Hx,z

Ax,y ⊗Hx,y ⊗ Ay,z ⊗Hy,z Ax,y⊗σHx,y,Ay,z⊗Hy,z

�� Ax,y ⊗ Ay,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z

mA
x,y,z⊗mx,y,z

��

(4.19)
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I
ηAx ��

∼

��

Ax,x
ρx,x �� Ax,x ⊗Hx,x

I ⊗ I

ηAx ⊗ηx

::
(4.20)

Estas definições generalizam a definição de H-comódulo categoria à direita dada
em [8] (seção 3.1), pois nesta referência as definições estão restritas à V = V eck, porém
podemos fazê-las considerando V categoria monoidal trançada qualquer.

Definição 4.1.45. Sejam H uma C(V)-categoria, e A e B duas H-comódulo categorias à
direita. Então f : A → B é um morfismo de H-comódulo categorias se f é morfismo
de H-comódulos e é um V-X-funtor.

Definição 4.1.46 (NOTAÇÃO). Denotamos por V(X)H a categoria dos H-comódulo ca-
tegorias à direita e morfimos de H-comódulo categorias, com H sendo uma C(V)-categoria.

A noção de categoria de H-comódulo categorias dada acima será usada apenas
em um dos resultados do capítulo 5. Por ora, vejamos alguns exemplos.

Veremos a seguir que os resultados de H e A#H serem H-comódulo álgebras, que
vimos em 2.2.11 e 2.2.12, respectivamente, podem ser adequados para famílias de objetos
e mofismos aqui neste contexto.

Exemplo 4.1.47. Seja H uma C(V)-categoria, é claro que H é uma H-comódulo categoria
com ρx,y = Δx,y, de modo análogo ao que foi feito em 2.2.11. De fato, cada Hx,y é coálgebra
em V com Δx,y, então H é H-comódulo à direita. Também mx,y,z e ηx deve ser morfismo
de coálgebras e isso mostra que os diagramas (4.19) e (4.20) são satisfeitos.

Proposição 4.1.48. O produto smash A#H definido em 4.1.37 é uma H-comódulo ca-
tegoria à direita com ρx,y = Ax ⊗Δx,y.

Demonstração. Vimos na Proposição 4.1.38 que A#H é uma V-categoria. Vejamos que
A#H é um H-comódulo à direita com ρ dado pela família de morfismos ρx,y = Ax⊗Δx,y.
Os diagramas (4.16) e (4.17) se tornam

Ax#Hx,y
Ax⊗Δx,y ��

Ax⊗Δx,y

��

Ax#Hx,y ⊗Hx,y

Ax#Hx,y⊗Δx,y

��
Ax#Hx,y ⊗Hx,y Ax⊗Δx,y⊗Hx,y

�� Ax#Hx,y ⊗Hx,y ⊗Hx,y

Ax#Hx,y
Ax⊗Δx,y ��

=

��

Ax#Hx,y ⊗Hx,y

Ax#Hx,y⊗εx,y

��
Ax#Hx,y ⊗ I

Cada Hx,y é uma coálgebra em V , então o diagrama da esquerda comuta por
(2.11) e o da direita comuta por (2.12). Logo, A#H é H-comódulo à direita.

Vejamos que o diagrama (4.19) comuta. Aqui vamos fazer a composição dos mor-
fismos ao invés do diagrama (como feito em 2.2.12), devido a visualização ficar prejudicada
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pelo número de componentes dos tensores envolvidos.

ρx,z ◦m#
x,y,z = (Ax ⊗Δx,z)◦(mAx ⊗Hx,z)◦(Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,z) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗mx,y,z)◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z)

= (Ax ⊗Δx,z)◦(mAx ⊗mx,y,z)︸ ︷︷ ︸
3.1.15

◦(Ax⊗ αx,y ⊗Hx,y⊗Hy,z)◦(Ax⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z)◦

(Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z)

= (Ax ⊗mx,y,z ⊗mx,y,z)◦(Ax⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z)◦(mAx ⊗Δx,y ⊗Hy,z⊗Hy,z)◦
(Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦
(Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z)

= (mAx ⊗mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ [(Ay ⊗Δx,y) ◦ σHx,y ,Ay ]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z)

= (mAx ⊗mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦
(Ax⊗Hx,y⊗Ay⊗Hx,y⊗ σHx,y ,Hy,z ⊗Hy,z)◦(Ax⊗Hx,y⊗ σHx,y⊗Hx,y ,Ay ⊗Hy,z⊗Hy,z)︸ ︷︷ ︸

(2.19)

◦

(Ax ⊗Hx,y ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z)︸ ︷︷ ︸
(3.1.15)

= (mAx ⊗mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦
(Ax ⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z)◦
(Ax⊗Hx,y⊗Hx,y⊗Ay⊗σHx,y ,Hy,z⊗Hy,z)◦(Ax⊗Hx,y⊗Hx,y⊗ σHx,y ,Ay⊗Hy,z⊗Hy,z)︸ ︷︷ ︸

(2.18)

◦

(Ax ⊗Δx,y ⊗Hx,y ⊗ Ay ⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z)

= (mAx ⊗mx,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Ax ⊗ αx,y ⊗Hx,y ⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z) ◦
(Ax⊗Hx,y ⊗ σHx,y ,Ay ⊗Hy,z ⊗Hx,y ⊗Hy,z)◦(Ax⊗Δx,y ⊗Ay⊗Hy,z ⊗Hx,y⊗Hy,z)◦
(Ax⊗Hx,y⊗σHx,y ,Ay⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (Ax ⊗Δx,y ⊗ Ay ⊗Δy,z)

= (mAx⊗Hx,z⊗Hx,z)◦(Ax⊗ αx,y⊗mx,y,z⊗Hx,z)◦(Ax⊗Hx,y⊗σHx,y ,Ay⊗Hy,z⊗Hx,z)◦
(Ax⊗Δx,y ⊗Ay⊗Hy,z ⊗mx,y,z)◦ (Ax⊗Hx,y⊗σHx,y ,Ay⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (ρx,y ⊗ ρy,z)

= (m#
x,y,z ⊗mx,y,z) ◦ (Ax⊗Hx,y⊗σHx,y ,Ay⊗Hy,z ⊗Hy,z) ◦ (ρx,y ⊗ ρy,z).

Vejamos agora que o diagrama (4.20) comuta. Usando os dados que temos, o que
queremos mostrar é o contorno externo do diagrama a seguir, então basta usar a definição
de η#x e que ηx é morfimo de coálgebras para concluir que o diagrama que queremos
comuta.
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I
η#x ��

��

Ax#Hx,x
Ax⊗Δx,x �� Ax#Hx,x ⊗Hx,x

I

ηAx⊗ηx

��

=

��

� por
(3.1.15)

I ⊗ I

η#x ⊗ηx=ηAx⊗ηx⊗ηx

��

Portanto, A#H é uma H-comódulo categoria à direita.

4.1.4 Extensões de Galois

Em [8] é apresentada uma definição de extensão de Galois no contexto de cate-
gorias de Hopf, ao menos no caso em que V = V eck. Como exemplo, [8] nos apresenta
duas generalizações de casos bem conhecidos que apresentamos na seção 1.2 de extensões
de Galois para álgebras de Hopf.

Nesta seção, apresentaremos as definições e exemplos de [8] para V = Mk, na
medida do possível, e um novo exemplo, pois veremos que o produto smash definido neste
trabalho é uma extensão de Galois.

Fixemos nesta seção V = Mk e iniciemos com algumas definições:

Definição 4.1.49 ([8]). Seja A uma H-comódulo categoria à direita. Os coinvariantes
de H em A são dados por B = AcoH ∈ Dk(X), com:

Bx = AcoHxx
xx = {a ∈ Ax,x | ρx,x(a) = a⊗ 1}.

Ou seja, os coinvariantes de H em A formam uma família de k-módulos indexados
por X, em que a Definição 1.1.14 pode ser aplicada para cada Ax,x. Por isso mesmo, é
fácil ver que cada Bx é uma k-álgebra, de modo que AcoH é álgebra em Dk(X).

Definição 4.1.50 ([8]). Sejam H uma C(Mk)-categoria e A uma H-comódulo categoria
à direita. Dizemos que A é H-extensão de Galois de B = AcoH se as aplicações

βzx,y : Az,x ⊗Bx Ax,y −→ Az,y ⊗Hx,y

a⊗ b �−→ ab0 ⊗ b1

são bijetivas para todo x, y, z ∈ X.

Em [8] a definição de extensão de Galois acima está contida em um teorema que
contém várias equivalências (Teorema 3.5), aqui vamos usar dessa forma pois é a maneira
mais próxima da definição dada para o caso usual.

Observação 4.1.51. Note que βzx,y poderia ser definido pela composição de morfismos:

(mz,x,y ⊗Hx,y) ◦ (Az,x ⊗ ρx,y)
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porém até aqui ainda não sabemos como definir os coinvariantes B para uma categoria
qualquer V, nem como lidar com o tensor sobre Bx caso não seja um k-módulo.

Vejamos a seguir exemplos de extensão de Galois:
Exemplo 4.1.52 ([8]). Seja H uma categoria de Hopf k-linear, vimos no Exemplo 4.1.47
que H é H-comódulo categoria. Além disso, os coinvariantes de H em H são dados por
B com Bx = k1x,x para cada x ∈ X, para verificar basta adaptar o que fizemos em
1.1.15. Assim, para verificar que H é H-extensão de Galois de B precisamos verificar se
a aplicação

βzx,y : Hz,x ⊗Hx,y −→ Hz,y ⊗Hx,y

dada por: βzx,y = (mz,x,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,x ⊗Δx,y) é bijetiva para todo x, y, z ∈ X.
Podemos ver, de modo muito semelhante ao que fizemos em 1.2.6, que

αzx,y : Hz,y ⊗Hx,y −→ Hz,x ⊗Hx,y

dada por: αzx,y = (mz,y,x ⊗ Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗ Sx,y ⊗ Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗ Δx,y) é inversa de βzx,y
para cada x, y, z ∈ X:

αzx,y ◦ βzx,y =
= (mz,y,x ⊗Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗Δx,y) ◦ (mz,x,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,x ⊗Δx,y)

= (mz,y,x ⊗Hx,y) ◦ (mz,x,y ⊗Hy,x ⊗Hx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦(Hz,x ⊗Hx,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y) ◦

(Hz,x ⊗Hx,y ⊗Δx,y) ◦ (Hz,x ⊗Δx,y)︸ ︷︷ ︸
3.1.15

= (mz,x,x ⊗Hx,y) ◦ (Hz,x ⊗ [mx,y,x ◦ (Hx,y ⊗ Sx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.5)

⊗Hx,y) ◦ (Hz,x ⊗Δx,y)

= (mz,x,x ⊗Hx,y) ◦ (Hz,x ⊗ ηx ⊗Hx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.2)

◦ (Hz,x ⊗ εx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,x ⊗Δx,y︸ ︷︷ ︸
3.1.15

)

= Hz,x ⊗Hx,y,

e ainda,

βzx,y ◦ αzx,y =
= (mz,x,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,x ⊗Δx,y) ◦ (mz,y,x ⊗Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗Δx,y)

= (mz,x,y ⊗Hx,y) ◦ (mz,y,x ⊗Hx,y ⊗Hx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.1)

◦(Hz,y ⊗ Sx,y ⊗Hx,y ⊗Hx,y) ◦

(Hz,y ⊗Hx,y ⊗Δx,y)(Hz,y ⊗Δx,y)︸ ︷︷ ︸
3.1.15

= (mz,y,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗ [my,x,y ◦ (Sx,y ⊗Hx,y) ◦Δx,y]︸ ︷︷ ︸
(3.6)

⊗Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗Δx,y)

= (mz,y,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,yηy ⊗Hx,y)︸ ︷︷ ︸
(3.2)

◦ (Hz,y ⊗ εx,y ⊗Hx,y) ◦ (Hz,y ⊗Δx,y)︸ ︷︷ ︸
3.1.15

= Hz,y ⊗Hx,y.

Portanto, βzx,y é bijetiva para todo x, y, z ∈ X e H é H-extensão de Galois de B.
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Note que as famílias de morfismos βzx,y e αzx,y no exemplo acima lembram muito
as famílias ϕx,y e ψx,y, respectivamente, que mostramos serem inversas em 4.1.39, por isso
a sequência de propriedades usadas na demonstração é a mesma.

O exemplo anterior é uma das consequências do teorema fundamental para mó-
dulos de Hopf dado em [5](Teorema 10.2). Na verdade esse teorema, que apresenta vá-
rias equivalências, nos permite enunciar um resultado mais forte: Dada H uma C(Mk)-
categoria, então H é categoria de Hopf se, e somente se, H é H-extensão de Galois de
B.

Em [8] (Teorema 8.2) temos outro exemplo de extensão de Galois, que é a ge-
neralização do resultado de Ulbrich dado em 1.2.5, para enunciá-lo precisamos antes de
algumas definições:

Definição 4.1.53 ([8]). Seja G um grupóide e A uma categoria k-linear, ou seja, A é
V eck-categoria. Dizemos que A é uma categoria k-linear graduada se

i) Ax,y = ⊕θ∈Gx,yAθ, ∀ x, y ∈ X;

ii) 1x ∈ Aex, ∀ x ∈ X, com ex unidade de Gxx;

iii) AθAτ ⊂ Aθτ , ∀ x, y, z ∈ X, θ ∈ Gx,y, τ ∈ Gy,z.

Se tivermos no item iii)

AθAτ = Aθτ , ∀ x, y, z ∈ X, θ ∈ Gx,y, τ ∈ Gy,z,

então dizemos que A é uma categoria k-linear fortemente graduada.

Mas, A é uma categoria k-linear graduada se, e somente se, A é kG-comódulo
categoria à direita, onde kG é a categoria de Hopf k-linear dada em 3.1.26, para k um
corpo. Isso é mostrado através de um isomorfismo de categorias em [8] (Proposição 8.1),
mas é basicamente a generalização do que fizemos no Exemplo 1.1.17. Com isso, podemos
enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.1.54 ([8]). Sejam G um grupóide e A uma categoria k-linear graduada. Seja
também B = AcokG a álgebra na categoria diagonal com Bx = Aex para cada x ∈ X.
Então A é uma kG-extensão de Galois de B se, e somente se, A é fortemente graduada.

Os dois casos apresentados acima, nos fornecem exemplos de extensões de Galois
no contexto de categorias de Hopf e foram dados em [8]. No próximo resultado, apre-
sentaremos um novo exemplo dessa extensão de Galois que foi inspirado pelo caso usual
de que o produto smash é uma extensão de Galois (Exemplo 1.2.7). Este exemplo só foi
possível trazer para este contexto devido ao produto smash definido nesse trabalho em
4.1.37 e foi um dos nossos objetivos desde o início.

Teorema 4.1.55. Seja H uma categoria de Hopf k-linear e A uma álgebra em Dk(X)
tal que α = (αx,y)x,y∈X é uma ação diagonal de H em A. Então A#H é H-extensão de
Galois de A.

Demonstração. Vimos em 4.1.48 que A#H é H-comódulo categoria à direita com ρx,y =
Ax ⊗Δx,y, porém ainda precisamos ver quem são os coinvariantes de A#H.

Conforme a definição dada

(A#H)coHx,x
x,x = {a#h ∈ Ax ⊗Hx,x | ρx,x(a#h) = a#h⊗ 1}
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assim, o cálculo é o mesmo de 1.1.16, e obtemos:

(A#H)coHx,x
x,x = Ax#k1Hx,x .

Já o isomorfismo de k-álgebras Ax#k1Hx,x 	 Ax, que é o análogo ao que é dado
em 1.1.16, segue de uma forma um pouco diferente. Da mesma maneira que foi feito em
1.1.9 temos que existe um morfismo ϕx dado por:

ϕx : Ax −→ Ax ⊗ k1Hx,x

a �−→ a#1Hx,x

que é k-linear, sobrejetor e morfismo de k-álgebras. Já para mostrar a injetividade, defina
πx : Ax ⊗ k1Hx,x −→ Ax como sendo πx = αx,x ◦ σAx,k1Hx,x

. Então temos πx ◦ ϕx(a) = a
para todo a ∈ Ax e, portanto, ϕx é injetora para todo x ∈ X.

Assim podemos usar que para cada x ∈ X:

(A#H)coHx,x
x,x = Ax#k1Hx,x 	 Ax.

Como esse isomorfismo acima é um isomorfismo de k-álgebras para cada x ∈ X, temos
um isomorfismo de álgebras na categoria Dk(X):

(A#H)coH 	 A.

Agora, precisamos verificar que a aplicação seguinte é bijetiva para todo x, y, z ∈
X:

βzx,y : (A#H)z,x ⊗Ax (A#H)x,y −→ (A#H)z,y ⊗Hx,y

(a#h)⊗Ax (b#g) �−→ (a#h)(b#g)0 ⊗ (b#g)1.

Mas note que podemos usar notação de Sweedler aqui, já que os objetos são
k-módulos, e de modo semelhante ao que foi feito em 1.2.7, podemos considerar

βzx,y ((a#h)⊗ (1Ax#g)) = (a#h)(1Ax#g1)⊗ g2 = a#hg1 ⊗ g2,

para a ∈ Az, h ∈ Hz,x e g ∈ Hx,y.
Isso pode ser feito porque o módulo é sobre Ax e temos:

• (A#H)z,x = Az#Hz,x é Ax-módulo à direita via produto smash:

(a#h) · a′ = (a#h)(a′#1x,x)

e

• (A#H)x,y = Ax#Hx,y é Ax-módulo à esquerda também via produto smash:

a′ · (a#h) = (a′ ⊗ 1x,x)(a#h).

Defina para cada x, y, z ∈ X a aplicação:

ϕzx,y : Az#Hz,y ⊗Hx,y −→ Az#Hz,x ⊗ Ax#Hx,y

a#h⊗ g �−→ a#hSx,y(g1)⊗ 1Ax#g2
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e verifiquemos que ϕzx,y é a inversa de βzx,y para todo x, y, z ∈ X. Sejam a ∈ Az, h ∈ Hz,x

e g ∈ Hx,y temos:

(ϕzx,y ◦ βzx,y) ((a#h)⊗ (1Ax#g)) = ϕzx,y(a#hg1 ⊗ g2)

= a#hg1Sx,y(g2)⊗ 1Ax#g3 por (3.5)
= a#hεx,y(g1)⊗ 1Ax#g2

= a#h⊗ 1Ax#g

e

(βzx,y ◦ ϕzx,y)(a#h⊗ g) = βzx,y(a#hSx,y(g1)⊗ 1Ax#g2)

= a#hSx,y(g1)g2 ⊗ g3 por (3.6)
= a#hεx,y(g1)⊗ g2

= a#h⊗ g.

Portanto A#H é H-extensão de Galois de A.

4.2 UMA OUTRA VERSÃO DE PRODUTO SMASH
Nesta seção apresentaremos um produto smash já existente na literatura para este

contexto de categorias de Hopf, chamado produto smash cluster. Este produto smash usa
a noção de V-categoria dual, e por isso, necessita de uma versão de ‘ação’ diferente da
Definição 4.1.23 dada na seção anterior. Além disso, decorre desse produto smash outra
definição de extensão de Galois ([8]), que difere da definição apresentada em 4.1.50.

A referência base desta seção foi [8], em especial a seção 6 desse artigo, porém
nesta referência todas as definições são dadas sob a categoria V eck. Aqui, na medida
em que for possível, as definições e resultados serão apresentados considerando V uma
categoria monoidal estrita trançada arbitrária. Nos casos em que não pudermos tomar V
qualquer, assumiremos V = Mk a categoria dos k-módulos com k um anel comutativo.

4.2.1 Produto smash cluster

Nesta primeira subseção definiremos o produto smash cluster na sua versão a
esquerda, visando principalmente fazer uma comparação com o produto smash criado
na seção anterior. Além disso, apresentaremos uma extensão de Galois dual e alguns
resultados relacionados a esta noção, dados por [8], os quais parecem terem sido inspirados
pelos resultados dados na seção 1.2 para extensões Hopf-Galois.

Começamos esta seção definindo um cluster e algumas definições correlatas.

Definição 4.2.1. Um cluster A com classe subjacente X consiste de uma classe de V-
categorias com classe subjacente X, indexadas por X, isto é, para todo x ∈ X temos uma
V-categoria Ax.

No caso de V = Mk, dizemos que A é um cluster k-linear [8].

Definição 4.2.2. Sejam A um cluster com classe subjacente X e B um cluster com classe
subjacente Y. Então um morfismo de clusters f : A → B, é para cada x ∈ X um
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V-funtor fx : Ax → Bf(x). Assim, temos uma função f : X → Y e morfismos em V:

fxy,z : Ax
y,z −→ Bf(x)f(y),f(z)

que satisfazem os diagramas (3.3) e (3.4).

Como para cada x ∈ X temos um V-funtor na definição acima, podemos definir
um isomorfismo de clusters baseando-se na definição de isomorfismo de V-categorias dada
em 3.1.11:

Definição 4.2.3. Sejam A e B clusters de classe subjacente X. Se para cada x ∈ X temos
um V-X-funtor fx : Ax → Bx, tal que fxy,z : Ax

y,z → Bxy,z é um isomorfismo em V para
todo x, y, z ∈ X, então dizemos que f : A → B é um isomorfismo de clusters.

Note que usando 3.1.12, podemos concluir que para cada x ∈ X, existe um V-
X-funtor inverso gx : Bx → Ax, isso implica a existência de um morfismo de clusters
inverso g : B → A.

A seguir apresentamos mais algumas definições, que são adaptações daquelas
dadas em [8] feitas para clusters k-lineares na versão à direita.

Definição 4.2.4. Seja A um cluster. Então um A-módulo à esquerda é um objeto
M ∈ V(X), junto com morfismos:

ψy,z,x : Ax
y,z ⊗Mz,x −→ My,x

tais que as seguintes condições de associatividade e unidade são satisfeitas, para todo
x, y, z, u ∈ X:

ψy,z,x ◦ (Ax
y,z ⊗ ψz,u,x) = ψy,u,x ◦ (mx

y,z,u ⊗Mu,x) (4.21)

ψy,y,x ◦ (ηxy ⊗My,x) = My,x (4.22)

ou seja, os seguintes diagramas comutam para todo x, y, z, u ∈ X:

Ax
y,z ⊗ Ax

z,u ⊗Mu,x

Ax
y,z⊗ψz,u,x ��

mx
y,z,u⊗Mu,x

��

Ax
y,z ⊗Mz,x

ψy,z,x

��
Ax
y,u ⊗Mu,x ψy,u,x

�� My,x

I ⊗My,x

ηxy⊗My,x ��

∼
//

Ax
y,y ⊗My,x

ψy,y,x

��
My,x

Definição 4.2.5. Seja A um cluster e sejam M e N A-módulos à esquerda. Então um
morfismo de A-módulos f : M → N é um morfismo em V(X) que satisfaz a seguinte
propriedade

fy,x ◦ ψMy,z,x = ψNy,z,x(Ax
y,z ⊗ fz,x). (4.23)

Observação 4.2.6. Denotamos por AM a categoria dos A-módulos à esquerda e morfis-
mos de A-módulos, com A um cluster.

Vejamos agora um exemplo de cluster k-linear.

Exemplo 4.2.7 ([8]). Sejam B uma categoria k-linear diagonal, conforme definição dada
em 4.1.5 e A ∈ Mk(X) um B-módulo à direita no sentido da Definição 4.1.1, ou seja,
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existe uma família de aplicações k-lineares ψx,y,y : Ax,y ⊗By −→ Ax,y satisfazendo condi-
ções de associatividade e unidade apropriadas.

Com base nesses dados, vamos introduzir um cluster k-linear que chamaremos
de EndB(A). Para cada x ∈ X, devemos definir (EndB(A))

x de forma que seja uma
Mk-categoria, defina então:

(EndB(A))
x
y,z = HomBx(Az,x, Ay,x).

Como Az,x e Ay,x são Bx-módulos à direita para todo x, y, z ∈ X, essa definição
faz sentido e, além disso, HomBx(Az,x, Ay,x) é um k-módulo. Portanto, para cada x ∈ X
temos uma família de k-módulos indexados por X ×X.

Agora precisamos definir a família de morfismos que dá a multiplicação para cada
x ∈ X:

mx
y,z,u : (EndB(A))

x
y,z ⊗ (EndB(A))

x
z,u −→ (EndB(A))

x
y,u.

Isto pode ser feito através da composição de morfismos: mx
y,z,u(f ⊗ g) = f ◦ g, pois

se f ∈ HomBx(Az,x, Ay,x) e g ∈ HomBx(Au,x, Az,x), então existe a composição f ◦ g e
f ◦ g ∈ HomBx(Au,x, Ay,x). Dessa forma, é claro que mx

y,z,u satisfaz a associatividade
(3.1).

Por fim, definimos a família de morfismos

ηxy : k −→ (EndB(A))
x
y,y

como sendo o morfismo identidade em Ay,x. Isso nos fornece diretamente a igualdade
(3.2).

Portanto, EndB(A) é um cluster k-linear.

O cluster EndB(A) apresentado no exemplo anterior, recebe o nome de endo-
cluster à direita de A.

Se usarmos um B-módulo à esquerda no exemplo acima, temos o endocluster à
esquerda BEnd(A), que é dado conforme exemplo a seguir:

Exemplo 4.2.8 ([8]). Sejam B uma categoria k-linear diagonal e A ∈ Mk(X) um B-
módulo à esquerda no sentido da Definição 4.1.1. Um endocluster à esquerda de A,
denotado por BEnd(A), é um cluster definido como segue:

(BEnd(A))xy,z = BxHom(Ax,y, Ax,z).

As aplicações de multiplicação são dadas pela composição oposta:

mx
y,z,u : BxHom(Ax,y, Ax,z)⊗ BxHom(Ax,z, Ax,u) −→ BxHom(Ax,y, Ax,u)

f ⊗ g �−→ g ◦ f

e a unidade de (BEnd(A))xy,y é a identidade Ax,y.

Para definir um produto smash, precisamos ter alguma noção de ação entre os
objetos envolvidos. No produto smash de A#H definido em 4.1.37, H era uma C(V)-
categoria e A era uma família de álgebras indexadas por X. A noção de ação usada era a
dada por 4.1.23, que dependia da definição de módulo diagonal 4.1.7. Aqui veremos que
a diferença com esse produto smash já começa nos objetos envolvidos, pois o papel de H
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será representado por uma A(V)-categoria dual (lembre-se da Definição 3.1.33) e o papel
de A será substituído por uma V-categoria. A definição a seguir fornece a noção de ação
entre estas estruturas, que será usada no produto smash cluster.

Definição 4.2.9. Seja C uma A(V)-categoria dual. Uma C-módulo categoria à es-
querda é uma V-categoria A tal que:

i) (Ax,y, ψx,y) é um Cx,y-módulo à esquerda em V, para todo x, y ∈ X;

ii) Os seguintes diagramas são comutativos, para todo x, y, z ∈ X:

Cx,z ⊗ Ax,y ⊗ Ay,z
Cx,z⊗mx,y,z ��

Δx,y,z⊗Ax,y⊗Ay,z

��

Cx,z ⊗ Ax,z
ψx,z �� Ax,z

Cx,y⊗Cy,z⊗Ax,y⊗Ay,zCx,y⊗σCy,z,Ax,y⊗Ay,z

�� Cx,y⊗Ax,y⊗Cy,z⊗Ay,z ψx,y⊗ψy,z

�� Ax,y⊗Ay,z

mx,y,z

��

(4.24)

Cy,y ⊗ I
Cy,y⊗ηy ��

∼

��

Cy,y ⊗ Ay,y

ψy,y

��
Cy,y εy

�� I ηy
�� Ay,y

(4.25)

Algumas observações sobre a definição acima se fazem necessárias:

Observação 4.2.10. 1) A Definição 4.2.9 é mais geral do que a dada em [8], já que
consideramos a categoria V qualquer. Desse modo, as propriedades foram dadas em
termos de composição de morfismos, em [8] é fixado V = V eck e então elas podem
ser vistas em termos de elementos.

2) A propriedade (4.25) foi acrescentada à definição. Essa correção foi realizada ba-
seada nas outras definições dadas de ‘ação’, como a 4.1.23, e devido aos resultados
que virão na sequência que necessitam de (4.25) em suas demonstrações.

3) Optamos por dar a definição de C-módulo categoria à esquerda, ao invés de à di-
reita, porque dessa forma teremos o produto smash cluster de A e C, facilitando a
comparação com a definição de produto smash dada anteriormente. No artigo [8] as
versões à direita destas definições são as mais detalhadas. Vamos expor brevemente
as versões à direita na seção subsequente.

Tendo a definição de ‘ação’ acima, podemos apresentar a definição de produto
smash cluster de uma forma mais abrangente do que aquela apresentada em [8]:

Definição 4.2.11. Sejam C uma A(V)-categoria dual e A uma C-módulo categoria à
esquerda. O produto smash cluster de A e C, denotado A#C é para cada x ∈ X um
objeto (A#C)x em V(X) dado por:

(A#C)xy,z = Ay,z ⊗ Cz,x
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juntamente com uma família de morfismos em V, para cada x ∈ X:

mx
y,z,u : (A#C)xy,z ⊗ (A#C)xz,u −→ (A#C)xy,u

definida pela seguinte composição de morfismos:

mx
y,z,u = (my,z,u ⊗ Cu,x) ◦ (Ay,z ⊗ ψz,u ⊗mu,x) ◦ (4.26)

(Ay,z ⊗ Cz,u ⊗ σCu,x,Az,u ⊗ Cu,x) ◦ (Ay,z ⊗Δz,u,x ⊗ Az,u ⊗ Cu,x).

Note que my,z,u (com três índices) indica a multiplicação na V-categoria A e mu,x

(com dois índices) indica a multiplicação na álgebra Cu,x.
A proposição a seguir confirma o que o nome produto smash cluster já sugere.

Proposição 4.2.12. O produto smash cluster A#C é um cluster.

Demonstração. Vamos mostrar que para cada x ∈ X, (A#C)x é uma V-categoria. Come-
çamos mostrando que a composição de morfismos dada em (4.26) para x fixado, satisfaz
(3.1) para todo y, z, u, t ∈ X. O cálculo a seguir é análogo ao que foi feito na demons-
tração da Proposição 4.1.38, basta fazer algumas adaptações considerando os morfismos
e índices que temos para esse caso.

mx
y,z,t ◦ ((A#C)xy,z ⊗mx

z,u,t) =

= (my,z,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ ψz,t ⊗mt,x) ◦ (Ay,z ⊗ Cz,t ⊗ σCt,x,Az,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z ⊗Δz,t,x ⊗ Az,t ⊗ Ct,x) ◦ [Ay,z ⊗ Cz,x ⊗ [(mz,u,t ⊗ Ct,x) ◦ (Az,u ⊗ ψu,t ⊗mt,x) ◦
(Az,u ⊗ Cu,t ⊗ σCt,x,Au,t ⊗ Ct,x) ◦ (Az,u ⊗Δu,t,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x)]]

= (my,z,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ ψz,t ⊗mt,x)◦(Ay,z ⊗ Cz,t ⊗ [σCt,x,Az,t◦(Ct,x ⊗mz,u,t)]︸ ︷︷ ︸
(2.17)

⊗Ct,x)◦

(Ay,z⊗Cz,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗ψu,t⊗mt,x)◦(Ay,z⊗Cz,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t⊗Ct,x)◦
(Ay,z ⊗Δz,t,x ⊗ Az,u ⊗Δu,t,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x)

= (my,z,t ⊗Ct,x)◦(Ay,z ⊗ [ψz,t ◦(Cz,t ⊗mz,u,t)]︸ ︷︷ ︸
(4.24)

⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗ Cz,t⊗Az,u⊗ Au,t ⊗mt,x)◦

(Ay,z ⊗ Cz,t ⊗ σCt,x,Az,u⊗Au,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ Cz,t ⊗ Ct,x ⊗ Az,u ⊗ ψu,t ⊗mt,x) ◦
(Ay,z⊗Cz,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗Δz,t,x⊗Az,u⊗Δu,t,x⊗Au,t⊗Ct,x)

= (my,z,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ [mz,u,t ◦ (ψz,u ⊗ ψu,t) ◦ (Cz,u ⊗ σCu,t,Az,u ⊗ Au,t)]⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z⊗Δz,u,t⊗Az,u⊗Au,t⊗mt,x)◦(Ay,z⊗Cz,t⊗[σCt,x,Az,u⊗Au,t◦(Ct,x⊗Az,u⊗ψu,t)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗mt,x)◦

(Ay,z⊗Cz,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗Δz,t,x⊗Az,u⊗Δu,t,x⊗Au,t⊗Ct,x)

= �,

onde em (2.17) estamos usando naturalidade da trança para comutar o seguinte diagrama:
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Ct,x ⊗ Az,u ⊗ Cu,t ⊗ Au,t

Ct,x⊗Az,u⊗ψu,t

��

σCt,x,Az,u⊗Cu,t⊗Au,t�� Az,u ⊗ Cu,t ⊗ Au,t ⊗ Ct,x

Az,u⊗ψu,t⊗Ct,x

��
Ct,x ⊗ Az,u ⊗ Au,t σCt,x,Az,u⊗Au,t

�� Az,u ⊗ Au,t ⊗ Ct,x

� =

= (my,z,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗mz,u,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ ψz,u ⊗ Au,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z⊗Cz,u⊗Az,u⊗[ψu,t◦(Cu,t⊗ ψu,t)]︸ ︷︷ ︸

(2.37)

⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗Cz,u⊗σCu,t,Az,u⊗Cu,t⊗Au,t⊗mt,x)◦

(Ay,z ⊗ Cz,u ⊗ Cu,t ⊗ σCt,x,Az,u⊗Cu,t⊗Au,t ⊗mt,x) ◦
(Ay,z⊗Δz,u,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗Δz,t,x⊗Az,u⊗Δu,t,x⊗Au,t⊗Ct,x)

= (my,z,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗mz,u,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ ψz,u ⊗ ψu,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z⊗Cz,u⊗Az,u⊗mu,t⊗Au,t⊗mt,x)◦(Ay,z⊗Cz,u⊗σCu,t,Az,u⊗Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x ⊗mt,x)◦
(Ay,z ⊗ Cz,u ⊗ Cu,t ⊗ σCt,x,Az,u⊗(Cu,t⊗Au,t)︸ ︷︷ ︸

(2.18)

⊗Ct,x ⊗ Ct,x) ◦

(Ay,z⊗Δz,u,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗Δz,t,x⊗Az,u⊗Δu,t,x⊗Au,t⊗Ct,x)

= ([my,z,t ◦ (Ay,z ⊗mz,u,t)]︸ ︷︷ ︸
(3.1)

⊗Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ ψz,u ⊗ ψu,t ⊗ Ct,x) ◦

(Ay,z ⊗ Cz,u ⊗ Az,u ⊗mu,t ⊗ Au,t ⊗ [mt,x ◦ (Ct,x ⊗mt,x)]︸ ︷︷ ︸
(3.1.33)

) ◦

(Ay,z⊗Cz,u⊗[(σCu,t,Az,u⊗Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x⊗Ct,x)◦(Cu,t⊗Az,u⊗ σCt,x,Cu,t⊗Au,t ⊗ Ct,x)︸ ︷︷ ︸



◦

(Cu,t ⊗ σCt,x,Az,u ⊗ Cu,t ⊗ Au,t ⊗ Ct,x) ◦ (Cu,t ⊗ Ct,x ⊗Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t)]︸ ︷︷ ︸



⊗Ct,x)◦

(Ay,z ⊗ [(Δz,u,t ⊗ Ct,x) ◦Δz,t,x]︸ ︷︷ ︸
(3.13)

⊗Az,u ⊗Δu,t,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x) = �.

O próximo diagrama mostra o que usamos em � de maneira análoga ao que foi
feito na Proposição 4.1.38.
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Cu,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t

Cu,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t ��

Cu,t⊗σCt,x,Az,u⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t

55
σCu,t⊗Ct,x,Az,u⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t

��

=

Cu,t⊗Ct,x⊗Az,u⊗Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x

Cu,t⊗σCt,x,Az,u⊗Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x

��

� por (2.19)

Cu,t⊗Az,u⊗Ct,x⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t

Cu,t⊗Az,u⊗Ct,x⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t

55

σCu,t,Az,u⊗Ct,x⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t

??
Az,u⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t

Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t

��

Cu,t⊗Az,u⊗Ct,x⊗Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x

Cu,t⊗Az,u⊗σCt,x,Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x

��

Cu,t⊗Az,u⊗σCt,x,Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x

??
Cu,t⊗Az,u⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t⊗Ct,x

Cu,t⊗Az,u⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t⊗Ct,x

55

� por (2.18)

= Cu,t⊗Az,u⊗Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x⊗Ct,x

σCu,t,Az,u⊗Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x⊗Ct,x

��

Az,u⊗Cu,t⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Au,t⊗Ct,x

Az,u⊗Cu,t⊗Cu,t⊗σCt,x,Au,t⊗Ct,x

55
Az,u⊗Cu,t⊗Cu,t⊗Ct,x⊗Ct,x⊗Au,t

Az,u⊗Cu,t⊗Cu,t⊗Ct,x⊗σCt,x,Au,t

;;

Az,u⊗Cu,t⊗Cu,t⊗σCt,x⊗Ct,x,Au,t

��

� por (2.19)

Az,u⊗Cu,t⊗Cu,t⊗Au,t⊗Ct,x⊗Ct,x

Assim, no lugar de � que é a composição dos morfismos do contorno superior e direito
do diagrama, substituimos pela composição dos morfismos do lado esquerdo e inferior e
obtemos:

� =

= ([my,u,t ◦ (my,z,u ⊗ Au,t)]⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ ψz,u ⊗ ψu,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z⊗Cz,u⊗Az,u⊗mu,t⊗Au,t⊗mt,x)◦(Ay,z⊗Cz,u⊗Az,u⊗Cu,t⊗Cu,t⊗Au,t⊗mt,x⊗Ct,x)◦

(Ay,z⊗ Cz,u⊗Az,u⊗Cu,t⊗ Cu,t⊗σCt,x⊗Ct,x,Au,t ⊗ Ct,x)◦
(Ay,z⊗ Cz,u⊗ Az,u ⊗ Cu,t ⊗ σCt,x,Cu,t ⊗ Ct,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z⊗ Cz,u⊗ σCu,t⊗Ct,x,Az,u ⊗ Cu,t ⊗ Ct,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z ⊗ [(Cz,u ⊗Δu,t,x) ◦Δz,u,x]⊗ Az,u ⊗Δu,t,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x)
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= ([my,u,t ◦ (my,z,u ⊗ Au,t)]⊗ Ct,x) ◦ (Ay,z ⊗ Az,u ⊗ ψu,t ⊗mt,x) ◦
(Ay,z ⊗ ψz,u ⊗mu,t ⊗ Au,t ⊗ Ct,x ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z ⊗ Cz,u ⊗ Az,u ⊗ Cu,t ⊗ Cu,t ⊗ [(Au,t ⊗mt,x) ◦ (σCt,x⊗Ct,x,Au,t)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Ct,x) ◦

(Ay,z ⊗ Cz,u ⊗ Az,u ⊗ Cu,t ⊗ σCt,x,Cu,t ⊗ Ct,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z ⊗ Cz,u ⊗ [(σCu,t⊗Ct,x,Az,u) ◦ (Δu,t,x ⊗ Az,u)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Δu,t,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x) ◦

(Ay,z ⊗Δz,u,x ⊗ Az,u ⊗ Cu,x ⊗ Au,t ⊗ Ct,x)

= (my,u,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,u ⊗ ψu,t ⊗mt,x) ◦ (my,z,u ⊗ Cu,t ⊗ σCt,x,Au,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,z⊗ψz,u⊗[(mu,t ⊗mt,x)◦(Cu,t ⊗ σCt,x,Cu,t ⊗ Ct,x)◦(Δu,t,x ⊗Δu,t,x)]︸ ︷︷ ︸

(3.1.33)

⊗Au,t ⊗ Ct,x)◦

(Ay,z⊗Cz,u⊗ σCu,x,Az,u ⊗Cu,x ⊗Au,t⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗Δz,u,x ⊗Az,u⊗ Cu,x⊗Au,t⊗Ct,x)

= (my,u,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,u ⊗ ψu,t ⊗mt,x) ◦ (Az,u ⊗ Cu,t ⊗ σCt,x,Au,t ⊗ Ct,x) ◦
([my,z,u ◦ (Ay,z⊗ψz,u)]⊗[Δu,t,x ◦mu,x]⊗ Au,t ⊗ Ct,x)◦
(Ay,z⊗Cz,u⊗ σCu,x,Az,u ⊗Cu,x ⊗Au,t⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗Δz,u,x ⊗Az,u⊗ Cu,x⊗Au,t⊗Ct,x)

= (my,u,t ⊗ Ct,x) ◦ (Ay,u ⊗ ψu,t ⊗mt,x) ◦ (Az,u ⊗ Cu,t ⊗ σCt,x,Au,t ⊗ Ct,x) ◦
(Ay,u⊗Δu,t,x⊗Au,t⊗Ct,x)◦(my,z,u⊗Cu,x⊗Au,t⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗ψz,u⊗mu,x⊗Au,t⊗Ct,x)◦
(Ay,z⊗Cz,u⊗ σCu,x,Az,u ⊗Cu,x ⊗Au,t⊗Ct,x)◦(Ay,z⊗Δz,u,x ⊗Az,u⊗ Cu,x⊗Au,t⊗Ct,x)

= mx
y,u,t ◦ (mx

y,z,u ⊗ (A#C)xu,t).

Logo mx
y,z,u satisfaz a equação (3.1).

Agora, para a unidade de (A#C)x, devemos ter para cada x fixado, uma família
de morfismos em V :

ηxy : I −→ (A#C)xy,y.

Definimos então, de maneira natural, ηxy = ηy⊗ηy,x, para todo y ∈ X, onde ηy é a unidade
na V-categoria A e ηy,x é a unidade na álgebra Cy,x. Vejamos que desa forma, ηxy satisfaz
a equação (3.2).

mx
y,y,z ◦ (ηxy ⊗ (A#C)xy,z) =

= (my,y,z ⊗ Cz,x) ◦ (Ay,y ⊗ ψy,z ⊗mz,x) ◦ (Ay,y ⊗ Cy,z ⊗ σCz,x,Ay,z ⊗ Cz,x) ◦
(ηy ⊗ (Δy,z,x ◦ ηy,x)︸ ︷︷ ︸

(3.1.33)

⊗Ay,z ⊗ Cz,x)

= (my,y,z ⊗ Cz,x)◦(Ay,y ⊗ ψy,z ⊗mz,x) ◦ (ηy ⊗ ηy,z ⊗ [(Ay,z ⊗ ηz,x) ◦ σI,Ay,z︸ ︷︷ ︸
(2.24)

]⊗ Cz,x)

= (my,y,z ⊗ Cz,x) ◦ (ηy ⊗ [ψy,z ◦ (ηy,z ⊗ Ay,z)]︸ ︷︷ ︸
(2.38)

⊗ [mz,x ◦ (ηz,x ⊗ Cz,x)]︸ ︷︷ ︸
(3.1.33)

)

= ([my,y,z ◦ (ηy ⊗ Ay,z)]︸ ︷︷ ︸
(3.2)

⊗Cz,x)

= Ay,z ⊗ Cz,x = (A#C)xy,z.

E ainda,
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mx
y,z,z ◦ ((A#C)xy,z ⊗ ηxz ) =

= (my,z,z ⊗ Cz,x) ◦ (Ay,z ⊗ ψz,z ⊗mz,x) ◦
(Ay,z ⊗ Cz,z ⊗ [σCz,x,Az,z ◦ (Cz,x ⊗ ηz)]︸ ︷︷ ︸

(2.17)

⊗Cz,x) ◦ (Ay,z ⊗Δz,z,x ⊗ I ⊗ ηz,x)

= (my,z,z ⊗ Cz,x) ◦ (Ay,z ⊗ [ψz,z ◦ (Cz,z ⊗ ηz)]︸ ︷︷ ︸
(4.25)

⊗mz,x) ◦

(Ay,z ⊗ Cz,z ⊗ σCz,x,I︸ ︷︷ ︸
(2.24)

⊗Cz,x) ◦ (Ay,z ⊗Δz,z,x ⊗ I ⊗ ηz,x)

= (my,z,z ⊗ Cz,x) ◦ (Ay,z ⊗ [ηz ◦ εz]⊗ [mz,x ◦ (Cz,x ⊗ ηz,x)]︸ ︷︷ ︸
(3.1.33)

) ◦ (Ay,z ⊗Δz,z,x ⊗ I)

= ([my,z,z ◦ (Ay,z ⊗ ηz)]︸ ︷︷ ︸
(3.2)

⊗Cz,x) ◦ (Ay,z ⊗ [(εz ⊗ Cz,x) ◦Δz,z,x]︸ ︷︷ ︸
(3.14)

)

= Ay,z ⊗ Cz,x = (A#C)xy,z.

Portanto, (A#C)x é uma V-categoria para todo x ∈ X.

A partir daqui consideraremos V = Mk.

Definição 4.2.13 ([8]). Sejam C uma categoria semi-Hopf k-linear dual e A uma C-
módulo categoria à esquerda. Então definimos a álgebra diagonal B = AC como sendo
uma família de k-módulos indexados por X, B = (Bx)x∈X , onde cada Bx é dado por:

Bx = {a ∈ Ax,x | c · a = 〈εx, c〉 a, ∀ c ∈ Cx,x}. (4.27)

Note que para cada x esta definição é a mesma dada em 1.1.3 para os invariantes
de Cx,x em Ax,x. Vejamos a seguir que de fato B é uma álgebra.

Proposição 4.2.14. A álgebra diagonal é uma álgebra na categoria Dk(X).

Demonstração. Vejamos que para cada x ∈ X, Bx é uma k-álgebra. Como Bx ⊆ Ax,x e
(Ax,x,mx,x,x, ηx) é uma k-álgebra, basta vermos que mx,x,x(a⊗b) ∈ Bx para todo a, b ∈ Bx

e que ηx(1k) = 1x ∈ Bx.
De fato, sejam a, b ∈ Bx, para todo c ∈ Cx,x temos:

c · (ab) = (ψx,x ◦ (Cx,x ⊗mx,x,x))(c⊗ a⊗ b) por (4.24)
= (c(1,x,x) · a)(c(2,x,x) · b) por (4.27)
= 〈εx, c(1,x,x)〉a 〈εx, c(2,x,x)〉b
= 〈εx, c(1,x,x)〈εx, c(2,x,x)〉〉 ab por (3.14)
= 〈εx, c〉 ab.

Também, para todo c ∈ Cx,x,

c · 1x = c · (ηx(1k)) = ψx,x ◦ (Cx,x ⊗ ηx)(c⊗ 1k) por (4.25)
= 〈εx, c〉ηx(1k) = 〈εx, c〉1x.
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Portanto, B é uma álgebra em Dk(X).

Como a álgebra diagonal B = AC é uma álgebra em Dk(X), então B é uma
categoria k-linear diagonal conforme 4.1.5. Além disso, sendo A uma Mk-categoria, A
pode ser vista como B-módulo à direita com ψx,y,y = mx,y,y, então temos um cluster
k-linear EndB(A) conforme 4.2.7.

Juntando a isso a Proposição 4.2.12, faz sentido definirmos o morfismo a seguir.

Definição 4.2.15 ([8]). Sejam C uma categoria semi-Hopf k-linear dual, A uma C-
módulo categoria à esquerda e B = AC a álgebra diagonal. Então temos um morfismo
canônico de clusters

ϕ : A#C −→ EndB(A)

dado pelas fórmulas

ϕxy,z : Ay,z ⊗ Cz,x −→ HomBx(Az,x, Ay,x) (4.28)
ϕxy,z(a⊗ c)(a′) = a(c · a′).

Proposição 4.2.16. O morfismo ϕ definido por (4.28) é um morfismo de clusters.

Demonstração. Note primeiramente que a classe subjacente dos dois clusters envolvidos
é X e que, pela forma como ϕ foi definido, ele atua nos elementos de X como identidade.
Assim, de acordo com 4.2.2, precisamos ver que para cada x ∈ X, ϕx : (A#C)x →
(EndB(A))

x é um Mk-X-funtor.
Vejamos que ϕxy,z está bem definido. Para todo a ∈ Ay,z, c ∈ Cz,x temos que

ϕxy,z(a⊗ c) é uma aplicação k-linear de Az,x em Ay,x, já que as aplicações envolvidas são
k-lineares. Também ϕxy,z é k-linear pois é linear em cada entrada do tensor. Falta vermos
somente que ϕxy,z(a ⊗ c) é morfismo de Bx-módulos à direita. Sejam a′ ∈ Az,x e b ∈ Bx,
temos:

ϕxy,z(a⊗ c)(a′b) = a(c · (a′b)) por (4.24)
= a(c(1,z,x) · a′)(c(2,x,x) · b) por (4.27)
= a(c(1,z,x) · a′)(〈εx, c(2,x,x)〉b)
= a([c(1,z,x)〈εx, c(2,x,x)〉] · a′)b por (3.14)
= a(c · a′)b
= (ϕxy,z(a⊗ c)(a′))b.

Verificaremos agora que o diagrama (3.3) comuta, o que nesse caso, significa
mostrar que o diagrama a seguir comuta:

(A#C)xyz ⊗ (A#C)xzu
mx

y,z,u ��

ϕx
y,z⊗ϕx

z,u

��

(A#C)xy,u

ϕx
y,u

��
(EndB(A))

x
y,z ⊗ (EndB(A))

x
z,u mx

y,z,u

�� (EndB(A))
x
y,u

Note que a multiplicação na seta superior do diagrama é a multiplicação definida
em (4.26), enquanto que a multiplicação na seta inferior do diagrama é a composição de
morfismos que foi definida no Exemplo 4.2.7.
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Sejam a ∈ Ay,z, c ∈ Cz,x, a′ ∈ Az,u, c′ ∈ Cu,x e b ∈ Au,x, temos então

((ϕxy,u ◦mx
y,z,u)(a⊗ c⊗ a′ ⊗ c′))(b) = (ϕxy,u(a(c(1,z,u) · a′)⊗ c(2,u,x)c

′))(b)

= (a(c(1,z,u) · a′))((c(2,u,x)c′) · b) por 4.2.9 i)
= (a(c(1,z,u) · a′))(c(2,u,x) · (c′ · b)) por (3.1)
= a((c(1,z,u) · a′)(c(2,u,x) · (c′ · b))) por (4.24)
= a(c · (a′(c′ · b)))
= ϕxy,z(a⊗ c)(a′(c′ · b))
= ϕxy,z(a⊗ c)[(ϕxz,u(a

′ ⊗ c′))(b)]

= ((mx
y,z,u ◦ (ϕxy,z ⊗ ϕxz,u))(a⊗ c⊗ a′ ⊗ c′))(b).

Por fim, verificaremos o diagrama (3.4). Lembre-se que a unidade em (A#C)xyy
é dada por ηxy,y = ηy ⊗ ηy,x, com ηy(1k) = 1y sendo a unidade em Ay,y e ηy,x(1k) = 1y,x
a unidade na álgebra Cy,x. A unidade em (EndB(A))

x
y,y, conforme visto em 4.2.7, é o

morfismo identidade em Ay,x. Temos então para a′ ∈ Ay,x:

(ϕxy,y ◦ (1y ⊗ 1y,x))(a
′) = 1y(1y,x · a′) por 4.2.9 i)

= 1ya
′ por (3.2)

= a′.

Logo ϕxy,y ◦ (1y ⊗ 1y,x) é o morfismo identidade em Ay,x. Com isso concluímos que ϕ é
morfismo de clusters.

A seguir definimos uma extensão de Galois dual, na qual a definição dada em
4.2.3 se faz necessária:

Definição 4.2.17 ([8]). Se ϕ definido por (4.28) é um isomorfismo de clusters, então
dizemos que A é uma extensão C-Galois dual (à esquerda) de B = AC.

Os resultados a seguir são obtidos no artigo [8] (Proposição 6.2) como uma apli-
cação do produto smash cluster. Assim, consideraremos aqui V = V eck, a categoria dos
k-espaços vetoriais.

Proposição 4.2.18 ([8]). Sejam C uma categoria semi-Hopf k-linear dual, A uma C-
módulo categoria à esquerda de modo que, A#C seja o produto smash cluster de A e C e
B = AC seja a álgebra diagonal. Então, temos um par adjunto de funtores (F2, G2) entre
as categorias BDk(X) e A#CM.

Demonstração. Lembre-se de 4.1.6 que BDk(X) é a categoria dos B-módulos à esquerda
em Dk(X), e de 4.2.6 que A#CM é a categoria dos A#C-módulos à esquerda. Daremos
aqui apenas os passos principais da demonstração.

Começamos definindo o funtor F2 : BDk(X) → A#CM nos objetos. Para cada
N ∈ BDk(X) definimos F2(N)x,y = Ax,y ⊗By Ny, então F2(N) é um A#C-módulo à
esquerda com

ψy,z,x : (A#C)xy,z ⊗ F2(N)z,x −→ F2(N)y,x

dado por:
ψy,z,x((a⊗ c)⊗ (a′ ⊗ n)) = a(c · a′)⊗ n

para todo a ∈ Ay,z, c ∈ Cz,x, a′ ∈ Az,x e n ∈ Nx.
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Agora consideremos o funtor G2 : A#CM → BDk(X). Seja M ∈ A#CM, defini-
mos G2(M) do seguinte modo:

G2(M)x = {m ∈ Mx,x | (1x ⊗ c) ·m = 〈εx, c〉m, ∀ c ∈ Cx,x} = MCx,x
x,x

Precisamos que G2(M)x seja um Bx-módulo à esquerda. Para ver isso, primeiro note
que M sendo A#C-módulo à esquerda, então M é A-módulo à esquerda via restrição de
escalares:

ψy,z,x : Ay,z ⊗Mz,x → My,x

a ·m = (a⊗ 1z,x) ·m
onde 1z,x é a unidade de Cz,x. Como Bx ⊆ Ax,x, tomando a ∈ Bx, m ∈ Mx,x, a ação acima
nos dá que Mx,x é um Bx-módulo à esquerda. Assim, para concluir que G2(M)x ⊆ Mx,x

é Bx-módulo à esquerda, basta mostrar que: Se b ∈ Bx e m ∈ G2(M)x, então b · m ∈
G2(M)x, ou seja, que G2(M)x é Bx-submódulo de Mx,x.

Agora daremos uma breve descrição da unidade e a counidade da adjunção. Para
M ∈ A#CM, εM : F2G2(M) → M é um morfismo em A#CM dado por:

εMx,y : Ax,y ⊗By M
Cy,y
y,y → Mx,y

εMx,y(a⊗By m) = a ·m
Para N ∈ BDk(X), ηN : N → G2F2(N) é um morfismo em BDk(X) definido por:

ηNx : Nx → (Ax,x ⊗Bx Nx)
Cx,x , ηNx (n) = 1x ⊗Bx n.

Proposição 4.2.19 ([8]). Considere os dados da proposição anterior e o morfismo ϕ
dado em (4.28). Se as seguintes condições valem:

1) A é uma extensão C-Galois dual (à esquerda) de B = AC;

2) Ax,y é projetivo finitamente gerado como um Bx-módulo à direita, para todo x, y ∈
X;

3) Ax,x é Bx-módulo à direita fielmente plano para todo x ∈ X,

então (F2, G2) é uma equivalência adjunta.

Demonstração. A demonstração deste resultado utiliza em grande parte, dados do Teo-
rema 5.4 de [8], então daremos aqui apenas uma ideia geral da prova.

O funtor F2 é uma composição de funtores R◦F1 onde F1 : BDk(X) → EndB(A)M
é definido nos objetos por: Dado N ∈ BDk(X), então F1(N)x,y = Ax,y ⊗By Ny, será um
EndB(A)M-módulo à esquerda por:

f · (a⊗ n) = f(a)⊗Bx n

para f ∈ HomBx(Az,x, Ay,x), a ∈ Az,x e n ∈ Nx.
O funtor R : EndB(A)M → A#CM é o funtor restrição de escalares via ϕ, ou seja,

se M ∈ EndB(A)M, então R(M) = M que se torna A#C-módulo à esquerda com:

(a#c) ·m = ϕxy,z(a⊗ c) ·m
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para a ∈ Ay,z, c ∈ Cz,x e m ∈ Mz,x.
A condição 1) nos diz que ϕ é um isomorfismo de clusters, e com isso o funtor R

é isomorfismo de categorias.
As condições 2) e 3) nos fornecem através do Teorema 5.4 de [8], que a counidade

e a unidade da adjunção (F1, G1), são isomorfismos, onde G1 = G2 ◦R.
Portanto, (F2, G2) é uma equivalência adjunta.

Esta proposição parece generalizar a implicação (I) ⇒ (II) da equivalência citada
na Observação 1.2.13, basta para isso pensar C como H∗.

Observe que a definição de extensão C-Galois dual foi inspirada pelo isomorfismo
que aparece em (I) a).

4.2.2 Uma breve apresentação das definições à direita

Nesta seção apresentaremos as versões à direita de algumas das definições dadas
na seção anterior e que levam à versão do produto smash à direita, por isso a princi-
pal referência é também [8]. Será uma seção breve, visto que tanto definições como os
resultados, são análogos aos da seção anterior. Porém, veremos que estas versões são
fundamentais no principal resultado do capítulo 5, por isso merecem uma seção à parte.

Começamos apresentando a versão à direita da definição de uma C-módulo cate-
goria:

Definição 4.2.20. Seja C uma A(V)-categoria dual. Uma C-módulo categoria à di-
reita é uma V-categoria A tal que:

i) (Ax,y, ψx,y) é um Cx,y-módulo à direita em V, para todo x, y ∈ X;

ii) Os seguintes diagramas são comutativos, para todo x, y, z ∈ X:

Ax,y ⊗ Ay,z ⊗ Cx,z
mx,y,z⊗Cx,z ��

Ax,y⊗Ay,z⊗Δx,y,z

��

Ax,z ⊗ Cx,z
ψx,z �� Ax,z

Ax,y⊗Ay,z⊗Cx,y⊗Cy,zAx,y⊗σAy,z,Cx,y⊗Cy,z

�� Ax,y⊗Cx,y⊗Ay,z⊗Cy,z ψx,y⊗ψy,z

�� Ax,y⊗Ay,z

mx,y,z

��

(4.29)

I ⊗ Cy,y
ηy⊗Cy,y ��

∼

��

Ay,y ⊗ Cy,y

ψy,y

��
Cy,y εy

�� I ηy
�� Ay,y

(4.30)

Esta noção de ‘ação’ nos fornece outra versão do produto smash cluster:
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Definição 4.2.21. Sejam C uma A(V)-categoria dual e A uma C-módulo categoria à
direita. O produto smash cluster de C e A, denotado C#A é para cada x ∈ X um
objeto (C#A)x em V(X) dado por:

(C#A)xy,z = Cx,y ⊗ Ay,z

juntamente com uma família de morfismos em V, para cada x ∈ X:

mx
y,z,u : (C#A)xy,z ⊗ (C#A)xz,u −→ (C#A)xy,u

definida pela seguinte composição de morfismos:

mx
y,z,u = (Cx,y ⊗my,z,u) ◦ (mx,y ⊗ ψy,z ⊗ Az,u) ◦ (4.31)

(Cx,y ⊗ σAy,z ,Cx,y ⊗ Cy,z ⊗ Az,u) ◦ (Cx,y ⊗ Ay,z ⊗Δx,y,z ⊗ Az,u).

A verificação de que C#A é cluster é análoga à que foi feita em 4.2.12 e envolve
mostrar que a multiplicação (4.31) é associativa e que a unidade para cada x ∈ X é dada
pela família ηxy = ηx,y ⊗ ηy.

A partir daqui considerando V = Mk, podemos definir uma álgebra diagonal de
maneira análoga à Definição 4.2.13, usando agora a versão de módulo categoria à direita.

Definição 4.2.22 ([8]). Sejam C uma categoria semi-Hopf k-linear dual e A uma C-
módulo categoria à direita. Então definimos a álgebra diagonal B = AC como sendo
uma família de k-módulos indexados por X, B = (Bx)x∈X , onde cada Bx é dado por:

Bx = {a ∈ Ax,x | a · c = 〈εx, c〉 a, ∀ c ∈ Cx,x}. (4.32)

Sendo B uma álgebra em Dk(X) (verificado de forma análoga à 4.2.14) podemos
ver B como uma categoria k-linear diagonal e então a Mk-categoria A é um B-módulo
à esquerda com ação dada pela própria multiplicação de A. Com isso, o endocluster
à esquerda BEnd(A) definido no Exemplo 4.2.8, pode ser considerado com B sendo a
álgebra diagonal definida acima e podemos definir o seguinte morfismo:

Definição 4.2.23 ([8]). Sejam C uma categoria semi-Hopf k-linear dual, A uma C-
módulo categoria à direita e B = AC a álgebra diagonal. Então temos um morfismo
canônico de clusters

ϕ : C#A −→ BEnd(A)

dado pelas fórmulas

ϕxy,z : Cx,y ⊗ Ay,z −→ BxHom(Ax,y, Ax,z) (4.33)
ϕxy,z(c⊗ a)(a′) = (a′ · c) a.

De forma análoga ao que foi feito na Proposição 4.2.16, mostra-se que ϕ dado
acima é de fato morfismo de clusters.

Por fim, concluímos esta seção com a seguinte definição:

Definição 4.2.24 ([8]). Se ϕ definido por (4.33) é um isomorfismo de clusters. Então
dizemos que A é uma extensão C-Galois dual (à direita) de B = AC.
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Capítulo 5

UM TEOREMA DE DUALIDADE
PARA CATEGORIAS DE HOPF

Neste capítulo temos como objetivo responder a seguinte pergunta: É possível
enunciar um teorema, análogo ao teorema de dualidade para álgebras de Hopf, nesse
contexto de categorias de Hopf?

Vimos em 1.2.9, que se H é uma k-álgebra de Hopf de dimensão finita e A é uma
H-módulo álgebra, então a álgebra A#H é H∗-módulo álgebra e existe um isomorfismo
entre as álgebras (A#H)#H∗ e EndA(A#H). Este resultado é conhecido como teorema
de dualidade de Blattner-Montgomery. Neste capítulo começamos pensando em quais
elementos são necessários para criar um resultado análogo neste contexto. Para termos
definido o produto smash A#H conforme 4.1.37, tomamos H uma C(V)-categoria e A
uma álgebra em D(X) tal que α = (αx,y)x,y∈X é uma ação diagonal à esquerda de H em
A. Devemos então nos perguntar se existe uma ‘ação’ de H∗ em A#H à esquerda. Mas
que ação seria essa e o que seria H∗ neste contexto? É o que precisamos elucidar antes
de qualquer coisa.

Primeiramente H∗ remete a noção de dual, neste contexto de categoria de Hopf
temos uma noção dual através da Definição 3.1.37 de categoria de Hopf dual. Tomando
V = Mf

k a categoria dos k-módulos projetivos finitamente gerados, com k um anel co-
mutativo, existe uma correspondência entre V-categorias de Hopf e V-categorias de Hopf
duais bem estabelecida, conforme Teorema 3.2.3. Assim, fixamos V = Mf

k , e sendo H
uma C(V)-categoria, parece ser um bom palpite a princípio, supor que H∗ seja dado por
H
 conforme notação 3.2.4, que é a A(V)-categoria dual correspondente por 3.2.3.

Agora, vimos que A#H é uma V-categoria por 4.1.38, e temos que H
 é uma
A(V)-categoria dual, então parece ser um bom palpite também pensar que a ação de H


em A#H seja a dada pela Definição 4.2.9, ou seja, precisamos mostrar que A#H é uma
H
-módulo categoria à esquerda.

Tendo isso em mente e lembrando que já mostramos que o produto smash A#H
é uma H-comódulo categoria à direita na Proposição 4.1.48, parece ser bastante inte-
ressante procurar relacionar H-comódulo categorias à direita com H∗-módulo categorias
à esquerda, o que generalizaria o resultado 1.1.19. Assim, dividimos este capítulo em
duas seções, na primeira vamos verificar se existe uma relação mais geral entre módulos
e comódulos, enquanto que na segunda seção, voltaremos ao nosso raciocínio referente ao
teorema de dualidade.
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5.1 MÓDULOS E COMÓDULOS
Inspirados pela busca de um teorema de dualidade para categorias de Hopf, con-

forme descrevemos acima, nesta seção vamos procurar relacionar uma H-comódulo ca-
tegoria à direita (Definição 4.1.44) à uma C-módulo categoria à esquerda (ou à direita)
(Definição 4.2.9 ou 4.2.20), ao menos no caso especial em que C é a A(V)-categoria dual
H
, ou algo parecido.

Começamos esta seção explicando nosso raciocínio de maneira informal. Consi-
dere L uma H-comódulo categoria à direita, então temos uma família de morfismos:

ρx,y : Lx,y −→ Lx,y ⊗Hx,y

e denotamos: ρx,y(a) = a[0] ⊗ a[1] para a ∈ Lx,y.
Para termos uma C-módulo categoria à esquerda, onde C a princípio é H
, pre-

cisamos definir: ψx,y : Cx,y ⊗ Lx,y → Lx,y. Do que temos para o caso usual (Proposição
1.1.19), o mais natural é definir ψ(f ⊗ a) = 〈f, a[1]〉a[0], que para fazer sentido, a ∈ Lx,y e
f ∈ H∗

x,y = Cy,x = Cop
x,y. Assim a forma correta para o ψ é: ψx,y : H∗

x,y ⊗ Lx,y → Lx,y, o
que sugere uma troca nos índices em quem faz o papel de ‘escalares’, pois H∗

x,y = Cy,x e
não Cx,y como pensado inicialmente. Voltaremos a comentar este detalhe a seguir.

Definida a forma de ψ, precisamos mostrar que Lx,y é H∗
x,y-módulo à esquerda

para todo x, y ∈ X, porém já na demonstração do primeiro diagrama da definição vemos
que isso não é possível. A convolução oposta como multiplicação na correspondência de H
para H∗ parece ser a responsável por este problema. Dessa forma, o que parece funcionar,
e é o que vamos demonstrar a seguir, é relacionar H-comódulo categorias à direita com
H∗-módulo categorias à direita (Definição 4.2.20).

Voltando à forma com que ψx,y teve que ser definida, a troca nos índices dos
escalares sugere o uso de H∗ como o oposto do correspondente dual de H, ou seja, H
op;
que mostramos em 3.2.5 que também é uma A(V)-categoria dual. Usar os escalares desta
forma se torna imprescindível ao demonstrar que o diagrama (4.29) comuta. Poderíamos
nos perguntar se usar H∗ sendo Hop
 faria alguma diferença no resultado, porém vimos
na Proposição 3.2.7 que Hop
 = H
op.

A seguir vamos mostrar a relação existente entre comódulo categoria e módulo
categoria com detalhes, juntando todas as informações expostas acima e que tornam isso
possível.

Proposição 5.1.1. Sejam V = Mk, H uma C(V)-categoria com Hx,y um k-módulo pro-
jetivo finitamente gerado para cada x, y ∈ X, e L uma H-comódulo categoria à direita.
Então L é uma H
op-módulo categoria à direita.

Demonstração. Seja L uma H-comódulo categoria à direita, temos uma família de mor-
fismos:

ρx,y : Lx,y −→ Lx,y ⊗Hx,y

e denotamos: ρx,y(a) = a[0] ⊗ a[1] para a ∈ Lx,y.
Vejamos que L é H
op-módulo categoria à direita com ψx,y : Lx,y ⊗H∗

x,y −→ Lx,y
definido por:

ψx,y(a⊗ h∗) = a · h∗ = 〈h∗, a[1]〉a[0].
Note que, H
op é uma A(V)-categoria dual conforme visto em 3.2.5, e iremos usar aqui
as notações e morfismos já estabelecidos.
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Começamos mostrando que Lx,y é H∗
x,y-módulo à direita para todo x, y ∈ X.

Sejam a ∈ Lx,y, g∗, h∗ ∈ H∗
x,y então temos:

[ψx,y ◦ (ψx,y ⊗H∗
x,y)](a⊗ g∗ ⊗ h∗) = (a · g∗) · h∗

= (〈g∗, a[1]〉a[0]) · h∗

= 〈g∗, a[1]〉〈h∗, a[0][1]〉a[0][0] por (4.16)

= 〈g∗, a[1]2〉〈h∗, a[1]1〉a[0]
= 〈ι(g∗ ⊗ h∗), a[1]1 ⊗ a[1]2〉a[0]
= 〈ι(g∗ ⊗ h∗),Δx,y(a[1])〉a[0]
= 〈(Δ∗

x,y ◦ ι)(g∗ ⊗ h∗), a[1]〉a[0] por 3.2.5
= 〈g∗h∗, a[1]〉a[0]
= a · (g∗h∗)

= [ψx,y ◦ (Lx,y ⊗mH�op

x,y )](a⊗ g∗ ⊗ h∗)

e ainda, usando que a unidade em H∗
x,y é εx,y (pelo Lema 3.2.5) e usando (4.17), obtemos

ψx,y ◦ (Lx,y ⊗ ηx,y)(a⊗ 1k) = a · 1∗x,y = a · εx,y = 〈εx,y, a[1]〉a[0] = a.

Logo, temos que Lx,y é H∗
x,y-módulo à direita para todo x, y ∈ X.

Vamos verificar que o diagrama seguinte, que é o diagrama (4.29) para esse caso,
comuta:

Lx,y ⊗ Ly,z ⊗H∗
x,z

mx,y,z⊗H∗
x,z ��

Lx,y⊗Ly,z⊗ΔH�op

x,y,z

��

Lx,z ⊗H∗
x,z

ψx,z �� Lx,z

Lx,y⊗Ly,z⊗H∗
x,y⊗H∗

y,z Lx,y⊗σLy,z,H
∗
x,y

⊗H∗
y,z

�� Lx,y⊗H∗
x,y⊗Ly,z⊗H∗

y,z ψx,y⊗ψy,z

�� Lx,y⊗Ly,z

mx,y,z

��

De fato, sejam a ∈ Lx,y, b ∈ Ly,z, g∗ ∈ H∗
x,z então temos:

[ψx,z ◦ (mx,y,z ⊗H∗
x,z)](a⊗ b⊗ g∗) =

= (ab) · g∗
= 〈g∗, (ab)[1]〉(ab)[0] por (4.19)
= 〈g∗, a[1]b[1]〉a[0]b[0]
= 〈g∗,mx,y,z(a[1] ⊗ b[1])〉a[0]b[0]
= 〈m∗

x,y,z(g
∗), a[1] ⊗ b[1]〉a[0]b[0] por 3.2.5

= 〈(ι ◦ΔH�

z,y,x)(g
∗), a[1] ⊗ b[1]〉a[0]b[0]

= 〈ι (g∗(1,z,y) ⊗ g∗(2,y,x))︸ ︷︷ ︸
∈H∗

y,z⊗H∗
x,y

, a[1] ⊗ b[1]〉a[0]b[0]

= 〈g∗(1,z,y), b[1]〉〈g∗(2,y,x), a[1]〉a[0]b[0]
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= 〈g∗(2,y,x), a[1]〉a[0]〈g∗(1,z,y), b[1]〉b[0]
= (a · g∗(2,y,x))(b · g∗(1,z,y))
= [mx,y,z ◦ (ψx,y ⊗ ψy,z)](a⊗ g∗(2,y,x) ⊗ b⊗ g∗(1,z,y))

= [mx,y,z ◦ (ψx,y ⊗ ψy,z) ◦ (Lx,y ⊗ σLy,z ,H∗
x,y

⊗H∗
y,z)](a⊗ b⊗ g∗(2,y,x) ⊗ g∗(1,z,y))

= [mx,y,z ◦ (ψx,y ⊗ ψy,z) ◦ (Lx,y ⊗ σLy,z ,H∗
x,y

⊗H∗
y,z)](a⊗ b⊗ (σH∗

y,z ,H
∗
x,y

◦ΔH�

z,y,x)(g
∗))

= [mx,y,z ◦ (ψx,y ⊗ ψy,z) ◦ (Lx,y ⊗ σLy,z ,H∗
x,y

⊗H∗
y,z) ◦ (Lx,y ⊗ Ly,z ⊗ΔH�op

x,y,z )](a⊗ b⊗ g∗).

Veremos agora que o diagrama (4.30) comuta, seja g∗ ∈ H∗
y,y

[ψy,y ◦ (ηy ⊗H∗
y,y)](1k ⊗ g∗) = 1Ay,y · g∗ = 〈g∗, 1[1]〉1[0] por (4.20)

= 〈g∗, 1Hy,y〉1Ly,y por 3.2.5
= 〈εH�op

y , g∗〉1Ly,y

= ηLy (1k)〈εH
�op

y , g∗〉
= ηLy (〈εH

�op

y , g∗〉).

Portanto, concluímos que L é uma H
op-módulo categoria à direita.

No resultado acima obtemos uma forma de ir de uma comódulo categoria à direita
para uma módulo categoria à direita; isso nos leva a pensar se vale a volta, ou seja, se
podemos levar uma módulo categoria à direita para uma comódulo categoria à direita,
afinal no resultado existente para k-álgebras de Hopf de dimensão finita (Proposição
1.1.19), apesar de trocar direita para esquerda, ocorre um se e somente se.

Veremos a seguir, baseado no que já foi deduzido na Proposição 5.1.1 e no que
existe para o caso usual (Proposição 1.1.19), que dada uma C-módulo categoria à direita
com C uma A(V)-categoria dual, então obteremos uma C
op-comódulo categoria à direita,
onde C
op é a C(V)-categoria dada no Lema 3.2.6. Lembre-se que podemos usar C
op ou
Cop
 já que a Proposição 3.2.7 nos diz que são as mesmas C(V)-categorias.

Proposição 5.1.2. Sejam V = Mk, C uma A(V)-categoria dual com Cx,y um k-módulo
projetivo finitamente gerado para cada x, y ∈ X, e L uma C-módulo categoria à direita.
Então L é uma C
op-comódulo categoria à direita.

Demonstração. Seja L uma C-módulo categoria à direita, então L é uma V-categoria e
existe para cada x, y ∈ X,

ψx,y : Lx,y ⊗ Cx,y −→ Lx,y

com ψx,y(a⊗ c) = a · c para a ∈ Lx,y e c ∈ Cx,y.
Como cada Cx,y é um k-módulo projetivo finitamente gerado, existe uma base

dual finita de Cx,y:
{(cx,yi , φx,yi ) ∈ Cx,y × C∗

x,y}
para cada x, y ∈ X.

Vejamos que L é C
op-comódulo categoria à direita com

ρx,y : Lx,y −→ Lx,y ⊗ C∗
x,y
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definido por:

ρx,y(a) =
∑
i

a · cx,yi ⊗ φx,yi .

Comecemos por mostrar que L é C
op-comódulo à direita com ρ como definido
acima. Seja a ∈ Lx,y, temos:

[(Lx,y ⊗ΔC�op

x,y ) ◦ ρx,y](a) = (Lx,y ⊗ΔC�op

x,y )

(∑
i

a · cx,yi ⊗ φx,yi

)
=

∑
i

a · cx,yi ⊗ΔC�op

x,y (φx,yi )︸ ︷︷ ︸
3.2.6

=
∑
i

a · cx,yi ⊗ (ϕ2 ◦m∗
x,y)(φ

x,y
i )

=
∑
i

a · cx,yi ⊗
(∑

j,k

〈m∗
x,y(φ

x,y
i ), cx,yj ⊗ cx,yk 〉φx,yk ⊗ φx,yj

)

=
∑
i

a · cx,yi ⊗
(∑

j,k

〈φx,yi , cx,yj cx,yk 〉φx,yk ⊗ φx,yj

)
=

∑
i,j,k

a · (〈φx,yi , cx,yj cx,yk 〉cx,yi )⊗ φx,yk ⊗ φx,yj

=
∑
j,k

a ·
(∑

i

〈φx,yi , cx,yj cx,yk 〉cx,yi
)

︸ ︷︷ ︸
(3.17)

⊗ φx,yk ⊗ φx,yj

=
∑
j,k

a · (cx,yj cx,yk )︸ ︷︷ ︸
4.2.20

⊗ φx,yk ⊗ φx,yj

=
∑
j,k

(a · cx,yj ) · cx,yk ⊗ φx,yk ⊗ φx,yj

=
∑
j

(∑
k

(a · cx,yj ) · cx,yk ⊗ φx,yk

)
⊗ φx,yj

=
∑
j

ρx,y(a · cx,yj )⊗ φx,yj

= (ρx,y ⊗ C∗
x,y)

(∑
j

a · cx,yj ⊗ φx,yj

)
= [(ρx,y ⊗ C∗

x,y) ◦ ρx,y](a)

e ainda,

[(Lx,y ⊗ εH
�op

x,y ) ◦ ρx,y](a) = (Lx,y ⊗ εH
�op

x,y )

(∑
i

a · cx,yi ⊗ φx,yi

)
=

∑
i

a · cx,yi ⊗ 〈εH�op

x,y , φx,yi 〉︸ ︷︷ ︸
3.2.6
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=
∑
i

a · cx,yi ⊗ 〈φx,yi , 1Cx,y〉

= a ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑
i

〈φx,yi , 1Cx,y〉cx,yi︸ ︷︷ ︸
(3.17)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠⊗ 1k

= a · 1Cx,y︸ ︷︷ ︸
4.2.20

⊗1k

= a⊗ 1k 	 a

Logo, os diagramas (4.16) e (4.17) comutam e L é C
op-comódulo à direita. Ve-
jamos agora que a propriedade (4.19) é satisfeita. Sejam a ∈ Lx,y, b ∈ Ly,z, por um lado
temos:

(ρx,z ◦mL
x,y,z)(a⊗ b) = ρx,z(ab) =

∑
i

(ab) · cx,zi ⊗ φx,zi (5.1)

enquanto que, por outro lado, temos:

(mL
x,y,z ⊗mC�op

x,y,z ) ◦ (Lx,y ⊗ σC∗
x,y ,Ly,z ⊗ C∗

y,z) ◦ (ρx,y ⊗ ρy,z)(a⊗ b) =

= (mL
x,y,z⊗mC�op

x,y,z )◦(Lx,y⊗σC∗
x,y ,Ly,z⊗C∗

y,z)

((∑
i

a · cx,yi ⊗ φx,yi

)
⊗
(∑

j

b · cy,zj ⊗ φy,zj

))

= (mL
x,y,z ⊗mC�op

x,y,z )

(∑
i,j

a · cx,yi ⊗ b · cy,zj ⊗ φx,yi ⊗ φy,zj

)
=

∑
i,j

(a · cx,yi )(b · cy,zj )⊗mC�op

x,y,z (φ
x,y
i ⊗ φy,zj )︸ ︷︷ ︸

3.2.6

=
∑
i,j

(a · cx,yi )(b · cy,zj )⊗ [Δ∗
x,y,z ◦ ι ◦ σC∗

x,y ,C
∗
y,z
](φx,yi ⊗ φy,zj )

=
∑
i,j

(a · cx,yi )(b · cy,zj )⊗ [Δ∗
x,y,z ◦ ι](φy,zj ⊗ φx,yi ). (5.2)

Queremos mostrar que (5.1) é igual a (5.2), porém apesar de ambos os lados
serem elementos em Lx,z ⊗ C∗

x,z, ainda não é possível determinar a igualdade. Desse
modo, consideraremos o seguinte resultado, já conhecido:

Dados V um k-módulo e M um k-módulo projetivo finitamente gerado, então a
aplicação:

ψ : V ⊗M∗ −→ Homk(M,V )

ψ (v ⊗ f)(m) = v〈f,m〉 ∀ f ∈ M∗, v ∈ V,m ∈ M

é um isomorfismo.
Como para cada x, z ∈ X, Lx,z é um k-módulo e Cx,z é um k-módulo projetivo

finitamente gerado, vamos usar o resultado citado acima para avaliar a imagem de ψ por
(5.1) e (5.2). Seja c ∈ Cx,z, então obtemos em (5.1):
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ψ

(∑
i

(ab) · cx,zi ⊗ φx,zi

)
(c) =

∑
i

((ab) · cx,zi ) 〈φx,zi , c〉

= (ab) ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑
i

cx,zi 〈φx,zi , c〉︸ ︷︷ ︸
(3.17)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
= (ab) · c︸ ︷︷ ︸

(4.29)

= (a · c(1,x,y))(b · c(2,y,z)). (5.3)

Agora avaliando ψ em (5.2), para c ∈ Cx,z obtemos:

ψ

(∑
i,j

(a · cx,yi )(b · cy,zj )⊗ [Δ∗
x,y,z ◦ ι](φy,zj ⊗ φx,yi )

)
(c)

=
∑
i,j

(a · cx,yi )(b · cy,zj )〈[Δ∗
x,y,z ◦ ι](φy,zj ⊗ φx,yi ), c〉

=
∑
i,j

(a · cx,yi )(b · cy,zj )〈ι(φy,zj ⊗ φx,yi ),Δx,y,z(c)〉

=
∑
i,j

(a · cx,yi )(b · cy,zj )〈φx,yi , c(1,x,y)〉〈φy,zj , c(2,y,z)〉

= (a ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑
i

cx,yi 〈φx,yi , c(1,x,y)〉︸ ︷︷ ︸
(3.17)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠)(b ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑
j

cy,zj 〈φy,zj , c(2,y,z)〉︸ ︷︷ ︸
(3.17)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠)

= (a · c(1,x,y))(b · c(2,y,z)). (5.4)

Logo, (5.3) e (5.4) são iguais para todo c ∈ Cx,z, ou seja, a imagem de ψ por (5.1)
e (5.2) são iguais. Como ψ é um isomorfismo, concluímos que o diagrama (4.19) comuta.

Por fim, vejamos que o diagrama (4.20) comuta:

(ρx,x ◦ ηLx )(1k) = ρx,x(1Lx,x) =
∑
i

1Lx,x · cx,xi︸ ︷︷ ︸
(4.30)

⊗ φx,xi

=
∑
i

〈εx, cx,xi 〉1Lx,x ⊗ φx,xi

= 1Lx,x ⊗

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑
i

〈εx, cx,xi 〉φx,xi︸ ︷︷ ︸
(3.17)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠



170

= 1Lx,x ⊗ εx︸︷︷︸
3.2.6

= 1Lx,x ⊗ ηC
�

x (1k)

= (ηLx ⊗ ηC
�op

x )(1k ⊗ 1k).

Portanto, L é uma C
op-comódulo categoria à direita.

Podemos juntar os dois resultados anteriores no seguinte corolário:

Corolário 5.1.3. Sejam V = Mk, H uma C(V)-categoria com cada Hx,y um k-módulo
projetivo finitamente gerado, e (L, ρ) uma H-comódulo categoria à direita. Então (L, ρ̂)
é H
op
op-comódulo categoria à direita, onde ρ̂x,y = (Lx,y ⊗ ζx,y) ◦ ρx,y e ζ : H → H
op
op

é o C(V)-funtor dado por 3.2.8.

Demonstração. Seja L uma H-comódulo categoria à direita com a família de morfismos:

ρx,y : Lx,y −→ Lx,y ⊗Hx,y

a �−→ a[0] ⊗ a[1].

Então L é uma H
op-módulo categoria à direita pela Proposição 5.1.1, com:

ψx,y : Lx,y ⊗H∗
x,y −→ Lx,y

a⊗ h∗ �−→ a · h∗ = 〈h∗, a[1]〉a[0].

Mas, L é também C
op-comódulo categoria à direita pela Proposição 5.1.2, onde
C = H
op, com a família de morfismos:

ρ̂x,y : Lx,y −→ Lx,y ⊗H∗∗
x,y

a �−→
∑
i

a · cx,yi ⊗ φx,yi

onde {(cx,yi , φx,yi ) ∈ Cx,y × C∗
x,y} é uma base dual finita de Cx,y = H∗

x,y.
Vejamos que ρ̂x,y = (Lx,y ⊗ ζx,y) ◦ ρx,y, para todo a ∈ Lx,y temos:

ρ̂x,y(a) =
∑
i

a · cx,yi ⊗ φx,yi

=
∑
i

〈cx,yi , a[1]〉a[0] ⊗ φx,yi

= a[0] ⊗
∑
i

〈cx,yi , a[1]〉︸ ︷︷ ︸
3.2.8

φx,yi

= a[0] ⊗
∑
i

〈ζx,y(a[1]), cx,yi 〉 φx,yi︸ ︷︷ ︸
(3.17)

= a[0] ⊗ ζx,y(a[1])

= (Lx,y ⊗ ζx,y)ρx,y(a).

Ou seja, se L é H-comódulo categoria à direita pela família de morfismos ρ, então
L é também H
op
op-comódulo categoria pela família ρ̂.
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O corolário acima faz parte, na verdade, de um resultado mais geral:

Proposição 5.1.4. Sejam H e G duas C(V)-categorias com classe subjacente X e f :
H → G um C(V)-funtor. Então existe um funtor F : V(X)H → V(X)G.

Demonstração. Lembre-se de 4.1.46 que V(X)H é a categoria dos H-comódulo categorias
à direita. Suponha que (L, ρ) seja uma H-comódulo categoria à direita, vamos mostrar
que (L, ρ̂) é uma G-comódulo categoria à direita com ρ̂ definido pela família de morfismos
ρ̂x,y : Lx,y → Lx,y ⊗ Gx,y, com ρ̂x,y = (Lx,y ⊗ fx,y) ◦ ρx,y. Observe a seguir que todos os
diagramas da definição de comódulo categoria comutam para esse caso:

Lx,y
ρ̂x,y ��

ρ̂x,y

��

ρx,y

&&
ρx,y

��

� por
definição

Lx,y ⊗Gx,y

Lx,y⊗ΔG
x,y

��

� por (4.16)

Lx,y ⊗Hx,y

Lx,y⊗fx,y

��

Lx,y⊗ΔH
x,y

��� por
definição Lx,y ⊗Hx,y

Lx,y⊗fx,y

NN

ρx,y⊗Hx,y ��

=

Lx,y ⊗Hx,y ⊗Hx,y

Lx,y⊗fx,y⊗fx,y

BB

� por 3.1.20

Lx,y ⊗Hx,y ⊗Gx,y

Lx,y⊗fx,y⊗Gx,y

))
Lx,y ⊗Gx,y ρ̂x,y⊗Gx,y

��

ρx,y⊗Gx,y

::

� por
definição

Lx,y ⊗Gx,y ⊗Gx,y
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Lx,y
ρ̂x,y ��

∼

��

ρx,y

��

� por
definição

Lx,y ⊗Gx,y

Lx,y⊗εGx,y

��

Lx,y ⊗Hx,y

Lx,y⊗fx,y

��

Lx,y⊗εHx,y

++

� por
(4.17)

� por
3.1.20

Lx,y ⊗ I

Logo (L, ρ̂) é G-comódulo à direita.
Vejamos agora que o diagrama (4.20) comuta para (L, ρ̂):

I
ηLx ��

∼

��

Lx,x
ρ̂x,x ��

ρx,x

��

� por
definição

Lx,x ⊗Gx,x

� por
(4.20)

Lx,x ⊗Hx,x

Lx,x⊗fx,x

::

� por 3.1.20

I ⊗ I

ηLx⊗ηGx

��

ηLx⊗ηHx

OO

Por fim, vejamos que o diagrama (4.19) comuta para (L, ρ̂):
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L
x
,y
⊗

L
y
,z

m
L x
,y

,z
��

ρ̂
x
,y
⊗ρ̂

y
,z

��

ρ
x
,y
⊗ρ

y
,z

++

L
x
,z

ρ̂
x
,z

��

ρ
x
,z

���
po

r
de

fin
iç

ão

L
x
,z
⊗

G
x
,z

�
po

r
(4

.2
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Logo, L é G-comódulo categoria à direita.
Agora, sejam (L, ρL) e (M, ρM) duas H-comódulo categorias à direita e g : L → M

um morfismo de H-comódulo categorias à direita, vejamos que g : (L, ρ̂L) → (M, ρ̂M) é
um morfismo de G-comódulo categorias à direita. Note que como o funtor muda apenas
a coação relativa ao comódulo, só precisamos verificar que o diagrama (4.18) comuta.
Vejamos por meio do diagrama a seguir:

Lx,y
gx,y ��

ρ̂Lx,y

��

ρLx,y

PP

� por
(4.18)

Mx,y

ρ̂Mx,y

��

ρMx,y

��� por
definição Lx,y ⊗Hx,y

Lx,y⊗fx,y

QQ

gx,y⊗Hx,y �� Mx,y ⊗Hx,y

Mx,y⊗fx,y

��

� por
definição

Lx,y ⊗Gx,y gx,y⊗Gx,y

��

=

Mx,y ⊗Gx,y

Portanto, existe um funtor F : V(X)H −→ V(X)G.

No caso particular em que G = H
op
op e o C(V)-funtor é ζ dado em 3.2.8, temos
a nível de objetos o que foi apresentado no Corolário 5.1.3, que é então parte do funtor
dado no resultado acima. Além disso, como ζ nos dá um isomorfismo de C(V)-categorias,
podemos afirmar algo a mais sobre o funtor obtido, vejamos a seguir:

Corolário 5.1.5. Sejam V = Mk e H uma C(V)-categoria com cada Hx,y um k-módulo
projetivo finitamente gerado. Então as categorias Mk(X)H e Mk(X)H

�op�op são equiva-
lentes.

Demonstração. Considerando o C(V)-funtor ζ : H → H
op
op dado em 3.2.8, pode-
mos usar a Proposição 5.1.4 que garante a existência de um funtor F : Mk(X)H −→
Mk(X)H

�op�op .
Além disso, H e H
op
op são C(V)-categorias isomorfas por ζ, isso implica na

existência de um C(V)-funtor inverso ζ−1 : H
op
op −→ H, conforme observação feita após
a Definição 3.1.22. Assim a Proposição 5.1.4 pode ser novamente utilizada para obter um
funtor G : Mk(X)H

�op�op −→ Mk(X)H.
Por fim, é fácil ver que FG = 1Mk(X)H�op�op e GF = 1Mk(X)H .

O corolário acima nos mostra que as construções dadas nas proposições 5.1.1 e
5.1.2 são na verdade inversas. Assim como no caso usual (Proposição 1.1.19), podemos
enunciar os resultados 5.1.1 e 5.1.2 em um único resultado usando um se, e somente se:

Proposição 5.1.6. Sejam V = Mk e H uma C(V)-categoria com Hx,y um k-módulo
projetivo finitamente gerado para cada x, y ∈ X. Então L é uma H-comódulo categoria à
direita se, e somente se, L é uma H
op-módulo categoria à direita.
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Demonstração. (⇒) é a Proposição 5.1.1;
(⇐) usa-se a Proposição 5.1.2 juntamente com o Corolário 5.1.5. De fato, se L é

H
op-módulo categoria à direita com ψx,y : Lx,y⊗H∗
x,y → Lx,y dado por ψx,y(a⊗ c) = a · c,

então vimos em 5.1.2 que L é H
op
op-comódulo à direita com ρ̂x,y(a) =
∑

i a · cx,yi ⊗ φx,yi ,
onde {(cx,yi , φx,yi ) ∈ H∗

x,y×H∗∗
x,y} é uma base dual finita de H∗

x,y. Pelo Corolário 5.1.5 então
L é H-comódulo categoria à direita com ρx,y = (Lx,y ⊗ ζ−1

x,y) ◦ ρ̂x,y.

5.2 TEOREMA DE DUALIDADE
Nesta seção apresentamos o teorema de dualidade para categorias de Hopf. Utili-

zamos como base o teorema de dualidade para álgebras de Hopf, já existente na literatura
e apresentado no Teorema 1.2.9, e obtivemos um raciocínio análogo com os elementos
desenvolvidos neste trabalho no contexto de categorias de Hopf.

Voltemos ao raciocínio feito no início deste capítulo, dados H uma C(V)-categoria
e A uma álgebra em D(X) tal que α = (αx,y)x,y∈X é uma ação diagonal à esquerda de
H em A, temos o produto smash A#H conforme Definição 4.1.37. Sabemos que A#H
é uma H-comódulo categoria à direita com ρx,y = Ax ⊗ Δx,y pela Proposição 4.1.48.
Pela Proposição 5.1.1, considerando V = Mk e pedindo ainda que cada Hx,y seja um k-
módulo projetivo finitamente gerado, podemos afirmar que A#H é também H
op-módulo
categoria à direita com ψx,y : Ax ⊗Hx,y ⊗H∗

x,y → Ax ⊗Hx,y definido por:

ψx,y(a#h⊗ h∗) = 〈h∗, h2〉a#h1 = a#〈h∗, h2〉h1.

Note que esta ‘ação’ é análoga àquela usada no teorema de dualidade para álgebras
de Hopf de dimensão finita (1.6), com a diferença de ser uma ação à direita ao invés de à
esquerda. O que obtemos com isso?

Tendo uma V-categoria A#H que é uma H
op-módulo categoria à direita, então
obtemos um produto smash cluster: H
op#(A#H) conforme Definição 4.2.21. Esse pro-
duto smash é de fato um cluster (demonstração análoga à dada em 4.2.12), e além disso,
definimos a álgebra diagonal B = (A#H)H

�op

em 4.2.22, onde para cada x ∈ X temos:

Bx = {a#h ∈ Ax#Hx,x | (a#h) · h∗ = 〈εH�op

x , h∗〉(a#h), ∀ h∗ ∈ H∗
x,x},

mas usando a ação ψx,x que obtivemos acima e a counidade de H
op dada em 3.2.5,
podemos escrever Bx como:

Bx = {a#h ∈ Ax#Hx,x | a#〈h∗, h2〉h1 = a#〈h∗, 1x,x〉h, ∀ h∗ ∈ H∗
x,x}.

Note que todo elemento da forma a#1x,x com a ∈ Ax pertence à Bx, já que ηHx é
morfismo de coálgebras.

Outro sujeito precisa ser trazido a este raciocínio: o endocluster à esquerda de
A#H. Sendo B a álgebra diagonal definida acima, A#H é um B-módulo à esquerda no
sentido da Definição 4.1.1, então temos um cluster BEnd(A#H) conforme Exemplo 4.2.8.

Com isso, temos o morfismo canônico de clusters dado por (4.33):

ϕ : H
op#(A#H) −→ BEnd(A#H) (5.5)
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definido pelas fórmulas:

ϕxy,z : H
∗
x,y#(Ay#Hy,z) −→ BxHom(Ax#Hx,y, Ax#Hx,z)

ϕxy,z(h
∗#(a#h))(a′#g) = ((a′#g) · h∗)(a#h).

Logo usando a definição de ação, obtemos:

ϕxy,z(h
∗#(a#h))(a′#g) = ((a′#g) · h∗)(a#h)

= (a′#〈h∗, g2〉g1)(a#h)

= 〈h∗, g2〉 (a′#g1)(a#h)︸ ︷︷ ︸
4.1.37

= 〈h∗, g3〉 a′(g1 · a)⊗ g2h,

onde g1 · a = αx,y(g1 ⊗ a).
Se ϕ é um isomorfismo de clusters, a Definição 4.2.24 nos diz que A#H é uma

extensão H
op-Galois dual de B. Mas, se isso ocorer, então ϕ também forneceria um
teorema de dualidade para este contexto, análogo ao do caso usual (Teorema 1.2.9).
Assim, nosso próximo passo será buscar condições para que ϕ seja um isomorfismo de
clusters.

Usando a Definição 4.2.3, precisamos definir Ωx
y,z de forma que seja inverso de

ϕxy,z, para todo x, y, z ∈ X.

Ωx
y,z : BxHom(Ax#Hx,y, Ax#Hx,z) −→ H∗

x,y#(Ay#Hy,z).

Pensando no caso usual, é razoável pedir que H seja uma categoria de Hopf, para
que exista uma antípoda S dada pela família de aplicações k-lineares: Sx,y : Hx,y −→ Hy,x.
Podemos usar também que para cada x, y ∈ X temos uma base dual finita de Hx,y:
{(hx,yi , fx,yi ) ∈ Hx,y×H∗

x,y}, já que cada Hx,y é um k-módulo projetivo finitamente gerado.
Veremos que pedir isso, que não é nada muito além do esperado, é o suficiente para provar
o que nos propomos nesse capítulo.

Enunciamos e provamos a seguir o principal teorema dessa seção: um teorema de
dualidade no contexto de categorias de Hopf. A demonstração de um teorema de dualidade
para álgebras de Hopf fracas, dado em [31], foi a inspiração para a demonstração dada
aqui.

Teorema 5.2.1. Seja H uma Mf
k-categoria de Hopf e A uma álgebra em Dk(X) tal

que α = (αx,y)x,y∈X define uma ação diagonal de H em A à esquerda. Então existe um
isomorfismo de clusters entre H
op#(A#H) e BEnd(A#H) onde B = (A#H)H

�op

é a
álgebra diagonal.

Demonstração. De acordo com o raciocínio desenvolvido neste capítulo, obtivemos ϕ de-
finido em (5.5) que é um morfismo de clusters. Vejamos então que para todo x, y, z, ϕxy,z
é um isomorfismo k-linear.

Defina para todo x, y, z ∈ X:

Ωx
y,z : BxHom(Ax#Hx,y, Ax#Hx,z) −→ H∗

x,y#(Ay#Hy,z)

T �−→ Ωx
y,z(T )

Ωx
y,z(T ) =

∑
i

∑
hi

fx,yi #(1y#Sx,y(hx,yi 1))T (1x#hx,yi 2).
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Tomando h∗#(a#h) ∈ H∗
x,y#(Ay#Hy,z) temos:

(Ωx
y,z ◦ ϕxy,z)(h∗#(a#h))

= Ωx
y,z(ϕ

x
y,z(h

∗#(a#h)))

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #(1y#Sx,y(hx,yi 1))ϕ
x
y,z(h

∗#(a#h))(1x#hx,yi 2)

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #(1y#Sx,y(hx,yi 1))((1x#hx,yi 2) · h∗)(a#h)

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #(1y#Sx,y(hx,yi 1)) (1x#hx,yi 2)(a#h)︸ ︷︷ ︸
4.1.37

〈h∗, hx,yi 3〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #(1y#Sx,y(hx,yi 1))(h
x,y
i 2 · a #hx,yi 3 h)︸ ︷︷ ︸

4.1.37

〈h∗, hx,yi 4〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #

⎛⎝Sx,y(hx,yi 1)1 · (hx,yi 2 · a)#Sx,y(hx,yi 1)2h
x,y
i 3 h︸ ︷︷ ︸

3.12

⎞⎠ 〈h∗, hx,yi 4〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #

⎛⎜⎝Sx,y(hx,yi 2) · (hx,yi 3 · a)︸ ︷︷ ︸
(4.3)

#Sx,y(hx,yi 1)h
x,y
i 4 h

⎞⎟⎠ 〈h∗, hx,yi 5〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #

⎛⎜⎝Sx,y(hx,yi 2)h
x,y
i 3)︸ ︷︷ ︸

(3.6)

·a#Sx,y(hx,yi 1)h
x,y
i 4 h

⎞⎟⎠ 〈h∗, hx,yi 5〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #

⎛⎜⎝〈εx,y, hx,yi 2〉 1y,y · a︸ ︷︷ ︸
(4.4)

#Sx,y(hx,yi 1)h
x,y
i 3 h

⎞⎟⎠ 〈h∗, hx,yi 4〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #(a#Sx,y(hx,yi 1) 〈εx,y, hx,yi 2〉hx,yi 3︸ ︷︷ ︸ h)〈h∗, hx,yi 4〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #(a#Sx,y(hx,yi 1)h
x,y
i 2︸ ︷︷ ︸

(3.6)

h)〈h∗, hx,yi 3〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi #(a#〈εx,y, hx,yi 1〉1y,y h)〈h∗, hx,yi 2〉

=
∑
i

∑
hi

fx,yi 〈h∗, 〈εx,y, hx,yi 1〉hx,yi 2〉#(a#h)

=
∑
i

fx,yi 〈h∗, hx,yi 〉︸ ︷︷ ︸
(3.17)

#(a#h)

= h∗#(a#h).

Logo Ωx
y,z ◦ ϕxy,z = H∗

x,y#(Ay#Hy,z).
Também temos para T ∈ BxHom(Ax#Hx,y, Ax#Hx,z) e a′#g ∈ Ax#Hx,y:



178

(ϕxy,z ◦ Ωx
y,z)(T )(a

′#g) =

= ϕxy,z(Ω
x
y,z(T ))(a

′#g)

= ϕxy,z

(∑
i

∑
hi

fx,yi #(1y#Sx,y(hx,yi 1))T (1x#hx,yi 2)

)
(a′#g)

=
∑
i

∑
hi

((a′#g) · fx,yi ) ((1y#Sx,y(hx,yi 1))T (1x#hx,yi 2))

=
∑
i

∑
hi

∑
g

〈fx,yi , g2〉 (a′#g1)(1y#Sx,y(hx,yi 1))︸ ︷︷ ︸
4.1.37

T (1x#hx,yi 2)

=
∑
i

∑
hi

∑
g

〈fx,yi , g3〉(a′ (g1 · 1y)︸ ︷︷ ︸
(4.12)

# g2Sx,y(hx,yi 1))T (1x#hx,yi 2)

=
∑
i

∑
hi

∑
g

〈fx,yi , g3〉(a′〈εx,y, g1〉1x# g2Sx,y(hx,yi 1))T (1x#hx,yi 2)

=
∑
i

∑
hi

∑
g

〈fx,yi , g3〉(a′# 〈εx,y, g1〉g2Sx,y(hx,yi 1))T (1x#hx,yi 2)

=
∑
i

∑
hi

∑
g

〈fx,yi , g2〉 (a′# g1Sx,y(hx,yi 1))︸ ︷︷ ︸T (1x#hx,yi 2)

=
∑
i

∑
hi

∑
g

〈fx,yi , g2〉(a′#1x,x)(1x#g1Sx,y(hx,yi 1))T (1x#hx,yi 2)

= �.

Podemos escrever: g2 =
∑

i h
x,y
i 〈fx,yi , g2〉 por (3.17) e usando a notação de Swee-

dler e a fórmula acima obtemos:

Δx,y(g2) =
∑
g

g2 ⊗ g3 =
∑
i

∑
hi

〈fx,yi , g2〉hx,yi 1 ⊗ hx,yi 2.

Assim, a equação acima se torna:

� =
∑
g

(a′#1x,x)(1x# g1Sx,y(g2)︸ ︷︷ ︸
(3.5)

)T (1x#g3)

=
∑
g

(a′#1x,x)(1x#1x,x〈εx,y, g1〉)T (1x#g2)

= (a′#1x,x)(1x#1x,x)T (1x#
∑
g

〈εx,y, g1〉g2)

= (a′#1x,x)︸ ︷︷ ︸
∈Bx

T (1x#g)

= T ((a′#1x,x)(1x#g))

= T (a′#g).

Logo, ϕxy,z ◦Ωx
y,z = BxHom(Ax#Hx,y, Ax#Hx,z). Portanto ϕxy,z é um isomorfismo

k-linear para todo x, y, z ∈ X.
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Assim, mostramos que ϕ é um isomorfismo de clusters, conforme Definição 4.2.3.

Como consequência do teorema anterior temos:

Corolário 5.2.2. Seja H uma Mf
k-categoria de Hopf e A uma álgebra em Dk(X) tal que

α = (αx,y)x,y∈X define uma ação diagonal de H em A à esquerda. Então A#H é uma
extensão H
op-Galois dual (à direita) de B = (A#H)H

�op.

Note que a discussão deste capítulo nos dá uma relação entre as duas noções de
extensão de Galois, àquela dada pela Definição 4.1.50 e a dual dada pela Definição 4.2.24
(ou 4.2.17 se for à esquerda), ambas definidas em [8]. De fato, já tínhamos do Teorema
4.1.55 que A#H é H-extensão de Galois dos seus coinvariantes, ao menos no caso em
que V = Mk e H é categoria de Hopf. Nesta seção, pedindo que H seja Mf

k-categoria
de Hopf, obtivemos que A#H é também H
op-extensão de Galois dual à direita da sua
álgebra diagonal B.

Na seção 7 de [8], há uma discussão sobre como conectar as duas noções de
extensão de Galois, passando por outra noção de produto smash chamada de Koppinen.
Ao final, essa discussão fornece um resultado (Teorema 7.6, [8]) com várias equivalências
e que parece, a princípio, poder nos dar o terema da dualidade 5.2.1 de forma direta,
porém não é bem assim que ocorre.

Vejamos a seguir resumidamente o que foi feito em [8] e que tem relação direta com
o que fizemos aqui. Um dos resultados (Proposição 7.4, [8]) lembra a nossa Proposição
5.1.1, em que obtivemos uma forma de obter uma módulo categoria a partir de uma
comódulo categoria dada. Em [8], isso também é obtido mas de uma forma um pouco
diferente, vejamos a seguir:

Proposição 5.2.3 ([8]). Sejam V = Mk, H uma C(V)-categoria com Hx,y um k-módulo
projetivo finitamente gerado para cada x, y ∈ X, e A uma H-comódulo categoria à direita.
Então Aop é uma Kop-módulo categoria à esquerda com

g · a = 〈g, a[1]〉a[0]
para todo g ∈ Kx,y, a ∈ Aop

x,y = Ay,x.

Na proposição acima, Aop é a V-categoria oposta como definido em 3.1.6, no
entanto, Kop é diferente de tudo o que definimos neste trabalho, pois K = H
 visto na
correspondência 3.2.3, mas o op aqui significa apenas que a multiplicação é composta
com a trança, do mesmo modo que em Aop. Assim, este Kop não é a A(V)-categoria
dual oposta vista no Lema 3.2.5 e que foi usada na Proposição 5.1.1. Note também que,
diferente da Proposição 5.1.1 em que obtivemos uma módulo categoria à direita, nesse
caso, troca-se o lado da ação e obtem-se uma módulo categoria à esquerda.

Se tivermos Aop uma Kop-módulo categoria à esquerda, então pela Definição
4.2.11, temos um produto smash cluster associado Aop#Kop. Também temos a álgebra
diagonal B = AopKop

e um morfismo canônico de clusters: ϕ : Aop#Kop → EndB(A
op)

conforme as definições 4.2.13 e (4.28), respectivamente. Além disso, considerando a cate-
goria V = V eck como em [8], então obtemos que a álgebra diagonal B = AopKop

é igual,
como espaço vetorial, aos coinvariantes de H em A, dado por B = AcoH, e conseguimos
que EndB(A

op) = BEnd(A)op. Estabelecendo estas relações, [8] (Proposição 7.5) obtem
um isomorfismo de clusters entre o produto smash cluster Aop#Kop e o de Koppinen,
possibilitando o resultado (Teorema 7.6) que conecta as noções de extensão de Galois.
Vejamos a seguir a parte que nos interessa deste resultado:
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Teorema 5.2.4 ([8]). Sejam V = V eck e H uma C(V)-categoria com cada Hx,y um k-
espaço vetorial de dimensão finita. Se A é H-extensão de Galois de B = AcoH, então Aop

é extensão Kop-Galois dual à esquerda de B = AopKop

, isto é, temos um isomorfismo de
clusters ϕ : Aop#Kop → EndB(A

op) definido por (4.28).
Se A é uma H-comódulo categoria à direita, onde cada Ax,y é um Bx-módulo à

esquerda projetivo finitamente gerado, então vale a volta dessa afirmação.

Note que o Teorema 5.2.4 fornece outra relação entre a extensão de Galois e
extensão de Galois dual, diferente da que obtivemos. Por meio dele, podemos afirmar
que o oposto do produto smash A#H definido aqui neste trabalho (A#H)op, é uma
Kop-extensão de Galois dual à esquerda de B.

As seguintes observações acerca desse resultado merecem atenção aqui:

Observação 5.2.5. 1) Em [8] a hipótese de que cada Ax,y seja um Bx-módulo à es-
querda projetivo finitamente gerado é omitida, porém isso parece ser necessário na
demonstração de parte do resultado.

2) O teorema em [8] assume que AcoH = AopKop

. Temos duas observações quanto a
isso: A primeira é que, isso é verdade no caso em que Hx,y é k-espaço vetorial de
dimensão finita, se pensarmos em cada Bx somente com a estrutura de k-espaço
vetorial. Como subálgebra, Bx é subálgebra de Ax,x e Bx é subálgebra de Aop

x,x então
a multiplicação é a oposta. A segunda observação, é que mantivemos a categoria
V sendo a dos k-espaços vetoriais como em [8], pois para o caso de um k-módulo
projetivo finitamente gerado, não conseguimos ver como a igualdade poderia ser
válida.
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CONCLUSÃO

Com este trabalho foi possível o desenvolvimento de uma teoria de ações para
categorias de Hopf. Com isso, complementamos o que já havia sido desenvolvido por
Batista, Caenepeel e Vercruysse em [5] e por Caenepeel e Fieremans em [8].

Como resultados secundários obtivemos as generalizações de diversas definições e
demonstrações. Isso ocorreu no capítulo 2 em que desenvolvemos as definições e resultados
por meio de diagramas para uma categoria monoidal, ou categoria monoidal trançada
(dependendo do caso). Também descrevemos as coações de categorias de Hopf a partir
das definições de [8] para uma categoria monoidal trançada V . E ainda, expandimos a
teoria de ações para uma categoria de Hopf k-linear dual desenvolvida em [8], nos casos
em que foi possível.

Como principais resultados obtidos, podemos citar primeiramente a construção
de uma nova teoria de ações de categorias de Hopf, fornecendo um exemplo geral de ação
diagonal que estende a ação adjunta de k-álgebras de Hopf, e incluindo a construção de
um produto smash que é uma extensão de Galois como no caso usual. Em segundo lugar,
como grupóides são exemplos de categorias de Hopf, conseguimos mostrar uma ligação
da definição de ação criada com as definições de ação de grupóides que encontramos na
literatura ([4], [32], [33]).

Por fim, mas não menos importante do que os resultados já citados, a obtenção
de um teorema de dualidade para categorias de Hopf. Este teorema fecha uma sequência
de vários resultados que começaram no capítulo 3 com as definições de categorias opostas
e a correspondência entre categorias de Hopf e categorias de Hopf duais, e permeia toda a
teoria desenvolvida neste trabalho e nos trabalhos citados. E ainda, o caminho para sua
obtenção nos levou a mais resultados sobre as relações existentes entre módulos e comó-
dulos no nível de categorias de Hopf que aprofunda o trabalho previamente desenvolvido
em [5].
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