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RESUMO

Neste trabalho propomos uma rotina de pré-processamento a ser executada em instincias
do problema de 3-colorac¢do de grafos no intuito de reduzir o tempo necessdrio para sua resolu¢io
com o SCIP (Solving Constraint Integer Programs), que € uma ferramenta para resolucdo de
problemas de otimizacdo de diferentes categorias. Esta rotina de pré-processamento proposta €
executada em instincias enquanto grafos, sendo esta apenas uma das possiveis estratégias para a
reducdo do tempo necessdrio para a resolugcdo de problemas de otimizacdo. Com a finalidade de
verificacdo da eficiéncia, criamos instdncias 3-coloriveis com diferentes niveis de aplicabilidade
desta rotina de pré-processamento, considerando a modelagem do problema de 3-coloragio de
grafos como SAT (Satisfabilidade Booleana).

Palavras-chave: Otimizac¢do. SCIP. 3-Coloracdo. SAT.



ABSTRACT

In this work we propose a pre-processing routine to be executed in instances of 3-coloring
graphs problems in the intuitive way of reducing the time required for its resolution with SCIP
(Solving Constraint Integer Programs), which is a tool for solving optimization problems of
different categories. This proposed pre-processing routine runs on instances as graphs, which is
just one of the possible strategies to reduce the time needed to solve optimization problems. In
order to verify the efficiency, we created 3-colorable instances with different levels of applicability
of this pre-processing routine, considering the modeling of the problem of 3-coloring of graphs
as SAT (Boolean Satisfiability).

Keywords: Optimization. SCIP. 3-Coloring. SAT.
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1 INTRODUCAO

A otimizacgdo pode ser entendida como um conceito subjacente na anélise de problemas
complexos de tomada de decisdo ou de alocacdo de recursos [Luenberger et al., 1984]. Pensando
em otimizacdo, a decisdo a ser tomada sobre um problema complexo envolve a selecdo de valores
para um certo nimero de varidveis que mantém alguma relacio entre si. Esta selecdo de valores
tem o propdsito de atender um determinado objetivo, seja quantificar a performance de uma
operagio ou mensurar a qualidade de uma decisao. Este objetivo de quantificar a maior ou menor
performance, mensurar a melhor ou pior decis@o, poderd levar em consideracgio restricdes que
irdo limitar a selecao dos valores para as varidveis envolvidas. O objetivo da otimizacio serd
entdo, de maximizar ou minimizar os resultados, respeitando as possiveis limitacdes da situacio.

Ainda, de acordo com Biegler, a maioria das coisas podem ser melhoradas. Entdo, no
contexto de processos, cientistas e engenheiros otimizam [Biegler, 2010].

Neste contexto, a Matematica e a Ciéncia da Computacdo abordam os problemas de
otimizac@o. O objetivo destes problemas € encontrar os valores extremos de uma funcio, ou seja,
0 maior ou o menor valor possivel desta func¢do, dentro um conjunto de valores possiveis.

Entre os valores possiveis para a fun¢do de um problema de otimizacdo, todos podem
ser chamados de solucdo do problema, porém apenas os extremos da funcdo, maior ou menor,
dependendo do objetivo do problema, podem ser chamados de solug@o tima.

Encontrar esta solu¢ido 6tima pode ser extremamente dificil, dependendo do tipo de
problema. Para isso, existem diferentes métodos e técnicas, desenvolvidos e extensamente
aprimorados, que sdo utilizados por desenvolvedores em suas aplicagdes ou softwares com o
intuito de tornar a resolugdo dos problemas mais prética e eficiente.

No caso especifico de utilizacdo de softwares resolvedores de problemas de otimizacdo,
¢ interessante conhecer a técnica aplicada por este na resolucdo de determinado tipo de problema,
pois a sua eficiéncia pode influenciar no desempenho geral da aplicacao.

A motivacdo deste trabalho € entdo, analisar a resolucdo de um determinado tipo de
problema de otimizag&o, utilizando como ferramenta o SCIP.

Demonstraremos como o SCIP resolve problemas de otimiza¢do combinatéria, quais
técnicas utiliza e como ¢ feita a entrada de dados dos problemas, abordando especificamente o
problema de 3-Coloracgdo de grafos.

A coloracdo de grafos € um dos assuntos mais populares na teoria dos grafos, sendo
a motivacdo de novas pesquisas inspirada tanto em interesses puramente tedricos quanto na
perspectiva da possibilidade de aplicagOes praticas [Casselgren, 2011].

Em seguida, propomos um experimento para reducao de instincias desta categoria de
problemas antes de serem resolvidos pelo SCIP, e faremos uma andlise do tempo da técnica
aplicada pelo resolvedor e da eficiéncia do experimento na resolucdo final do problema.

O SCIP ¢ a ferramenta que se busca analisar por possibilitar a resoluc@o de diversos tipos
de problemas. De acordo com seus desenvolvedores, o SCIP € um dos mais rdpidos resolvedores
de problemas de programacio linear inteira mista e programacio nio-linear inteira mista. Permite
total controle do processo de resolucio dos problemas e acesso detalhado a informacdes de todos
0s passos deste processo.

Este trabalho estd organizado em 6 capitulos.

No capitulo 2, abordamos defini¢Oes e notacdes de problemas de otimizacdo em geral,
modelos e modelagem. No capitulo 3, tratamos especificadamente do problema de 3-Coloragio
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de grafos, iniciando com histérico e exemplo de aplicacio da coloracdo de grafos em geral e em
seguida detalhamos a modelagem do problema de 3-Coloragdo como CSP e como SAT.

A ferramenta SCIP, tipos de problemas que resolve, maneira como recebe informacoes
do problema e exemplos de resolucdo de problemas diversos sdo apresentados no capitulo 4.

O capitulo 5 € dedicado a expor o experimento realizado, nossa sugestio de rotina de
pré-processamento, apresentacio das instincias utilizadas e discussao dos resultados. Encerramos
com o capitulo 6, propondo o desenvolvimento de trabalhos futuros.
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2 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Em uma defini¢ao prética de problema de otimizac¢do: dado um sistema ou um processo,
busca-se encontrar a melhor soluc@o para este processo, com algumas restricdes. Esta tarefa
requer os seguintes elementos: uma funcio objetivo, um modelo confidvel e as varidveis do
modelo. A fungfo objetivo € necessdria para determinar o desempenho que se busca medir, e
que serd maximizado ou minimizado, dependendo do modelo. Esta fungdo pode medir o custo
de um processo, o lucro, o rendimento, etc. Um modelo confidvel é aquele que descreve o
comportamento de um sistema ou processo € € obtido através do processo de modelagem. E as
varidveis que aparecem neste modelo sdo aquelas que precisardo ser determinadas e ajustadas
para atender as restrigoes do sistema.

2.1 NOTACAO E DEFINICOES

* Modelo: De acordo com Carter et al. [2018], um modelo € uma representacao idealizada
ou uma simplificacdo de um objeto real, um processo real ou um sistema real. Tratando-
se de modelo matematico nesta definicdo, utiliza-se estruturas matematicas como
equacoes, inequacdes, fungdes, matrizes € operacOes para representar os componentes
do modelo.

* Modelagem: Para que seja possivel chegar a solu¢do de um problema de otimizagao,
seja esta a solucdo vidvel ou a solugdo 6tima, inicialmente € necessdria a criagdo de um
modelo matemético que represente tal problema. Determinar o0 modelo confidvel de um
problema de otimizacdo € traduzi-lo em um conjunto de equacdes e/ou inequacdes que
descrevem o comportamento € objetivos do sistema e representam as suas restri¢cdes
[Biegler, 2010]. Esta etapa é chamada de modelagem e € extremamente importante,
pois, caso o modelo ndo expresse adequadamente o sistema ou processo que se busca
otimizar, a solucao obtida pelo método de otimizacio ndo serd a melhor solucdo para o
problema real.

Genericamente, um problema de otimizacéio pode ser definido pelo seguinte modelo
[Papadimitriou e Steiglitz, 1998]:

minimizar fx)
(ou maximizar) 2.1
sujeito a: xeVcU

onde,

f(x) : é afungdo objetivo, a funcio que ird determinar o critério de escolha do valor
que otimiza o problema;

x : é a varidvel de decisdo, x = (x1, X2, X3, ..., Xn);

V : € o conjunto dos valores possiveis, também chamado de conjunto vidvel (ou dominio).
Os valores de V atendem a todas as possiveis restricdes do problema;

U : é um conjunto do Universo, pode ser N*, Z", Q", R", etc.,e V C U.
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Neste modelo genérico de problema de otimizagao, resolver o problema € encontrar um
valor v* € V, tal que o valor da funcdo f para v* seja o menor possivel, ou seja,

fO S fv)¥VveV

Nestas condi¢cdes, existindo valores v € V, qualquer v pode ser chamado de solugdo
vidvel, mas somente v* é chamado de solugdo 6tima do problema.

Nao existindo valores v € V, a solucdo do problema € invidvel. Ou seja, ndo existem
valores que atendam as possiveis restrigoes do problema.

E, se ndo existir valor w € V tal que f(w) < f(v) (no caso de minimizacio) para todo
v € V, entdo a solucdo do problema € ilimitada, o que significa que as restricdes que determinam
o conjunto V ndo o limitam.

Esta determinacdo das solu¢Ges do problema é vdlida com a condigdo de que f(v), para
todo v € V, é um valor finito.

Particularmente, para os problemas de otimizacdo combinatéria Papadimitriou e Steiglitz
[1998] definem a sua solu¢do como um objeto que € geralmente um ndmero inteiro, um
subconjunto, uma permutacio, ou a estrutura de um grafo.

2.2 MODELAGEM DOS PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

O processo de modelagem de um problema de otimizagdo pode ser definido em etapas,
de acordo com Carter et al. [2018].

Este processo se inicia com a definicdo do problema a ser modelado. Em seguida deve-se
realizar a observag@o do sistema real, determinar quais aspectos do sistema sao controldveis
e quais ndo sdo, identificar os objetivos e propdsitos do sistema e as restricdes ou limitacdes
que o controlam. Esta coleta de dados significa compreender o objetivo desejado do sistema €
expressi-lo em termos mateméticos, fazendo a tradu¢do de um problema real em um problema de
otimizac@o. Nesta etapa ocorre a determinacio das varidveis do sistema, bem como a formulacio
das restri¢des e da fungdo objetivo. O sucesso desta etapa resume todo o processo de modelagem.
Ap6s esta etapa, este modelo matemdtico deverd ser validado através da sua aplicac@o em cendrios
reais.

Na aplicacdo do modelo, pode-se constatar que o modelo seja uma representacdo
imperfeita do sistema real, entdo o processo de modelagem pode reiniciar, para ser melhor
elaborado. Feita a validagao do modelo, ele deve ser entdo implementado para ser utilizado como
uma ferramenta no auxilio de tomada de decisdo ou de andlise da eficiéncia do sistema. Nas
etapas de validacdo e implementacdo do modelo deve-se utilizar ferramentas que possibilitem
alteracdes no objetivo e nas restrigdes do sistema. Com a utilizagio de linguagens de modelagem
e softwares resolvedores € possivel realizar as adequacOes necessarias no modelo. A Figura 2.1
ilustra as etapas deste processo de modelagem.
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Definigéo do
problema

[
L] Li

Observagéo Coleta de
do sistema dados

1

Modelo
Matemético

Y

Validagéo do
modelo

Y

Implementagéo
do modelo

Figura 2.1: Etapas do processo de modelagem

A etapa de definicio do modelo matemdtico de problemas de otimizacdo pode ser
orientada pela seguinte sequéncia de passos:

1. identificar as varidveis do problema: x1, x3,x3, ..., X5}

2. identificar as constantes do problema: c1, ¢z, ¢3, ..., Cm;

3. identificar os valores dos fatores limitantes do problema: b, b, b3, ..., b;

4. determinar a fungéo objetivo;

5. determinar as restri¢cOes (inequagdes e equacdes) e ndo-negatividade das varidveis,
quando for o caso;

Abaixo citamos um exemplo de modelagem de um problema cléssico:

Problema da mistura de metais [Ravindran, 2016]
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Uma empresa siderdrgica possui quatro tipos diferentes de misturas de metais, SM-1,
SM-2, SM-3 e SM-4, com suas respectivas composi¢oes e custo por unidade de medida, conforme
tabela 2.1

A empresa precisa preparar uma mistura destes quatro tipos de metais, de tal maneira
que a composicdo da mistura final tenha a seguinte proporcéo por peso: Al: 4,43%, Si: 3,22%,
C: 3,89% e Fe 88,46%, e ainda, como menor custo possivel. Como podem preparar esta mistura?

Tabela 2.1: Composi¢do de cada tipo de metal

% de cada elemento Custo por
na composicao unidade de medida
Metal | Al Si C Fe R$
SM-1|5 3 4 88 100,00
SM-2 |7 6 5 82 150,00
SM-3 |2 1 3 94 97,00
SM4 |1 2 1 96 95,00

Para responder esta pergunta, € necessdrio determinar a propor¢cdo de cada um dos
quatro tipos de metais (SM-1 a SM-4) na preparacio da mistura.

Passo 1: identificacdo das varidveis do problema:

neste problema, a varidvel de decisdo € x;, que corresponde a propor¢do de peso do
metal SM-j na mistura final, sendo j = {1, 2, 3, 4}.

Passos 2 e 3: identificacdo das constantes e os valores limitantes do problema:

a propor¢do por peso do elemento Al na mistura final deve ser: 5x1 + 7x3 + 2x3 + 1xs €
totalizar 4,43%;

a proporgdo por peso do elemento Si na mistura final deve ser: 3xj + 6x; + 1x3 +2x4 €
totalizar 3,22%;

a proporcdo por peso do elemento C na mistura final deve ser: 4x1 +5x2 +3x3+ 1xg €
totalizar 3,89%;

a proporgao por peso do elemento Fe na mistura final deve ser: 88x; + 82; + 943 + 96x4
e totalizar 88,46%;

e a mistura final serd uma soma das proporcdes de cada metal que a compOem:

X1 +X2+X3+Xx4 = 1

Passo 4: determinar a funcio objetivo:

Neste problema, o objetivo € obter a mistura final com o menor custo total possivel,
considerando o custo por unidade de medida de cada metal e que tenha em sua composi¢cdo
quantidades x; de cada metal:

minimizar 100x; + 150x; + 97x3 + 95x4

Passo 5: determinar as restricdes do problema:
de acordo com a quantidade de cada metal que deverd estar presente na mistura, temos
o seguinte sistema de equacgdes que representam as restricdes do problema:
X1+X2+X3+Xx4 = 1
5x1 + Txy + 2x3 + 1X4 =4,43
3x1 + 6x2 + 1x3 +2x4 = 3,22
dx1 + 5x2 +3x3+1x4=3,89
88x1 + 82x7 + 94x3 + 96x4 = 88,46
x1 =20
x>0
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x3>0
x4 >0

Saber modelar corretamente um problema € muito importante, pois definido o seu
modelo, € possivel classificar este problema de acordo com suas caracteristicas. Desta maneira,
sabendo-se identificar o tipo de problema que se deseja otimizar, € possivel determinar o seu
método de resolucgao, pois estes métodos sdo, de forma geral, especificos para cada tipo de
problema.

Esta determinacdo do tipo do problema € feita com base na identificacdo de suas
seguintes caracteristicas:

* tipo das varidveis: se discretas, continuas ou ambas;

* caracteristicas da fun¢io-objetivo e das fungdes de restri¢io (por exemplo: linearidade);
* presenca de restri¢des;

* critérios da funcgdo objetivo;

Durante o desenvolvimento de uma aplicagdo, sabendo o tipo do problema a ser
resolvido, € possivel a utilizacdo de algoritmos eficientes, através de softwares resolvedores.
Para o desenvolvedor, esta defini¢do € bastante conveniente, bem como saber de que maneira a
ferramenta que est4 utilizando recebe os dados de entrada da func@o objetivo e das restri¢des do
problema. [Matousek e Girtner, 2007]
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3 O PROBLEMA DE 3-COLORACAO

O problema de coloragio, e por conseguinte o problema de 3-coloracdo de grafos, estd
na categoria dos problemas de otimizacdo discretos, chamada de Otimizacdo Combinatéria. E
um problema da classe N P-Completo amplamente estudado, com abordagens diversas. Um
completo levantamento bibliogrdfico de maneiras de solucionar este problema, andlises e
aplicacoes foi desenvolvido por Chiarandini e Gualandi [2015].

Definicao: Sendo G = (V,E), um grafo a ser colorido, onde V e E correspondem aos
conjuntos dos vértices e arestas respectivamente, a k-coloracao do grafo corresponde a uma
atribuicdo de cores (ou valores) aos vértices do grafo, de um conjunto com k cores, de forma que
considerando qualquer aresta {i, j} € E, as cores de i ¢ de j sdo distintas.

Resposta do Problema de k-Coloracao: SIM, se for possivel colorir G com até k cores; NAO,
caso contrério. [Lima, 2016]

3.1 HISTORICO

A origem do estudo do problema de coloracio de grafos pode ser atribuida a Francis
Guthrie (1831-1899), matemético que no século XIX conjecturou ser possivel colorir qualquer
mapa de paises com um ndmero maximo de quatro cores, de maneira que os paises com fronteiras
em comum sejam coloridos com cores diferentes, como o exemplo da Figura 3.1. Apesar de ndo
ter conseguido uma demonstracdo matemaética, sua conjectura interessou também o professor
Augustus de Morgan (1806-1871), que foi o responsdvel pela divulgacdo do problema entre
seus alunos e colegas. Desta maneira, no ano de 1878 foi publicado o artigo The solution of a
problem which recently achieved some renown, no periédico Nature. Com esta divulgacio, o
problema levantou o interesse também de Alfred Bray Kempe (1821-1895), que publicou uma
demonstracao de que € possivel colorir qualquer mapa com quatro cores, em 1879. Porém, esta
demonstracdo foi refutada por Percy John Heawood (1861-1955) em 1890, ao encontrar um erro
na demonstracdo de Kempe e demonstrar o Teorema das Cinco Cores [Lima, 2016].
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Figura 3.1: Mapa dos Condados Cerimoniais da Inglaterra - Colorido com 4 cores.
Fonte: https://pt.dreamstime.com/mapa-dos-condados-cerimoniais-da-inglaterra-de-cores-etiquetadas-do-pais-
europeu-image177566809. Acesso em 07/07/2022.
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Ap6s esta refutacio, alguns estudos conseguiram demonstrar a validade do Teorema das
Quatro Cores, porém para mapas com nimero limitado de faces (ou paises), conforme tabela 3.1.

Ano | Autor | Faces
1920 | Philip Franklin 25
1926 | C.N. Reynolds 27
1936 | Philip Franklin 31
1938 | C.E. Winn 35
1968 | Oystein Ore € Joel Stemple | 40

Tabela 3.1: Demonstra¢Ges do Teorema das Quatro Cores, adaptado de Sousa [2001]

Apenas em 1976, com a ajuda de um IBM 360 e mais de mil horas de processamento,
conseguiu-se provar esta conjectura sendo entdo enunciado o Teorema das Quatro Cores por
Appel et al. [1977].

Esta demonstracdo, apesar de polémica, continua sendo aceita, mas o seu desenvolvi-
mento sem a necessidade de computadores continua em aberto.

Com os estudos sobre o Teorema das Quatro Cores, muito se desenvolveu na literatura
do problema de coloragdo de vértices e determinagdo do nimero cromético de grafos.

De maneira geral, a coloracdo de um grafo consiste na atribuicdo de cores aos seus
vértices, arestas, faces de um grafo planar, ou uma combinacdo destes simultaneamente [Kubale,
2004].

Definicio: O problema de coloracio dos vértices compreende a determinacao de uma
cor para cada vértice do grafo, de maneira que as cores de vértices adjacentes sejam diferentes,
utilizando um nimero minimo de cores.

De acordo com Garey e Johnson [1979], a coloracédo de vértices € um problema da classe
N P-Dificil e s@o diversas as aplicaces do problema de coloragdo de vértices em problemas reais
de engenharia, incluindo por exemplo problemas de agendamento [Leighton, 1979], programacio
de hordrios [de Werra, 1985], plataformas de trens [Caprara et al., 2007], atribui¢do de frequéncia
[Gamst, 1986] e redes de comunicagdo [Woo et al., 1991].

A Figura 3.2 ilustra a coloracéo de vértices de diferentes grafos.

Figura 3.2: Exemplos de coloragdo de vértices.
Fonte: [Weisstein, 2008]

Definicio: O nimero cromético de um grafo G, denotado por y(G), € o menor k
tal que G admite uma k-colorag@o. Determinar o nimero cromético de um grafo, € determinar
o menor valor k possivel para obter entdo uma k-coloracdo do grafo, como exemplificado na
Figura 3.3. Este problema de determinagdo do ndmero cromatico de um grafo, também € um
problema N P-Dificil [Skiena, 1991].
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Figura 3.3: Nimero cromadtico de diferentes grafos
Adaptado de Weisstein [2008]

Desta maneira, a resposta positiva para o problema de 3-Coloracao, ou dizer que um

grafo € 3-Colorivel, significa que seu nimero cromético € no méximo 3.

A prova de que o problema de 3-coloracdo de vértices é um problema da classe

NP-Completo foi desenvolvida pela primeira vez por Garey et al. [1974].

Além do problema de coloracdo de mapas, citamos outro exemplo cuja instancia pode

ser modelada como coloracdo de grafos [Casselgren, 2011]:

Agendamento de reunies de comissoes

O problema de elaborag@o da agenda de reuniGes de comissoOes de uma organizacdo

pode ser modelado como um problema de coloracdo de grafos, como segue:

supondo que uma organizacdo tem um ndmero m de comissoes, C1, ..., Cm e precisa
organizar reunides com todas as comissoes;

se uma pessoa participa de vérias diferentes comissoes, entdo cada reunido precisa ser
agendada em hordrios diferentes.

consideramos um grafo G, onde cada vértice representa uma diferente comissao;

dois vértices do grafo G sdo conectados por uma aresta se as correspondentes comissdes
possuirem pelo menos um membro em comum;

podemos atribuir diferentes cores (representando diferentes hordrios) para os vértices de
G, de maneira que se dois vértices forem unidos por uma aresta, tenham correspondentes
cores diferentes.

desta maneira, as reunides das comissdes podem ser agendadas em k horérios, se €
somente se, for possivel colorir o grafo G com k cores.

No exemplo da figura, ilustramos m = 8 comissOes (vértices), sendo possivel agendar

reunides destas comissdes em k = 4 hordrios diferentes (cores), de maneira que os participantes
de mais de uma comissdo consigam participar de todas as reunioes.
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Figura 3.4: Coloracéo de grafo representando agendamento de reuniGes

Além do exemplo do problema de agendamento de reunides citado na se¢do anterior,
outros diferentes problemas de otimizacdo podem ser modelados como instancias de problemas
de coloracdo de grafos [Casselgren, 2011].

3.2 MODELAGEM DO PROBLEMA DE 3-COLORACAQO

Como dito anteriormente, modelar corretamente um problema de otimizacdo possibilita
a determinacdo da técnica de resolucdo a ser adotada.

O problema da 3-coloracio de grafos pode, entdo, ser modelado de diferentes maneiras,
o que resulta em diferentes abordagens para sua resolugao.

Neste trabalho, demonstramos a modelagem do problema de 3-coloracdo de grafos
enquanto instincias (3,2)-CSP - Constraint Satisfaction Problem e enquanto instancias SAT -
Satisfabilidade Booleana.

3.2.1 Constraint-Satisfaction Problem - CSP

Para sua resolugio, o problema de 3-coloracdo de grafos pode ser modelado como uma
instincia de problema de satisfacio de restricoes (Constraint-Satisfaction Problem) — CSP,
mais especificamente como o problema (3,2)-CSP.

De acordo com Lima [2016], uma instincia de um problema de satisfacdo de restrigdes
(a,b)-CSP consiste dos seguintes componentes:

e uma tripla (X, D, R), onde X, D e R sdo conjuntos finitos disjuntos. X é denominado
conjunto de varidveis, D € o conjunto de valores que serdo atribuidos as varidveis, sendo
|D| = a, e R é o conjunto de restrigdes. Uma restricdo é um par (¢, f), onde ¢ € uma
b-upla de varidveis e f € uma relacdo de b valores de D.

* Resposta: uma valoracdo as varidveis de tal forma que todas as restricdes sejam
satisfeitas. Uma restri¢do (z, f) € satisfeita quando ndo acontece de #; = f; para todo
ie{l,...,b} (todas a0 mesmo tempo).

Exemplificando uma instincia de um problema de 3-coloracdo como (3,2)-CSP na
Figura 3.5 , onde temos:
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Figura 3.5: Exemplo de 3-coloragéio como CSP.
Adaptado de Beigel e Eppstein [2005]

* Cada vértice {A, B, C, D} do grafo € uma varidvel do problema, e estd restrita a no
méximo 3 valores (cores) do dominio D = {0,1,2};

A cor preta representa o valor 0, a cor vermelha representa o valor 1 e a cor azul
representa o valor 2;

Cada aresta do multigrafo representa uma restri¢ao (cldusula) de incompatibilidade de
cores entre cada par de vértices. Assim, para cada aresta do grafo original serdo criadas
3 restri¢des para o problema de 3-coloracdo:

(A=0, B=0), (A=1, B=1), (A=2, B=2), (aresta a)
(A=0, C=0), (A=1, C=1), (A=2, C=2), (aresta e)
(A=0, D=0), (A=1, D=1), (A=2, D=2), (aresta d)
(B=0, C=0), (B=1, C=1), (B=2, C=2), (aresta b)
(C=0, D=0), (C=1, D=1), (C=2, D=2) (aresta c)

Resposta: Seguem os valores (cores) atribuidos as varidveis (vértices) de maneira a

ndo violar nenhuma das restri¢cdes, conforme Figura 3.6:

A=1,
B=0,
C=2,
D=0

Figura 3.6: Exemplo resolvido de 3-coloragdo como CSP.
Adaptado de Beigel e Eppstein [2005]
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3.2.2 Satisfabilidade Booleana - SAT

Também € possivel modelar o problema de 3-coloracdo como instancia de um problema
de Satisfabillidade Booleana (SAT).

Definiciio: um problema SAT visa saber se uma férmula booleana escrita na forma
normal conjuntiva (CNF) pode ser verdadeira. Existindo uma valoracio para suas varidveis que
torne a férmula verdadeira, dizemos que ela é satisfativel, caso contrdrio, ela € insatisfativel.

Segundo Gu [1994], um problema SAT possui tr€s componentes:

* um conjunto de m varidveis: x1,x2, ...,xm;
* um conjunto de literais. Um literal € uma varidvel x, ou uma negacfo da varidvel x;

* um conjunto de n cldusulas distintas: C1, C2, ..., Cn. Cada cldusula consiste apenas de
literais combinados por conectivos 16gicos or (V).

Com estes componentes, 0 objetivo de um problema SAT € determinar se existe uma
valorag@o que torne satisfativel a férmula booleana:
C1AC2A... ACn, onde A € o conectivo 16gico and.

Exemplo:
Para exemplificar a modelagem de uma instincia do problema de 3-coloragdo como
SAT, ilustramos com um grafo de n = 4 vértices e m = 4 arestas, conforme Figura 3.7:

Ll rd =

c
c2=8
c3=9

a3=3

Figura 3.7: Exemplo de 3-coloragio como SAT.

* para cada vértice do grafo sdo criadas outras 3 varidveis, correspondentes aos 3 possiveis
valores (cores), conforme tabela 3.2:



Tabela 3.2: Tabela de varidveis 3-coloragdo como SAT

Vértice | Variaveis | Valor
A al cor 1
a2 cor2

a3 cor3

B bl cor 1
b2 cor2

b3 cor 3

C cl corl
c2 cor 2

c3 cor3

D d1 corl
d2 cor 2

d3 cor 3

Como condi¢es, ou cldusulas do problema:

cada vértice do grafo tem ao menos uma cor:

Clausulas:

(alva2va3)
(b1 Vv b2V b3)
(clvc2vel)
(d1vd2vd3)

Portanto esta condi¢do determina 1 cldusula para cada vértice do grafo.

(Vértice A = cor 1 ou cor 2 ou cor 3)
(Vértice B = cor 1 ou cor 2 ou cor 3)
(Vértice C = cor 1 ou cor 2 ou cor 3)
(Vértice D = cor 1 ou cor 2 ou cor 3)

cada vértice do grafo tem no maximo uma cor:

Clausulas:

(~alV ~a2)
(~a2v ~a3)
(~a3v~al)
(~ bl vV ~b2)
(~ b2V ~ b3)
(~ b3V ~bl)
(~clv~c2)
(~c2Vv ~c3)
(~c3Vv~cl
(~dlv~d2)
(~d2v ~d3)
(~d3v~dl)

Portanto esta condi¢@o determina mais 3 clausulas para cada vértice do grafo.

(Vértice A = ndo cor 1 ou ndo cor 2)
(Vértice A = ndo cor 2 ou ndo cor 3)
(Vértice A = ndo cor 3 ou ndo cor 1)
(Vértice B = nao cor 1 ou ndo cor 2)
(Vértice B = ndo cor 2 ou ndo cor 3)
(Vértice B = ndo cor 3 ou ndo cor 1)
(Vértice C = ndo cor 1 ou ndo cor 2)
(Vértice C = ndo cor 2 ou ndo cor 3)
(Vértice C = ndo cor 3 ou ndo cor 1)
(Vértice D = ndo cor 1 ou ndo cor 2)
(Vértice D = ndo cor 2 ou ndo cor 3)
(Vértice D = ndo cor 3 ou ndo cor 1)

e, vértices adjacentes precisam ser de cores diferentes:

Clausulas:

(~ alV ~ b1)
(~a2v ~ b2)



25

(~ a3v ~ b3) (Par de vértices (A,B))

(~ b1V ~ cl)
(~ b2V ~ c2)
(~ b3V ~ c3) (Par de vértices (B,C))

(~alv ~cl)
(~ a2v ~ c2)
(~a3v ~ c3) (Par de vértices (A,C))

(~ blv ~ dl)
(~ b2V ~ d2)
(~ b3V ~ d3) (Par de vértices (B,D))

Portanto, sdo 3 clausulas diferentes para cada aresta do grafo.

Desta maneira, conforme este exemplo, o problema de 3-coloracdo com n vértices € m
arestas terd sua representacdo enquanto SAT como um problema com 3#n varidveis (demonstrado
na tabela 3.2) e, somando todas as condi¢des definidas acima, 4n + 3m cldusulas.

Em nosso exemplo, o grafo de n = 4 vértices e m = 4 arestas, temos 12 variaveis e 28
cldusulas.

Resposta: Conforme Figura 3.8, uma valoracio que torna safisfativel a férmula booleana
composta pela conjungado de todas as cldusulas é:

varidvel al =1, (Vértice A=cor 1)
varidvel b2 =1, (Vértice B = cor 2)
varidvel ¢3 =1, (Vértice C = cor 3)
varidvel d1 =1 (Vértice D = cor 1)

Figura 3.8: Exemplo resolvido de 3-coloragido como SAT.
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4 RESOLUCAO DO PROBLEMA DE 3-COLORACAO COM O SCIP

4.1 SCIP

SCIP Optimization Suite consiste em um conjunto de softwares projetados para modelar
e resolver diversos tipos de problemas de otimizacao.

Atualmente € um dos mais répidos resolvedores de problemas de programacio linear
inteira mista (MILP) e programacdo nao-linear inteira mista (MINLP) [Berlin, 2021b].

Algumas das partes que compoem o SCIP Optimization Suite sdo as seguintes [Berlin,
2021b]:

¢ ZIMPL (Zuse Institute Mathematical Programming [.anguage) - linguagem de modela-
gem usada para traduzir um modelo matemaético de problema em um programa linear
ou nio linear. O programa linear ou nfo linear serd escrito no formato .1p ou .mps, para
entdo ser resolvido [Berthold et al., 2012];

* SoPlex (Sequencial object-oriented simPlex) - resolvedor padrdo de problemas de
programagco linear dentro do SCIP. E uma implementacfio avangada do Método Simplex
Revisado. Detalhes sobre o Simplex Revisado em [Papadimitriou e Steiglitz, 1998]
e também em [Matousek e Girtner, 2007]. Realiza etapas de pré-processamento
(presolving) antes de aplicar o algoritmo simplex [Berlin, 2021c].

* GCG (Generic Column Generation) - € um algoritmo de branch-cut-and-price [Gamrath
et al., 2020], com uma implementacdo automética da técnica de decomposicdo de
Dantzig-Wolfe [Dantzig € Wolfe, 1960].

4.2 TIPOS DE PROBLEMAS RESOLVIDOS PELO SCIP

O SCIP como resolvedor de problemas de programacio linear inteira mista (MILP)
e programacdo nao-linear inteira mista (MINLP), traz em sua documenta¢do uma lista (ndo
exaustiva) de tipos de problemas de otimizacao e recomendacdes para sua compilacao.

Na tabela abaixo listamos alguns destes tipos de problemas e respectivos formatos de
arquivos suportados para entrada dos dados do problema a ser resolvido pelo SCIP:

Tipo de Problema Formato de Arquivo Suportado
Programacdo Linear Inteira Mista CIP/MPS /LP/ZPL
Programacdo Nao-Linear Inteira Mista | CIP / GMS / OSiL / PIP /ZPL
Programacdo Linear MIP

Otimizacdo Pseudobooleana WBO/ OPB

Satisfabilidade Booleana (SAT) CNF

A maneira de carregar um problema de otimizacio para resolucdo com o SCIP € através
de arquivos em formatos que a ferramenta consegue analisar diretamente.

Demonstraremos especificamente como modelar o problema de 3-coloragio no formato
do arquivo suportado enquanto SAT, bem como um exemplo de sua resolu¢do com o SCIP, na
subsecao a seguir.



27

4.2.1 Formato de arquivo - CNF

Para a resolucdo do problema de 3-coloragdo, o SCIP utiliza arquivos no formato CNF
para receber o grafo de entrada. Este formato define as restricdes do problema como expressoes
booleanas, escritas na forma normal conjuntiva [Burkardt, 2008].

Usando como exemplo o grafo da Figura 3.7, que possui n = 4 vértices e m = 4 arestas,
segue abaixo o contetddo de seu respectivo arquivo CNF, a ser processado pelo SCIP:

Linhas | Contetido Linhas | Conteddo
1 ¢ 4 vertices 25 -4-50
2 c 4 edges 26 -5-60
3 ¢ 12 variables 27 -6-40
4 ¢ 28 clauses 28 7890
5 ¢ variables meaning: 29 -7-80
6 cvarl—>¢c(1)=0 30 -8-90
7 cvar2—>c(l)=1 31 9-70
8 cvar3—>c(l)=2 32 1011120
9 cvar4—>c(2)=0 33 -10-110
10 cvarS5—>c(2)=1 34 -11-120

11 cvar6—>c(2)=2 35 -12-100
12 cvar7—>c¢(3)=0 36 -1-40
13 cvar8§—->c(3)=1 37 -2-50
14 cvar9—>c(3)=2 38 -3-60
15 cvar10—>c(4)=0 39 -1-70
16 cvarll—>c@) =1 40 -2-80
17 cvar12—->c4)=2 41 -390

18 c 42 -4-70
19 pcnf 12 28 43 -5-80
20 1230 44 -6-90
21 -1-20 45 -4-100
22 -2-30 46 5-110
23 -3-10 47 -6-120
24 4560

Neste arquivo, as linhas 1 a 18, iniciadas por ''c¢", correspondem a comentdrios usados
para caracterizar o problema.

Em seguida, a linha 19, iniciada por "p' traz as informagoes do problema, indicando
que € um arquivo do tipo CNF, seguido do nimero de varidveis e de cldusulas do problema.

As demais linhas, 20 a 47, s3o as cldusulas do problema, uma a uma. Cada cldusula
€ formada pelo indice da correspondente varidvel, ou negacdo desta varidvel. A negacdo das
varidveis € indicada pelo sinal negativo. Cada cldusula € uma combinacio de varidveis e termina
com 0.

Na interpretacdo destas cldusulas, os indices sdo combinados por conectivos 16gicos or
e as cldusulas combinadas pelo conectivo 16gico and, formando a férmula booleana para a qual
se busca a valoracao que a torne verdadeira.

Na Figura 4.1, exemplificamos o processamento do arquivo CNF correspondente a
Figura 3.7.
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original problem has 12 variables {12 bin, 0 int, 0 impl, 0 cont) and 28 constraints

presolving:

(0.05) running MILP presolver

(0.0s) MILP presolver found nothing

(0.0s) probing cycle finished: starting next cycle

(0.0s) symmetry computation started: requiring (bin +, int -, cont +}, (fixed: bin -, int +, cont -}

(0.0s) symmetry computation finished: 3 generators found (max: 1500, logl0 of symmetry group size: 1.1)
presolving (1 rounds: 1 fast, 1 medium, 1 exhaustive):
0 deleted vars, 0 deleted constraints, 0 added constraints, O tightened bounds, 0 added holes, 0 changed sides, 0 changed
coefficients
0 implications, 24 cliques
presolved problem has 12 variables (12 bin, 0int, @ impl, 0 cont) and 28 constraints

28 constraints of type <logicor>

transformed objective value is always integral {scale: 1)
Presolving Time: 0.01

time | node | left |LP iter|LP it/n|mem/heur |mdpt |vars |cons |rows |cuts |sepalconfs|strbr] dualbound | primalbound
| gap | compl.

p00s| 1| ©| O] -| cligue] ©] 121 28] 28] 0| 0| ©] O] 0.000000e+00 | 0.000000=+00 | 0.00%)]
unknown

SCIP Status - problem is solved [optimal solution found]
Solving Time (sec) : 0.02

Solving Modes @1

Primal Bound : +0.000000000000002+00 (1 solutions)

Dual Bound - +0.000000:00000000e+00
Gap 000 %

objective value: (¥}

wl 1 (obj:0)
*5 1 {obj:0)
®3 1 (obj:0)
w10 1 (obj0)

Figura 4.1: Exemplo de resolucio com o SCIP.

Neste exemplo, a solugdo é:

x =1

x5 =1;

X9 = 1;

x10=1

Esta solugd@o corresponde aos vértices e cores:

1-cor0;

2-corl;

3-cor2;

4-cor0

Exemplos de resolugdo de diversos problemas com o SCIP podem ser consultados em
sua documentacdo [Berlin, 2021b], bem como exemplos de projetos em que se utiliza o SCIP,
desenvolvidos por outros autores [Berlin, 2021a, Related Works].
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5 EXPERIMENTO

Como mencionado anteriormente na revisdo de algoritmos para resolucdo do problema
de coloracio de grafos [Lima, 2016], algumas rotinas de pré-processamento podem reduzir o
tempo de miquina necessario para se chegar a resposta do problema abordado.

No caso especifico do problema de 3-coloragédo, podemos considerar as caracteristicas e
propriedades dos grafos para propor uma reducgdo nas instincias a serem efetivamente processadas
pelo resolvedor, com o objetivo de reduzir o tempo de resolugdo do problema.

A reducfo proposta € simples, e apenas uma das possiveis abordagens que podem ser
trabalhadas com o objetivo de reduzir a quantidade de restri¢cOes a serem processadas.

5.1 ROTINA DE PRE-PROCESSAMENTO

A rotina de pré-processamento para resolu¢io do problema de 3-coloragdo que propomos
€ realizada nas instéincias enquanto grafo.

Considerando:

» vértices de grau menor que 3 - se um grafo G possui vértice v de grau menor que 3,
podemos primeiramente colorir o restante deste grafo G, e depois atribuir a v uma das
cores restantes, diferente das cores atribuidas aos vizinhos de v.

Na Figura 5.1, temos um grafo G, em que os vértices 2 e 3 sio de grau 2 (a). Desta
maneira, colorimos primeiramente os demais vértices do grafo (&), e depois atribuimos
aos vértices 2 e 3, as cores restantes ¢ diferentes da cor de seus vértices vizinhos (c).

,-1-\ 1

() _
2 / \ 4 2
(J
\,4 5/ 4 5

(a) (b)

@
Figura 5.1: Grafo com vértices de gran menor que 3.

« grafo diamante é um grafo simples que contém 4 vértices e 5 arestas. E um grafo
completo tripartido (X71,1,2), ou ainda um K4 sem uma das arestas (K4 — e), de niimero
cromitico 3, conforme Figura 5.2.
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Figura 5.2: Grafo diamante.
Fonte: Weisstein [2008]

Em uma 3-coloracio, os vértices de grau 2 de um grafo diamante serdo coloridos com a
mesma cor, como ilustrado em 5.3.

Figura 5.3: Grafo diamante colorido.
Adaptado de Weisstein [2008]

* na modelagem de um problema de 3-coloracao de um grafo como SAT, o nimero
de varidveis e cldusulas, ou condi¢cdes do problema a serem satisfeitas, estd relacionado
com o ndmero de vértices e arestas do grafo. Para um grafo G de n vértices e m arestas,
serdo atribuidas 3n varidveis e 4n + 3m cldusulas para serem processadas na resolucdo
do problema, conforme detalhado no tépico 3.2.

Ao remover um dos vértices ndo adjacentes dos subgrafos diamantes e demais vértices
de grau 0, 1 ou 2 do grafo original, reduzimos o nimero de varidveis € cldusulas a serem
efetivamente processadas pelo SCIP, para resolucio do problema.

Exemplo:
Abaixo ilustramos uma instincia com 10 vértices e 38 arestas em que a rotina de
pré-processamento proposta remove todos os vértices.

A instincia original, antes da rotina de pré-processamento estd representada pela Figura
54.
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Figura 5.4: Instincia original

Na Figura 5.5 (A), a rotina de pré-processamento identifica o diamante formado pelos
vértices 1, 4, 7 e 10 e seus respectivos vértices nio adjacentes 4 e 10. Para estes vértices ndo
adjacentes, a cor a ser atribuida serd necessariamente a mesma, entdo estes podem ser unificados,
mantendo os vértices vizinhos a serem coloridos.

Na sequéncia, em (B), ilustramos a instincia ap6s a unificacdo dos vértices do diamante
identificado.

Figura 5.5: Identificacio do diamante 1,4,7,10 na execucéo da rotina de pré-processamento.

Em seguida a rotina identifica o diamante 2, 3, 5 e 9 - Figura 5.6 (A); e unifica os
vértices 2 e 3, ndo adjacentes do diamante - Figura 5.6 (B).

Figura 5.6: Identificacéo do diamante 2,3,5,9 na execucio da rotina de pré-processamento.

Desta maneira, a rotina segue identificando todos os demais diamantes desta instancia,
conforme as figuras 5.7 a 5.10.



32

(A) (B)

Figura 5.7: Identificacfio do diamante 3/2,5,9,10/4 na execugéo da rotina de pré-processamento.

(A)

(A) (B)

Figura 5.9: Identificac@o do diamante 1,5,7/9,10/4/3/2 na execug@o da rotina de pré-processamento.
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ST T/ I— =
(A) o o (B)

Figura 5.10: Identificacio do diamante 5/1,8,7/9,10/4/3/2 na execugio da rotina de pré-processamento.

Ap6s a identificacdo de todos os diamantes da instincia, a rotina faz a identificacdo e
remog¢ao dos vértices de grau menor do que 3, conforme inicio ilustrado na Figura 5.11.

e T
1014 317 m— 3] 5 1

Figura 5.11: Identificagdo de vértice de grau menor que 3 na execugdo da rotina de pré-processamento.

Estes vértices de grau menor que 3 sdo removidos e rotulados, € posteriormente, apés
colorir o restante do grafo, a estes serd atribuida uma das cores restantes, diferente das cores
atribuidas aos seus vizinhos.

Ap6s a identificacio, remogao e rotulacdo dos vértices que atendem as especificidades
da rotina, havendo algum subgrafo restante, a instancia correspondente serd entregue em formato
CNF para resolugio pelo SCIP.

Com esta instancia colorida pelo SCIP, faz-se a coloracdo dos vértices anteriormente
removidos pela rotina, considerando as cores j4 atribuidas aos seus vizinhos.

Os algoritmos abaixo correspondem a execucio da rotina de pré-processamento chamada
Descasca - Algoritmo 1, identificacdo de diamantes - Algoritmo 2, identificagdo de P3 - Algoritmo
3 (algoritmo auxiliar na identificacdo de diamantes):
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Algoritmo 1: Descasca

Entrada:Um grafo G = (V,E)
Saida :Um grafo G’
G —G
removeu < True
Enquanto removeu = True
removeu < False
/* Remove vértices de grau menor ou igual a 2: */
removeu-graumenor = True
Enquanto removeu-graumenor = True
removeu-graumenor <— False
Parau eV
Sedg(u) <2
remove vértice u de G’
removeu < True
removeu-graumenor <— True
/+* Identifica os diamantes: */
Enquanto Encontra-diamante(G’,w,x,y, z)
unifica os vértices w € z em G’
removeu < True

Algoritmo 2: Encontra-diamante(G, w, x, y, 7)

Entrada:Um grafo G
Saida :True, caso exista um diamante em G. Neste caso w, x, y e z sdo vértices
tais que (w, x, y, z) forma um diamante com w e z ndo adjacentes. False,
€aso nao exista.
Parav € V(G)
/* G[X] é o grafo induzido pelo conjunto X */
/* N(v) é o conjunto dos vizinhos de v */
Se Encontra-p3(G[N(v)], a, b, c)
(w,x,y,2) « (a,v,b,c)
Devolva True
Devolva False
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Algoritmo 3: Encontra-p3(H, a, b, ¢)
Entrada :Um grafo H
Saida :True, caso exista um P; em H. Neste caso a, b e ¢ sdo vértices tais que
(a, b, ¢) forma um P3. False, caso ndo exista.
Faca uma busca em largura em H e calcule as componentes conexas C;
Para cada componente C;
r « raiz da 4rvore da busca em largura da componente C;
Se a busca encontrou um vértice w a profundidade 3
x < paidew
(a,b,c) « (r,x,w)
Devolva True
Senéo
Paraw € C;, comw #r
/* dg(w) é o grau de w em H */
Sedy(w) < |G| -1
Encontre um vértice x em C; tal que {w, x} ndo € aresta de H
(a,b,c) « (w,r,x)
Devolva True

Devolva False

Disponibilizamos o c6digo completo em diretério piblico?.

Desta maneira, executando esta rotina de pré-processamento nas instancias selecionadas
e detalhadas nas préximas segdes, neste experimento buscamos responder quio efetivo seria
realizar um pré-processamento na instincia enquanto grafo para a reducio do tempo necessirio
para a resolug@o do problema pelo SCIP.

5.2 INSTANCIAS UTILIZADAS

Para o desenvolvimento deste trabalho utilizamos instincias 3-coloriveis com diferentes
quantidades de vértices e arestas. Entre as diferentes instincias, analisamos exemplos em que
a rotina de pré-processamento proposta efetivamente reduz as varidveis e cldusulas a serem
processadas pelo SCIP. Chamaremos estas de instincias "Descascaveis".

Também utilizaremos instincias em que a rotina de pré-processamento ndo € efetiva, ou
seja, instancias que ndo possuem diamantes e/ou vértices de grau menor que 3, chamadas de
instincias "Ndo-Descascéveis".

5.2.1 Imstdncias Descascdveis

As instincias "Descascdveis"utilizadas, ou seja, instincias que possuem diamantes e
vértices de grau menor do que 3, sdo instincias 3-coloriveis geradas randomicamente através de
um gerador de instincias k-partidas. No caso, geramos instincias 3-partidas de grafos com n
vértices, em formato Graphviz - extensao gv [Graphviz, 2022].

1Disponivel em: hhttps://gitlab.c3sl.ufpr.br/teoria/vfbelli-3color


https://gitiab.c3sl.ufpr.br/teoria/vfbelli-3color
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O cédigo do gerador de instdncias mencionado estd disponivel em diretério piblico?2.

Algoritmo 4: Gerador de Instincias

Entrada :Dois nimeros inteiros: k (nimero de partes), n (nimero de vértices)
Saida :Um grafo k-partido G, com n vértices

pl] /* tamanho de cada parte */
parte[] / parte de cada vértice */
produto « 0

/* aleatoriamente distribui vértices nas k-partes */

Enquanto produto = 0
distribui vértices randomicamente nas partes criadas calculando o tamanho p[i]

de cada parte i
produto = Hle plil

/* se produto=0, alguma parte ficou vazia */
gera um grafo G sem arestas
/* cria arestas entre as partes */

Paraudelan—-1
Paravdeu+1lan
Se parte[u] # parte[v]
com probabilidade % cria arestaentreu e vem G

Devolva G em arquivo no formato gv

vértices.

ou cldusulas. Desta maneira, a resolugdo da 3-coloragio destas instincias € feita através da
correspondente identificacdo dos vértices ndo adjacentes dos diamantes e vértices de grau menor

Para o experimento, utilizamos instincias com n = {10, 20, 40, 80, 160, 320, 640}

Nestas instincias, a rotina de pré-processamento do experimento remove todos os
vértices do grafo original e o arquivo CNF a ser processado pelo SCIP nao possui varidveis

que 3, realizada anteriormente.
A Figura 5.12 ilustra uma instancia 3-colorivel, com 10 vértices, gerada randomicamente.
Esta instdncia do exemplo possui diamantes a serem identificados pela rotina de pré-processamento.

A identificagfo dos diamantes, unificacdo de seus vértices ndo adjacentes € posterior remocéo de

vértices de grau menor que 3 estd demonstrada na se¢do 5.1.

2Disponivel em: https:/gitlab.c3sl.ufpr.br/teoria/vibelli-3color


https://gitlab.c3sl.ufpr.br/teoria/vfbelli-3color
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7]

trict graph "random-3-partite-4-2-4" {
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Figura 5.12: Instincia Random 3-colorivel, 10 vértices

5.2.2 Instincias Ndo-Descascaveis

Como instincias "Ndo-Descasciveis"”, utilizamos as instdncias MUG,;, também
chamadas 4-critical, propostas por Mizuno e Nishihara [2008].

Definicdo: Um grafo G, serd 4-critical se possuir nimero cromdtico 4, € qualquer
subgrafo G’ (G’ c G) for 3-colorivel.

O subgrafo G’, 3-colorivel, € obtido através da remocio arbitriria de alguma aresta de
vértice de grau maior que 3, de G.

Exemplo do menor grafo 4-critical possivel € o K4 (Figura 5.13 (a)), pois € um grafo

ndo-3-colorivel tal que ao se remover uma das arestas, o subgrafo resultante € 3-colorivel
(Figura 5.13 (b), na figura chamado de n4c).

a

K. an ndc

Figura 5.13: Menor grafo 4-critical
Fonte: Beigel e Eppstein [2005]
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Utilizando esta definicdo de 4-critical, através de tentativa e erro, os autores geraram 7
diferentes instincias MUG,, (MUG: "minimal unsolvable graphs"), onde n significa o nimero
de vértices e ¢ foi utilizado para identificar o tipo da instdncia, se necessdrio. Na Figura 5.14,
detalhamos as instincias MUG,,; criadas, onde »n € ndmero de vértices e m € o nimero de arestas
destas.

MUG n m

MUGY 9 16
MUG10 10 18
MUGI1 la 11 20
MUGI11b 11 19
MUGI12a 12 22
MUGI12b 12 22
MUGI2¢ 12 21

Figura 5.14: Instancias MUG,;
Fonte: Beigel e Eppstein [2005]

Na Figura 5.15 ilustramos as instdncias MUG9 e MUG10.

MUGY (n=9,m=16) MUGI0 (n=10,m=18)

Figura 5.15: Instincias MUG9 e MUG10
Fonte: Beigel e Eppstein [2005]

Uma particularidade das instdncias MUG,; propostas, € que estas possuem apenas
vértices de grau 3, 4 ou 5. A instancia utilizada para o experimento foi a MUG0, que além de
nao possuir vértices de grau menor que 3, também nao possui diamantes, portanto a rotina de
pré-processamento que propomos ndo remove nenhum vértice desta instancia.

Para utilizac@o destas instdncias na rotina de pré-processamento, removemos arbitra-
riamente uma de suas arestas, de um vértice de grau maior que 3, tornando assim a instancia
3-colorivel.

Na figura 5.16, ilustramos a instancia MUG 1, indicando a aresta a ser removida, em
seu arquivo gv e representacio grifica. E, na figura 5.17, a insténcia 3-colorivel, com a aresta
removida.



strict graph "MUG18"™ {

1;

2;

35

4;

55

6;

73

8;

9;

18;

1 -- 3;

1 -- 18;
2 —- 3;

2 - 5;

2 --9;

3 -- 6;

3 -- 8;

4 --1;

4 --5;

4 -- 6;

5 -- 8;

5 --7;

6 -- 7;

6 -- 9;

7 -- 18;
8§ -- 18;
9 -- 18;
¥

Figura 5.16: Instancia MUG g

strict graph "MUG18SA"™ {

[ S

(98

[P

[

1

2

3

4

5

6

7

8

9;

18;

1 --3;
1 -- 18;
2 -- 3;
2 --5;
2 --9;
3 -- b;
3 -- 8B;
4 --1;
4 -- 5;
4 -- B;
5 -- 8;
5 --7;
6 -- 7;
6 -- 9;
7 --18;
g8 -- 18;
9 -- 18;
¥

Figura 5.17: Instdncia MUG |9 com uma aresta removida

39
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Com o objetivo de obtermos instincias maiores, replicamos a instincia MUG g, com a
aresta removida, criando assim instancias 3-coloriveis com n vértices, em formato Graphviz. Para
replicar estas instancias, simplesmente acrescentamos ao arquivo gv da instancia original uma
cOpia desta, com uma nova numeracao dos vértices e arestas, de maneira que para o experimento
tenhamos instincias com n = {10, 20, 40, 80, 160, 320, 640} vértices. Na figura 5.18, ilustramos
uma destas instancias, com n = 20 vértices.

SUrlct graph "MUGIESA_ 28 {
1

2}

3

4,

5;

H

7

i

5

&

11;

124

134

14;

154

161

17

18

15,

28,

I == .33

1 -- 1&;
a -- 3
)
2 -— 5

3 ==
] -- 8

4 -- 1:

4 -- 5

4 -- &}

5 -- E;

5 == ?:

£ = '.‘:
B -- 5;

¥ o-- 18

B -- I

S - 18
11 -- 13
11 -- 38
3 --13
12 -- 15
3 -- 1%;
13 -- 16;
13 -- 1E;
14 -- 114
4. -- 15
14 -- 16
1% -- 1Bj

1% -- 17}

6 -- 17

16 -- 15;
17 -- 18
18 -- 2@,

e
3 -- 28,

Figura 5.18: Instdncia MUG 1o duplicada

5.2.3 Instincias Parcialmente Descasciveis

Através da unificacdo de instincias "Descascdveis" e instincias "Ndo-Descascéveis"
criadas anteriormente, pudemos criar novas instincias em que a rotina de pré-processamento
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proposta reduz parcialmente o nimero de vértices do grafo original, de maneira a entregar para o
SCIP uma instdncia com menor nimero de varidveis e cldusulas a serem processadas.

As novas instancias, "Parcialmente Descascédveis” utilizadas neste experimento estao
detalhadas na Figura 5.19 abaixo:

Rotina de
Instdncia |Grafo) Original pré-processamento Instincia [Grafo) entregue para o SCIP
Numero de | Nomero de | Vértices Arestas Numero de |Namero de| Varidveis | Clausulas
Insténcia vértices aretas Removidos | Removidas| wértices arestas CNF CNE
{1) |random3_ 10 1_MUG105A_ 1.gv 20 38 10 21 10 1.7 30 91
(2} |random3_10 1 MUG1054_2 gv £ =5 10 21 20 35 50 185
{3} |random3_20_ 1 MUGI0SA 2.gv 40 105 20 71 20 34 680 182
{4) |random3 40 1 MUG105A 408w 20 332 40 764 40 58 120 364
(5} |random3_B0 1 MUG10SA_BO.gv 160 1141 80 1005 30 136 240 728
(6) |random3 160 1 MUG10SA 160.gv 320 4504 160 4232 160 272 480 1455
(7) |random3_320_1_MUGI05A_320.gv 40 17761 320 17186 320 575 930 3003
[8) |random3_640 1 MUGL0SA_620.gv 1280 69508 540 e8420 &40 1088 1520 5824

Figura 5.19: Insténcias "Parcialmente Descascaveis"

5.3 RESULTADOS

Utilizando as instincias "Parcialmente Descascaveis” criadas anteriormente, verificamos
a eficécia da rotina de pré-processamento proposta neste experimento.
Primeiramente, apés criadas as instincias enquanto grafos, geramos os correspondentes
arquivos em formato CNF e executamos o SCIP sem a realizacdo da rotina de pré-processamento,
com o objetivo de registrar o tempo de processamento necessario para o SCIP resolver a
3-coloracdo destas instancias.
Na Figura 5.20, tabelamos os tempos de processamento do SCIP para cada instancia
utilizada no experimento.

insténcia (Grafo) Original S i s

A NL‘II:I"IE.FIJ de | NOmero de |Tempo SCIP I'\Il.'lr’ne.m de | Numero de | Tempo SCIP

vertices arestas (segundos) vertices arestas (segundos)
(1) 20 38 0,15 10 17 0,04
(2) 30 56 0,04 20 35 0.03
(3) a0 105 0,05 2 34 0,03
(4) 20 332 0,07 a0 ] 0,04
(5] 1e0 1141 0,26 80 136 0,14
(] 32 4504 0,58 160 272 019
(7] a40 17761 12,61 320 575 0,10
(8] 1280 69508 6,57 540 1088 091

Figura 5.20: Tempos de execuc@o - Instancias "Parcialmente Descascéveis”

Em seguida, em cada uma das instancias, executamos a rotina de pré-processamento.
Desta maneira, as instdncias a serem entregues para resolucéo pelo SCIP, foram reduzidas de
acordo com o nimero de vértices removidos pela rotina. Para estas novas instincias, grafos com




42

niimero menor de vértices e arestas, geramos os correspondentes arquivos CNF e executamos
novamente 0 SCIP. Os tempos necessarios para processamento das novas instincias foram
registrados e estdo demonstrados na tabela da Figura 5.20.

5.3.1 Discussido dos Resultados

De acordo com a tabela da Figura 5.20, na execucdo de todas as instincias houve
reducdo do tempo de processamento pelo SCIP, antes € ap6s a rotina de pré-processamento,
pois as instincias entregues apds a rotina sdo grafos com menor niimero de vértices e arestas.
Consequentemente, o nimero de varidveis e cldusulas dos arquivos CNF a serem processados
também € menor.

No gréfico da Figura 5.21, ilustramos a diferenca de tempo necessério para o SCIP
processar algumas das instincias, antes € apds a rotina de pré-processamento deste experimento.

Temps k -,i:“mjw i
] [ = -
¥ [ i
w
[T _
m _

Figura 5.21: Tempos SCIP - antes e ap6s pré-processamento

Importante observar que nestes resultados nao consideramos o tempo necessédrio para
gerar os arquivos CNF das instincias antes e apds a execugdo da rotina de pré-processamento,
pois este € um procedimento que se faz necessério independe do experimento, para que o SCIP
consiga resolver o problema.

Também ndo consideramos o tempo necessirio para a execucdo da rotina de pré-
processamento completa, desde a identificacdo, remocao e rotulacdo dos vértices de diamantes
ou de grau menor que 3, até a sua finalizacdo com a correspondente coloragdo destes vértices
identificados e removidos. Apenas consideramos os tempos de execugdo do SCIP e esta limitacao
serd justificada posteriormente.

Desta maneira, para este tipo de instdncias em que € possivel reduzir o ndmero de vértices
com a rotina de pré-processamento, esta mostra-se eficiente. Pois, desta maneira conseguimos
reduzir o tempo de processamento necessdrio para o SCIP resolver a 3-coloragéo destes grafos.
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No entanto, ainda foram identificadas outras limitacdes no experimento, as quais
discutiremos em seguida.

5.3.2 Limitacdes

A rotina de pré-processamento deste experimento € uma proposta bastante simples
apenas uma das possibilidades para reducgio das instdncias enquanto grafo. Esta rotina mostra-se
eficiente quanto a reducdo das instincias, pois a existéncia de diamantes e vértices de grau menor
que 3 é comum em todas as instincias 3-coloriveis geradas para o experimento; com excegao das
instancias MUG;, escolhidas por ndo serem reduzidas pela rotina.

Porém, apesar de sua simplicidade, da maneira como foi desenvolvida, a rotina de pré-
processamento ndo mostrou-se eficiente para a reducio total do tempo necessario para a resolucio
do problema de 3-coloragdo, considerando o tempo necessario para o pré-processamento antes
de entregar a instincia para o SCIP.

O SCIP € um resolvedor bastante eficiente, capaz de processar instdncias do problema de
3-coloragdo até maiores que as trabalhadas neste experimento. Nossa rotina de pré-processamento
foi desenvolvida em Python, que ndo € a linguagem mais eficiente, considerando o objetivo do
experimento. Também, trabalhamos com a biblioteca Networkx e com as instincias em formato
Graphviz, o que tornou a aplicag@o mais lenta.

Nao trabalhamos com instincias relativamente grandes, de maneira a verificar o limite
de processamento do SCIP, pois o tempo necessirio para executar a rotina de pré-processamento
em instancias maiores do que as demonstradas no experimento € invidvel.

Para uma rotina de pré-processamento eficaz em sua totalidade, serd necessério repensar
o seu desenvolvimento, considerando o tempo de execucdo necessdrio para a identificagdo dos
diamantes e vértices de grau menor que 3.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com a execugio deste experimento, concluimos que a rotina de pré-processamento
proposta mostra-se eficiente enquanto reducao das instdncias a serem processadas pelo SCIP, de
maneira que o tempo necessdrio para a resolucdo dos problemas também serd reduzido.

Porém, esta rotina precisa ser aprimorada para que seja efetivamente eficaz na reducao
total do tempo necessdrio para a resolucdo do problema de 3-coloragao utilizando o SCIP.

Com o objetivo de tornar a mesma proposta de pré-processamento mais eficiente,
pode-se repensar a maneira como os diamantes das instincias sdo identificados, buscando na
literatura método que possibilite a sua busca e identificacio em menor tempo computacional.

Também, deve-se considerar o desenvolvimento de toda a rotina em linguagem de
programacio que a torne mais simples € rdpida. Neste experimento, o desenvolvimento da
aplicacdo nao foi refinado pois ndo era este o foco do experimento.

Ainda, para que a rotina possa ser submetida a um experimento que possibilite a
demonstracdo de resultados mais completos, € necessiria a sua execug@o em instdncias maiores.
Sendo portanto, no desenvolvimento de uma aplicacdo mais refinada, necessdrio considerar esta
possibilidade.

Por fim, mesmo sendo o SCIP um resolvedor bastante eficiente, o seu tempo de
processamento para a resolugdo de problemas em algum momento serd invidvel, considerando
instincias maiores ou com alguma caracteristica especifica. A demonstracdo deste pior caso e
uma proposta de pré-processamento eficiente que viabilize a sua utilizacdo € um interessante
tema para trabalhos futuros.
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