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RESUMO 
 

Com a crescente demanda por aparelhos eletrônicos autônomos e com a 
necessidade de novas formas de geração de energia elétrica, surge o conceito de 
Energy Harvesting, que permite a obtenção de formas de energia presentes na 
natureza e a conversão dessa energia em uma forma útil, como a elétrica. Uma das 
formas de se gerar energia a partir desse conceito é utilizando materiais 
piezoelétricos. Contudo, a utilização de uma única viga piezoelétrica tem a geração 
limitada à frequências de excitação próximas a sua frequência de ressonância. Uma 
opção para garantir maior geração de energia em uma ampla faixa de frequências é 
a utilização de uma viga engastada-livre (viga primária) e uma viga piezoelétrica 
(harvester), acoplada na primária. Este tipo de sistema permite uma sintonização mais 
fácil, de modo que as primeiras frequências naturais do sistema coincidam com a faixa 
de operação desejada. Neste trabalho, são apresentadas metodologias para 
identificação e para otimização de um sistema experimental deste tipo. A base da viga 
metálica é excitada com um sinal conhecido e a tensão gerada no piezoelétrico é 
medida. A partir dos sinais de excitação e de tensão, é possível calcular a Função 
Resposta em Frequência de tensão-aceleração do sistema. O modelo matemático 
proposto para o sistema experimental é composto por uma viga contínua engastada-
livre metálica, com uma mola equivalente, que representa a influência da viga 
piezoelétrica na viga metálica, acoplada. Para se obter o valor da rigidez equivalente, 
são apresentados diferentes modelos matemáticos para o piezoelétrico: 1 grau de 
liberdade e modelo contínuo, com seção única e duas seções. As equações de 
movimento do sistema composto são obtidas a partir da aplicação das Equações de 
Lagrange. Os parâmetros físicos e geométricos do sistema experimental são então 
identificados a partir de um problema inverso, no qual um modelo numérico é ajustado 
a partir dos dados obtidos experimentalmente. A identificação é realizada utilizando 
técnicas de otimização não linear. Para validar o modelo do sistema composto, são 
apresentados e testados experimentalmente modelos para as vigas individualmente, 
além de simulações do harvester no ANSYS. Os ajustes de curva ocorreram de forma 
satisfatória, e foi possível perceber a melhora dos resultados para o harvester 
contínuo, em comparação com o modelo de 1 grau de liberdade. Além disso, o modelo 
com 2 seções se mostrou mais próximo da realidade. Os pontos de maior divergência 
com os valores esperados foram o ponto de acoplamento e a capacitância total do 
energy harvester, enquanto os outros parâmetros apresentaram resultados 
satisfatórios. Após a identificação, é apresentado um método para a otimização do 
sistema, também utilizando técnicas de otimização não linear, de modo a se obter os 
parâmetros ótimos que possibilitem a máxima geração de energia pelo sistema em 
uma determinada faixa de frequências. 
 
Palavras-chave: Energy Harvesting. Materiais Piezoelétricos. Vibrações Mecânicas. 

Equações de Lagrange. Otimização não linear. 
 
 



 
 

ABSTRACT 
 

With the increasing demand for autonomous electronic devices and the need 
for new forms of electricity generation, the concept of Energy Harvesting, which allows 
obtaining forms of energy present in nature and converting this energy into a useful 
way, such as the electric one, has emerged. One way to generate energy based on 
this concept is by using piezoelectric materials. However, the use of a single 
piezoelectric beam has the generation limited to excitation frequencies close to its 
resonance frequency. One option to ensure greater power generation in a wide range 
of frequencies is using a cantilever beam (primary beam) and a piezoelectric beam 
(harvester), coupled to the primary one. This type of system allows an easier tuning so 
that the first natural frequencies of the system match the desired operating range. In 
this work, methodologies for the identification and optimization of an experimental 
system of this type are presented. The base of the metal beam is excited with a known 
signal and the voltage generated by the piezoelectric one is measured. From the 
excitation and voltage signals, it is possible to calculate the system voltage-
acceleration Frequency Response Function. The mathematical model proposed for the 
experimental system is composed of a continuous metallic cantilever beam, with an 
equivalent spring, which represents the influence of the piezoelectric beam on the 
coupled metal one. In order to obtain the equivalent stiffness value, different 
mathematical models are presented for the piezoelectric: single degree of freedom and 
continuous model, with a single section and two sections. The equations of motion of 
the composite system are obtained by applying the Lagrange Equations. The physical 
and geometric parameters of the experimental system are then identified considering 
an inverse problem, in which a numerical model is adjusted from the data obtained 
experimentally. The identification is performed using non-linear optimization 
techniques. In order to validate the composite system model, models for the individual 
beams are presented and experimentally tested, in addition to harvester simulations 
using ANSYS. The curve adjustments occurred satisfactorily, and it was possible to 
notice the improvement of the results for the continuous harvester, compared to the 
single degree of freedom model. In addition, the model with 2 sections proved to be 
closer to reality. The points of greatest divergence with the expected values were the 
coupling point and the total capacitance of the energy harvester, while the other 
parameters showed satisfactory results. After the identification, a method for the 
optimization of the system is presented, also using non-linear optimization techniques, 
in order to obtain the optimal parameters that allow the maximum generation of energy 
by the system in a certain frequency range. 

 
Keywords: Energy Harvesting. Piezoelectric materials. Mechanical Vibrations. 

Lagrange Equations. Nonlinear optimization. 
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1 INTRODUÇÃO  
 

As primeiras fontes de eletricidade portáteis no mundo foram criadas por 

Alessandro Volta, com a invenção da bateria em 1799, e por Michael Faraday, com a 

invenção do dínamo em 1831. Desde então, o uso de fontes portáteis se difundiu 

largamente. 

Nas últimas duas décadas, a demanda por aparelhos eletrônicos autônomos 

tem crescido, motivando pesquisas com o objetivo de obter formas alternativas de 

geração de energia elétrica (ROUNDY; WRIGHT, 2004; MUTHALIF; NORDIN, 2015). 

Nesse contexto, surge o conceito do Energy Harvesting, que representa a 

obtenção de energia proveniente da chuva, do vento ou de outras formas presentes 

na natureza, que geralmente são desperdiçadas, e sua conversão em uma forma útil, 

como a elétrica (ACCIANI; MODUGNO; GELAO, 2016). Zhang et al. (2019) afirmam 

que a energia é geralmente proveniente da luz ambiente, ondas eletromagnéticas em 

rádio frequência, fontes térmicas ou fontes mecânicas. Em seu trabalho, é descrito um 

dispositivo capaz de converter sinais de wi-fi em eletricidade. 

Os energy harvesters, termo utilizado para descrever os sistemas geradores, 

geram uma pequena quantidade de energia que pode ser utilizada para abastecer 

aparelhos eletrônicos (ERTURK; INMAN, 2009). Assim, o conceito de Energy 

Harvesting traz a possibilidade do carregamento de sensores sem fio, que podem ser 

utilizados em aplicações remotas. A troca ou recarga destes aparelhos costuma ser 

difícil de ser efetuada, apesar de sua vida útil ser muito maior do que a vida útil de 

suas baterias (KIM; KIM; KIM, 2011). Outra aplicação importante desse conceito está 

na diminuição da troca constante de pilhas e baterias em equipamentos eletrônicos, 

como smartphones e notebooks. 

As principais formas de captação de energias alternativas estão 

representadas na Figura 1. Williams e Yates (1996) propõem três mecanismos 

básicos de conversão de energia de vibrações para energia elétrica: transduções 

eletromagnética, eletrostática e piezoelétrica. Estes três mecanismos têm sido 

profundamente estudados e comparados ao longo dos últimos 20 anos e a transdução 

piezoelétrica tem ganhado destaque, devido principalmente a sua maior densidade de 

potência (ANTON; SODANO, 2007) e sua utilidade na fabricação de microtecnologias 

(COOK-CHENNAULT; THAMBI; SASTRY, 2008). 
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Figura 1 – Mapa de energias alternativas 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Os materiais piezoelétricos, ao sofrerem deformação mecânica, geram uma 

polarização elétrica interna, que pode ser convertida em energia elétrica (efeito 

piezoelétrico direto), podendo ser captada por um circuito externo. De acordo com Hu 

et al. (2010), os materiais piezoelétricos têm ganhado destaque em pesquisas de 

Energy Harvesting, pela sua capacidade de converter diretamente um esforço 

mecânico em energia elétrica, além de apresentarem baixa complexidade na 

integração com outros sistemas. 

A maioria dos energy harvesters piezoelétricos é dada por sistemas na forma 

de vigas engastadas-livre, devido à sua característica de ressonância em baixas 

frequências e à alta geração de energia elétrica na ressonância (KUNDU; NEMADE, 

2016). A viga piezoelétrica é acoplada em uma estrutura sujeita a vibrações 

mecânicas e a deformação induzida no piezoelétrico é convertida em uma saída de 

tensão. 

As duas principais configurações de uma viga piezoelétrica são unimorfa e 

bimorfa, caracterizadas pela presença de material piezoelétrico em um ou ambos os 

lados da viga. De acordo com Erturk e Inman (2009), cada configuração possui 
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vantagens e desvantagens, de modo que o dispositivo deve ser projetado de acordo 

com a sua aplicação. 

Erturk e Inman (2008) desenvolveram uma solução analítica para um energy 

harvester piezoelétrico engastado-livre unimorfo, utilizando a teoria de Euler-Bernoulli, 

que não leva em consideração os efeitos da inércia rotacional e da deformação 

proveniente do cisalhamento. Eles obtiveram as respostas de tensão e de vibração do 

sistema para excitação harmônicas de translação na base. Além disso, Erturk e Inman 

(2009) desenvolveram uma solução analítica para um energy harvester piezoelétrico 

engastado-livre bimorfo, com conexão em série e em paralelo das camadas 

piezocerâmicas, utilizando a mesma teoria de Euler-Bernoulli e considerando 

excitações harmônicas de translação, com rotações pequenas, na base. 

A grande limitação do energy harvester engastado-livre é o fato de que a 

geração de energia utilizando uma única viga piezoelétrica acoplada a uma estrutura 

sujeita a vibrações mecânicas é limitada à frequências de excitação próximas à 

frequência de ressonância do harvester. Uma opção para garantir maior geração de 

energia em uma ampla faixa de frequências é a utilização de uma viga engastada-

livre (viga primária) e uma viga piezoelétrica, acoplada na primária. Este tipo de 

sistema permite uma sintonização mais fácil, pois é possível alterar as dimensões da 

viga primária de forma simples, de modo que as primeiras frequências naturais do 

sistema coincidam com a faixa de operação desejada. 

O presente trabalho traz uma metodologia inédita de identificação de um 

sistema de Energy Harvesting composto por uma viga metálica e uma viga 

piezoelétrica bimorfa acoplada à metálica, juntamente com sua validação 

experimental. Além disso, é apresentada uma metodologia de otimização do sistema 

composto para obtenção de máxima energia gerada. 

 

1.1 OBJETIVOS 

 

1.1.1 Objetivo Geral 

 

Este trabalho tem como objetivo apresentar e validar experimentalmente uma 

metodologia para a identificação e a otimização de um sistema de Energy Harvesting 

composto por uma viga de aço engastada-livre e por uma viga piezoelétrica (energy 

harvester) engastada na viga de aço. 
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Os parâmetros a serem identificados são: o amortecimento das duas vigas, a 

capacitância total do harvester, o comprimento de cada viga e o local de engaste do 

piezoelétrico na viga primária, pois não é possível medir com exatidão os locais de 

engaste, devido à ausência de engastes perfeitos. 

Para desenvolver esta metodologia, é proposto um modelo equivalente do 

harvester a partir de sua rigidez dinâmica equivalente na base. 

A partir de tal identificação, é feita a análise dos parâmetros físicos, mecânicos 

e elétricos, obtidos do sistema. A análise e validação dos modelos apresentados é 

realizada, de modo a permitir uma futura otimização do sistema, cuja metodologia é 

apresentada, obtendo-se a máxima geração de energia em uma faixa de frequências 

determinada. 

 

1.1.2 Objetivos Específicos 

 

Como objetivos específicos, têm-se: 

 Realizar a construção do sistema experimental proposto, para identificação; 

 Apresentar e comparar diferentes modelos matemáticos para o sistema 

composto experimental; 

 Apresentar e comparar diferentes modelos matemáticos para as vigas de aço 

e piezoelétrica; 

 Realizar a identificação dos parâmetros do sistema com os diferentes 

modelos, a partir de um problema inverso; 

 Apresentar uma metodologia para a realização da otimização do sistema, de 

modo a se obter a máxima geração de energia. 

 

1.2 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

Para o embasamento do trabalho, conceitos como: fundamentos de 

piezoeletricidade, de materiais piezoelétricos, de coeficientes piezoelétricos, de 

equações constitutivas piezoelétricas, de Energy Harvesting e energy harvesters, de 

identificação de sistemas, de vibração livre transversal de vigas e de Equações de 

Lagrange são revisados no capítulo 2. 
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Os modelos matemáticos utilizados, assim como o problema de identificação 

inversa e o modelo para o projeto ótimo, são descritos e detalhados juntamente com 

a parte experimental do projeto no capítulo 3. 

Os resultados obtidos ao longo do trabalho são apresentados no capítulo 4, 

enquanto sua discussão é realizada no capítulo 5. 

As considerações finais sobre o trabalho, assim como recomendações para 

trabalhos futuros, são feitas no capítulo 6. 
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2 REVISÃO DA LITERATURA 
 

Para o desenvolvimento do trabalho, alguns conceitos teóricos devem ser 

revisados, de modo a se obter uma metodologia completa e eficaz. Dessa forma, neste 

capítulo, alguns fundamentos de piezoeletricidade, de materiais piezoelétricos, de 

coeficientes piezoelétricos, de equações constitutivas piezoelétricas, de Energy 

Harvesting e energy harvesters, de identificação de sistemas e de vibração livre 

transversal de vigas são revisados. 

 

2.1 PIEZOELETRICIDADE 

 

A piezoeletricidade foi descoberta em 1880, pelos irmãos Pierre e Jacques 

Curie. Eles perceberam que alguns tipos de cristais, ao serem comprimidos em 

direções específicas, apresentavam uma polarização, ou seja, cargas positivas e 

negativas ordenadas em certas partes do material. Essa polarização era proporcional 

à pressão aplicada e desaparecia quando a pressão cessava. Pierre Curie também 

descobriu que os polos eram produzidos apenas em algumas direções de acordo com 

a configuração geométrica do cristal (TICHÝ et al., 2010). 

A primeira aplicação prática da piezoeletricidade foi realizada durante a 

Primeira Guerra Mundial, por Paul Langevin, no desenvolvimento de sonares. Após 

esse período, foram iniciados estudos a respeito do desenvolvimento de materiais 

piezoelétricos sintéticos, gerando descoberta e aperfeiçoamento de cerâmicas 

piezoelétricas de Titanato de Bário e de cerâmicas piezoelétricas de Titanato 

Zirconato de Chumbo (PZT) (CADY, 1964). 

A piezoeletricidade possui relação direta com a simetria do cristal (CURIE; 

CURIE, 1880). Seu efeito é observado em cristais sem centro de simetria, o que é 

explicado através de estruturas monocristalinas e policristalinas. Em um monocristal, 

todos os portadores de carga possuem eixos polares com características direcionais 

em apenas um sentido, como mostra a Figura 2. Este tipo de cristal apresenta simetria, 

com eixos unidirecionais, mesmo que o cristal seja partido em pedaços menores. 
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Figura 2 – Monocristal 

 
FONTE: Iaconis (2016). 

 

Por outro lado, um policristal apresenta regiões diversas com diferentes eixos 

polares, como mostra a Figura 3. 

 

Figura 3 – Policristal 

 
FONTE: Iaconis (2016). 

 

Para adquirir o efeito piezoelétrico, o policristal pode ser aquecido até o ponto 

de Curie, que é a temperatura a partir da qual um material ferromagnético começa a 

perder suas propriedades magnéticas, com um campo elétrico intenso (CURIE; 

CURIE, 1880). Com o aumento da temperatura, as moléculas conseguem se mover 

livremente e, com a atuação do campo elétrico, os dipolos se reorganizam, como 

mostra a Figura 4. 
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Figura 4 – Polaridade induzida em um policristal 

 
FONTE: Iaconis (2016). 

 

A piezoeletricidade pode ser de dois tipos: direta ou inversa. 

Tichý et al. (2010) define a piezoeletricidade direta como a variação de 

polaridade de acordo com a deformação aplicada. Quando uma força externa é 

aplicada, uma polarização elétrica interna é obtida no material, com intensidade 

proporcional à força aplicada e diretamente relacionada com a geometria do material. 

De acordo com Arnau e Soares (2008): 

  (2.1) 

onde  é o vetor de polarização piezoelétrica,  é a tensão mecânica sob a qual o 

material piezoelétrico está submetido e  é o coeficiente de pressão piezoelétrica. 

A Figura 5 ilustra um esquema de piezoeletricidade direta. 

 

Figura 5 – Ilustração do efeito piezoelétrico direto 

 
FONTE: Tichý et al. (2010). 

 

Na piezoeletricidade inversa, na presença de um campo elétrico, o cristal 

piezoelétrico se deforma. O efeito piezoelétrico inverso é uma manifestação da 

mesma propriedade fundamental dos cristais responsável pelo efeito piezoelétrico 

direto (TICHÝ et al., 2010). 
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De acordo com Arnau e Soares (2008): 

  (2.2) 

onde  é a tensão produzida,  é o campo elétrico aplicado e  é o coeficiente de 

pressão piezoelétrica. A Figura 6 ilustra a piezoeletricidade inversa. 

 

Figura 6 – Ilustração do efeito piezoelétrico inverso 

 
FONTE: Tichý et al. (2010). 

 

2.2 MATERIAIS E COEFICIENTES PIEZOELÉTRICOS 

 

Para estudo dos coeficientes piezoelétricos e, posteriormente, das equações 

constitutivas e dos harvesters piezoelétricos, é preciso definir as direções principais 

utilizadas em um material piezoelétrico. Essas direções são dadas a partir de um 

sistema de eixos ortogonais, como mostrado na Figura 7. Os eixos 1 (X) e 2 (Y) são 

os eixos perpendiculares aos dipolos gerados, enquanto o eixo 3 (Z) é o eixo de 

polarização, no qual está presente o vetor de polarização P. 

 
Figura 7 – Eixos de orientação de um material piezoelétrico 

 
FONTE: Lima (2013). 
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2.2.1 Constante piezoelétrica  

 

A constante piezoelétrica  relaciona um campo elétrico aplicado ao longo 

do eixo  com a deformação no eixo , quando todas as tensões mecânicas externas 

são mantidas constantes. As duas principais constantes desse tipo são a  e a . 

A Figura 8 mostra o arranjo experimental para a obtenção das constante  

e .  

 

Figura 8 – Arranjo experimental para obtenção das constantes  e . 

 
FONTE: Adaptado de Coelho (2015). 

 

Para a constante , uma tensão elétrica  é aplicada em um cristal 

piezoelétrico de comprimento , largura  e espessura , polarizado no eixo z 

(direção 3). A magnitude do campo elétrico gerado por essa tensão está descrita por 

Moheimani e Fleming (2006): 

  (2.3) 

A deformação no elemento, ocasionada pelo campo elétrico gerado na 

direção 1, é dada por 

  (2.4) 

onde 

  (2.5) 

 

Por outro lado, para a constante , a deformação no elemento, ocasionada 

pelo campo elétrico gerado na direção 3, é dada por  

  (2.6) 
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onde 

  (2.7) 

 

2.2.2 Constante dielétrica  

 

A constante dielétrica  determina a carga por unidade de área gerada no 

eixo  devido a um campo elétrico aplicado no eixo . Na maioria dos materiais 

piezoelétricos, um campo elétrico aplicado em um eixo provoca a orientação de cargas 

elétricas apenas no mesmo sentido do eixo (MOHEIMANI; FLEMING, 2006). 

Há também a constante denotada por , na qual  descreve a permissividade 

para um campo aplicado na direção , quando nenhuma barreira externa está 

restringindo o material (MOHEIMANI; FLEMING, 2006). 

 

2.2.3 Materiais 

 

O efeito piezoelétrico ocorre naturalmente em vários cristais, como por 

exemplo no quartzo, na turmalina e no tartarato de potássio e sódio (CURIE; CURIE, 

1880). Além desses cristais, há um grupo importante de materiais piezoelétricos 

sintéticos, chamados cerâmicas piezoelétricas, como por exemplo o PZT. Estes são 

ferroelétricos policristalinos.  

Os materiais piezoelétricos mais utilizados são o PZT (BALDISSERRI; 

GARDINI; GALASSI, 2012) e o titanato de bário (KOKA; ZHOU; SODANO, 2014). 

Outros materiais de grande importância são o PVDF (piezoelétrico polimérico) e o 

MFC (compósito de micro fibra). Anton e Sodano (2007) e Shen, Choe e Kin (2006) 

constataram que esses materiais são muito flexíveis. Além disso, Kranz, Benjeddou e 

Drossel (2013) mostraram que o MFC é um composto que combina a alta densidade 

de energia dos piezocerâmicos com a flexibilidade do epóxi. O Quadro 1 apresenta 

uma comparação entre algumas propriedades do PZT e do PVDF. 
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Quadro 1 – Propriedades típicas de materiais piezoelétricos 

Propriedade do Material PZT PVDF 
Módulo de Young (GPa) 50 2,5 

Tensão máxima (Mpa) 
Tração: 80 

Compressão: 600 

Tração: 200 

Compressão: 200 

Deformação máxima Frágil 50% 

Temperatura máxima de operação (ºC) 80 - 150 90 

Fator de acoplamento k33 0,7 0,1 

Campo elétrico máximo (V/mm) 2000 5 x 105 

Densidade (kg/m³) 7600 1800 

Constantes piezoelétricas:   

d33 (10-12 C/N ou m/V) 300 25 

d31 (10-12 C/N ou m/V) -150 
Uni-axial: -15 

Bi-axial: -3 

d15 (10-12 C/N ou m/V) 500 - 

e31 = d31/sE (C/m2) -7,5 -0,025 

Constante dielétrica εT/ε0 
(ε0 = 8,85 x 10-12 F/m) 

1800 10 

FONTE: Adaptado de Preumont (2002). 

 

Shen, Choe e Kin (2006) compararam os materiais PZT, PVDF e MFC e 

demonstraram que, apesar do PZT apresentar a maior densidade de potência, não 

deve ser utilizado para vibrações com altas acelerações, pois possui uma menor 

tensão de escoamento, o que faz com que fraturas ocorram mais facilmente. Para 

altas acelerações, os materiais piezoelétricos poliméricos e compósitos, PVDF e MFC, 

são mais adequados, de modo que o PVDF obteve a maior durabilidade nessas 

condições. 

O óxido de zinco (ZnO) tem se mostrado um material capaz de gerar um 

campo piezoelétrico em escalas nanométricas. Ele tem sido utilizado em cabos com 

diâmetros menores do que 100 nanômetros. Como o zinco possui propriedades tanto 

piezoelétricas quanto semicondutoras, além de ser biocompatível, pode ser utilizado 

também em algumas aplicações médicas. (WANG; SONG, 2006). 
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2.3 EQUAÇÕES CONSTITUTIVAS PIEZOELÉTRICAS 

 

Em um meio dielétrico unidimensional não sujeito à aplicação de forças, o 

deslocamento elétrico (carga por unidade de área)  é dado por (ANSI/IEEE Std, 

1988) 

  (2.8) 

onde  é a constante dielétrica do material e  é o campo elétrico. 

Da mesma forma, em um corpo elástico unidimensional, na ausência de um 

campo elétrico, sua deformação  é dada por 

  (2.9) 

onde  é chamado de conformidade do material, que é o inverso do módulo de Young, 

e  é a tensão aplicada. 

Para um material piezoelétrico, as equações constitutivas mecânica e elétrica 

são acopladas da seguinte forma (ANSI/IEEE Std, 1988): 

  (2.10) 

  (2.11) 

Na Equação (2.10), a constante piezoelétrica  relaciona a deformação com 

o campo elétrico  na ausência de esforços mecânicos e  está relacionado com a 

conformidade do material quando o campo elétrico é constante. Na Equação (2.11),  

relaciona o deslocamento elétrico  com a deformação na ausência de campo elétrico, 

enquanto  é a constante dielétrica sob tensão constante (PREUMONT, 2002). 

As equações podem ser reescritas como 

  (2.12) 

 
 

(2.13) 

ou ainda, como 

  (2.14) 

  (2.15) 

onde  é o módulo de Young sob campo elétrico constante,  é a 

constante que relaciona a deformação com o deslocamento elétrico na ausência de 

campo elétrico e =  é chamado de coeficiente de acoplamento para o 

piezoelétrico. Para transduções eficientes, são desejáveis altos valores de  

(PREUMONT, 2002). 
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Da Equação (2.14), é possível perceber que a constante dielétrica sob 

deformação constante é dada por . Aquela equação é utilizada na 

formulação para um atuador piezoelétrico laminar, enquanto a Equação (2.15) é 

utilizada na formulação para um sensor laminar. Reescrevendo as Equações (2.14) e 

(2.15) na forma matricial, chega-se a 

  (2.16) 

Para análises multidimensionais, as equações constitutivas assumem um 

formato análogo ao das unidimensionais, com a diferença de se tratarem de formas 

tensoriais em função das múltiplas dimensões envolvidas (LERCH, 1990). Se a 

direção de polarização coincidir com a direção 3, as equações constitutivas podem 

ser escritas matricialmente como 

 
(2.17) 

 
(2.18) 

As Equações (2.17) e (2.18) representam um atuador e um sensor 

piezoelétrico, respectivamente. 

 

2.4 ENERGY HARVESTING 

 

De acordo com Acciani, Modugno e Gelao (2016), o conceito de Energy 

Harvesting representa a obtenção de energia proveniente da chuva, do vento ou de 

outras formas de energia presentes na natureza, que geralmente são ignoradas, e a 

conversão dessa energia em uma forma útil de energia, como a elétrica. Os sistemas 

projetados podem converter tipos de energia presentes também em ambientes 

industriais, como vibrações mecânicas, gradientes de temperatura, luz artificial ou 

ruídos elevados. Essa energia pode ser gerada e armazenada para alimentar 

dispositivos eletrônicos. 



26 
 

 

O principal objetivo do Energy Harvesting não é produzir energia em larga 

escala, mas sim utilizar imediatamente a energia gerada ou guardar a energia captada 

em um dispositivo de armazenamento para utilizá-la posteriormente em um sistema 

eletrônico (POZO et al., 2019). Portanto, um sistema com esse conceito deve ser 

capaz de captar a energia durante seu período de disponibilidade, enquanto 

dispositivos complementares de armazenamento devem atender a demanda e 

fornecer essa energia em períodos determinados. 

Os principais princípios do Energy Harvesting são (POZO et al., 2019): 

 Remover a necessidade de fios de alimentação; 

 Eliminar ou reduzir a dependência de pilhas e baterias; 

 Aumentar a vida útil de aparelhos e sensores eletrônicos; 

 Facilitar instalação e manutenção de aparelhos; 

 Reduzir custos; 

 Reduzir desperdícios. 

Um sistema padrão de Energy Harvesting é constituído por três partes 

principais (KHENG; KUMAR, 2010): um harvester, um sistema de gerenciamento e 

conversão e um sistema de armazenamento de baixo consumo de energia. A 

operação se inicia com a coleta de energia do ambiente através do harvester. Em 

seguida, o sistema de gerenciamento converte os níveis de tensão da energia captada 

para níveis padrão, alimentando o sistema eletrônico. Quando necessário, o excesso 

de energia obtida é armazenada pelo sistema de armazenamento. 

 

2.4.1 Energy harvesters 

 

Energy Harvesters são dispositivos que possuem os mesmos princípios dos 

transdutores eletrônicos. Dessa forma, eles são fundamentalmente transdutores, 

projetados para extrair a máxima quantidade possível de energia do ambiente 

(WEBSTER; EREN, 2017). Os energy harvesters geram uma pequena quantidade de 

energia, que pode ser utilizada para abastecer aparelhos eletrônicos (ERTURK; 

INMAN, 2009). 

Os energy harvesters podem ser fabricados a partir de diferentes princípios 

físicos. O Quadro 2 mostra os principais tipos de harvesters existentes, assim como 

as características de cada um. 
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Quadro 2 – Características dos principais energy harvesters existentes 

Harvester 
Princípio de 

Funcionamento 
Densidade de 

Potência (μW/cm²) 
Rendimento 

(%) 
Maturidade 

dos Estudos 

Fotovoltaico Efeito fotovoltaico 
Externos: 15.000 

Internos: 10-100 
 40 Maduro 

Piezoelétrico Efeito piezoelétrico 330  30 Maduro 

Eletromagnético Lei de Faraday 
Humano: 4 

Industrial: 306 
 67 Maduro 

Eletrostático 

Capacitores 

dependentes de 

vibração 

50 a 100 9,5-23,6 Emergente 

Piroelétrico Ciclo de Olsen 3,5 a 85 ºC/s 1-3,5 Emergente 

Termoelétrico Efeito seebeck 
Humano: 100 

Industrial: 100.000 
10-15 Maduro 

Magnético 
Leis de Ampere, 

Maxwell e Faraday 

1.800 com 400 A a 4 

cm do condutor 
0,1325 Emergente 

RF 
Transmissores de 

rádio 

GSM: 0,1 

WiFi: 0,01 
50-70 Maduro 

Vento 

Água 
Lei de Faraday 

1.160 à 5 m/s 

4,91 à 3 l/s 

0,61-17,6 

1,7-29,5 
Emergente 

Acústico Efeito Helmotz 1.436 à 123 dB 0,012 Emergente 

FONTE: Adaptado de Pozo et al. (2019). 

 

Os harvesters piezoelétrico, eletromagnético e eletrostático estão inseridos 

em um grupo conhecido como harvesters cinéticos, que são responsáveis por gerar 

energia elétrica a partir de energia mecânica através de transdutores eletromagnéticos 
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(BEEBY; WHITE, 2010). A energia mecânica é captada do ambiente através de 

vibrações. Esses dispositivos possuem a frequência de ressonância que costuma 

variar de dezenas a centenas de Hertz e costumam gerar energia também na faixa de 

dezenas a centenas de microwatts (PRIYA et al., 2019). Os harvesters cinéticos são 

sensíveis à frequência de excitação, ou seja, fornecem um pico de potência em uma 

banda estreita de frequências de excitação em torno de sua frequência de 

ressonância. Dessa forma, é necessário sintonizar esses dispositivos (BOISSEAU; 

DESPESSE; AHMED, 2012). 

Os Quadros 3 e 4 mostram, respectivamente, as principais vantagens e 

desvantagens dos harvesters cinéticos disponíveis. 

 

Quadro 3 – Vantagens dos harvesters cinéticos 

Dispositivos  
Piezoelétricos 

Dispositivos 
Eletromagnéticos 

Dispositivos 
Eletrostáticos 

- Altas tensões de saída; 

- Altas capacitâncias; 

- Não há necessidade de 

controlar. 

- Altas correntes de saída; 

- Vida útil longa; 

- Robustez. 

- Altas tensões de saída; 

- Sistemas de baixo custo; 

- Coeficiente de acoplamento 

ajustável; 

- Redução no tamanho 

aumenta a capacitância. 

FONTE: Adaptado de Pozo et al. (2019). 

 

Quadro 4 – Desvantagens dos harvesters cinéticos 

Dispositivos  
Piezoelétricos 

Dispositivos 
Eletromagnéticos 

Dispositivos 
Eletrostáticos 

- Materiais caros; 

- Coeficiente de acoplamento 

dependente das propriedades 

do material. 

- Baixas tensões de saída; 

- Materiais caros; 

- Baixa eficiência em baixas 

frequências e com tamanhos 

pequenos. 

- Baixas capacitâncias; 

- Alta incidência de 

capacitâncias parasitas; 

- Não há conversão direta 

mecânica para elétrica para 

dispositivos sem eletreto. 

FONTE: Adaptado de Pozo et al. (2019). 
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2.4.2 Energy harvester piezoelétrico 

 

Ao ser deformada, uma cerâmica piezoelétrica gera uma polarização elétrica 

interna. Por conta dessa propriedade, os materiais piezoelétricos podem ser utilizados 

como geradores inerciais de energia a partir de vibrações mecânicas. 

Os geradores inerciais podem ser descritos como um sistema massa-mola-

amortecedor de segunda ordem, no qual a mola e o amortecedor estão em paralelo 

com o elemento piezoelétrico (FERRARI et al., 2008), (ERTURK; INMAN, 2008). A 

massa fica fixada a uma base na qual é aplicada uma aceleração externa. O esquema 

de um gerador inercial está representado na Figura 9. O elemento piezoelétrico 

transforma a deformação mecânica sofrida por este dispositivo em energia elétrica. 

 

Figura 9 – Sistema massa-mola-amortecedor-piezo 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

O sistema possui a seguinte equação de movimento: 

  (2.19) 

onde ,  e  são a massa, o coeficiente de amortecimento e a constante de rigidez, 

respectivamente, e  representa uma força externa aplicada ao sistema. A 

constante  abrange o coeficiente de rigidez do sistema principal ( ) e do 

piezoelétrico ( ), enquanto o coeficiente de amortecimento  abrange tanto perdas 

mecânicas ( ) quanto perdas elétricas ( ). Este modelo possui erros desprezíveis 

sempre que a estrutura vibrar com um deslocamento pequeno, de modo que possui 

um comportamento mecânico linear nesta situação (STANTON et al., 2011). 
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A frequência natural do sistema (frequência de ressonância do sistema não 

amortecido) é dada por 

 
 (2.20) 

A energia gerada pelo piezoelétrico é calculada a partir da energia mecânica 

perdida por efeito da transdução (BEEBY; TUDOR; WHITE, 2006): 

 
 (2.21) 

onde  é a amplitude de aceleração da base, assumindo que a vibração seja 

harmônica e o deslocamento da base seja . Além disso,  e  são as 

razões de amortecimento do piezoelétrico e do sistema mecânico, respectivamente 

( ). 

Na prática, o sistema deve ser projetado de modo que  coincida com a 

frequência de excitação externa , pois quando isso ocorre, tem-se a máxima 

deformação do sistema e, por consequência, a máxima geração de energia. 

Quando uma tensão mecânica atua sobre um elemento piezoelétrico PZT, 

assumindo que o campo elétrico aplicado é nulo, o vetor deslocamento elétrico 

resultante é dado pela Equação (2.18), com : 

 

 (2.22) 

A carga gerada é dada por (MOHEIMANI; FLEMING, 2006) 

 
 (2.23) 

onde  e  são os diferenciais de área dos eletrodos nos planos 2-3, 1-3 e 

1-2, respectivamente. A tensão elétrica gerada  é dada por 

  (2.24) 

onde  é a capacitância do material piezoelétrico. 

Supondo que a tensão mecânica seja aplicada apenas na direção 1, e 

assumindo o resultado da deformação nessa direção, a tensão gerada é dada por 
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  (2.25) 

onde  é o módulo de Young do piezoelétrico e  é a deformação média sobre o 

comprimento do elemento, calculada por 

  (2.26) 

 

2.4.3 Energy Harvester do tipo  

 

No modo , é aplicada uma deformação na direção 1, gerando um campo 

elétrico induzido na direção 3 no material. A Figura 10 mostra a configuração mais 

comum de um gerador piezoelétrico deste tipo, composto por uma viga retangular 

engastada-livre com uma massa na ponta e um material piezoelétrico. 

 

Figura 10 – Gerador piezoelétrico do tipo  engastado 

 
FONTE: Roundy e Wright (2004). 

 

Para este tipo de arranjo, existem duas configurações: unimorfa e bimorfa, 

caracterizadas pela presença de material piezoelétrico apenas na parte superior da 

viga ou em ambos os lados, respectivamente. Ng e Liao (2005) estudaram e 

compararam as duas configurações de modo a se obter maior geração de energia. A 

viga unimorfa apresentou melhores resultados para frequências e resistências 

elétricas baixas, enquanto a viga bimorfa se mostrou mais adequada para frequências 

e resistências mais elevadas. Além disso, no caso da configuração bimorfa, os dois 

elementos piezoelétricos podem ser unidos eletricamente em paralelo (para aumentar 



32 
 

 

a passagem de corrente) ou em série (para aumentar a tensão gerada). Isso ocorre 

porque os elementos são submetidos a tensões opostas durante a operação. 

A relação ótima, descrita pela Equação (2.27), para a resistência elétrica, foi 

obtida por Lu, Lee e Lim (2004), para uma viga bimorfa, em função das dimensões e 

propriedades do material: 

  (2.27) 

onde  é a espessura,  é o comprimento do piezoelétrico,  é a largura da viga,  

é a constante dielétrica,  é a frequência angular de excitação e  é a capacitância 

do elemento piezoelétrico. Assim, é possível perceber que a resistência ótima varia 

com as características físicas e geométricas do material, assim como com a 

frequência de excitação externa. 

 

2.5 IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS DINÂMICOS 

 

De acordo com Ljung (1987), um sistema pode ser definido como um conjunto 

de variáveis de diferentes características que interagem entre si, produzindo sinais. 

Os sinais gerados por esse sistema são comumente chamados de outputs, ou saídas. 

O sistema pode também ser afetado por estímulos externos. Quando gerados 

intencionalmente por um observador, estes sinais externos recebem o nome de inputs, 

ou entradas, enquanto os sinais não controlados são chamados de perturbações. Na 

Figura 11, é possível ver o esquema de um sistema com entradas  e , saída  e 

perturbação . 

 
Figura 11 – Esquema de um sistema  

 
FONTE: Adaptado de Ljung (1987). 
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Um sistema é classificado como dinâmico quando o valor atual de alguma 

saída depende não apenas do valor atual das entradas, mas também dos seus valores 

ao longo do tempo. Este tipo de sistema é o mais encontrado e possui as maiores 

aplicações na ciência. É possível representar matematicamente o comportamento de 

um sistema dinâmico utilizando um conjunto de equações diferenciais (tempo 

contínuo) ou equações de diferença (tempo discreto). Por outro lado, caso o valor 

atual das saídas de um sistema dependa apenas do valor atual das entradas, ele é 

classificado como estático. Os sistemas estáticos podem ser representados por 

equações algébricas (KALMAN; FALB; ARBIB, 1969; CASTI, 1977). 

Um sistema dinâmico é dito “determinístico” quando é possível determinar sua 

saída  conhecendo apenas a entrada  e as condições iniciais do sistema. Caso 

isso não seja possível, o sistema é chamado de “estocástico”, o que implica que para 

sua descrição é necessária a especificação das características estatísticas dos sinais 

aleatórios que afetam seu comportamento. É possível modelar estes sinais através de 

estruturas conhecidas como processos estocásticos (DAVIS; VINTER, 1985; 

PAPOULIS, 1991). 

Outra classificação importante utilizada na identificação de sistemas é a de 

sistemas variantes e invariantes no tempo. Um sistema é invariante se um 

deslocamento no tempo na entrada  gera o mesmo deslocamento no tempo na 

saída , ou seja,  irá gerar . Isso significa que sua dinâmica não 

varia com o tempo. A consideração de sistemas como invariantes no tempo simplifica 

suas modelagens, uma vez que a relação causa e efeito não tem variação significativa 

com o tempo (AGUIRRE, 2014). O conceito de “estacionariedade” possui relação 

direta com a invariância, e é amplamente utilizado no contexto de sinais e processos 

estocásticos. Seu estudo, juntamente com a identificação de sistemas não-

estacionários, foi investigado em Araújo (2006). 

 

2.6 VIBRAÇÃO LIVRE TRANSVERSAL DE VIGAS 

 

A equação de movimento transversal de uma viga pode ser obtida a partir das 

teorias de Euler-Bernoulii, de Rayleigh e de Timoshenko, além de outras não 

consideradas neste trabalho. A primeira teoria, considerada neste trabalho, ignora os 

efeitos da inércia rotacional e da deformação proveniente do cisalhamento e pode ser 

utilizada no estudo de vigas finas. Por outro lado, a segunda teoria leva em conta os 
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efeitos da inércia rotacional, enquanto a terceira teoria leva em consideração tanto os 

efeitos da inércia rotacional quanto da deformação gerada pelo cisalhamento, sendo 

portanto uma teoria mais completa, que pode ser usada para vigas de grandes 

espessuras. A solução para uma viga sujeita a vibrações não forçadas, que inclui a 

determinação de suas frequências naturais e respectivos modos de vibrar, pode ser 

obtida a partir dessas três teorias (RAO, 2019). 

Na teoria de Euler-Bernoulli, a deformação angular devido ao cisalhamento é 

considerada desprezível com a deformação por flexão. Além disso, a rotação das 

seções transversais da viga é desprezível em comparação com a translação. Essa 

teoria se mostra robusta para vigas com comprimento pelo menos 10 vezes maior do 

que a largura e deflexões menores do que a largura (RAO, 2019). 

A Figura 12 representa as forças e momentos atuando sobre um elemento de 

viga de Euler-Bernoulli, na qual  e  são o esforço cortante e o momento fletor, 

por definição, respectivamente e  representa a carga externa por unidade de 

comprimento da viga. 

 

Figura 12 – Elemento de viga de Euler-Bernoulli 

 
FONTE: Rao (2019). 

 

Assumindo vibração livre, a excitação externa é considerada nula, isto é, 

  (2.28) 
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A equação de movimento da viga sem excitação externa é dada por Rao 

(2019): 

 
 (2.29) 

onde  é o módulo de elasticidade da viga,  é o momento de inércia,  é a massa 

específica e  é a área da seção transversal. Para uma viga uniforme, na qual 

 é uma constante, a Equação (2.29) pode ser reescrita como 

 
 (2.30) 

sendo 

 
 (2.31) 

A Equação (2.30) precisa de 4 condições de contorno e 2 condições iniciais 

para ser resolvida. As condições de contorno para uma viga com diferentes tipos de 

suporte foram descritas por Rao (2019). 

A solução da vibração livre pode ser encontrada utilizando a seguinte 

separação de variáveis: 

  (2.32) 

Substituindo a Equação (2.30) na Equação (2.28), chega-se a 

 
 (2.33) 

A Equação (2.33) pode ser reescrita em duas equações: 

 
 (2.34) 

e 

 
 (2.35) 

onde 

 
 (2.36) 

A solução da equação temporal é dada por 

  (2.37) 

onde  e  são constantes obtidas a partir das condições iniciais do problema. 

A solução espacial, por outro lado, é dada por 



36 
 

 

 (2.38) 

sendo que as constantes , ,  e  são obtidas a partir das condições de contorno 

do problema. As frequências naturais da viga são dadas por 

 
 (2.39) 

Para cada viga haverá infinitos modos de vibrar, com uma frequência natural 

associada a cada modo. 

 

2.6.1 Viga engastada-livre 

 

Se a viga está engastada em  e livre em , a deflexão transversal e 

sua derivada devem ser nulas em  e o momento fletor e a força cisalhante devem 

ser nulos em . Assim, as condições de contorno tornam-se (RAO, 2017) 

  (2.40) 

  (2.41) 

 
 (2.42) 

 
 (2.43) 

Utilizando as condições de contorno na Equação (2.38), chega-se a 

  (2.44) 

  (2.45) 

e 

  (2.46) 

E o n-ésimo modo de vibrar é dado por 

 
(2.47) 

Finalmente, a solução para o deslocamento é dada por 

 (2.48) 

Os primeiros quatro modos de vibrar para uma viga engastada-livre estão 

representados na Figura 13. 
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Figura 13 – Modos de vibrar de uma viga engastada-livre 

 
FONTE: Rao (2019). 

 

2.6.2 Viga deslizante-livre 

 

Se, em , o engaste anula qualquer movimento horizontal (em ), mas 

permite que a viga se mova livremente verticalmente, o engaste é conhecido como 

deslizante. Na outra extremidade, em , a viga está livre. Este tipo de configuração 

está ilustrado na Figura 14.  

 

Figura 14 – Viga deslizante-livre 

 
FONTE: Adaptado de Rao (2017). 

 

Assim, as condições de contorno tornam-se (RAO, 2017) 

  (2.49) 

 
 (2.50) 

 
 (2.51) 
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 (2.52) 

Utilizando as condições de contorno na Equação (2.38), chega-se a 

  (2.53) 

  (2.54) 

e 

  (2.55) 

E o n-ésimo modo de vibrar é dado por 

 (2.56) 

Os quatro primeiros modos de vibrar de uma viga deslizante-livre, com os 

respectivos valores de , estão representados na Figura 15. 

 

Figura 15 – Modos de vibrar de uma viga deslizante-livre 

 
FONTE: O autor (2022). 
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3 MATERIAL E MÉTODOS 
 

A realização da parte experimental do presente trabalho foi dividida em duas 

etapas. Inicialmente, foi montado um sistema composto pela viga de aço (primária) 

engastada-livre e uma viga piezoelétrica engastada perpendicularmente na primária. 

A base da viga de aço é excitada com uma aceleração conhecida e, a partir das 

vibrações mecânicas transmitidas ao piezoelétrico, uma tensão é gerada e captada 

por um analisador. A partir do sinal de entrada de excitação na base e do sinal de 

tensão captado, a Função Resposta em Frequência (FRF) de tensão-aceleração do 

sistema experimental é medida.  

Para a identificação do sistema, é utilizado o conceito de problema inverso, 

no qual a curva da FRF experimental é utilizada para ajuste de um modelo numérico, 

que será definido neste capítulo, de modo a se realizar a identificação dos parâmetros 

mecânicos e elétricos do sistema. 

Para validação do modelo e identificação individual dos componentes, a viga 

de aço e o energy harvester foram analisados separadamente. A viga de aço é 

excitada de forma engastada-livre, na base, e a amplitude de velocidade em sua 

extremidade é captada, enquanto a viga piezoelétrica também é excitada pela base e 

a amplitude de tensão gerada é captada. Além disso, a viga piezoelétrica foi modelada 

e simulada utilizando um modelo de elementos finitos construído no software 

comercial ANSYS, para obtenção e validação da rigidez dinâmica equivalente na 

base. 

Com os parâmetros do sistema identificados, é possível realizar o projeto 

ótimo do sistema a partir do modelo validado, de modo a se obter a resistência externa 

e a posição do acoplamento que possibilitam a máxima geração de energia em uma 

faixa de frequências especificada. 

 

3.1 ESQUEMA EXPERIMENTAL 

 

3.1.1 Sistema composto 

 

Para a parte experimental do sistema composto, foi utilizada uma viga 

piezoelétrica de PZT 5H modelo Q220-H4BR-2513YB (PIEZO.COM) bimorfa com 

conexão em paralelo, substrato de latão e base de polyimide. Suas principais 
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características, fornecidas pelo fabricante, estão indicadas na Tabela 1, enquanto 

suas dimensões estão mostradas na Figura 16. 

 

Tabela 1 – Principais características do energy harvester utilizado, fornecidas pelo fabricante 

Parâmetro Valor 
Frequência natural [Hz] 78 
Capacitância [nF] 540 
Constante piezo  [pm V-1] -320 
Massa [g] 8,0 

FONTE: Adaptado de Piezo.Com (2020). 

 

Figura 16 – Dimensões (em mm) do energy harvester 

 
FONTE: Piezo.Com (2020). 

 

O piezoelétrico foi fixado sobre uma viga metálica, com parafusos e cola. Os 

cabos saindo do piezoelétrico foram conectados em paralelo a uma placa de ensaio 

com resistências variáveis. O esquema experimental pode ser observado na Figura 

17. O sistema de aquisição de dados possui impedância de entrada de 324 kΩ. Para 

a identificação, foram realizados experimentos com circuito aberto (o que corresponde 

a uma resistência externa de 324 kΩ) e com uma resistência externa equivalente de 

41 kΩ, de modo a possibilitar avaliar a diferença na geração e a comparação dos 

resultados. 
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Para a aquisição da tensão, foram utilizados canais analógicos de uma placa 

de aquisição de sinais Placa NI 9230, conectada a um programa de MATLAB. 

O sinal enviado ao shaker é criado com um gerador de funções e é amplificado 

para alimentar o excitador eletromecânico. A viga primária foi montada de modo a ficar 

engastada-livre, com uma base de aço AISI 1020 parafusada. A base é excitada com 

um excitador eletromecânico, com um sinal do tipo sine sweep, que promove uma 

varredura em frequência, ao longo de uma faixa pré-estabelecida, possibilitando a 

identificação das frequências naturais do sistema. A aceleração da base é medida 

com um acelerômetro PCB 352C68. 

 

Figura 17 – Arranjo experimental: sistema composto 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Foi realizada uma varredura entre 10 Hz e 100 Hz. A amostragem do sinal 

ocorreu na taxa de 2048 amostras por segundo. 

Após a obtenção dos sinais, as Transformadas Rápidas de Fourier (FFT) 

foram obtidas no software comercial MATLAB para o cálculo da FRF de tensão-

aceleração. 

Dos 6 parâmetros a serem identificados, os comprimentos da viga primária 

( ) e do energy harvester ( ) e o ponto de acoplamento entre as duas vigas ( ) 

(mostrados na Figura 18) foram medidos diretamente no sistema experimental. Essas 

medições não representam os valores exatos, devido a ausências de engastes e 

acoplamentos perfeitos, além de desgastes das peças, mas podem ser utilizadas 
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como estimativa, sendo base para os resultados esperados. Além disso, a 

capacitância total do piezoelétrico ( ) foi fornecida pelo fabricante, sendo outro 

parâmetro base para a identificação. Esses valores estão indicados na Tabela 2. A 

capacitância foi medida também antes de cada teste, com a utilização de um 

multímetro, devido a variações que pode apresentar dependendo das condições do 

experimento. 

 

Figura 18 – Arranjo experimental: parâmetros geométricos 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Tabela 2 – Parâmetros medidos experimentalmente 

Parâmetro Valor 
 114,0 
 63,5 
 50,0 
 417 

FONTE: O autor (2022). 

 

3.1.2 Energy harvester 

 

Para a análise individual do harvester piezoelétrico, a base da viga 

piezoelétrica foi parafusada em uma base rígida de aço. Um sine sweep é enviado 

para a base e seu deslocamento é medido com o sensor de proximidade. A diferença 
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de potencial gerada pelo piezoelétrico, a circuito aberto, é captada. O esquema 

experimental descrito pode ser observado na Figura 19. 

 

Figura 19 – Arranjo experimental: energy harvester 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Foi realizada uma varredura entre 40 Hz e 100 Hz, de modo a passar pela 

primeira frequência natural do harvester. A amostragem do sinal ocorreu na taxa de 

2048 amostras por segundo e os testes foram realizados com circuito aberto, o que 

corresponde, matematicamente, a uma resistência externa muito alta. 

Após a obtenção dos sinais, as Transformadas Rápidas de Fourier (FFT) 

foram obtidas no software comercial MATLAB para o cálculo da FRF de tensão-

aceleração. 

 

3.1.3 Viga metálica 

 

Para a análise individual da viga metálica, o piezoelétrico foi removido do 

sistema composto e a viga de aço foi novamente montada de modo a ficar engastada-

livre. Um sine sweep é enviado para a base e seu deslocamento é medido com o 

sensor de proximidade. Na extremidade da viga, a velocidade absoluta é medida com 
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um vibrômetro portátil digital Polytec PDV 100, a laser. O esquema experimental 

descrito pode ser observado na Figura 20. 

 

Figura 20 – Arranjo experimental: viga de aço 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Foi realizada uma varredura entre 30 Hz e 40 Hz, de modo a passar pela 

primeira frequência natural da viga. A amostragem do sinal ocorreu na taxa de 2048 

amostras por segundo. 

Após a obtenção dos sinais, as Transformadas Rápidas de Fourier (FFT) 

foram obtidas no software comercial MATLAB para o cálculo da FRF de velocidade-

aceleração. 

 

3.2 MODELOS MATEMÁTICOS 

 

Nos modelos utilizados, a viga de aço é considerada contínua, com suas 

respectivas propriedades características. O energy harvester piezoelétrico, por outro 

lado, é considerado como uma mola com uma rigidez dinâmica equivalente           

( ), que possui todas as suas características dinâmicas, mecânicas e 

elétricas, e representa a influência que a viga piezoelétrica exerce sobre o sistema 
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primário. A viga primária é excitada com um deslocamento  em sua base, e 

responde com um deslocamento transversal relativo . Dessa forma, o 

deslocamento absoluto da viga é dado por . O piezoelétrico, 

representado pela mola, está engastado a uma distância  da base da viga de aço. 

O sistema teórico proposto está representado pela Figura 21. 

 

Figura 21 – Modelo matemático proposto 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Para uma frequência de excitação , as energias cinética ( ) e potencial ( ) 

do sistema são dadas, respectivamente, por 

 (3.1) 

 (3.2) 

onde  são a massa específica, área da seção transversal, módulo de 

Young e comprimento da viga primária, respectivamente,  é a derivada de 

segunda ordem de  em relação a  e  é o momento de inércia da seção transversal, 

dado por 

 (3.3) 

onde  e  são a largura e a espessura da viga primária, respectivamente. A solução 

proposta para o problema é dada por 
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 (3.4) 

onde  e  são as coordenadas generalizadas e os modos assumidos da viga 

primária, respectivamente. São considerados  modos assumidos de viga engastada-

livre. 

Dessa forma, as expressões para as energias cinética e potencial do sistema 

tornam-se, respectivamente: 

 (3.5) 

 (3.6) 

onde 

 (3.7) 

 (3.8) 

 (3.9) 

 (3.10) 

 (3.11) 

 (3.12) 

O termo  representa a massa por unidade de comprimento da viga de 

aço, e também será chamado de  neste trabalho. 

Considerando que todas as forças envolvidas no sistema são conservativas, 

para encontrar as equações de movimento do sistema, aplicam-se as Equações de 

Lagrange, dadas pela Equação (2.85), chegando-se na Equação (3.13) e, por 

consequência, na Equação (3.14): 

 (3.13) 
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 (3.14) 

onde 

 (3.15) 

Matricialmente, a Equação (3.14) pode ser escrita como 

 (3.16) 

onde 

 (3.17) 

 (3.18) 

 (3.19) 

O amortecimento do modelo, por ser de difícil modelagem, é acoplado na 

Equação (3.16), com a inclusão da matriz de amortecimento , gerando a nova 

equação matricial: 

 (3.20) 

Para se obter a solução da equação diferencial homogênea dada pela 

Equação (3.20), é possível definir  e  (frequências naturais do 

sistema), obtendo-se o seguinte problema de autovalores: 

 (3.21) 

sendo  a matriz de autovetores do sistema. 

Utilizando as propriedades de ortogonalidade dos autovetores, tem-se que 

 (3.22) 

É possível também normalizar os autovetores  com os elementos : 

 (3.23) 

de forma que  e , onde  é a matriz identidade e  é 

chamada de matriz espectral. 

Por simplicidade, daqui em diante: . Realizando a seguinte 

transformação de coordenadas: 
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 (3.24) 

e pré multiplicando a Equação (3.20) por , chega-se a 

 (3.25) 

onde 

 (3.26) 

 (3.27) 

com  sendo as razões de amortecimento modais do sistema.  

No domínio da frequência: 

 (3.28) 

Logo, a solução da Equação (3.28) é dada por 

 (3.29) 

e a solução  é dada por 

 (3.30) 

com 

 (3.31) 

onde 

 (3.32) 

 (3.33) 

Deseja-se calcular a FRF de tensão-aceleração (ERTURK; INMAN, 2009), 

dada por 

 (3.34) 

onde  é a amplitude de tensão gerada pelo piezoelétrico e  é a 

amplitude de aceleração da base do sistema primário. 
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Para se obter a amplitude de tensão gerada pelo piezoelétrico, é necessário 

encontrar o deslocamento em sua base , que é igual ao deslocamento absoluto 

do sistema primário no ponto de acoplamento. Além disso, com a Equação (3.4), 

chega-se a 

 (3.35) 

No domínio da frequência, portanto, 

 (3.36) 

Deste modo, para se obter o deslocamento na base do piezoelétrico, é 

necessário encontrar o valor de  e utilizar o equacionamento que foi apresentado 

nesta seção. Por outro lado, para se obter o valor de , é necessário um modelo 

matemático para o piezoelétrico, que também será utilizado para se obter a tensão 

gerada e, consequentemente, a FRF de tensão-aceleração. 

No presente trabalho, serão apresentados diferentes modelos para se obter a 

rigidez dinâmica equivalente que representa o harvester. 

 

3.2.1 Energy harvester piezoelétrico com 1 grau de liberdade 

 

Neste modelo, o energy harvester piezoelétrico é considerado como um 

sistema composto por uma massa equivalente ( ), uma rigidez ( ) e um 

amortecimento ( ), que possui tanto a parte mecânica ( ) quanto a parte elétrica 

acoplados. Esse sistema é excitado pela base sem massa com uma força , e 

responde com um deslocamento  na massa  e  na base, como mostra a 

Figura 22. Uma metodologia para encontrar  e  foi desenvolvida por Rao (2017). 

Além disso, , onde  é a razão de amortecimento modal e  é a 

frequência natural do sistema de 1 grau de liberdade. 
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Figura 22 – Sistema I: Modelo para o piezoelétrico de 1 grau de liberdade 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Para se encontrar a rigidez dinâmica equivalente imposta por esse modelo, 

deve-se transformar o sistema presente na Figura 22, que será chamado de sistema 

I, em um sistema com uma mola equivalente, no domínio da frequência, que será 

chamado de sistema II, como mostra a Figura 23 (ESPÍNDOLA; SILVA, 1992). 

 

Figura 23 – Sistema II: Modelo com rigidez dinâmica equivalente 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Realizando o balanço de forças no sistema I, chega-se a 

 (3.37) 

onde 

 (3.38) 
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parâmetro que pode ser obtido a partir das equações mecânicas e elétricas que 

representam o comportamento dinâmico do harvester. 

Por outro lado, as equações que regem o movimento do harvester são 

(KUNDU; NEMADE, 2016) 

 (3.39) 

 (3.40) 

onde  é a resistência equivalente do circuito externo,  é a tensão gerada 

e  é a capacitância total do piezoelétrico, calculada a partir da conexão de dois 

capacitores iguais em paralelo (viga bimorfa – ver Figura 24): 

 (3.41) 

onde  é a constante de permissividade dielétrica a tensão constante,  é a largura 

do harvester e  e  são o comprimento e a espessura dos elementos piezoelétricos, 

respectivamente (ver Figura 25).  representa acoplamento eletromecânico, dado por 

, onde  é a espessura do substrato,  é a derivada 

espacial das formas de vibrar características do harvester ( ) e  é a constante 

efetiva de tensão piezoelétrica, dada por , com  sendo a constante 

piezoelétrica e  sendo o módulo de Young do material piezoelétrico a campo elétrico 

constante (ERTURK; INMAN, 2009). 

A Equação (3.41) pode ser reescrita como 

 (3.42) 

onde  é a razão entre a constante de permissividade dielétrica do material e a 

constante de permissividade dielétrica no vácuo ( ), com . 

 

Figura 24 – Circuito equivalente para um piezoelétrico bimorfo com conexão em paralelo 

 
FONTE: Erturk e Inman (2009). 
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Figura 25 – Esquema do piezoelétrico utilizado 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

No domínio da frequência, as Equações (3.37), (3.39) e (3.40) tornam-se, 

respectivamente: 

 (3.43) 

 (3.44) 

 (3.45) 

onde  e . 

Da Equação (3.45): 

 (3.46) 

Substituindo na Equação (3.44), chega-se a 

 (3.47) 

ou, ainda, 

 (3.48) 

Substituindo o resultado na Equação (3.43), chega-se a 

 (3.49) 

Do balanço de forças no sistema II, 

 (3.50) 

e, portanto, 

 (3.51) 

onde: 
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 (3.52) 

Utilizando a Equação (3.34), é possível encontrar a FRF de tensão-

aceleração: 

 (3.53) 

onde 

 (3.54) 

 

3.2.2 Energy harvester piezoelétrico contínuo – seção única 

 

Neste modelo, o energy harvester piezoelétrico é considerado como um 

sistema contínuo, com massa por unidade de comprimento  e comprimento , 

área da seção transversal constante e é excitado pela base com uma força , 

respondendo com deslocamento  na base e  ao longo de seu comprimento, 

como mostra a Figura 26. 

 

Figura 26 – Modelo do piezoelétrico contínuo 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

A equação diferencial para essa viga piezoelétrica contínua é dada por: 
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(3.55) 

onde   é a função Delta de Kroenecker,  é o coeficiente de rigidez e  é o 

coeficiente de amortecimento do harvester. 

A solução proposta para o problema é dada por 

 (3.56) 

onde  e  são as coordenadas generalizadas e os modos assumidos da viga 

piezoelétrica, respectivamente. São considerados  modos assumidos de viga 

deslizante-livre. 

Além disso, as condições de ortogonalidade da equação diferencial impõem 

que (ERTURK; INMAN, 2009) 

 (3.57) 

 (3.58) 

onde  é a i-ésima frequência natural do piezoelétrico e  

 (3.59) 

sendo  e  os módulos de Young da subestrutura e do piezoelétrico, 

respectivamente. 

Pré-multiplicando a Equação (3.55) por  e integrando entre 0 e , chega-

se a 

 (3.60) 

onde  é a i-ésima razão de amortecimento modal do energy harvester, dada por 

 

 (3.61) 

e 

 (3.62) 

A equação de tensão para o energy harvester é dada por Erturk e Inman 

(2009): 
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 (3.63) 

onde 

 (3.64) 

Propondo soluções harmônicas, do tipo , , 

 e , as Equações (3.60) e (3.63) tornam-se, 

respectivamente 

 (3.65) 

 (3.66) 

Da Equação (3.66), 

 (3.67) 

Para se encontrar a rigidez dinâmica equivalente imposta por esse modelo, 

deve-se transformar o sistema presente na Figura 26 no mesmo sistema com uma 

mola equivalente, que foi representado pela Figura 23. Dessa forma, de acordo com 

o balanço de forças, a rigidez dinâmica equivalente é dada por 

 (3.68) 

Se , e, como , sendo : 

 (3.69) 

Mas, 

 (3.70) 

Além disso,  pode ser calculado substituindo o resultado da Equação 

(3.67) na Equação (3.65), de forma que chega-se a 

 (3.71) 

com 
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 (3.72) 

 (3.73) 

onde . 

Portanto,  

 (3.74) 

onde  são as autofunções (modos de vibrar) de uma viga deslizante-livre. 

A FRF de tensão-aceleração desse modelo é dada por Erturk e Inman (2009): 

 (3.75) 

com 

 (3.76) 

onde 

 (3.77) 

e  é dado pelas Equações (3.30) a (3.36). 

  

3.2.3 Energy harvester piezoelétrico contínuo – 2 seções 

 

Neste modelo, o energy harvester piezoelétrico é considerado como um 

sistema contínuo, com comprimento total , dividido em duas seções, , composta 

pela base de polyimide e pela viga piezoelétrica bimorfa, e , composta apenas pela 

viga piezoelétrica bimorfa, como mostra a Figura 27. 

 

Figura 27 – Modelo do piezoelétrico contínuo com duas seções 

 
FONTE: O autor (2022). 
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Da seção 2.6, tem-se que os modos característico de vibrar do sistema são 

dados por: 

 
(3.78) 

onde  representa a seção e  indica o modo. 

Para o modelo com duas seções, com a base de  engastada e a 

extremidade de  livre, para o cálculo da geração de energia, as seguintes condições 

de contorno são atuantes: 

 (3.79) 

 (3.80) 

 (3.81) 

 (3.82) 

 (3.83) 

 (3.84) 

 (3.85) 

 (3.86) 

Para o cálculo da rigidez dinâmica equivalente, a condição de contorno (3.79) 

torna-se 

 (3.79a) 

Aplicando as condições (3.79) até (3.86) na Equação (3.78), surge um sistema 

homogêneo com 8 equações e 8 incógnitas. Igualando o determinante da matriz dos 

coeficientes a zero, é possível encontrar as frequências naturais do sistema. Além 

disso, é necessário que a condição de ortogonalidade seja satisfeita: 

 (3.87) 

onde 

 (3.88) 

A solução do sistema de equações, incluindo a condição de ortogonalidade, 

fornece as constantes , ,  e . No presente trabalho, os passos descritos 

foram realizados no MATLAB, utilizando as funções “det” (utilizada para encontrar o 

determinante de uma matriz quadrada), “fzero” (utilizada para encontrar os zeros de 
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uma função) e “x = A\B” (utilizada para encontrar o vetor solução x do sistema linear 

Ax = b). 

O trecho  possui a seção transversal descrito pela Figura 28. 

 

Figura 28 – Seção transversal de    

 

 
FONTE: Adaptado de Gatti (2016). 

 

 e  são as larguras do harvester e da base, respectivamente, ,  e  

são as espessuras dos elementos piezoelétricos, do substrato e da base, 

respectivamente, e  é a distância entre a região de contato do harvester com a base 

e o eixo neutro. 

Para o cálculo da posição da linha neutra e, consequentemente, de , é 

necessário que 

 (3.89) 

onde 

 (3.90) 

com  e  sendo o módulo de Young e o deslocamento transversal, 

respectivamente. 

Assim, 
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(3.91) 

Resolvendo a Equação (3.91) e considerando que no presente trabalho      

, tem-se 

 (3.92) 

 

Além disso, é necessário realizar o cálculo da rigidez, , da seção 1: 

 (3.93) 

onde ,  e  são os módulos de Young da base, do substrato e do material 

piezoelétrico, respectivamente, enquanto ,  e  são as áreas das seções 

transversais do base, do substrato e do material piezoelétrico, respectivamente. 

A Equação (3.93) pode ser reescrita como 

 

(3.94) 

Como , 

 

(3.95) 

 é dado pela Equação (3.59). 
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Para o cálculo de  e da FRF de tensão-aceleração, é possível utilizar a 

separação de variáveis proposta na Equação (3.56): 

 (3.96) 

O deslocamento, desconsiderando esforços axiais, é dado por (GATTI, 2016): 

 (3.97) 

enquanto a única componente de deformação é dada por: 

 (3.98) 

As densidades de entalpia do material piezoelétrico, do substrato e da base 

são dados, respectivamente, por: 

 (3.99) 

 (3.100) 

 (3.101) 

onde  é a constante piezoelétrica,  é a permissividade do piezoelétrico e  o 

campo elétrico, dado por: 

 (3.102) 

Sendo  a tensão gerada no piezoelétrico. 

A energia potencial interna total do sistema é dado pela soma das energias 

internas da base, do substrato e do piezoelétrico ao longo de todo o comprimento do 

harvester: 

 (3.103) 

Além disso, a energia interna de cada sistema individual pode ser calculada 

integrando as densidades de entalpia ao longo de cada volume: 

 (3.104) 
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(3.105) 

 

(3.106) 

Definindo os seguintes coeficientes:  

 (3.107) 

 (3.108) 

 (3.109) 

 (3.110) 

 (3.111) 

 (3.112) 

 (3.113) 
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 (3.114) 

 (3.115) 

 (3.116) 

 (3.117) 

 (3.118) 

 (3.119) 

 (3.120) 

 (3.121) 

 (3.122) 

 (3.123) 

 (3.124) 

 (3.125) 

a energia potencial interna torna-se 

  (3.126) 

Aplicando as Equações de Lagrange para a coordenada  (OSINAGA; 

MACHADO; FEBBO, 2021), tem-se 

 
 (3.127) 

 
 (3.128) 

ou, ainda, 

 
 (3.129) 

onde  é a capacitância de uma camada piezoelétrica. 

A partir deste resultado, da formulação para a rigidez equivalente de uma viga 

contínua proposta pela Subseção 3.2.2 e pela formulação feita por Erturk e Inman 

(2009) para a FRF de tensão-aceleração, tem-se que  

 (3.130) 

e 
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 (3.131) 

onde 

 (3.132) 

 (3.133) 

 (3.134) 

 (3.135) 

 (3.136) 

 (3.137) 

e  é dado pelas Equações (3.30) a (3.36). 

Nas identificações realizadas com 2 seções para o energy harvester, o valor 

de  foi fixado como sendo o valor medido, , enquanto  e  foram 

identificados. 

 

3.2.4 Viga de aço 

 

Para este modelo a viga de aço é considerada como uma viga simples 

contínua, com suas respectivas propriedades características. A viga é excitada com 

um deslocamento  em sua base, e responde com um deslocamento transversal 

relativo . Dessa forma, o deslocamento absoluto é dado por . O 

sistema teórico proposto está representado pela Figura 29. 
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Figura 29 – Modelo de viga simples 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Para uma frequência de excitação , as energias cinética ( ) e potencial ( ) 

do sistema são dadas, respectivamente, por 

 (3.138) 

 (3.139) 

onde  são a massa específica, área da seção transversal, módulo de 

Young e comprimento da viga, respectivamente, e  é o momento de inércia da seção 

transversal, dado por 

 (3.140) 

onde  e  são a largura e a espessura da viga, respectivamente. A solução proposta 

para o problema é dada por 

 (3.141) 

onde  e  são as coordenadas generalizadas e os modos assumidos, 

respectivamente. São considerados  modos assumidos de viga engastada-livre. 

Dessa forma, as expressões para as energias cinética e potencial do sistema 

tornam-se, respectivamente, 

 (3.142) 
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 (3.143) 

onde 

 (3.144) 

 (3.145) 

 (3.146) 

 (3.147) 

O termo  representa a massa por unidade de comprimento da viga 

de aço. 

Considerando que todas as forças envolvidas no sistema são conservativas, 

para encontrar as equações de movimento do sistema, aplicam-se as Equações de 

Lagrange: 

 (3.148) 

 (3.149) 

onde 

 (3.150) 

Matricialmente, a Equação (3.150) pode ser escrita como 

 (3.151) 

onde 

 (3.152) 

 (3.153) 

 (3.154) 

O amortecimento do modelo, novamente, é acoplado na Equação (3.151), 

com a inclusão da matriz de amortecimento , gerando a nova equação matricial: 



66 
 

 

 (3.155) 

Para se obter a solução da equação diferencial homogênea dada pela 

Equação (3.155), seguem-se os mesmo passos descritos pela seção 3.2. 

Neste modelo, deseja-se calcular a FRF de velocidade-aceleração, dada por: 

 (3.156) 

onde  é a amplitude de velocidade na ponta da viga e  é a 

amplitude de aceleração em sua base. 

Para se obter a amplitude de velocidade na ponta, é necessário encontrar 

primeiro o deslocamento , que é igual ao deslocamento absoluto da viga na 

extremidade. Deste modo, 

 (3.157) 

No domínio da frequência, portanto, 

 (3.158) 

Das propriedades da transformada de Fourier, . Portanto, 

 (3.159) 

 

3.3 SIMULAÇÃO POR ELEMENTOS FINITOS 

 

O energy harvester foi modelado no ANSYS Workbench, com a base de 

poliymide e o piezoelétrico bimorfo composto por duas camadas de PZT e substrato 

de latão. Todas as propriedades dos materiais foram inseridas no software. 

Foi criada uma malha com elementos sólidos, de interpolação quadrática, do 

Workbench, com função de tamanho adaptativa. Para a base, foi inserido um face 

sizing (elementos na face) de 2 mm e um edge sizing (elementos na aresta) de 0,3 

mm. Para as três camadas do piezoelétrico, foi inserido um face sizing de 0,8 mm e 

um edge sizing de 0,1 mm. Os detalhes da malha criada podem ser observados nas 

Figuras 30 e 31. Ao todo, foram criados 30.835 nós e 6.054 elementos. 
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Figura 30 – Malha criada no ANSYS 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Figura 31 – Detalhe da malha criada para o piezoelétrico 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Para obtenção da rigidez dinâmica na base, foi inserido um frictionless support 

(apoio sem atrito) nas quatro faces laterais da base, de modo a impedir a translação 
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nos eixos x e y. Foi aplicada uma força constante de 1 N na direção z, na parte inferior 

da base. 

Foi realizada uma análise harmônica, de modo a se obter o deslocamento da 

base entre 0 e 100 Hz. A FRF de Receptância ( ), que é a amplitude de 

deslocamento na frequência ( ), dividida pela amplitude de força na frequência 

( ) (RAO, 2017), é então obtida, considerando : 

 (3.160) 

A rigidez dinâmica ( ), que é o inverso da Receptância (RAO, 2017), pode 

então ser calculada: 

 (3.161) 

É importante ressaltar que a rigidez dinâmica calculada considera apenas a 

parte mecânica, desprezando influências que a parte elétrica possa exercer sobre a 

rigidez do harvester. 

 

3.4 IDENTIFICAÇÃO 

 

A identificação é tratada como um problema padrão de otimização com 

restrições. Nele, é definida uma função objetivo , que deve ser minimizada. A 

função objetivo possibilita encontrar o ponto ótimo do problema, e é comumente 

definida como sendo algum tipo de erro. Além disso, é definido um vetor projeto , 

sujeito a restrições. O vetor projeto deve estar dentro da região viável do problema, 

que é dada pela interseção das restrições. (ARORA, 2012). 

De acordo com Arora (2012), a formulação padrão para um problema de 

otimização com restrições é dada por 

 (3.162) 

sendo  o vetor projeto, sujeito às seguintes restrições: 

 (3.163) 

 (3.164) 

Na identificação deste trabalho, a função objetivo utilizada foi definida como 

sendo a norma Euclideana da diferença entre a FRF de tensão-aceleração 

experimental e numérica: 
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 (3.165) 

onde  é a FRF medida experimentalmente e  é a FRF calculada 

numericamente com o modelo matemático. Além disso,  é o vetor projeto, definido 

como 

 (3.166) 

sujeito a restrições, onde e  são os comprimentos da viga metálica e piezoelétrica, 

respectivamente,  é a posição do acoplamento entre as duas vigas,  é o 

coeficiente de capacitância  e  e  são as razões de amortecimento 

modal da viga metálica e do energy harvester, respectivamente. 

Para o estudo do modelo teórico e comparação com o modelo experimental, 

foram utilizados códigos no software comercial MATLAB. A função utilizada para 

encontrar o mínimo da função objetivo é a “fminsearch”, que procura o mínimo de uma 

função em um espaço multidimensional partindo de um “chute”, ou estimativa, inicial. 

Essa função utiliza o algoritmo de Nelder-Mead, que procura um ponto ótimo local de 

um problema com  variáveis quando a função objetivo varia suavemente e é 

unimodal. As maiores vantagens deste método são o fato de não ser necessário 

conhecer as derivadas da função objetivo e a velocidade de convergência (LAGARIAS 

et al., 1998). Além disso, como não é possível a utilização de restrições dentro desta 

função, foram utilizadas restrições do tipo “barreira”, que funcionam inserindo valores 

muito grandes para a função objetivo quando os parâmetros do vetor projeto se 

apresentam fora das faixas desejadas. 

Para a identificação, foram considerados os 5 primeiros modos de vibrar, tanto 

para a viga primária, quanto para o energy harvester. 

 

3.5 PROJETO ÓTIMO 

 

Utilizando a Lei de Ohm, é possível encontrar a FRF de potência gerada pelo 

sistema: 

 (3.167) 

Assim, para maximizar a potência gerada em uma faixa de frequências        

, é possível utilizar como base um problema padrão de otimização com 

restrições. 
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O problema atual seria dado por 

 (3.168) 

sendo  o vetor projeto, sujeito às seguintes restrições: 

 (3.169) 

 (3.170) 

Porém, maximizar a função  é equivalente a minimizar a função 

 (ARORA, 2012). Dessa forma, o novo problema de otimização 

volta para sua formulação padrão, tornando-se 

 (3.171) 

sendo  o vetor projeto, sujeito às seguintes restrições: 

 (3.172) 

 (3.173) 

Para a geração máxima de energia em uma faixa de frequências                 

, a função objetivo que se deseja maximizar foi definida como sendo a 

integral da FRF de potência ao longo da faixa de frequências, dividido pelo intervalo 

de frequências, de modo a se obter uma potência média gerada: 

 (3.174) 

onde  é o vetor projeto, definido como 

 (3.175) 

sujeito às restrições: 

 (3.176) 

 (3.177) 

 (3.178) 

onde  é o comprimento da viga primária,  é a resistência do circuito externo e  

é o ponto de acoplamento entre as duas vigas. 
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4 APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS 
 

No presente capítulo, são apresentados os resultados experimentais e 

numéricos obtidos para os sistemas estudados, assim como os parâmetros medidos 

e restrições utilizadas. 

 

4.1 PARÂMETROS FÍSICOS E GEOMÉTRICOS 

 

A Tabela 3 apresenta os principais parâmetros físicos e geométricos medidos 

e considerados. 

 

Tabela 3 – Parâmetros físicos e geométricos utilizados 

Parâmetro Viga 
metálica Piezoelétrico Substrato de 

latão 
Base de 

polyimide 
Largura  [mm] 32,5 32 32 32 
Espessura  [mm] 0,5 0,19 0,13 1,6 
Mód. Young  [GPa] 190 50 100 2 
Densidade ρ [kg/m³] 7850 7800 8300 1420 

FONTE: O autor (2022). 

 

As restrições utilizadas para o problema inverso de identificação são dadas 

por: 

 (4.1) 

 (4.2) 

 (4.3) 

 (4.4) 

 (4.5) 

 (4.6) 

onde e  são os comprimentos da viga metálica e piezoelétrica, respectivamente, 

 é a posição do acoplamento entre as duas vigas,  é o coeficiente de capacitância 

 e  e  são as razões de amortecimento modal da viga metálica e 

do energy harvester, respectivamente. 

 

 



72 
 

 

4.2 VIGA PRIMÁRIA INDIVIDUAL 

 

Para o modelo da viga primária simples, o ajuste de curva obtido está 

representado na Figura 32, enquanto os valores identificados estão dados na Tabela 

4. 

 

Figura 32 – Ajuste de curvas para a viga primária 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Tabela 4 – Comparação entre valores identificados e medidos 

Parâmetro Valores identificados Valores medidos 
 107,7 114,0 

 0,0077 ... 

FONTE: O autor (2022). 

 

4.3 ENERGY HARVESTER INDIVIDUAL 

 

Para o modelo do energy harvester individual, foram feitos testes com circuito 

aberto (resistência externa de 324 kΩ) e os modelos com seção única e duas seções 

foram utilizados.  
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No modelo de duas seções, foram identificados os comprimentos das duas 

seções,  e , enquanto o valor da soma  foi fixada em 63,5 mm. O 

esquema deste modelo está ilustrado na Figura 33. 

 

Figura 33 – Modelo do piezoelétrico contínuo com duas seções 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Os ajustes de curva obtidos estão representados nas Figuras 34 e 35, 

enquanto os valores identificados estão dados na Tabela 5. 

 
Figura 34 – Ajuste de curvas para o harvester com seção única 

 
FONTE: O autor (2022). 
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Figura 35 – Ajuste de curvas para o harvester com 2 seções 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Tabela 5 – Comparação entre valores identificados e medidos 

Parâmetro Seção única 2 seções Valores medidos 
 ... 12,1 6,3 
 ... 51,4 57,2 
 53,5 63,5 63,5 
 500 505 417 

 0,0066 0,0060 ... 

FONTE: O autor (2022). 

NOTA: *O valor de  foi fixado em 63,5 mm. 

 

4.4 SISTEMA COMPOSTO 

 

4.4.1 Energy harvester piezoelétrico com 1 grau de liberdade 

 

Na modelagem do sistema composto utilizando o modelo do energy harvester 

de 1 grau de liberdade, a viga primária é excitada com um deslocamento  em sua 

base e responde com um deslocamento transversal relativo . Assim, o 

deslocamento absoluto da viga é dado por . O piezoelétrico, considerado 
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como tendo 1 grau de liberdade, é colocado a uma distância  da base da viga de 

aço, e possui massa equivalente , rigidez  e amortecimento . O esquema pode 

ser visto na Figura 36(a). Para a dedução das equações do sistema composto, o 

modelo do harvester foi transformado em uma mola com rigidez dinâmica equivalente 

dependente da frequência de excitação ( ), que tem todas as suas 

características dinâmicas, mecânicas e elétricas, e representa a influência que a viga 

piezoelétrica realiza no sistema primário. Este sistema teórico proposto é 

representado pela Figura 36(b). 

 

Figura 36 – Modelo do sistema composto – harvester 1 GL 

    (a)           (b) 

 

FONTE: O autor (2022). 

 

Foram feitos testes com as resistências externas de 41 e 324 kΩ. Os ajustes 

de curva obtidos estão representados nas Figuras 37 e 38.  

A rigidez dinâmica equivalente para os dois casos foi calculada. Além disso, 

os parâmetros identificados foram utilizados para uma simulação utilizando uma 

resistência externa muito baixa, de 400 Ω, para avaliar a rigidez dinâmica sem efeitos 

elétricos, de modo a ser possível a comparação com a simulação no ANSYS. As 

curvas obtidas para cada rigidez estão mostradas na Figura 39. 
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Figura 37 – Ajuste de curvas para o sistema composto – harvester 1 grau de liberdade 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Figura 38 – Ajuste de curvas para o sistema composto – R = 41 kΩ 

 
FONTE: O autor (2022). 
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Figura 39 – Rigidez dinâmica equivalente obtida 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Os valores identificados para este modelo, assim como a comparação entre a 

identificação e os valores estimados medidos, estão dados na Tabela 6. 

 

Tabela 6 – Comparação entre valores identificados e medidos 

Parâmetro R = 324 kΩ R = 41 kΩ Valores medidos 
 122,5 122,9 114,0 
 59,1 58,7 63,5 
 84,2 81,8 50,0 
 533 541 417 

 0,0156 0,0146 ... 
 0,0018 0,0007 ... 

FONTE: O autor (2022). 
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4.4.2 Energy harvester piezoelétrico contínuo com seção única 

 

Na modelagem do sistema composto utilizando o modelo do energy harvester 

contínuo com seção única, a viga primária é excitada com um deslocamento  em 

sua base e responde com um deslocamento transversal relativo . Assim, o 

deslocamento absoluto da viga é dado por . O piezoelétrico, considerado 

sendo contínuo e possuindo seção única, é colocado a uma distância  da base da 

viga de aço, e responde com um deslocamento . O esquema pode ser visto na 

Figura 40(a). Para a dedução das equações do sistema composto, o modelo do 

harvester foi transformado em uma mola com rigidez dinâmica equivalente 

dependente da frequência de excitação ( ), que tem todas as suas 

características dinâmicas, mecânicas e elétricas, e representa a influência que a viga 

piezoelétrica realiza no sistema primário. Este sistema teórico proposto é 

representado pela Figura 40(b). 

 

Figura 40 – Modelo do sistema composto – harvester contínuo 

    (a)           (b) 

 

FONTE: O autor (2022). 

 

Foram feitos testes com as resistências externas de 41 e 324 kΩ. Os ajustes 

de curva obtidos estão representados nas Figuras 41 e 42. A rigidez dinâmica 

equivalente para os dois casos foi calculada. Além disso, os parâmetros identificados 

foram utilizados para uma simulação utilizando uma resistência externa muito baixa, 

de 400 Ω, para avaliar a rigidez dinâmica sem efeitos elétricos, de modo a ser possível 

a comparação com a simulação no ANSYS. As curvas obtidas para cada rigidez estão 

mostradas na Figura 43. 
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Figura 41 – Ajuste de curvas para o sistema composto – R = 324 kΩ 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Figura 42 – Ajuste de curvas para o sistema composto – R = 41 kΩ 

 
FONTE: O autor (2022). 
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Figura 43 – Rigidez dinâmica equivalente obtida 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Os valores identificados para este modelo, assim como a comparação entre a 

identificação e os valores estimados medidos, estão dados na Tabela 7. 

 

Tabela 7 – Comparação entre valores identificados e medidos 

Parâmetro R = 324 kΩ R = 41 kΩ Valores medidos 
 113,7 114,3 114,0 
 55,0 54,8 63,5 
 73,4 72,5 50,0 
 363 350 417 

 0,0173 0,0168 ... 
 0,0039 0,0010 ... 

FONTE: O autor (2022). 

 

4.4.3 Energy harvester piezoelétrico contínuo com duas seções 

 

A modelagem do sistema composto utilizando o modelo do energy harvester 

contínuo com duas seções é feita da mesma forma do energy harvester contínuo com 

uma seção, conforme mostrado na subseção 4.4.2. A diferença ocorre nos parâmetros 



81 
 

 

identificados, pois o harvester passa a ter duas seções, com comprimentos  e , 

que somados resultam em , conforme a Figura 44. Os valores de  e  foram 

identificados, enquanto o valor da soma  foi fixada em 63,5 mm. 

 
Figura 44 – Modelo do piezoelétrico contínuo com duas seções 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Foram feitos testes as resistências externas de 41 e 324 kΩ. Os ajustes de 

curva obtidos estão representados nas Figuras 45 e 46. A rigidez dinâmica equivalente 

para os dois casos foi calculada. Além disso, os parâmetros identificados foram 

utilizados para uma simulação utilizando uma resistência externa muito baixa, de 400 

Ω, para avaliar a rigidez dinâmica sem efeitos elétricos, de modo a ser possível a 

comparação com a simulação no ANSYS. As curvas obtidas para cada rigidez estão 

mostradas na Figura 47. 

 
Figura 45 – Ajuste de curvas para o sistema composto – R = 324 kΩ 

 
FONTE: O autor (2022). 
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Figura 46 – Ajuste de curvas para o sistema composto – R = 41 kΩ 

 
FONTE: O autor (2022). 

 

Figura 47 – Rigidez dinâmica equivalente obtida 

 
FONTE: O autor (2022). 
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Os valores identificados para este modelo, assim como a comparação entre a 

identificação e os valores estimados medidos, estão dada na Tabela 8. 

 
Tabela 8 – Comparação entre valores identificados e medidos 

Parâmetro R = 324 kΩ R = 41 kΩ Valores medidos 
 111,7 112,5 114,0 
 10,4 10,7 6,3 
 53,1 52,8 57,2 
 63,5* 63,5* 63,5 
 70,9 70,1 50,0 
 350 335 417 

 0,0181 0,0178 ... 
 0,0044 0,0012 ... 

FONTE: O autor (2022). 

NOTA: *O valor de  foi fixado em 63,5 mm. 

 

4.5 COMPARAÇÃO ENTRE OS RESULTADOS 

 

A Tabela 9 apresenta um comparativo entre os resultados das identificações, 

utilizando a resistência externa de 324 kΩ, enquanto a Tabela 10 apresenta o mesmo 

comparativo, utilizando a resistência externa de 41 kΩ. 

 

Tabela 9 – Comparação entre valores identificados e medidos – R = 324 kΩ 

 Sistema Composto     
Parâmetro Harvester 

1 GL 
Seção 
única 2 Seções Harvester 

seção única 
Harvester 
2 seções 

Viga 
primária 

Valores 
medidos 

 122,5 113,7 111,7 ... ... 107,7 114,0 
 ... ... 10,4 ... 12,1 ... 6,3 
 ... ... 53,1 ... 51,4 ... 57,2 
 59,1 55,0 63,5* 53,5 63,5* ... 63,5 
 84,2 73,4 70,9 ... ... ... 50,0 
 533 363 350 500 505 ... 417 

 0,0156 0,0173 0,0181 ... ... 0,0077 ... 
 0,0018 0,0039 0,0044 0,0066 0,0060 ... ... 

FONTE: O autor (2022). 

NOTA: *O valor de  foi fixado em 63,5 mm. 

 

Tabela 10 – Comparação entre valores identificados e medidos – R = 41 kΩ (continua) 

 Sistema Composto   
Parâmetro Harvester 1 

GL 
Seção 
única 2 Seções Viga 

primária 
Valores 
medidos 

 122,9 114,3 112,5 107,7 114,0 
 ... ... 10,7 ... 6,3 
 ... ... 52,8 ... 57,2 
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Tabela 10 – Comparação entre valores identificados e medidos – R = 41 kΩ (conclusão) 

 Sistema Composto   

Parâmetro Harvester 1 
GL 

Seção 
única 2 Seções Viga 

primária 
Valores 
medidos 

 58,7 54,8 63,5* ... 63,5 
 81,8 72,5 70,1 ... 50,0 
 541 350 335 ... 417 

 0,0146 0,0168 0,0178 0,0077 ... 
 0,0007 0,0010 0,0012 ... ... 

FONTE: O autor (2022). 

NOTA: *O valor de  foi fixado em 63,5 mm. 
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5 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 
 

Os modelos apresentados ajustaram bem as curvas experimentais. Em geral, 

foram obtidos parâmetros dentro do esperado. As maiores divergências entre os 

valores estimados e os valores identificados para esse modelo ocorreram no valor da 

capacitância e, principalmente, no ponto de acoplamento do energy harvester. A 

ausência de engastes perfeitos, além de fatores como desgaste dos parafusos da 

base da viga metálica e da cola que realiza o acoplamento entre as duas vigas, 

contribui para as variações dos parâmetros , , ,  e . Como o harvester 

possui sua base colada no sistema primário, é de esperar que os valores identificados 

para  sejam menores do que o comprimento total medido do harvester, pois o 

modelo considera um engaste perfeito apenas no extremo da viga e 

experimentalmente toda a base está engastada. 

Com relação à parte elétrica, houve uma pequena divergência entre o valor 

de capacitância fornecido pelo fabricante, o valor medido e os valores identificados. A 

utilização do piezoelétrico em ensaios de vibração, como os realizados, pode fazer 

com que o valor obtido para a capacitância total do piezoelétrico ( ) varie. O valor 

fornecido pelo fabricante corresponde à viga piezoelétrica sem deformação, 

diferentemente do que ocorre nos experimentos. 

O valor da frequência do pico da rigidez dinâmica equivalente encontrado, 

utilizando a identificação com o modelo para 1 grau de liberdade para o harvester, 

desprezando a influência elétrica, foi o mesmo simulado utilizando o modelo de 

elementos finitos. Foi possível perceber que a parte elétrica aumenta a frequência de 

ressonância. Nos modelos contínuos, os valores identificados divergiram em cerca de 

7 Hz do pico da rigidez dinâmica simulada via métodos de elementos finitos. Essa 

divergência pode ser causada pelas diferenças entre as condições de contorno ideais 

simuladas e aquelas aplicadas experimentalmente, e pode ser estudada em trabalhos 

futuros.  

Os valores das razões de amortecimento ( ) obtidas foram adequadas para o 

caso de amortecimento subcrítico (MACHADO et al., 2020). 

Nos experimentos para identificação utilizando o modelo de harvester 

contínuo, é possível perceber uma ressonância próxima dos 50 Hz. Esse pico 

corresponde a uma frequência de ressonância do sistema de excitação, o que foi 

confirmado em experimentos à parte, sem o sistema composto acoplado ao shaker. 
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É possível perceber também que o modelo matemático de 1 grau de liberdade 

para o energy harvester é um modelo limitado, pois não permite a identificação de , 

e menos abrangente do que o modelo contínuo, de forma que os resultados foram 

mais precisos neste. Além disso, o modelo do sistema composto considerando o 

harvester com 2 seções foi o que trouxe os menores erros para , por ser um modelo 

mais completo. 

No ensaio do harvester individual, foram obtidos valores de  maiores do que 

os medidos. Novamente, como o modelo considera um engaste perfeito, fazendo toda 

a viga piezoelétrica vibrar, o efeito do engaste experimental é compensado diminuindo 

a rigidez total do sistema, ou seja, aumentando o comprimento que possui a base de 

polyimide, que é mais flexível.  

Os ensaios com as vigas individuais permitiram a validação dos modelos do 

sistema composto, identificando valores de comprimento e amortecimento próximos 

coerentes com aqueles esperados. 

Por fim, a variação da resistência elétrica externa mostrou que uma alta 

resistência gera maiores tensões elétricas, como era esperado. Além disso, os ajustes 

de curva com resistências diferentes trouxeram resultados próximos. 
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

6.1 CONCLUSÕES GERAIS 

 

No presente trabalho foi apresentada e validada experimentalmente uma 

metodologia para a identificação de parâmetros e a otimização de potência elétrica 

gerada de um sistema de Energy Harvesting composto por uma viga de aço 

engastada-livre e por uma viga piezoelétrica (energy harvester) fixada na viga de aço. 

Para desenvolver esta metodologia, foi proposto um modelo equivalente do harvester 

a partir de sua rigidez dinâmica equivalente na base. Vários modelos individuais para 

o harvester foram propostos e testados experimentalmente, com 1 e múltiplos graus 

de liberdade e também a partir da complexidade da viga piezoelétrica, com uma e 

duas seções. Além disso, o trabalho também apresentou a FRF de tensão-aceleração 

e sua dedução utilizando a rigidez equivalente. 

O sistema de Energy Harvesting apresentado é capaz de gerar energia em 

uma faixa de frequências de excitação mais ampla do que um sistema composto por 

uma única viga piezoelétrica. O acoplamento de outra viga piezoelétrica é de alto 

custo, além de complexo. O acoplamento de uma viga de aço ao harvester, por outro 

lado, é mais simples e capaz de adicionar e alterar as frequências naturais do 

conjunto, de forma a sintonizar as frequências naturais do sistema com as frequências 

de excitação externas. 

A modelagem do energy harvester como uma mola com rigidez dinâmica 

equivalente dependente da frequência de excitação ( ), que possui todas 

as suas características dinâmicas, mecânicas e elétricas, é inédita. Esta modelagem 

pode ser utilizada com diferentes modelos de sistema de base. Além disso, o modelo 

apresentado pode ser utilizado para identificar um sistema físico deste tipo e/ou 

otimizar seus parâmetros físicos, a fim de gerar a potência máxima de energia em 

uma faixa de frequências desejada (faixa de operação). 

Os ajustes de curvas para as identificações com cada modelo ocorreram de 

forma satisfatória. Foi possível perceber a evolução entre os modelos apresentados. 

Com os modelos de vigas individuais, foi possível validar os modelos para o sistema 

composto. Alguns parâmetros obtiveram valores diferentes do esperado, mesmo nos 

modelos mais completos, em especial a posição do engaste , o que pode ter 

ocorrido devido à ausência de engastes perfeitos, além de fatores como desgaste dos 
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parafusos da base da viga metálica e da cola que realiza o acoplamento entre as duas 

vigas. 

O modelo de 1 grau de liberdade para o energy harvester não seria útil 

otimizando o valor de , pois foi o modelo que apresentou a maior divergência neste 

parâmetro (quase 70% com relação ao valor medido). Apesar disso, é o modelo mais 

simples de ser implementado, exige menos tempo computacional e pode ser utilizado 

identificando o valor de  e otimizando outro parâmetros, como  e . Por outro 

lado, o modelo contínuo com duas seções para o piezoelétrico foi o que apresentou 

os melhores resultados, podendo ser utilizado para otimização de outros parâmetros 

do sistema composto, de modo a se obter a máxima geração de potência em uma 

faixa de frequências determinada. Contudo, é o modelo mais complexo e que exige 

maior capacidade computacional. 

Vale ressaltar ainda que o modelo linear estudado é válido para pequenas 

acelerações na base, como foi o caso dos experimentos realizados. Stanton et al. 

(2011) e Leadenham et al. (2015) demonstraram que essas acelerações devem ser 

em torno de 0,1 g. Para maiores amplitudes, ou para a obtenção de um modelo mais 

preciso também em pequenas amplitudes, modelos não lineares devem ser 

considerados, tanto para as equações mecânicas, quanto para as equações elétricas. 

 

6.2 RECOMENDAÇÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

A partir do estudo deste e de outros trabalhos relacionados, algumas linhas 

de trabalhos são propostas. Em um primeiro momento, é sugerida a realização do 

projeto ótimo do sistema composto, a partir da metodologia apresentada na Seção 

3.5, de modo a encontrar os parâmetros ótimos que possibilitem a máxima geração 

de energia dentro de uma faixa de frequências desejada. A validação experimental do 

sistema ótimo também pode ser realizada. 

O estudo das divergências entre valores identificados e valores 

simulados/experimentais também pode ser realizado. Os modelos podem ser 

revisados de modo a se explicar pequenas discrepâncias obtidas, como nos valores 

de rigidez dinâmica simulada e identificada para os casos da viga piezoelétrica 

contínua. 

Em outra linha, é proposto o desenvolvimento de um trabalho que leve em 

conta as não linearidades do sistema, tanto mecânicas quanto elétricas, para realizar 
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a identificação e mensurar o erro cometido ao se considerar o sistema linear para 

diferentes amplitudes de aceleração na base. O sistema ótimo pode então ser 

projetado a partir deste novo modelo. 

Por fim, seria de grande proveito o estudo do material piezoelétrico atuando 

também como um neutralizador para a viga metálica. O sistema pode ser analisado e 

projetado para minimizar as vibrações da viga base metálica e, simultaneamente, 

maximizar a geração de energia. 
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